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2.4.2 Metoda největš́ıho spádu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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8.3 Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192
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10.5.1 Klasifikace rovnic na hyperbolické, parabolické a eliptické . . . . . . 211
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Označeńı

N množina přirozených č́ısel
Z množina celých č́ısel
R množina reálných č́ısel
Q množina racionálńıch č́ısel
I množina iracionálńıch č́ısel
C množina komplexńıch č́ısel
Pn(x) polynom n-tého stupně proměnné x
Am,n matice typu m,n (s m řádky a n sloupci)
A = (aij) matice s prvky aij
I jednotková matice
O nulová matice
detA = |A| determinant matice A
A−1 matice inverzńı k matici A
adj A matice adjungovaná k matici A
Aks algebraický doplněk prvku aks
hod (A) hodnost matice A
(Rn,+, .) vektorový prostor všech uspořádaných n-tic
dimP dimenze prostoru P .
a · a skalárńı součin vektor̊u a, b
‖x‖ norma vektoru x
2 konec d̊ukazu, konec řešeńı př́ıkladu
〈A〉 lineárńı obal množiny A
MAA′ matice přechodu od báze A k bázi A′
a ⊥ b vektor a je ortogonálńı na vektor b
f |V = g zúžeńı funkce na podmnožinu
A×B kartézský součim množin A,B
a× b vektorový součin vektor̊u a, b
[a, b, c] smı́̌sený součin vektor̊u a, b, c
∼ ekvivalence
≈ aproximace, přibližné řešeńı
.
= přibližné řešeńı
diag(λ1, . . . , λn) diagonálńı matice s prvky λ1, . . . , λn na hlavńı diagonále
∀x pro všechna x
∃ existuje
∃! existuje právě jedno
%(C) spektrálńı poloměr matice C
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1 Princip numerických metod

Pr̊uvodce studiem

Ćılem této kapitoly je seznámit čtená̌re se základy teorie chyb, rozděleńım chyb a jejich š́ı̌reńı p̌ri
prováděńı základńıch aritmetických operaćı.

Dále si p̌ripomeneme Banachovu větu o pevném bodě, která je teoretickým základem pro všechny
iteračńı metody.

Seznáḿıme se s podḿınkami, které nám zaručuj́ı konvergenci jednotlivých iteračńıch metod k
p̌resnému řešeńı. Budeme se věnovat odhad̊um p̌resnosti výpočtu.

Ćıle

Po prostudováńı této kapitoly budete schopni:

• Rozeznat rychlost š́ı̌reńı chyb během výpočtu.

• Chápat odvozeńı daľśıch metod pomoćı Richardsonovy exptrapolace.

• Rozumět princip̊um numerických metod založených na Banachově větě o pevném bodu.

1.1 Chyby při numerických výpočtech.

Omyly člověka, poruchy stroje či zař́ızeńı jsou také chybami, ale těmi se nebudeme
zabývat. Slovo chyba budeme už́ıvat ve smyslu odchylek, které jsou pravidelným a nero-
zlučným doprovodem každého numerického řešeńı.
Rozeznáváme chyby:

• vstupńıch dat

– chyby měřeńı

– chyby zp̊usobené zobrazeńım vstupńıch dat v poč́ıtači, (Např.: π, e,
√

2, . . . ).

• numerické metody
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– limitu nahrad́ıme členem posloupnosti s dosti vysokým indexem.
Např.: nahrazeńı funkce jej́ım rozvojem do Taylorovy řady.

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . .

Volme x = 1, potom při použit́ı prvńıch tř́ı člen̊u řady budeme mı́t chybu

nejvýše
1

7!
.

– úlohu nahrad́ıme jednodušš́ı.
Např.: Určit povrch Země. Použijeme-li vztah S = 4πr2 pro povrch koule o
polměru r, potom se dopoušt́ıme chyby, protože jsme Zemi - geoid nahradili
kouĺı.

• zaokrouhlovaćı

– č́ıslo s nekonečným dekadickým rozvojem nahrad́ıme č́ıslem s konečným počtem
člen̊u,

– velká č́ısla se v poč́ıtači zobrazuj́ı v semilogaritmickém tvaru,

– všechny nepřesnosti zp̊usobené realizaćı algoritmu v poč́ıtači, včetně
nepřesného prováděńı aritmetických operaćı.

Přitom je vhodné mı́t na paměti, že při řešeńı konkrétńı úlohy se obvykle vyskytuj́ı všechny
druhy chyb současně.

Při výpočtech jsme často nuceni nahradit č́ıslo x jeho aproximaćı xn.

x− xn = ∆x – absolutńı chyba aproximace xn.

|x− xn| ≤ ε(xn) – odhad absolutńı chyby – s ńı se pracuje

∆x

x
=
x− xn
x

, x 6= 0
– relativńı chyba aproximace xn

∣∣∣∣x− xnx

∣∣∣∣ ≤ ε(xn)

|x|
= δ(xn)

– odhad relativńı chyby.

Absolutńı hodnota relativńı chyby se často uvád́ı v procentech.

1.2 Š́ı̌reńı chyb při aritmetických operaćıch

Věta 1.1. Absolutńı chyba součtu (rozd́ılu) je rovna součtu (rozd́ılu) absolutńıch chyb.

∆(x± y) = ∆x±∆y.

Důkaz. Máme x± y = (xn + ∆x)± (yn + ∆y) = (xn ± yn) + (∆x±∆y).
Odečteńım źıskáme tvrzeńı věty.



1.2 Š́ıřeńı chyb při aritmetických operaćıch 9

Věta 1.2. Pro absolutńı chybu součinu plat́ı

∆(x · y) ≈ xn∆y + yn∆x.

Důkaz.
x · y = (xn + ∆x) · (yn + ∆y) = xn · yn + xn∆y + yn∆x+ ∆x∆y,

tvrzeńı věty dostaneme, jestliže zanedbáme člen ∆x∆y, o kterém předpokládáme, že je
dostatečně malý.

Věta 1.3. Pro absolutńı chybu pod́ılu plat́ı

∆

(
x

y

)
≈ ∆x

yn
− xn∆y

(yn)2
.

Důkaz.

Obdobně
x

y
=
xn + ∆x

yn + ∆y
=
xn + ∆x

yn

(
1 +

∆y

yn

)−1

=

posledńı závorku vpravo chápeme jako součet geometrické řady a dostáváme

=
xn + ∆x

yn

(
1− ∆y

yn
+ . . .

)
≈

a zanedbáńım vyšš́ıch řád̊u dostaneme

≈ xn
yn

+
∆x

yn
− xn∆y

(yn)2

Odečteńım dostaneme tvrzeńı věty.

Věta 1.4. Relativńı chyba součinu či pod́ılu nepřevýš́ı součet relativńıch chyb činitel̊u.

δ(xy) ≤ δ(x) + δ(y),

δ

(
x

y

)
≤ δ(x) + δ(y).

Důkaz. Analogicky jako u věty 1.3. Doporučuji provést samostatně jako cvičeńı.

Definice 1.5. Necht’ A (množina vstupńıch dat), B (množina výstupńıch dat) jsou met-
rické normované prostory. Řekneme, že úloha

y = U(x), x ∈ A, y ∈ B

je korektńı na (A,B) jestliže
1) ∀x ∈ A ∃!y ∈ B takové, že plat́ı y = U(x).
2) Toto řešeńı spojitě záviśı na vstupńıch datech, t.j.

xn → x, U(xn) = yn ⇒ U(xn)→ U(x) = y.
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Poznámka 1.6. Jestliže A,B jsou Banachovy prostory1, pak ke spojité závislosti řešeńı stač́ı

‖yn − y‖B ≤ L‖xn − x‖A, L = Konst.

Symbol ‖.‖B označuje normu v prostoru B.
Mnohdy dostačuje jen jiná formulace úlohy, aby se z nekorektńı úlohy stala úloha korektńı.

Př́ıklad 1.7.
”
Určit všechny kořeny polynomu.“

Stupeň polynomu určuje počet řešeńı, která mohou být reálná či komplexńı. Úloha proto
neńı jednoznačná a proto se nejedná o korektńı úlohu. Stač́ı ale doplnit podmı́nku jed-
noznačnosti:

”
Určit největš́ı reálný kořen“ a máme korektńı úlohu.

Běžně se za korektńı úlohy považuj́ı i úlohy, které lze pouhou změnou formulace převést
na korektńı.

Př́ıklad 1.8. Nekorektńı úloha z časopisu2

”
Kolik stoj́ı kilo hrušek, když v poli stoj́ı jedna?“

1.3 Podmı́něnost úloh

Definice 1.9. Řekneme, že korektńı úloha je dobře podmı́něna, jestliže malá změna ve
vstupńıch datech vyvolá malou změnu řešeńı. Č́ıslo

Cp =

∥∥∥∆y
y

∥∥∥∥∥∆x
x

∥∥ =
relativńı chyba řešeńı

relativńı chyba vstupu

nazýváme č́ıslem podmı́něnosti úlohy y = U(x).

Protože většinou umı́me stanovit pouze odhady, tak

Cp ≈
δ(y)

δ(x)
.

Jestliže Cp ≈ 1 je úloha velmi dobře podmı́něná.
Pro Cp velké jde o špatně podmı́něnou úlohu. Ale tento pojem je velmi relativńı. V praxi
se hovoř́ı o špatně podmı́něné úloze pro Cp ≥ 100.

Někteř́ı autoři mı́sto o dobré či špatné podmı́něnosti použ́ıvaj́ı termı́n malá čivelká citlivost
vzhledem ke vstupńım dat̊um.

Př́ıklad 1.10. Mějme dán polynom p(x) = x2 + x− 1150. Určete hodnotu polynomu v

bodech x = 33 a x =
100

3
a odhadněte hodnotu č́ısla podmı́něnosti.

1Jsou definovány dále, viz poznámka (1.29)
2Publikováno v časopise

”
Mladý svět“ kolem roku 1970.
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Řešeńı. Dosazeńım dostaneme

p(33) = −28, p

(
100

3

)
≈ −5.6.

∆(x) =
1

3
∆(y) = 22.4 ⇒ Cp ≈ 79.178.

Jedná se proto o nestabilńı úlohu. Přitom jde o hodnoty bĺızké ke kořenu x = 33.41533576.

Podmı́něnost matic.
Necht’ máme soustavu lineárńıch algebraických rovnic Ax = b, kde A je matice koeficient̊u,
b je sloupec pravých stran a x je sloupec neznámých. Necht’ xn je aproximace řešeńı této
soustavy. Označme r = b− Axn, kde r je reziduum. Je-li složky vektoru r malé, ještě to
nic neř́ıká o přesnosti výpočtu, nebot’

r = b− Axn = Ax− Axn = A(x− xn),

odtud po úpravě dostáváme

A−1r = x− xn

a jsou-li prvky matice A−1 dostatečně velké, bude i rozd́ıl x − xn velký i pro velmi malé
r.

Plat́ı Cp = ‖A−1‖ · ‖A‖.

Symbolem ‖.‖ označujeme normu matice, viz definici (1.31).

Př́ıklad 1.11. Mějme dánu soustavu Ax = b, kde

A =

(
4, 1 2, 8
9, 7 6, 6

)
.

Jestliže zvoĺıme jako pravou stranu b =

(
4, 1
9, 7

)
, potom dostaneme řešeńı x =

(
1
0

)
.

Jestliže zvoĺıme jako pravou stranu b =

(
4, 11
9, 7

)
, potom dostaneme řešeńı x =

=

(
0, 34
0, 97

)
. Jde o špatně podmı́něnou soustavu s Cp > 2249, 5 (pro Eukleidovskou

normu dostáváme Cp > 1622 ).

Řešeńı špatně podmı́něné soustavy muśıme interpretovat velmi opatrně. Je to vlastnost
dané matice, nikoliv postupu řešeńı. Proto je vhodné se zabývat otázkou, zda je úloha
dobře formulovaná, zda nejde úlohu nějak upravit a podobně, aby bylo možné se vyhnout
použit́ı špatně podmı́něné matice při řešeńı.
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Poznámka 1.12. Teoretické odhady chyb bývaj́ı značně pesimistické. Horńı hranice chyb bývá
většinou jen zř́ıdka dosaženo, protože v pr̊uběhu výpočtu docháźı k určité vzájemné kompenzaci
chyb. Př́ıkladem může být Eratosthenovo1měřeńı obvodu Země.

1.4 Richardsonova extrapolace

Jde o univerzálńı postup, který nám umožňuje pomoćı základńı metody s nižš́ı přesnost́ı vytvářet
metody s přesnost́ı vyšš́ı.

Necht’ je základńı metoda reprezentovaná funkćı F (h) s parametrem h (může j́ım být např́ıklad
velikost kroku dané metody). Pomoćı této metody umı́me spoč́ıtat hodnotu F (h) pro malé
h > 0. Chceme co nejpřesněji aproximovat hodnotu F (0), kterou ale neumı́me určit př́ımo z
funkce F (h).

Necht’ funkci F (h) můžeme zapsat ve tvaru mocninné řady

F (h) = a0 + a1h
2 + a2h

4 + a3h
6 + . . . (1.1)

Pro malé h můžeme položit h = 0 a dostaneme aproximaci F (0) ≈ a0.

Hledejme lepš́ı aproximaci. Podle (1.1) plat́ı

F

(
h

2

)
= a0 + a1

(
h

2

)2

+ a2

(
h

2

)4

+ a3

(
h

2

)6

+ . . . (1.2)

Odstrańıme z rovnic (1.1) a (1.2) člen obsahuj́ıćı druhou mocninu. Ten totiž představuje největš́ı

chybu v rozd́ılu a0 − F (h) i a0 − F
(
h

2

)
. Rovnici (1.2) vynásob́ıme čtyřmi a odečteme od ńı

(1.1), dostaneme

4F

(
h

2

)
− F (h) = 4a0 + 4a1

(
h
2

)2
+ 4a2

(
h
2

)4
+ 4a3

(
h
2

)6
+ . . .

−a0 − a1h
2 − a2h

4 − a3h
6 − . . .

= 3a0 + 4a2

(
h
2

)4 − a2h
4 + 4a3

(
h
2

)6 − a3h
6 + . . .

1 Eratosthenés z Kýreny (275 — 195 př.n.l.) rodák z Kýreny v nyněǰśı Libyi. Základńı vzděláńı źıskal
v Athénách. Později p̊usobil v Alexandrii, pracoval společně s Eukleidem, Apoloniem z Pergy (260 — 170
př.n.l.), byl př́ıtelem Archimedovým (287 — 212 př.n.l.). Eratosthenés byl všestranným pracovńıkem —
věnoval se gramatice, literárńı historii, matematice, astronomii, chronologii, etice,geografii a kartografii.
Pokusil se změřit a vypoč́ıtat obvod Země. Jeho výsledek je neuvěřitelně přesný (chyba je asi 0,8%).
Jeho kolegové a spolupracovńıci mu za jeho pracovitost a dosažené výsledky přezd́ıvali “Pentathlos”, t.j.
atlet–pětibojař, který dosahuje výborných výsledk̊u v r̊uzných oblastech, ale ani v jedné z nich se nestane
nejlepš́ım. Tato přezd́ıvka je spojena s jemnou výčitkou. Stoupenci specializace mu s jistou povýšenost́ı
přezd́ıvali “Beta” — (název č́ısla 2) t.j. druhořadý. Někdy je také tato přezd́ıvka vysvětlována t́ım, že
Eratosthenés byl jako padesátiletý povolán ke dvoru Ptolemaia III. (vládl 247 — 221 př.n.l.), kde se
stal vychovatelem následńıka tr̊unu. A s t́ımto titulem, asi jako finančńı zabezpečeńı, byl jmenován i
druhým hlavńım knihovńıkem alexandrijské knihovny. Eratosthenés ke konci života oslepl a dobrovolně
odešel ze světa. Z celého jeho rozsáhlého d́ıla se dochovaly pouze zlomky jako citace pozděǰśıch autor̊u.
Eratosthénovo śıto k určeńı prvoč́ısel v množině {1, 2, . . . , n} se stalo východiskem pro celou jednu část
teorie č́ısel.
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= 3a0 + a2

(
1
4 − 1

)
h4 + a3

(
1
8 − 1

)
h6 + . . .

Rovnici vyděĺıme třemi a dostaneme novou funkci

F2(h) =
4F
(
h
2

)
− F (h)

3
= a0 + a

(2)
2 h4 + a

(2)
3 h6 + . . . (1.3)

Přitom plat́ı, že |a(2)
i | < |ai|, i = 2, 3, . . . Proto je F2(h) lepš́ı aproximaćı pro a0 než F (h).

Pro dosti malá h je také F2(h) lepš́ı aproximaćı než F

(
h

2

)
, protože rozd́ıl F2(h)− a0 zač́ıná až

čtvrtou mocninou h.

Dostali jsme tak metodu F2, která je pro dostatečně malá h lepš́ı než metoda F .

Analogickým zp̊usobem můžeme odstranit z F2 čtvrtou mocninu a źıskáme ještě lepš́ı aproximaci
F (0).

Podle (1.3) plat́ı

F2

(
h

2

)
= a0 + a

(2)
2 h4 + a

(3)
3 h6 + . . . (1.4)

Rovnici (1.4) vynásob́ıme 16 a odečteme od ńı rovnici (1.3), výsledek děĺıme 15. Dostaneme

F3(h) =
16F2

(
h
2

)
− F2(h)

15
= a0 + a

(3)
3 h6 + . . .

Takto můžeme pokračovat dále a źıskávat stále lepš́ı aproximace pro které plat́ı

Fi+1(h) =
4iFi

(
h
2

)
− Fi(h)

4i − 1
= a0 + a

(i+1)
i+1 h2i+2 + . . .

přičemž F1(h) = F (h). Výpočet si můžeme zapsat do tabulky (vyplňuje se po řádćıch)

T00

T10 T11

T20 T21 T22

T30 T31 T32 T33

. . . . . . . . . . . . . . .

přičemž

Ts0 = F

(
h

2s

)
, s = 0, 1, . . .

Tsi =
4iTs,i−1 − Ts−1,i−1

4i − 1
.

Výpočet ukonč́ıme a hodnotu Tss považujeme za dostatečně přesnou, jestliže |Tss − Ts,s−1| < ε,
kde ε je předem zadaná požadovaná přesnost.

Speciálńım př́ıpadem Richardsonovy extrapolace je vyjádřeńı Simpsonova1 pravidla pomoćı li-
choběžńıkového pravidla při numerické integraci (viz Matematika 3). Plat́ı

Sn = S2k =
1

3
(4L2k − Lk), (1.5)

1T. Simpson (1710 – 1761) anglický matematik, samouk. Pracoval jako tkadlec a od r.1743 vyučoval
na vojenské akademii. Ve stejném roce odvodil sv̊uj vzorec pro přibližnou integraci. Jeden ze zakladatel̊u
teorie chyb.



14 Princip numerických metod

kde L2k, Lk jsou hodnoty źıskané lichoběžńıkovým pravidlem a index udává počet děleńı inter-

valu.

1.5 Metriky, kontrakce, Banachova věta

S pojmy metrika, norma, kontrakce jste se setkali už v předmětu Matematika 3. Zde si
je znovu připomeneme, korektně zadefinujeme, odvod́ıme si jejich základńı vlastnosti a
ukážeme si jejich použit́ı..

Definice 1.13. Necht’ M je neprázdná množina. Zobrazeńı d : M ×M → R splňuj́ıćı pro
všechna x, y, z ∈M následuj́ıćı axiomy

1. d(x, y) ≥ 0 ∧ d(x, y) = 0 ⇔ x = y, ( nezápornost )

2. d(x, y) = d(y, x), ( symetrie )

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), ( trojúhelńıková nerovnost )

nazveme metrikou a dvojici (M,d) metrickým prostorem.

Př́ıklad 1.14.

a) M ≡ R, d(x, y) = |x− y|

b) M ≡ Rn, d(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 ( Eukleidovská metrika )

c) M ≡ Rn, d(x, y) = max
i=1,...,n

|xi − yi| ( krychlová metrika )

d) M ≡ Rn, d(x, y) =
n∑
i=1

|xi − yi| ( oktaetická metrika )

Definice 1.15. Bod x ∈M je limitou posloupnosti {xn}∞n=1 v metrickém prostoru (M,d),
jestliže ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N, takové, že ∀n > n0 : d(xn, x) < ε. Posloupnost, která má limitu,
se nazývá konvergentńı. Označeńı lim

n→∞
xn = x.

Věta 1.16. Každá posloupnost v metrickém prostoru (M,d) m̊uže mı́t nejvýše jednu lim-
itu.

Důkaz byl provedem v 1. semestru v předmětu Matematika 1.

Definice 1.17. Posloupnost {xn}∞n=1 se nazývá cauchyovská 1, jestliže
∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N takové, že ∀n > n0 ∀p ∈ N : d(xn, xn+p) < ε.

1L. A. Cauchy (1789 – 1857) Francouzský matematik, jeden z tv̊urc̊u moderńı matematiky. Je au-
torem v́ıce než 800 praćı z teorie č́ısel, algebry, matematické analýzy, diferenciálńıch rovnic, mechaniky, aj.
S využit́ım pojmu “limity” vybudoval systematicky základy analýzy. Po francouzské červencové revoluci
v roce 1830 pobýval nějakou dobu i v Praze jako vychovatel vnuk̊u sesazeného krále Karla X.
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Věta 1.18. Každá konvergentńı posloupnost je cauchyovská.

Důkaz. Protože je {xn} konvergentńı, existuje limita lim
n→∞

xn = x. To ale (podle předchoźıch

definic) znamená, že ∀ε/2 > 0 ∃n0 ∈ N takové, že ∀n > n0 : d(xn, x) < 1
2ε. Potom, ale i ∀p ∈ N

je i d(xn+p, x) < 1
2ε. Takže máme (s využit́ım trojúhelńıkové nerovnosti)

d(xn, xn+p) ≤ d(xn, x) + d(xn+p, x) <
1

2
ε+

1

2
ε = ε.

Z následuj́ıćıho př́ıkladu vyplývá, že větu nelze obrátit.

Př́ıklad 1.19. M = R+ = (0,+∞), xn = 1
n
, limxn = 0 6∈ M. Protože každá posloup-

nost v (M,d) může mı́t nejvýše jednu limitu, je tento př́ıklad př́ıkladem posloupnosti,
která je cauchyovská, ale neńı v (M,d) konvergentńı.

Definice 1.20.. Metrický prostor (M,d) se nazývá úplný, jestliže v něm má každá cauchy-
ovská posloupnost limitu.

Př́ıklad 1.21. Každá uzavřená neprázdná podmnožina metrického prostoru je úplná.

Definice 1.22. Na množině M je definována binárńı operace ◦ : M ×M → M , jestliže
∀x, y ∈M plat́ı (x ◦ y) ∈M .

Př́ıklad 1.23. Na množině celých č́ısel tvoř́ı sč́ıtáńı binárńı operaci, protože součet libo-
volných dvou celých č́ısel je opět celé č́ıslo.

Na množině celých č́ısel děleńı netvoř́ı binárńı operaci, protože děleńı nulou neńı defi-
nováno a existuje nekonečně mnoho dvojic celých č́ısel, jejichž pod́ıl neńı č́ıslo celé, jako
např́ıklad č́ısla 2 a 3.

Definice 1.24. Necht’ M je množina a (◦) je binárńı operace na M . Uspořádaná dvojice
(M, ◦) se nazývá grupou, jestliže plat́ı

A) (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z), ∀x, y, z ∈M,

B) ∃e ∈M : e ◦ x = x ◦ e = x, ∀x ∈M,

C) ∀x ∈M ∃x−1 ∈M : x ◦ x−1 = x−1 ◦ x = e.

Definice 1.25. Pokud v grupě (M, ◦) plat́ı nav́ıc komutativńı zákon

D) x ◦ y = y ◦ x, ∀x, y ∈M,

pak mluv́ıme o komutativńı grupě (abelovské grupě).
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Definice 1.26. Necht’ (L,+) je komutativńı grupa, a necht’ je dále definována
binárńı operace · : R × L → L, (α, x) 7→ α · x, která splňuje následuj́ıćı podmı́nky
∀x, y ∈ L, ∀α, β ∈ R:

1. α · (β · x) = (αβ) · x (asociativita pro násobeńı)

2. α · (x+ y) = (α · x) + (α · y) (distributivita I.)
(α + β) · x = (α · x) + (β · x) (distributivita II.)

3. 1 · x = x

Potom uspořádaná trojice (L,+, ·) tvoř́ı vektorový prostor nad R. Prvky z L budeme
nazývat vektory, prvky z R skaláry. Značit budeme vektory malými ṕısmeny latinky a
skaláry malými ṕısmeny řecké abecedy.

Definice 1.27. Vektorový prostor V nazveme normovaným prostorem, jestliže existuje
zobrazeńı ‖ · ‖ : V → R takové, že ∀x, y ∈ V , ∀α ∈ R plat́ı:

1. ‖x‖ ≥ 0 ∧ ‖x‖ = 0 ⇔ x = O, kde O je nulový vektor.

2. ‖αx‖ = |α| · ‖x‖.

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Toto zobrazeńı nazýváme vektorovou normou.

Věta 1.28. Necht’ V je normovaný prostor. Definujeme metriku d jako

∀x, y ∈ V , d(x, y) = ‖x− y‖.

Potom (V , d) je metrický prostor.

Důkaz. Provedeme prověrkou axiomů. Doporučuji provést jako cvičeńı.

Poznámka 1.29. Metrický prostor, který je úplný v takto definované metrice, se nazývá Ba-
nach̊uv 1.

Př́ıklad 1.30.
a) V = Rn, ‖x‖ = max{|x1|, |x2|, . . . , |xn|}, potom lze d(x, y) definovat takto

d(x, y) = max
i
|xi − yi|.

b) V = Rn, ‖x‖ =

(
n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

, p ≥ 1, potom je metrikou funkce

d(x, y) =

(
n∑
i=1

|xi − yi|p
) 1

p

.

1Stefan Banach (1892 — 1945) vynikaj́ıćı polský matematik. Jeden ze zakladatel̊u moderńı
funkcionálńı analýzy.
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c) V = C[a, b], tj. množina všech spojitých funkćı na [a, b].1 Skalárńı součin je x • y =

=
b∫
a

x(t)y(t)dt. Potom

‖x‖ =
√
x • x, d(x, y) = ||x− y|| =

√∫ b

a

(
x(t)− y(t)

)2
dt.

Definice 1.31. Necht’ Mn je množina všech čtvercových matic řádu n. Necht’

∀A,B ∈Mn, ∀α ∈ R zobrazeńı ‖ · ‖ : Mn → R splňuje axiomy

1. ‖A‖ ≥ 0 ∧ ‖A‖ = 0 ⇔ A = O, kde O je nulová matice.

2. ‖αA‖ = |α| · ‖A‖.

3. ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖.

4. ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖.

Potom toto zobrazeńı nazveme maticovou normou.

Př́ıklad 1.32. Mějme matici A s prvky aij, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, potom jej́ı eukleidovská
norma má tvar

‖A‖ =

(
n∑

i,j=1

(aij)
2

) 1
2

.

Definice 1.33. Řekneme, že maticová norma ‖A‖1 je souhlasná s vektorovou normou
‖x‖2 v Rn, jestliže ‖Ax‖2 ≤ ‖A‖1 · ‖x‖2.

Př́ıklad 1.34. Souhlasné normy

a) ‖x‖2 = max
i
|xi|, ‖A‖1 = max

i

n∑
j=1

|aij|, x ∈ Rn, A ∈Mn,

b) ‖x‖2 =
n∑
i=1

|xi|, ‖A‖1 = max
j

n∑
i=1

|aij|,

c) ‖x‖2 =

(
n∑
i=1

x2
i

) 1
2

, ‖A‖1 ≤

(
n∑

i,j=1

a2
ij

) 1
2

.

V posledńım př́ıpadě jde o odhad. Přesný tvar je ‖A‖ =
√
%(ATA) =

√
%(AAT ), kde

%(B) je spektrálńı poloměr matice B.

1[a, b] označuje uzavřený interval a (a, b) otevřený interval.
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Definice 1.35. Spektrálńı poloměr matice B je %(B) = max
i
{|λi|}, kde λi jsou vlastńı

č́ısla matice B.

Definice 1.36. Necht’ (M,d) je metrický prostor. Zobrazeńı ϕ : M → M nazveme kon-
trakćı, jestliže existuje konstanta k, 0 ≤ k < 1 taková, že plat́ı

d(ϕ(x), ϕ(y)) ≤ k · d(x, y).

Č́ıslo k se nazývá koeficient kontrakce.

Definice 1.37. Necht’ ϕ je zobrazeńı z M do M . Bod x̃ ∈ M nazveme pevným bodem
zobrazeńı ϕ, jestliže je zobrazen sám na sebe, tj. jestliže plat́ı

x̃ = ϕ(x̃).

Jedna z možných interpretaćı kontraktivńıho zobrazeńı (na prostoru spojitých funkćı jedné
proměnné) je znázorněna na Obr. 1.1 a 1.2.

x

y

x1 x2O

f(x1)
f(x2)

y = f(x)

Obr. 1.1: Funkce, která je kontraktivńı

x

y

x1 x2O

f(x1)

f(x2)

y = f(x)

Obr. 1.2: Funkce, která neńı kontraktivńı

Věta 1.38. Banachova věta o pevném bodu
Necht’ (M,d) je úplný metrický prostor, ϕ je kontrakce na M s koeficientem k. Potom:
1) Existuje právě jeden bod x̃ ∈M takový, že je splněna rovnice

ϕ(x̃) = x̃.
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2) Zvoĺıme-li x1 ∈M libovolně a sestroj́ıme-li posloupnost {xi}∞i=1 předpisem

xi+1 = ϕ(xi), pak lim
i→∞

xi = x̃.

3)Plat́ı odhady pro n = 1, 2, . . .

d(xn, x̃) ≤ kn−1

1− k
d(x1, x2),

d(xn, x̃) ≤ k

1− k
d(xn−1, xn).

Důkaz. Posloupnost {xi}∞i=1, kde xi+1 = ϕ(xi), se nazývá iteračńı proces, x1 je počátečńı
aproximace, xn je n-tá aproximace.
a) Nejprve ukážeme, že pevný bod, pokud existuje, je určen jednoznačně. Předpokládejme, že
existuj́ı dva r̊uzné body a ∈M, b ∈M pro něž plat́ı a = ϕ(a), b = ϕ(b), d(a, b) 6= 0. Potom

d(a, b) = d(ϕ(a), ϕ(b)) ≤ k d(a, b) (1.6)

a po zkráceńı nenulovým d(a, b) dostaneme

1 ≤ k.

Protože ϕ je kontrakce, plat́ı pro k nerovnost 0 ≤ k < 1. Dostali jsme spor. Odtud plyne, že
nerovnost (1.6) je splněna pouze pro př́ıpad d(a, b) = 0, což je spor s předpokladem, že body
a, b jsou r̊uzné a tedy pevně bod, pokud existuje, je určen jednoznačně.
b) Dále máme

d(xj , xj+1) = d(ϕ(xj−1), ϕ(xj)) ≤ k d(xj−1, xj) =

= kd(ϕ(xj−2), ϕ(xj−1)) ≤ k2d(xj−2, xj−1) = · · · ⇒
d(xj , xj+1) ≤ kj−1d(x1, x2)

a protože 0 ≤ k < 1 dostáváme, že lim
j→∞

d(xj , xj+1) = 0.

Pro p ∈ N pak máme ∀n ∈ N

d(xn, xn+p) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + · · ·+ d(xn+p−1, xn+p) ≤ (1.7)

≤ (kn−1 + kn + · · ·+ kn+p−2)d(x1, x2) ≤

≤ (kn−1 + kn + . . . )d(x1, x2) =
kn−1

1− k
d(x1, x2). (1.8)

Protože 0 ≤ k < 1, tak
lim
n→∞

d(xn, xn+p) = 0 pro ∀p ∈ N,

což znamená, že naše posloupnost {xj} je cauchyovská a tedy existuje x̃ tak, že x̃ = lim
n→∞

xn,

protože prostor (M,d) je úplný.
c) Prvńı odhad plyne př́ımo z (1.8) pro p = ∞. Druhý odhad dostaneme z (1.8), když v (1.7)
polož́ıme p =∞. Potom

d(xn, x̃) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + · · ·+ d(xn+p−1, xn+p) + . . . ≤

≤ d(xn−1, xn)(k + k2 + k3 + . . . ) ≤ k

1− k
d(xn−1, xn).
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Pojmy k zapamatováńı

– Seznámili jsme se se základy teorie chyb a jejich š́ı̌reńı při prováděńı základńıch aritmet-
ických operaćı.

– Vyslovili a dokázali jsme si Banachovu větu o pevném bodě a jako jej́ı d̊usledek jsme si
odvodili vzorce pro odhad přesnosti numerického výpočtu.

– Ukázali jsme si použit́ı Richardsonova extrapolace pro odvozeńı přesněǰśıch vzorc̊u.

– Seznámili se s pojmy metrika a norma.

Kontrolńı otázky

1. Co rozumı́me pojmem kontrakce?

2. Může platit Banachova věta i pro záporné funkce?

3. Je možné ovlivnit rychlost š́ı̌reńı chyb, tj. nar̊ustáńı chyby?
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2 Soustavy lineárńıch rovnic

Pr̊uvodce studiem

Ćılem této kapitoly je seznámit čtená̌re s aplikacemi Banachovy věty p̌ri hledáńı řešeńı soustav
lineárńıch algebraických rovnic. Nejďŕıve si však p̌ripomeneme finitńı metody řešeńı těchto soustav,
a to nejen Gaussovu a Jordanovu eliminačńı metodu, ale i řešeńı pomoćı inverzńı matice a pomoćı
LU rozkladu. Potom se seznáḿıme s aplikaćı Banachovy věty pro soustavy lineárńıch algebraických
rovnic. Zde si zopakujeme Jacobiho a Gaussovu-Seidelovu iteračńı metodu a ukážeme si některé daľśı
metody, které se použ́ıvaj́ı p̌redevš́ım pro řešeńı soustyv vysokých řád̊u.

Seznáḿıme se s podḿınkami, které nám zaručuj́ı konvergenci jednotlivých iteračńıch metod k
p̌resnému řešeńı soustavy rovnic. Budeme se věnovat odhad̊um p̌resnosti výpočtu.

Ćıle

Po prostudováńı této kapitoly budete schopni:

• Numericky řešit soustavy lineárńıch algebraických rovnic.

• Umět vybrat vhodnou metodu, která povede k ćıli, tj. k řešeńı.

• Odhadnout nutný počet krok̊u pro dosažeńı požadované přesnosti.

2.1 Soustavy lineárńıch rovnic — Základńı pojmy

Se soustavami lineárńıch algebraických rovnic a jejich řešeńım jste se už setkali v předmětu
Matematika 1 a v předmětu Matematika 3 jste si uvedli i dvě numerické metody pro jejich
řešeńı.

Ale až zde bude uveden solidńı teoretický základ, všechny pojmy budou řádně definiovány
o budou odvozeny potřebné vztahy. Naš́ım ćılem je ukázat všechny souvislosti a ukázat
rozsah jeho možného použit́ı.

Definice 2.1. Maticová rovnice Ax = b, kde A ∈ Rm,n, b ∈ Rm,1, x ∈ Rn,1 se nazývá
soustava lineárńıch algebraických rovnic.
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V rozepsaném tvaru máme

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

. . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

(2.1)

A je matice koeficient̊u, b je sloupec pravých stran,

(A|b) =


a11 a12 . . . a1n | b1

a21 a22 . . . a2n | b2

. . . . . . | .
am1 am2 . . . amn | bm

 se nazývá matice rozš́ı̌rená .

Každý sloupec (sloupcová matice) α, pro který plat́ı Aα = b, se nazývá řešeńım soustavy
(2.1).

Definice 2.2.
Soustava (2.1) je řešitelná, má-li aspoň jedno řešeńı.
Soustava (2.1) je jednoznačně řešitelná, má-li právě jedno řešeńı.
Soustava (2.1) je v́ıceznačně řešitelná, má-li v́ıce než jedno řešeńı.

Definice 2.3. Soustava lineárńıch algebraických rovnic se nazývá homogenńı, jestliže je
tvaru

Ax = O, (2.2)

kde O je nulový sloupec. V opačném př́ıpadě mluv́ıme o nehomogenńı soustavě.

Definice 2.4. Je-li Ax = b nehomogenńı soustava, pak přidruženou homogenńı soustavou
rozumı́me soustavu Ax = O (t.j. homogenńı soustavu se stejnou matićı koeficient̊u jakou
má nehomogenńı soustava).

Př́ıklad 2.5. Mějme dánu nehomogenńı soustavu

3x1 + x2 − 4x3 = 1

x1 − 2x2 + x3 = 5

2x1 − x2 − 3x3 = 4

Přidružená homogenńı soustava má tvar

3x1 + x2 − 4x3 = 0

x1 − 2x2 + x3 = 0

2x1 − x2 − 3x3 = 0
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2.1.1 Řešeńı soustav

Věta 2.6. Necht’ soustava Ax = b má čtvercovou regulárńı matici koeficient̊u. Potom
má tato soustava právě jedno řešeńı, které m̊užeme určit použit́ım Cramerových 1

vzorc̊u: k-tý člen řešeńı je zlomek, v jehož jmenovateli je determinant matice koeficient̊u
A a v čitateli determinant matice, kterou źıskáme z matice A nahrazeńım k-tého sloupce
sloupcem pravých stran soustavy (2.1) a ostatńı sloupce ponecháme.

Důkaz. Máme Ax = b, |A| 6= 0, takže existuje A−1. Potom

x = A−1b =
1

|A|
(adj A)b =

1

|A|


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . .
A1n A2n . . . Ann

 b.

Ted’ si jen stač́ı uvědomit, že v prvńım řádku matice adj A jsou algebraické doplňky př́ıslušné
k prvńımu sloupci matice A. Potom součin prvńıho řádku matice adj A se sloupcem b můžeme
podle Laplaceovy věty o rozvoji determinantu chápat jako rozvoj determinantu matice podle
prvńıho sloupce, kde matice má jako prvńı sloupec sloupec b a zbývaj́ıćı sloupce jsou z matice
A. Obdobně pro daľśı prvky.

Př́ıklad 2.7. Najděte řešeńı soustavy rovnic

3x1 + x2 − 4x3 = 1

x1 − 2x2 + x3 = 5

2x1 − x2 − 3x3 = 4

Řešeńı. Urč́ıme si determinant matice koeficient̊u

|A| =

∣∣∣∣∣∣
3 1 −4
1 −2 1
2 −1 −3

∣∣∣∣∣∣ = 14

Determinant matice A je nenulový, soustava je tedy jednoznačně řešitelná. Spoč́ıtáme si
determinanty matic Di, kde matice Di vznikne z matice A nahrazeńım i-tého sloupce
sloupcem pravých stran naš́ı soustavy.

|D1| =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −4
5 −2 1
4 −1 −3

∣∣∣∣∣∣ = 14, |D2| =

∣∣∣∣∣∣
3 1 −4
1 5 1
2 4 −3

∣∣∣∣∣∣ = −28, |D3| =

∣∣∣∣∣∣
3 1 1
1 −2 5
2 −1 4

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Potom xi = |Di|
|A| , takže máme

x1 =
14

14
= 1, x2 =

−24

14
= −2, x3 =

0

14
= 0.

1 Gabriel Cramer (31. 7. 1704 – 4. 1. 1752) švýcarský matematik, př́ırodovědec a technik. V matem-
atice se věnoval hlavně geometrii a teorii pravděpodobnosti. V r. 1750 vydal knihu o algebraických
křivkách, kde je v dodatku uveden zp̊usob vyloučeńı (n − 1) neznámých ze soustavy n rovnic o n
neznámých. Přes nevhodnou symboliku t́ım položil základy teorie determinant̊u.



24 Soustavy lineárńıch rovnic

Poznámka 2.8. Cramerovy vzorce sice dávaj́ı přesné řešeńı, ale je zapotřeb́ı pro ně vypoč́ıtat
(n + 1) determinant̊u n-tého řádu. Pro rozsáhleǰśı soustavy je jejich použit́ı problematické,
protože ani s pomoćı výpočetńı techniky nejsme schopni určit přesně hodnoty determinant̊u.
Cramerovy vzorce nemaj́ı obecnou platnost, předpokládaj́ı regularitu matice koeficient̊u.

Věta 2.9. Frobeniova, 1 Kroneckerova 2 — Capelliho 3 , existenčńı.
Soustava (2.1) je řešitelná právě tehdy, když hodnost matice koeficient̊u se rovná hodnosti
matice rozš́ıřené.

Poznámka 2.10. Jinak řečeno:
h(A) < h(A|b) — soustava (2.1) nemá řešeńı,
h(A) = h(A|b) — soustava (2.1) je řešitelná,
h(A) > h(A|b) — nemůže nikdy nastat. Přidáńım daľśıho sloupce můžeme hodnost matice
zvýšit, ale nikdy ne sńıžit.

Důkaz. věty (2.9): Necht’ je soustava (2.1) řešitelná. Potom existuje sloupec

α = (α1, α2, . . . , αn)T

takový, že plat́ı Aα = b. Vezmeme si matici rozš́ı̌renou soustavy (2.1) a od posledńıho sloupce
odečteme α1 násobek prvńıho sloupce, α2 násobek druhého sloupce, atd. až αn násobek n-tého
sloupce. Dostaneme

(A|b) ∼


a11 a12 . . . a1n | b1 − α1a11 − α2a12 − . . .− αna1n

a21 a22 . . . a2n | b2 − α1a21 − α2a22 − . . .− αna2n

. . . . . . | .
am1 am2 . . . amn | bm − α1am1 − α2am2 − . . .− αnamn

 .

Protože α je řešeńım soustavy (2.1), tak plat́ı pro všechna i = 1, 2, . . . ,m

bi − α1ai1 − α2ai2 − . . .− αnain = 0.

V posledńım sloupci budou stát samé nuly a my máme

(A|b) ∼


a11 a12 . . . a1n | 0
a21 a22 . . . a2n | 0
. . . . . . | .
am1 am2 . . . amn | 0

 ∼ A
1Georg Ferdinand Frobenius (26. 10. 1849 – 3. 8. 1917) německý matematik. Zabýval se hlavně

algebrou. Vyslovil existenčńı větu pro řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic. Patř́ı mu vynikaj́ıćı
práce z oblasti kvadratických forem, maticového počtu a teorie konečných grup. Zavedl řadu pojmů
moderńı algebry.

2Leopold Kronecker (7. 12. 1823— 29. 12. 1891) německý matematik. Zabýval se teoríı č́ısel,
teoríı kvadratických forem, teoríı grup, teoríı eliptických funkćı. Byl odp̊urcem Cantorovy teorie množin.
Odvodil metodu, kterou lze vždy nalézt všechny racionálńı kořeny polynomu s racionálńımi koeficienty ( i
když mnohdy obt́ıžně a zdlouhavě). Dokázal existenčńı větu pro řešeńı soustavy lineárńıch algebraických
rovnic.

3Alfredo Capelli (5. 6. 1855 – 28. 1. 1910) italský matematik, p̊usobil v Neapoli. Významně přispěl
k rozvoji teorie algebraických rovnic. Dále se zabýval teoríı funkćı komplexńı proměnné a teorii difer-
enciálńıch rovnic.
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Nulový sloupec jsme vynechali. Použili jsme pouze elementárńı úpravy, které neměńı hodnost
matice. Proto plat́ı: Jestliže je soustava (2.1) řešitelná, potom h(A) = h(A|b).

Z druhé strany: Necht’ je h(A) = h(A|b) = k. Potom existuje v matici A podmatice řádu k,
jej́ıž determinat je nenulový. Necht’ tato podmatice je vlevo nahoře. Prvńıch k sloupc̊u matice A
nazveme bázovými. Potom každý sloupec matice (A|b) je lineárńı kombinaćı bázových sloupc̊u.

b1
b2
. . .
bm

 = λ1


a11

a21

. . .
am1

+ λ2


a12

a22

. . .
am2

+ · · ·+ λk


a1k

a2k

. . .
amk

 =

= λ1


a11

a21

. . .
am1

+ λ2


a12

a22

. . .
am2

+ · · ·+ λk


a1k

a2k

. . .
amk

+ 0


a1,k+1

a2,k+1

. . .
am,k+1

+ · · ·+ 0


a1n

a2n

. . .
amn

 .

To ovšem znamená, že sloupec λ = (λ1, λ2, . . . , λk, 0, . . . , 0)T je řešeńım soustavy (2.1). Neboli
plat́ı: Jestliže je h(A) = h(A|b) = k, potom je soustava (2.1) řešitelná.

Důsledek 2.11. Je-li soustava (2.1) řešitelná, t.j. h(A) = h(A|b) = h, pak pro h = n
má soustava (2.1) právě jedno řešeńı a pro h < n má soustava (2.1) nekonečně mnoho
řešeńı, která záviśı na (n− h) parametrech.

Důsledek 2.12. Je-li soustava (2.1) řešitelná, t.j. h(A) = h(A|b) = h, potom nikdy nem̊uže
nastat př́ıpad, že h > n.

Př́ıklad 2.13. Řešte soustavu

x+ y + z = 1

2x+ y + 2z = 1

x+ y + 3z = 2

Řešeńı. Protože |A| = −2 6= 0, jde o soustavu, jej́ıž řešeńı můžeme určit pomoćı Cramerových
vzorc̊u. Dostaneme

x = −1

2
, y = 1, z =

1

2
.

Př́ıklad 2.14. Řešte soustavu

x+ y + z = 1

x+ y + 2z = 1

x+ y + 3z = 2

Řešeńı. |A| = 0, proto nemůžeme použ́ıt Cramerových vzorc̊u.

h(A) = 2, h(A|b) = 3⇒ h(A) 6= h(A|b),

podle věty 2.9 nemá soustava řešeńı.
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Př́ıklad 2.15. Řešte soustavu

x+ y + z = 1

x+ y + 2z = 1

2x+ 2z + 4z = 2

Řešeńı. |A| = 0, proto nemůžeme použ́ıt Cramerových vzorc̊u.

h(A) = 2, h(A|b) = 2⇒ h(A) = h(A|b),

Řešeńı záviśı na jednom parametru.
x = 1− t
y = t
z = 0.

Věta 2.16. Homogenńı soustava (2.2) je vždy řešitelná.

Důkaz. Nulový sloupec je vždy řešeńım.

Definice 2.17. Nulové řešeńı soustavy (2.2) nazveme triviálńım.

Věta 2.18. Homogenńı soustava má netriviálńı řešeńı právě tehdy, když hodnost matice
koeficient̊u je menš́ı jak počet neznámých.

Věta 2.19. Necht’ u, v jsou řešeńım soustavy (2.2). Potom i jejich libovolná lineárńı
kombinace αu + βv je řešeńım soustavy (2.2).

Důsledek 2.20. Každá lineárńı kombinace řešeńı soustavy (2.2) je opět řešeńım soustavy
(2.2).

Důsledek 2.21. Věta 2.19 mluv́ı jen o dvou řešeńıch, ale jejich počet neńı omezen.

Důkaz se provád́ı matematickou indukćı.

Definice 2.22. Maximálńı počet lineárně nezávislých řešeńı soustavy (2.2) nazveme
fundamentálńı soustavou řešeńı soustavy (2.2).

Věta 2.23. Každá v́ıceznačně řešitelná soustava (2.2) má vždy fundamentálńı soustavu
řešeńı.

Př́ıklad 2.24. Řešte homogenńı soustavu rovnic

3x1 + 2x2 + 5x3 + 2x4 + 7x5 = 0

6x1 + 4x2 + 7x3 + 4x4 + 5x5 = 0

3x1 + 2x2 − x3 + 2x4 − 11x5 = 0

6x1 + 4x2 + x3 + 4x4 − 13x5 = 0
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Řešeńı. Koeficienty soustavy si zaṕı̌seme do matice a pomoćı elementárńıch řádkových úprav
si matici převedeme na stupňovitý tvar.

3 2 5 2 7
6 4 7 4 5
3 2 −1 2 −11
6 4 1 4 −13

 ∼


3 2 5 2 7
0 0 −3 0 −9
0 0 −6 0 −18
0 0 −9 0 −27

 ∼

∼


3 2 0 2 −8
0 0 1 0 3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ∼ ( 1 2
3 0 2

3
−8
3

0 0 1 0 3

)
.

Máme dvě rovnice o pěti neznámých. Voĺıme si proto tři parametry. Zvolme x2 = 3s, x4 =
= 3t, x5 = 3u, kde s, t, u ∈ R. Potom

x =


−2s− 2t+ 8u

3s
−9u

3t
3u

 = s


−2

3
0
0
0

+ t


−2

0
0
3
0

+ u


8
0
−9

0
3

 .

Trojice vektor̊u vpravo pak představuje fundamentálńı soustavu řešeńı.

Věta 2.25. Necht’ p, q jsou řešeńı soustavy (2.1). Potom (p − q) je řešeńım přidružené
homogenńı soustavy.

Důsledek 2.26. Součet parciálńıho řešeńı soustavy (2.1) a řešeńı přidružené homogenńı
soustavy je řešeńım soustavy (2.1).

Důsledek 2.27. Všechna řešeńı soustavy (2.1) źıskáme jako součet jednoho (parciálńıho)
řešeńı soustavy (2.1) a fundamentálńı soustavy řešeńı přidružené homogenńı soustavy.

2.2 Gaussova eliminačńı metoda

Definice 2.28. Dvě řešitelné soustavy lineárńıch rovnic se nazývaj́ı ekvivalentńı, jestliže
maj́ı stejnou množinu řešeńı.

Dvě ekvivalentńı soustavy mohou mı́t r̊uzný počet rovnic, ale muśı mı́t stejný počet
neznámých.

Mějme dvě takové soustavy

Ax = b, A′x = b′.

Potom z podmı́nek řešitelnosti plyne, že

h(A) = h(A|b) = h(A′) = h(A′|b′).
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Protože soustavy maj́ı stejnou množinu řešeńı, tak plat́ı:

Aα = b ⇔ A′α = b′.

Potom konečným počtem řádkových elementárńıch úprav lze matici (A|b) převést na
matici (A′|b′).
Pozor: zde nelze zaměňovat řádkové a sloupcové úpravy.
Můžeme použ́ıvat pouze řádkové úpravy a ze sloupcových pouze výměnu sloupc̊u v matici
A, což je vlastně přeznačeńı proměnných.
Pomoćı elementárńıch úprav si uprav́ıme soustavu Ax = b na tvar

c1,1y1 + c1,2y2 + · · ·+ c1,hyh + c1,h+1yh+1 + · · ·+ c1,nyn = d1

c2,2y2 + · · ·+ c2,hyh + c2,h+1yh+1 + · · ·+ c2,nyn = d2

. . . . . . . . .

ch,hyh + ch,h+1yh+1 + · · ·+ ch,nyn = dh

kde (y1, y2, . . . , yn) je vhodná permutace proměnných (x1, x2, . . . , xn).
Je-li h = n, má soustava právě jedno řešeńı — jde o kramerovskou soustavu, tj. řešeńı
můžeme źıskat pomoćı Cramerových vzorc̊u.
Je-li h < n, potom proměnné yh+1, . . . , yn prohláśıme za parametry a soustavu uprav́ıme
na tvar

c1,1y1 + c1,2y2 + · · ·+ c1,hyh = d1 − c1,h+1yh+1 − . . .− c1,nyn

c2,2y2 + · · ·+ c2,hyh = d2 − c2,h+1yh+1 − . . .− c2,nyn

. . . . . . . . .

ch,hyh = dh − ch,h+1yh+1 − . . .− ch,nyn

Tato soustava je ekvivalentńı s p̊uvodńı soustavou Ax = b a každé volbě parametr̊u
yh+1, . . . , yn odpov́ıdá právě jedno řešeńı. Parametr̊u je celkem (n− h). Jestliže za prvky
yh+1, . . . , yn bereme sloupce regulárńı matice řádu (n − h), potom bereme za parametry
lineárně nezávislé prvky a obdrž́ıme obecné řešeńı soustavy (2.1).
Tento postup se nazývá Gaussova 1 eliminačńı metoda.

Jestliže budeme dále pokračovat v řádkových úpravách, můžeme soustavu (2.3) upravit
na tvar

y1 + 0y2 + · · ·+ 0yh = g1 − f1,h+1yh+1 − . . .− f1,nyn

1 K.F.Gauss (1777 — 1855) německý matematik, fyzik, geofyzik, geodet, astronom. Jeden
z nejvýznamněǰśıch matematik̊u všech dob. Všestranný vědec, který pracoval ve všech oblastech matem-
atiky. Všude dosáhl prvořadých výsledk̊u a předznamenal mnohdy daľśı rozvoj. Byl též velmi zručný
numerický matematik, který objevil řadu numerických metod. Jako prvńı dospěl k princip̊um neeuk-
leidovské geometrie, ale výsledky v této oblasti nechtěl pro jejich převratnost publikovat, proto patř́ı
priorita objevu N.I.Lobačevskému. V algebře jako prvńı dokázal Základńı větu algebry. Rozvinul teorii
kvadratických forem, zavedl přesně komplexńı č́ısla, rozvinul metody řešeńı soustav algebraických rovnic.
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y2 + · · ·+ 0yh = g2 − f2,h+1yh+1 − . . .− f2,nyn

. . . . . . . . .

yh = gh − fh,h+1yh+1 − . . .− fh,nyn

a nebo po vynecháńı nulových prvk̊u

y1 = g1 − f1,h+1yh+1 − . . .− f1,nyn

y2 = g2 − f2,h+1yh+1 − . . .− f2,nyn

. . . . . .

yh = gh − fh,h+1yh+1 − . . .− fh,nyn

zde máme na hlavńı diagonále vlevo všechny koeficienty u neznámých rovny jedné
a zbývaj́ıćı prvky nalevo jsou nulové. Tento postup se nazývá Jordanova 1 eliminace.

2.2.1 Úplný a částečný výběr hlavńıho prvku

Při Gaussově eliminačńı metodě si postupně upravujeme soustavu Ax = b na ekvivalentńı sou-
stavu A(k)x = b(k), kde A(k), b(k) jsou matice koeficient̊u a sloupec pravých stran po k-tém kroku.
Postup je následuj́ıćı:
Prvńı krok:
Necht’ je prvek a11 6= 0 (v opačném př́ıpadě provedeme přehozeńı řádk̊u), prvky prvńıho řádku
vynásob́ıme multiplikátorem (−ak1/a11) a přičteme k prvk̊um k-tého řádku, pro k = 2, . . . , n.
T́ım źıskáme v prvńım sloupci na prvńım mı́stě nenulový prvek a zbývaj́ıćı prvky jsou nulové.
Druhý krok:
Necht’ je prvek a22 6= 0, pokud tomu tak neńı provedeme přehozeńı řádk̊u (vyjma prvńıho) a nebo
sloupc̊u (opět vyjma prvńıho). Prvky druhého řádku vynásob́ıme multiplikátorem (−ak2/a22) a
přičteme k prvk̊um k-tého řádku, pro k = 3, . . . , n. T́ım źıskáme v druhém sloupci na druhém
mı́stě nenulový prvek a zbývaj́ıćı prvky jsou nulové.
Pokračujeme dále stejným zp̊usobem. Obecně

A =
(
a

(0)
ij

)
, b =

(
a

(0)
1,n+1, a

(0)
2,n+1, . . . , a

(0)
n,n+1

)T
a pro k = 1, 2, . . . , n− 1

mik = −
a

(k−1)
ik

a
(k−1)
kk

, pro i = k + 1, k + 2, . . . , n,

a
(k)
ij = a

(k−1)
ij +mika

(k−1)
kj , pro j = k + 1, k + 2, . . . , n, n+ 1.

Pokud bude u multiplikátoru mik dělitel a
(k−1)
kk př́ılǐs malý, budou nám nar̊ustat zaokrouhlovaćı

chyby, které velmi brzy znehodnot́ı celý výsledek. Proto se použ́ıvá eliminace s výběrem hlavńıho

1 Camille Marie Edmond Jordan (5. 1. 1838 – 21. 1. 1922) francouzský matematik. Do r. 1873 pra-
coval jako inženýr, pak vyučoval na polytechnice. Zabýval se algebrou, teoríı č́ısel, teoríı funkćı, geometríı,
topologíı, diferenciálńımi rovnicemi, teoríı mı́ry, a j.
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prvku. Prvek a
(k−1)
kk nazveme hlavńım prvkem k-tého kroku eliminace. Abychom minimalizovali

vliv zaokrouhlovaćıch chyb, je vhodné vyb́ırat jako hlavńı prvky takové prvky matice A, které
maj́ı největš́ı absolutńı hodnotu. Potom budeme vždy mı́t multiplikátor nejvýše roven jedné
(v absolutńı hodnotě) a každá d́ılč́ı zaokrouhlovaćı chyba se také násob́ı stejným č́ıslem, t.j.
nezvětšuje se.

Pokud vyb́ıráme hlavńı prvek ze všech prvk̊u, které v daném kroku přicházej́ı v úvahu, pak

mluv́ıme o úplném výběru hlavńıho prvku. Tato metoda je sice přesněǰśı, ale časově náročná. Proto

se často použ́ıvá částečný výběr hlavńıho prvku, kdy hlavńı prvek vyb́ıráme pouze z některých

prvk̊u, které v daném kroku přicházej́ı v úvahu. Nejčastěji se vyb́ıraj́ı pouze z daného sloupce,

t.j. z prvk̊u a
(k−1)
k,k , a

(k−1)
k+1,k, a

(k−1)
k+2,k, . . . , a

(k−1)
n,k .

2.2.2 Metoda LU-rozkladu

Definice 2.29. Matici A ∈ Rm,n nazveme horńı trojúhelńıkovou matićı, když aij = 0
∀i > j. Matici A nazveme dolńı trojúhelńıkovou matićı, když aij = 0 ∀i < j.

Věta 2.30. Mějme soustavu Ax = b s regulárńı matićı A. Potom existuj́ı matice L,U
takové, že L je dolńı trojúhelńıková matice a U je horńı trojúhelńıková matice a matice
A = LU. Jestlǐze si zvoĺıme prvky na hlavńı diagonále jedné z matic L,U , potom je rozklad
matice A určen jednoznačně.

Důkaz. Metoda řešeńı soustavy lineárńıch rovnic LU-rozkladem spoč́ıvá v tom, že si nejdř́ıve
urč́ıme matice L a U a potom řeš́ıme dvě soustavy

Ly = b,

Ux = y.

V matici L zvolme za diagonálńı prvky jedničky, t.j. lii = 1, i = 1, . . . , n. Potom z rovnosti
A = LU plyne

uij = aij −
i−1∑
k=1

likukj , i = 1, . . . , j,

lij =
1

ujj

aij − j−1∑
p=1

lipupj

 , i = j + 1, j + 2, . . . , n.

Postupně poč́ıtáme prvńı řádek matice U , potom prvńı sloupec matice L, druhý řádek matice
U , druhý sloupec matice L, atd.

V př́ıpadě, že matice koeficient̊u soustavy je speciálńıho tvaru, dostáváme varianty metody
LU-rozkladu.

Definice 2.31. Matici A nazveme tř́ıdiagonálńı matićı, když obsahuje prvky na hlavńı diago-
nále a prvky nad a pod hlavńı diagonálou a všechny ostatńı prvky jsou nulové.
Matici A nazveme dvoudiagonálńı matićı, když obsahuje prvky na hlavńı diagonále a prvky bud’

nad a nebo pod hlavńı diagonálou a všechny ostatńı prvky jsou nulové.
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Př́ıklad 2.32. LU-rozkladem řešte soustavu Ax = b, kde matice A je tř́ıdiagonálńı

A =



a1 c2 0 0 . . . 0 0
b2 a2 c2 0 . . . 0 0
0 b3 a3 c3 . . . 0 0
· · · · . . . · ·
0 0 0 0 . . . an−1 cn−1

0 0 0 0 . . . bn an

 .

Řešeńı. LU rozkladem matice A źıskáme dvoudiagonálńı matice L a U , kde

L =



1 0 0 0 . . . 0 0
β2 1 0 0 . . . 0 0
0 β3 1 0 . . . 0 0
· · · · . . . · ·
0 0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 0 . . . βn 1


a

U =



α1 c2 0 0 . . . 0 0
0 α2 c2 0 . . . 0 0
0 0 α3 c3 . . . 0 0
· · · · . . . · ·
0 0 0 0 . . . αn−1 cn−1

0 0 0 0 . . . 0 αn

 .

kde koeficienty αi, βj , i, j = 1, 2, . . . , n, urč́ıme podle vztah̊u

α1 = a1,

βi =
bi
αi−1

, αi = aiβici−1, i = 2, 3, . . . , n.

Tento postup se označuje jako Thomas̊uv algoritmus.

Řešeńı naš́ı soustavy je potom určeno dvojićı dvoudiagonálńıch soustav

Ly = b,

Ux = y.

Postupným dosazováńım dostaneme

Ly = b ⇒ y1 = b1,

yi = bi − βiyi−1, i = 2, 3, . . . , n

a nakonec

Ux = y ⇒ xn =
yn
αn

xi =
yi − cixi−1

αi
, i = n− 1, n− 2, . . . , 1.
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Definice 2.33. Matice A se nazývá pásová, jestliže existuj́ı taková přirozená č́ısla p, q,
že

aij = 0 když j > i+ p nebo i > j + q.

Č́ıslo p+ q + 1 se nazývá š́ı̌rkou pásu.

V př́ıpadě, že matice A je pásová, potom si můžeme výrazně zkrátit výpočet, pokud
budeme poč́ıtat pouze s prvky uvnitř pásu.

Př́ıklad 2.34. Matice A =


3 1 0 0
−5 1 3 0

0 1 1 −1
0 0 3 −3

 je pásovou matićı a současně jde i o

tř́ıdiagonálńı matićı.

Př́ıklad 2.35. Matice A =


3 1 2 −1 0 0 0
−5 1 3 1 4 0 0

0 1 1 −1 5 1 0
0 0 3 −3 9 −7 0
0 0 0 1 6 3 1

 je pásovou matićı. Všimněte

si, že uvnitř
”
pásu“ se mohou vyskytovat nulové prvky. V našem př́ıpkladu je nula na

pozici (4,7).

Definice 2.36. Matice A = (aij) se nazývá symetrická, jestliže plat́ı

AT = A, t.j. aij = aji.

Definice 2.37. Symetrická matice A = (aij) je pozitivně definitńı, jestliže pro libovolný
nenulový vektor x = (x1, x2, . . . , xn)T plat́ı

xTAx =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj > 0.

Věta 2.38. Je-li matice A symetrická a pozitivně definitńı, potom existuje právě jedna
horńı trojúhelńıková matice U s kladnými diagonálńımi prvky, že plat́ı

A = UTU.

Důkaz. Postup odvozeńı je analogický jako v předešlém př́ıpadě. Dostaneme

ujj =

√√√√(ajj − j−1∑
k=1

)
, pro j = 1, 2, . . . , n,

uij =
1

ujj

aij − j−1∑
p=1

uipupj

 pro i = j + 1, j + 2, . . . , n.
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Př́ıklad 2.39. Určete LU-rozklad matice A =


3 1 −1 −2
−5 1 3 −4

2 0 1 −1
1 −5 3 −3

.

Řešeńı.

A =


3 1 −1 −2
−5 1 3 −4

2 0 1 −1
1 −5 3 −3

 =


1 0 0 0

−5/3 1 0 0
2/3 −1/4 1 0
1/3 −2 3 1

 ·


3 1 −1 −2
0 8/3 4/3 −22/3
0 0 2 −3/2
0 0 0 −25/2



Př́ıklad 2.40. Matici A =


4 1 −2 4
1 2.5 1 1.5
−2 1 3 0

4 1.5 0 7

 vyjádřete ve tvaru A = UTU .

Řešeńı.

A =


4 1 −2 4
1 2.5 1 1.5
−2 1 3 0

4 1.5 0 7

 =


2 0 0 0

1/2 3/2 0 0
−1 1 1 0

2 1/3 5/3 1/3

 ·


2 1/2 −1 2
0 3/2 1 1/3
0 0 1 5/3
0 0 0 1/3



2.2.3 Řešeńı pomoćı inverzńı matice

Jestliže je matice koeficient̊u soustavy Ax = b regulárńı, potom existuje inverzńı matice A−1 a
můžeme použ́ıt postup

Ax = b,

A−1Ax = A−1b,

x = A−1b.

Podmı́nkou je, že jsme schopni efektivně určit inverzńı matici A−1. Zvláště pro matice vyšš́ıch

řád̊u jde o obt́ıžnou úlohu.

2.3 Iteračńı metody řešeńı

Předpokládejme, že soustava (2.1) je řešitelná. Uprav́ıme si ji na tvar

x = Cx+ d. (2.3)



34 Soustavy lineárńıch rovnic

Necht’ x1 = (x1
1, x

1
2, . . . , x

1
n)T je libovolný vektor z Rn. Definujme si posloupnost

xk+1 = Cxk + d, k = 1, 2, . . . ,

neboli xk+1
i =

n∑
j=1

cijx
k
j + di, i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . .

Tyto vztahy nám definuj́ı prostý iteračńı proces. V př́ıpadě, že řešeńı záviśı na parame-
trech, tj. v př́ıpadě v́ıceznačně řešitelné soustavy, je třeba zvolit konkrétńı hodnoty
parametr̊u a pro ně potom hledat řešeńı. Je d̊uležité určit podmı́nky konvergence, které
nám zaruč́ı existenci limity iteračńıho procesu a t́ım i existenci řešeńı.

Věta 2.41. Označme Vn vektorový prostor dimenze n. Necht’ je ve Vn dána vektorová
norma a s ńı souhlasná maticová norma. Necht’ matice C soustavy (2.3) splňuje podmı́nku
‖C‖ < 1. Potom
1. Soustava (2.3) (a tedy i soustava (2.1)) má právě jedno řešeńı x̃.
2. Iteračńı proces xk+1 = Cxk + d, k = 1, 2, . . . konverguje k x̃ a nav́ıc x1 m̊uže být
libovolný prvek z Vn.
3. Plat́ı odhady (pro k = 1, 2, . . . )

‖xk − x̃‖ ≤ ‖C‖
1− ‖C‖

‖xk − xk−1‖,

‖xk − x̃‖ ≤ ‖C‖
k−1

1− ‖C‖
‖x2 − x1‖.

Důkaz. Matice C je čtvercová. Norma určuje ve Vn metriku d(x, y) = ‖x−y‖. Vzhledem k této
metrice je prostor Vn úplný. (Plyne bezprostředně z definice.) Jestliže si definujeme zobrazeńı
ϕ : Vn → Vn, ϕ(x) = Cx+ d, pak máme ∀u, v ∈ Vn

d(ϕ(u), ϕ(v)) = d(Cu+ d,Cv + d) = ‖Cu+ d− Cv − d‖ =

= ‖C(u− v)‖ ≤ ‖C‖ · ‖u− v‖ = ‖C‖ · d(u, v).

Přitom jsme užili souhlasnosti obou norem a protože podle předpoklad̊u věty je
‖C‖ < 1, máme, že zobrazeńı ϕ je kontrakce s koeficientem ‖C‖. Použit́ım Banachovy věty o
pevném bodě dostáváme zbytek d̊ukazu.

Označme

α1 = max
i

n∑
j=1

|cij|, (řádková norma)

α2 = max
j

n∑
i=1

|cij|, (sloupcová norma)

α3 =

(
n∑
i=1

n∑
j=1

c2
ij

) 1
2

. (Eukleidovská norma)
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Věta 2.42. Je-li některá z hodnot α1, α2, α3 menš́ı než 1, pak
1. Soustava x = Cx+ d (a tedy i soustava Ax = b) má právě jedno řešeńı x̃.
2. Posloupnost iteraćı xk+1 = Cxk+d konverguje k tomuto řešeńı pro libovolnou počátečńı
aproximaci.

Důkaz. Zřejmý, jde o aplikaci předchoźı věty pro konkrétńı tvar maticové normy.

Poznámka 2.43. Při konkrétńım výpočtu je třeba vždy pracovat se souhlasnými nor-
mami.

Př́ıklad 2.44. Mějme iteračńı proces s matićı C =

(
0.3 0.6
0.8 0.1

)
. Rozhodněte o konvergenci

procesu.

Řešeńı. Máme

α1 = 0.9
α2 = 1.1

α3 =
√

1.1 = 1.0488 . . .
Protože α1 < 1, bude iteračńı proces s touto matićı konvergovat.

V praxi se nejčastěji použ́ıvaj́ı následuj́ıćı metody s přesným algoritmem pro vytvořeńı ite-
račńıho procesu. Vždy přitom předpokládáme, že soustava (2.1) je jednoznačně řešitelná,
neboli že matice A je regulárńı.

2.3.1 Jacobiho iteračńı metoda

U Jacobiho 1 iteračńı metody se řechod od soustavy (2.1) k soustavě (2.3) provád́ı
následovně: Předpokládáme, že aii 6= 0, potom prvky na hlavńı diagonále soustavy Ax = b
ponecháme na mı́stě a zbývaj́ıćı členy převedeme na pravou stranu, poté vyděĺıme koefi-
cienty u neznámých na hlavńı diagonále. Dostaneme

cii = 0, cij = −aij
aii
, pro i 6= j, di =

bi
aii
,

iteračńı vztahy maj́ı tvar pro k = 1, 2, . . .

xk+1
i =

n∑
j=1

cijx
k
j + di.

Jestliže ∃i : aii = 0, pak provedeme přehozeńı pořad́ı rovnic tak, aby byla naše podmı́nka
splněna. Vzhledem k regularitě matice A to lze vždy provést. (V opačném př́ıpadě bychom
totiž měli aij = 0 ∀j ∈ {1, . . . , n}, neboli źıskali bychom matici s nulovým sloupcem, tj.
singulárńı matici, což je spor s předpokládanou regularitou matice A.)

1C. G. J. Jacobi (1804 – 1851) německý matematik.Zabýval se teoríı č́ısel, teoríı funkćı, difer-
enciálńımi rovnicemi, algebrou.
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Definice 2.45. Čtvercová matice A se nazývá diagonálně dominantńı, jestliže plat́ı

|aii| >
n∑

j=1,j 6=i

|aij|, nebo |aii| >
n∑

k=1,k 6=i

|aki|.

Věta 2.46. Je-li matice A diagonálně dominantńı, pak je regulárńı.

Věta 2.47. Je-li matice A diagonálně dominantńı, pak Jacobiho iteračńı metoda konver-
guje pro libovolnou volbu počátečńı aproximace.

Důkaz.
n∑
j=1

|cij | = cii +
n∑

j=1,j 6=i
cij = 0 +

n∑
j=1,j 6=i

∣∣∣∣aijaii
∣∣∣∣ =

1

|aii|

n∑
j=1,j 6=i

|aij | < 1

a tedy α1 = max
i

n∑
j=1
|cij | < 1. Podle věty 4.49 dostáváme naše tvrzeńı.

2.3.2 Gaussova – Seidelova iteračńı metoda

U Gaussovy – Seidelovy 1 metody se přechod od soustavy (2.1) k soustavě (2.3) provád́ı
stejně jako u Jacobiho metody, tj. opět předpokládáme, že aii 6= 0, potom

cii = 0, cij = −aij
aii
, i 6= j, di =

bi
aii
,

ale iteračńı vztahy maj́ı tvar

xk+1
i =

i−1∑
j=1

cijx
k+1
j +

n∑
j=i+1

cijx
k
j + di.

Pro aii = 0 opět zaměńıme pořad́ı rovnic.

Věta 2.48. Plat́ı:

1. Je-li matice A diagonálně dominantńı, pak Gaussova – Seidelova metoda konverguje
pro libovolný počátek.

2. Je-li některá z hodnot α1, α2, α3 menš́ı než 1, pak Gaussova – Seidelova metoda
konverguje pro libovolný počátek.

3. Je-li matice A symetrická a pozitivně definitńı, pak Gaussova – Seidelova metoda
konverguje pro libovolný počátek.

1K. F. Gauss (1777 – 1855) německý matematik. Posledńı z matematik̊u, který pracoval prakticky
ve všech částech matematiky.

P. L. Seidel – (1821 – 1896) německý matematik, zabýval se hlavně analýzou. V r.1874 navrhl iteračńı
metodu řešeńı soustav algebraických rovnic
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Poznámka 2.49. Všechny uvedené podmı́nky konvergence jsou postačuj́ıćı. Nutnou a
postačuj́ıćı podmı́nkou konvergence iteračńıho procesu xk+1 = Cxk + d je %(C) < 1, kde % je
spektrálńı poloměr matice C, viz definice 1.35.

Poznámka 2.50. Máme-li soustavu Ax = b, kde A je regulárńı matice, která však nesplňuje
výše uvedené podmı́nky konvergence, pak vynásobeńım AT zleva dostaneme soustavu

ATAx = AT b,

kde matice koeficient̊u (ATA) je symetrická a pozitivně definitńı. Pro takovou soustavu Gaussova
– Seidelova metoda již konverguje. Obecně však dosti pomalu. Dále může nastat situace, že
zaokrouklovaćı chyby zcela eliminuj́ı posum k přesnému řešeńı a tak i když teoreticky se máme
přibližovat k přesnému řešeńı, prakticky k tomu nemuśı doj́ıt.

Obě metody (Jacobiho i Gaussovu-Seidelovu) si můžeme zapsat s využit́ım prvk̊u p̊uvodńı
matice A. Dostaneme tak předpis pro Jacobiho metodu ve tvaru

xk+1
i =

1

aii

(
bi −

n∑
j=1,j 6=i

aijx
k
j

)

a pro Gaussovu-Seidelovu metodu ve tvaru

xk+1
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
k+1
j −

n∑
j=i+1

aijx
k
j

)
.

Gaussova – Seidelova iteračńı metoda konverguje většinou rychleji než Jacobiho metoda.
Existuj́ı však vyj́ımky.

Př́ıklad 2.51. Jacobiho i Gaussovou-Seidedelovou metodou řešte soustavu.

10x1 −2x2 −2x3 = 6
−x1 +10x2 −2x3 = 7
−x1 −x2 +10x3 = 8

Porovnejte rychlost konvergence.

Řešeńı. Přesné řešeńı naš́ı rovnice je x1 = x2 = x3 = 1. Jestliže zvoĺıme nulovou počátečńı
aproximaci, dostaneme pro Jacobiho metodu posloupnost iteraćı x1

x2

x3

 =

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

∣∣∣∣∣∣ ∼
∣∣∣∣∣∣

0, 6
0, 7
0, 8

∣∣∣∣∣∣ ∼
∣∣∣∣∣∣

0, 9
0, 92
0, 93

∣∣∣∣∣∣ ∼
∣∣∣∣∣∣

0, 970
0, 976
0, 986

∣∣∣∣∣∣ ∼
∣∣∣∣∣∣

0, 9918
0, 9931
0, 9958

∣∣∣∣∣∣ ∼ . . .
Pro Gaussovu-Seidelovu metodu dostaneme

 x1

x2

x3

 =

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

∣∣∣∣∣∣ ∼
∣∣∣∣∣∣

0, 6
0, 76
0, 936

∣∣∣∣∣∣ ∼
∣∣∣∣∣∣

0, 9392
0, 98112
0, 99203

∣∣∣∣∣∣ ∼
∣∣∣∣∣∣

0, 994630
0, 997869
0, 9992499

∣∣∣∣∣∣ ∼ . . .
Větš́ı rychlost konvergence u Gaussovy-Seidelovy metody je zřejmá.
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Př́ıklad 2.52. Jacobiho i Gaussovou-Seidedelovou metodou řešte soustavu:

x1 +x2 = 1
2(1− ε)x1 +x2 +x3 = 2

x3 +x4 = −1
−(1− ε)2x1 +x4 = 5

kde 0 < ε < 0, 1.

Řešeńı. Jacobiho metoda konverguje, Gaussova-Seidelova diverguje.

Př́ıklad 2.53. Jacobiho i Gaussovou-Seidedelovou metodou řešte soustavu:

3x1 +2x2 +2x3 = 1
2x1 +3x2 +2x3 = 0
2x1 +2x2 +3x3 = −1

Řešeńı. Jacobiho metoda diverguje, Gaussova-Seidelova konverguje.

Př́ıklad 2.54. Jacobiho i Gaussovou-Seidedelovou metodou řešte soustavu:

2x2 +4x3 = 0
x1 −x2 −x3 = 0, 375
x1 −x2 +2x3 = 0

Řešeńı. Obě metody diverguj́ı.

2.4 Relaxačńı metody

Snaha o zrychleńı konvergence iteračńıch metod vedla k vytvořeńı relaxačńıch metod. Do
iteračńıho procesu je dodán daľśı člen, který může, při správné volbě, výrazně zrychlit
konvergenci procesu.

Relaxačńı metoda pro Jacobiho metodu má tvar

xk+1
i = (1− ω)xki +

ω

aii

(
bi −

n∑
j=i,j 6=i

aijx
k
j

)
.

Relaxačńı metoda pro Gaussovou-Seidelovou metodu má tvar

xk+1
i = (1− ω)xki +

ω

aii

(
bi −

i−1∑
j=i

aijx
k+1
j −

n∑
j=i+1

aijx
k
j

)
.

Prvek ω > 0 se nazývá relaxačńı parametr. Voĺıme jej tak, aby jsme urychlili konvergenci
základńı metody. Volbou ω = 1 dostaneme p̊uvodńı metodu.

Efektivńı volba relaxačńıho parametru ω záviśı na zvolené základńı metodě a na tvaru
matice A.

Ve speciálńıch př́ıpadech je možné relaxačńı parametr vypoč́ıtat, jinak zálež́ı hlavně na
zkušenosti a dobrém odhadu.
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Věta 2.55. Necht’ A je tř́ıdiagonálńı, symetrická, pozitivně definitńı matice. Potom pro
spektrálńı poloměr plat́ı %2(C) < 1 a optimálńı hodnotu relaxačńıho parametru m̊užeme
určit podle vztahu

ωoptimum =
2

1 +
√

1− %2(C)

kde C je iteračńı matice pro Jacobiho metodu.

Př́ıklad 2.56. Mějme dánu soustavu

2x1 − x2 = 1,

−x1 + 2x2 − x3 = 0,

−x2 + 2x3 = 1

Najděte pro ni optimálńı relaxačńı parametr.

Řešeńı. Jacobiho iteračńı matice má tvar 0 1
2

0
1
2

0 1
2

0 1
2

0


Vlastńı č́ısla této matice jsou λ1 = 0, λ2 =

√
2

2
, λ3 = −

√
2

2
.

%(C) =

√
2

2

a proto

ωoptimum =
2

1 +
√

1− 1
2

≈ 1, 172.

Pokud vezmeme ω = 1, 17, potom např́ıklad pro dosažeńı přesnosti 10−3 muśıme provést 5
iteraćı, zat́ımco při použit́ı Gaussovy-Seidelovy iteračńı metody potřebujeme pro dosažeńı
stejné přesnosti 10 iteraćı.

Poznámka 2.57. Jestliže v iteračńım procesu

xk+1 = Cxk + d

nastává cyklus, potom %(C) = 1.

Opak však neplat́ı. Je-li %(C) = 1 cyklus v iteračńım procesu ještě nastat nemuśı. Metoda může
divergovat nebo konvergovat. Chováńı metody záviśı na vlivu zaokrouhlovaćıch chyb.

Jestliže vznikne cyklus u soustavy dvou rovnic, potom se hodnoty řešeńı pohybuj́ı po elipse se
středem v přesném řešeńı. Iteračńı proces je nekonečný a nedosáhne nikdy přesného řešeńı.

Podobně pro soustavy vyšš́ıch řád̊u se budou hodnoty řešeńı pohybovat po polochách druhého
řádu.
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2.4.1 Superrelaxačńı metoda

Pokud je v relaxačńı metodě

xk+1
i = (1− ω)xki +

ω

aii

(
bi −

i−1∑
j=i

aijx
k+1
j −

n∑
j=i+1

aijx
k
j

)
.

parametr ω > 1, potom mluv́ıme o superrelaxačńı metodě a označujeme ji SOR.

Porovnáńım SOR a Gaussovy-Seidelovy metody dostaneme tvar

xk+1
i = xki + ω

(
GS(xki )− xki

)
,

kde GS(xki ) označuje iteraci źıskanou pomoćı Gaussovy-Seidelovy metody. Opět pro ω = 1
dostaneme p̊uvodńı Gaussovu-Seidelovu metodu.

Konvergence metody SOR je velmi citlivá na správnou volbu parametru ω.

SOR můžeme přepsat do tvaru
xk+1 = Bxk + c,

kde B je iteračńı matice a c = (I−B)A−1b. Nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou konvergence
je opět %(B) < 1.

2.4.2 Metoda největš́ıho spádu

Patř́ı mezi gradientńı metody. Hledáme při ńı nejrychleǰśı změnu rezidua r = Ax− b. Jej́ı
algoritmus je následuj́ıćı: pro k = 0, 1, 2, . . .

Axk − b = rk,

xk+1 = xk +
(rk)T rk

(rk)TArk
,

rk+1 = rk − αkArk,

αk =
(rk)T rk

(rk)TArk
.

Potom plat́ı (rk+1)T rk = 0 pro všechna k.

Věta 2.58. Necht’ A je symetrická, pozitivně definitńı matice. Potom metoda nejvěťśıho
spádu konverguje pro libovolný počátek.

2.4.3 Metoda sdružených gradient̊u

Označujeme ji MSG (method of conjugate gradients). Mějme opět naši soustavu Ax = b,
kde A je komplexńı matice.
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Definice 2.59. Řekneme, že matice AH je hermitovsky sdružená s matićı A, jestliže
AH = (A)T , kde A je matice komplexně sdružená s matićı A.

Řekneme, že vektor vH je hermitovsky sdružený s vektorem v, jestliže vH = (v)T , kde v je
vektor komplexně sdružený s vektorem v.

Algoritmus metody MSG je následuj́ıćı:

Mějme soustavu Ax = b, kde A = AH . Necht’ x0 je vektor počátečńı aproximace takové,
že Ax 6= b, potom pro k = 0, 1, 2, . . . máme

p0 = r0 = b− Ax0,

αk =
(rk)Hrk

(pk)HApk
,

xk+1 = xk + αkpk, rk+1 = rk − αkApk,

βk =
(rk+1)Hrk+1

(rk)Hrk
,

pk+1 = rk+1 + βkpk.

Koeficienty αk, βk jsou reálné i pro komplexńı matice A.

Věta 2.60. Jestlǐze matice A je hermitovská pozitivně definitńı matice (tj. AH = A a
xHAx > 0 pro všechny nenulové vektory x), potom metoda MSG konverguje.

Poznámka 2.61. Pro plné matice vyžaduje metoda MSG 2n3 + O(n2) krok̊u, kde n je
řád matice soustavy. Proto při svém objeveńı v roce 1952 př́ılǐs nezaujala. Pro srovnáńı,

klasická Gaussova eliminačńı metoda vyžaduje
2

3
n3 + O(n2) krok̊u. V roce 1969 Srassen

publikoval svoji variantu Gaussovy metody, která potřebuje už pouze O(n2,81) krok̊u a
tento výsledek byl později ještě zlepšen na hodnotu O(n2,38). Daľśı pokusy o zlepšeńı
výsledku pokračuj́ı. Exponent zřejmě nebude menš́ı jak 2, protože v plné matici je n2

prvk̊u a každého z nich se eliminačńı metoda týká.

Až později se u metody MSG zjistilo, že pokud budeme pracovat s ř́ıdkou matićı, potom
se jej́ı konvergence výrazně zrychluje a počet krok̊u strmě klesá. (Matice se označuje za
ř́ıdkou, jestliže obsahuje méně než 5% nenulových prvk̊u)

Na př́ıkladu si ukážeme, že i tato metoda může havarovat.

Př́ıklad 2.62. Mějme homogenńı soustavu s reálnou symetrickou matićı

A =

 1 2 2
2 4 −2
2 −2 0

 .
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Řešeńı. Potom b = O a pro matici A plat́ı

D1 = 1, D2 =

∣∣∣∣ 1 2
2 4

∣∣∣∣ = 0,

takže matice A neńı pozitivně definitńı. Zvolme x0 = (4, 4, 3)T , potom dostaneme

p0 = r0 = (−18,−18, 0)T ,

x1 = (0, 0, 3)T ,

r1 = (−6, 6, 0)T ,

p1 = (−8, 4, 0)T ,

(p1)TAp1 = 0,

neboli algoritmus selhal.

Každá hermitovská a pozitivně definitńı matice má kladná vlastńı č́ısla λn ≥ λn−1 ≥ . . . ≥
≥ λ1 > 0. A to i v př́ıpadě, že matice A je komplexńı. Definujme si č́ıslo podmı́něnosti
matice A vztahem

K(A) =
maxi λi
mini λi

=
λn
λ1

.

Vždy plat́ı K(A) ≥ 1. Zavedeme si dále normu (tzv. energetickou normu) předpisem

‖x‖A =
√
xHAx.

Věta 2.63. Necht’ A je hermitovská pozitivně definitńı matice a x0 je počátečńı aproxi-
mace přesného řešeńı x∗ soustavy Ax = b. Pak pro algoritmus MSG plat́ı odhad

‖x∗ − xk‖A ≤ 2

(√
K(A)− 1√
K(A) + 1

)
‖x∗ − x0‖A

pro všechna k a kde K(A) je č́ıslo podmı́něnosti matice A.

2.5 Stabilita řešeńı numerické úlohy

Při použit́ı jakékoliv numerické metody vznikaj́ı zaokrouhlovaćı chyby – na počátku řešeńı
při zadáváńı vstupńıch dat a během výpočtu při prováděńı početńıch operaćı, které se
všechny promı́tnou do výsledku.

Pokud chceme źıskat smysluplné výsledky, muśıme si vyb́ırat stabilńı algoritmy.

Algoritmus je přitom stabilńı, jestliže je

1. dobře podmı́něný, tj. málo citlivý na změny ve vstupńıch datech,
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2. numericky stabilńı, tj. málo citlivý na vliv zaokrouhlovaćıch chyb, které vznikaj́ı
během výpočtu.

Jinak řečeno – úloha je stabilńı, jestliže drobná změna vstupńıch hodnot vyvolá jen drob-
nou změnu ve výsledku.

Jakákoliv numerická úloha obsahuj́ıćı soustavy lineárńıch algebraických rovnic je obecně
vzato nestabilńı.

Př́ıklad 2.64. Mějme dánu soustavu

2x+ 6y = 8,

2x+ 6.00001y = 8.00001,

která má řešeńı x = 1, y = 1. Drobnou změnou zadáńı źıskáme soustavu

2x+ 6y = 8,

2x+ 5.99999y = 8.00002

která ale má výrazně odlǐsné řešeńı x = 10, y = −2. Změna vstupńıch hodnot byla řádově
10−5 a u výstupńıch hodnot došlo ke skoku z jedné na deset.

U rozsáhleǰśıch soustav mohou být změny ještě výrazněǰśı. Zálež́ı na tvaru matice koefi-
cient̊u soustavy.

Plat́ı: jestliže maj́ı matice A a matice A−1 srovnatelné prvky, potom je úloha Ax = b
stabilńı. V opačném př́ıpadě jde o nestabilńı úlohu.

V předchoźım př́ıkladu máme

A =

(
2 6
2 6.00001

)
A−1 =

1

|A|
adj A =

1

2 · 10−5

(
6.00001 −6
−2 2

)
=

(
300000.5 −300000
−100000 100000

)
.

Prvky matice A jsou řádově jednotky, prvky matice inverzńı jsou řádově statiśıce, máme
tady výrazně nestabilńı matici. Pro druhou matici źıskáme analogický výsledek.

Pojmy k zapamatováńı

– Zopakovali jsme si metody řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic.

– Společným rysem všech uváděných metod, t.j. Gaussovy a Jordanovy eliminačńı metody,
použit́ı inverzńı matice i LU rozkladu je, že po provedeńı konečného počtu krok̊u źıskáme
výsledek, který je konečný, včetně př́ıpadných chyb. Všechny uvedené metody jsou
použitelné pro libovolnou řešitelnou soustavu.

– Naproti tomu iteračńı metody, se kterými jsme se seznámili později, nám zaručuj́ı dosažeńı
výsledku pouze pro soustavy s matićı koeficient̊u, která splňuje podmı́nky konvergence =
nedaj́ı se tedy použ́ıt vždy. Pokud je však můžeme použ́ıt, tj. pokud jsou splněny podmı́nky
konvergence, potom se přibĺıž́ıme k přesnému řešeńı s libovolnou přesnost́ı.
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Kontrolńı otázky

1. Kdy je matice diagonálně dominantńı?

2. Jak poznáme, že je matice pozitivně definitńı?

3. Pro matice jakého řádu je vhodná metoda sdružených gradient̊u?

2.6 Cvičeńı

Maplety

Př́ıklady pro samostatnou práci jsou uvedeny v samostatné sb́ırce př́ıklad̊u. Pomoćı
následuj́ıćıch maplet̊u si můžete usnadnit některé d́ılč́ı výpočty, nebo zkontrolovat jejich
správnost.

1. Výpočet determinantu matice

2. Řešeńı soustav lineárńıch rovnic př́ımými metodami

3. Násobeńı matic

4. Vlastńı č́ısla a vektory

webMathematica

Př́ıklady pro samostatnou práci jsou uvedeny v samostatné sb́ırce př́ıklad̊u. Pomoćı
následuj́ıćıch aplikaćı si můžete usnadnit některé d́ılč́ı výpočty, nebo zkontrolovat jejich
správnost.

1. Definitnost matic

http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Determinant.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SoustavaLinRovnic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/nasobeniMatic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/vlastniCislaAVektory.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Definitnost.jsp
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3 Řešeńı rovnic.

Pr̊uvodce studiem

Ćılem této kapitoly je seznámit čtená̌re s numerickými metodami řešeńı rovnic typu f(x) = 0. S
vybranými metodami jste se seznámili už v p̌redmětu Matematika 3. Zde budou metody korektně
zavedeny a odvozeny.

Začneme seznámeńım se startovaćımi metodami - grafickou, tabelovaćı a metodou p̊uleńı intervalu,
ketré nám slouž́ı k separaci kǒren̊u, tj. k tomu, abychom dostatečně zúžili interval, na kterém hledáme
řešeńı.

Potom se budeme věnovat iteračńım metodám. Ty nám umožńı se p̌ribĺıžit k hledanému řešeńı s
libovolnou p̌resnost́ı, ale pouze tehdy, když jsou splněny podḿınky konvergence pro danou metodu.

Protože budeme požadovat splněńı konvergenčńıch podḿınek pouze na nějakém okoĺı hledaného
řešeńı, bude pro nás vždy výhodné, pokud se dokážeme vhodnou startovaćı metodou p̌ribĺıžit k
řešeńı.

V aplikaćıch se často vyskytuj́ı algebraické rovnice, proto se jim budeme věnovat samostatně na konci
kapitoly.

Ćıle

Po prostudováńı této kapitoly budete schopni:

• Řešit nelineárńı a algebraické rovnice.

• Vybrat vhodnou metodu pro daný typ rovnice.

• Stanovit nutný počet krok̊u pro dosažeńı požadované přesnosti.

3.1 Základńı pojmy

Definice 3.1. Kořenem rovnice f(x) = 0 nazveme každé č́ıslo α takové, že f(α) = 0.

Uvedeme si některé metody pro řešeńı obecné rovnice a potom speciálńı metody pro určeńı
kořen̊u polynomu. Při řešeńı rovnic rozeznáváme
a) př́ımé metody, které využ́ıváme např. pro hledáńı kořen̊u kvadratické rovnice,
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b) iteračńı metody – těmi se budeme zabývat.
Vždy nás bude zaj́ımat zda konverguj́ı k správnému řešeńı, za jakých podmı́nek a jak
rychle.

Věta 3.2. Necht’ f(x) je spojitá na [a, b], f(a)f(b) < 0. Potom existuje aspoň jedno
α ∈ (a, b) takové, že f(α) = 0.

Důkaz. Plyne z věty o středńı hodnotě pro konkrétńı hodnotu c = 0.

Věta 3.3. Necht’ f(x) je spojitá na [a, b], f(a)f(b) < 0, f ′(x) existuje a neměńı znaménko
∀x ∈ (a, b). Potom je v (a, b) právě jeden kořen rovnice f(x) = 0.

Důkaz. Jde o d̊usledek předchoźı věty pro př́ıpad ryze monotonńı funkce.

Př́ıklad 3.4. Mějme dánu rovnici f(x) = x + ex. Rozhodněte o tom, zda má rovnice
kořeny.

Řešeńı. Funkce f(x) je spojitá pro všechna x ∈ R. f(+∞) = +∞, f(−∞) = −∞,
neboli funkce nabývá opačných hodnot, derivace f ′(x) = 1 + ex je kladná pro všechna
x ∈ R. Máme splněny všechny podmı́nky věty 3.3 a proto existuje právě jeden reálný
kořen naš́ı rovnice.

3.2 Startovaćı metody – Separace kořen̊u

Výpočet kořene rovnice můžeme podstatně urychlit, jestliže umı́me odhadnout, kde lež́ı
kořen rovnice. Pro přibližné stanoveńı polohy kořene použ́ıváme startovaćı metody -
grafickou, tabelovaćı a metodou p̊uleńı intervalu, které nám slouž́ı k separaci kořen̊u, tj.
k tomu, abychom dostatečně zúžili interval, na kterém hledáme řešeńı. Přitom vycháźıme
z toho, že na dostatečně úzkém intervalu se valná většina funkćı chová

”
rozumně“.

Grafická metoda

1. Nakresĺıme si graf funkce f(x). Z něj pak můžeme odeč́ıst potřebné údaje.

2. Rovnici f(x) = 0 si uprav́ıme na tvar g(x) = h(x). Umı́me-li nakreslit grafy obou
těchto funkćı, potom jejich pr̊useč́ıky určuj́ı kořeny.

Př́ıklad 3.5. x2 − cosx = 0.

Vyhodnoceńı

1. Velmi nepřesná, ale velmi rychlá metoda,

2. Pokud věnujeme grafu potřebnou pozornost, jsme schopni s jeho pomoćı provést separaci
kořen̊u a mnohdy i napomoci při určeńı, zda v̊ubec má rovnice nějaký reálný kořen.

3. V grafu nejdř́ıve voĺıme měř́ıtko a až po té do něj zakreslujeme hodnoty fukce.



3.3 Iteračńı metody 47

4. Závěry vždy nutno ověřit výpočtem.

Tabelováńı funkce Na intervalu [a, b] si libovolně voĺıme posloupnost x0 = a < x1 <
< · · · < xn = b a urč́ıme př́ıslušné funkčńı hodnoty. Jestliže f(xk)f(xk+1) < 0, potom
podle věty 3.2 lež́ı v intervalu [xk, xk+1] aspoň jeden kořen.

Metoda bisekce – p̊uleńı intervalu

Necht’ f(x) je spojitá na [a, b], f(a)f(b) < 0. Sestroj́ıme si posloupnost interval̊u [a, b] =
= I0 ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ . . . . Ik = [ak, bk] ⊃ . . . Je-li f(ak−1)f(bk−1) < 0, potom [ak, bk] bude ten
z interval̊u [ak−1, sk], [sk, bk−1], sk = 1

2
(ak−1 +bk−1) v jehož koncových bodech má funkce f

opačná znaménka. Pokud neuděláme chybu – t.j. pokud vylouč́ıme chybu lidského faktoru,
tak bude kořen α ležet v každém z interval̊u [ak, bk].
Posloupnost {ak} je neklesaj́ıćı a shora omezená libovolným z č́ısel bi. Posloupnost {bk}
je nerostoućı a zdola omezená kterýmkoliv č́ıslem aj. To znamená, že každá z těchto
posloupnost́ı má limitu. Dále plat́ı

bk − ak =
b− a

2k

a tedy
lim
k→∞

(bk − ak) = 0 ⇒ lim
k→∞

ak = lim
k→∞

bk = α.

Pro odhad chyby máme

|ak − α| ≤
b− a

2k
, |bk − α| ≤

b− a
2k

.

Vyhodnoceńı

1. Metoda konverguje pomalu.

2. Pokud v [a, b] lež́ı v́ıce kořen̊u, urč́ıme t́ımto postupem jen jeden.

3. Je jednoduchá.

4. Prostý odhad chyby.

5. Nezálež́ı na vlastnostech funkce f .

3.3 Iteračńı metody

S iteračńımi metodami jste se setkali už v předmětu Matematika 3. Nyni si provedeme
nejen opakováńı a doplněńı, ale hlavně si zde uvedeme přesné zněńı vět a předpoklad̊u.

Necht’ f je spojitá na [a, b], f(a)f(b) < 0. Potom podle věty 3.2 existuje aspoň jedno
α ⊂ [a, b] takové, že f(α) = 0. Sestroj́ıme si posloupnost x1, x2, . . . , xk, . . . tak, že
lim
k→∞

xk = α. Výpočet ukonč́ıme bud’ v souladu s teoretickým odhadem chyby a nebo

užit́ım empirického kritéria:

a) Je-li |xk − xk−1| < ε pro zadané ε > 0.
Pokud máme pochybnosti, provedeme daľśı šetřeńı:
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• Je-li posloupnost {xk}∞k=1 rostoućı a f(xk + ε)f(xk) < 0, pak plat́ı |xk − α| < ε.

• Je-li posloupnost {xk}∞k=1 klesaj́ıćı a f(xk − ε)f(xk) < 0, pak plat́ı |xk − α| < ε.

b) Je-li |f(xk)| < δ pro zvolené δ > 0.

Tato podmı́nka může být velmi ošidná. Viz obrázek 3.1 - jestliže bude úhel ϕ velmi malý,

δ

kx α

ϕ

y

x

f(x)

Obr. 3.1: Problém malého úhlu ϕ

potom i pro malé δ je xn výrazně odlǐsné od α.

Definice 3.6. Řekneme, že funkce g(x) splňuje na [a, b] Lipschitzovu 1 podmı́nku s kon-
stantou k ∈ [0, 1), jestliže

∀x1, x2 ∈ [a, b] : |g(x1)− g(x2)| ≤ k|x1 − x2|.

Důsledek 3.7. Jestlǐze g(I) ⊂ I = [a, b], potom je g kontrakce.

3.3.1 Metoda prosté iterace

Necht’ f je spojitá na [a, b], f(a)f(b) < 0. Rovnici f(x) = 0 si uprav́ıme na tvar x = g(x).
Úprava přitom nemuśı být jednoznačná, většinou ji lze provést v́ıce zp̊usoby, jak je vidět

1R. O. S. Lipschitz (1832 – 1903) německý matematik. Zabýval se teoríı č́ısel, diferenciálńımi
rovnicemi, geometríı, teoríı řad.
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z následuj́ıćıho př́ıkladu.

Př́ıklad 3.8. Ukázka převodu na tvar x = g(x):

x3 − 2x+ 7 = 0 ⇒ x = (x3 + 7)/2,
x = 3
√

2x− 7,
x = (2x− 7)/x2,

x =
√

(2x− 7)/x.

Věta 3.9. Necht’ ∀x ∈ I = [a, b] je g(x) ⊂ I, g(x) splňuje na I Lipschitzovu podmı́nku
s konstantou k ∈ [0, 1). Potom má rovnice x = g(x) v I právě jedno řešeńı α a posloupnost
{xn}∞n=1 definovaná předpisem xn+1 = g(xn) k němu konverguje pro libovolný počátek
x1 ∈ I. Pro odhad chyby plat́ı

|xn − α| ≤
kn−1

1− k
|x1 − x2|.

Důkaz. Metrika je d(x, y) = |x−y| a vzhledem k ńı je (I, d) úplným metrickým prostorem. Jsou
tedy splněny všechny podmı́nky Banachovy věty o pevném bodě. Jako jej́ı d̊usledek dostaneme
zbytek d̊ukazu.

Důsledek 3.10. Necht’ pro všechna x ∈ I plat́ı, že

1. existuje g′(x),

2. maxx∈I |g′(x)| ≤ k < 1.

Pak g(x) splňuje na I Lipschitzovu podmı́nku.

Důkaz. Plyne z věty o středńı hodnotě.

Lipschitzova podmı́nka se obt́ıžně prověřuje. Důsledek 3.10 se prověřuje lépe a rychleji. Prove-

dené zúžeńı tř́ıdy použitelných funkćı neńı podstatné.

Důsledek 3.11. Mějme rovnici f(x) = 0 upravenou na tvar x = g(x), potom:

a) Jestlǐze x = g(x), g(I) ⊂ I a ∀x ∈ I : |g′(x)| > 1, potom přejdeme k inverzńı funkci
g−1 = h a máme x = h(x), |h′(x)| < 1.

b) Vždy muśı platit |g′(x)| ≤ k < 1. Derivace g′(x) se nem̊uže libovolně přiblǐzovat k 1.

c) Jestlǐze −1 < g′ ≤ 0, pak kořen lež́ı mezi dvěma po sobě jdoućımi aproximacemi.

d) Pro odhad dosažené přesnosti plat́ı pro konvergentńı posloupnosti

|xn − α| <
k

1− k
|xn − xn−1|.

e) Necht’ jsou splněny předpoklady věty 3.9. Jestlǐze pro některé k plat́ı xk 6∈ I, pak je
ve výpočtu chyba a je nutné ho prověřit.



50 Řešeńı rovnic.

3.3.2 Metoda regula falsi

Necht’ f(x) je spojitá na [a, b], f(a)f(b) < 0. Spoj́ıme body (a, f(a)), (b, f(b)) př́ımkou.
Jej́ı pr̊useč́ık s osou x je bod (s, 0),

s = a− b− a
f(b)− f(a)

f(a) = b− b− a
f(b)− f(a)

f(b).

a) Jestliže f(a)f(s) < 0, potom polož́ıme a := a, b := s.
b) Jestliže f(b)f(s) < 0, potom polož́ıme a := s, b := b.
Výpočet opakujeme dokud nedosáhneme požadované přesnosti.
Vyhodnoceńı:

1. Metoda regula falsi je vždy konvergentńı.

2. Může být efektivněǰśı než metoda p̊uleńı intervalu.

3. Je jednoduchá. Neklade př́ılǐsné nároky na separaci kořen̊u.

4. Urč́ı vždy jen jeden kořen.

5. Konvergence je však obvykle dosti pomalá.

6. Neplat́ı odhad |α− xn| ≤ K |xn − xn−1|.

3.3.3 Metoda sečen

Jde o variantu metody regula falsi. Necht’ f je spojitá na [a, b], f(a)f(b) < 0, f ′′(x) neměńı
na [a, b] znaménko, neboli f(x) je na celém intervalu bud’ konvexńı a nebo konkávńı, a
má tedy na intervalu (a, b) právě jeden kořen. Pak pro

a) sign f(a) = sign f ′′(x) je

xn+1 = xn −
xn − a

f(xn)− f(a)
f(xn), x1 = b,

b) sign f(a) 6= sign f ′′(x) je

xn+1 = xn −
b− xn

f(b)− f(xn)
f(xn), x1 = a.

V obou př́ıpadech jde o jednostrannou konvergenci.
Zálež́ı na tom, z kterého bodu začnete provádět iterace.
Vyhodnoceńı:

1. Metoda sečen je vždy konvergentńı.

2. Je efektivněǰśı než metoda p̊uleńı intervalu.

3. Konvergence je však obvykle dosti pomalá.

4. Předpokladem konvergence je pouze jeden prostý kořen na intervalu I.

5. Neplat́ı odhad |α− xn| ≤ K |xn − xn−1|.
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Obr. 3.2: Geometrický smysl metody sečen

3.3.4 Metoda tečen

Metoda tečen se často označuje jeko Newtonova 1 metoda.

Necht’ rovnice f(x) = 0 má jednoduchý reálný kořen α na intervalu I = [a, b].
Předpokládejme, že existuj́ı na I nenulové derivace f(x). Potom je možno rozvinout f do
Taylorovy 2 řady v okoĺı libovolného bodu x0 ∈ I.

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2
f ′′(x0)(x− x0)2 + . . .

Nyńı v rovnici f(x) = 0 nahrad́ıme funkci f(x) prvńımi dvěma členy Taylorova rozvoje
(t.j. provedeme linearizaci)

f(x0) + f ′(x0)(x− x0) = 0

a urč́ıme kořen x1 této rovnice

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
.

V okoĺı bodu x1 můžeme zase rovnici f(x) = 0 aproximovat lineárńı část́ı Taylorova
rozvoje

f(x1) + f ′(x1)(x− x1) = 0

s kořenem

x2 = x1 −
f(x1)

f ′(x1)
,

1I. Newton – (1642 – 1727) anglický matematik, fyzik, astronom, optik a filosof. Jeden z největš́ıch
světověch vědc̊u všech dob. Prakticky současně s Leibnizem a nezávisle na něm vybudoval diferenciálńı
a integrálńı počet. Významné jsou i jeho práce z algebry, teorie řad, numerické matematiky, a j.

2B. Taylor (1685 – 1737) anglický matematik,věnoval se matematické analýze, teorii řad, matematické
fyzice – položil základy matematického popisu kmitaj́ıćı struny
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stejným sp̊usobem pak můžeme pokračovat dále. Dostaneme tak posloupnost

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, . . .

Obr. 3.3: Geometrický smysl metody tečen

Věta 3.12. Necht’ f(x) je definovaná a spojitá na intervalu I, f(a)f(b) < 0,
f ′(x) 6= 0∀x ∈ I, f ′′(x) neměńı znaménko na intervalu I, potom iteračńı proces

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, . . .

konverguje pro libovolné x0 ∈ I pro něž plat́ı f(x0)f ′′(x0) > 0.

Věta 3.13. Necht’ plat́ı předpoklady věty 3.12 a dále∣∣∣∣ f(a)

f ′(a)

∣∣∣∣ < b− a,
∣∣∣∣ f(b)

f ′(b)

∣∣∣∣ < b− a.

Potom Newtonova metoda konverguje pro libovolné x0 ∈ I.

Pro odhad chyby plat́ı:
Necht’ m1 = min |f ′(x)|,M2 = max |f ′′(x)| pro x ∈ I. Potom

|α− xn| ≤
M2

2m1

(xn − xn−1)2.
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Tento odhad plyne z Taylorova rozvoje:

|α− xn| ≤
M2

2m1

(α− x0)2.

Je-li tedy
M2

2m1

(α − x0)2 ≤ k < 1, potom Newtonova metoda konverguje, a to velmi

rychle.
Vyhodnoceńı:

1. Jestliže derivaci nahrad́ıme diferenćı, dostaneme metodu sečen.

2. Konverguje dostatečně rychle.

3. Podmı́nkou konvergence je u Newtonovy metody jednoduchý kořen α.

4. V př́ıpadě v́ıcenásobných kořen̊u je f ′(α) = 0 a tedy iteračńı vztah neńı v tomto bodě
definován a nejsou splněny podmı́nky věty 3.12.

5. f(x0)f ′′(x0) > 0 je podmı́nka postačuj́ıćı, ne nutná. Ale při jej́ım nesplněńı můžeme doj́ıt
ke sporu, kdy hodnota xk bude ležet mimo interval I.

1x

0b = xa

x

y

Obr. 3.4: Problém u metody tečen

Př́ıklad 3.14. Najděte kladný kořen rovnice sinx− x

2
= 0.

Řešeńı. Grafickou metodou odhadneme, že kořen lež́ı v intervalu
(π

2
, π
)

. Pro použit́ı

Newtonovy metody máme

f(x) = sinx− x

2
,

f ′(x) = cos x− 1

2
,
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f ′′(x) = − sinx.

V tomto př́ıpadě můžeme použ́ıt obou krajńıch bod̊u a dostaneme se k ćıli:

x0 π
π

2
x1 2.09440 2.0
x2 1.91322 1.9010
x3 1.89567 1.89551
x4 1.89549 1, 89549

3.3.5 Modifikovaná Newtonova metoda

Každý krok Newtonovy metody vyžaduje výpočet funkčńı hodnoty f(x) a derivace f ′(x)
v bodě xn. Náročný a problematický může být zejména výpočet derivace. Jestliže se
derivace podstatně neměńı, je možno použ́ıt následuj́ıćı tvar iteračńıho vzorce:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(x0)
= xn −

f(xn)

c
, c = f ′(x0), n = 0, 1, . . .

Obr. 3.5: Geometrický smysl modifikované metody tečen
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Jestliže f(x) je polynomem, při každém kroku ušetř́ıme skoro polovinu operaćı. Docháźı však
ke zpomaleńı konvergence.

Existuj́ı i daľśı modifikace, např. že se derivace poč́ıtá v každém druhém, každém desátém kroku,

atd. Pokud při rozvoji do Taylorovy řady použijeme pro druhou derivaci jej́ı aproximaci
interpolačńım polynomem, dostaneme daľśı modifikaci Newtonovy metody. Iteračńı proces
má potom tvar

xi+1 = xi −
f(xi)

f ′(xi)
− [f(xi)]

2

2 [f ′(xi)]
3 · f̃

′′(xi),

kde

f̃ ′′(xi) = − 6

h2
i

[f(xi)− f(xi−1)] +
2

hi
[2f ′(xi) + f ′(xi−1)] ,

hi = xi − xi−1.

Př́ıklad 3.15. Řešme touto metodou stejnou úlohu jako v př́ıkladu 3.14.

Řešeńı. Vezmeme si počátečńı hodnoty x1 = π, x2 =
π

2
a dostaneme

x1 π

x2
π

2
x3 1.78659
x4 1.89414
x5 1.89549

Jde o výrazné zlepšeńı Newtonovy metody, které je však zaplaceno t́ım, že potřebuje 2
výchoźı hodnoty.

3.3.6 Newtonova metoda pro komplexńı kořeny

Necht’ f(z) je komplexńı funkce, která je analytická v okoĺı jej́ıho izolovaného nulového
bodu w = α + iβ, f(w) = 0. Potom stejně jako v př́ıpadě reálných kořen̊u si odvod́ıme
z Taylorovy řady

zn+1 = zn −
f(zn)

f ′(zn)
.

Věta 3.16. Je-li f(z) analytická v uzavřeném okoĺı bodu z0 o poloměru R a jestlǐze
∀z : |z − z0| ≤ R plat́ı

1.

∣∣∣∣ 1

f ′(z0)

∣∣∣∣ ≤ A,

2.

∣∣∣∣ f(z0)

f ′(z0)

∣∣∣∣ ≤ B ≤ R

2
,
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3. |f ′′(z)| ≤ C,

4. ABC = µ ≤ 1,

má rovnice f(z) = 0 právě jeden kořen w v oblasti |z − z0| < R a iteračńı proces

zn+1 = zn −
f(zn)

f ′(zn)
, n = 0, 1, . . .

konverguje k tomuto kořenu.

Jestliže chceme naj́ıt komplexńı kořen, muśıme volit z0 jako komplexńı č́ıslo. Jinak se
budeme pohybovat v reálném oboru.

3.3.7 Kombinovaná metoda sečen a tečen

Metoda sečen i tečen konverguj́ı jednostranně. Konvergence se může podstatně urychlit,
jestliže použijeme obě metody současně. Potom budou aproximace konvergovat k řešeńı
z obou stran. Přitom se vyhneme problémům s nevhodnou konvergenćı u jedné z metod
pro speciálńı př́ıpady, kdy funkce prot́ıná osu x pod nevhodným úhlem.

Věta 3.17. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 3.12. Označme a0 ten z bod̊u a, b pro
který plat́ı f(a0)f ′′(a0) > 0, druhý označme b0. Potom posloupnosti {ak}∞k=1, {bk}∞k=1 kon-
verguj́ı k řešeńı α rovnice f(x) = 0, t.j. lim

k→∞
ak = lim

k→∞
bk = α, kde

ak+1 = ak −
f(ak)

f ′(ak)
,

bk+1 =
bkf(ak+1)− ak+1f(bk)

f(ak+1)− f(bk)
, k = 0, 1, 2, . . .

Vyhodnoceńı:

1. Kombinovaná metoda sečen a tečen má stejné výhody jako metody tečen a sečen.

2. Kořen vždy lež́ı mezi prvky ak, bk pro libovolné k.

3. Lze snáze odhadnout chybu řešeńı.

4. Jde o oboustrannou konvergenci.
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Obr. 3.6: Geometrický smysl kombinované metody sečen a tečen

3.4 Řád metody

Při numerickém řešeńı rovnice f(x) = 0 (a to i na poč́ıtači) je řada činnost́ı, které
neńı účelné algoritmizovat, ale je účelněǰśı je provádět mimo rámec výpočtu – separace
kořen̊u, výběr metody, ověřeńı splnitelnosti předpoklad̊u, volba počátečńı aproximace,
odhad chyby, apod.

Definice 3.18. Iteračńı proces xn+1 = ϕ(xn) je r-tého řádu v bodě α, jestliže plat́ı:

ϕ(α) = α,

ϕ′(α) = ϕ′′(α) = · · · = ϕ(r−1)(α) = 0,

ϕ(r)(α) 6= 0.

Necht’ jsou derivace ϕ do řádu r včetně spojité v okoĺı bodu α. Potom podle Taylorova
vzorce máme

ϕ(x) = ϕ(α)+
ϕ′(α)

1!
(x−α)+

ϕ′′(α)

2!
(x−α)2 + · · ·+ ϕ(r−1)(α)

(r − 1)!
(x−α)r−1 +

ϕ(r)(ξ)

r!
(x−α)r,

ξ ∈ (x, α), což si můžeme podle definice 3.18 přepsat na tvar

ϕ(x) = ϕ(α) +
ϕ(r)(ξ)

r!
(x− α)r.

Protože ϕ(α) = α, ϕ(xn) = xn+1 máme

xn+1 = α +
ϕ(r)(ξn)

r!
(xn − α)r,
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kde ξn lež́ı mezi xn a α a záviśı na xn.

Absolutńı chyba aproximace xn+1 je tedy

α− xn+1 = −ϕ
(r)(ξn)

r!
(xn − α)r.

Máme tedy odhad

|α− xn+1| ≤ K|(xn − α)r|, K = sup

∣∣∣∣ϕ(r)(ξn)

r!

∣∣∣∣ .
Konstanta K se nazývá asymptotická konstanta chyby.

Č́ım je r větš́ı, t́ım rychleji nám iteračńı proces konverguje.

• Metoda prosté iterace je řádu 1.

• Metoda sečen je řádu 1+
√

5
2
≈ 1.618.

• Metoda tečen je řádu 2.

• Dokonce i varianta Newtonovy metody pro násobné kořeny je v bodě α řádu 2.

• Varianta Newtonovy metody s 2. derivaćı je řádu 3.

Věta 3.19. Necht’ α je p-násobným kořenem rovnice f(x) = 0. Potom

xn+1 = xn −
pf(xn)

f (p)(xn)

je v okoĺı bodu α řádu 2.

Důkaz. Podle předpoklad̊u je f(α) = f ′(α) = · · · = f (p−1)(α) = 0, f (p)(α) 6= 0. T́ım se
v Taylorově rozvoji anuluj́ı prvńı členy a my máme

f(x) =
f (p)(α)

p!
(x− α)p + . . . .

Označme si A = f (p)(α)
p! a źıskáme

xn+1 = xn −
pA(xn − α)p + . . .

pA(xn − α)p−1 + . . .
= xn − (xn − α)

1 + . . .

1 + . . .
=

= xn − (xn − α)R(x),

kde R(α) = 1. Označme ϕ(x) = x− pf(x)
f ′(x) . Potom

ϕ(α) = α, ϕ′(x) = 1−R(x)− (x− α)R(x),

takže ϕ′(α) = 0, ale obecně je ϕ′′(α) 6= 0, a jedná se tedy o metodu 2. řádu.
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3.5 Algebraické rovnice

Definice 3.20. Algebraická rovnice je výraz tvaru Pn(x) = 0, kde

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, an 6= 0, n ∈ N.

Pro určeńı kořen̊u algebraické rovnice můžeme použ́ıt všechny předchoźı metody pro
určeńı kořene rovnice. Algebraické rovnice se však vyskytuj́ı velmi často v nejr̊uzněǰśıch
aplikaćıch a maj́ı své vlastńı specifické vlastnosti. Proto se jimi budeme zabývat zvlášt’.

Věta 3.21. O poloze kořen̊u.
Mějme rovnici Pn(x) = 0. Označme

A = max{|an−1|, |an−2|, . . . , |a0|}, B = max{|an|, |an−1|, . . . , |a1|}.

Potom pro kořeny xk polynomu Pn(x) plat́ı

|a0|
|a0|+B

≤ |xk| ≤
|an|+ A

|an|
.

Př́ıklad 3.22. Odhadněte polohu kořen̊u pro rovnici

P6(x) = x6 + 101x5 + 425x4 − 425x2 − 101x− 1 = 0.

Řešeńı. Máme A = 425, B = 425. Dosazeńım dostaneme

1

1 + 425
≤ |xk| ≤

1 + 425

1
,

1

426
≤ |xk| ≤ 426.

Přesné řešeńı v tomto př́ıpadě je

x1 = 1 x4 = −0.241
x2 = −1 x5 = −4.143
x3 = −0.0104 x6 = −96.601

Vid́ıme, že všechny kořeny lež́ı v námi určeném intervalu.

Věta 3.23. Cauchyova o poloze kořen̊u.
Všechny kořeny polynomu Pn(x) jsou obsaženy v kruhu Γ v komplexńı rovině, kde

Γ = {z ∈ C : |z| ≤ 1 + ηk}

a

ηk = max
0≤k≤n−1

∣∣∣∣akan
∣∣∣∣ .
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Věta 3.24. Descartesova 1

Počet kladných kořen̊u rovnice Pn(x) = 0 je roven počtu znaménkových změn v posloup-
nosti koeficient̊u an, an−1, . . . , a1, a0, přičemž nulové koeficienty jsou vynechány, a nebo je
o sudý počet menš́ı.

Důsledek 3.25. Polynom s kladnými koeficienty nem̊uže mı́t žádné kladné kořeny,
protože v posloupnosti jeho koeficient̊u neńı žádná znaménková změna.

Důsledek 3.26. Počet záporných kořen̊u dostaneme z Descartesovy věty, když mı́sto
polynomu Pn(x) vezmeme Pn(−x).

Př́ıklad 3.27. Odhadněte počet kladných a záporných kořen̊u pro rovnici

P6(x) = x6 + 101x5 + 425x4 − 425x2 − 101x− 1 = 0.

Řešeńı. V posloupnosti {1, 101, 425,−425,−101,−1} je pouze jedna znaménková změna,
a proto bude mı́t tento polynom pouze jeden kladný kořen. Pro záporné kořeny máme

P6(−x) = x6 − 101x5 + 425x4 − 425x2 + 101x− 1 = 0.

V posloupnosti {1,−101, 425,−425, 101,−1} je pět znaménkových změn, a proto tento
polynom může mı́t pět záporných kořen̊u (nebo tři nebo jeden).

Jde o stejný polynom jako v př́ıkladu 3.22. Vı́me tedy, že náš polynom má pět záporných
kořen̊u.

Definice 3.28. Sturmovou 2 posloupnost́ı pro polynom Pn(x) nazveme posloupnost
M(x),M1(x), . . . ,Mr(x), kde
M(x) = Pn(x),
M1(x) = M ′(x),
M2(x) je zbytek po děleńı M(x) : M1(x) násobený č́ıslem (−1),
M3(x) je zbytek po děleńı M1(x) : M2(x) násobený č́ıslem (−1),
atd.
Mr(x) je zbytek po děleńı Mr−2(x) : Mr−1(x) násobený č́ıslem (−1),
přičemž zbytek Mr+1(x) po děleńı Mr−1(x) : Mr(x) je nulový.

Věta 3.29. Sturmova.
Označme N(c) počet znaménkových změn ve Sturmově posloupnosti pro x = c, přičemž
nulové prvky vynecháme. Jestlǐze polynom Pn(x) nemá násobné kořeny a jestlǐze je
Pn(a) 6= 0, Pn(b) 6= 0, potom počet reálných kořen̊u tohoto polynomu lež́ıćıch v intervalu
(a, b) je roven N(a)−N(b).

Př́ıklad 3.30. Určete počet kladných a záporných kořen̊u rovnice x4 − 4x+ 1 = 0.

1R. Descartes (1596 – 1650) francouzský matematik, filosof, fyzik,fyziolog. Jeden ze zakladatel̊u
moderńı vědy. Hlavńı význam má jeho zavedeńı analytické geometrie. Pravděpodobně se zúčastnil bitvy
na B́ılé hoře na straně ćısařských.

2J. Ch. F. Sturm (1803 – 1855) francouzsko-̌svýcarský matematik. Zabýval se předevš́ım difer-
enciálńımi rovnicemi.
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Řešeńı. Máme rovnici x4 − 4x+ 1 = 0. Potom
M(x) = x4 − 4x+ 1,
M1(x) = 4x3 − 4⇒M1(x) = x3 − 1.

Protože nás zaj́ımá počet kladných a záporných kořen̊u a protože vždy děĺıme polynom
polynomem, můžeme proto polynom vynásobit kladným č́ıslem, t́ım se ovlivńı pouze
velikost a ne znaménko. Obecně to ale neplat́ı. Pokud hledáme počet kořen̊u na intervalu
〈a, b〉, potom muśıme pracovat s př́ıslušnými tvary polynomů a nemůžeme si je dále upra-
vovat.

M2(x) = 3x− 1,
M3(x) = 1.
Potom máme

−∞ 0 +∞
M + + +
M1 − − +
M2 − − +
M3 + + +
N(c) 2 2 0

Počet záporných kořen̊u je N(−∞)−N(0) = 2− 2 = 0.
Počet kladných kořen̊u je N(0)−N(+∞) = 2− 0 = 2.
Přesné řešeńı je

x1 = 0.250992157490491,
x2 = 1.4933585565601,
x3,4 = −0.872175357025343± i1.38103159782422

Po dosazeńı do rovnice dostaneme chybu řádově 10−19.

Poznámka 3.31. Připomeňme si, jak se děĺı polynomy. Děĺıme mezi sebou prvńı členy poly-
nomů – v našem př́ıpadě děĺıme prvńı člen, tj. x4 členem x3 a dostaneme

x4 − 4x+ 1 : x3 − 1 = x,

(jde o prvńı krok výpočtu, který ješte neńı ukončen, takže se nejedná o výsledek). Nyńı prvkem
x vynásob́ıme dělěnce a odečteme od dělitele

x4 − 4x+ 1− (x3 − 1) · x = x4 − 4x+ 1− x4 − x = −3x+ 1.

Protože stupeň výsledného polynomu je menš́ı jak stupeň dělitele, ukončujeme výpočet. Pokud
by byl stupeň výsledku větš́ı nebo roven stupni dělitele, pokračujeme ve výpočtu stejným
zp̊usobem, tj. dělili bychom prvńı členy polynomů mezi sebou a dále bychom odeč́ıtali násobky
dělitele od dělence. Takže jsme dostali

x4 − 4x+ 1 : x3 − 1 = x, zbytek − 3x+ 1,

resp.
x4 − 4x+ 1

x3 − 1
= x+

−3x+ 1

x3 − 1
.
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Př́ıklad 3.32. Určete pod́ıl polynomů P a Q, kde P = x3−9x2 +20x−12 a Q = 3x2−18x+20.

Řešeńı. Máme

x3 − 9x2 + 20x− 12 : 3x2 − 18x+ 20 =
1

3
x− 1

−(x3 − 6x2 +
20

3
x)

−3x2 +
40

3
x− 12

−(−3x2 + 18x− 20)

−14

3
x+ 8

Dostali jsme
P

Q
=
x3 − 9x2 + 20x− 12

3x2 − 18x+ 20
=

1

3
x− 1 +

−14
3 x+ 8

3x2 − 18x+ 20
.

Ve Sturmově větě požadujeme, aby Pn(x) měl pouze prosté kořeny. Muśıme proto umět
určit, kdy je polynom má, resp. zajistit, aby je měl.

Věta 3.33. Jestlǐze pro posledńı člen Sturmovy posloupnosti plat́ı Mr = Konst., pak má
Pn(x) pouze prosté kořeny.

Důkaz. Necht’ Pn(x) má i násobné kořeny, zaṕı̌seme si polynom Pn(x) ve tvaru součinu
kořenových činitel̊u

Pn(x) = an(x− x1)k1(x− x2)k2 . . . (x− xm)km ,

kde x1, x2, . . . , xm jsou navzájem r̊uzné kořeny Pn(x) a k1, k2, . . . , km jsou jejich násobnosti.
Potom

P ′n(x) = an[k1(x− x1)k1−1(x− x2)k2 . . . (x− xm)km+

+(x− x1)k1k2(x− x2)k2−1 . . . (x− xm)km + · · ·+
+(x− x1)k1(x− x2)k2 . . . km(x− xm)km−1] =

= an(x− x1)k1−1(x− x2)k2−2 . . . (x− xm)km−1·
·
[
k1(x− x2) . . . (x− xm) + (x− x1)k2(x− x3) . . . (x− xm)+

+ · · ·+ (x− x1)(x− x2) . . . (x− xm−1)km
]

=

= R(x)Q(x),

kde Q(xk) 6= 0∀k = 1, 2, . . . ,m. Polynom R(x) je největš́ım společným dělitelem Pn(x) a P ′n(x).
Urč́ıme jej Eukleidovým1 algoritmem. Potom

Pn(x)

R(x)
= (x− x1)(x− x2) . . . (x− xm)

1Eukleides z Alexandrie (asi 340 př.n.l. – asi 278 př.n.l.) Starořecký matematik, autor
nejvýznamněǰśı matematické knihy celé dosavadńı historie. Zabýval se geometríı, optikou, teoríı hudby.
Jako jeden z prvńıch se začal zabývat logickými základy matematiky. Jeho hlavńım d́ılem je kniha
“Základy”(řecky “Stoicheia”), která byla skoro 2000 let učebnićı matematiky a dodnes neztratila svoji
d̊uležitost. Obsahuje planimetrii, stereometrii, geometrickou algebru, řešeńı kvadratických rovnic, teorii
č́ısel aj. Je to prvńı pokus o axiomatickou výstavbu matematické teorie.
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má pouze prosté kořeny. Když si uvědomı́me, že Sturmova posloupnost je shodná s posloupnost́ı
źıskanou Eukleidovým algoritmem (pro polymomy Pn(x) a P ′n(x)) s přesnost́ı do znaménka,
máme d̊ukaz věty.

Důsledek 3.34. Je-li α kořenem Pn(x) a P ′n(α) = 0, pak je α násobným kořenem.
Je-li α kořenem Pn(x) a je-li P ′n(α) 6= 0, pak je α prostým kořenem.

3.5.1 Metoda Laguerrova

Předpokládejme, že koeficienty polynomu Pn(x) jsou reálné a všechny jeho kořeny jsou
reálné a nav́ıc prosté. Seřad́ıme-li si kořeny podle velikosti tak, aby platilo α1 < α2 <
< · · · < αn. Definujme si dále α0 = −∞, αn+1 = +∞, a označme Ii = 〈αi, αi+1〉 , i =
= 0, 1, . . . , n. Potom pro každé reálné α 6= αj, j = 0, 1, . . . , n + 1 existuje právě jedno i
takové, že plat́ı α ∈ Ii.
Sestroj́ıme si nyńı kvadratickou funkci, která bude mı́t oba kořeny v Ii a v bodě α bude
mı́t zápornou hodnotu. Takových funkćı můžeme setrojit nekonečně mnoho.

Hlavńı myšlenkou Laguerrovy metody je sestrojit takovou parabolu, tj. kvadratickou
funkci, která bude prot́ınat osu x co nejbĺıže konc̊um intervalu Ii. T́ım dostáváme it-
eračńı posloupnost

αk+1 = αk − nPn(αk)

(Pn(αk)′ ±
√
H(αk)

, (3.1)

kde
H(α) = (n− 1)

(
(n− 1)(P ′n(α))2 − nPn(α)P ′′n (α)

)
.

Věta 3.35. Necht’ Pn(x) je reálný polynom stupně n ≥ 1, jehož všechny kořeny jsou
reálné a navzájem r̊uzné. Necht’ α0je počátečńı aproximace a P (α0) 6= 0. Potom iteračńı
proces (3.1), kde znaménko před odmocninou voĺıme rovné sgnP ′(αk), vytvář́ı posloupnost
{αk}∞k=0, která konverguje monotonně a kubicky k některému z kořen̊u polynomu Pn(x).

Je-li P ′(αk) = 0, potom voĺıme znaménko před odmocninou v prvńı iteraci libovolně.
Přitom P ′(αk) 6= 0 pro k = 1, 2, . . . .

Př́ıklad 3.36. Mějme polynom P (x) = x

(
1

3
x2 + a2

)
, a > 0. Potom P (a) 6= 0. Jestliže

zvoĺıme x0 = a, potom budeme dostávat

xsudé č́ıslo = a, xliché č́ıslo = −a.
Ke konvergenci nám stač́ı zvolit jinou počátečńı aproximaci.

3.5.2 Metoda Graeffova – Lobačevského

Metoda Graeffova – Lobačevského 1 slouž́ı k přibližnému stanoveńı polohy všech kořen̊u
polynomu. Nulové kořeny přitom předem vylouč́ıme, takže všude dále předpokládáme, že

1 V anglicky a nebo německy psané literatuře se metoda označuje pouze prvńım jménem jako metoda
Graeffova.
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a0 6= 0.

Zapǐsme si rozklad Pn(x) na kořenové činitele

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = an(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn).

Jestliže nyńı pravou stranu roznásob́ıme, pak srovnáńım koeficient̊u dostaneme tzv. Vie-
tovy 1 vzorce.

an−1

an
= −(x1 + x2 + · · ·+ xn),

an−2

an
= (−1)2(x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn),

. . .
a0

an
= (−1)n(x1x2x3 . . . xn).

Princip Graeffovy-Lobačevského metody si ukážeme na př́ıkladu. Mějme kvadratickou
rovnici a2x

2 + a1x+ a0 = 0, potom podle Vietových vzorc̊u plat́ı

x1 + x2 = −a1

a2

, x1x2 =
a0

a2

. (3.2)

Jestliže se kořeny (v absolutńı hodnotě) od sebe dostatečně lǐśı, t.j. x1 � x2, potom∣∣∣∣x2

x1

∣∣∣∣� 1,

a x1 + x2 = −a1

a2

,

x1(1 +
x2

x1

) = −a1

a2

.

Zanedbáńım druhého sč́ıtance dostaneme

x1 ≈ −
a1

a2

.

Dosazeńım této hodnoty do rovnice

x1x2 =
a0

a2

K. L. Graeffe (1799 – 1873) německý matematik, žák K.F.Gausse. Věnoval se algebře, teoretické me-
chanice, historii matematiky. Metodu řešeńı algebraické rovnice navrhnul v r.1837.
N. I. Lobačevskij (1792 – 1856) ruský matematik. Vystudoval universitu v Kazani a celý život tam
p̊usobil. Do historie matematiky vešel jako tv̊urce neeukleidovské geometrie. Prvńı práce jsou z r.1826.
Přestože byl vystaven nevyb́ıravým útok̊um a z̊ustal prakticky nepochopen a osamocen, pokračoval
v rozv́ıjeńı své geometrie. Uznáńı se mu dostalo až posmrtně.

1F. Viete (1540 – 1603) francouzský matematik a právńık. Jeho matematické práce byly psány
velmi těžkým jazykem a proto dlouho nevešly v obecnou známost. Jako prvńı zavedl označováńı nejen
neznámých ale i koeficient̊u ṕısmeny, přitom počátečńı ṕısmena abecedy vyhradil pro koeficienty a koncová
ṕısmena pro neznámé. Rozluštil kód, který použ́ıvali Španělé ve válce proti Francii.
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dostaneme x2 ≈ −
a0

a1

.

Tyto hodnoty můžeme brát jako prvńı iteraci.
Umocńıme (3.2) a po úpravě máme

x2
1 + x2

2 =
a2

1 − 2a0a2

a2
2

, x2
1x

2
2 =

a2
0

a2
2

.

Protože známe součet a součin druhých mocnin kořen̊u, můžeme si sestavit rovnici b2y
2 +

+ b1y + b0 = 0 s kořeny y1 = x2
1, y2 = x2

2, kde

b2 = a2
2, b1 = −(a2

1 − 2a0a2), b0 = a2
0.

Zcela analogicky můžeme určit i jejich aproximace

y1 ≈ −
b1

b2

, y2 ≈ −
b0

b1

,

a odtud plyne
’

že

|x1| ≈

√∣∣∣∣b1

b2

∣∣∣∣, |x2| ≈

√∣∣∣∣b0

b1

∣∣∣∣.
Přičemž jestliže je

∣∣∣∣x2

x1

∣∣∣∣ � 1, pak člen

∣∣∣∣x2
2

x2
1

∣∣∣∣ bude ještě menš́ı, tedy aproximace bude

lepš́ı. O znaménku rozhodneme na základě dosazeńı do p̊uvodńı rovnice. Takto můžeme
pokračovat dále.

Obecně chceme naj́ıt aproximaci kořen̊u x1, . . . , xn rovnice Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 +
+ · · ·+ a1x+ a0 = 0, an 6= 0, přičemž předpokládáme, že kořeny tohoto polynomu jsou
dobře rozlǐsitelné, tj. že Pn(x) má pouze reálné prosté kořeny, |x1| > |x2| > · · · > |xn|.
Vytvoř́ıme si posloupnost polynomů P 0, P 1, . . . , P k, . . . , kde

P 0 = Pn(x),

P k(x) = aknx
n + akn−1x

n−1 + · · ·+ ak1x+ ak0,

akn = (ak−1
n )2,

−akn−1 = (ak−1
n−1)2 − 2ak−1

n ak−1
n−2,

akn−2 = (ak−1
n−2)2 − 2ak−1

n−1a
k−1
n−3 + 2ak−1

n ak−1
n−4,

. . .

(−1)n−1ak1 = (ak−1
1 )2 − 2ak−1

2 ak−1
0 ,

(−1)nak0 = (ak−1
0 )2.

Pro kořeny pak plat́ı

|xj| = 2k

√√√√∣∣∣∣∣ akn−jakn−j+1

∣∣∣∣∣, j = 1, 2, . . . , n.

Výpočet zastavujeme, jestliže plat́ı |aki | ≈ (ak−1
i )2 ∀i = 0, 1, 2, . . . , n.

Vyhodnoceńı:
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1. Podmı́nka dobré rozlǐsitelnosti kořen̊u znamená, že předpokládáme, že Pn(x) má pouze
reálné prosté kořeny.

2. Jestliže se absolutńı hodnoty kořen̊u lǐśı od sebe velmi málo, potom G – L metoda kon-
verguje velmi pomalu – nevýhoda této metody.

3. Nepožaduje se separace kořen̊u. Stač́ı odstranit násobné, jako u Sturmovy věty.

4. Problematická je i otázka přesnosti.

5. Metoda nám urč́ı slušné aproximace všech kořen̊u, které je potom nutno zpřesnit jinou
metodou.

Jestliže v posloupnosti {aki }, k = 1, 2, . . . , i = 0, 1, . . . , n docháźı ke znaménkovým
změnám, znamená to (ve většině př́ıpad̊u), že polynom má i komplexńı kořeny.

Předpokládejme, že

|α1| > |α2| > · · · > |αi| = |αi+1| > |αi+2| > · · · > |αn|,

αi = r(cosϕ+ i sinϕ),

αi+1 = r(cosϕ− i sinϕ),

|αi| = |αi+1| = r.

Potom

r2 = |αi|.|αi+1| ≈ 2k

√∣∣∣∣ akn−iakn−i+1

∣∣∣∣ 2k

√∣∣∣∣akn−i−1

akn−i

∣∣∣∣ = 2k

√∣∣∣∣akn−i−1

akn−i+1

∣∣∣∣
a potom

α1 + α2 + · · ·+ αn = −an−1

an
,

αi + αi+1 = 2r cosϕ,

2r cosϕ = −an−1

an
−

n∑
k=1,k 6=i,i+1

αk.

Známe součet a součin kořen̊u, aproximaci kořen̊u pak źıskáme řešeńım kvadratické rovnice

ξ2 − (2r cosϕ)ξ + r2 = 0,

ξ2 −

(
−an−1

an
−

n∑
k=1,k 6=i,i+1

αk

)
ξ + 2k

√∣∣∣∣akn−i−1

akn−i+1

∣∣∣∣ = 0.

Opět je nutné poč́ıtat s chybou a výsledek zpřesnit jinou metodou.

Př́ıklad 3.37. Graeffovou-Lobačevského metodou určete kořeny rovnice

z4 − 4z3 + 3z2 + 2z − 6 = 0
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Řešeńı. Máme polynom 4. stupně. Sestav́ıme si odpov́ıdaj́ıćı posloupnost polynomů s
koeficienty ai, i = 0, 1, 2, 3, 4:

k a4 a3 a2 a1 a0

0 1 -4 3 2 -6
1 1 -10 13 -40 36
2 1 -74 -559 -664 1296
3 1 -6594 218801 -1889824 1679616

Potom

|α1| ≈ 8

√
6594

1
.
= 3.001882007.

Dosazeńım do polynomu dostaneme

P4(3.001882007) ≈ 0.0377,

P4(−3.001882007) ≈ 204.44.

Proto za aproximaci prvńıho kořene přij́ımáme hodnotu +3.001882007. Dále

|α2| ≈ 8

√
1679616

1889824
.
= 0.9853682858.

Dosazeńım do polynomu dostaneme

P4(0.9853682858) ≈ −4.006,

P4(−0.9853682858) ≈ −0.288.

Proto za aproximaci prvńıho kořene přij́ımáme hodnotu −0.9853682858. V daľśıch
sloupćıch docháźı ke stř́ıdáńı znamének, budeme proto hledat komplexńı kořeny:

r2 =
8

√
1889824

6594
≈ 2.028425455 ≈ |α3α4|,

2r cosϕ = 4− α1 − α2
.
= 1.983486276.

Urč́ıme si řešeńı kvadratické rovnice

ζ2 − 1.983486276ζ + 2.028425455 = 0,

α3,4 = 0.991743139± j1.022289317.
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3.5.3 Metoda Schurova

Mějme polynom

f(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z + a0, (3.3)

který je obecně vzato komplexńı. Označme

f ∗(z) = znf
(
z−1
)

= an + an−1z + · · ·+ a0z
n,

kde u je č́ıslo komplexně sdružené k č́ıslu u. Dále

T (f(z)) = a0f(z)− anf ∗(z).

Speciálně plat́ı

T (f(0)) = a0a0 − a0an = |a0|2 − |an|2,

neboli T (f(0)) je reálné č́ıslo.

Protože T (f(z)) je polynomem stupně nejvýše n − 1, můžeme si definovat posloupnost
polynomů

T j (f(z)) = T
(
T j−1(f(z))

)
.

Protože stupeň polynomů klesá, je jejich posloupnost konečná.

Věta 3.38. Označme k nejmenš́ı celé č́ıslo, pro které plat́ı T k(f(0)) = 0. Necht’ f(0) 6= 0.
Jestlǐze pro h : 0 < h < k plat́ı, T h(f(0)) < 0, potom má polynom f nejméně jeden kořen
uvnitř jednotkového kruhu se středem v počátku.

Je-li naopak T i(f(0)) > 0 pro 1 5 i 5 k a T k−1(f(z)) je konstanta, nelež́ı uvnitř jed-
notkového kruhu se středem v počátku žádný kořen.

Na základě této věty plat́ı:

1. Je-li f(0) = 0, potom existuje kořen z = 0.
Je-li f(0) 6= 0, potom pokračujeme bodem 2.

2. Vypočteme T (f(z)). Je-li T (f(0)) < 0, existuje uvnitř jednotkového kruhu kořen.
Je-li T (f(z)) ≥ 0 pokračujeme bodem 3.

3. Vypoč́ıtáme postupně T j(f(z)) pro j = 1, 2, . . . , až bud’ T j(f(z)) < 0 pro nějaké
j < k, nebo T k(f(0)) = 0.
V prvńım př́ıpadě lež́ı uvnitř jednotkového kruhu aspoň jeden kořen.
Nastane-li druhý př́ıpad a je-li polynom T k−1(f(z)) konstantńı, nelež́ı uvnitř jed-
notkového kruhu žádný kořen.

Poznámka 3.39. Všimněte si, že je-li T k(f(0)) = 0 a T k−1(f(z)) neńı konstanta, potom
větu (3.38) nelze využ́ıt.
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Má-li polynom f(z) kořen uvnitř kruhu |z| = %, potom má polynom

g(z) = f(%z)

kořen uvnitř jednotkového kruhu.

A obecně: má-li f(z) kořen uvnitř kruhu |z − c| = %, má polynom

g(z) = f(%z + c)

kořen uvnitř jednotkového kruhu.

Při hledáńı kořene proto postupujeme následovně:

1. Nemá-li polynom f(z) kořen uvnitř jednotkového kruhu, budeme uvažovat polynom
g(z) = f(2z) a zkoumat, má-li g(z) kořen uvnitř jednotkového kruhu. Pokud nemá,
budeme zkoumat polynom f(22z), atd. Budeme pokračovat až nalezneme mezikruž́ı

R = zj ≤ |z| < zj+1 = 2R, (3.4)

takové, že polynom f má kořen v tomto mezikruž́ı a současně nemá žádný kořen
uvnitř kruhu o poloměru R.

Má-li polynom f(z) kořen uvnitř jednotkového kruhu, potom budeme p̊ulit poloměr
tak dlouho, až dostaneme nerovnost typu (3.4). Opět tedy budeme mı́t mezikruž́ı,
ve kterém lež́ı kořen.

2. Mezikruž́ı (3.4) lze úplně pokrýt 8 překrývaj́ıćımi se kruhy o poloměru
4

5
R a se

středy v bodech

3R

2 cos
1

8
π

e

2πjk

8 , k = 0, 1, . . . , 7.

Postupně prověřujeme jednotlivé kruhy, až nalezneme kruh, ve kterém lež́ı aspoň
jeden kořen.

3. Označme střed tohoto kruhu C1 a pokračujeme jako v bodě 1. Přitom v každém

kruhu p̊uĺıme poloměr. Zač́ınáme od
4

5
R až dostaneme mezikruž́ı

R1 =
4

5
R · 2−j1 ≤ |z − C1| <

4

5
R · 2−(j1−1) = 2R1,

které obsahuje kořen polynomu f . Stejně jako v bodě 2 pokryjeme mezikruž́ı 8 kruhy.

Postup opakujeme tak dlouho, dokud je třeba.

Př́ıklad 3.40. Určete kořeny polynomu f(z) = 4z3 − 8z2 + 9z − 18.
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Řešeńı. Sestroj́ıme si posloupnost polynomů:

f ∗(z) = −18z3 + 9z2 − 8z + 4.

f1(z) = T (f(z)) = −18f(z)− 4f ∗(z) = 108z2 − 130z + 308,

T (f(0)) = 308,

f ∗1 (z) = 308z2 − 130z + 108,

f2(z) = T (f1(z)) = T 2(f(z)) = 308f1(z)− 108f ∗1 (z) = 400(−65z + 208),

T 2(f(0)) = 83200,

f ∗2 (z) = 400(208z − 65),

T (f2(z)) = T 3(f(z)) = (2082 − 652) · 4002,

T 3(z) = konstanta,

T 4(f(0)) = 0.

T́ım jsme prokázali, že uvnitř jednotkového kruhu nelež́ı žádný kořen. Pro g(z) = f(2z)
dostaneme

T (g(z)) = 700z − 700,

neboli

T (g(0)) = −700 < 0,

a proto má f(z) kořen v mezikruž́ı 1 ≤ |z| < 2. Stejným zp̊usobem můžeme pokračovat
dále, tj. mezikruž́ı pokryjeme 8 kruhy a urč́ıme v kterém z nich lež́ı kořen. Přesné řešeńı
je

z1 = +2, z2,3 = ±3

2
j.

Pojmy k zapamatováńı

– Seznámili jsme se s numerickými metodami řešeńı lineárńıch i nelineárńıch rovnic.

– Po úvodńım seznámeńım se startovaćımi metodami - grafickou, tabelovaćı a metodou p̊uleńı
intervalu, jsme přešli k iteračńım metodám r̊uzných typ̊u.

– Iteračńı metody vyžaduj́ı pro svoji konvergenci splněńı daľśıch doplňuj́ıćıch podmı́nek,
proto bude pro nás vždy výhodné, pokud dokážeme vhodnou startovaćı metodou zúžit
interval, na kterém hledáme kořen naš́ı rovnice.

– Seznámili jsme se s metodou prosté iterace, s metodami tečen a sečen a s jejich modi-
fikacemi.

– V závěru jsme se věnovali algebraickým rovnićım. Při řešeńı algebraických rovnic můžeme
použ́ıt všechny dř́ıve uvedené metody, ale protože algebraické rovnice maj́ı i své specifické
vlastnosti, které můžeme využ́ıt při hledáńı kořen̊u, věnovali jsme se jim samostatně.
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Kontrolńı otázky

1. Co rozumı́me pojmem kořen rovnice?

2. Je možné použ́ıt Newtonovu metodu pro libovolnou rovnici?

3. Je možné u každé metody provést odhad chyby?

3.6 Cvičeńı

Maplety

Př́ıklady pro samostatnou práci jsou uvedeny v samostatné sb́ırce př́ıklad̊u. Pomoćı
následuj́ıćıch maplet̊u si můžete usnadnit některé d́ılč́ı výpočty, nebo zkontrolovat jejich
správnost.

1. Derivováńı

2. Výpočet funkčńıch hodnot funkćı jedné proměnné

3. Kresleńı graf̊u elementárńıch funkćı

4. Kresleńı graf̊u funkćı jedné proměnné

5. Děleńı polynomů

webMathematica

Př́ıklady pro samostatnou práci jsou uvedeny v samostatné sb́ırce př́ıklad̊u. Pomoćı
následuj́ıćıch aplikaćı si můžete usnadnit některé d́ılč́ı výpočty, nebo zkontrolovat jejich
správnost.

1. Násobeńı matic

3.7 Animace

Na následuj́ıćıch animaćıch jsou znázorněny postupy některých numerických metod stu-
dovaných v této kapitole.

Animace ovládáte tlač́ıtky pod obrázkem. Kvalita animaćı je dána skutečnost́ı, že se jedná
o bitmapové obrázky exportované ze softwaru Maple a následně vkládané do textu v jiné
velikosti. Animace se nacházej́ı vždy na samostatné stránce.

http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Derivovani.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/funkcniHodnoty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/KresleniElemFci.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/KresleniGrafu.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/deleniPolynomu.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/SoucinMatic.jsp
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Obr. 3.7: Regula falsi (animace)
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Obr. 3.8: Newtonova metoda (animace)



74 Řešeńı rovnic.

Obr. 3.9: Modifikovaná Newtonova metoda (animace)
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4 Vlastńı č́ısla

Pr̊uvodce studiem

Budeme se věnovat vlasńım č́ısl̊um a vlastńım vektor̊um matic. Definujeme si oba pojmy a ukážeme
si jejich základńı vlastnosti. Dále se seznáḿıme s vybranými metodami pro jejich p̌ŕımý výpočet a
také s některými numerickými metodami pro jejich určeńı.

Vlastńı č́ısla matic hraj́ı d̊uležitou úlohu v mnoha oborech, nap̌ŕıklad v teorii systémů diferenciálńıch
rovnic.

Ćıle

Po prostudováńı této kapitoly budete schopni:

• Definovat vlastńı č́ıslo a vlastńı vektor matice.

• Vypoč́ıtat vlastńı č́ısla a vlastńı vektory a to jak př́ımo, tak i pomoćı numerických metod.

• Odhadnout polohu vlastńıch č́ısel matice.

4.1 Základńı pojmy

Definice 4.1. Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Jej́ı vlastńı č́ısla λ1, . . . , λn jsou
kořeny rovnice

det(A− λI) = 0

zvané charakteristická rovnice.

Po roznásobeńı dostaneme charakteristickou rovnici ve tvaru

f(λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 = 0.

Definice 4.2. Ke každému vlastńımu č́ıslu λi existuje aspoň jedno nenulové řešeńı sous-

tavy rovnic Ax = λix. Toto řešeńı xi, kde xTi = (x
(1)
i , x

(2)
i , . . . , x

(n)
i ), nazveme pravým

vlastńım vektorem matice A.

Všude v daľśım bude pojem vlastńı vektor značit výhradně pravý vlastńı vektor.
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Definice 4.3. Levý vlastńı vektor yi odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λi je řešeńım rovnice
yTA = λiy

T .

Levý vlastńı vektor matice A je tedy vlastńım vektorem transponované matice AT a
snadno lze ukázat , že odpov́ıdá-li levý vlastńı vektor yk vlastńımu č́ıslu λk a pravý
vlastńı vektor xi vlastńımu č́ıslu λi a plat́ı λk 6= λi jsou vektory yk a xi ortogonálńı.

Definice 4.4. Vektory u a v se nazývaj́ı ortogonálńımi, jestliže jejich skalárńı součin je
roven nule.

Připomeňme si, že skalárńı součin vektor̊u ~u = (u1, u2, . . . , un)T a ~v = (v1, v2, . . . , vn)T je

definován jako u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn =
n∑
i=1

uivi.

Definice 4.5. Vektory u a v se nazývaj́ı ortonormálńımi, jestliže jsou ortogonálńı, tj.
jejich skalárńı součin je roven nule, a jestliže nav́ıc je jejich norma rovna jedné.

Ve většině dále uvedených př́ıklad̊u se budou vyskytovat reálné matice, budeme
předpokládat , pokud nebude řečeno jinak , že matice A je reálná. Mnohé věty budou
však platit i pro komplexńı matice nebo budeme-li předpokládat symetrii, pro hermitovské
matice.

Př́ıklad 4.6. Určete vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice

A =

 −1 1 1
1 −1 1
1 1 1

 .

Řešeńı. Pomoćı Sarrusova pravidla urč́ıme charakteristický polynom

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣
(−1− λ) 1 1

1 (−1− λ) 1
1 1 (1− λ)

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 − λ2 + 4λ+ 4.

Charakteristická rovnice −λ3 − λ2 + 4λ + 4 = 0 je celoč́ıselná. Podle Vietových vzorc̊u
muśı každý kořen dělit absolutńı člen. V našem př́ıpadě je to č́ıslo 4. Pomoćı Hornerova
schématu budeme nejdř́ıve hledat celoč́ıselné kořeny, pokud existuj́ı. Dostaneme řešeńı

λ1 = −1, λ2 = 2, λ3 = −2.

Dosazeńım do rovnice (A − λI)x = O dostaneme homogenńı soustavu a jej́ım řešeńım
jsou vlastńı vektory:

λ1 :

∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 0 1
1 1 2

∣∣∣∣∣∣ ∼
∣∣∣∣∣∣

1 0 1
0 1 1
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ ∼
∣∣∣∣∣∣

1 0 1
0 1 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
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v1 = (−t,−t, t), t ∈ R.

λ2 :

∣∣∣∣∣∣
−3 1 1

1 −3 1
1 1 −1

∣∣∣∣∣∣ ∼
∣∣∣∣∣∣

1 1 −2
0 −4 2
0 4 −2

∣∣∣∣∣∣ ∼
∣∣∣∣∣∣

2 0 1
0 −2 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
v2 = (s, s, 2s), s ∈ R.

λ3 :

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 1 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣ ∼
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
0 0 −1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣ ∼
∣∣∣∣∣∣

1 1 0
0 0 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
v3 = (−u, u, 0), u ∈ R.

Voĺıme t = s = u = 1 a dostaneme vlastńı vektory

v1 = (−1,−1, 1)T , v2 = ((1, 1, 2)T , v3 = (−1, 1, 0)T .

Př́ımý výpočet podle definice nemuśı být vždy nejlepš́ı a nejrychleǰśı.

Př́ıklad 4.7. Určete vlastńı č́ısla matice

A =

 3 −32 −24
2 −35 −27
−4 44 33

 .

Řešeńı. Budeme postupně upravovat determinant

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣
3− λ −32 −24

2 −35− λ −27
−4 44 33− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 3 + λ 3

2 −35− λ −27
−2 9− λ 6− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1− λ λ 3

2 −8− λ −27
−2 3 6− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 λ 3

−6− λ −8− λ −27
1 3 6− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 λ− 1 −1

−6− λ −2 −3 + 4λ
1 2 2− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
0 λ− 3 −3 + λ

−5− λ 0 −1 + 3λ
1 2 2− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
0 λ− 3 0

−5− λ 0 −1− 3λ
1 2 −λ

∣∣∣∣∣∣ = (∗).

Posledńı determinant rozvineme podle prvńıho řádku a dostaneme

(∗) = −(λ− 3) ·
∣∣∣∣ −5− λ −1− 3λ

1 −λ

∣∣∣∣ = −(λ− 3) · ((−5− λ)(−λ)− (−1− 3λ)) =

−(λ− 3)(5λ+ λ2 + 1− 3λ) = −(λ− 3)(λ2 + 2λ+ 1) = −(λ− 3)(λ+ 1)2.

Takže jsme dostali
λ1 = 3, λ2,3 = −1.



78 Vlastńı č́ısla

Věta 4.8. Jsou-li λ1, . . . , λn vlastńı č́ısla matice A, má matice Ak vlastńı č́ısla λk1, . . . , λ
k
n.

Obecněji, je-li p(x) libovolný polynom, má matice p(A) vlastńı č́ısla

p(λ1), . . . , p(λn).

Věta 4.9. Je-li matice A reálná a symetrická, jsou všechna jej́ı vlastńı č́ısla a všechny
př́ıslušné vlastńı vektory reálné. Kromě toho vlastńı vektory př́ıslušné r̊uzným vlastńım
č́ısl̊um jsou ortogonálńı a levý vlastńı vektor a pravý vlastńı vektor př́ıslušné témuž
vlastńımu č́ıslu jsou si rovny.

Věta 4.10. Podobnostńı transformace P ·A ·P−1 neměńı vlastńı č́ısla matice A.

Věta 4.11. (Cayley-Hamiltonova) Necht’ je f(λ) = det(A−λI) = 0 charakteristická
rovnice matice A. Pak plat́ı f(A) = O, kde O je nulová matice. Tj. jestlǐze

f(λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 = 0,

potom
An + an−1A

n−1 + · · ·+ a1A+ a0I = O.
Neboli matice A je kořenem charakteristické rovnice.

Věta 4.12. Vlastńı č́ısla horńı (resp. dolńı) trojúhelńıkové matice jsou prvky na jej́ı di-
agonále.

Věta 4.13. Má-́li libovolná matice A kompletńı soubor n lineárně nezávislých vlastńıch
vektor̊u, potom matice A je podobná diagonálńı matici D, kde na hlavńı diagonále stoj́ı
vlastńı č́ısla matice matice A.

4.2 Numerické metody pro hledáńı vlastńıch č́ısel

Podle základńı definice v́ıme, že vlastńı č́ısla dané matice jsou kořeny jej́ıho charak-
teristického polynomu. Z algebraické teorie v́ıme, že kořeny polynomu stupně n > 4
nemůžeme algebraicky (tj. pomoćı operaćı ±,×,÷,

√
s koeficienty rovnice ) vyjádřit ve

tvaru vzorce. Proto se obecně nedaj́ı źıskat vlastńı č́ısla přesně (až na zaokrouhlovaćı
chyby) po konečném počtu operaćı. K řešeńı našeho problému můžeme přistupovat v́ıce
zp̊usoby.

1. Použijeme libovolnou metodu na hledáńı kořen̊u charakteristického polynomu p(λ).
Pro jednoduchý kořen můžeme použ́ıt Newtonovu metodu

ci+1 = ci −
p(ci)

p′(ci)
, i = 1, 2, . . .

při vhodné volbě počátečńı aproximace c0, metodu sečen, metodu p̊uleńı intervalu
atd. Modifikovaná Newtonova metoda se dá použ́ıt i na hledáńı násobných kořen̊u.
V př́ıpadě komplexně sdružené dvojice kořen̊u můžeme použ́ıt např. Bairstowovu
metodu. Hledáńı velkého počtu kořen̊u t́ımto zp̊usobem je však dost náročné a
problém bývá obvykle nestabilńı vlivem nakupeńı zaokrouhlovaćıch chyb.
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2. Źıskáńı vlastńıch č́ısel bez znalost́ı charakteristického polynomu, jen využ́ıváńım
vlastnost́ı podobných matic. Ćılem je naj́ıt podobnou matici v jednodušš́ım tvaru, ze
kterého se dá vlastńı č́ıslo určit (např́ıklad z diagonálńı nebo trojúhelńıkové matice).
Takovou matici (někdy jen některé jej́ı vlastńı č́ıslo) můžeme źıskat jako limitu
posloupnosti podobnostnich transformaćı. Výběr těchto transformaćı bývá založen
na speciálńıch vlastnostech matic a jejich vlastńıch vektor̊u

3. Nelineárńı př́ıstup, kdy vlastńı problém

(A− λI)x = 0

uvažujeme jako soustavu n rovnic pro n + 1 neznámých x1, ...,xn, λ, kterou do-
plńıme normovanou podmı́nkou např́ıklad

∑
i

x2
i = 1 na soustavu n+ 1 nelineárńıch

rovnic. Tato soustava se dá řešit např́ıklad Newtonovou metodou. Přitom se však
nevyuž́ıvaj́ı algebraické vlastnosti soustavy, které mohou výpočet značně ulehčit.
Proto je tento postup značně neefektivńı .

Poznámka 4.14. Pod pojmem úplný problém vlastńıch č́ısel se rozumı́ úloha naj́ıt
všechna vlastńı č́ısla a př́ıpadně i př́ıslušné vlastńı vektory. Pojem částečný problém
vlastńıch č́ısel znamená naj́ıt jedno nebo v́ıce vlastńıch č́ısel spolu s př́ıslušnými vlastńımi
vektory.

Úplný a částečný problém vyžaduj́ı odlǐsné metody řešeńı.

Řešeńı úplného problému je náročněǰśı. Nav́ıc neexistuje (nebo přesněji neńı dosud znám)
univerzálńı algoritmus, který by byl stejně efektivńı pro všechny typy matic.

4.3 Klasické metody určeńı koeficient̊u charakteri-

stického polynomu

Zpočátku se většina metod na výpočet vlastńıch č́ısel zakládala právě na výpočtu koeficient̊u

charakteristického polynomu. Jejich výpočet pomoćı součtu hlavńıch minor̊u je však neefektivńı́ı.

Existuj́ı mnohem jednodušš́ı metody na určeńı koeficient̊u, které maj́ı stejný charakter (tj. při

výpočtu bez zaokrouhlováńı źıskáme po konečném počtu krok̊u přesné koeficienty). Zaokrouhlo-

vaćı chyby však mohou vypoč́ıtané koeficienty hodně oddálit od jejich přesných hodnot.

4.3.1 Krylovova metoda

Charakteristickou rovnici můžeme zapsat ve tvaru

p(λ) = λn +
n−1∑
i=0

biλ
i = 0.
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Z Cayleyovy-Hamiltonovy věty plyne

An +
n−1∑
i=0

biA
i = 0.

Tedy pro každý vektor y plat́ı

Any +
n−1∑
i=0

biA
iy = 0. (4.1)

Rovnice (4.1) je soustava n lineárńıch rovnic pro n neznámých b0, . . . , bn−1.

Poznámka 4.15. K výpočtu vektoru Aiy podle rovnice Aiy = A(Ai−1y) je třeba provést
n2 násobeńı, takže k sestaveńı soustavy (4.1) je třeba řádově n3 operaćı.

4.3.2 Faddějevova-Leverrierova metoda

Definice 4.16. Stopou matice A nazveme součet prvk̊u na hlavńı diagonále. Označujeme
ji trA.

Metoda Faddějevova-Leverrierova se oṕırá o fakt, že součet vlastńıch č́ısel libovolné matice
je roven jej́ı stopě. Algoritmus Faddějěvovy-Leverrierovy metody poč́ıtá jednoduchým
zp̊usobem kořeny charakteristické rovnice.

Algoritmus 1. Je dána matice A řádu n.
Krok 1: Položme B1 = A pak p1 = tr(B1)
Krok 2: B2 = A(B1 − p1I) a p2 = 1

2
tr(B2)

...
Krok n: Bn = A(Bn−1 − pn−1I) a pn = 1

n
tr(Bn)

Krok n+1: Charakteristický polynom je ve tvaru

p(λ) = λn − p1λ
n−1 − . . .− pn−1λ− pn.

Poznámka 4.17. Pro inverzńı matici A−1 plat́ı

A−1 =
1

pn
(Bn−1 − pn−1I).

Př́ıklad 4.18. Najděte koeficienty charakteristického polynomu užit́ım Faddějevovy-
-Leverrierovy metody pro matici

A =


8 −1 3 −1
−1 6 2 0
3 2 9 1
−1 0 1 7

 .
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Řešeńı.

B1 = A⇒ tr(B1) = 30⇒ p1 = 30

B2 = A(B1 − 30I) =


−165 22 −42 18

22 −139 −33 3
−42 −33 −175 −17
18 3 −17 −159


⇒ p2 =

1

2
tr(B2) =

1

2
(−638) = −319

B3 = A(B2 + 319I) =


1066 −106 146 −70
−106 992 132 −34
146 132 1087 −67
70 −34 67 1085


⇒ p3 =

1

3
tr(B3) =

1

3
4230 = 1410

B4 = A(B3 − 1410I) =


−2138 0 0 0

0 −2138 0 0
0 0 −2138 0
0 0 0 −2138


⇒ p4 =

1

4
tr(B4) =

1

4
(−8552) = −2138

T́ım jsme źıskali všechny koeficienty charakteristického polynomu.

p(λ) = λ4 − 30λ3 + 319λ2 − 1410λ+ 2138.

Poznámka 4.19. F.-L. metoda je i přes jednoduchý algoritmus méně výhodná než
Krylovova metoda, protože vyžaduje skutečně poč́ıtat matice Ak pro k = 1, . . . , n.

4.4 Poloha a odhad vlastńıch č́ısel

4.4.1 Geršgorinovy věty

Přesná znalost vlastńıch č́ısel dané matice nás v některých praktických aplikaćıch ne-
muśı zaj́ımat. Často stač́ı jen znát polohu vlastńıch č́ısel v určitých oblastech komplexńı
roviny. Tyto informace můžeme źıskat i bez př́ımých výpočt̊u vlastńıch č́ısel dané matice.
K nalezeńı polohy vlastńıch č́ısel lze použ́ıt následuj́ıćı větu.
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Věta 4.20. Geršgorinova věta
Necht’ A = {aij} je čtvercová matice řádu n. Definujme

ri :=
n∑

j=1,j 6=i

|aij| i = 1, . . . , n. (4.2)

Potom každé vlastńı č́ıslo λ matice A splňuje aspoň jednu z následuj́ıćıch nerovnost́ı

|λ− aii| ≤ ri i = 1, . . . , n. (4.3)

Jinými slovy, všechna vlastńı č́ısla matice A lež́ı v oblasti

K =
n⋃
i=1

Ri, (4.4)

kde Ri jsou kruhy o poloměru ri a středu aii.

Důkaz. Necht’ λ je vlastńı č́ıslo matice A a x je vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıci vlastńımu č́ıslu λ.
Potom ze vztahu Ax = λx nebo ze vztahu (A− λI) = 0 dostaneme

(λ− aii)xi =
n∑

j=1,j 6=i
aijxj i = 1, . . . , n

kde xi je i-tý prvek vektoru x.

Necht’ xk je (v absolutńı hodnotě) největš́ı prvek vektoru x. Protože
|xj |
|xk|
≤ 1 pro j 6= k, je

|λ− akk| ≤
n∑
j=1

|akj |
|xj |
|xk|
≤

n∑
j=1,j 6=k

|akj |. (4.5)

Tedy λ lež́ı v kruhu |λ− akk| ≤ rk.

Definice 4.21. Kruhy Ri := {z : |z − aii| ≤ ri} i = 1, . . . , n, se nazývaj́ı Geršgorinovy
kruhy v komplexńı rovině.

Poznámka 4.22. Věta 4.20 nám nezaručuje, že v každém kruhu bude nějaké vlastńı č́ıslo.
Pouze ř́ıká, že vlastńı č́ısla matice A lež́ı ve sjednoceńı Geršgorinových kruh̊u.

Následuj́ıćı věta polohu vlastńıch č́ısel upřesňuje.

Věta 4.23. Geršgorinova zobecněná věta
Necht’ r Geršgorinových kruh̊u je disjunktńıch. Pak právě r vlastńıch č́ısel matice A lež́ı
ve sjednoceńı těchto kruh̊u.

Poznámka 4.24. Určeńı polohy vlastńıho č́ısla dané matice pomoćı Geršgorinových vět je
poměrně jednoduché. Pro zaj́ımavost uvedeme ještě jednu větu, která sice také určuje polohu
vlastńıch č́ısel, ale jej́ı použit́ı je už složitěǰśı a v určitých př́ıkladech nepraktické.
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Věta 4.25. Necht’ A je čtvercová (obecně komplexńı) matice n-tého řádu, necht’ α je
(komplexńı) č́ıslo, pro které stopa matice

tr((αI−A)−1) 6= 0.

Pak v každém uzavřeném kruhu obsahuj́ıćım č́ısla α a α̃ , kde

α̃ = α− n

tr((αI−A)−1)

lež́ı alespoň jedno vlastńı č́ıslo matice A.

Definujme r =
n

2tr((αI−A)−1)
, pak v kruhu o středu

(α− α̃)

2
a poloměru r lež́ı alespoň

jedno vlastńı č́ıslo matice A.

Poznámka 4.26. Tato věta neńı obecně známa a vyplýva z vět o kořenech algebraické rovnice.

Př́ıklad 4.27. Užit́ım Geršgorinových vět určete přibližnou polohu vlastńıch č́ısel kom-
lexńı matice 

1 −1
2

1
4

−1
4

1
4

1 + 2i 0 1
4

−1
2

1
4

−1 1
2

1
4

−1
2

1
2
−2− 2i


Řešeńı.

r1 =
4∑

i=1,i 6=1

|a1i| =
1

2
+

1

4
+

1

2
= 1,

r2 =
4∑

i=1,i 6=2

|a2i| =
1

4
+ 0 +

1

4
=

1

2
,

r3 =
4∑

i=1,i 6=3

|a3i| =
1

2
+

1

4
+

1

2
=

5

4
,

r4 =
4∑

i=1,i 6=4

|a4i| =
1

4
+

1

2
+

1

2
=

5

4
.

Potom
R1 = {z : |z − 1| ≤ 1} ,

R2 =

{
z : |z − 1− 2i| ≤ 1

2

}
,

R3 =

{
z : |z + 1| ≤ 5

4

}
,

R4 =

{
z : |z + 2 + 2i| ≤ 5

4

}
.
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Podle Geršgorinových vět tedy lež́ı jedno vlastńı č́ıslo v kruhu K1, jedno v kruhu K2 a
zbylá dvě ve sjednoceńı kruh̊u K3

⋃
K4. viz obr. DOPLNIT

Uved’me přesnou hodnotu vlastńıch č́ısel:

λ1 = 0.9824 + i2.0775,

λ2 = 0.9317− i0.0535,

λ3 = −0.8879− i0.08061,

λ4 = −2.0261− i1.9433,

což přesně odpov́ıdá poloze určené pomoćı Geršgorinových kruh̊u.

Důsledek 4.28. Pro spektrálńı poloměr ρ(A) matice A plat́ı nerovnost

ρ(A) ≤ max
i

n∑
k=1

|aik|.

Důsledek 4.29. Pro spektrálńı poloměr matice A−1 plat́ı

1

ρ(A−1)
≥ min

i
(aii −

n∑
k=1,k 6=i

|aik|).

Poznámky ke Geršgorinově větě

1. Ze vztahu (4.5) pro maximálńı souřadnici |xi| můžeme źıskat odhad

|λi| ≥ |aii| −
∑
j 6=i

|aij| ≥ min
k

(|akk| −
∑
j 6=i

|akj|)

a
min
i
|λi| ≥ (|aii| −

∑
j 6=i

|aij|).

Pro diagonálně dominantńı matici plat́ı

0 < min
i

(|aii| −
∑
j 6=i

|aij|) ≤ |λi| ≤ max
i

∑
j 6=i

|aij| = ||A||∞

2. K matici A můžeme pomoćı jednoduché podobnostńı transformace D−1AD = B,
kde (D je diagonálńı matice) źıskat podobnou matici B, která má jiné Geršgorinovy
kruhy. Potom všechna vlastńı č́ısla lež́ı v oblasti KA∩KB. Ćılem těchto transformaćı
je rozklad oblasti K na souvislé komponenty, př́ıpadně izolace jednoho kruhu, ve
kterém pak můžeme zaručit existenci právě jednoho vlastńıho č́ısla.
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3. Pokud det(λI − A) = det(λI − AT ) můžeme vytvořit Geršgorinovy kruhy i pro
matici AT a źıskat oblast KA ∩KAT , ve které vlastńı č́ısla lež́ı.

Př́ıklad 4.30. Matice A1 =

(
3 2
1 1

)
a A2 =

(
3 −2
−1 1

)
maj́ı stejné oblasti KA1 =

= KA2 := KA.

Obě matice maj́ı stejná vlastńı č́ısla, ketré jsou λ1 = 3.7321, λ2 = 0.2679.

4.4.2 Metody výpočtu dominantńıho vlastńıho č́ısla

Definice 4.31. Oč́ıslujeme-li vlastńı č́ısla dané matice A tak, aby platilo

|λ1| > |λ2| ≥ . . . ≥ |λn|

(každé vlastńı č́ıslo ṕı̌seme tolikrát, kolik čińı jeho násobnost), pak budeme vlastńı č́ıslo
λ1 nazývat dominantńı vlastńı č́ıslo.

Mocninná metoda

Mocninná metoda je nejčastěji použ́ıvanou metodou pro nalezeńı dominantńıho vlastńıho
č́ısla a př́ıslušného vlastńıho vektoru dané matice. Metoda je obzvláště vhodná pro ř́ıdké
matice, protože spoč́ıvá pouze v násobeńı maticových vektor̊u. Základńı předpoklad k
užit́ı této metody je, že daná matice má dominantńı vlastńı č́ıslo λ1 a že nemá nelineárńı
elementárńı dělitele, tj. že existuje n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u této matice,
kde n je řád matice.

Konstrukce:
Necht’ x je libovolný vektor, x ∈ Rn, za předpokladu, že {v1, . . . ,vn} je množina lineárně
nezávislých vlastńıch vektor̊u, můžeme vektor x vyjádřit jako lineárńı kombinaci vektor̊u
vi, i = 1, . . . , n

x =
n∑
i=1

αivi. (4.6)

Násobeńım obou stran rovnice (4.6) maticemi A,A2, . . . ,Ak dostaneme systém rovnic

Ax =
n∑
i=1

αiAvi =
n∑
i=1

αiλivi

A2x =
n∑
i=1

αiA
2vi =

n∑
i=1

αiλ
2
ivi (4.7)

...

Akx =
n∑
i=1

αiA
kvi =

n∑
i=1

αiλ
k
i vi



86 Vlastńı č́ısla

Pro λk1, které jsme vypoč́ıtali ze systému (4.7), dostáváme

Akx = λk1

n∑
i=1

αi

(
λi
λ1

)k
vi.

Z předpokladu, že λ1 je dominantńı vlastńı č́ıslo a tedy |λ1| > |λj| j = 2, . . . , n, plyne,
že pro j > 1 plat́ı

lim
k→∞

(
λj
λ1

)k
= 0

a tedy

lim
k→∞

Akx = lim
k→∞

λk1α1v1. (4.8)

Tento proces bude konvergovat k nule, jestliže |λ1| < 1, a divergovat, jestliže |λ1| ≥ 1,
ovšem za předpokladu, že α1 6= 0.

Poznámka 4.32. Popsaná konstrukce je i d̊ukazem následuj́ıćı věty.

Věta 4.33. Von Misesova
Jestlǐze matice A má n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u v1, v2, . . . , vn př́ıslušných
vlastńım č́ısl̊um λ1, λ2, . . . , λn a je-li vlastńı č́ıslo λ1 dominantńı a pro vektor x0 ∈ Rn

plat́ı, že skalárńı součin 〈x0, v1〉 6= 0. Pak

lim
k→∞

(
Akx0

λk1

)
= α1v1. (4.9)

Důsledek 4.34. Je-li y libovolný vektor, který neńı ortogonálńı k vlastńımu vektoru v1,
plyne z věty 4.33, že

λ1 = lim
k→∞

(
yTxk+1

yTxk

)
,

kde
xk+1 = Axk = Akx0.

Definice 4.35. Č́ısla yTxk+1 = yTAxk se nazývaj́ı Schwarzovými konstantami.

Uvedeme si nyńı postup při výpočtu dominantńıho vlastńıho č́ısla:

Algoritmus 2. Je zadána matice A.
Krok 1: Zvoĺıme x0.
Kror 2: Použijeme iteračńı formuli x̂k+1 = Axk,kde x̂k+1 je odhad, který dále zpřesńıme.

Krok 3: xk+1 =
xk

max
j
{|x(j)

k |}
⇒ λ

(i)
1 = max

j=1,...,n
{|xjn|}

...
Krok n: Zastaveńı výpočtu po n kroćıch ⇒ λ

(n)
1 = max

j=1,...,n
{|x(j)

n |}

nebo zastaveńı výpočtu pro |λ(k+1)
1 − λ(k)

1 | < δ.
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Nejčastěǰśı volbou počátečńıho vektoru x0 je vektor x0 = (1, . . . , 1)T .

Př́ıklad 4.36. Najděte dominantńı vlastńı č́ıslo matice

A =


4 2 3 2 2
3 0 4 1 3
1 2 5 0 4
2 6 0 2 1
3 6 5 1 2

 .

Řešeńı. Zvoĺıme x0 = (1, 1, 1, 1, 1)T

x̂1 = Ax0 =


13
11
12
11
17

 , λ
(1)
1 = 17, x1 =


0.7647
0.6471
0.7059
0.6471

1

 ,

x̂2 = Ax1 =


9.7647
8.7647
9.5882
7.7059
12.3529

 , λ
(2)
1 = 12.3529, x2 =


0.7905
0.7095
0.7762
0.6238

1

 .

Po daľśıch kroćıch źıskáme

x10 =


0.7731
0.6957
0.7735
0.6125

1

 ,

x̂11 = Ax10 =


10.0285
9.0247
10.0307
7.9454
12.9722

 , λ
(11)
1 = 12.9722.

Vlastńı č́ısla matice A jsou

λ1 = 12.9722, λ2 = 3.8755, λ3 = −3.0794, λ4,5 = −0.3851± i0.2130.

Je tedy vidět, že po jedenácti kroćıch jsme dostali přesné řešeńı zadaného př́ıkladu.

Př́ıklad 4.37. Pro matici A =

1.5 −2 0.4
3 0.86 −0.5
2 1.5 1.5

 však metoda nebude konvergovat,

protože č́ıselné hodnoty budou oscilovat. V tomto př́ıpadě máme

λ1 = 2.13746 λ2,3 = 0.86127± i2.52118 ⇒ |λ2,3| = 2.66423.
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Absolutńı hodnoty dvou vlastńıch č́ısel jsou si rovny. Mocninná metoda nedokáže určit
dominantńı vlastńı č́ıslo.

Poznámka 4.38. Nevýhody mocninné metody:

• Problematický odhad chyby.

• Neńı zaručena konvergence metody, ptotože obvykle v praxi nev́ıme, zda jsou splněny
předpoklady mocninné metody.

• Otázka volby počátečńı hodnoty x0. Bude-li vektor x0 takovou lineárńı kombinaćı vlastńıch
vektor̊u, že koeficient u vlastńıho vektoru odpov́ıdaj́ıćıho dominantńımu vlastńımu č́ıslu
bude roven 0, potom mocninná metoda nevypočte dominantńı vlastńı č́ıslo.

Rychlost konvergence mocninné metody záviśı hlavně na vhodné volbě vektoru x0 a na velikosti

pod́ılu
|λ2|
|λ1|

.

4.4.3 Metoda Rayleighova pod́ılu

Metoda Rayleighova pod́ılu je modifikovanou mocninnou metodou a zaměřuje se na
výpočet dominantńıho vlastńıho č́ısla symetrické matice.

Dále tedy budeme vždy předpokládát, že matice A je symetrická. Potom jsou všechna
vlastńı č́ısla reálná a vlastńı vektory př́ıslušné r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou ortogonálńı
(tj. vTi vj = 0 pro i 6= j). Dále budeme předpokládat, že vlastńı vektory jsou ortonormálńı
(tj. že plat́ı vTi vi = 1).

Metodu lze odvodit takto:

1. Zvoĺıme x0 jako lineárńı kombinaci vlastńıch vektor̊u

x0 =
n∑
i=1

αivi.

2. Sestroj́ıme posloupnost

xk = Axk−1, tj. xk = Akx0,

xk = α1A
kv1 + . . .+ αnA

kvn.
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3. Plat́ı Avi = λivi, potom

xk = α1λ
k
1v1 + α2λ

k
2v2 + . . .+ αnλ

k
nvn,

kde λ1 je dominantńı vlastńı č́ıslo.

4. Dostaneme

xk = λk1

[
α1v1 +

n∑
i=2

αi

(
λi
λ1

)k
vi

]
.

Součet v hranaté závorce označ́ıme jako wk, wk → O.

5. Vyjádř́ıme součin xTk xk

xTk xk = λk1

[
α1v

T
1 +

n∑
i=2

αi

(
λi
λ1

)k
vTi

]
λk1

[
α1v1 +

n∑
i=2

αi

(
λi
λ1

)k
vi

]
=

λ2k
1

[
α2

1 +
n∑
i=2

α2
i

(
λi
λ1

)2k
]

= λ2k
1

[
α2

1 + wT
kwk

]
a součin xTk xk+1

xTk xk+1 = λk1

[
α1v

T
1 +

n∑
i=2

αi

(
λi
λ1

)k
vTi

]
λk+1

1

[
α1v1 +

n∑
i=2

αi

(
λi
λ1

)k+1

vi

]
=

λ2k+1
1

[
α2

1 +
n∑
i=2

α2
i

(
λi
λ1

)2k+1
]

= λ2k+1
1

[
α2

1 + wT
kwk+1

]
.

Dostáváme

lim
k→∞

xTkAxk
xTk xk

= lim
k→∞

xTkAxk+1

xTk xk
=
λ2k+1

1 (α2
1 +

→0︷ ︸︸ ︷
wT
kwk+1)

λ2k
1 (α2

1 + wT
kwk+1︸ ︷︷ ︸
→0

)
= λ1

Poznámka 4.39. Součin wT
kwk konverguje k nule pro k → ∞ dvakrát rychleji než wk k

nulovému vektoru, z čehož vyplývá, že metoda Raleighova pod́ılu bude rychleǰśı než mocninná
metoda.

Př́ıklad 4.40. Metodou Rayleighova pod́ılu určete dominantńı vlastńı č́ıslo matice

A =

1 1 0
1 1 1
0 1 1

 .
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Řešeńı. Voĺıme x0 = (1, 1, 1)T

x1 = Ax0 =

2
3
2

 , λ
(1)
1 =

xT0 x1

xT0 x0

= 2.3333

x2 = Ax1 =

5
7
5

 , λ
(2)
1 =

xT1 x2

xT1 x1

= 2.4118

x3 = Ax2 =

12
17
12

 , λ
(3)
1 =

xT2 x3

xT2 x2

= 2.4142

Vlastńı č́ısla matice A jsou

λ1 = 2.4142, λ2 = 1, λ3 = −0.4142.

Tedy už po třech kroćıch jsme dostali přesné řešeńı. Všimněte si, že všechna vlastńı č́ısla
jsou reálná. Jde o d̊usledek toho, že jsme pracovali s reálnou symetrickou matićı.

4.4.4 Výpočet daľśıch vlastńıch č́ısel mocninnou metodou

Pokud již známe vlastńı č́ıslo λ1 matice A a k němu př́ıslušný vlastńı vektor v1, můžeme
vypoč́ıtat následuj́ıćı vlastńı č́ıslo λ2 a vlastńı vektor v2 opět mocninnou metodou, pro
kterou použijeme na redukovanou matici.

Věta 4.41. O redukci
Necht’ λ1 6= 0 je vlastńı č́ıslo matice A s vlastńım vektorem v1 a vektor x je libovolný
vektor s vlastnost́ı xTv1 = 1. Potom vlastńı č́ısla matice

B = A− λ1v1x
T

jsou 0, λ2, . . . , λn, kde λ1, λ2, . . . , λn jsou vlastńı č́ısla matice A.

Důkaz. Necht’ e1 = (1, 0, . . . , 0) je jednotkový vektor s 1 na prvńım mı́stě a

J = V−1AV =


λ1 δ1 0 · · · 0
0 λ2 δ2 · · ·
...

...
...

. . .
...

...
...

. . . δn−1

0 0 0 . . . λn

 ,
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je Jordan̊uv tvar matice, kde δi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n − 1. Jsou-li v1, . . . ,vn sloupce matice V,
potom matice

C = V−1BV

má tvar
C = J− λ1V

−1xTV = J− λ1e
1(xTv1, . . . ,x

Tvn) =

J− λ1

(
1 xTv2 . . .x

Tvn
01,n−1 0n−1,n−1

)
=

0 δ1 − λ1x
Tv2 −λ1x

Tv3 · · · −λ1x
Tvn

0 λ2 δ2 · · · 0
...

...
. . .

. . . 0
...

...
. . .

. . . δn−1

0 0 0 . . . λn

 ,

což větu dokazuje (vlastńı č́ısla jsou na diagonále).

Výběr vektoru x:
Věta o redukci zaručuje široké možnosti výběru vektoru x. Např.

1. Wielandtova redukce
Výhoda této metody je v tom,že v každé daľśı fázi pracujeme s menš́ı matićı a
provád́ıme méně výpočt̊u. Polož́ıme

x =
1

λ1

vj1r
T
j

kde rj je j-tý řádek matice A a vj1 6= 0. Index j vybereme tak, aby odpov́ıdal největš́ı
složce vektoru x.

2. Hotellingova redukce
Zde polož́ıme x = y1, kde y1 je levý vlastńı vektror k λ1 a je normalizován tak,
že plat́ı yT1 x = 1. Protože y1 obvykle neznáme, použ́ıvá se tato metoda nejsnáze u
symetrických matic, v tomto př́ıpadě je xi = vi.

4.4.5 Výpočet vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u symetrických
matic

Jacobiho metoda

Pomoćı Jacobiho metody můžeme naj́ıt všechna vlastńı č́ısla a jim odpov́ıdaj́ıćı vlastńı
vektory symetrické matice A. Metoda je vhodná hlavně pro plné matice, tj. matice bez
nulových prvk̊u.

Definice 4.42. Báze vektorového prostoru se nazývá ortogonálńı, jestliže je složena z
navzájem ortogonálńıch vektor̊u. Báze se nazývá ortonormálńı, jestliže je ortogonálńı a
norma každého z vektor̊u je rovna 1.
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Definice 4.43. Matice se nazývá ortogonálńı, jestliže je složena z lineárně nezávislých
řádk̊u, které jsou navzájem ortogonálńı a norma každého řádku je rovna 1.

Poznámka 4.44. Ortonormálńı báze zapsaná do matice tvoř́ı ortogonálńı matici.

Věta 4.45. Necht’ A je ortogonálńı matice. Potom A−1 ≡ AT .

Součin dvou ortogonálńıch matic téhož řádu je opět ortogonálńı matićı.

Necht’ A je symetrická matice, potom existuje ortonormálńı báze složená z vlastńıch
vektor̊u taková, že

A = BTdiag(λ1, . . . , λn)B,

kde λi jsou reálná vlastńı č́ısla matice A a B je matice složená z báze ortonormálńıch
vlastńıch vektor̊u.

Na začátku Jacobiho metody polož́ıme A = A1 a sestroj́ıme posloupnost elementárńıch
ortogonálńıch matic {Sk}, k = 1, 2, . . . , takovou, aby

Ak+1 = STkAkSk = (S1 . . .Sk)
TA(S1 . . .Sk), k = 1, 2, . . .

konverguj́ıćı k diagonálńı matici diag(λ1, . . . , λn). Protože všechny matice Ak+1 jsou
podobné matici A, potom maj́ı stejná vlastńı č́ısla jako matice A.
Necht’ S je matice tvaru

S =



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

0 · · · cosα · · · sinα · · · 0
...

...
. . .

...
...

0 · · · − sinα · · · cosα · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


,

je to tzn. rovinná rotace nebo Givensova transformace, kde prvky cosα jsou na pozićıch
(p,p) a (q,q), sinα na pozici (p,q) a −sinα na pozici (q,p). Pak plat́ı věta

Věta 4.46. Necht’ p,q jsou přirozená č́ısla, 1 ≤ p < q ≤ n, α je reálné č́ıslo, necht’ S je
ortogonálńı matice. Potom plat́ı

1. Je-li A = (aij) symetrická, potom je B = STAS = (bij) symetrická a

n∑
i,j=1

b2
ij =

n∑
i,j=1

a2
ij

2. Je-li apq 6= 0, existuje jediné α ∈ 〈−π/4, 0) ∪ (0, π/4) tak, že

bpq = 0.
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Jedná se o jediné řešeńı rovnice

cotg2α =
aqq − app

2apq

lež́ıćı v této množině. Potom

n∑
i=1

b2
ii =

n∑
i=1

a2
ii + 2a2

pq.

Důkaz. 1. Protože A = ST ·B · S a v́ıme, že pro dvě matice plat́ı, že

tr(K · L) = tr(L ·K),

máme
n∑

i,j=1

a2
ij = tr(AT ·A) = tr(S ·BT · ST · S ·B · ST ) =

tr(S ·BT ·B · ST ) = tr(B · ST · S ·BT ) = tr(B ·BT ) =

n∑
i,j=1

b2ij .

2. Transformace na pozićıch (p,q);(q,q);(p,p);(q,p) má tvar

[
bpp bpq
bqp bqq

]
=

[
cosα − sinα
sinα cosα

]
·
[
app apq
aqp aqq

]
·
[

cosα sinα
− sinα cosα

]
=

[
app cosα− apq sinα apq cosα− aqq sinα
app sinα+ apq cosα apq sinα+ aqq cosα

]
·
[

cosα sinα
− sinα cosα

]
a tedy

•
bpp = app cos2 α− 2apq sinα cosα+ aqq sin2 α =

app cos2 α+ aqq sin2 α− apq sin 2α.

•
bpq = bqp =

app cosα sinα+ apq sin2 α+ apq cos2 α− aqq sinα cosα =

apq cos 2α+ 1/2(apq − aqq) sin 2α.

•
bqq = app sin2 α+ 2apq sinα cosα+ aqq cos2 α =

app sin2 α+ aqq cos2 α+ apq sin 2α.
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Stejně jako v (1)

a2
pp + a2

qq + 2a2
pq = b2pp + b2qq + 2b2pq

pro libovolné α.
Zvoĺıme-li α tak, aby platilo

cotg 2α = −app − aqq
2apq

je bpq = bqp = 0 a tedy

b2pp + b2qq = a2
pp + a2

qq + 2a2
pq

ostatńı aii = bii pro i 6= p, q.

Poznámka 4.47. Při transformaci

A→ B = ST ·A · S

se měńı pouze p-té a q-té řádky a sloupce, přesněji pro libovolné α :

•
bij = aij pro i 6= p, q a j 6= p, q

•
bpi = bip = api cosα− aqi sinα pro i 6= p, q

•
bqi = biq = api sinα− aqi cosα pro i 6= p, q

•
bpp = app cos2 α + aqq sin2 α− apq sin 2α

•
bqq = app sin2 α + aqq cos2 α + apq sin 2α

•
bpq = bqp = apq cos 2α +

1

2
(app − aqq) sin 2α

Použijeme-li vztahy mezi goniometrickými funkcemi, lze prvky matice B vyjádřit pomoćı
prvk̊u matice A.

Postup výpočtu:

1. Nejprve polož́ıme

K =
aqq − app

2apq
(= cotg 2α)
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2. Označ́ıme-li t = tg α, je

t =

{
kořen t2 + 2Kt− 1 pro K 6= 0

1 pro K = 0

3. Dále

c =
1√

1 + t2
(= cosα),

s =
t√

1 + t2
(= sinα).

4. Pro prvky matice B plat́ı vztahy:

bpi = biq = c · api − s · aqi, i 6= p, q,

bqi = biq = c · aqi + s · api, i 6= p, q,

bpi = bip = app − t · apq,
bpi = bip = aqq + t · apq.

Uved’me odvozeńı na př́ıklad pro bqq

bqq = app sin2 α + aqq(1− sin2 α) + apq sin 2α =

aqq − (aqq + app) sin2 α + apq sin 2α =

aqq + apq(sin 2α− 2cotg 2α sin2 α).

Protože

−2cotg 2α sin2 α + sin 2α =
sin2 2α− 2 cos2 2α sin2 α

2 sinα cosα
a dále čitatel

4 sin2 α cos2 α− 2 sin2 α cos2 α + 2 sin4 α =

2 sin2 α(sin2 α + cos2 α) = 2 sin2 α,

je

bqq = aqq +
sinα

cosα
apq = aqq + t · apq.

Krok Jacobiho metody:
Máme-li sestrojenou matici Ak = [a

(k)
ij ], vybereme (p,q) tak, aby

a(k)
p,q 6= 0.

Sestroj́ıme Sk jako ve větě 4.46, urč́ıme α ∈ (−π/4, 0) ∪ (0, π/4) tak, aby

cotg 2αk =
a

(k)
qq − a(k)

pp

2a
(k)
pq

,
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polož́ıme
Ak+1 = STk ·A · Sk = [a

(k+1)
ij ].

Strategie pro volbu (p,q):

1. Klasická Jacobiho metoda:
Zvoĺıme (p,q) taková, aby platilo

|a(k)
pq | = maxi 6=j|a(k)

ij |

a (p,q) se měńı pro r̊uzná k.

2. Cyklická Jacobiho metoda:
Nuluj́ı se všechny nediagonálńı prvky cyklickou smyčkou, např. (p,q) voĺıme

(1, 2) (1, 3) . . . (1, n); (2, 3) . . . (2, n); . . . ; (n− 1, n).

Zřejmě, je-li některý prvek nulový, postupujeme dále (tj. voĺıme αk = 0 nebo
Sk = I).

3. Prahová Jacobiho metoda:
Postupujeme jako u cyklické Jacobiho metody, ale nediagonálńı prvky, které jsou v
absolutńı hodnotě menš́ı než

”
jistá“ mez, která se zmenšuje s každou smyčkou, se

nenuluj́ı, tj. přeskoč́ıme je.

Poznámka 4.48. Co se týče konvergence, ukážeme myšlenku d̊ukazu pro nejjednodušš́ı př́ıpad.
Označ́ıme Pn množinu všech permutaćı č́ısel 1, 2, . . . , n.

Věta 4.49. Posloupnost matic {Ak}∞k=1 źıskaných klasickou Jacobiho metodou je kon-
vergentńı,

lim
k→∞

Ak = diag(λs(i))

pro jistou permutaci s ∈ Pn.

K d̊ukazu potřebujeme následuj́ıćı lemma.

Lemma 4.50. Bud’ X konečnědimenzionálńı normovaný vektorový prostor, {xk} ohraničená
posloupnost v X, která má pouze konečný počet hromadných bod̊u, necht’

lim
k→∞

||xk+1 − xk|| = 0.

Potom je posloupnost {xk} konvergentńı.

Důkaz. Věty 4.49

Označme Ak = [a
(k)
ij ] = Dk + Bk, Dk = diag(a

(k)
ii ).

Nejprve dokážeme, že limk→∞Bk = 0. Označme

Ωk =
∑
i 6=j
|a(k)
ij |

2,
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potom zřejmě
Ωk ≤ n(n− 1)|a(k)

pq |2

protože máme n(n-1) nediagonálńıch prvk̊u a prvek |a(k)
pq | z nich byl maximálńı. Dále podle věty

4.46
Ωk+1 = Ωk − 2|a(k)

ij |
2,

tedy

Ωk+1 ≤ (1− 2

n(n− 1)
)Ωk

tj.
lim
k→∞

Ωk = 0.

Nyńı dokážeme, že lim
k→∞

(Dk+1 −Dk) = O. Pro diagonálńı prvky matice Ak+1 plat́ı

a
(k+1)
ii − a(k)

ii =


0 i 6= p, q

− tanαka
(k)
pq i = p

tanαka
(k)
pq i = q.

Protože |αk| ≤ π/4 a limk→∞ a
(k)
pq = 0, je d̊ukaz proveden.

Necht’ {Dk′} je posloupnost, která konverguje k matici D, potom také limk′→∞Ak′ = D, protože

Ak′ = Dk′ + Bk′ a lim
k′→∞

Bk′ = 0.

Tedy
det(λI−D) = lim

k′→∞
det(λI−Ak′) = det(λI−A).

Matice Ak′ a A jsou podobné, tedy

det(λI−Ak′) = det(λI− a)

pro všechna k′.
Tedy D a A maj́ı stejné charakteristické polynomy, tedy i stejná vlastńı č́ısla. D proto muśı být
diagonálńı, D = diag(λs(i)).

Posloupnost {Dk} je ohraničená, nebot’

||Dk||2 =

 n∑
i,j=1

|d(k)
ij |

2

1/2

≤

 n∑
i,j=1

|a(k)
ij |

2

1/2

=

||Ak||2 = ||A||2.

Jsou tedy splněny předpoklady lemmatu a posloupnost {Ak} konverguje.

Př́ıklad 4.51. Klasickou Jacobiho metodou určete všechna vlastńı č́ısla matice

A =


8 −1 3 −1
1 6 2 0
3 2 9 1
−1 0 1 7


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Řešeńı. Maximálńı prvek (v absolutńı hodnotě) je 3 na pozici (1,3) ⇒ p = 1 q = 3

K =
a33 − a11

2a13

=
1

6
6= 0⇒

t je kořen (s menš́ı absolutńı hodnotou) polynomu

t2 +
1

3
t− 1 = 0,

t = 0.84712708838304,

c =
1√

1 + t2
= 0.76301998247272, s =

t√
1 + t2

= 0.64637489613020,

b13 = b31 = 0,

b11 = a11 − t · a13 = 5.45861873485088,

b33 = a33 + t · a13 = 11.54138126514912,

b12 = c · a12 − s · a32 = −2.05576977473312 = b21,

b14 = c · a14 − s · a34 = −1.40939487860292 = b41,

b32 = c · a32 + s · a12 = 0.87966506881525 = b23,

b34 = c · a34 + s · a14 = 0.11664508634253 = b43,

b22 = a22 b44 = a44 b42 = b24 = a24.

Pak dostaneme matici 5.45861873485088 −2.05576977473312 0 −1.40939487860292
−2.05576977473312 6 0.87966506881525 0

0 0.87966506881525 11.54138126514912 0.11664508634253
−1.40939487860292 0 0.11664508634253 7

.
Nyńı opět vybereme maximálńı prvek a stejným zp̊usobem postupujeme dále. Po 7 kroćıch
se dostamene k matici

B7 =

=

 3.79407218081762 0.07086171427580 −0.00393661412823 0.00516622055919
0.07086171427580 6.40219536739289 −0.08436498867668 −0.06428537120075
−0.00393661412823 −0.08436498867668 11.76776520507119 o
0.00516622055919 −0.06428537120075 0 8.03596724671830

 .

Zde už je vidět, že nediagonálńı prvky konverguj́ı k nule. Po daľśıch sedmi kroćıch už
dostaneme diagonálńı matici

B =


3.2957 0 0 0

0 6.5923 0 0
0 0 11.7043 0
0 0 0 8.4077

 ,

kde diagonálńı prvky jsou vlastńı č́ısla zadané matice A.
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Nyńı se budeme zabývat konvergenćı vlastńıch vektor̊u klasické Jacobiho metody, kterou
dokážeme pomoćı nasleduj́ıćı věty. Připomeňme, že

Ak+1 = STk ·Ak · Sk = QT
k ·A ·Qk

kde Qk = S1 . . .Sk.

Věta 4.52. Předpokládejme, že všechna vlastńı č́ısla matice A jsou vzájemně r̊uzná. Po-
tom posloupnost matic Qk, k = 1, 2 . . . , konstruovaných klasickou Jacobiho metodou kon-
verguje k ortogonálńı matici, jej́ı̌z sloupce tvoř́ı ortonormálńı množinu vlastńıch vektor̊u
matice A.

Důkaz. Opět použijeme lemma 4.50. Nejprve ověř́ıme jeho předpoklady.
{Qk} má pouze konečný počet hromadných bod̊u, které jsou nutně ve tvaru

[±ps(1) ± ps(2) ± . . .± ps(n)], s ∈ Pn,

kde p1, . . . , pn jsou sloupce ortonormálńı matice Q, pro niž QT ·A ·Q = diag(λi).
Necht’ {Qk′} je podposloupnost posloupnosti {Qk}, Qk′ → Qk. Podle věty 4.49 existuj́ı s ∈ Pn
tak, že

diag(λs(i)) = lim
k′→∞

Ak′ = lim
k′→∞

(QT
k′ ·Ak′ ·Qk′) = QT

k′ ·Ak′ ·Qk′

což bylo dokázáno. Všechna vlastńı č́ısla jsou r̊uzná, tedy existuje pouze konečně mnoho hro-
madných bod̊u.

Dále pro úhly určuj́ıćı Sk máme

tan 2αk =
2a

(k)
pq

a
(k)
qq − a(k)

pp

, |αk| ≤ π/4.

Podle věty 4.49 odtud plyne, že existuje l tak, že pro k ≥ l je

|a(k)
qq − a(k)

pp | ≥
1

2
min
i 6=j
|λi − λj | > 0.

Protože se dvojice (p,q) měńı s k, nemůžeme dokázat, že posloupnosti a
(k)
qq a a

(k)
pp konverguj́ı.

lim
k→∞

a(k)
pq = 0,

tedy
lim
k→∞

αk = 0 a lim
k→∞

Sk = I

Qk+1 −Qk = Qk(Sk − I)→ 0.

A konečně posloupnost {Qk} je ohraničená, protože ||QK || = 1.

Při výpočtu můžeme pr̊uběžně kontrolovat výsledky t́ım, že po každém kroku zjǐst’ujeme,
zda

a(k+0)
pp + a(k+1)

qq = a(k)
pp + a(k)

qq .

Nebo vypoč́ıtáme metici S ·D · ST , která by se měla rovnat matici A.
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Přesnost Jacobiho metody záviśı na tom, jak přesně se vypoč́ıtaj́ı odmocniny pro určeńı
sinαk a cosαk.

Ačkoliv se Jacobiho metoda použ́ıvá převážně pro symetrické matice, pracuje často dobře
i v př́ıpadě nesymetrických matic. V tomto př́ıpadě ovšem konverguje k trojúhelńıkové
matici a má-li výchoźı matice komplexńı vlastńı č́ısla, je nutné použ́ıt mı́sto matic Sk
vhodné unitárńı matice.

4.5 Householderova matice zrcadleńı

Definice 4.53. Matice tvaru

H(u) : = I− 2uuT

uTu
= I− 2uuT

‖u‖2

se nazývá Householderova matice (někdy též elementárńı zrcadleńı nebo Householderova
transformace).

Vlastnosti Householderovy matice:

• označeńı matice zrcadleńı se použ́ıvá proto, že aplikujeme-li matici H(u) pro nějaké
u na vektor x ∈ Rn, pak je vektor H(u)x souměrný s vektorem x podle nadroviny
ortogonálńı k vektoru v;

• matice I bývá považována za speciálńı př́ıpad Householderovy transformace – pro
u = o je H(o) = I;

• ‖Hx‖2 = ‖x‖2 pro každé x ∈ Rn, tj. zrcadleńı tedy neměńı délku vektoru;

• Hy = y pro každé y ∈ P = {v ∈ Rn | vTu = 0};

• H má jednoduchou vlastńı hodnotu -1 a (n− 1) násobnou vlastńı hodnotu 1.

Důkaz. Nebot’ y ∈ P = {v ∈ Rn | vTu = 0} má n − 1 lineárně nezávislých vektor̊u
y1, . . . , yn−1 a Hyi = yi pro i = 1, 2, . . . , n − 1. Takže 1 je (n − 1)-násobná vlastńı
hodnota. H také zrcadĺı u na -u, tj. Hu = −u. Takže −1 je vlastńı hodnota matice H,
která muśı být jednoduchá, nebot’ H má pouze n vlastńıch hodnot.

• z věty o spektrálńım rozkladu plyne

det(H) = (−1)1 · · · 1 = −1;

• Matice H je ortogonálńı a symetrická
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Důkaz. Symetrie plyne z

HT (u) = IT − 2
(uuT

uTu

)T
= I− 2uuT

‖u‖
= H(u).

Protože plat́ı

H2(u) =

(
I− 2uuT

uTu

)(
I− 2uuT

uTu

)
= I2 − 4

uuT

‖u‖2
+ 4

uuTuuT

‖u‖4
= I,

je matice H(u) ortogonálńı.

Věta 4.54. Pro každé dva vektory y, z ∈ Rn takové, že y 6= z a ‖y‖2 = ‖z‖2, plat́ı

y = H(y - z)z.

Jinými slovy, každé dva r̊uzné vektory o stejné normě lze převést jeden na druhý House-
holderovou transformaćı.

Důkaz. Plat́ı

H(y− z)z =
(
I− 2(y− z)(y− z)T

‖y− z‖22

)
z = z− 2

yT z− ‖z‖22
‖y− z‖22

(y− z) =

= z +
‖y‖22 + ‖z‖22 − 2yT z

‖y− z‖22
(y− z) = z +

‖y− z‖22
‖y− z‖22

(y− z) = y.

Důsledek 4.55. Jsou-li y, z dva vektory o stejné normě, potom existuje ortogonálńı
matice Q taková, že y = Qz.

Důkaz. Pro y 6= z stač́ı vźıt Q = H(y− z), jinak Q = I.

Věta 4.56. Pro každé x ∈ Rn je

H =

{
H(x+ sgn(x1)‖x‖2e1) pro x1 6= ‖x‖2,

I pro x1 = ‖x‖2

ortogonálńı matice s vlastnost́ı
Hx = ‖x‖2e1.

Jinými slovy, aplikujeme-li vhodnou matici H na vektor x, dostaneme vektor, který má
všechny složky až na prvńı nulové.

Důkaz. Je-li x1 = ‖x‖2, potom z x2
1 = x2

1 + · · · + x2
n plyne, že x2 = · · · = xn = 0. Tedy

x = x1e1 = = ‖x‖2e1 = Ix = Hx.
Je-li x1 6= ‖x‖2, potom x + sgn(x1)‖x‖2e1 6= 0, takže vektory y = sgn(x1)‖x‖2e1 a z = x jsou
r̊uzné a plat́ı pro ně ‖y‖2 = ‖x‖2 = ‖z‖2, a odtud je

y = sgn(x1)‖x‖2e1 = H(y− z)z = H(−x− sgn(x1)‖x‖2e1)x.
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Poznámka 4.57. Pro vektor určuj́ıćı Householderovu matici lze volit bud’ +‖x‖2e1 nebo
−‖x‖2e1. Z d̊uvodu minimalizace numerických chyb voĺıme stejné znaménko jako u prvńı
složky vektoru x.

Věta 4.58. Pro každé x takové, že ‖x‖2 = 1, je

H =

{
H(x + sgn(x1)w1) pro x 6= e1,

I pro x = e1

ortogonálńı matice, jej́ımž prvńım sloupcem je vektor x.

Důkaz. Pro x = e1 je zřejmý.
Necht’ tedy x 6= e1. Protože ‖x‖2 = 1 = ‖e1‖2, je podle Věty 4.58

x = H(x + sgn(x1)e1) = He1 = H•1,

což je tvrzeńım věty.

Dı́ky těmto větám tedy umı́me naj́ıt vektor u tak, že daný nenulový vektor x se transfor-
muje na vektor, který má nenulovou pouze prvńı složku.

Př́ıklad 4.59. Lze

x = (−1, −2, 7)T
H(u)−−−→ (α, 0, 0)T ?

Řešeńı. Protože ‖x‖2 = 3
√

6, polož́ıme u = x − ‖x‖2e1 = (−1 − 3
√

6, −2, 7)T a
‖u‖2 = 6(18 +

√
6 ). Dále

uuT =

−1− 3
√

6
−2

7

 (−1− 3
√

6, −2, 7) =

 55 + 6
√

6 2 + 6
√

6 −7− 21
√

6

2 + 6
√

6 4 −14

−7− 21
√

6 −14 49

 ,

takže

H(u) =
1

3(18 +
√

6 )

 −1− 3
√

6 −2− 6
√

6 7 + 21
√

6

−2− 6
√

6 50 + 3
√

6 14

7 + 21
√

6 14 5 + 3
√

6

 .

Snadno lze ověřit, že
H(u)x = (3

√
6, 0, 0)T .

Odpověd’ na položenou otázku je proto kladná.

4.5.1 Givensova-Householderova metoda

Jedná se o metodu speciálně vhodnou k hledáńı některých vlastńıch č́ısel symetrických
matic, např. všech vlastńıch č́ısel obsažených v předem zadaném intervalu. Metoda
umožňuje poč́ıtat vlastńı č́ısla s r̊uznou přesnost́ı. Na druhé staně nám neposkytuje
informace o vlastńıch vektorech. Tato metoda má dvě etapy:
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• Householderova metoda pro redukci symetrické matice na tř́ıdiagonálńı tvar.

• Givensova metoda (metoda bisekce) pro výpočet vlastńıch č́ısel symetrické
tř́ıdiagonálńı matice.

Householderova metoda

Necht’ A je symetrická matice, postupně se určuje (n − 2) ortogonálńıch matic
H1, . . . ,Hn−2, tak aby matice

Ak = HT
k−1 ·Ak−1 ·Hk−1 =

(H1 . . .Hk−1)T ·A · (H1 . . .Hk−1), k = 1, . . . , n− 2

byly ve tvaru

Ak =



• •
• • •
• • •
• • • aTk

• • • • • • •
|• • • • • •
|• • • • • •

ak → |• • • • • •
|• • • • • •
|• • • • • •


Tud́ıž matice

An−1 = (H1 . . .Hn−2)T ·A · (H1 . . .Hn−2)

je tř́ıdiagonálńı a také podobná matici A. Každá transformace

Ak → Ak+1 = HT
k ·Ak ·Hk

se provád́ı pomoćı matice

Hk =

[
Ik 0

0 H̃k

]
kde H̃k = H(ṽk), kde ṽk byl zvolen tak, aby H̃(vk)ak měl pouze prvńı složku nenulovou.
Potom zřejmě

HT
k ·Ak ·Hk =



• •
• • •
• • •
• • • aTk H̃k

• • • • • • •
|• • • • • •
|• • • • • •

H̃T
k ak → |• • • • • •

|• • • • • •
|• • • • • •


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tj. po vhodné volbě ṽk máme daľśı část tř́ıdiagonálńı matice.
Matici Hk můžeme popsat také jako Householderovu matici př́ıslušnou vektoru vk =
= [0, . . . , 0, ṽk]

T .
Máme dvě možné volby vektoru vk :

vk =

0, . . . , 0, a
(k)
k+1,k ±

(
n∑

i=k+1

|a(k)
ik |

2

)1/2

, a
(k)
k+2, . . . , a

(k)
n,k

T ,
znaménko se voĺı stejné jako je znaménko u a

(k)
k+1,k. Máme-li určen vektor vk, potom prvky

a
(k+1)
ij , k + 1 ≤ i , j ≤ n matice Ak+1 =

(
a

(k+1)
ij

)
urč́ıme následovně:

Postupně urč́ıme vektory

wk =
(
vTk vk

)−1/2
vk,

qk = 2
(
I−wkw

T
k

)
Akwk,

jejichž složky označ́ıme w
(k)
i , q

(k)
i . Potom matice Ak+1 má tvar

Ak+1 = Ak −wkq
T
k − qkw

T
k

tj.
a

(k+1)
ij = a

(k)
ij − w

(k)
i q

(k)
j − q

(k)
i w

(k)
j

k + 1 ≤ i, j ≤ n.

Př́ıklad 4.60. Householderovou transfornaćı převed’te matici

A =


4 2 2 1
2 −3 1 1
2 1 3 1
1 1 1 2


na tř́ıdiagonálńı tvar.

Řešeńı.
v0 =

(
0 2 + (

√
22 + 22 + 12) 2 1

)T
,

w0 = (vT0 v0)−
1
2 v0 =

(
0 0.912871 0.365148 0.182574

)T
,

q0 = 2(I−w0w
T
0 )Aw0 =

(
5.477224 −2.7386095 5.03904626 3.61496813

)T
,

A1 = A−w0q
T
0 − q0w

T
0 =


4 −3 0 0
−3 2 −2.6 −1.8
0 −2.6 −0.68 −1.24
0 −1.8 −1.24 0.68

 ,
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v1 =
(
0 0 −2.6−

√
−2.62 + (−1.8)2 −1.8

)
,

w1 =
(
0 0 −0.954514 −0.298168

)T
,

q1 =
(
0 6.0365793 −0.3770516 1.207794

)T
,

A2 = A1 −w1q
T
1 − q1w

T
1 =


4 −3 0 0
−3 2 3.162278 0
0 3.162278 −1.4 −0.2
0 0 −0.2 1.4

 .

Givensova metoda

Metoda slouž́ı k určeńı vlastńıch č́ısel symetrické tř́ıdiagonálńı matice

B =


b1 c1

c1 b2 c2

. . . . . . . . .

cn−1 bn−1 cn−1

cn−2 bn

 .

Pokud je některé z ci nula, rozpadá se matice B na dvě tř́ıdiagonálńı matice stejného
typu. Tedy bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že ci 6= 0 , (i = 1, . . . , n− 1).
Označme

Bi =


b1 c1

c1 b2 c2

. . . . . . . . .

ci−1 bi−1 ci−1

ci−2 bi

 ,

i = 1, . . . , n.

Věta 4.61. Polynomy pi(λ), λ ∈ R, definované pro i = 1, . . . , n rekurentně

p0(λ) = 1,

p1(λ) = b1 − λ,

pi(λ) = (bi − λ)pi−1(λ)− c2
i−1pi−2(λ), 2 ≤ i ≤ n,

maj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

1. Polynom pi je charakteristický polynom matice Bi.

pi(λ) = det(Bi − λI).
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2.
lim
λ→∞

pi(λ) = +∞, i = 1, . . . , n.

3. Jestlǐze pi(λ0) = 0, potom pi−1(λ0) · pi+1(λ0) < 0, i = 1, . . . , n− 1.

4. Polynom pi má i vzájemně r̊uzných kořen̊u, které odděluj́ı i + 1 kořen̊u polynomu
pi+1, i = 1, . . . , n.

Důkaz. ad 1 Plyne z rozvoje det(Bi − λI).
ad 2 pi(λ) = (−1)iλi − . . .→∞ pro λ→∞.
ad 3 Necht’ pi(λ0) = 0 pro nějaké i, i = 1, . . . , n− 1. Z definice pi plyne

pi+1(λ0) = −c2
i · pi−1(λ0).

Protože ci 6= 0, dostaneme bud’

pi−1(λ0) · pi+1(λ0) < 0

nebo
pi−1(λ0) = pi−(λ0) = pi+1(λ0),

což by indukćı vedlo k tomu, že

pi(λ0) = pi−1(λ0) = . . . = p1(λ0) = p0(λ0),

což je spor, protože p0(λ0) = 1.
ad 4 Plyne z 2 a 3.

Poznámka 4.62. Posloupnost polynomů splňuj́ıćı 2 – 4 se nazývá Sturmova posloupnost,
která se použ́ıvá při výpočtu kořenu polynomů. Už jsme o ńı mluvili v předchoźı kapitole, viz
definici 3.28.

Př́ıklad 4.63. Pomoćı charakteristického polynomu určete vlastńı č́ısla tř́ıdiagonálńı ma-
tice A2 z př́ıkladu 4.60.

Řešeńı.

A2 =


4 −3 0 0
−3 2 3.162278 0
0 3.162278 −1.4 −0.2
0 0 −0.2 1.4

 .

p0(λ) = 1,

p1(λ) = 4− λ,
p2(λ) = (−2− λ)(4− λ)− 9,

p3(λ) = (−1.4− λ)[(−2− λ)(4− λ)− 9]− 10(4− λ),

p4(λ) = (1.4−λ)[(−1.4−λ)[(−2−λ)(4−λ)−9]−10(4−λ)]−0.04[(−2−λ)(4−λ)−9] =

λ4 − 2λ3 − 29λ2 + 58λ− 22.

Kořeny polynomu p4(λ) jsou

λ1 = −5.4355 λ2 = 5.4907 λ3 = 1.4289 λ4 = 0.5159
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Věta 4.64. Bud’ i přirozené č́ıslo, 1 ≤ i ≤ n. Pro dané µ ∈ R, položme

sgnpi(µ) =

{
sgnpi(µ) je-li pi(µ) 6= 0,

sgnpi−1(µ) je-li pi(µ) = 0.

Potom N(i, µ), což je počet znaménkových změn v posloupnosti po sobě jdoućıch prvk̊u
uspořádané množiny N(i, µ) = {+, sgn p1(µ), . . . , sgn pi(µ)}, se rovná počtu kořen̊u poly-
nomu pi, které jsou menš́ı než µ.

Tato věta umožňuje aproximaci (s libovolnou přesnost́ı) vlastńıch č́ısel matice B = Bn a
dokonce př́ımý výpočet vlastńıho č́ısla na dané pozici. Předpokládejme např., že chceme
aproximaci i-tého vlastńıho č́ısla λ

(n)
i = λi matice B (jako předt́ım předpokládáme, že

λ1, . . . , λn jsou vzájemně r̊uzná a uspořádaná sestupně).

Krok 1: Urč́ıme interval 〈a0, b0〉, v němž lež́ı žádané vlastńı č́ıslo, např.−a0 = b0 = ||B||∞.

Krok 2: Vypočteme c0 =
a0 + b0

2
, spočteme N(n, c0). Potom bud’

N(n, c0) ≥ i a λi ∈< a0, c0)

nebo
N(n, c0) < i a λi ∈< c0, b0 > .

T́ım źıskáme interval < a1, b1 >, v němž lež́ı kořen λi.

Postupně źıskáme posloupnost interval̊u < ak, bk >, k ≥ 0 takových, že λi ∈< ak, bk > a

bk − ak = 2−k(b0 − a0), k ≥ 0.

4.5.2 QR-rozklad

Definice 4.65. Dvojici matic Q a R nazveme QR-rozkladem matice A, pokud plat́ı,
že

A = QR,

přičemž Q je ortogonálńı matice a R je horńı trojúhelńıková matice.

Nyńı uvedeme věty o existenci QR-rozkladu a jeho jednoznačnosti.

Věta 4.66. K libovolné reálné matici A ∈ Rm×n, kde m ≥ n, existuje ortogonálńı matice
Q ∈ Rm×m a horńı trojúhelńıková matice R ∈ Rm×n tak, že plat́ı A = QR.

Věta 4.67. Jsou-li sloupce matice A ∈ Rm×n, m ≥ n, lineárně nezávislé, potom v QR-
-rozkladu jsou matice R a prvńıch n sloupc̊u matice Q určeny až na znaménko jed-
noznačně.

Důkazy obou vět viz [49].
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Konstrukce QR-rozkladu

QR-rozklad pomoćı Gram-Schmidtova algoritmu

Věta 4.68 (Gram-Schmidt̊uv QR-rozklad). K libovolné reálné matici A ∈ Rm×n,
kde m ≥ n, existuje ortogonálńı matice Q ∈ Rm×m a horńı trojúhelńıková matice
R ∈ Rm×n s nezápornými prvky na diagonále tak, že plat́ı A = QR. V př́ıpadě lineárně
nezávislých sloupc̊u matice A jsou prvky na diagonále kladné.

Základńı myšlenka d̊ukazu: Máme-li matici A ∈ Rm×n, pak aplikaćı zobecněného Gram-
-Schmidtova ortogonalizačńıho procesu na sloupce matice A (ty mohou být lineárně
závislé i nezávislé) a doplněńım těchto vektor̊u na bázi v Rm źıskáme sloupce matice Q.
Uvažujme matici A = (a1| . . . |an) složenou ze sloupcových vektor̊u. Pak

u1 = a1, e1 =
u1

‖u1‖
,

u2 = a2 − pe1a2, e2 =
u2

‖u2‖
,

u3 = a3 − pe1a3 − pe2a3, e3 =
u3

‖u3‖
,

...

uk = ak −
k−1∑
j=1

pejak, ek =
uk
‖uk‖

,

kde puv = <v, u>
<v, v>

u. Po úpravě obdrž́ıme vzorce pro vektory ai

a1 = e1‖u1‖,
a2 = pe1a2 + e2‖u2‖,
a3 = pe1a3 + pe2a3 + e3‖u3‖,

...

ak =
k−1∑
j=1

pejak + ek‖uk‖.

Označme Q = (e1| . . . |en). Nyńı máme

R = QTA =


< e1, a1 > < e1, a2 > < e1, a3 > · · · < e1, an >

0 < e2, a2 > < e2, a3 > · · · < e2, an >
0 0 < e3, a3 > · · · < e3, an >
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . < en, an >

 ,

nebot’ QQT = E a < ej, aj >= ‖uj‖, < ej, ak >= 0 pro j > k.
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Př́ıklad 4.69. Proved’me QR-rozklad matice A =

12 −51 4
6 167 −68
−4 24 −41

.

Řešeńı. Gram-Schmidtovým algoritmem dostaneme

U = (u1 | u2 | u3) =

12 −69 −58
6 158 6
−4 30 −165

 .

Matici Q potom źıskáme jako

Q =

(
u1

‖u1‖

∣∣∣ u2

‖u2‖

∣∣∣ u3

‖u3‖

)
=

 6/7 −69/175 −58/175
3/7 158/175 6/175
−2/7 6/35 −33/35

 .

A = QQTA = QR, takže

R = QTA =

14 21 −14
0 175 −70
0 0 35

 .

Algoritmus 3. Mějme matici A. Položme

r11 = ‖a1‖, q1 =
a1

r11

,

pro k = 2, . . . , n spoč́ıtejme:

rjk = < qj, ak > pro j = 1, . . . , k − 1,

zk = ak −
k−1∑
j=1

rjkqj,

r2
kn = < zk, zn >

qk =
zk
rkk

.

Metodu lze také upravit tak, že zaměńıme pořad́ı operaćı. Tedy položme

A0 ≡ A.

Pak pro k = 2, . . . , n spočtěme

rkk =
∥∥a(k−1)

k

∥∥
2
, qk =

a
(k−1)
k

rkk
,

rki = qTk a
(k−1)
i pro i = k + 1, . . . , n,
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A(k) = A(k−1) − qkr
T
k .

Z formálńıho hlediska jde o změnu pořad́ı operaćı, ovšem z numerického hlediska obdrž́ıme
r̊uzné výsledky.

QR-rozklad pomoćı Householderovy matice

Věta 4.70 (Householder̊uv QR-rozklad). Každou matici A ∈ Rm×n lze pomoćı s =
= min{n, m− 1} Householderových matic rozložit na součin QR, a to tak, že plat́ı

Hs · · ·H2H1A = QTA =


(
R1
0

)
m > n,

(R1, 0) m < n,

R m = n.

Důkaz. Konstrukce QR-rozkladu
Mějme reálnou matici A

A =


a11 · · · a1n

a21 · · · a2n
...

. . .
...

am1 · · · amn

 .

Krok 1.: Zkonstruujme Householderovu matici H1 tak, aby H1A měla v prvńım sloupci pouze
nuly s výjimkou pozice (1, 1), tj. aby

H1A =


� · · ·
0 · · ·
...

...
0 · · ·

 .

K tomu stač́ı źıskat vektor un (dle předchoźıho) tak, že pro

H1 = E− 2
unu

T
n

uTnun

plat́ı

H1


a11

a21
...

am1

 =


�
0
...
0

 .

Označme A(1) : = H1A. A(1) je tvaru

A(1) =


a11 · · ·
0 · · ·
...

...
0 · · ·

 .
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Krok 2.: Zkonstruujme Householderovu matici H2 tak, že H2A
(1) má ve druhém sloupci 0 pod

pozićı (2, 2) při zachováńı požadavku prvńıho kroku, tj.

A(2) : = H2A
(1) =


� � · · ·
0 � · · ·
0 0
...

...
...

0 0 · · ·

 .

Matici H2 źıskáme tak, že nejdř́ıve zkonstruujeme Householderovu matici o rozměru (m− 1)×
× (n− 1)

Ĥ2 : = En−1 − 2
un−1u

T
n−1

uTn−1un−1

takovou, že

Ĥ2


a22

a32
...

am2

 =


�
0
...
0

 ,

a definujme

H2 : =


1 0 · · · 0
0
... Ĥ2

0

 .

T́ım źıskáme matici A(2) = H2A
(1).

Analogicky pokračujeme dále.

Pro k ≤ s.
Krok k-tý: Obecně vytvář́ıme Householderovu matici

Ĥk : = En−k+1 − 2
un−k+1u

T
n−k+1

uTn−k+1un−k+1

o rozměru (m− k + 1)× (n− k + 1) takovou, že

Ĥk

akk...
amk

 =


�
0
...
0

 .

Definujeme

Hk : =

(
Ek−1 0

0 Ĥk

)
,

čili můžeme spoč́ıtat A(k) = HkA
(k−1).

T́ımto zp̊usobem po s kroćıch obdrž́ıme matici A(s), která bude v horńım trojúhelńıkovém
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tvaru a bude právě matićı R.
Protože

A(k) = HkA
(k−1) k = 2, . . . , s,

máme
R = A(s) = HsA

(s−1) = HsHs−1A
(s−2) = · · · = HsHs−1 · · ·H2H1A.

Položme
QT = HsHs−1 · · ·H2H1.

Máme hledanou ortogonálńı matici (nebot’ každá z Hi je ortogonálńı). Celkem

R = QTA,

tj.
A = QR.

(Zopakujme si, že Q = HT
1 HT

2 · · ·HT
s = H1H2 · · ·Hs.)

Př́ıklad 4.71. Proved’te QR-rozklad matice

A =

0 1 1
1 2 3
1 1 1

 .

Řešeńı. Krok 1.: Konstrukce H1.

H1

0
1
1

 =

�0
0

 .

Potom tedy dle Př́ıkladu 4.59 spočteme

u3 =

0
1
1

+
√

2

1
0
0

 =

√2
1
1

 ,

takže

H1 = I3 − 2
u3u

T
3

uT3 u3

=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

−
 1 1√

2
1√
2

1√
2

1
2

1
2

1√
2

1
2

1
2

 =

 0 − 1√
2
− 1√

2

− 1√
2

1
2
−1

2

− 1√
2
−1

2
1
2

 .

Určeme

A(1) = H1A =

−
√

2 −3
√

2
2

2
√

2

0 −1−
√

2
2

−2−
√

2
2

0 −1+
√

2
2

−2+
√

2
2

 .

Krok 2.: Zkonstruujeme

Ĥ2 =

(
−0, 2071
−1, 2071

)
=

(
�
0

)
,
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u2 =

(
−0, 2071
−1, 2071

)
− 1, 2247

(
1
0

)
=

(
−1, 4318
−1, 2071

)
,

Ĥ2 =

(
−0, 1691 −0, 9856
−0, 9856 0, 1691

)
,

tzn.

H2 =

1 0 0
0 −0, 1691 −0, 9856
0 −0, 9856 0, 1691

 ,

a spoč́ıtáme

A(2) = H2A
(1) = H2H1A =

−1, 4142 −2, 1213 −2, 8284
0 1, 2247 1, 6330
0 0 −0, 5774

 = R

Pro Q nyńı plat́ı

Q = H2H1 =

 0 0, 8165 0, 5774
−0, 7071 0, 4082 −0, 5774
−0, 7071 −0, 4082 0, 5774

 .

Celkem tedy

A =

0 1 1
1 2 3
1 1 1

 =

 0 0, 8165 0, 5774
−0, 7071 0, 4082 −0, 5774
−0, 7071 −0, 4082 0, 5774

−1, 4142 −2, 1213 −2, 8284
0 1, 2247 1, 6330
0 0 −0, 5774

 = QR.

QR-rozklad pomoćı Givensovy matice

Definice 4.72. Matice tvaru

G(i, j, c, s) : =



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

0 · · · c · · · s · · · 0
...

...
. . .

...
...

0 · · · −s · · · c · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


= I+(c−1)(eie

T
i +eje

T
j )+s(eie

T
i −eje

T
j ),

kde c2 + s2 = 1, se nazývá Givensova matice.
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Můžeme volit c = cosα a s = sinα pro nějaké α. Pak znač́ıme Givensovu matici jako
G(i, j, α).
Opět chceme setrojit matice Q1, Q2, . . ., Qs tentokrát však pomoćı Givensových matic
tak, aby A(1) = Q1A měla nuly pod prvkem (1, 1) v prvńım sloupci, matice A(2) =
= Q2A

(1) měla nuly pod (2, 2) ve druhém sloupci, atd. Každou z matic Qi lze sestrojit
jako součin Givensových matic – ten je přitom možné sestrojit takto:

Q1 : = G(1, m, α)G(1, m− 1, α) · · ·G(1, 3, α)G(1, 2, α)

Q2 : = G(2, m, α)G(2, m− 1, α) · · ·G(2, 3, α)

...

Bud’ s = min{m− 1, n}. Pak

R = A(s) = QsA
(s−1) = · · · = QsQs−1 · · ·Q2Q1A = QTA.

Nyńı máme A = QR, kde QT = Qs · · ·Q2Q1. Tento fakt lze zformulovat do následuj́ıćı
věty.

Věta 4.73 (Givens̊uv QR-rozklad). Bud’ A matice typu m× n a necht’

s = min{m− 1, n}. Existuje s ortogonálńıch matic Q1, . . ., Qs definovaných jako

Qi : = G(i, m, α)G(i, m− 1, α) · · ·G(i, i+ 1, α),

takových, že pro
Q = QT

1 QT
2 · · ·QT

s

plat́ı
A = QR,

kde R je matice m× n s nulami pod hlavńı diagonálou.

Znázorněme si schématicky Givensovu metodu redukce matice A ∈ R3×3 na horńı
trojúhelńıkový tvar (symbol • znač́ı prvky, které se transformaćı nezměnily, a ± znač́ı
prvky, které se změnily):

A =

• • •• • •
• • •

 G(1, 2, α)−−−−−→

± ± ±
0 ± ±
• • •

 G(1, 3, α)−−−−−→

G(1, 3, α)−−−−−→

± ± ±
0 • •
0 ± ±

 G(2, 3, α)−−−−−→

• • •
0 ± ±
0 0 ±

 = R.

Př́ıklad 4.74. Necht’

A =

0 1 1
1 2 3
1 1 1

 .

Givensovou metodou určete QR-rozklad.
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Řešeńı. Krok 1.: Najděme c a s tak, aby(
c s
−s c

)(
a11

a21

)
=

(
�
0

)
.

Nebot’ a11 = 0 a a21 = 1, muśı být c = 0 a s = 1, tedy

G(1, 2, α) =

 0 1 0
−1 0 0

0 0 1

 .

Pak dostaneme

Ã = G(1, 2, α)A =

 0 1 0
−1 0 0

0 0 1

0 1 1
1 2 3
1 1 1

 =

1 2 3
0 −1 −1
1 1 1

 .

Nyńı najděme c a s tak, aby (
c s
−s c

)(
ã11

ã31

)
=

(
�
0

)
.

Nebot’ ã11 = 1 a ã31 = 1, bude c = 1√
2

a s = 1√
2
, tedy

G(1, 3, α) =

 1√
2

0 1√
2

0 1 0
− 1√

2
0 1√

2

 .

Celkem

A(1) = G(1, 3, α)Ã =

 1√
2

0 1√
2

0 1 0
− 1√

2
0 1√

2

1 2 3
0 −1 −1
1 1 1

 =


√

2 3√
2

2
√

2

0 −1 −1

0 − 1√
2
−
√

2

 .

Krok 2.: Určeme c a s tak, aby(
c s
−s c

)(
a

(1)
22

a
(1)
32

)
=

(
�
0

)
.

Nebot’ a
(1)
22 = −1 a a

(1)
32 = − 1√

2
, bude c = −

√
2
3

a s = − 1√
3
, tedy

G(1, 3, Θ)A(1) =


1 0 0

0 −
√

2
3
− 1√

3

0 − 1√
3
−
√

2
3



√

2 3√
2

2
√

2

0 −1 −1

0 − 1√
2
−
√

2

 =


√

2 3√
2

2
√

2

0
√

3
2

2
√

2
3

0 0 1√
3

 = R.
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4.5.3 Srovnáńı algoritmů

Při výpočtu QR-rozkladu pomoćı Householderovy matice je počet provedených operaćı roven
č́ıslu

n2(3− n

3
).

K explicitńımu vyjádřeńı matice Q je nav́ıc potřeba

2(m2n−mn2 +
1

3
n3)

operaćı, tedy celkem

2m2n−mn2 +
1

3
n3.

Pro QR-rozklad pomoćı Givensovy matice je tento počet dvojnásobný, tj.

2n2(3− n

3
).

Ovšem pokud v metodě s Givensovou matićı nahrad́ıme matici rotace

(
c s
−s c

)
a matice odrazu(

c s
s −c

)
maticemi

(
1 a
−a 1

)
a

(
a 1
1 −a

)
s ortogonálńımi sloupci, pak se nám podař́ı sńıžit počet

operaćı na úroveň metody využ́ıvaj́ıćı Householderovy matice – jedná se o tzv. matice rychlé
Givensovy transformace.
Householderova matice má však tu nevýhodu, že v matici, kterou ji násob́ıme, nám změńı všechny
prvky (zat́ımco Givensova matice jen i-tý a k-tý řádek), takže může např́ıklad z ř́ıdké matice
vytvořit matici plnou.
V modifikované metodě s Gram-Schmidtovým algoritmem je počet operaćı mn2.

4.5.4 QR-rozklad a vlastńı č́ısla matice A – QR-algoritmus

Základńı QR-algoritmus: Mějme matici A. Sestrojme jej́ı QR-rozklad, tj.

A = A0 = Q0R0,

urč́ıme
A1 : = R0Q0.

Nyńı sestrojme QR-rozklad matice A1, tj.

A1 = Q1R1,

a spočtěme
A2 = R1Q1.

Takto pokračujme analogicky dále.
Jistě plat́ı

Ak+1 = RkQk = QT
kAkQk = QT

kRk−1Qk−1Qk =

= QT
kQT

k−1Ak−1Qk−1Qk = · · · = (Q0Q1 · · ·Qk)
TA(Q0Q1 · · ·Qk).
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Tedy matice A0, A1, . . . jsou kongruentńı (tj. A ≡ B ⇐⇒ A = PTBP). Nav́ıc d́ıky orto-
gonálnosti matic Q0, Q1, . . . jsou matice A0, A1, . . . také podobné (tj. A ∼ B (též A ≈ B)
⇐⇒ A = P−1BP). Tyto matice maj́ı d́ıky podobnosti stejná vlastńı č́ısla jako matice A.
Posloupnost těchto matic konverguje za určitých předpoklad̊u k horńı trojúhelńıkové (resp. horńı
blokově trojúhelńıkové) matici, která má vlastńı č́ısla na diagonále (resp. diagonálńı bloky maj́ı
vlastńı č́ısla se stejnou absolutńı hodnotou) seřazena podle velikosti poč́ınaje největš́ım vlastńım
č́ısel. Poddiagonálńı prvky (resp. poddiagonálńı bloky) konverguj́ı k nule. Ovšem d̊ukazy kon-
vergence existuj́ı jen pro některé speciálńı typy matic. Např́ıklad má-li matice A kladná vlastńı
č́ısla, pak Qk konverguje k jednotkové matici a posloupnost matic Ak k horńı troúhelńıkové
matici, přičemž diagonálńı prvky této matice jsou vlastńı č́ısla matice A.

Př́ıklad 4.75. Určete vlastńı č́ısla matice

A =

2 1
3 1

3 −5
3 1

0 11
9

5
3

 .

Řešeńı. Lze snadno ověřit, že vlastńı č́ısla matice A jsou λ1 = 1, λ2 = −2 a λ3 = 3. Výsledky
źıskané QR-algoritmem:

k a
(k)
11 a

(k)
22 a

(k)
33

1 2,0 -1,6666667 1,6666667

5 3,1781374 -2,2260322 1,0478949

10 2,9486278 -1,9471270 0,9984996

15 3,0003596 -2,0064061 1,0000468

20 2,9991547 -1,9991527 0,9999984

25 3,0001104 -2,0001098 0,9999999

Ke zrychleńı konvergence lze využ́ıt tzv. posunut́ı a poč́ıtat nikoli rozklad matice Ak = QkRk,
nýbrž matice

Ak − σkI = Q̃kR̃k.

Původńı spektrum matice A se t́ımto posune o σk (je výhodné volit jej jako nějakou aproximaci
vlastńıho č́ısla; matice Ak−σkE má vlastńı č́ısla λj−σk, jsou-li λj vlastńı č́ısla matice Ak). Za-
znamenáváme-li velikosti posunut́ı σk, snadno ze znalosti spektra matice Ak najdeme spektrum
matice A. Protože ještě (v metodě bez posunut́ı)

Ak = (Q0Q1 · · ·Qk−1)TA(Q0Q1 · · ·Qk−1),

je

A = (Q0Q1 · · ·Qk−1)TAk(Q0Q1 · · ·Qk−1).

Vlastńı vektory y matice A dostaneme z vlastńıch vektor̊u matice Ak podle vzorce

y = Q0Q1 · · ·Qk−1z.
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Týž vzorec (s maticemi Q̃j) z̊ustává v platnosti i pro metodu s posunut́ımi, protože při posunut́ı
se vlastńı vektory neměńı.
Voĺı-li se posunut́ı speciálně, dostáváme v některých d̊uležitých př́ıpadech i kubickou konvergenci
(tzn. zhruba řečeno, počet platných mı́st se v každém kroku přibližně ztrojnásob́ı).

Poznámka 4.76. Nejvýhodněǰśı se jev́ı upravit nejdř́ıve matici A do tzv. Hessenbergova tvaru
(tj. aij = 0 pro j < i− 1, i, j = 1, . . . , n) pomoćı Gaussovy eliminace a pak na tuto upravenou
matici použ́ıt QR-rozklad. Konvergence je potom rychleǰśı (obzvláště použijeme-li metodu po-
sunu, kde za σk voĺıme tzv. Rayleigh̊uv pod́ıl

(ek)THek

(ek)Tek
,

kde H je právě matice A v Hessenbergově tvaru). Nav́ıc plat́ı, že je-li matice A v Hessenbergově
tvaru, pak každá z matic Hk je také v Hessenbergově tvaru, a to i při metodě posunut́ı.

4.6 Podmı́něnost problému vlastńıch č́ısel

Důležitou charakteristikou libovolného problému je jeho podmı́něnost, která udává, jak
významně se změńı řešeńı problému, pokud změńıme vstupńı hodnoty. Podmı́něnost problému
vlastńıch č́ısel můžeme popsat pomoćı tzv. globálńıho č́ısla podmı́něnosti.

4.6.1 Globálńı č́ıslo podmı́něnosti

Vzhledem k zaokrouhlováńı řeš́ıme ve skutečnosti problém

(A + E− λI)x = 0

namı́sto
(A− λI)x = 0.

Následkem zaokrouhlováńı při výpočtu dostáváme řešeńı problému λ̃, x̃, který je přesným
řešeńım problému s poruchou

(A−EM − λ̃I)x̃ = 0,

kde EM zahrnuje zaokrouhlovaćı chyby během výpočtu.

Poznámka 4.77. Analýza stability vlastńıho problému je velmi složitá a dá se uapokojivě
provést jen pro jednoduché vlastńı č́ıslo anebo pro matici, která je diagonalizovatelná.

Definice 4.78. Matice A je diagonalizovatelná, když existuje regulárńı matice X taková, že

X−1 ·A ·X = D,

kde D je diagonálńı matice.

Věta 4.79. Pokud je A diagonalizovatelná matice s vlastńımi č́ısly λ1, . . ., λn, potom vlastńı
č́ısla matice A + E lež́ı v jednotkovém kruhu

Ki = {z; |z − λi| ≤ c(X).‖E‖},

kde c(X) = ‖X‖‖X−1‖ je č́ıslo podmı́něnosti matice vlastńıch vektor̊u v maticové normě ‖.‖.
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Důkaz. Necht’ (A + E)x = λx. Potom bud’ λ = λi pro nějaký index i a potom λ ∈ Ki, a nebo
λ 6= λi pro i = 1, . . . , n. Potom λI−A je regulárńı matice. Matice

(λI−A)−1(λI−A−E) = I− (λI−A)−1E

je singulárńı. Proto podle vztahu
ρ[(λI−A)−1E] ≥ 1

plat́ı
1 ≤ ‖(λI−A)−1E‖ = ‖(λI −XDX−1)−1E‖ = ‖X(λI−D)−1X−1E‖ ≤

≤ ‖X‖‖X−1‖‖E‖‖(λI−D)−1‖ = c(X)‖E‖‖(λI−D)−1‖ =

= c(X)‖E‖max
i

[
1

|λ− λi|
].

Přitom jsme využili skutečnost, že maticová norma diagonálńı matice je daná jej́ım maximálńım
diagonálńım prvkem v absolutńı hodnotě. Odtud

min
i
|λ− λi| ≤ c(X)‖E‖.

4.6.2 Odhad chyby vypoč́ıtaného vlastńıho č́ısla

Přesnost vypoč́ıtaného vlastńıho č́ısla a vlastńıho vektoru ověřujeme pomoćı rezidúı (zbytk̊u).

Věta 4.80 (Odhad chyby vypoč́ıtaného vlastńıho č́ısla). Necht’ určené vlastńı č́ıslo λ̃ a
k němu př́ıslušný vypoč́ıtaný vlastńı vektor x̃ dávaj́ı (přesný) reziduálńı vektor

r = Ax̃− λ̃x̃.

Potom λ̃, x̃ jsou přesné hodnoty vlastńıho č́ısla a vlastńıho vektoru matice s poruchou A + E,
kde

E = − rx̃∗

‖x‖22
a plat́ı odhad

|λ− λ̃| ≤ ‖y‖2‖x‖2‖r‖2
|yTx|‖x̃‖2

, (4.10)

kde y je levý vlastńı vektor matice A př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ.

Důkaz. (
A− rx̃∗

‖x̃‖22

)
x̃ = Ax̃− ‖x̃‖

2
2

‖x̃‖22
r = Ax̃− r = λ̃x̃

|λ− λ̃| ≤ ‖y‖2‖x‖2‖E‖2
|yTx|

+O

(
‖E‖2
‖A‖2

)2

.

Když

‖E‖2 =
‖r‖2‖x̃∗‖2
‖x̃‖2

=
‖r‖2
‖x̃‖



120 Vlastńı č́ısla

dosad́ıme do nerovnosti, dostáváme

|λ− λ̃| ≤ ‖y‖2‖x‖2
|yTx|

‖r‖2
‖x̃‖2

+O

(
‖E‖2
‖A‖2

)2

= c(λ)
‖r‖2
‖x̃‖2

+O

(
‖E‖2
‖A‖2

)2

.

Poznámka 4.81. 1. Pro symetrické matice

c(λ) =
‖y‖2‖x‖2
|yTx|

= 1 a |λ− λ̃| ≤ ‖r‖2
‖x̃‖2

.

2. V praxi přesné hodnoty x, y neznáme, proto se ve vztahu (7.1) nahrazuj́ı hodnotami x̃,
ỹ, tj.

|λ− λ̃| / ‖ỹ‖2‖x̃‖2
|ỹT x̃|

‖r‖2
‖x̃‖2

=
‖ỹ‖2‖r‖2
|ỹT x̃|

(4.11)

Relativńı chyba vypoč́ıtaného vlastńıho č́ısla

Pro jednoduché vlastńı č́ıslo λ 6= 0 můžeme pomoćı (7.1) vyjádřit relativńı chybu takto

|∆λ|
|λ|
≈
∣∣∣∣εyTBx

yTx

1

λ

∣∣∣∣ ≤ ε‖y‖2‖x‖2|yTx|
‖B‖2
|λ|

= εc(λ)
‖B‖2
|λ|

≈

≈ εc(λ)
‖A‖2
|λ|

= εc(λ)
‖A‖2
ρ(A)

ρ(A)

|λ|
.

Pojmy k zapamatováńı

– Zopakovali jsme si definici vlastńıch č́ısel matice a jejich základńı vlastnosti.

– Ukázali jsme si, jak můžeme odhadnout polohu vlastńıch č́ısel.

– Seznámili jsme se s vybranými metodami určeńı vlastńıch č́ısel, a to jak pomoćı finitńıch
matod, tak i pomoćı numerických metod.

– Řešili jsme jak úplný problém vlastńıch č́ısel, tj. nalezeńı všech vlastńıch č́ısel matice, tak
i částečný problém vlastńıch č́ısel, tj. nalezeńı dominantńıho vlastńıho č́ısla.

Kontrolńı otázky

1. Co rozumı́me pojmem dominantńı vlastńı č́ıslo.?

2. Jsou vlastńı č́ısla definována pro libovolnou matici?

3. Kde se využ́ıvá vlastńıch č́ısel matice a jejich vlastnost́ı?
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4.7 Cvičeńı

Maplety

Př́ıklady pro samostatnou práci jsou uvedeny v samostatné sb́ırce př́ıklad̊u. Pomoćı
následuj́ıćıch maplet̊u si můžete usnadnit některé d́ılč́ı výpočty, nebo zkontrolovat jejich
správnost.

1. Nalezeńı charakteristického polynomu, vlastńıch č́ısel a vektor̊u

2. Výpočet determinantu matice

3. Násobeńı matic

webMathematica

Př́ıklady pro samostatnou práci jsou uvedeny v samostatné sb́ırce př́ıklad̊u. Pomoćı
následuj́ıćıch aplikaćı si můžete usnadnit některé d́ılč́ı výpočty, nebo zkontrolovat jejich
správnost.

1. Výpočet vlastńıch vektor̊u

http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/vlastniCislaAVektory.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Determinant.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/nasobeniMatic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/VlastniVektory.jsp
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5 Soustavy nelineárńıch rovnic

Pr̊uvodce studiem

V druhé kapitole jsme se věnovali řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic. V nejr̊uzněǰśıch
aplikaćıch se ale vyskytuj́ı i nelineárńı rovnice (těm jsme se věnovali ve ťret́ı kapitole) a soustavy
nelineárńıch rovnic.

Ćılem této kapitoly je seznámit čtená̌re s numerickými metodami řešeńı soustav nelineárńıch rovnic.
S těmito pojmy jste se setkali už v p̌redmětu Matematika 3. Zde uvád́ıme opět všechny souvislosti a
p̌resné zněńı vět a podḿınek konvergence.

Nebudeme schopni řešit každou soustavu nelineárńıch rovnic. Pouze pokud budou splněny konver-
genčńı podḿınky, jsme schopni naj́ıt řešeńı. Proto je d̊uležité se umět vhodně p̌ribĺıžit k řešeńı a nebo
umět odhadnout polohu řešeńı.

Z celé řady použ́ıvaných metod si ukážeme použit́ı prosté iteračńı metody a Newtonovy metody pro
soustavy nelineárńıch rovnic a stanov́ıme si podḿınky pro konvergenci těchto metod.

Opět nás bude zaj́ımat i rychlost konvergence a možnost odhadu chyby po k-tém kroku iterace.

Ćıle

Po prostudováńı této kapitoly budete schopni:

• Rozhodnout, zda je možné danou soustavu rovnic řešit.

• Vybrat vhodnou metodu pro řešeńı dané soustavy.

• Provést odhad počtu krok̊u, keré budou garantovat dosažeńı požadované přesnosti.

5.1 Formulace úlohy

Soustavu n nelineárńıch rovnic si můžeme zapsat ve tvaru

F1(x1, x2, . . . , xn) = 0,

F2(x1, x2, . . . , xn) = 0,

. . . . . .
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Fn(x1, x2, . . . , xn) = 0.

Nebo ve vektorovém tvaru
F(X) = O,

kde F(X) = (F1(X), F2(X), . . . , Fn(X))T , X = (x1, x2, . . . , xn),O je nulový sloupec.

5.2 Metoda prosté iterace

Necht’ F je spojité zobrazeńı na oblasti D. Rovnici F(X) = O si přeṕı̌seme na tvar
XT = Φ(X), zvoĺıme si X0 ∈ D a iteračńı vztah

(Xk+1)T = Φ(Xk), Φ(X) = (ϕ1(X), ϕ2(X), . . . , ϕn(X))T .

Věta 5.1. Necht’ v uzavřené oblasti D plat́ı

1) Φ(X) ∈ D ∀X ∈ D,

2) ∃q ∈ [0, 1) tak, že ‖Φ(X)− Φ(Y )‖ ≤ q‖X − Y ‖ ∀X, Y ∈ D,

potom posloupnost {Xk} konverguje k jedinému řešeńı R a plat́ı

‖Xk −R‖ ≤
q

1− q
‖Xk −Xk−1‖.

Důkaz. Plyne z Banachovy věty o pevném bodě 1.38.

Poznámka 5.2. Jestliže Φ je diferencovatelná, pak podmı́nku 2 můžeme nahradit
podmı́nkou

2′) ∃q : ‖Φ′(X)‖ ≤ q < 1 ∀X ∈ D,

kde Φ′(X) je matice s prvky aij =
∂ϕi(x1, . . . , xn)

∂xj
.

Maticová norma v 2′) přitom muśı být souhlasná s vektorovou normou.

Většinou bývá obt́ıžné naj́ıt Φ a D tak, abychom měli zajǐstěnu konvergenci, zvláště u
rozsáhleǰśıch soustav. Někdy se už́ıvá metoda pokus̊u. Pozor, v takovém př́ıpadě je nutno
zvláště pečlivě prověřit výsledek.

Př́ıklad 5.3. Metodou prosté iterace najděte kladné řešeńı (pokud existuje) pro soustavu

sin(x+ 1)− y = 0.5,

x2 + y2 = 1.
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Řešeńı. Jde o pr̊useč́ık kružnice se středem v počátku a o jednotkovém poloměru s po-
sunutou goniometrickou funkćı.

Grafickou metodou můžeme odhadnout polohu kořene

0.8 ≤ x ≤ 1, 0.4 ≤ y ≤ 0.5.

Uprav́ıme si rovnice do iteračńıho tvaru

x =
√

1− y2,

y = sin(x+ 1)− 0.5.

Potom

Φ′(X) =

 0 − y√
1− y2

cos(x+ 1) 0

 ,

‖Φ′(X)‖ .= 0.5,

při použit́ı řádkové normy. Zvoĺıme si počátečńı aproximaci x0 = 0.85, y0 = 0.46 a
dosazeńım do iteračńıch vztah̊u dostaneme

x1 =
√

1− (y0)2 .
= 0.882,

y1 = sin(x0 + 1)− 0.5
.
= 0.45.

Výpočet opakujeme. Výsledky si zaṕı̌seme do tabulky

k x y
0 0.85 0.46
1 0.882 0.45
2 0.893 1.448
3 0.894 0.448

.

Po dosazeńı posledńıch hodnot do jedné z rovnic dostaneme

(x3)2 + (y3)2 = 0.9999.

Chyba je řádově 10−4. Pokud je tato přesnost postačuj́ıćı, ukončujeme výpočet, pokud
ne, pokračuje dále ve výpočtech.

Př́ıklad 5.4. Metodou prosté iterace najděte řešeńı soustavy

x = 0.2 + 0.1(−xy2 + 3x),

y = 0.6 + 0.1(x2y3 − 2y),

které lež́ı v oblasti Ω = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}.
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Řešeńı. Nejdř́ıve si ověř́ıme prvńı podmı́nku věty 5.1, tj. že Φ(Ω) ⊂ Ω.

0 ≤ 0.2 + 0.1(−xy2 + 3x) ≤ 1,

0 ≤ 0.6 + 0.1(x2y3 − 2y) ≤ 1.

Potom

Φ′(X) =

(
−0.1y2 + 0.3 −0.2xy
−0.2xy3 −0.3x2y2 − 0.2

)
.

Urč́ıme si odhad ‖Φ′(X)‖ v řádkové normě a dostaneme

‖Φ′(X)‖ = max
x,y∈<0;1>

{| − 0.1y2 + 0.3|+ |0.2xy|, |0.2xy3|+ | − 0.3x2y2 − 0.2|}

≤ max{0.3 + 0.2, 0.2 + 0.5} = 0.7.

Máme splněnu druhou podmı́nku věty 5.1. Protože máme zaručenou konvergenci metody,
můžeme iterovat. Voĺıme x0 = y0 = 0 a postupně dostáváme výsledky, které si opět zaṕı̌seme
do tabulky

k x y

0 0 0
1 0,2 0,6
2 0,2528 0,479136
3 0,270036 0,503402
. . . . . . . . .
8 0,275882 0,499209
9 0,27589 0,499211

.

Rozd́ıl posledńıch dvou iteraćı je řádově 10−5. Pokud je tato přesnost je postačuj́ıćı, ukončujeme
výpočet, pokud ne, pokračuje dále v iterováńı.

5.3 Newtonova metoda

Mějme soustavu F(X) = O, kde vektorová funkce F je diferencovatelná v oblasti D.
Potom rozvojem do Taylorovy řady v okoĺı bodu X0 = (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) dostaneme

F(X) = F(X0) + F ′(X0)(X −X0) + . . . ,

kde F ′ =


∂F1

∂x1

∂F1

∂x2
. . . ∂F1

∂xn
. . . . . .
∂Fn

∂x1
∂Fn

∂x2
. . . ∂Fn

∂xn

 ,

je Jakobián funkce F , resp. v souřadnićıch pro i = 1, 2, . . . , n

Fi(X) = Fi(X0) +
n∑
j=1

∂Fi(X0)

∂xj
(xj − x0

j) + . . .



126 Soustavy nelineárńıch rovnic

Zanedbáńım vyšš́ıch řád̊u pak dostaneme soustavu

F(X) ≈ F(X0) + F ′(X0)(X −X0).

Předpokládáme, že F(X) = O. Je-li F ′ regulárńı, potom má soustava jediné řešeńı

X1 = X0 − (F ′(X0))−1F(X0).

Jestliže je F ′ regulárńı v bodě X1, postup opakujeme. Máme tak definovaný iteračńı
proces

Xn+1 = Xn − (F ′(Xn))−1F(Xn).

Problémy nastávaj́ı vždy s určeńım inverzńı matice. Vezmeme si nejjednodušš́ı př́ıpad:
F(X) = O je soustava dvou rovnic o dvou neznámých. Mějme

F1(x, y) = 0,

F2(x, y) = 0.

Necht’ F1, F2 jsou diferencovatelné v oblasti D. Potom rozvoj do Taylorovy řady nám
v okoĺı bodu (xk, yk) dává pro i = 1, 2

Fi(x, y) = Fi(xk, yk) +
∂Fi(xk, yk)

∂x
(x− xk) +

∂Fi(xk, yk)

∂y
(y − yk) + . . .

a opět zanedbáme členy vyšš́ıch řád̊u a dostaneme aproximaci lineárńı funkćı.

F(X) ≈ F(Xk) + F ′(Xk)(X −Xk),

kde F ′ je Jacobián funkce F ,

F ′(X) =

(
∂F1

∂x
∂F1

∂y
∂F2

∂x
∂F2

∂y

)
, (X −Xk) =

(
x− xk
y − yk

)
.

Je-li F ′ regulárńı v okoĺı bodu Xk, má naše soustava jediné řešeńı Xk+1.

Xk+1 = Xk −
(
F ′(Xk)

)−1(F(Xk)
)
,

resp. v souřadnićıch(
xk+1

yk+1

)
=

(
xk
yk

)
− 1

detF ′(Xk)

(
∂F2

∂y
−∂F1

∂y

−∂F2

∂x
∂F1

∂x

)(
F1(xk, yk)
F2(xk, yk)

)
.

Zde jsme využili vzorce z algebry: Pro ad− bc 6= 0 plat́ı(
a b
c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
.

Výpočet ukonč́ıme při splněńı podmı́nky ‖Xk+1 −Xk‖ < ε.
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Př́ıklad 5.5. Určete řešeńı soustavy rovnic:

F1(x, y) = x2 − 0.4x+ y2 − 4 = 0,

F2(x, y) = x2y + y − 1 = 0.

Řešeńı.
∂F1

∂x
= 2x− 0.4,

∂F1

∂y
= 2y,

∂F2

∂x
= 2xy,

∂F2

∂y
= x2 + 1,

|F ′| =
∣∣∣∣ 2x− 0.4 2y

2xy x2 + 1

∣∣∣∣ = (x2 + 1)(2x− 0.4)− 4xy2 =

= 2x3 + 2x− 0.4x2 − 0.4− 4xy2.

Provedeme separaci kořen̊u a dostaneme x ∈ (2; 3), y ∈ (0; 1). Pro určeńı oblasti D si
stač́ı uvědomit, že F1(x, y) = 0 je rovnićı kružnice a y nemůže nabývat záporných hodnot.
Rovnice F2(x, y) = 0 si můžeme upravit na tvar y(x2 + 1) = 1, odkud už plyne, že y ≥ 0.
|F ′(2.2; 0.2)| = 23.008. V okoĺı tohoto bodu je derivace nenulová, tj. můžeme zač́ıt iterovat
podle vztah̊u:

xk+1 = xk −
(x2

k + 1)(x2
k − 0.4xk + y2

k − 4)− 2yk(x
2
kyk + yk − 1)

2x3
k + 2xk − 0.4x2

k − 0.4− 4xky2
k

,

yk+1 = yk −
(−2xkyk)(x

2
k − 0.4xk + y2

k − 4) + (2xk − 0.4)(x2
kyk + yk − 1)

2x3
k + 2xk − 0.4x2

k − 0.4− 4xky2
k

.

Poznámka 5.6. Newtonovou metodou můžeme určit i kořen komplexńı rovnice f(z) = 0.
Necht’ z = x+ jy, Re f = u(x, y), Im f = v(x, y), potom máme soustavu dvou rovnic

u(x, y) = 0,

v(x, y) = 0,

kterou řeš́ıme podle výše uvedených vztah̊u.

Př́ıklad 5.7. Newtonovou metodou řešte soustavu

f1 : x2 + y2 + 2x− 3 = 0,

f2 : x2 + y2 − 4y − 5 = 0.

Řešeńı. Nejdř́ıve ovedeme separaci kořen̊u. Uprav́ıme si prvńı rovnici, tj. doplńıme ji na úplný
kvadrát.

x2 + 2x+ y2 − 3 = 0,

(x+ 1)2 − 1 + y2 − 3 = 0,
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(x+ 1)2 + y2 = 4.

Dostali jsme rovnici kružnice se středem S = (−1; 0) a poloměrem r = 2. Analogicky pro druhou
rovnici dostaneme

x2 + y2 − 4y − 5 = 0,

x2 + (y − 2)2 − 4− 5 = 0,

x2 + (y − 2)2 = 9.

Dostali jsme rovnici kružnice se středem S = (0; 2) a poloměrem r = 3. Grafickou metodou
odhadneme polohu kořen̊u

Ω = {0.8 < x < 0.9, −0.9 < y < −1}.

Urč́ıme si matici inverzńı

F ′(X) =

(
2(x+ 1) 2y

2x 2(y − 2)

)
,

Sestav́ıme si iteračńı rovnice

xk+1 = xk +
1

2(yk − 2xk)− 4
[ykf2 − (yk − 2)f1],

yk+1 = yk +
1

2(yk − 2xk)− 4
[xkf1 − (xk + 1)f2].

Protože máme zaručenou konvergenci metody, můžeme iterovat, přičemž výsledky si opět
zaṕı̌seme do tabulky

k x y

0 0.8 -0.9
1 0.8111 -0.9056
2 0.7889 -0.8845
. . . . . . . . .

.

Výpočet ukonč́ıme v závislosti na požadované přesnosti.

Př́ıklad 5.8. Newtonovou metodou řešte soustavu

f(x, y) : x3 − xy2 − 1 = 0,

g(x, y) : y3 − 2x2y + 2 = 0.

Řešeńı. Odhadneme polohu kořen̊u. Ze tř́ı kořen̊u si vybereme levý horńı, který lež́ı v oblasti

Ω = {−2 ≤ x ≤ −1, 1 ≤ y ≤ 2}.

Výpočet ukonč́ıme, když

max{|f(xk+1, yk+1)|, |g(xk+1, yk+1)|} < 10−5.

Voĺıme x0 = −1, y0 = 1 a dostaneme
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k x y

0 -1 1
1 -1.5 2
2 -1.379562 1.673966
3 -1.392137 1.629879
4 -1.394072 1.631182
5 -1.394069 1.631182

.

Všimněte si, že v okoĺı kořene x = −1.39407, y = 1.63118 je konvergence velmi rychlá.

Př́ıklad 5.9. Newtonovou metodou řešte soustavu

ex
2+y2 − 1 = 0,

ex
2−y2 − 1 = 0.

Řešeńı. Je zřejmé, že řešeńı je x = 0, y = 0.

Pokud zvoĺıme počátečńı bod jako x0 =

(
0.1
0.1

)
, potom po 15 iteraćıch dostaneme řešeńı x =

= 0.61 · 10−5, y(15) = 0.61 · 10−5.

Pokud zvoĺıme počátečńı bod jako x0 =

(
10
10

)
, potom dostaneme řešeńı po 220 iteraćıch.

Pokud zvoĺıme počátečńı bod jako x0 =

(
20
20

)
, potom nám bude Newtonova metoda havarovat.

5.4 Gradientńı metoda

Necht’ f̄(x̄) = (f1(x̄), f2(x̄), . . . , fn(x̄)), kde x̄ = (x1, x2, . . . , xn), n ≥ 2. Soustava rovnic

f̄(x̄) = O, (5.1)

je ekvivalentńı jedné rovnici
Ψ(x̄) = O, (5.2)

kde Ψ(x̄) = f 2
1 (x̄) + f 2

2 (x̄) + · · ·+ f 2
n(x̄).

Je zřejmé, že řešeńım rovnice (5.2) budou body nulových minim funkce

Ψ(x̄) = Ψ(x1, x2, . . . , xn).

Předpokládejme, že funkce Φ(x̄) je dvakrát spojitě diferencovatelná v oblasti D, která
obsahuje izolované řešeńı x̄∗ = (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n). Necht’ v okoĺı x̄∗ jsou vrstevnice funkce Ψ

ve tvaru (viz obr. DOPLNIT)

Voĺıme počátečńı aproximaci x̄0 a hledáme minimum funkce

Ψ
(
x̄0 − λ gradΨ

(
x̄0
))
,
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která záviśı pouze na jedné proměnné - parametru λ.

Prakticky hledáme minimálńı kladný kořen λ = λ0 rovnice

d

dλ
Ψ
(
x̄0 − λ gradΨ

(
x̄0
))

= 0.

Polož́ıme
x̄1 = x̄0 − λ0gradΨ(x̄0)

a obecně
x̄k = x̄k−1 − λk−1gradΨ(x̄k−1), (5.3)

k = 1, 2, . . . , kde λk−1 je minimálńı kladný kořen rovnice

d

dλ
Ψ
(
x̄k−1 − λ gradΨ

(
x̄k−1

))
= 0.

Konvergenci postupných aproximaćı (5.3) k řešeńı x∗ rovnice (5.2) ale nemáme obecně
zajǐstěnu, protože můžeme dokonvergovat k bodu lokálńıho minima a ne globálńıho, které
hledáme. Proto je nutné prověřit výsledek, zda se jedná o lokálńı nebo globálńı minimum.

Pojmy k zapamatováńı

– V aplikaćıch se často vyskytuj́ı soustavy rovnic a to lineárńıch i nelineárńıch.

– Zabývali jsme se hledáńım řešeńı soustav nelineárńıch rovnic. Ukázali jsme si podmı́nky,
které nám zaručuj́ı konvergenci prosté iteračńı metody a Newtonovy metody pro soustavy
nelineárńıch rovnic.

– Zabývali jsme se rychlost́ı konvergence těchto metod a možnost́ı odhadu chyby po k-tém
kroku iterace.

– Všechny tyto podmı́nky a odhady vycházej́ı z Banachovy věty o pevném bodu.

Kontrolńı otázky

1. Co rozumı́me pojmem soustava nelineárńıch rovnic?

2. Odkud vyplývaj́ı podmı́nky řešitelnosti soustavy nelineárńıch rovnic?

3. Které soustavy nelineárńıch rovnic neumı́me řešit?

5.5 Cvičeńı

Maplety

Př́ıklady pro samostatnou práci jsou uvedeny v samostatné sb́ırce př́ıklad̊u. Pomoćı
následuj́ıćıch maplet̊u si můžete usnadnit některé d́ılč́ı výpočty, nebo zkontrolovat jejich
správnost.
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1. Parciálńı derivace

2. Řešeńı soustav lineárńıch rovnic

http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/parcialniDerivace.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SoustavaLinRovnic.html
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6 Řešeńı obyčejných diferenciál-
ńıch rovnic.

Pr̊uvodce studiem

Matematicky popisujeme věťsinu fyzikálńıch a technických děj̊u pomoćı diferenciálńıch rovnic. Pokud
je popisovaný děj funkćı jedné proměnné, jde p̌ri popisu o obyčejné diferenciálńı rovnice. Pouze malou
část z nich jsme schopni řešit analyticky, tj. vyjáďrit řešeńı v explicitńım tvaru y = f(x) nebo v
implicitńım tvaru F (x, y) = 0.

Základńı pojmy o obyčejných diferenciálńıch rovnićıch jste měli v p̌redmětu Matematika 2. Podrobněji
jste se mohli seznámit s teoríı obyčejných diferenciálńıch rovnic ve volitelném p̌redmětu Diferenciálńı
rovnice v elektrotechnice.

Ćılem této kapitoly je seznámit čtená̌re s numerickými metodami řešeńı obyčejných diferenciálńıch
rovnic. Numerické řešeńı hledáme tehdy, když nejsme schopni nalézt analytické řešeńı nebo pokud
by jeho nalezeńı zabralo p̌ŕılǐs mnoho času, p̌ŕıpadně bylo pro nás p̌ŕılǐs obt́ıžné.

Nejďŕıve si p̌ripomeneme základńı pojmy z teorie diferenciálńıch rovnic. Zformulujeme si znovu
Cauchyovu úlohu. Zopakujeme si analytické řešeńı vybraných typ̊u obyčejných diferenciálńıch rovnic.

Poté p̌rejdeme k numerickým metodám. Začneme u jednokrokových metod. Budeme se zabývat
Eulerovou metodou a jej́ımi modifikacemi a metodou Rungeho-Kutty. Zḿıńıme se i o stabilitě řešeńı.
V této části p̊ujde o opakováńı z p̌redmětu Matematika 3.

Pak se zamě̌ŕıme na v́ıcekrokové metody. Probereme si Adamsovy metody, metody prediktor-korektor
a prediktor-modifikátor-korektor.

Všechny metody budou založeny na diskretizaci proměnné. Nebudeme hledat spojitou funkci, která
vyhovuje dané rovnici, ale diskrétńı funkci, která bude definována pouze na konečném počtu bod̊u a
bude se v limitě bĺıžit k p̌resnému řešeńı.

Ćıle

Po prostudováńı této kapitoly budete schopni:

• Zformulovat základńı úlohu teorie diferenciálńıch rovnic.

• Př́ımým výpočtem řešit vybraté typy rovnic.

• Zvládat numerické řešeńı diferenciálńıch rovnic a to jak pomoćı jednokrokových metod, tak
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i pomoćı v́ıcekrokových metod.

• Umět rozhodnout o ukončeńı výpočtu po dosažeńı zadané přesnosti.

• Rozhodnout o stabilitě rovnice.

6.1 Cauchyova úloha.

Řád diferenciálńı rovnice je definován jako řád nejvyšš́ı derivace neznámé funkce, která
se v rovnici vyskytuje. My se nejdř́ıve budeme věnovat rovnićım prvńıho řádu.

Na intervalu [a, b] máme řešit diferenciálńı rovnici prvńıho řádu

y′(x) = f(x, y) (6.1)

s počátečńı podmı́nkou
y(x0) = y0, x0 ∈ [a, b]. (6.2)

Nejčastěji se bere x0 = a.

Definice 6.1. Úloha (6.1), (6.2) se nazývá počátečńı úloha (nebo Cauchyova úloha).

Věta 6.2. Picardova věta - o existenci a jednoznačnosti řešeńı.
Mějme oblast D = {(x, y) : |x− x0| ≤ p, |y − y0| ≤ q}. Necht’

1. f(x, y) je spojitá v D pro obě proměnné a tedy je v D ohraničená, t.j.
∀(x, y) ∈ D : |f(x, y)| ≤M, M je kladná konstanta.

2. f(x, y) splňuje v D Lipschitzovu podmı́nku |f(x, y) − f(x, u)| ≤ L|y − u|, kde L je
kladná konstanta a (x, y), (x, u) jsou libovolné body z D.

Potom má úloha (6.1), (6.2) právě jedno řešeńı, které je spojité a spojitě diferencovatelné

na intervalu |x − x0| < h, h = min{p, q
M
} a při těchto hodnotách je |y − y0| ≤ q, t.j.

z̊ustává v D.

Poznámka 6.3. Podmı́nka 2 věty 6.2 bude splněna automaticky, jestliže budou v D
spojité a tedy i ohraničené parciálńı derivace funkce f(x, y) podle y pro libovolný bod
(x, y) ∈ D, t.j. ∣∣∣∣∂f(x, y)

∂y

∣∣∣∣ ≤ K, K > 0.

Velmi často se vyskytuj́ı úlohy, při nichž je funkce f(x, y) spojitá a diferencovatelná, ale
parciálńı derivace podle y jsou neohraničené. Potom je existence a hlavně jednoznačnost
řešeńı garantována pouze v nějakém okoĺı bodu x0, které může být velmi malé.

Př́ıklad 6.4. Mějme dánu rovnici

y′ = 2
√
y, (y ≥ 0).



134 Řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic.

Potom pro y 6= 0 máme
y′

2
√
y

= 1 ⇒ (
√
y)′ = 1.

Integraćı dostaneme
|√y| = x+ C,

a po odstraněńı absolutńı hodnoty máme

√
y = x+ C, kde x+ C > 0 a tedy x > −C,

y =

{
(x+ C)2, x > −C
0 jinak

.

Jde tady o pravé větve parabol.

Při řešeńı jsme vyloučili y = 0. Je třeba prověřit, zda t́ım neztráćıme jedno řešeńı. V našem
př́ıpadě je funkce y = 0 také řešeńım. Je to parciálńı řešeńı.

Pro parciálńı derivace plat́ı

f(x, y) = 2
√
y ⇒ ∂f

∂y
=

1
√
y
,

parciálńı derivace neńı definovaná pro y = 0 a pro y > 0 je derivace neohraničenou
funkćı v okoĺı y = 0. Nemůžeme proto garantovat jednoznačnost pro všechny body osy x.
Naopak, každým bodem (x, 0) procháźı nekonečně mnoho řešeńı.

Př́ıklad 6.5. Rovnice
x(y′)2 − 2yy′ + 4x = 0,

je kvadratická rovnice vzhledem k y′. (Stále se jedná o diferenciálńı rovnici prvńıho řádu.
Řád rovnice určuje nejvyšš́ı řád derivace, ne jej́ı mocnina.) Po jej́ım vyřešeńı dostaneme

y′ =
y ±

√
y2 − 4x2

x
, (6.3)

kde y2 − 4x2 > 0, x2 + y2 6= 0.

Označme y = zx,

kde z = z(x) je nová neznámá funkce. Dosazeńım do (6.3) dostaneme

z′x+ z =
zx±

√
z2x2 − 4x2

x
,

a po úpravě
z′x = ±

√
z2 − 4.

Pro x 6= 0,
√
z2 − 4 6= 0 dostaneme

dz

±
√
z2 − 4

=
dx

x
,
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máme rovnici se separovanými proměnnými a jej́ı integraćı dostaneme

z ±
√
z2 − 4 = Cx,

±
√
z2 − 4 = Cx− z,

z2 − 4 = C2x2 − 2Cxz + z2.

Zpětným dosazeńım z =
y

x
dostaneme

C2x2 − 2Cy + 4 = 0,

což je řešeńı pro
y2 − 4x2 > 0, y > 0,
y2 − 4x2 > 0, y < 0.

(6.4)

V pr̊uběhu výpočtu jsme předpokládali, že x 6= 0, z2− 4 6= 0. Je nutno prověřit, zda nejde
o parciálńı řešeńı. V tomto př́ıpadě ano. A pro y = ±2x neplat́ı jednoznačnost.

Každým bodem v okoĺı bodu (x0, y0), náležej́ıćım do oblasti (6.4), procházej́ı právě dvě

integrálńı křivky a to y = 2x a y =
x2

x0

+ x0. Např. pro y =
1

2
x2 + 2 a y = x2 + 1 máme

společný bod (
√

2, 3).

6.2 Základńı analytické metody.

6.2.1 Lineárńı rovnice

Lineárńı rovnice jsou rovnice ve tvaru

y′ = a(x)y + f(x).

Př́ıklad 6.6. Najděte řešeńı rovnice

y′ + 2y = 4x.

Řešeńı. Rovnici si uprav́ıme na kanonický tvar

y′ = −2y + 4x.

Jedná se o lineárńı nehomogenńı rovnici. Najdeme řešeńı přidružené homogenńı rovnice

y′ = −2y.

dy

y
= −2dx,

ln |y| = −2x+ lnC,

y = C · e−2x.
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Metodou variace konstanty najdeme řešeńı nehomogenńı rovnice.

C ≡ K(x)⇒ y = K(x)e−2x.

Dosazeńım do p̊uvodńı rovnice dostaneme

K ′(x)e−2x +K(x)e−2x(−2) = −2K(x)e−2x + 4x,

K ′(x)e−2x = 4x,

K ′(x) = 4xe2x,

K(x) = 4

∫
xe2xdx =

∣∣∣∣ u = x, u′ = 1
v′ = e2x, v = 1

2e
2x

∣∣∣∣ =

4

[
1

2
xe2x − 1

2

∫
e2xdx

]
= 2xe2x − 2

[
1

2
e2x

]
+ L,

K(x) = 2xe2x − e2x + L.

Dosazeńım do řešeńı homogenńı rovnice dostaneme výsledek

y(x) = K(x)e−2x,

y(x) = Le−2x + 2x− 1.

Př́ıklad 6.7. Najděte řešeńı rovnice

y′ + 2xy = xe−x
2
.

Řešeńı. Rovnici si uprav́ıme na kanonický tvar

y′ = −2xy + xe−x
2
.

Jedná se o lineárńı nehomogenńı rovnici. Najdeme řešeńı homogenńı rovnice

y′ = −2xy.

dy

y
= −2xdx,

ln |y| = −x2 + lnC,

y = C · e−x2 .
Metodou variace konstanty najdeme řešeńı nehomogenńı rovnice.

C ≡ K(x)⇒ y = K(x)e−x
2
.

Dosazeńım do p̊uvodńı rovnice dostaneme

K ′(x)e−x
2

+K(x)e−x
2
(−2x) = −2xK(x)e−x

2
+ xe−x

2
,

K ′(x) = x,

K(x) =
x2

2
+ L.

Dosazeńım do řešeńı homogenńı rovnice dostaneme výsledek

y(x) = K(x)e−x
2
,

y(x) = e−x
2

(
x2

2
+ L

)
.
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6.2.2 Bernoulliho rovnice

Řešeńı Bernoulliho rovnice můžeme hledat bud’ vhodnou substitućı nebo metodou variace kon-
stanty. Jedná se o rovnici

y′ = a(x)y + b(x)yr, r ∈ R, r 6= 1.

Volbou u = y1−r převedeme Bernoulliho rovnici na rovnici lineárńı. Proved’te.

Ukážeme si jiný postup a to použit́ı metody variace konstanty.

Př́ıklad 6.8. Najděte řešeńı rovnice

y′ + 2xy = 2x3y3.

Řešeńı. Rovnici si uprav́ıme na kanonický tvar

y′ = −2xy + 2x3y3,

což je Bernoulliho rovnice. Najdeme řešeńı homogenńı rovnice

y′ = −2xy.

dy

y
= −2xdx,

ln |y| = −x2 + lnC,

y = C · e−x2 .

Metodou variace konstanty najdeme řešeńı Bernoulliho rovnice.

C ≡ K(x)⇒ y = K(x)e−x
2
.

Dosazeńım do p̊uvodńı rovnice dostaneme

K ′(x)e−x
2

+K(x)e−x
2
(−2x) = −2xK(x)e−x

2
+ 2x3K3(x)e−3x2 ,

K ′(x)e−x
2

= 2x3K3(x)e−3x2 ,

K ′(x) = 2x3K3(x)e−2x2 ,

dK

K3(x)
= 2x3e−2x2dx.

Budeme integrovat každou stranu rovnice samostatně:∫
dK

K3(x)
=

∫
K−3(x)dK =

K−2(x)

−2
.

∫
2x3e−2x2dx =

∣∣∣∣ x2 = t,
2xdx = dt

∣∣∣∣ =

∫
te−2tdt =

∣∣∣∣ u = t, u′ = 1
v′ = e−2t, v = 1

−2e
−2t

∣∣∣∣ =

−1

2
te−2t +

1

2

∫
e−2tdx = −1

2
te−2t − 1

4
e−2t + L = −1

2
x2e−2x2 − 1

4
e−2x2 + L.
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Kde L je integračńı konstanta. Dostali jsme

K−2(x)

−2
= −1

2
x2e−2x2 − 1

4
e−2x2 + L,

1

K2(x)
= x2e−2x2 +

1

2
e−2x2 +M,

kde M = −2L je konstanta. Dosazeńım do řešeńı homogenńı rovnice dostaneme výsledek

y(x) = K(x)e−x
2
,

y2(x) = K2(x)e−2x2 ,

1

y2
=

1

K2(x)e−2x2
,

1

y2
=

e2x2

K2(x)
,

1

y2
= x2 +

1

2
+Me2x2 .

Př́ıklad 6.9. Najděte řešeńı rovnice

xy′ + y = y2. lnx.

Řešeńı. Rovnici si uprav́ıme na kanonický tvar

y′ = −1

x
y +

lnx

x
y2.

Máme Bernoulliho rovnici. Najdeme řešeńı homogenńı rovnice

y′ = −1

x
y.

dy

y
= −1

x
dx,

ln |y| = − lnx+ lnC,

y =
C

x
.

Metodou variace konstanty najdeme řešeńı Bernoulliho rovnice.

C ≡ K(x)⇒ y =
K(x)

x
.

Dosazeńım do p̊uvodńı rovnice dostaneme

K ′(x)
1

x
+K(x)

−1

x2
= −1

x

K(x)

x
+

lnx

x

K2(x)

x2
,

K ′(x) =
lnx

x2
K2(x),
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dK

K2(x)
=

lnx

x2
dx.

Budeme integrovat každou stranu rovnice samostatně:∫
dK

K2(x)
=

∫
K−2(x)dK =

K−1(x)

−1
= − 1

K(x)
.

∫
lnx

x2
dx =

∣∣∣∣ u = lnx, u′ = 1
x

v′ = x−2, v = −x−1

∣∣∣∣ =

− lnx

x
+

∫
1

x2
dx = − lnx

x
− 1

x
+ L

Dostali jsme

− 1

K(x)
= − lnx

x
− 1

x
+ L.

Dosazeńım do řešeńı homogenńı rovnice dostaneme výsledek

1

y(x)
=

x

K(x)
,

1

y(x)
= x

(
lnx

x
+

1

x
+ L

)
,

y(x)(lnx+ 1 + Lx) = 1.

6.2.3 Exaktńı rovnice

Rovnice P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0 se nazývá exaktńı diferenciálńı rovnice, jestliže P a Q jsou
funkce dvou promenných, které jsou spojité a maj́ı spojité parciálńı derivace prvńıho rádu v
nejaké obdélńıkové oblasti R = {(x, y) ∈ R2 : a < x < b, c < y < d}, kde a, b, c, d jsou konstanty,
a plat́ı ∂P

∂y = ∂Q
∂x . Potom exaktńı rovnice je totálńım diferenciálem nějaké funkce F , kterou

nazýváme kmenovou funkćı..

Př́ıklad 6.10. Najděte řešeńı rovnice

(2x3 − xy2)dx+ (2y3 − x2y)dy = 0.

Řešeńı. Máme
P (x, y) = 2x3 − xy2, Q(x, y) = 2y3 − x2y.

Potom
Py = −2xy, Qx = −2xy.

Protože Py = Qx, jde o exaktńı rovnici. Budeme hledat jej́ı kmenovou funkci.

dF (x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy,

F (x, y) =

∫
P (x, y)dx =

∫
(2x3 − xy2)dx =

1

2
x4 − 1

2
x2y2 + C(y).
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Potom
Fy = −x2y + C ′(y).

A současně Fy = Q.
−x2y + C ′(y) = 2y3 − x2y,

C ′(y) = 2y3,

C(y) =
1

2
y4.

Kmenová funkce má tedy tvar

F (x, y) =
1

2
x4 − 1

2
x2y2 +

1

2
y4

a obecné řešeńı je tvaru
x4 − x2y2 + y4 = L,

kde L je konstanta.

Př́ıklad 6.11. Najděte řešeńı rovnice

xdy

x2 + y2
−
(

y

x2 + y2
− 1

)
dx = 0

Řešeńı. Máme

P (x, y) = −
(

y

x2 + y2
− 1

)
, Q(x, y) =

x

x2 + y2
.

Potom

Py = −x
2 + y2 − 2y2

(x2 + y2)2
= − x2 − y2

(x2 + y2)2
, Qx =

x2 + y2 − 2x2

(x2 + y2)2
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
.

Protože Py = Qx, jde o exaktńı rovnici. Budeme hledat jej́ı kmenovou funkci.

dF (x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy,

F (x, y) =

∫
P (x, y)dx = −

∫ (
y

x2 + y2
+ 1

)
dx =

= −
∫  y

y2

(
x2

y2
+ 1

) + 1

 dx = −1

y

∫
1

x2

y2
+ 1

dx−
∫
dx = − arctanx− x+ C(y).

Potom

Fy = − 1

1 +
x2

y2

−x
y2

+ C ′(y).

Fy =
x

x2 + y2
+ C ′(y).

A současně Fy = Q.
x

x2 + y2
+ C ′(y) =

x

x2 + y2
,
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C ′(y) = 0,

C(y) = K.

Kmenová funkce má tedy tvar

F (x, y) = x+ arctan
x

y

a obecné řešeńı je tvaru

x+ arctan
x

y
= L,

kde L je konstanta.

6.3 Jednokrokové metody

Numerické metody, kterými se budeme zabývat, nebudou rozlǐsovat, zda řešeńı existuje
či neexistuje, ani zda je jednoznačné či nikoliv. Proto je třeba předem provést prověrku
podmı́nek věty 6.2.

My budeme vždy předpokládat, že jsou splněny podmı́nky věty 6.2 a že hledáme řešeńı
diferenciálńı rovnice, které existuje a je jednoznačné.

Princip hledáńı numerického řešeńı počátečńı úlohy y′ = f(x, y(x)), y(x0) = y0 znáte
z předmětu Matematika 3. Pro připomenut́ı, na obrázku 6.1 vid́ıme přesné řešeńı difer-
enciálńı rovnice, které je vykresleno plnou černou čarou a přibližné hodnoty řešeńı v
uzlových bodech, vyznačené kroužky nad / pod přesným řešeńım.

x

y

0 x0 x1 x2 x3 . . . xn−1 xn

y0

y1

y2

y3

yn−1

yn

y(x0)
y(x1)

y(x2)
y(x3)

y(xn−1)
y(xn)

h1 h2 h3 hn

y(x)

Obr. 6.1: Princip numerického řešeńı počátečńı úlohy y′ = f(x, y), y(x0) = y0;
y(x) je přesné řešeńı
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6.3.1 Diferenčńı metody řešeńı Cauchyovy úlohy založené na
diskretizaci proměnné.

Definice 6.12. Body xi : a = x0 < x1 < · · · < xn = b nazveme uzly śıtě, hi = xi+1 − xi
je krok śıtě. Je-li hi = h = Konst., pak mluv́ıme o pravidelné śıti, tj. śıti s ekvidistantńımi
uzly.

Definice 6.13. Numerickým řešeńım úlohy (6.1), (6.2) rozumı́me určeńı hodnot y0, y1,
. . . , yn, které aproximuj́ı hodnoty y(x) v uzlových bodech, t.j. yi ≈ y(xi), i = 1, 2, . . . , n.

Takto źıskanou diskrétńı funkci pak můžeme převést na spojitou funkci některou ze
známých metod, jako je třeba interpolačńı polynom, splajn, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u
atd.

Necht’ yi+1 = yi +4yi.

Definice 6.14. Jestliže 4yi = ϕ(xi, yi, hi), pak jde o jednokrokovou metodu.
Jestliže 4yi = ϕ(xi, yi, hi, xi−1, yi−1, hi−1, . . . , xi−k, yi−k, hi−k), k > 1 pak jde o
v́ıcekrokovou metodu.

Konvergenci metody chápeme takto:

lim
hi→0

yi = y(xi), pro i = 0, 1, . . . , n− 1,

pak ř́ıkáme, že numerické řešeńı konverguje k teoretickému.

Určit chybu metody a řád konvergence vyžaduje dodatečný matematický aparát, a proto
tuto problematiku vynecháme. Kontrola se provád́ı nejčastěji metodou polovičńıho kroku
tak, že srovnáváme hodnoty

yh(xi) a yh
2
(x2i),

kde yh(xi) je hodnota funkce y v bodě xi = x0 + ih pro krok h, i = 1, . . . , n a yh
2
(x2i) je

hodnota funkce y ve stejném bodě xi = x0 + 2i
h

2
pro krok

h

2
, i = 1, . . . , n.

6.3.2 Eulerova metoda

Eulerova 1 metoda pro slouž́ı k řešeńı úlohy y′ = f(x, y), y(a) = y0 na intervalu [a, b].

Označ́ıme si yi = y(xi), hi = xi+1 − xi, h =
b− a
n

. Potom z Taylorova rozvoje, po

1 L. Euler (1707 – 1783) švýcarskě matematik, fyzik, astronom, mechanik. Jeden z nejvýznamněǰśıch
matematik̊u všech dob. V letech 1741 – 1766 p̊usobil v Berĺıně, v letech 1727 – 1741 a 1766 – 1783
p̊usobil v Petrohradu v Rusku. Zabýval se prakticky všemi př́ırodńımi vědami, ve kterých bylo v jeho
době možné aplikovat matematiku. Je autorem přes 860 praćı. Přes polovinu jich diktoval už jako slepý.
Věnoval se výrazně analýze, vybudoval trigonometrii prakticky do dnešńı podoby, vytvořil analytickou
teorii č́ısel, zavedl komplexńı funkce, stoj́ı u zrodu teorie graf̊u,. . . . Byl vynikaj́ıćım počtářem a zpracoval
řadu numerických metod.
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zanedbáńı vyšš́ıch řád̊u, dostaneme

yi+1 = yi + hif(xi, yi), i = 0, 1, . . . , n− 1. (6.5)

Pro hi → 0 posloupnost {yi} konverguje k přesnému řešeńı. Geometrický smysl této
metody - viz obrázek 6.2.

x

y

x0 x1 x2 x3 x4

y0
y1 y3

y4

y2

O

y = y(x)

Obr. 6.2: Přibližné řešeńı diferenciálńı rovnice Eulerovou metodou

Př́ıklad 6.15. Eulerovou metodou s krokem h = 0.1 řešte na intervalu [1, 1.5] úlohu

y′ = y + (1 + x)y2, y(1) = −1.

Řešeńı. Je uvedeno v tabulce:

i xi yi f(xi, yi)
0 1 -1 1
1 1.1 -0.9 0.801
2 1.2 -0.8199 0.659019
3 1.3 -0.753998 0.553582
4 1.4 -0.698640 0.47294
5 1.5 -0.651361
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Eulerova metoda je nejjednodušš́ı numerickou metodou pro řešeńı diferenciálńıch rovnic. I

když se již v praxi př́ılǐs nepouž́ıvá, hlavně pro jej́ı malou přesnost, jej́ı význam proto neńı

menš́ı. Je předevš́ım pro svou jednoduchost východiskem mnoha teoretických úvah a dále jej́ım

zobecňováńım můžeme dostat nové přesněǰśı metody.

Prvńı modifikace Eulerovy metody

Mı́sto vzorce (6.5) použijeme

yi+1 = yi + hf(xi +
h

2
, yi +

h

2
f(xi, yi))

Geometrická interpretace je zřejmá z obrázku 6.3

x

y

xn xn + h/2 xn+1

yn

yn+1

P

Obr. 6.3: Prvńı modifikace Eulerovy metody

Druhá modifikace Eulerovy metody

Mı́sto vzorce (6.5) použijeme

yi+1 = yi +
1

2
h(f(xi, yi) + f(xi + h, yi + hf(xi, yi)))

Geometrická interpretace plyne z obrázku 6.4 .

Existuj́ı i daľśı varianty metody, které si však už nebudeme odvozovat, jen si u každé z
nich uvedeme vzorec pro výpočet:

1. Eulerova metoda vpřed. Je to metoda se kterou jsme zač́ınali.

yn+1 = yn + hfn.
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x

y

xn xn+1

yn

yn+1

P1

P2

Obr. 6.4: Druhá modifikace Eulerovy metody

2. Eulerova metoda vzad

yn+1 = yn + hfn+1.

3. Crank-Nicolsonova metoda

yn+1 = yn +
h

2
[fn + fn+1] .

4. Heumova metoda

yn+1 = yn +
h

2
[fn + f (xn+1, yn + hfn)] .

6.3.3 Metody Rungeho – Kuttovy

Metody Rungeho – Kuttovy 1 jsou dány rekurentńımi vztahy

yj+1 = yj + hi

r∑
i=1

αiki, j = 0, 1, . . . , n− 1.

kde k1 = f(xj, yj), ki = f(xj+λihj, yj+µihjki−1), i > 1. Na každém kroku se vypoč́ıtávaj́ı
hodnoty ki a pomoćı nich se určuje hodnota př́ır̊ustku. Poté se výpočet opakuje. Tyto vzta-
hy se odvozuj́ı z Taylorova rozvoje pro přesný relativńı př́ır̊ustek a pro jeho přibližnou
hodnotu. To vede na soustavu rovnic, která má nekonečně mnoho řešeńı. Vhodnou vol-
bou parametr̊u pak źıskáme jednotlivé typy metody. Obě modifikace Eulerovy metody je
možné źıskat i t́ımto postupem. Odvozeńı viz např. [17], str.107, [3], str. 353 — 358.

1 K. D. T. Runge (1856 – 1927) německý matematik a fyzik. Prvńı profesor aplikované matematiky
v Německu.
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Nejčastěji se použ́ıvá Rungeho – Kuttova metoda 4.̌rádu. Jej́ı tvar pro ekvidistantńı uzly
je:

yj+1 = yj +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4),

k1 = hf(xj, yj),

k2 = hf(xj +
h

2
, yj +

k1

2
),

k3 = hf(xj +
h

2
, yj +

k2

2
),

k4 = hf(xj + h, yj + k3).

Př́ıklad 6.16. Rungeho – Kuttovou metodou řešte

y′ = y − 2x

y
, y(0) = 1, h = 0.2, a = 0, b = 1.

Řešeńı.

Analytické řešeńı je y =
√

2x+ 1.

Numerické řešeńı je uvedeno v tabulce.

j x y ki př́ır̊ustek
0 0 1 k1 = 0.2

0.1 1.1 k2 = 0.1838
0.1 1.0918 k3 = 0.1817
0.2 1.1817 k4 = 0.1686

∆y = 0.1832
1 0.2 1.1832 k1 = 0.1690

0.3 1.2677 k2 = 0.1589
0.3 1.2626 k3 = 0.1575
0.4 1.3407 k4 = 0.1488

∆y = 0.1584
2 0.4 1.3416 . . .

Sami si dopoč́ıtejte a srovnejte numerické řešeńı s analytickým.

Př́ıklad 6.17. Cauchyovu úlohu

y′ = x2 +
1

10
y2, y(0) = 0, a = 0, b = 1,

řešte postupně Eulerovou metodou, prvńı a druhou modifikaćı Eulerovy metody a metodou
Rungeho-Kuttovou, výsledky srovnejte.

Přesné řešeńı je y(1) = 0.334930314854697.
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Řešeńı. Numerické řešeńı je uvedeno v tabulce. V prvńım sloupci je uvedeno na kolik d́ıl̊u
děĺıme interval [0; 1]. Jednotlivými metodami jsme se už zabývali, proto je v daľśıch sloupćıch
vždy uvedena až konečná hodnota yn(1), źıskaná dannou metodou.

n EM 1.mEM 2.mEM R-K

5 0.240284311 0.331333136 0.341556796 0.334932164
10 0.285738187 0.334026264 0.336596144 0.334930446
20 0.309855335 0.334703844 0.335348142 0.334930324
50 0.324783702 0.334894044 0.334997310 0.334930315
100 0.329837423 0.334921244 0.334947076 0.334930315
200 0.332378958 0.334928047 0.334934507 0.334930315
500 0.333908592 0.334929952 0.334930986 0.334930315

Povšimněte si rychlosti konvergence u jednotlivých metod.

Daľśı často už́ıvanou numerickou metodou Rungeho-Kuttova typu je tzv. tř́ıosminové
pravidlo. Jeho tvar pro ekvidistantńı uzly je:

yn+1 = yn +
h

8
(k1 + 3k2 + 3k3 + k4),

k1 = f(xn, yn),

k2 = f(xj +
h

3
, yn +

h

3
k1),

k3 = f(xn +
2h

3
, yn −

h

3
k1 + hk2),

k4 = f(xn + h, yn + h(k1 − k2 + k3)).

Jinou variantou metod Rukgeho-Kuttova typu je Ralstonova metoda

yi+1 = yi +
1

9
h(2k1 + 3k2 + 4k3),

k1 = f(xi, yi),

k2 = f(xi +
1

2
h, yi +

1

2
hk1),

k3 = f(xi +
3

4
h, yi −

3

4
hk2).

6.4 Stabilita

Metody typu Rungeho-Kuttovy jsou relativně přesné a maj́ı vyhovuj́ıćı rychlost konvergence.
Ale i zde se mohou vyskytout problémy:

Př́ıklad 6.18. Na intervalu [a, b] hledáme řešeńı úlohy

y′ = 5y − x2 + 0.4x, y(a = 0) = 0.
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Řešeńı. Analytickým řešeńım této úlohy je funkce y(x) = 0.2x2. Při numerickém řešeńı
Rungeho-Kuttovou metodou dostaneme postupně pro krok h = 0.2 a h = 0.1:

x y(x)

0.0 0.0
0.2 0.01
0.4 0.03
0.6 0.07
0.8 0.12
1.0 0.19
1.2 0.25
1.4 0.29
1.6 0.23
1.8 -0.12
2.0 -1.27
2.2 -4.64
2.4 -14.04

x y(x)

0.0 0
0.1 0
0.2 0.01
0.3 0.02
0.4 0.03
0.5 0.05
0.6 0.07
0.7 0.10
0.8 0.13
0.9 0.16
1.0 0.2
1.1 0.24
1.2 0.28
1.3 0.33
1.4 0.38
1.5 0.44
1.6 0.49
1.7 0.54
1.8 0.58
1.9 0.62
2.0 0.62
2.1 0.59
2.2 0.49
2.3 0.27
2.4 -0.15
2.5 -0.90

Vid́ıme, že velmi brzy budeme v obou př́ıpadech dostávat záporné hodnoty y. Nejde tady o
chybu metody. Důvodem je nestabilita této rovnice.

Pokud budeme mı́t nastavenou automatickou volbou kroku, potom až budeme pracovat s velmi
malým krokem, tak se teprve můžeme vyhnout havarováńı výpočtu.

Mějme lineárńı diferenciálńı rovnici

y′ = p(x)y + q(x),

jej́ım řešeńım je

y(x) = e
∫ x
a p(t)dt

(∫ x

a
q(t)e(−

∫ t
a p(τ)dτ)dt+K

)
.

(Všimněte si, že v př́ıkladu 6.18 se v řešeńı nevyskytuj́ı exponenciály.)

Předpokládejme, že na naši rovnici p̊usob́ı nějaká drobná porucha, popsaná funkćı δ(x),
|δ(x)| � |f(x, y)| ≡ |p(x)y + q(x)|. Potom

y′ = f(x, y) + δ(x) = p(x)y + q(x) + δ(x),
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a řešeńı dostaneme ve tvaru

ỹ = K̃e
∫ x
a p(t)dt +

∫ x

a

(
q(t) + δ(t)

)
e(

∫ x
t p(τ)dτ)dt.

Je zřejmé, že vliv poruch bude minimálńı, jestliže

∂f(x, y)

∂y
= p(x) < 0.

Takové lineárńı rovnice se pak nazývaj́ı stabilńımi. V př́ıpadě rovnic vyšš́ıch řád̊u nebo rovnic
nelineárńıch je také možné odvodit podmı́nky stability. Ty však jsou podstatně složitěǰśı.
Vyhodnoceńı:

1. Vždy prověřovat podmı́nky konvergence řešeńı.

2. Vždy prověřovat podmı́nky existence a jednoznačnosti řešeńı.

3. Neńı vhodné hledat řešeńı na př́ılǐs dlouhém intervalu.

6.5 Vı́cekrokové metody.

Opět hledáme diskrétńı funkci, která nám bude aproximovat přesné řešeńı diferenciálńı
rovnice y′ = f(x, y). Necht’ yi+1 = yi +4yi. Jestliže

4yi = ϕ(xi, yi, hi, xi−1, yi−1, hi−1, . . . , xi−k, yi−k, hi−k), k > 1

pak jde o v́ıcekrokovou metodu.

Adamsovy metody

Mějme dánu úlohu (6.1), (6.2). Integraćı (6.1) dostaneme

y(x)− y(x0) =

∫ x

x0

f(t, y(t))dt.

Integrovanou funkci f(t, y(t)) nahrad́ıme interpolačńım polynomem s uzly x0, x1, . . . , xs.
Přitom předpokládáme, že známe v těchto bodech hodnoty funkce y. Potom můžeme
integrál numericky určit a dostáváme

y(x)− y(x0) =
s∑

k=0

ckf(xk, y(xk)) +R,

kde R je chyba př́ıslušného kvadraturńıho vzorce. Předpokládejme, že máme ekvidistantńı
uzly xi = x0 + ih, i = 0, 1, . . . , s. Necht’ dále integračńı meze splynou s některými uzly, t.j.
x0 ≡ xp, x ≡ xq, p < q. Použit́ım Lagrangeova interpolačńıho polynomu dostaneme

y(xq)− y(xp) = h
s∑

k=0

Akf(xk, y(xk)) +R, (6.6)
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Ak =
(−1)s−k

k!(s− k)!

∫ q

p

s∏
i=0,i 6=k

(t− i)dt,

R = h

∫ q

p

F [t, 0, 1, . . . , s]
s∏
i=0

(t− i)dt.

Zde vystupuje poměrná diference funkce F , pro kterou plat́ı

F (t) = y′(x0 + ht).

Vztah (6.6) můžeme vźıt za základ pro numerickou metodu.

yq = yp + h
s∑

k=0

Akf(xk, yk) +R.

Volbou p = s, q = s + 1 źıskáme Adamsovy extrapolačńı metody. Ř́ıká se jim tak proto,
že integračńı interval se nacháźı vně intervalu, na němž je určen interpolačńı polynom.

Máme tedy vztah ys+1 = ys + h
s∑

k=0

Askfk +R.

Horńı index u Ask přitom zd̊urazňuje závislost na s, tj. na počtu uzl̊u užitých při interpo-
laci. Zd̊urazňujeme na Počtu, nikoliv na samotných uzlech. Koeficienty Ask nezávisej́ı na
uzlech, ani na jejich hodnotách. Proto je možné vzorec “posunovat” po śıti o celoč́ıselné
násobky h, takže jej můžeme psát ve tvaru

yn+1 = yn + h
s∑

k=0

Askfn−s+k +R.

Budeme-li psát k mı́sto s − k, pak přerovnáńım sč́ıtanc̊u do pořad́ı od nejbližš́ıho uzlu
k nejvzdáleněǰśımu dostaneme

yn+1 = yn + h

s∑
k=0

Bs
kfn−k +R,

Bs
k =

(−1)k

k!(s− k)!

∫ s+1

s

s∏
i=0,i 6=s−k

(t− i)dt, k = 0, 1, . . . , s.

Tyto vztahy nám definuj́ı Adamsovu extrapolačńı metodu řádu s+ 1. (Někdy se označuje
jako Adams – Bashforthova metoda). Chybu této metody můžeme popsat

R(x) = hs+2y
(s+2)(ξ)

(s+ 1)!

∫ s+1

s

s∏
i=0

(t− i)dt,

ξ ∈ [x0, xs+1] a nebo po posunut́ı je ξ ∈ [xn−s, xn+1].

Pro volbu s = 1, 2, . . . , fn = f(xn, yn) dostaneme:
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Adamsovy extrapolačńı vzorce

yn+1 = yn + hfn +O(
1

2
y′′(ξ)h2)

yn+1 = yn +
1

2
h(3fn − fn−1) +O(

5

12
y′′′(ξ)h3)

yn+1 = yn +
1

12
h(23fn − 16fn−1 + 5fn−2) +O(

3

8
y(4)(ξ)h4)

yn+1 = yn +
1

24
h(55fn − 59fn−1 + 37fn−2 − 9fn−3) +O(

251

720
y(5)(ξ)h5)

yn+1 = yn +
1

720
h(1901fn − 2774fn−1 + 2616fn−2 − 1274fn−3 + 251fn−4) +

+O(
95

288
y(6)(ξ)h6)

yn+1 = yn +
1

1440
h(4277fn − 7923fn−1 + 9982fn−2 − 7298fn−3 + 2877fn−4 −

−475fn−5) +O(y(7)h7)

. . . . . .

Zde symbolem O(a) rozumı́me, že chyba je řádově rovna a.

Řeš́ıme-li rovnici Adamsovou metodou řádu s+ 1, muśıme znát hodnoty funkce v (s+ 1)
předchoźıch bodech. Protože však bývá zadána pouze jedna počátečńı podmı́nka y(x0) =
= y0, muśıme si dopoč́ıtat zbývaj́ıćı hodnoty y1, . . . , ys některou jednokrokovou metodou.
Nejčastěji se použ́ıvá Runge-Kuttova metoda čtvrtého řádu.

Př́ıklad 6.19. Adamsovou extrapolačńı metodou řešte na intervalu [0; 1] úlohu

y′ = 0.1y + x2, y(0) = 0, h = 0.1.

Řešeńı. Použijeme Adamsove metodu čtvrtého řádu popsanou rovnićı

yn+1 = yn +
1

24
h(55fn − 59fn−1 + 37fn−2 − 9fn−3).

Vedle počátečńı podmı́nky, která je součást́ı zadáńı úlohy, potřebuje znát ještě hodnoty
funkce y(x) v daľśıch třech bodech. Výsledky jsou uvedeny v tabulce:

x y(x)
0.0 0.0 Počátečńı podmı́nka
0.1 0.0003333 Vypočteno metodou Rungeho-Kutty
0.2 0.0026667 Vypočteno metodou Rungeho-Kutty
0.3 0.0090003 Vypočteno metodou Rungeho-Kutty
0.4 0.0213354
0.5 0.0416772
0.6 0.0720404
0.7 0.1144567
0.8 0.1709877
0.9 0.2437425
1.0 0.3349011
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Kontrola se provád́ı metodou polovičńıho kroku. Zde je nutné znovu vypoč́ıtat potřebné
prvńı hodnoty pomoćı Rungeho-Kuttovy metody. Doporučuji poč́ıtat všechny potřebné
hodnoty znovu, protože obecně

yh,i 6= yh
2
,2i.

Jestliže v rovnici (6.6) zvoĺıme p = s−1, q = s, pak integračńı interval přiléhá k pravému
okraji interpolačńıho intervalu. Poté zcela stejným zp̊usobem si odvod́ıme Adamsovu in-
terpolačńı metodu (někdy se označuje jako Adamsova-Moultonova metoda).

yn+1 = yn + h
s∑

k=−1

Cs
kfn−k,

Cs
k =

(−1)k+1

(k + 1)!(s− k)!

∫ s+1

s

s+1∏
i=0,i 6=s−k

(t− i)dt, k = −1, 0, 1, . . . , s.

Chyba této metody je dána výrazem

R = hs+3y
(s+3)(ξ)

(s+ 2)!

∫ s+1

s

s+1∏
i=0

(t− i)dt,

kde ξ ∈ [xn−s, xn+1].

Adamsovy interpolačńı vzorce

yn+1 = yn + hfn+1 +O(−1

2
y′′(ξ)h2)

yn+1 = yn +
1

2
h(fn+1 + fn) +O(− 1

12
y′′′(ξ)h3)

yn+1 = yn +
1

12
h(5fn+1 − 8fn − fn−1) +O(− 1

24
y(4)(ξ)h4)

yn+1 = yn +
1

24
h(9fn+1 + 19fn − 5fn−1 + fn−2) +O(− 19

720
y(5)(ξ)h5)

yn+1 = yn +
1

720
h(251fn+1 + 64fn − 264fn−1 + 106fn−2 − 19fn−3) +O(y(6)(ξ)h6)

yn+1 = yn +
1

1440
h(475fn+1 + 1427fn − 798fn−1 + 486fn−2 − 173fn−3 + 27fn−4) +

+O(y(7)(ξ)h7)

. . . . . .

Také při použit́ı Adamsových interpolačńıch metod muśıme k počátečńı podmı́nce y(x0) =
= y0 dopoč́ıtat daľśıch s hodnot jinou vhodnou metodou. Daľśı problém je ten, že hod-
nota yn+1 se vyskytuje na obou stranách každé rovnice, nebot’ fn+1 = f(xn+1, yn+1).
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Možnost explicitńıho vyjádřeńı yn+1 záviśı na konkrétńım tvaru funkce f(x, y). Nejčastěji
se použ́ıvá pro výpočet iteračńı metoda. Zvoĺıme si vhodnou nultou iteraci y0

n+1 a sesta-
v́ıme si posloupnost {yin+1}:

yin+1 = yn + hCs
−1f(xn+1, y

i−1
n+1) + h

s∑
k=0

Cs
kfn−k.

Hledaná hodnota yn+1 je pak limitou této posloupnosti, pokud jsme si zvolili vhodnou
prvńı iteraci. Je možné stanovit podmı́nky konvergence.

6.5.1 Metoda prediktor – korektor

Adamsovy metody se už většinou nepouž́ıvaj́ı samostatně. Jejich kombinace, zvaná metody
typu prediktor – korektor využ́ıvaj́ı na každém kroku obou Adamsových metod:

1. Prediktor – explicitńı metodou urč́ıme ykn+1, k = 0.

2. Vypočteme si hodnotu fkn+1 = f(xn+1, y
k
n+1).

3. Korektor – implicitńı metodou vypoč́ıtáme lepš́ı aproximaci yk+1
n+1.

4. Zpřesńıme výpočet pravé strany fk+1
n+1 = f(xn+1, y

k+1
n+1).

Přitom body 3, 4 je možno opakovat – jde zde zase o iteračńı proces a prediktor nám pro
něj dává dobré přibĺıžeńı. Obě metody bereme stejného řádu.

Prediktor y0
n+1 = yn +

h

24
(55fn − 59fn−1 + 37fn−2 − 9fn−3),

Korektor yk+1
n+1 = yn +

h

24
(9fkn+1 + 19fn − 5fn−1 + fn−2).

Daľśı často použ́ıvaná metoda prediktor – korektor má tvar

y0
n+1 = yn−3 +

4

3
h(2fn − fn−1 + 2fn−2),

yk+1
n+1 =

9

8
yn −

1

8
yn−2 +

3

8
h
(
f(xn+1, y

k
n+1) + 2fn − fn−1

)
.

Zde je je prediktorem otevřený Simpson̊uv vzorec pro integraci a korektorem stabilńı
diferenčńı vzorec.
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6.5.2 Metoda prediktor – modifikátor – korektor

Mějme metodu prediktor – korektor. Prediktorem urč́ıme y0p
n+1. Tuto hodnotu si zpřesńıme

modifikátorem

y0
n+1 = y0p

n+1 +
251

270
(yn − y0p

n ),

kde v závorce je rozd́ıl hodnoty funkce y v předchoźım bodě v konečném tvaru a jej́ı
predikce. Při prvńım kroku metody prediktor – korektor nemáme žádnou hodnotu y0p

n a
proto se modifikátor poč́ıtá až od druhého kroku. Modifikovanou hodnotu pak použijeme
v korektoru. Daľśı postup je shodný s metodou prediktor – korektor.

Existuj́ı i daľśı varianty metod tohoto typu. Vždy záviśı na tom, jakou integračńı metodu
či tvar interpolačńıho polynomu použijeme.

Jednou z nejstarš́ıch je metoda Milnova, kde je prediktorem otevřený Simpson̊uv vzorec
a korektorem uzavřený Simpson̊uv vzorec:

y0
n+1 = yn−3 +

4

3
h(2fn − fn−1 + 2fn−2) + (

14

45
y(5)(ξ)h5),

yk+1
n+1 = yn−1 +

h

3
(f(xn+1, y

k
n+1) + 4fn + fn−1)− 1

90
(y(5)(ξ)h5), k = 0, 1, . . . .

Pro použit́ı je třeba znát hodnoty ve čtyřech předcházej́ıćıch uzlech. Odhad chyby je na
každém kroku určen

R ≤ 1

29
|ypi − yki |,

kde je ypi prediktor a yki jeho korekce. Často je nutno v pr̊uběhu výpočtu měnit krok h tak,
aby chyba z̊ustala přiměřená – t.j. pokud je R velké, tak zmenšit krok, je-li R podstatně
malé, tak je možno krok zvětšit.

Mnohdy bývá jednodušš́ı provést celý výpočet na intervalu [a, b] s krokem h a potom
zopakovat výpočet s krokem h/2. Jestliže je i nyńı chyba velká, provedeme výpočet
s krokem h/4, atd. V př́ıpadě zmenšeńı kroku je opět nutno dopoč́ıtat potřebné hod-
noty funkce y vhodnou jednokrokovou metodou.
Modifikátor má u této metody tvar

y0
n+1 = y0p

n+1 +
28

29
(yn − y0p

n ).

Věta 6.20. Necht’ jsou splněny podmı́nky věty 6.2. Potom pro úlohu (6.1), (6.2) má
metoda prediktor – korektor, kde je prediktor nejméně stejného řádu jako korektor,
celkovou chybu řádově stejnou jako metoda, která použ́ıvá korektor s nekonečným
opakováńım.

Podmı́nky této věty jsou splněny pro všechny výše uvedené konkrétńı typy metod predik-
tor – korektor a prediktor – modifikátor – korektor. Je tedy vhodněǰśı je použ́ıvat př́ımo
v uvedeném tvaru, bez iterace, a vyšš́ı přesnost zajistit zmenšeńım kroku.
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6.6 Metody založené na užit́ı derivaćı vyšš́ıch řád̊u

Jestliže použijeme ve vzorćıch pro řešeńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu derivace
vyšš́ıch řád̊u, můžeme dosáhnout sńıžeńı chyby. Takový vzorec můžeme odvodit z Eu-
lerova-McLaurinova sumačńıho vzorce, kdy mı́sto f(x) dosad́ıme derivaci y′(x) a po úpravě
dostaneme

yn+1 = y1 + h
n−1∑
i=−1

y′n−i −
h

2
(y′n+1 + y′1)−

m∑
k=1

B2k

(2k)!
h2k−1(y

(2k)
n+1 − y

(2k)
1 ), (6.7)

kde máme lokálńı chybu

Rm =
nh2m+2B2m+2

(2m+ 2)!
y(2m+3)(ξ),

kde B2k jsou Bernoulliova č́ısla. Plat́ı

t

et − 1
=
∞∑
k=0

Bk
tk

k!
,

∀ k > 0 : B2k+1 = 0,

B0 = 1, B1 = −1

2
, B2 =

1

6
, B4 = − 1

30
, . . .

Budeme se nyńı věnovat vzorc̊um typu prediktor - korektor, které použ́ıvaj́ı prvńı i druhou
derivaci. Vzorce pro korektor dostaneme tak, že Hermit̊uv interpolačńı vzorec hj(x) pro
body xn+1, xn, . . . , xn−p integrujeme od xn do xn+1. Jestliže f označuje funkci komplexně
sdruženou s funkćı f , dostaneme

yn+1 = yn +

p∑
i=−1

[∫ xn+1

xn

hn−i(x)dx

]
y′n−i +

p∑
i=−1

[∫ xn+1

xn

hn−i(x)dx

]
y′′n−i.

Lokálńı chyba je dána výrazem

Rn =
y(2p+5)

(2p+ 4)!

∫ xn+1

xn

[(x− xn+1) . . . (x− xn−p)]dx.

Pro p = 0 dostaneme korektor čtvrtého řádu ve tvaru

yn+1 = yn +
1

2
h
(
y′n+1 + y′n

)
+

1

12
h2
(
−y′′n+1 + y′′n

)
,

přitom

y′′ =
∂f

∂y
· y′ + ∂f

∂x
=
∂f

∂y
f +

∂f

∂x
.

Pro źıskáńı prediktoru použijeme Hermit̊uv vzorec s uzly xn, . . . , xn−p a analogickými
úpravami dostaneme výsledek. Takže celkově máme:
Prediktor

yn+1 = yn +
1

2
(−y′n + 3yn−1) +

1

12
h2
(
17y′′n + 7y′′n−1

)
,
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Modifikátor

ỹn+1 = y0
n+1 +

31

30
(yn − y0

n),

(ỹn+1)′ = f (xn+1, ỹn+1) ,

(ỹn+1)′′ = f ′y (xn+1, ỹn+1) (ỹn+1)′ + f ′x (xn+1, ỹn+1) .

Korektor

yn+1 = yn +
1

2
h
(
y′n+1 + y′n

)
+

1

12
h2
(
−y′′n+1 + y′′n

)
.

Př́ıklad 6.21. Numericky řešte úlohu y′ = −y, y(0) = 1. Výsledek srovnejte s analy-
tickým řešeńım Y (x) = e−x.

Řešeńı. Výsledky jsou zapsány v tabulce

x y chyba
0 1 0
0.1 0.90483753 −1.1 · 10−7

0.2 0.81873093 −1.8 · 10−7

. . . . . . . . .

3 4.9787110 · 10−2 −4.2 · 10−8

. . . . . . . . .

15 3.0590305 · 10−7 −7.3 · 10−3

.

Povšimněte si, že na konci výpočtu je už chyba v absolutńı hodnotě větš́ı než funkčńı
hodnota. Současně je ale třeba vźıt v úvahu i počet krok̊u, které jsme vykonali, tj. 150.

Př́ıklad 6.22. Numericky řešte úlohu y′ = y, y(0) = 1. Výsledek srovnejte s analytickým
řešeńım Y (x) = ex.

Řešeńı. Výsledky jsou zapsány v tabulce

x y chyba

0 1 0
0.1 1.1051708 1 · 10−7

0.2 1.2214024 4 · 10−7

0.3 1.3498582 6 · 10−7

. . .
. . .

. . .

3 20.085520 1.7 · 10−5

. . .
. . .

. . .

15 3269011.1 6.3

.

Př́ıklad 6.23. Numericky řešte úlohu y′ =
1

1 + tan2 y
, y(0) = 0. Výsledek srovnejte s ana-

lytickým řešeńım Y (x) = arctanx.



6.7 Metody Taylorovy řady 157

Řešeńı. Výsledky jsou zapsány v tabulce

x y chyba

0 0 0
0.1 9.9668686 · 10−2 −3.4 · 10−8

0.2 0.19739560 −4 · 10−8

0.3 0.29145683 −4 · 10−8

. . .
. . .

. . .

3 1.2490458 0
. . .

. . .
. . .

15 1.5042272 1 · 10−6

.

6.7 Metody Taylorovy řady

Eulerovu metodu jsme si odvodili z Taylorovy řady

y(x+ h) = y(x) + y′(x)h+
y′′(x)h2

2!
+
y′′′(x)h3

3!
+ · · ·+ y(k)hk

k!
+O(h(k+1)),

když jsme položili k = 1 a zanedbali jsme členy vyšš́ıch řád̊u. Přitom jsme se dopustili
chyby řádově rovné O(h2). Dosazeńım za prvńı derivaci y′(x) = f(x, y) jsme dostali

yi+1 = yi + hif(xi, yi), i = 0, 1, . . . , n− 1.

Podobně můžeme dostat pro k = 2 metodu druhého řádu. Stač́ı jen zanedbat členy řád̊u
vyšš́ıch než dvě a vyjádřit si druhou derivaci y′′(x). Dostáváme

y′′(x) =
d

dx
y′ =

d

dx
f(x, y) =

∂f(x, y)

∂x
+
∂f(x, y)

∂y
· y′ = ∂f(x, y)

∂x
+
∂f(x, y)

∂y
· f(x, y).

Dosazeńım tohoto vztahu do Taylorovy řady dostaneme vztah pro metodu Taylorovy řady
druhého řádu:

yn+1 = yn + hf(xn, yn) +
1

2
h2

[
∂f(xn, yn)

∂x
+
∂f(xn, yn)

∂y
· f(xn, yn)

]
.

Obdobně můžeme pokračovat dále a dostaneme

yn+1 = yn + hfn +
1

2
h2f (1)

n + · · ·+ 1

k!
f (k)
n .

Výrazy pro vyšš́ı derivace funkce f(x, y) mohou být obecně velmi složité. Pro některé
speciálńı př́ıpady však tyto výrazy mohou nabývat jednoduchých tvar̊u. Potom je možné
metodu Taylorovy řady vyšš́ıho řádu použ́ıt s velmi dobrými výsledky.
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Př́ıklad 6.24. Hledejme řešeńı úlohy y′ = qy, y(0) = y0 metodou Taylorovy řady.

Řešeńı. Rozvojem do Taylorovy řady dostaneme, pokud použijeme prvńıch l člen̊u:

yi+1 =
l∑

j=0

hj

j!
y

(j)
i =

l∑
j=0

ξi,j,

kde ξi,j =
hj

j!
y

(j)
i . Současně ale plat́ı

y(j) = qy(j−1),⇒ y
(j)
i = qy

(j−1)
i .

Potom

ξi,j
ξi,j−1

=

hj

j!
y

(j)
i

hj−1

(j − 1)!
y

(j−1)
i

=
hy(j)

jy(j−1)
=
h

j
· q,

neboli

ξi,j =
h

j
qξi,j−1, j = 1, 2, . . . , l.

Když si nav́ıc uvědomı́me, že ξi,0 = yi, tak jsme źıskali rekurentńı posloupnost, která
nám umožňuje spoč́ıtat řešeńı s libovolnou přesnost́ı. Všimněte si přitom, že všechny
posloupnosti jsou stejné a nezáviśı na i. Nav́ıc je možné podle potřeby pr̊uběžně měnit
kroh h.

V obecném př́ıpadě má metoda Taylorovy řady tvar:

Na intervalu I = [a, b] hledáme řešeńı Cauchyovy úlohy y′ = f(x, y), y(x0) =
= y0, x0 ∈ I, a, b, y0 ∈ R. Funkci y si rozvineme do Taylorovy řady

y(x+ h) = y(x) + hy′(x) +
1

2!
h2y′′(x) +

1

3!
h3y′′′(x) + · · ·+ 1

k!
hky(k)(x) +O

(
hk+1

)
.

Pro k = 1 dostaneme, při zanedbáńı vyšš́ıch řád̊u, Eulerovu metodu s chybou O (h2).

Pokud si zvoĺıme k = 2, dostaneme chybu O (h3). Stač́ı si jen vyjádřit druhou derivaci

y′′(x) =
d

dx
(y′(x)) =

d

dx
(f(x, y)) = f ′x(x, y) + f ′y(x, y)y′ = f ′x(x, y) + f ′(x, y) · f(x, y).

Neboli

y′′(x) =
∂f(x, y)

∂x
+
∂f(x, y)

∂y
· f(x, y).

Pro k = 3 potřebujeme ještě třet́ı derivaci.

y′′′(x) =
d

dx
(y′′(x)) =

d

dx

(
f ′x + f ′y · f

)
= f ′′xx+f ′xy ·y′+f ′yx ·f+f ′y ·f ′x+f ′′yy ·y′ ·f+f ′y ·f ′y ·y′.
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6.8 Diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u

Definice 6.25. Cauchyova úloha pro diferenciálńı rovnici n-tého řádu má tvar

y(n)(x) = f(x, y(x), y′(x), . . . , y(n−1)(x)), (6.8)

y(x0) = k0, y
′(x0) = k1, . . . , y

(n−1)(x0) = kn−1, (6.9)

kde x ∈ I = [a, b], ki, i = 0, 1, . . . , n − 1 jsou konstanty a f je funkce n + 1 proměnných
definovaná na otevřené množině Ω ⊂ Rn+1.

Řešeńım pak rozumı́me funkci y(x) definovanou a spojitou na I, která je na I n krát
spojitě diferencovatelná, pro každé x ∈ I splňuje rovnici (6.8) a vyhovuje počátečńım
podmı́nkám (6.9).

Definice 6.26. Funkce f(x, z0, z1, . . . , zn−1) splňuje v bodě (x0, k0, k1, . . . , kn−1) ∈ Ω ⊂
⊂ Rn+1 lokálně Lipschitzovu podmı́nku, jestliže existuje konstanta K > 0 a okoĺı U bodu
(x0, k0, k1, . . . , kn−1), U ⊂ Ω, takové, že pro každé dva body (x0, a0, a1, . . . , an−1) ∈ U,
(x0, b0, b1, . . . , bn−1) ∈ U, plat́ı

|f(x0, a0, a1, . . . , an−1)− f(x0, b0, b1, . . . , bn−1)| ≤ K
n−1∑
i=0

|ai − bi|.

Přitom okoĺım bodu (x0, k0, k1, . . . , kn−1) rozumı́me libovolnou otevřenou kouli v Rn+1 se
středem v tomto bodě.

Věta 6.27. Lokálńı Lipschitzova podmı́nka v Ω pro funkci f(x, z0, z1, . . . , zn−1) bude

splněna, jestlǐze v Ω existuj́ı lokálně ohraničené parciálńı derivace
∂f

∂z0

,
∂f

∂z1

, . . . ,
∂f

∂zn−1

.

Lokálńı Lipschitzova podmı́nka je splněna automaticky, jsou-li tyto derivace spojité v Ω.

Věta 6.28. (O existenci a jednoznačnosti řešeńı.)
Necht’ funkce f(x, z0, z1, . . . , zn−1) je spojitá na otevřené množině Ω ∈ Rn+1. Pak pro každé
(x0, k0, k1, . . . , kn−1) ∈ Ω má úloha (6.8), (6.9) aspoň jedno řešeńı.
Je-li nav́ıc v každém bodě Ω splněna lokálně Lipschitzova podmı́nka, je toto řešeńı právě
jedno.

Opět je vždy nutno prověřit splnitelnost podmı́nek existence a jednoznačnosti řešeńı,
protože jednotlivé numerické metody řešeńı se t́ım nezabývaj́ı a vždy předpokládaj́ı jejich
platnost.

Mějme úlohu (6.8), (6.9). Zavedeme si nové neznámé funkce yi(x) předpisem:
y = y1, y

′ = y2, . . . , y
(n−1) = yn, potom máme soustavu

y′1 = y2,
y′2 = y3,
. . . . . .

y′n−1 = yn,
y′n = f(x, y1, y2, . . . , yn).

(6.10)
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Stejnou transformaci provedeme i s počátečńımi podmı́nkami (6.9).

y(x0) = y1(x0) = k0,
y′(x0) = y2(x0) = k1,
. . . . . .

y(n−1)(x0) = yn(x0) = kn.

(6.11)

T́ımto zp̊usobem převedeme numerické řešeńı diferenciálńıch rovnic vyšš́ıch řád̊u na řešeńı
soustavy diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu.

Věta 6.29. Funkce y(x), x ∈ I je řešeńım rovnice (6.8) právě tehdy, když jsou funkce(
y(x), y′(x), . . . , y(n−1)(x)

)
řešeńım soustavy (6.10).

Diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u maj́ı rozsáhlé aplikace. Např́ıklad v mechanice, teorii
pružnosti, teorii elektrických obvod̊u, abychom se zmı́nili alespoň o těch oborech, se
kterými se budete nejčastěji setkávat. Přitom jedna rovnice se může vyskytovat v několika
oborech.

Př́ıklad 6.30. Homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu s konstantńımi
koeficienty

y′′ + 2ay′ + b2y = 0, a ≥ 0, b > 0,

popisuje

1. Kmity struny

2. Matematické kyvadlo

3. Elektrický obvod RLC

Jde o tzv. rovnici lineárńıho oscilátoru.

Př́ıklad 6.31. Nehomogenńı rovnice tvaru

y′′ + 2ay′ + b2y = f(x), a ≥ 0, b > 0,

popisuje tzv. nucené kmity. Výsledek potom podstatně záviśı na konkrétńım tvaru
bud́ıćıho

”
členu“ f(x).

6.8.1 Numerické metody pro rovnice druhé řádu

Protože se rovnice druhého řádu často vyskytuj́ı v r̊uzných aplikaćıch, ukážeme si speciálńı
metody pro jejich řešeńı. Obecný tvar rovnice druhého řádu je

y′′(x) = f(x, y, y′)

s počátečńımi podmı́nkami

y(x0) = k0, y′(x0) = k1,
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kde k0, k1 ∈ R jsou libovolné konstanty. Tuto rovnici lze přepsat na soustavu tvaru

z′ = f(x, y, z),

y′ = z.

s počátečńımi podmı́nkami

y(x0) = k0,

z(x0) = k1.

Pro jej́ı řešeńı můžeme použ́ıt libovolnou z obecných metod.

Pokud však pravá strana nezáviśı na y′, což se dosti často objevuje v aplikaćıch, můžeme
dosáhnout podstatného zlepšeńı. Rovnice je potom ve tvaru

y′′(x) = f(x, y), y(x0) = k0, y′(x0) = k1.

Pro př́ımé odvozeńı metody pro řešeńı rovnice je přirozené vźıt numerickou metodu ve
tvaru (označeńı je stejné jako v předchoźım výkladu)

yn+1 =

p∑
i=0

aiyn−i + h2

p∑
i=−1

biy
′′
n−i,

kde p ∈ N nám určuje řád metody. Potom pro b−1 = 0 máme prediktor a pro b−1 6= 0
máme korektor. Metodou neurčitých koeficient̊u si odvod́ıme parametry ai, bi a dostaneme
např:
Prediktor

yn+1 = 2yn−1 + yn−3 +
4

3
h2
(
y′′n + y′′n−1 + y′′n−2

)
,

Korektor

yn+1 = 2yn − yn−1 +
1

12
h2
(
y′′n+1 + 10y′′n + y′′n−1

)
.

A když nyńı využijeme toho, že y′′ = f(x, y) dostaneme
Prediktor

yn+1 = 2yn−1 + yn−3 +
4

3
h2 (fn + fn−1 + fn−2) ,

Korektor

yn+1 = 2yn − yn−1 +
1

12
h2 (fn+1 + 10fn + fn−1) .

Pomoćı metody polovičńıho kroku dostaneme řešeńı s potřebnou přesnost́ı.

6.8.2 Užit́ı Taylorovy řady

Pro hledáńı řešeńı diferenciálńıch rovnic vyšš́ıch řád̊u můžeme opět použ́ıt Taylorovu řadu

y(x) = y(x0) + y′(x0)(x− x0) +
y′′(x0)

2!
(x− x0)2 +

y′′′(x0)

3!
(x− x0)3 + . . .

Pokud dovedeme určit hodnoty derivaćı v bodě x0, jde o velmi efektivńı metodu. Postup
si ukážeme na př́ıkladě.
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Př́ıklad 6.32. Najděte řešeńı počátečńı úlohy

y′′ + xy′ + y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1.

Řešeńı: Rovnici si uprav́ıme na tvar

y′′ = −xy′ − y. (6.12)

Dosazeńım počátečńıch podmı́nek dostaneme

y′′(0) = −0 · 1− 0 = 0.

Dále derivaćı (6.12) postupně dostáváme

y′′′ = −xy′′ − 2y′,

y(IV ) = −xy′′′ − 3y′′,

y(V ) = −xy(IV ) − 4y′′′, . . .

Postupným dosazováńım už známých počátečńıch podmı́nek dostáváme

y′′′(0) = −0 · 0− 2 · 1 = −2,

y(IV ) = 0, y(V ) = 8, . . .

Dosazeńım vypoč́ıtaných hodnot do Taylorovy řady

y(x) = y(0) + y′(0)x+
y′′(0)

2!
x2 +

y′′′(0)

3!
(x)3 + . . .

dostaneme

y(x) = x− x3

3
+
x5

15
+ . . . ,

což je námi hledané řešeńı rovnice v okoĺı bodu 0, které máme vyjádřeno pomoćı řady.

Pojmy k zapamatováńı

– Zabývali jsme se řešeńım obyčejných diferenciálńıch rovnic. Připomenuli jsme si základńı
pojmy z teorie obyčejných diferenciálńıch rovnic a analytické metody řešeńı některých typ̊u
těchto rovnic. Analytické řešeńı jsme źıskali bud’ v explicitńım tvaru y = f(x) a nebo v
implicitńım tvaru F (x, y) = 0. Takto řešitelných rovnic je ale menšina.

– Proto jsme se dále zabývali numerickými metodami řešeńı obyčejných diferenciálńıch
rovnic. Numerické jsme hledali na základě diskretizace proměnné. Mı́sto spojité funkce,
která je řešeńım u analytických metod, jsme hledali diskrétńı funkci, která se až v limitě
bude bĺıžit přesnému řešeńı.

– Z numerických metod jsme probrali jednokrokové metody - Eulerovu a jej́ı modifikace,
metodou Rungeho-Kutty. Z v́ıcekrokových metod jsme probrali Adamsovy metody, metody
prediktor-korektor a prediktor-modifikátor-korektor.
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– Krátce jsme se zmı́nili i o stabilitě řešeńı. Obsah kurzu nepředpokládá u čtenáře znalosti
o stabilitě. Jde pouze o informaci pro lepš́ı pochopeńı problematiky numerických výpočt̊u.

– Připomněli jsme si definici diferenciálńı rovnice vyšš́ıho řádu a jej́ıho řešeńı.

– Ukázali jsme si, jak lze diferenciálńı rovnici řádu n převést na soustavu n diferenciálńıch
rovnic prvńıho řádu. A odkázali jsme se na následuj́ıćı kapitolu, kde se budeme této prob-
lematice věnovat.

– Ukázali jsme si speciálńı metody pro rovnice druhého řádu, včetně použit́ı Taylorovy řady.

Kontrolńı otázky

1. Co rozumı́me pojmem stabilita řešeńı?

2. Kolik krok̊u je vhodné provádět u metody Rungeho-Kutty?

3. Existuje nějaké omezeńı na přesnost řešeńı?

4. Co rozumı́me řešeńım diferenciálńı rovnice vyšš́ıho řádu ?

5. Proč se speciálně zabýváme rovnicemi druhého řádu?

6. Je metoda Taylorovy řady univerzálńı?

6.9 Cvičeńı

Maplety

Př́ıklady pro samostatnou práci jsou uvedeny v samostatné sb́ırce př́ıklad̊u. Pomoćı
následuj́ıćıch maplet̊u si můžete usnadnit některé d́ılč́ı výpočty, nebo zkontrolovat jejich
správnost.

1. Derivováńı

2. Integrováńı

3. Výpočet funkčńıch hodnot

4. Úprava algebraických výraz̊u

5. Analytické řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

6. Určeńı typu diferenciálńı rovnice

7. Separovatelné diferenciálńı rovnice

8. Bernoulliova differenciálńı rovnice

9. Lineárńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

10. Rozhodnut́ı, zda funkce je nebo neńı řešeńım dané diferenciálńı rovnice

http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Derivovani.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Integrovani.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/funkcniHodnoty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/upravaVyrazu.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SoustavaLinRovnic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/typODE_nove.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/separable.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/BernoulliODE.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/linearODE.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/odetest.html
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6.10 Animace

Na následuj́ıćıch animaćıch jsou znázorněny některé aspekty numerických metod stu-
dovaných v této kapitole.

Animace ovládáte tlač́ıtky pod obrázkem. Kvalita animaćı je dána skutečnost́ı, že se jedná
o bitmapové obrázky exportované ze softwaru Maple a následně vkládané do textu v jiné
velikosti. Animace se nacházej́ı vždy na samostatné stránce.

Obr. 6.5: Vliv délky kroku na přesnost numerického řešeńı počátečńı úlohy; analytické
řešeńı znázorněno zeleně, použita Eulerova metoda (animace)
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7 Řešeńı soustav obyčejných dife-
renciálńıch rovnic

Pr̊uvodce studiem

V p̌redchoźı kapitole jsme si ukázali, jak můžeme řešeńı diferenciálńı rovnice vyš̌śıho řádu p̌revést na
řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu.

Ćılem této kapitoly je seznámit čtená̌re s numerickými metodami řešeńı soustav obyčejných difer-
enciálńıch rovnic.

Budeme se zabývat Eulerovou metodou a Rungeho-Kuttovou metou pro soustavy diferenciálńıch
rovnic. P̊ujde o zobecněńı už známých metod pro jednorozměrné řešeńı na v́ıcedimenzionálńı p̌ŕıpad.

Řešeńı budeme zase hledat ve tvaru diskrétńı funkce, která za určitých podḿınek v limitě konverguje
k p̌resnému řešeńı.

Ćıle

Po prostudováńı této kapitoly budete schopni:

• Řešit soustavu diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu.

• Soustavy diferenciálńıch rovnic vyšš́ıch řád̊u převést na soustavu diferenciálńıch rovnic
prvńıho řádu.

• Zvolit vhodnou metodu pro řešeńı dané soutavy.

7.1 Základńı pojmy

Definice 7.1. Cauchyovou úlohou pro soustavu diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu
rozumı́me soustavu rovnic (ve vektorovém tvaru)

Y ′ = F (x, Y ), (7.1)

s počátečńı podmı́nkou

Y (x0) = Y0, (7.2)
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kde x ∈ I = [a, b], Y = (y1(x), y2(x), . . . , yn(x)), Y ′ = (y′1(x), y′2(x), . . . , y′n(x))T , F (x, Y )
je vektorová funkce F (x, Y ) = (f1(x, Y ), f2, (x, Y ), . . . , fn(x, Y ))T definovaná na otevřené
množině Ω ⊂ Rn+1 a Y0 = (y0

1, y
0
2, . . . , y

0
n) je vektor z Rn.

Soustavu 7.1 si můžeme zapsat i ve skalárńım tvaru

y′i = fi(x, y1, y2, . . . , yn), i = 1, 2, . . . , n.

Věta 7.2. Necht’ F (x, Y ) je spojitá na Ω. Pak pro každé (x0, Y0) ∈ Ω má úloha (7.1), (7.2)
alespoň jedno řešeńı.
Splňuje-li nav́ıc F (x, Y ) v každém bodě Ω lokálně Lipschitzovu podmı́nku, je řešeńı právě
jedno.

Věta 7.3. Necht’ je dána soustava (7.1) a necht’ funkce fi, ∂fi/∂yj, i, j = 1, 2, . . . , n, jsou
spojité v oblasti Ω ∈ Rn+1. Potom pro libovolně bod [x0, Y0] ∈ Ω existuje právě jedno řešeńı
Y soustavy (7.1), splňuj́ıćı podmı́nky (7.2), definované v takovém intervalu I, že x0 ∈ I a
pro každé x ∈ I je bod [x, Y (x)] ∈ Ω.

Jde tady vlastně o zeslabeńı podmı́nek předchoźı věty, protože ze spojitosti parciálńıch derivaćı

v oblasti Ω plyne platnost lokálńı Lipschitzovy podmı́nky.

Numerické metody řešeńı Cauchyovy úlohy pro soustavy diferenciálńıch rovnic jsou
podobné metodám řešeńı Cauchyovy úlohy pro rovnici y′ = f(x, y).

7.2 Eulerova metoda pro soustavy diferenciálńıch

rovnic

Mějme dánu úlohu (7.1), (7.2). Předpokládáme, že F je spojitá na Ω a splňuje lokálně
Lipschitzovu podmı́nku, takže máme podle věty 7.2 zajǐstěnou existenci a jednoznačnost
řešeńı. Potom můžeme postupovat analogicky jako u rovnice (6.1). Z Taylorova rozvoje

dostaneme, po zanedbáńı derivaćı vyšš́ıch řád̊u, ve vektorovém tvaru pro krok h =
b− a
n

Yi+1 = Yi + hF (xi, Yi), i = 0, 1, . . . , n− 1. (7.3)

V př́ıpadě soustavy dvou diferenciálńıch rovnic máme

u′ = f(x, u(x), v(x)),

v′ = ϕ(x, u(x), v(x)),

u(x0) = u0, v(x0) = v0.

Jestliže si pro tuto soustavu rozeṕı̌seme vztahy (7.3), dostaneme

ui+1 = ui + hf(xi, ui, vi),

vi+1 = vi + hϕ(xi, ui, vi),

i = 0, 1, . . . , n, x0 = a, xn = b, h = (b− a)/n.
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Př́ıklad 7.4. Řešte soustavu
u′ = v,

v′ = 1 + eu,

u(0) = 0, v(0) = 0, a = 0, b = 0.4, h = 0.1.

Řešeńı. Plat́ı, že
u1 = u0 + 0.1v0 = 0,

v1 = v0 + 0.1(1 + eu0) = 0 + 0.1(1 + e0) = 0.2.

u2 = u1 + 0.1v1,

v2 = v1 + 0.1(1 + eu1).

Daľśı výsledky jsou uvedeny v tabulce

i x u v
0 0 0 0
1 0.1 0 0.2
2 0.2 0.02 0.4
3 0.3 0.06 0.602
4 0.4 0.1202 0.8082

.

7.3 Rungeho-Kuttova metoda pro soustavy dife-

renciálńıch rovnic

Postup je opět analogický s řešeńım rovnice (6.1). Odlǐsnost je pouze v tom, že y, f
a kj, j = 1, 2, 3, 4, chápeme jako vektory. Jinak z̊ustávaj́ı všechny vztahy beze změny.
Konkrétńı postup si ukážeme na př́ıkladě:

Př́ıklad 7.5. Mějme dánu Cauchyovu úlohu pro soustavu dvou diferenciálńıch rovnic

y′(x) = f(x, y(x), z(x)),

z′(x) = ϕ(x, y(x), z(x)),

y(x0) = y0, z(x0) = z0.

Necht’ yi = y0 + ih, zi = z0 + ih, h = (b−a)/n je krok. Potom R-K. metoda čtvrtého řádu
je popsána vztahy i = 1, 2, . . . , n− 1,

yi+1 = yi +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4), zi+1 = zi +

1

6
(l1 + 2l2 + 2l3 + l4),
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k1 = hf(xi, yi, zi), l1 = hϕ(xi, yi, zi),

k2 = hf(xi +
h

2
, yi +

k1

2
, zi +

l1
2

), l2 = hϕ(xi +
h

2
, yi +

k1

2
, zi +

l1
2

),

k3 = hf(xi +
h

2
, yi +

k2

2
, zi +

l2
2

), l3 = hϕ(xi +
h

2
, yi +

k2

2
, zi +

l2
2

),

k4 = hf(xi + h, yi + k3, zi + l3), l4 = hϕ(xi + h, yi + k3, zi + l3).

Př́ıklad 7.6. Pro soustavu tř́ı rovnic máme:

y′(x) = f(x, y(x), z(x), u(x)),

z′(x) = ϕ(x, y(x), z(x), u(x)),

u′(x) = g(x, y(x), z(x), u(x)),

y(x0) = y0, z(x0) = z0, u(x0) = u0.

Necht’ yi = y0 + ih, zi = z0 + ih, ui = u0 + ih, h = (b − a)/n je krok. Potom Rungeho-
-Kuttova metoda čtvrtého řádu je popsána vztahy

yi+1 = yi +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4), zi+1 = zi +

1

6
(l1 + 2l2 + 2l3 + l4),

ui+1 = ui +
1

6
(m1 + 2m2 + 2m3 +m4),

k1 = hf(xi, yi, zi, ui), l1 = hϕ(xi, yi, zi, ui),

m1 = hg(xi, yi, zi, ui),

k2 = hf(xi +
h

2
, yi +

k1

2
, zi +

l1
2
, ui +

m1

2
), l2 = hϕ(xi +

h

2
, yi +

k1

2
, zi +

l1
2
, ui +

m1

2
),

m2 = hg(xi +
h

2
, yi +

k1

2
, zi +

l1
2
, ui +

m1

2
),

k3 = hf(xi +
h

2
, yi +

k2

2
, zi +

l2
2
, ui +

m2

2
)), l3 = hϕ(xi +

h

2
, yi +

k2

2
, zi +

l2
2
, ui +

m2

2
)),

m3 = hg(xi +
h

2
, yi +

k2

2
, zi +

l2
2
, ui +

m2

2
)),

k4 = hf(xi + h, yi + k3, zi + l3, ui +m3), l4 = hϕ(xi + h, yi + k3, zi + l3, ui +m3),

m4 = hg(xi + h, yi + k3, zi + l3, ui +m3).

Pro rozsáhleǰśı soustavy je postup analogický.

Př́ıklad 7.7. Řešme stejnou úlohu jako u Eulerovy metody, tj. př́ıklad 7.4.

u′ = v,

v′ = 1 + eu,

u(0) = 0, v(0) = 0, a = 0, b = 0.4, h = 0.1.
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Řešeńı. Potom dostaneme

n x u v k l
0 0 0 0 k1 = 0 l1 = 0.2

0.05 0 0.1 k2 = 0.01 l2 = 0.2
0.05 0.005 0.1 k3 = 0.01 l3 = 0.2005013
0.1 0.01 0.2005013 k4 = 0.0200501 l4 = 0.2003346

4u = 0.0100084 4v = 0.2003346
1 0.1 0.0100084 0.2003346
2 0.2 0.040135 0.402705
3 0.3 0.090689 0.609292
4 0.4 0.162216 0.822595

.

V tabulce je rozepsán pouze prvńı krok. U daľśıch krok̊u jsou uvedeny pouze výsledky.

Pokud máme soustavu diferenciálńıch rovnic, která obsahuje i rovnice vyšš́ıch řád̊u, tak
si každou takovou rovnici převedeme na soustavu rovnic prvńıho řádu stejným postupem,
který byl uveden v předchoźı části.

Př́ıklad 7.8. Mějme dánu soustavu

y′′ = f(x, y(x), y′(x), z(x)),

z′ = g(x, y(x), y′(x), z(x))

a počátečńı podmı́nky y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, z(x0) = z0. Transformaćı y(x) =

= u(x), y′(x) = v(x) dostaneme úlohu

u′ = v(x),

v′ = f(x, u(x), v(x), z(x)),

z′ = g(x, u(x), v(x), z(x)),

u(x0) = y0, v(x0) = y1, z(x0) = z0.

T́ım máme soustavu tř́ı diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu. O té už v́ıme, jak ji řešit.

I u těchto úloh hraje d̊uležitou roli stabilita výpočtu. Např́ıklad mějme soustavu

y′1 = y2,

y′2 = −1001y2 − 1000y1.

s počátečńımi podmı́nkami

y1(0) = 1, y2(0) = −1.

Přesné řešeńı této úlohy je

y1(x) = e−x, y2(x) = −e−x
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a obecné řešeńı soustavy je

yi(x) = Aie
−x +Bie

−1000x,

i = 1, 2, A,B ∈ R. Všimněte si, že přesné řešeńı neobsahuje členy Bie
−1000x. Vlastńı č́ısla

matice soustavy jsou λ1 = −1, λ2 = −1000. Odtud plyne nestabilita výpočtu.

V tomto př́ıpadě pro krok h ≥ 0.003 při klasické Rungeho-Kuttově metodě čtvrtého řádu
v̊ubec nedostaneme použitelné výsledky.

Opět je nutné hĺıdat podmı́nky existence a jednoznačnosti řešeńı.

7.4 Metoda Taylorovy řady

Mějme soustavu diferenciálńıch rovnic (ve vektorovém tvaru)

dY
dx

= F(x,YT ),

kde

Y =


y1

y2
...
yn

 F =


f1

f2
...
fn

 , fi = f(x, y1, y2, . . . , yn).

Rozvinut́ım do Taylorovy řady v okoĺı bodu x0 dostaneme

Y(x) =
∞∑
k=0

Y(k)(x0)

k!
(x− x0)k,

což znamená, že každá složka Y se rozkládá do Taylorovy řady, kde

Y(2) =
∂2Y
∂x2

=
∂F
∂x

+
∂F
∂Y
· ∂Y
∂x

=
∂F
∂x

+
∂F
∂Y
· F

a

∂F
∂Y

=


∂f1
∂y1

∂f1
∂y2

. . . ∂f1
∂yn

∂f2
∂y1

∂f2
∂y2

. . . ∂f2
∂yn

. . . . . . . . . . . .
∂fn
∂y1

∂fn
∂y2

. . . ∂fn
∂yn

 .

Pro derivace vyšš́ıch řád̊u postupujeme analogicky. Postup si opět ukážeme na př́ıkladě:

Př́ıklad 7.9. Určete řešeńı soustavy rovnic

dx

dt
= x cos t− y sin t, (7.4)

dy

dt
= x sin t+ y cos t, (7.5)

s počátečńımi podmı́nkami
y(0) = 0, x(0) = 1.
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Řešeńı. Rozvoje do Taylorovy řady v okoĺı bodu t = 0 máj́ı tvar

x(t) = x(0) + x′(0)t+
x′′(0)

2!
t2 +

x′′′(0)

3!
t3 + . . . (7.6)

y(t) = y(0) + y′(0)t+
y′′(0)

2!
t2 +

y′′′(0)

3!
t3 + . . . . (7.7)

Pro jejich použit́ı si muśıme umět vyjádřit hodnoty derivaćı. Z počátečńıch podmı́nek pro
t = 0 dostaneme

x′(0) = 1, y′(0) = 0.

Derivujeme (7.4),(7.5) a dostaneme

d2x

dt2
= −x sin t− y cos t+

dx

dt
cos t− dy

dt
sin t, (7.8)

d2y

dt2
= x cos t− y sin t+

dx

dt
sin t+

dy

dt
cos t. (7.9)

Odtud po dosazeńı dostaneme

x′′(0) = 1, y′′(0) = 1.

Derivujeme (7.8),(7.9) a dostaneme

d3x

dt3
= −x cos t+ y sin t+ 2

(
−dx

dt
sin t− dy

dt
cos t

)
+

d2x

dt2
cos t− d2y

dt2
sin t,

d3y

dt3
= −x sin t− y cos t+ 2

(
dx

dt
cos t− dy

dt
sin t

)
+

d2x

dt2
sin t+

d2y

dt2
cos t.

Odtud po dosazeńı dostaneme

x′′′(0) = 0, y′′′(0) = 3.

A můžeme pokračovat dále. Pokud nám dostačuj́ı źıskané hodnoty, potom jejich dosazeńım
do (7.6) a (7.7) dostaneme aproximaci řešeńı v okoĺı bodu t = 0:

x(t) = 1 + t+
1

2
t2 + . . .

y(t) =
1

2
t2 +

1

2
t3 + . . . .

7.5 Zaokrouhlovaćı chyby

Při řešeńı každé numerické úlohy se vyskytuj́ı zaokrouhlovaćı chyby. Ukážeme si, že jejich vliv
nemůžeme zanedbat. Pro jednoduchost si vezmeme Eulerovu metodu pro řešeńı rovnice (sou-
stavy rovnic)

y′ = f(x, y), y(x0) = y0.
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Numerickým postupem s krokem h =
b− a
n

źıskáme aproximace přesného řešeńı y = y(x), které

budeme označovat jako ỹi. Předpokládejme, že

ỹi+1 = ỹi + h · f(xi, ỹi) + εi, i = 0, 1, . . . , n− 1

a |εi| < ε, kde ε je zadaná přesnost. Potom pro chybu ri na i+ 1-tém kroku ri = yi − ỹi plat́ı

ri+1 = r1 + h (f(xi, yi)− f(xi, ỹi))− εi.

Odtud s využit́ım Lipschitzovy podmı́nky (s konstantou L) dostaneme

|ri+1| ≤ |ri|+ h · L|yi − ỹi|+ |εi| ≤ (1 + hL)|ri|+ ε.

Protože r0 = 0, dostáváme

|r1| ≤ ε,

|r2| ≤ (1 + hL)ε+ ε,

. . .

|ri| ≤ ε
(
1 + (1 + hL) + (1 + hL)2 + · · ·+ (1 + hL)i−1

)
= ε

(1 + hL)i − 1

hL
≤

≤ εeihL − 1

hL
≤ K · ε · h−1,

kde K =
e(b−a)L − 1

L
. Pro celkovou chybu potom máme

max
i
|yi − ỹi| ≤ K1h+ εKh−1,

kde h je dostečně malý krok a K1,K jsou konstanty na h nezávislé.

Protože předpokládáme, že konstanta ε je malá (jde přece o velikost př́ıpustné chyby), tak
se nám vliv zaokrouhlovaćıch chyb projev́ı až po provedeńı velkého počtu krok̊u, neboli pro
dostatečně malé h. Potom může dokonce doj́ıt k převážeńı účink̊u zaokrouhlovaćıch chyb a
vypočtené hodnoty ỹi tak mohou být zcela bezcenné, i přes vynaloženou výpočetńı snahu.

7.5.1 Vhodnost počátečńıch podmı́nek

Mějme diferenciálńı rovnici

y′ =
2y

x

a počátečńı podmı́nku y(0) = 0.

Řešeńım naš́ı rovnice bude funkce y(x) = x2, protože potom

y′ = 2x,

a současně
2y

x
=

2x2

x
= 2x.
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Pokud použijeme pro řešeńı Eulerovu metodu s krokem h, dostaneme

y0 = 0,

y1 = y0 + hf(x, y) = y0 +
2y0

x0
.

Dostali jsme neurčitý výraz typu
”

0

0
“, neboli metoda nemůže pokračovat.

Jiný problém. Hledáme řešeńı rovnice
y′ = xy.

Jestliže y 6= 0, potom máme
dy

y
= xdx,

ln y =
x2

2
+ lnK,

kde K je konstanta, potom

y = K · e
x2

2 .

O správnosti výpočtu se můžeme přesvědčit zkouškou:

y′ = K · e
x2

2 · 2x

2
= x ·Ke

x2

2 = xy.

Pokud budeme mı́t počátečńı podmı́nku ve tvaru y(0) = 0, potom z ńı dostáváme, že K = 0.
Proto jediným řešeńım, které vyhovuje této počátečńı podmı́nkce je nulová funkce y(x) ≡ 0,
kterou jsme ale hned na začátku výpočtu vyloučili..

V obecném př́ıpadě: Mějme rovnici y′ = f(x, y) s počátečńı podmı́nku y(x0) = 0 takovou, že
f(x, 0) = 0.

Potom nám použit́ı Eulerovy metody dává

y1 = y0 + hf(x0, y0) = 0 + hf(x0, 0) = 0,

y2 = y1 + hf(x1, y1) = 0 + hf(x1, 0) = 0,

. . .

Pokud přejdeme k Rungeho-Kuttově metodě, dostaneme

y1 = y0 +
1

6
(k1 + 2k2 + 2Kk3 + k4),

k1 = h · f (x0, y0) = 0,

k2 = h · f
(
x0 +

h

2
, y0 +

k1

2

)
= h · f

(
x0 +

h

2
, 0

)
= 0,

k3 = h · f
(
x0 +

h

2
, y0 +

k2

2

)
= h · f

(
x0 +

h

2
, 0

)
= 0,

k4 = h · f (x0 + h, y0 + k3) = h · f (x0 + h, 0) = 0,

y1 = 0.

A stejné výsledky budeme dostávat i ve všech daľśıch kroćıch.
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Pokud přejdeme k v́ıcekrokové metodě, budeme opět dostávat stejné výsledky. A to přesto, že
se nemuśı jednat o rovnici, která má pouze nulové řešeńı.

Ve většině př́ıpad̊u pomůže, když mı́sto y0 = 0 vezmeme nějaké dostatečně malé č́ıslo
(
ε = 10−6

)
.

Pokud se při řešeńı diferenciálńı rovnice objev́ı opakovaně stejná hodnota yi, potom je vhodné
si znovu prověřit podmı́nky existence a jednoznačnosti řešeńı.

7.5.2 Řı́zeńı délky kroku

Zat́ım jsme vždy předpokládali, že délka kroku h je u dané metody konstantńı. Ale ani z odvozeńı
metody ani z jej́ıho tvaru nevyplývá nutnost tohoto požadavku. V každém kroku můžeme měnit
délku kroku h. Dále si uvedeme jak.

V ideálńım př́ıpadě budeme mı́t, že numerický výsledek yi se bude lǐsit od skutečného řešeńı
y(xi) nejvýše o povolenou toleranci, tj. o požadovanou přesnost ε > 0, neboli bude platit

‖ei‖ = ‖yi − y(xi)‖ ≤ ε.

Realita je však jiná. Současné programy pro řešeńı obyčejmých diferenciálńıch rovic dokáž́ı
zajistit pouze to, že pro dostatečně malé ε > 0 bude globálńı chyba ‖ei‖ dosti malá. Jednotlivé
metody tohoto ćıle dosahuj́ı t́ım, že délku kroku h vyb́ıraj́ı tak, aby velikost lokálńı chyby ‖lei‖
nabývala stále zhruba stejné hodnoty ε. Velikost globálńı chyby ‖ei‖ dokážeme pouze odhadnout.
Ř́ıdit ji zat́ım neumı́me.

Dále je nutné mı́t na paměti, že sledováńı velikosti globálńı chyby je časově velmi náročné, proto

většina programů ani sledováńı globálńı chyby neobsahuje.

Pojmy k zapamatováńı

– Seznámili jsme se s numerickými metodami řešeńı soustav obyčejných diferenciálńıch rovnic
prvńıho řádu.

– Zabývali jsme se Eulerovou metodou a Rungeho-Kuttovou metou pro soustavy diferen-
ciálńıch rovnic prvńıho řádu. Jde o analogiský postup, jako v př́ıpadě jedné diferenciálńı
rovnice. Pouze je třeba změnit zápis na vektorový a pak budeme mı́t i sstejné vzorce jako
dř́ıve.

– Dále jsme si ukázali možnosti použit́ı Taylorovy řady.

– Opět źıskáme jako řešeńı diskrétńı funkci, která při splněńı konvergenčńıch podmı́nek nám
v limitě konverguje k přesnému řešeńı.

– Všechna řešeńı se týkala explicitńıch soustav.

– Existuj́ı sice i numerické metody pro řešeńı implicitńıch rovnic F (x, y, y′) = 0 a jejich
soustav a také poloimplicitńıch rovnic y′ = ϕ(x, y, y′) a jejich soustav. Tato problematika
ale přesahuje možnosti našeho kurzu.
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Kontrolńı otázky

1. Co rozumı́me pojmem řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic?

2. Jaký je rozd́ıl mezi explicitńı a implicitńı diferenciálńı rovnićı a nebo soustavou diferenciálńıch
rovnic?

3. Jak stanov́ıme konec výpočtu řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic?
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8 Řešeńı okrajových úloh pro oby-
čejné diferenciálńı rovnice.

Pr̊uvodce studiem

V této kapitole se budeme zabývat diferenciálńımi rovnicemi alespoň druhého řádu. Pouze pro takové
rovnice má smysl hledat řešeńı okrajové úlohy. Nejďŕıve si zavedeme pojem okrajové úlohy a jej́ıho
řešeńı. Ukážeme si rozd́ıl mezi okrajovou a počátečńı úlohou.

Ćılem této kapitoly je seznámit čtená̌re s numerickými metodami řešeńı okrajových úloh pro diferen-
ciálńı rovnice druhého řádu.

Okrajovou úlohu můžeme p̌revést na počátečńı a hledat řešeńı počátečńı úlohy některou z ďŕıve
probraných metod - to je princip metody sťrelby.

Jinou možnost́ı je diskretizace proměnných a p̌revedeńı okrajové úlohy na řešeńı soustavy lineárńıch
algebraických rovnic - to je princip metody konečných diferenćı a metody konečných objemů.

Ćıle

Po prostudováńı této kapitoly budete schopni:

• Řešit okrajovou úlohu metodou střelby.

• Řešit okrajovou úlohu metodou konečných diferenćı,

• Převést úlohu na samoadjungovaný tvar.

• Řešit okrajovou úlohu metodou konečných objemů.

8.1 Základńı pojmy

Definice 8.1. Okrajová úloha pro diferenciálńı rovnici druhého řádu je tvořena rovnićı

F (x, y, y′, y′′) = 0 (8.1)

a okrajovými podmı́nkami

α1y(a) + α2y
′(a) = A, β1y(b) + β2y

′(b) = B, (8.2)
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kde A,B, α1, α2, β1, β2 jsou konstanty, pro něž plat́ı |α1|+ |α2| 6= 0, |β1|+ |β2| 6= 0.

Řešeńı hledáme na intervalu I = [a, b], a < b, jako spojitou a dvakrát spojitě diferencova-
telnou funkci, která splňuje (8.1), (8.2).

Budeme se tedy zabývat pouze tzv. “klasickým řešeńım”.
Nebudeme studovat obecný tvar (8.1), ale budeme se zabývat pouze rovnicemi
v jednodušš́ım tvaru y′′ = f(x, y, y′).

x

y

a = x0

y0 y(x, x0, y0)

Obr. 8.1: Počátečńı úloha – zadané je y(x0)
a y′(x0) (tj. směrnice tečny)

x

y

a b

y(a)

y(b)

y(x, a, b, y(a), y(b))

Obr. 8.2: Okrajová úloha pro α1 = 1, α2 = 0, β1 = 1, β2 = 0

Základńı rozd́ıl mezi počátečńı (Cauchyovou) a okrajovou úlohou je v tom, že řešeńı počátečńı

úlohy existuje a je dokonce i jednoznačně určitelné pro velmi širokou tř́ıdu rovnic, zat́ımco u

okrajové úlohy se může stát, že i pro jednoduchou lineárńı rovnici řešeńı neexistuje nebo je jich

nekonečně mnoho. U rovnic vyšš́ıch řád̊u se přirozeně taková situace může vyskytovat s mnohem

větš́ı pravděpodobnost́ı.

Okrajová úloha pro rovnici prvńıho stupně nemá smysl. Řešeńı diferenciálńı rovnice
prvńıho stupně, pokud existuje, tj. pokud jsou splněny podmı́nky Picardovy věty, je jed-
noznačně určeno už počátečńım bodem. Proto se budeme zabývat rovnicemi druhého
řádu.

Př́ıklad 8.2. Mějme rovnici
y′′ + y = 0.
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Řešeńı. Jej́ı obecné řešeńı má tvar

ỹ(x) = A sinx+B cosx

kde A,B ∈ R jsou libovolné konstanty.

Zvolme si okrajové podmı́nky

y(0) = 0, y(π) = 1.

Potom z prvńı podmı́nky dostaneme

ỹ(0) = A sin 0 +B cos 0 = 0,

B · 1 = 0, ⇒ B = 0.

Druhá podmı́nka nám dává
ỹ(π) = 1.

A současně
ỹ(π) = A sin(π) = A · 0 = 0.

Dostali jsme spor. Neboli neexistuje žádné řešeńı naš́ı rovnice, které vyhovuje zvoleným
počátečńım podmı́nkám.

Naopak pro volbu počátečńıch podmı́nek

y(0) = 0, y(π) = 0

existuje nekonečně mnoho řešeńı ỹ1(x) = K sinx, K ∈ R.

Okrajovým podmı́nkám

y(0) = 0, y
(π

2

)
= 1

vyhovuje pouze jediné řešeńı ỹ2(x) = sinx.

Z př́ıkladu je zřejmé, že možnost́ı, kdy existuje právě jedno řešeńı či nekonečně mnoho
řešeńı či neexistuje řešeńı, lze naj́ıt také nekonečně mnoho.

8.1.1 Metoda střelby

Někdy se označuje jako balistická metoda.
Základem metody střelby je převedeńı okrajové úlohy na počátečńı úlohu. Mějme dánu
okrajovou úlohu v nejjednodušš́ım možném tvaru

y′′ = f(x, y, y′), y(a) = A, y(b) = B,

tj. v nejjednodušš́ım tvaru okrajových podmı́nek (8.2).
Voĺıme si libovolně y′(a) = k0 a řeš́ıme počátečńı úlohu

y′′ = f(x, y, y′), y(a) = A, y′(a) = k0
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na intervalu [a, b] s krokem h =
b− a
n

. Substitućı y = u, y′ = v źıskáme úlohu

u′ = v(x),

v′ = f(x, u(x), v(x)),

u(a) = A, v(a) = k0.

Jde o soustavu diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu, kterou už umı́me řešit. Výsledně tak
źıskáme diskrétńı funkci (xi, y

0
i ), i = 0, 1, . . . , n. Jestliže y0

n = y0(b) = B, zastavujeme
výpočet. V opačném př́ıpadě si voĺıme novou hodnotu y′(a) = k1 a znovu provád́ıme
výpočet. Výpočet a tedy i volbu y′(a) = ki opakujeme tak dlouho, až se hodnota yin
přibĺıž́ı k B s požadovanou přesnost́ı. Viz obr. 8.3

4b = x3x2x1x0a = x

A

B

yd 
4

yh 
4

f(x)

x

y

f(x)

Obr. 8.3: Geometrický smysl metody střelby

Pro vlastńı výpočet použ́ıváme některou z numerických metod pro řešeńı počátečńıch
úloh. Často se použ́ıvá zejména Rungeho-Kuttova metoda. Pro větš́ı interval I a nebo pro
větš́ı počet uzl̊u je vhodněǰśı použ́ıt Rungeho-Kuttovu metodu na počátečńı přibĺıžeńı a
pak použ́ıt přesněǰśı metody typu prediktor-korektor.
Jakmile dosáhneme stavu, že pro volbu počátečńıch podmı́nek ki, kj plat́ı

yin < B < yjn,

potom můžeme použ́ıt pro daľśı výběr hodnot kr vhodnou numerickou metodu, např.
bisekci. Výstupem metody střelby je diskrétńı funkce {yi ≈ y(xi)}, i = 0, 1, . . . , n. Kon-
trola přesnosti se provád́ı metodou polovičńıho kroku.
Touto metodou lze řešit lineárńı i nelineárńı diferenciálńı rovnice a taktéž soustavy rovnic.
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8.1.2 Metoda konečných diferenćı

S metodou konečných diferenćı jste se setkali už v předmětu Matematika 3. Zde si ji
zasad́ıme do širš́ıch souvislost́ı a odvod́ıme si potřebná tvrzeńı. Mějme dánu úlohu

− y′′ + σ(x)y = f(x), (8.3)

y(a) = α, y(b) = β, (8.4)

kde a < b, α, β jsou konstanty. Hledáme spojitou, dvakrát spojitě diferencovatelnou funkci
y(x), která splňuje (8.3), (8.4).

Věta 8.3. Necht’ σ(x), f(x) jsou spojité na [a, b], σ(x) ≥ 0. Potom existuje právě jedno
řešeńı úlohy (8.3), (8.4).

Rovnici (8.3) můžeme řešit př́ımo analyticky, jestliže σ(x) je konstanta. Předpokládejme,
že plat́ı σ(x) ≡ 0, potom dvoj́ı integraćı dostaneme řešeńı:

−y′′ = f(x) ⇒ y′′ = −f(x),

y′ =

∫
−f(x)dx+ C ⇒ y(x) =

∫ (∫
−f(x)dx

)
dx+ Cx+D.

Parametry C,D si urč́ıme tak, aby byly splněny okrajové podmı́nky (8.4).

Necht’ nyńı je σ(x) ∈ R, σ > 0, tj. σ je kladná konstanta. Potom charakteristická rovnice
má tvar

−λ2 + σ = 0,

λ1,2 = ±
√
σ

a obecné řešeńı rovnice (8.3) je tvaru

y(x) = Ae
√
σx +Be−

√
σx,

A,B ∈ R. Paramerty A,B si dále urč́ıme tak, aby byly splněny okrajové podmı́nky (8.4).
Ověř́ıme si dále správnost našeho výpočtu:

y′(x) = Ae
√
σx
√
σ +Be−

√
σx
(
−
√
σ
)
,

y′′(x) = Ae
√
σxσ +Be−

√
σx
√
σ = σ

(
Ae
√
σx +Be−

√
σx
)

= σy.

Pro σ < 0 dostaneme analogicky řešeńı

y(x) = Cej
√
σx +De−j

√
σx,

j =
√
−1, C,D ∈ R. Paramerty C,D si opět urč́ıme tak, aby byly splněny okrajové

podmı́nky (8.4).
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Necht’ nyńı je σ(x) funkćı. Budeme nyńı hledat numerické řešeńı rovnice (8.3) metodou
konečných diferenćı. Vytvoř́ıme si śıt’:

x0 = a, xi = x0 + ih, i = 0, 1, . . . , n+ 1, h =
b− a
n+ 1

.

Body x0, xn+1 jsou hraničńı, zbývaj́ıćı body jsou vnitřńı. Hodnoty funkce v hraničńıch
bodech známe – jsou to hodnoty y0 = α, yn+1 = β. Zbývaj́ıćı hodnoty muśıme dopoč́ıtat.
Pozor: Zde máme jiné děleńı intervalu (a, b), než bylo použ́ıváno dř́ıve. To proto, abyste
předchoźı tvar nepokládali za jediný možný.

Druhou derivaci funkce y(x) nahrad́ıme diferenćı

−d
2y(xi)

dx2
= −yi+1 − 2yi + yi−1

h2
+
h2

12
y(4)(ξ),

kde yi = y(xi), ξ ∈ [xi−1, xi+1]. Je-li h dostatečně malé a max
x∈I
|y(4)(x)| < K < ∞ ,

můžeme zbytkový člen zanedbat. Protože jsme předpokládali jen spojitost funkce y(x)
včetně prvńı a druhé derivace, plyne odtud i daľśı požadavek na ohraničenost čtvrté
derivace. Ovšem funkci y(x) předem neznáme. Proto se o tomto požadavku předpokládá,
že je splněný. Označme σ(xi) = σi, f(xi) = fi. Pak dosazeńım do rovnice (8.3) dostaneme,
při zanedbáńı zbytkového členu,

−yi+1 − 2yi + yi−1

h2
+ σiyi = fi, i = 1, 2, . . . , n

a po úpravě
−yi−1 + (2 + h2σi)yi − yi+1 = h2fi, i = 1, 2, . . . , n.

Dosazeńım hodnot y0 = α, yn+1 = β dostaneme soustavu rovnic

(2 + h2σ1)y1 −y2 = h2f1 + α
−y1 +(2 + h2σ2)y2 −y3 = h2f2

−y2 +(2 + h2σ3)y3 −y4 = h2f3

. . . . . .

−yn−2 +(2 + h2σn−1)yn−1 −yn = h2fn−1

−yn−1 +(2 + h2σn)yn = h2fn + β

To je soustava lineárńıch algebraických rovnic s tř́ıdiagonálńı matićı, která je pro σ > 0
diagonálně dominantńı a tedy regulárńı a nav́ıc je i symetrická a positivně definitńı.
Existuje tedy jediné řešeńı této soustavy a iteračńı metody (Jacobiho i Gauss-Seidelova)
konverguj́ı k tomuto řešeńı.

Pro σ ≥ 0 jde o symetrickou matici, která má minimálně prvńı a posledńı rovnici di-
agonálně ostře dominantńı, u zbývaj́ıćıch rovnic plat́ı neostrá diagonálńı dominantnost. I
pro takovéto soustavy bude Gauss-Seidelova metoda konvergovat.

V př́ıpadě σ(x) ≡ 0 máme rovnici −y′′ = f(x) a dvoj́ı integraćı dostaneme hledané řešeńı
př́ımo a podstatně rychleji.
Pro odhad přesnosti plat́ı:
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Věta 8.4. Necht’ ỹ(x) je přesné řešeńı úlohy (8.3), (8.4) na intervalu [a, b], kde σ(x) ≥ 0.
Necht’ y1, y2, . . . , yn jsou diskrétńı aproximace řešeńı źıskané metodou konečných diferenćı.
Potom

|ỹ(xi)− yi| ≤
M4h

2

24
(xi − a)(b− xi),

kde xi = a+ ih = a+ i b−a
n+1

, 0 ≤ i ≤ n+ 1,M4 = max
x∈[a,b]

|f (4)(x)|. Dále plat́ı

max
1≤i≤n

|ỹ(xi)− yi| ≤
M4(b− a)2

96
h2.

Pozor: Zde zase máme celkem n+ 2 bod̊u, přičemž n0 a nn+1 jsou okrajové podmı́nky.
Z věty 8.4 plyne, že při splněńı předpoklad̊u věty 8.3, pro dostatečně malý krok h, lze
dosáhnout libovolné předepsané přesnosti. Neboli pro h → 0 diskrétńı aproximace kon-
verguj́ı k přesnému řešeńı.

Poznámka 8.5. Rovnici y′′ − σ(x)y = f(x), σ ≥ 0 si substitućı z = −y uprav́ıme na
tvar požadovaný větou 8.3 (a nebo vynásobeńım rovnice č́ıslem (−1) obdrž́ıme požadovaný
tvar). Neboli — pokud σ(x) neměńı znaménko na intervalu I a znaménka u y′′ a σ(x)
jsou opačná, je úloha (8.3), (8.4) jednoznačně řešitelná metodou konečných diferenćı.

Př́ıklad 8.6. Řešte metodou konečných diferenćı s přesnost́ı ε okrajovou úlohu

−y′′ + (1 + x2)y = −1,

y(−1) = y(1) = 0.

Řešeńı. Máme a = −1, b = 1. Zvolme krok h =
1

2
. Sestav́ıme si soustavu rovnic(

2 +
1

4

(
1 +

1

4

))
y1 −y2 = −1

4
,

−y1 +

(
2 +

1

4

)
y2 −y3 = −1

4
,

−y2 +

(
2 +

1

4

(
1 +

1

4

))
y3 = −1

4
.

A po úpravě
37y1 −16y2 = −4
−4y1 +9y2 −4y3 = −1

−16y2 +37y3 = −4

Jej́ım řešeńım jsou hledané hodnoty:

y1 = −0.25365, y2 = −0.33658, y3 = −0.25365.

Máme prvńı přibĺıžeńı. Zmenš́ıme krok na polovinu a opakujeme výpočet. Jestliže je

∀i
∣∣∣yi,h − y2i,h

2

∣∣∣ < ε, pak zastavujeme výpočet. Neplat́ı-li tato podmı́nka, změnš́ıme opět



8.1 Základńı pojmy 183

krok na polovinu a opakujeme postup. Pokud použijeme Eukleidovskou normu, bude mı́t

podmı́nka tvar

√√√√ n∑
i=1

(
yi,h − y2i,h

2

)2

< ε.

V obecněǰśım př́ıpadě budeme mı́t složitěǰśı tvar.

Definice 8.7. Okrajová úloha pro obyčejnou lineárńı diferenciálńı rovnici 2.̌rádu je: Určit
takové řešeńı y(x) rovnice

y′′ + f1(x)y′ + f2(x)y = f3(x), (8.5)

které na intervalu I = [a, b] splňuje okrajové podmı́nky

α1y(a) + β1y
′(a) = γ1, α2y(b) + β2y

′(b) = γ2, |αi|+ |βi| > 0, i = 1, 2. (8.6)

Řešeńı hledáme jako spojitou funkci, která je na intervalu [a, b] spojitě dvakrát diferenco-
vatelná.

Podmı́nky (8.6) se většinou označuj́ı jako Sturmovy podmı́nky. Jejich speciálńım př́ıpadem
jsou Dirichletovy 1 podmı́nky

y(a) = α, y(b) = β,

a nebo Neumannovy 2 podmı́nky

y′(a) = α, y′(b) = β.

Věta 8.8. Necht’ je dána rovnice (8.5) a necht’ f1 ∈ C(I). Potom lze tuto rovnici převést
na samoadjungovaný tvar

− (p(x)y′)′ + q(x)y = f(x) (8.7)

kde
p(x) = e

∫
f1(x)dx, q(x) = −f2(x)p(x), f(x) = −f3(x)p(x).

Důkaz. Podle předpokladu je f1 ∈ C(I), potom tedy existuje (
∫
f1(x)dx) pro ∀x ∈ I. Označme

p(x) = exp(
∫
f1(x)dx). Rovnici (8.5) vynásob́ıme (−p(x)). Dostaneme

− y′′p(x)− f1(x)p(x)y′ − f2(x)p(x)y = −f3(x)p(x). (8.8)

Dále je
y′′p(x) + f1(x)p(x)y′ = (p(x)y′)′,

nebot’

(p(x)y′)′ = p′(x)y′ + p(x)y′′,

p′(x) =
(
e
∫
f1(x)dx

)′
=
(
e
∫
f1(x)dx

)
f1(x) = p(x)f1(x).

Dosazeńım tohoto výsledku do (8.8) a použit́ım označeńı p, q, f definovaných ve větě 8.8
dostaneme rovnici (8.7).

1P. G. L. Dirichlet (1805 – 1859) německý matematik. Pracoval v teorii č́ısel, matematické analýze,
matematické fyzice. Ve všech těchto oborech dosáhnul významných výsledk̊u.

2K. G. Neumann (1832 – 1925) německý matematik. Věnoval se hlavně teorii logaritmického po-
tenciálu, diferenciálńım rovnićım, matematické fyzice.
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Věta 8.9. Necht’ máme lineárńı diferenciálńı rovnici v samoadjungovaném tvaru (8.7).
Necht’ dále plat́ı

q, f ∈ C(I), p ∈ C1(I),

p(x) > 0, q(x) ≥ 0 ∀x ∈ I.

Potom existuje právě jedno řešeńı u(x) diferenciálńı rovnice (8.7), které splňuje okrajové
podmı́nky u(a) = α, u(b) = β, kde α, β jsou libovolná reálná č́ısla.

Na základě této věty plat́ı i postup řešeńı, který jsme si předvedli jako prvńı, nebot’ rovnice
(8.3) je speciálńım př́ıpadem rovnice (8.5) a tedy i speciálńım př́ıpadem rovnice (8.7).1

Numerické řešeńı opět budeme hledat metodou konečných diferenćı. Předpokládáme
přitom, že jsou splněny předpoklady věty 8.9, které nám zajǐst’uj́ı existenci a jednoznačnost
řešeńı. Označme

pi± 1
2

= p

(
xi ±

h

2

)
,

qi = q(xi), fi = f(xi), h =
b− a
n

, i = 0, 1, . . . , n.

Výraz (p(x)y′)′ nahrad́ıme výrazem

(p(x)y′)′ ≈ 1

h

(
pi+ 1

2

yi+1 − yi
h

− pi− 1
2

yi − yi−1

h

)
.

Po dosazeńı do (8.7) dostaneme

− 1

h2

(
pi+ 1

2
(yi+1 − yi)− pi− 1

2
(yi − yi−1)

)
+ qiyi = fi

a po úpravě máme soustavu lineárńıch algebraických rovnic

−pi− 1
2
yi−1 + (pi− 1

2
+ pi+ 1

2
+ h2qi)yi − pi+ 1

2
yi+1 = h2fi, i = 1, 2, . . . , n− 1.

1Mějme rovnici
(−py′)′ + qy = f

a okrajové podmı́nky
y(x0) = y0, y(xn) = yn.

V př́ıpadě, že p je konstanta, máme rovnici

−py′′ + qy = f.

Vyděleńım celé rovnice p dostaneme stejný tvar jako má rovnice (8.3). Jestliže budeme poč́ıtat př́ımo a
nahrad́ıme derivaci diferenćı, potom dostaneme, při stejném označeńı jako dř́ıve,

−p yi+1 − 2yi + yi−1
h2

+ qiyi = fi

a po úpravě
−pyi+1 +

(
2p+ h2qi

)
yi − pyi−1 = h2fi.

Máme soustavu s reálnou symetrickou matićı. Jestliže je p > 0 a q ≥ 0, potom jde o matici diagonálně
dominantńı a proto je soustava s ńı jednoznačně řešitelná.
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Je to soustava lineárńıch algebraických rovnic s tř́ıdiagonálńı symetrickou matici koefi-
cient̊u. Dá se ukázat, že tato matice je regulárńı: Podle podmı́nek věty 8.9 je p > 0, q ≥ 0.
Matice je diagonálně dominantńı pro q > 0, a proto podle věty 4.54 je regulárńı a ex-
istuje jediné řešeńı této soustavy. Bude k němu konvergovat Jacobiho iteračńı metoda i
Gauss-Seidelova iteračńı metoda.

Pro q ≥ 0 jde o symetrickou matici, která má minimálně prvńı a posledńı rovnici dia-
gonálně ostře dominantńı, u zbývaj́ıćıch plat́ı neostrá diagonálńı dominantnost. I pro
takovéto soustavy bude Gauss-Seidelova metoda konvergovat.
V př́ıpadě q ≡ 0 máme rovnici −(p(x)y′)′ = f(x) a dvoj́ı integraćı dostaneme hledané
řešeńı.

−(p(x)y′)′ = f(x),

−p(x)y′ =

∫
f(x)dx+K,

protože p(x) > 0 pro všechna x z I,

y′ =
−1

p(x)

∫
f(x)dx+K,

y =

∫ (
−1

p(x)

∫
f(x)dx+K

)
dx+ C.

Př́ıklad 8.10. Metodou konečných diferenćı s krokem h = 0.25 řešte na intervalu I =
= [1; 2] úlohu

y′′ − 2

x
y′ − 4

x2
y =

6

x
,

y(1) = 0, y(2) = −1.5.

Řešeńı. Funkce f1(x) = −2/x je na I spojitá. Proto podle věty 8.8 si rovnici převedeme
na samoadjungovaný tvar, kde

p(x) = exp

(∫
−2

x
dx

)
= exp

(
−2

∫
dx

x

)
= exp (−2 lnx) = exp

(
lnx−2

)
= x−2 =

1

x2
.

Dostáváme

−
(
y′

x2

)′
+

4

x4
y = − 6

x3
. (8.9)

Funkce p = x−2, p′ = −2x−3, q = 4x−4, f = −6x−3 jsou spojité na I, p > 0, q > 0, jsou
tedy splněny všechny podmı́nky věty 8.9 a řešeńı této úlohy existuje a je právě jedno.

Po dosazeńı do (8.9) dostaneme soustavu lineárńıch algebraických rovnic

1.4214y1 −0.5289y2 = −0.192,
−0.5289y1 +0.987y2 −0.37869y3 = −0.11111,

−0.37869y2 +0.68979y3 = −0.496.
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Jej́ım řešeńım je y1 = −0.441, y2 = −0.82349, y3 = −1.1712.
Tento numerický výsledek si můžete srovnat s analytickýn řešeńım

y∗(x) =
1

x
− x,

potom je y∗1 = −0.45, y∗2 = −0.833, y∗3 = −1.178.

Dosáhli jsme přesnosti 10−1. Provedeme zmenšeńı kroku a výpočet opakujeme do té doby,
než dosáhneme požadované přesnosti. T.j. pokud se hodnoty v uzlověch bodech neustáĺı.

Mějme obecný př́ıpad okrajové úlohy pro obyčejnou lineárńı diferenciálńı rovnici 2.̌rádu:

a0(x)y′′ + a1(x)y′ + a2(x)y = f(x), (8.10)

kde x ∈ [a, b], a0, a1, a2, f jsou spojité funkce na [a, b] a a0(x) 6= 0 pro všechna x z intervalu
[a, b]. Hledáme takové řešeńı rovnice (8.10), které na intervalu I = [a, b] splňuje okrajové
podmı́nky

α1y(a) + α2y
′(a) = d0, β1y(b) + β2y

′(b) = d1, (8.11)

kde α1, α2, β1, β2 jsou daná reálná č́ısla, |α1| + |α2| 6= 0, |β1| + |β2| 6= 0. Řešeńı hledáme
jako spojitou funkci, která je na intervalu [a, b] spojitě dvakrát diferencovatelná.

Postupujeme analogicky jako v předchoźıch př́ıpadech. Označme ai(xj) = aij, y(xj) =

= yj, h =
b− a
n

. Derivace nahrad́ıme diferencemi

y′′(xj) ≈
yj+1 − 2yj + yj−1

h2
,

y′(xj) ≈
yj+1 − yj−1

2h
.

Dosazeńım do rovnice (8.10) dostaneme soustavu rovnic

a0j

h2
(yj+1 − 2yj + yj−1) +

a1j

2h
(yj+1 − yj−1) + a2jyj = fj

a po úpravě

yj−1

(a0j

h2
− a1j

2h

)
+ yj

(
−2

a0j

h2
+ a2j

)
+ yj+1

(a0j

h2
+
a1j

2h

)
= fj. (8.12)

Pokud odstrańıme zlomky, dostaneme

yj−1 (2a0j − ha1j) + yj
(
−4a0j + 2h2a2j

)
+ yj+1 (2a0j + ha1j) = 2h2fj. (8.13)

V okrajových podmı́nkách (8.11) nahrad́ıme derivaci v krajńıch bodech intervalu diferenćı

y′(x0) ≈ 1

2h
(−3y0 + 4y1 − y2) ,
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y′(xn) ≈ 1

2h
(3yn − 4yn−1 + yn−2) .

Dosazeńım do počátečńıch podmı́nek dostaneme

α1y0 +
α2

2h
(−3y0 + 4y1 − y2) = d0, (8.14)

β1yn +
β2

2h
(3yn − 4yn−1 + yn−2) = d1. (8.15)

Rovnice (8.12), (8.14), (8.15) a nebo (8.13), (8.14), (8.15) tvoř́ı soustavu n + 1 rovnic
o n + 1 neznámých y0, y1, . . . , yn. Jej́ım vyřešeńım źıskáme diskrétńı aproximaci úlohy
(8.10), (8.11).

Věta 8.11. Necht’ a0, a1, a2, f jsou spojité funkce na intervalu [a, b] takové, že plat́ı

a0(x) ≥ c > 0, a2(x) ≤ 0

na [a, b] a dále |α1| + |α2| > 0, |β1| + |β2| > 0. Potom má úloha (8.10), (8.11) právě
jedno řešeńı a diskrétńı aproximace źıskaná pomoćı rovnic (8.12), (8.14), (8.15), respektive
(8.13), (8.14), (8.15) konverguje k tomuto řešeńı.

Př́ıklad 8.12. Metodou konečných diferenćı řešte úlohu

y′′ − y = x,

y(0) = 1,

2y(1) + 3y′(1) = −1.

Řešeńı. Volme n = 4, potom h = 0.25 a máme uzlové body x0 = 0, x1 = 0.25, x2 =
= 0.5, x3 = 0.75, x4 = 1. Máme a0 = 1, a1 = 0, a2 = −1, f = x, jsou tedy splněny
požadavky věty 8.11 a po dosazeńı do (8.12) dostaneme soustavu

−y0 +2.0625y1 −y2 = −0.015625,
−y1 +2.0625y2 −y3 = −0.031250,

−y2 +2.0625y3 −y4 = −0.046875.

Z prvńı okrajové podmı́nky vyplývá, že

y0 = 1

a z druhé okrajové podmı́nky vyplývá, po dosazeńı do (8.15), rovnice

2y4 + 6(3y4 − 4y3 + y2) = −1.

Po úpravě dostaneme soustavu
2.065 −1 0 0 0.984375
−1 2.0625 −1 0 −0.031250
0 −1 2.0625 −1 −0.046875
0 0 −11.6250 14 −1.281250

 ,
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s tř́ıdiagonálńı matićı koeficient̊u, která je diagonálně dominantńı. Jej́ım řešeńım je

y0 = 1,
y1 = 0.0688479,
y2 = 0.435612,
y3 = 0.241121,
y4 = 0.108782.

Pokud porovnáme tuto aproximaci s analytickým řešeńım

y =
4e+ 1

5e2 + 1
ex +

5e2 − 4e

5e2 + 1
e−x − x, x ∈ [0, 1],

zjist́ıme, že chyba je |ε| ≤ 0.00546. Vzhledem k velikosti kroku jde o velmi dobrou apro-
ximaci.

Př́ıklad 8.13. Řešte rovnici

−
(
(1 + x) y′

)′
+ (2− x) y = x4 − 2x3 + 8x2 + 8x+ 1

s okrajovýni podmı́nkami
y′(0) = 2y(0) + 1,

y(1) = 0.

Řešeńı. Naše úloha má analytické řešeńı ỹ = x − x3, které můžeme použ́ıt pro porovnáńı s
numerickým řešeńım.

Numerické řešeńı budeme hledat pomoćı metody konečných diferenćı. Volme n = 2k, k =
= 1, 2, . . . , potom pro k = 1 máme n = 2 a dostaneme soustavu(

10 −5
−5 13.5

)
·
(
y0

y1

)
=

(
−2.5

4.8125

)
.

Hodnotu y2 = y(1) známe. Řešeńım naš́ı soustavy je

y0 = −0, 088068,

y1 = 0, 323864.

Pro k = 2 máme n = 4 a dostaneme soustavu
27 −18 0 0
−18 41.75 −22 0

0 −22 49.5 −26
0 0 −26 57, 25

 ·


y0

y1

y2

y3

 =


−4.5

1.472656
4.8125

8.972656

 .

Řešeńım naš́ı soustavy je

y0 = −0, 022, y1 = 0, 216453, y2 = 0.362128, y3 = 0.321188.

Hodnotu y4 = y(1) známe. A můžeme stejným zp̊usobem pokračovat dále.
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V aplikaćıch se objevuj́ı i obecněǰśı rovnice, např.

− (p(x)y′(x))
′
+ r(x)y′(x) + g(x)y(x) = f(x). (8.16)

Tato rovnice popisuje mezi jiným i transport chemické př́ıměsi v kapalině a proto se někdy
označuje jako difuzńı rovnice.

Člen ry′, který je zde nav́ıc, ve srovnáńı s předchoźım typem rovnic, aproximujeme
výrazem

r(xi)y
′(xi) = ri

yi+1 − yi−1

2h
+O(h2).

Po dosazeńı do (8.16) rovnice dostaneme soustavu

−
(
pi− 1

2
+

1

2
hri

)
yi−1 +

(
pi− 1

2
+ pi+ 1

2
+ h2gi

)
yi −

(
pi+ 1

2
− 1

2
hri

)
yi+1 = h2fi.

Podmı́nky řešitelnosti rovnice (8.16) se opět převád́ı na podmı́nku řešitelnosti soustavy
lineárńıch algebraických rovnic.

Zp̊usob provedeńı diskretizace př́ımo ovlivňuje řešeńı, viz následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 8.14. Pro x ∈ [0, l] řešme rovnici

−pu′′ + ru′ = 0,

s okrajovými podmı́nkami
u(0) = α, u(l) = β,

kde p > 0, r 6= 0, α 6= β jsou konstanty.

Řešeńı. Naše úloha má přesné řešeńı

u(x) = α + (β − α)
1− e

rx
p

1− e
r
p

.

Jde to monotonńı funkci, která je pro α < β rostoućı a pro β < α klesaj́ıćı.

Při hledáńı numerického řešeńı nahrad́ıme derivace centrálńımi diferencemi a dostaneme

−pui+1 − 2ui + ui−1

h2
+ r

ui+1 − ui−1

2h
= 0.

Označme λ =
rh

p
. Potom po úpravě dostaneme

−
(

1 +
1

2
λ

)
ui−1 + 2ui −

(
1− 1

2
λ

)
ui+1 = 0.

Pro λ = 2 dostaneme řešeńı
ui = ui−1,
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neboli
ui = α pro i < n,

un = β.

Pro λ 6= 2 dostaneme řešeńı

ui = A+B

(
1 + 1

2
λ

1− 1
2
λ

)i
,

kde konstanty A,B urč́ıme z okrajových podmı́nek.

Pokud použijeme pro náhradu prvńı derivace diferenci vzad, neboli

u′ =
ui − ui−1

h
,

potom dostaneme pro r > 0 (a tedy i λ > 0, protože podle předpoklad̊u je p > 0 a h je
velikost kroku, která je také kladná)

−pui+1 − 2ui + ui−1

h2
+ r

ui − ui−1

h
= 0

a po úpravě dostaneme

−(1 + λ)ui−1 + (2 + λ)ui − ui+1 = 0.

Tato diferenčńı rovnice má řešeńı

ui = C +D(1 + λ)i,

které je ryze monotonńı. Konstanty C,D urč́ıme z okrajových podmı́nek.

V př́ıpadě, že máme r < 0, postupujeme obdobně. Prvńı derivaci nahrad́ıme diferenćı
vpřed, tj.

u′ =
ui+1 − ui

h
a dostaneme

−pui+1 − 2ui + ui−1

h2
+ r

ui+1 − ui
h

= 0.

V tomto př́ıpadě je λ < 0, (protože podle předpoklad̊u je p > 0 a h je velikost kroku,
která je také kladná). Po úpravě potom dostaneme

−ui−1 + (2− λ)ui − (1− λ)ui+1 = 0.

Tato diferenčńı rovnice má řešeńı

ui = E + F (1− λ)i,

které je opět ryze monotonńı. Konstanty E,F urč́ıme z okrajových podmı́nek.

Poznámka 8.15. Prvńı postup je použitelný jen pro krok, jehož délka splňuje podmı́nku

|λ| < 2⇒ h <
2p

|r|
.



8.2 Metoda konečných objemů 191

8.2 Metoda konečných objemů

Jinou metodou pro řešeńı okrajových úloh je metoda konečných objemů.

Hledáme řešeńı rovnice
(−pu′)′ + qu = f, (8.17)

kde p > 0, q 6= 0, na intervalu [0, l] s krokem h. Opět budeme hledat řešeńı v jednotlivých

uzlových bodech, kde máme xi = x0 + ih = ih, protože x0 = 0 a jako obvykle h =
l

n
.

Ke každému i-tému kroku přǐrad́ıme konečný objem Bi takto

a) pro vnitřńı uzly Bi =
〈
xi− 1

2
, xi+ 1

2

〉
, i = 1, 2, . . . , n− 1.

b) pro hraničńı uzly B0 =
〈

0, x 1
2

〉
, Bn =

〈
xn− 1

2
, xn

〉
. Potom

〈0, l〉 =
n⋃
i=0

Bi.

Vezmeme si naši rovnici (8.17) a budeme ji integrovat přes Bi.∫
Bi

[(−pu′)′ + qu] dx =

∫
Bi

fdx.

Předpokládejme nejdř́ıve, že Bi př́ısluš́ı vnǐrńımu uzlu. Potom dostaneme

−pu′|x=xi+
1
2

x=xi− 1
2

+

∫ xi+
1
2

xi− 1
2

qudx =

∫ xi+
1
2

xi− 1
2

fdx,

−pu′(xi+ 1
2
)− u′(xi− 1

2
) +

∫ xi+
1
2

xi− 1
2

qudx =

∫ xi+
1
2

xi− 1
2

fdx.

Derivace nahrad́ıme diferencemi

u′(xi −
1

2
) =

ui − ui−1

h
+O(h2),

u′(xi +
1

2
) =

ui+1 − ui
h

+O(h2).

Hodnoty obou integrál̊u odhadneme pomoćı obdélńıkového pravidla, přitom budeme vždy
vycházet ze středu intervalu. Neboli∫ xi+

1
2

xi− 1
2

qudx = hqiui +O(h3),

∫ xi+
1
2

xi− 1
2

fdx = hfi +O(h3).
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Dosad́ıme a po zanedbáńı chybových funkćı dostaneme po úpravě rovnici

−
pi− 1

2

h
ui−1 +

(
pi− 1

2

h
+
pi+ 1

2

h
+ hqi

)
ui −

pi− 1
2

h
ui+1 = hfi.

Necht’ máme zadané Neumannovy okrajové podmı́nky v bodech x = 0 a x = l. Potom
pro B0 máme

−pu′|
x=x 1

2
x=x0 +

∫ x 1
2

x0

qudx =

∫ x 1
2

x0

fdx.

Derivaci v bodě x 1
2

nahrad́ıme diferenćı

u′(x 1
2
) =

u1 − u0

h
+O(h2)

dosad́ıme za výraz p(x0)u′(x0) ≡ p(0)u(0) podle okrajové podmı́nky a integrály poč́ıtáme
podle obdelńıkového pravidla př́ıčemž budeme vycházet z levého konce intervalu, tj.∫ x 1

2

x0

qudx =
1

2
hq0u0 +O(h2),

∫ x 1
2

x0

fdx =
1

2
hf0 +O(h2).

Analogicky pro bod Bn, kde použijeme obdélńıhové pravidlo a vycháźıme z pravého konce
intervalu.

Nakonec dostáváme soustavu lineárńıch algebraických rovnic, která je (vzhledem k
podmı́nkám) jednoznačně řešitelná.

Můžeme použ́ıt i jiný postup, jehož základem je integrace podle lichoběžńıkového
pravidla. Vezmene si opět naši rovnici (8.17), budeme ji integrovat na intervalu 〈xi, xi+1〉
a dostaneme

−pu′|xi+1

xi
+

∫ xi+1

xi

qudx =

∫ xi+1

xi

fdx,

−pi+1u
′
i+1 + piu

′
i +

∫ xi+1

xi

qudx =

∫ xi+1

xi

fdx.

Derivace nahrad́ıme diferencemi, tj.

u′i+1 =
ui+1 − ui

h
+O(h2),

u′i =
ui − ui−1

h
+O(h2)

a integrály urč́ıme podle lichoběžńıkového pravidla∫ xi+1

xi

qudx =
qi+1ui+1 + qiui

2
· h+O(h2),
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∫ xi+1

xi

fdx =
fi+1 + fi

2
· h+O(h2).

Po dosazeńı dostaneme

−pi+1

(
ui+1 − ui

h

)
+ pi

(
ui − ui−1

h

)
+
qi+1ui+1 + qiui

2
· h =

h

2
(fi+1 + fi) .

Po úpravě dostáváme(
−pi+1

h
+
hqi+1

2

)
ui+1 +

(
pi+1

h
+
pi
h

+
hqi
2

)
ui +

(
−pi
h

)
ui−1 =

h

2
(fi+1 + fi) .

Opět máme soustavu lineárńıch algebraických rovnic. Protože požaduje jednoznačnou
řešitelnost, dostáváme podmı́nku |qi| ≥ |qi+1| ∀i. Pouze v tomto př́ıpadě můžeme garan-
tovat jednoznačnou řešitelnost.

Pojmy k zapamatováńı

– Zabývali jsme se hledáńım řešeńı okrajových úloh pro diferenciálńı rovnice řádu aspoň dvě.
Vysvětlili jsme si, že pouze pro ně má smysl hledat řešeńı okrajové úlohy.

– Ukázali jsme si dva z možných př́ıstup̊u.

– Okrajovou úlohu lze převést na počátečńı a hledat řešeńı počátečńı úlohy některou z dř́ıve
probraných metod - to je princip metody střelby.

– Nebo lze na základě diskretizace proměnných převest okrajovou úlohu na řešeńı sous-
tavy lineárńıch algebraických rovnic - to je princip metody konečných diferenćı a metody
konečných objemů.

– Formulace úlohy a použit́ı hraničńıch bod̊u nám zaručuje jednoznačnou řešitelnost sousta-
vy. Nalezené diskrétńı řešeńı v limitě konverguje k přesnému řešeńı.

Kontrolńı otázky

1. Co rozumı́me pojmem okrajová úloha?

2. Proč se nezabýváme řešeńım okrajových úloh pro rovnice prvńıho řádu?

3. Je řešitelná každá okrajová úloha? Nutno zd̊uvodnit.

8.3 Cvičeńı

Maplety

Př́ıklady pro samostatnou práci jsou uvedeny v samostatné sb́ırce př́ıklad̊u. Pomoćı
následuj́ıćıch maplet̊u si můžete usnadnit některé d́ılč́ı výpočty, nebo zkontrolovat jejich
správnost.
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1. Výpočet determinantu matice

2. Analytické řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

3. Výpočet funkčńıch hodnot funkćı jedné proměnné

4. Parciálńı derivace

http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Determinant.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SoustavaLinRovnic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/funkcniHodnoty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/parcialniDerivace.html
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9 Metoda konečných prvk̊u.

Pr̊uvodce studiem

Ćılem této kapitoly je seznámit čtená̌re s daľśı numerickou metodou pro nalezeńı řešeńı okrajové
úlohy pro obyčejnou diferenciálńı rovnici.

Metoda konečných prvk̊u je v současnosti velmi často použ́ıvána p̌ri řešeńı celé řady nejr̊uzněǰśıch
úloh v řadě aplikačńıch oblast́ı.

Na rozvoji metody konečných prvk̊u se pod́ılela celá řada vynikaj́ıćıch matematik̊u. Pro nás je d̊uležité,
že jako prvńı dokázal konvergenci metody konečných prvk̊u v roce 1968 prof. RNDr. Miloš Zlámal,
DrSc. pracovńık VUT v Brně, který sv̊uj výsledek publikoval v Math. Nachrichten, a současně s
ńım prof. RNDr. Alexander Žeńı̌sek, DrSc. (emeritńı profesor na FSI VUT), který však sv̊uj výsledek
publikoval v češtině a proto je celosvětově p̌riznáváno prvenstv́ı prof. Zlámalovi.

Metoda konečných prvk̊u se použ́ıvá taǩrka výhradně pro řešeńı úloh s parciálńımi diferenciálńımi
rovnicemi. Při použit́ı na řešeńı okrajové úlohy pro obyčejné diferenciálńı rovnice dává, p̌ri splněńı
podḿınek konvergence, stejný výsledek jako metoda konečných diferenćı. My se j́ı ale budeme p̌resto
zabývat, protože v jednodimenzionálńım p̌ŕıpadě je základńı princip metody snáze pochopitelný.

Ćıle

Po prostudováńı této kapitoly budete schopni:

• Chápat podstatu metody konečných prvk̊u.

• Sestrojit vhodné bázové funkce.

9.1 Základńı pojmy

Metoda vznikla při řešeńı okrajových úloh rovinné pružnosti. Jej́ı princip je, že se rovinná
oblast rozděĺı na vhodné části, nazývané konečné prvky – obvykle to bývaj́ı nepřekrývaj́ıćı se
trojúhelńıky, a celá oblast se pak chápe jako konečný systém prvk̊u, které na sebe vzájemně
p̊usob́ı. V této podobě se metoda konečných prvk̊u objevila v inženýrské praxi. Brzy se ukázalo,
že jde o variantu Rietzovy metody, ale název j́ı už z̊ustal p̊uvodńı.

Např. celková energie soustavy, která je popsána parciálńı diferenciálńı okrajovou úlohou
eliptického typu, je dána integrálem, který se proto nazývá energetický. Řešeńı úlohy pak má
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tu vlastnost, že tomuto integrálu dává nejmenš́ı hodnotu. Vid́ıme tedy, že p̊uvodńı okrajová
úloha je ekvivalentńı s určeńım takové funkce, která by minimalizovala zmı́něný funkcionál. Jde
o variačńı formulaci úlohy.

V př́ıpadě funkćı jedné proměnné se jedná o nalezeńı funkce y splňuj́ıćı určité okrajové podmı́nky
a pro ńıž je funkcionál

F (y) =

∫ b

a
g(x, y, y′)dx (9.1)

minimálńı. K přibližnému řešeńı se už́ıvá Rietzova metoda. Řešeńı hledáme ve tvaru

v(x) = ϕ(x) +

n∑
j=1

αj · bj(x),

kde ϕ splňuje okrajové podmı́nky, ϕ(a) = α,ϕ(b) = β a kde bj jsou lineárně nezávislé (bázové)
funkce splňuj́ıćı homogenńı okrajové podmı́nky (tj. jsou nulové na dané hranici). Protože ϕ
splňuje okrajové podmı́nky a funkce bj jsou na hranićıch nulové, tak i funkce v splňuje okrajové
podmı́nky. Po dosazeńı do funkcionálu (9.1) dostaneme

F (v) = Φ(α1, . . . , αn),

tedy funkci n proměnných. Hledáme nyńı jej́ı minimum metodami matematické analýzy.

Je jasné, že obecně neplat́ı v(x) = y(x), protože v(x) má speciálńı tvar určený jej́ımi bázovými
funkcemi. Můžeme tedy pouze očekávat v(x) ≈ y(x). Přesnost je přitom př́ımo závislá na
volbě bázových funkćı a na jejich počtu. Metodu konečných prvk̊u dostaneme speciálńı volbou
bázových funkćı.

Mějme úlohu na intervalu [a, b], a < b,

− y′′ + σ(x)y = f(x), σ(x) ≥ 0, (9.2)

y(a) = α, y(b) = β. (9.3)

Existenci a jednoznačnost řešeńı jsme si ukázali už dř́ıve.
Nejdř́ıve převedeme tuto okrajovou úlohu na variačńı úlohu:
Necht’ w(x) je libovolná funkce, která má po částech spojitou prvńı derivaci a splňuje okrajové
podmı́nky, t.j. w(a) = α, w(b) = β. Sestroj́ıme si funkcionál

F (w) ≡ 1

2

∫ b

a

(
[w′(x)]2 + σ(x)w2(x)− 2w(x)f(x)

)
dx (9.4)

a ukážeme, že funkce, která jej minimalizuje, je řešeńım naš́ı úlohy (9.2), (9.3).

Necht’ w(x) = y(x) + ε(x), kde y(x) je řešeńım okrajové úlohy (9.2) a ∀x ∈ I : ε(x) ≥ 0. Potom
po dosazeńı máme po úpravě

F (w) = F (y) +

∫ b

a

(
ε′y′ + εσy − εf

)
dx+

1

2

∫ b

a

(
[ε′]2 + σε2

)
dx. (9.5)

Prvńı člen prvńıho integrálu integrujeme “per partes”∫ b

a
ε′y′dx =

∣∣∣∣ u = y′ u′ = y′′

v′ = ε′ v = ε

∣∣∣∣ = εy′
∣∣b
a
−
∫ b

a
εy′′dx =
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= ε(b)y′(b)− ε(a)y′(a)−
∫ b

a
εy′′dx.

Takže celý prvńı integrál z (9.5) si přeṕı̌seme na tvar

ε(b)y′(b)− ε(a)y′(a) +

∫ b

a
ε(−y′′ + σy − f)dx

a celý tento výraz je roven nule, nebot’ y je řešeńım úlohy (9.2), (9.3) a ε(a) = ε(b) = 0, protože
ε = w − y a funkce w a y splňuj́ı tytéž okrajové podmı́nky. Takže z (9.5) máme

F (w) = F (y) +
1

2

∫ b

a

(
[ε′(x)]2 + σε2

)
dx ≥ F (y),

protože pod integrálem je nezáporná funkce. Takže y skutečně minimalizuje funkcionál F
v množině dostatečně hladkých funkćı w(x) splňuj́ıćıch tytéž okrajové podmı́nky.
Omeźıme se při hledáńı minima v funkce F na množinu spojitých, po částech lineárńıch funkćı
a na př́ıpad ekvidistantńıch uzl̊u

xj = x0 + jh, h =
b− a
n+ 1

, v0 = α, vn+1 = β, vj = v(xj).

Protože lomená čára je jednoznačně určena svými vrcholy, budeme hledat funkci v ve tvaru

v(x) =
n∑
j=0

vj · bj(x),

kde vj jsou konstanty a bázové funkce bj(x) jsou dány předpisem

bj(x) =


1
h(x− xj−1), x ∈ [xj−1, xj ],
− 1
h(x− xj+1), x ∈ [xj , xj+1],

0 jinak.

Z této definice plyne, že bj(xj) = 1, bj(xk) = 0 ∀k 6= j. Zvláště je d̊uležité, že funkce bj má velmi
malý nosič – tj. je nenulová jen na úzkém intervalu (xj−1, xj+1).
V př́ıpadě b0(x), bn+1(x) bereme do úvahy pouze tu část, která lež́ı uvnitř intervalu [a, b]. Protože
derivace v′(x) je po částech konstantńı v′(x) = 1

h(vj+1 − vj), x ∈ [xj , xj+1], tak∫ b

a

(
v′(x)

)2
dx =

n∑
j=0

∫ xj+1

xj

(
v′(x)

)2
dx =

1

h2

n∑
j=0

(xj+1 − xj)︸ ︷︷ ︸
=h

(vj+1 − vj)2 =

=
1

h

n∑
j=0

(vj+1 − vj)2.

Dosazeńım v(x) a v′(x) do rovnice (9.4) dostaneme

F (v) =
1

2h

n∑
j=0

(vj+1 − vj)2 +
1

2

∫ b

a
σ(x)v2(x)dx−

∫ b

a
v(x)f(x)dx.

F je nyńı kvadratickou funkćı parametr̊u v1, v2, . . . , vn. Hledáme nyńı minimum této funkce

∂F

∂vi
= 0, i = 0, 1, . . . , n.
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Dostáváme soustavu lineárńıch rovnic.
Přitom se vj objevuje pouze ve sč́ıtanćıch s indexem j − 1, j. Takže máme

∂v

∂vj
= bj(x),

a tedy
∂(v2)

∂vj
= 2v

∂v

∂vj
= 2v · bj(x).

Odtud ovšem plyne, že se stač́ı omezit na interval [xi−1, xi+1], protože mimo něj je funkce bj
nulová.
Dostáváme tedy soustavu pro i = 1, 2, . . . , n,

1

h
(2vi − vi−1 − vi+1) +

∫ xi+1

xi−1

σ(x)v(x)bi(x)dx =

∫ xi+1

xi−1

f(x)bi(x)dx.

Toto je opět soustava s tř́ıdiagonálńı matićı.
Když si ještě uvědomı́me, že

v(x)bi(x) =

 n∑
j=0

vjbj(x)

 bi(x) = vib
2
i (x) + vi−1bi−1(x)bi(x) + vi+1bi+1(x)bi(x).

A protože bázové funkce známe, tak známe i tyto koeficienty.
V př́ıpadě, že σ(x) ≡ 0 dostaneme tentýž výsledek jako metodou konečných diferenćı.

Pojmy k zapamatováńı

– Seznámili jsme se s daľśı numerickou metodou pro nalezeńı řešeńı okrajové úlohy pro
obyčejnou diferenciálńı rovnici - s metodou konečných prvk̊u, která je v současnosti velmi
často použ́ıvána při řešeńı celé řady nejr̊uzněǰśıch úloh v řadě aplakačńıch oblast́ı.

– Na rozvoji metody konečných prvk̊u se pod́ılela celá řada vynikaj́ıćıch matematik̊u. Pro
nás je d̊uležité, že prvńı dokázal konvergenci metody v roce 1968 profesor Miloš Zlámal,
pracovńık VUT Brno. Na daľśım rozvoji metody se pod́ıleli např́ıklad prof. A. Žeńı̌sek z
FSI VUT v Brně, prof F. Melkes z FEKT VUT v Brně, prof. M. Kř́ıžek z MU AV ČR,
Praha, a mnoho daľśıch.

– Ačkoliv se metoda konečných prvk̊u použ́ıvá předevš́ım pro řešeńı úloh z parciálńımi
diferenciálńımi rovnicemi, zabývali jsme se j́ı, protože v jednodimenzionálńım př́ıpadě je
základńı princip metody snáze pochopitelný.

Kontrolńı otázky

1. Co rozumı́me pojmem bázová funkce?

2. Jakou hlavńı vlastnost muśı mı́t bázové funkce?

3. Co nám bude zaručovat řešitelnost soustavy rovnic?

4. Co rozumı́me pod pojmem funkcionál?

5. Jaký byl př́ınost brněnských matematik̊u pro rozvoj teoretických základ̊u metody konečných
prvk̊u?
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10 Parciálńı diferenciálńı rovnice

Pr̊uvodce studiem

V p̌redchoźıch kapitolách jsme se zabývali obyčejnými diferenciálńımi rovncemi. S pojmem pariálńı
derivace jste se setkali v p̌redmětu Matematika 2. S parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi jste se
mohli setkat v p̌redmětu Diferenciálńı rovnice v elektrotechnice. Zde se jimi budeme zabývat š́ı̌reji a
s hlavńım d̊urazem na hledáńı numerického řešeńı.

Ćılem této kapitoly je seznámit čtená̌re se základy teorie parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Stanov́ıme
si co budeme rozumět řešeńım parciálńı diferenciálńı rovnice a jaké úlohy budeme řešit.

Potom se zamě̌ŕıme na parciálńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu. Zformulujeme si požadavky na
počátečńı úlohu pro parciálńı diferenciálńı rovnici prvńıho řádu.

Ukážeme si zp̊usoby řešeńı nejjednoduš̌śıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu.

Ćıle

Po prostudováńı této kapitoly budete schopni:

• Odlǐsit obyčejné a parciálńı diferenciálńı rovnice a jejich soustavy.

• Umět řešit základńı typy parciálńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu.

10.1 Základńı pojmy

Definice 10.1. Parciálńı diferenciálńı rovnićı rozumı́me rovnici, která obsahuje
neznámou funkci v́ıce proměnných a jej́ı parciálńı derivace. Řád nejvyšš́ı derivace, která
se v rovnici vyskytuje, se nazývá řádem dané rovnice. Řešeńım parciálńı diferenciálńı
rovnice rozumı́me každou funkci, která je definovaná v zadané oblasti, včetně svých
parciálńıch derivaćı, až do řádu rovnice včetně, a vyhovuje dané rovnici v zadané oblasti.

Obecný tvar parciálńı diferenciálńı rovnice je

F

(
x1, . . . , xn, u(x1, . . . , xn),

∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xn
,
∂2u

∂x2
1

, . . . ,
∂ku

∂xk1
, . . .

)
= 0. (10.1)
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Př́ıklad 10.2. Hledejme funkci u, která vyhovuje rovnici

∂u

∂x
+
∂u

∂y
= 0. (10.2)

Řešeńı. Máme parciálńı diferenciálńı rovnici prvńıho řádu. Jej́ım řešeńım je funkce

u(x, y) = x− y + π,

protože
∂u

∂x
= 1,

∂u

∂y
= −1,

v každém bodě roviny Oxy. Č́ıslo π můžeme nahradit jiným libovolným reálným č́ıslem.

Řešeńım bude i funkce

u(x, y) = αx− αy + β,

pro libovolná α, β ∈ R, protože

∂u

∂x
= α,

∂u

∂y
= −α,

v každém bodě roviny Oxy.

Obdobně se můžeme přesvědčit, že řešeńım bude i funkce

u(x, y, z) = x− y + z,

protože
∂u

∂x
= 1,

∂u

∂y
= −1,

∂z

∂x
= 0,

∂z

∂y
= 0.

Lehce si ověř́ıme, že řešeńım bude i každá funkce

u(x, y, z) = x− y + f(z),

kde f je libovolná funkce proměnné z.

Z uvedeného př́ıkladu plyne jeden podstatný rozd́ıl mezi parciálńımi rovnicemi a
obyčejnými diferenciálńımi rovnicemi. Ze zápisu obyčejné diferenciálńı rovnice y′ = x+ y
poznáme okamžitě, že hledaná funkce y záviśı pouze na x. Ze zápisu parciálńı rovnice
(10.2) nepoznáme na kolika proměnných záviśı řešeńı. Vı́me, že hledaná funkce u záviśı
na proměnných x, y, ale nev́ıme, zda se jedná o funkci dvou, tř́ı či v́ıce proměnných.

Přijmeme proto hned na mı́stě úmluvu, že řešeńı dané parciálńı rovnice budeme hledat
pouze mezi funkcemi těch proměnných, které se př́ımo v rovnici vyskytuj́ı. Bude-li hledaná
neznámá funkce záviset i na proměnných, které se v rovnici nevyskytuj́ı, bude to při zápisu
rovnice výslovně zd̊urazněno.
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Př́ıklad 10.3. Najděte funkci dvou proměnných u(x, y), která vyhovuje rovnici

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0. (10.3)

Řešeńı. Máme parciálńı diferenciálńı rovnici druhého řádu. Jej́ım řešeńım je funkce

u(x, y) = x2 − y2,

protože
∂u

∂x
= 2x,

∂2u

∂x2
= 2,

∂u

∂y
= −2y,

∂2u

∂y2
= −2,

v každém bodě roviny Oxy.

Obdobně se můžeme přesvědčit, že řešeńım budou i funkce

u(x, y) = x2 − y2 + ax+ by, a, b ∈ R,

nebo
u(x, y) = ex sin y.

Podobně jako u obyčejných diferenciálńıch rovnic máme i u parciálńıch rovnic dva základńı
problémy:

1. Naj́ıt obecné řešeńı dané parciálńı rovnice = naj́ıt všechna řešeńı.

2. Naj́ıt takové řešeńı dané parciálńı rovnice, které vyhovuje některým doplňuj́ıćım
podmı́nkám (které obvykle plynou z daného technického problému, který řeš́ıme a
nebo jsou součást́ı zadáńı matematického úkolu).

Ukážeme si později, že naj́ıt obecné řešeńı parciálńı rovnice je mnohem těžš́ı než u
obyčejných diferenciálńıch rovnic. Proto se u parciálńıch rovnic studuj́ı častěji problémy
s dodatečnými podmı́nkmi.

10.2 Parciálńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

Definice 10.4. Rovnici

f

(
x, y, u(x, y),

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
= 0. (10.4)

nazýváme parciálńı diferenciálńı rovnićı prvńıho řádu, kde funkce f(x, y, u, p, q) je defi-
novaná na otevřené množině D proměnných x, y, u, p, q.

Definice 10.5. Řešeńım rovnice (10.4) v oblasti G proměnných x, y nazveme každou
takovou funkci u, definovanou a spojitou v G, pro kterou plat́ı:
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1. Funkce u má v oblasti G spojité parciálńı derivace prvńıho řádu.

2. Pro každé (x, y) ∈ G plat́ı, že

(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
∈ D.

3. Funkce u,
∂u

∂x
,
∂u

∂y
splňuj́ı rovnici (10.4).

Př́ıklad 10.6. Řešeńım rovnice

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ 2u = 0

je funkce

u =
1

x2 + y2
,

která je definována v oblasti G = {(x, y) : x2 + y2 6= 0} (neboli funkce u je definována pro
všechny body roviny Oxy kromě počátku, t.j. bodu (0, 0)).

Př́ıklad 10.7. Jedńım z řešeńı rovnice

u

(
∂u

∂x

)2

+
∂u

∂y
ln(xy) =

x2 + y

x2y
ln(xy)

je funkce u = ln(xy), která je definována v oblasti G = {(x, y) : xy > 0}, neboli u je
definována pro všechny vnitřńı body prvńıho a třet́ıho kvadrantu roviny Oxy.

Poznámka 10.8. Pro určeńı řádu rovnice je rozhoduj́ıćı, jakého řádu jsou parciálńı
derivace, které se v ńı vyskytuj́ı, ne mocniny těchto derivaćı.

10.3 Formulace počátečńı úlohy.

U obyčejných diferenciálńıch rovnic jsme vždy hledali obecné řešeńı Cauchyovy úlohy
y′ = f(x, y), y(x0) = y0. U parciálńıch diferenciálńıch rovnic bude situace složitěǰśı.

Definice 10.9. Cauchyovou úlohou pro rovnici (10.4) rozumı́me dvojici: rovnici

f

(
x, y, z,

∂z

∂x
,
∂z

∂y

)
= 0. (10.5)

a počátečńı křivku Θ zadanou parametricky

x = ϕ(t), y = ψ(t), z = χ(t), t ∈ (a, b). (10.6)

Funkci z = h(x, y), která má spojité parciálńı derivace v G, nazveme řešeńım Cauchyovy
úlohy (10.5), (10.6), jestliže funkce h splňuje v G rovnici (10.5) a pro všechna t ∈ (a, b)
křivka (x = ϕ(t), y = ψ(t)) lež́ı v G a nav́ıc plat́ı χ(t) = h(ϕ(t), ψ(t)).

O křivce Θ budeme všude dále předpokládat, že je hladká a jednoduchá.
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10.4 Nejjednodušš́ı př́ıklady parciálńıch rovnic prv-

ńıho řádu

10.4.1 Rovnice typu
∂z(x, y)

∂x
= 0.

Řešeńım rovnice
∂z(x, y)

∂x
= 0 (10.7)

je bud’ libovolná konstanta nebo libovolná funkce závisej́ıćı pouze na proměnné y, která bude
mı́t spojité parciálńı derivace,

z(x, y) = h(y). (10.8)

Pod́ıvejme se, jaký je geometrický význam rovnice (10.7).
V prostoru Oxyz jde o rovnici válcové plochy, jej́ıž př́ımky jsou kolmé na rovinu Oyz a jsou tedy
rovnoběžné s x-ovou souřadnicovou osou.

Potom lze lehce řešit Cauchyovu úlohu pro rovnici (10.7). Máme-li danou křivku Θ, potom
každým bodem křivky vedeme př́ımku rovnoběžnou s osou x. Dostaneme tak válcovou plochu,
která je zřejmě řešeńım rovnice (10.7) a procháźı křivkou Θ.

Křivka Θ přitom může být i prostorová, tj. nepožadujeme, aby byla závislá pouze na proměnné
y.

Vrat’me se nyńı zpět k analytickému řešeńı Cauchyovy úlohy pro rovnici (10.7).

Necht’ je křivka Θ zadána parametricky

x = ϕ(t), y = ψ(t), z = χ(t), a < t < b.

Předpokládejme, že pro funkce ψ(t), χ(t) plat́ı, že maj́ı spojité derivace v intervalu (a, b) a
že funkce ψ(t) je ryze monotónńı, tj. že pro ni existuje funkce inverzńı ψ−1(t) taková, že
ψ(ψ−1(y)) = y.

Předpokládejme, že existuje řešeńı z = H(y) Cauchyovy úlohy pro rovnici (10.7) a že známe
křivku Θ. Potom dosazeńım zjist́ıme, že plat́ı

χ(t) = H (ψ(t)) . (10.9)

Dosad́ıme do této rovnice t = ψ−1(y), dostaneme

χ
(
ψ−1(y)

)
= H(y), (10.10)

a protože H(y) = z, máme
χ
(
ψ−1(y)

)
= z.

T́ım máme dokázanou jednoznačnost Cauchyovy úlohy.

Z druhé strany, definujeme funkci H pomoćı rovnosti (10.10). Potom ale plat́ı

∂H

∂x
= 0,

neboli funkce (10.10) je řešeńım rovnice (10.7) a současně plat́ı (10.9), což znamená, že řešeńı
procháźı křivkou Θ.
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Př́ıklad 10.10. Najděte řešeńı rovnice

∂z(x, y)

∂x
= 0,

které procháźı křivkou
x = t, y = t3, z = t2, t ∈ (−∞,+∞).

Řešeńı. Podle (10.10) plat́ı, že jediným řešeńım této úlohy je

z = χ
(
ψ−1(y)

)
.

V našem př́ıpadě máme
χ(t) = t2, ψ−1(y) = 3

√
y.

Řešeńım je proto
z = 3

√
y2.

Př́ıklad 10.11. Najděte řešeńı rovnice

∂z(x, y)

∂x
= 0,

které procháźı křivkou
x = 0, z = y2, y ∈ (−1, 1).

Řešeńı. Křivka Θ je v našem př́ıpadě parabola, která lež́ı v rovině Oyz. Podle předchoźıho
plat́ı, že řešeńım je válcová plocha, která procháźı křivkou Θ a je rovnoběžná s x-ovou osou,
takže

z = y2

je řešeńım.

Poznámka 10.12.

1. Zcela analogicky jako rovnice
∂z(x, y)

∂x
= 0 se řeš́ı rovnice

∂z(x, y)

∂y
= 0.

2. Předpoklad existence inverzńı funkce ψ−1 je nezbytný pro existenci a jednoznačnost řešeńı.
Pokud neńı splněn, Cauchyova úloha nemuśı být řešitelná nebo může mı́t nekonečně mnoho
řešeńı.

3. Postup použitý při hledáńı řešeńı rovnice (10.7) můžeme zobecnit i pro parciálńı difer-
enciálńı rovnici v́ıce než dvou proměnných

∂z(x1, x2, . . . , xn)

∂xi
= 0 i = {1, 2, . . . , n}.

Řešeńım této rovnice bude funkce z = f(x1, . . . , xi−1, xi+1 . . . , xn), která nezáviśı na xi.
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10.4.2 Rovnice typu
∂z(x, y)

∂x
= f(x, y).

Řešeńı rovnice
∂z(x, y)

∂x
= f(x, y), (10.11)

za předpokladu, že f(x, y) je spojitá funkce v oblasti G, je dáno vztahem

z =

∫
f(x, y)dx+H(y). (10.12)

Důkaz existence a jednoznačnosti řešeńı se provád́ı stejně jako v předchoźım př́ıpadě.

Př́ıklad 10.13. Najděte řešeńı rovnice

∂z

∂x
= x2 + xy − y2,

které procháźı křivkou
x = t, y = t, z = t, t > 0.

Řešeńı. Křivka Θ je v našem př́ıpadě osou prvńıho oktantu – viz obrázek (10.1).

Obr. 10.1: Počátečńı křivka z př́ıkladu 10.13

Řešeńı źıskáme integraćı podle proměnné x:

z =
x3

3
+
x2y

2
− xy2 +H(y).
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Řešeńı muśı procházet počátečńı křivkou Θ. Dosad́ıme-li za x, y, z parametrické vyjádřeńı křivky
Θ, dostaneme, že muśı platit

t =
t3

3
+
t3

2
− t3 +H(t).

Odtud dostáváme

H(t) = t+
t3

6
.

Řešeńım naš́ı úlohy je funkce

z =
x3

3
+
x2y

2
− xy2 + y +

y3

6
.

Povšimněte si, že řešeńım je plocha – viz obrázek 10.2.

Obr. 10.2: Zobrazeńı řešeńı př́ıkladu 10.13

Hledejme nyńı řešeńı rovnice (10.11), které vyhovuje podmı́nce

z(0, y) = ω(y). (10.13)

To znač́ı, že řešeńı z = z(x, y) má procházet křivkou

x = 0, z = ω(y),
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která lež́ı v rovině Oyz. Podle vzorce (10.12) má řešeńı tvar

z(x, y) =

∫ x

0
f(ξ, y)dξ +H(y). (10.14)

Dosad́ıme do této rovnice podle podmı́nky (10.13) hodnotu x = 0, dostaneme

ω(y) = H(y).

Hledané řešeńı má proto tvar

z(x, y) =

∫ x

0
f(ξ, y)dξ + ω(y).

Př́ıklad 10.14. Najděte řešeńı rovnice

∂z(x, y)

∂x
= 3x2 + y sinx,

které procháźı křivkou z(0, y) = y3.

Řešeńı. Podle předchoźıho můžeme hned psát

z(x, y) =

∫ x

0
(3ξ2 + y sin ξ)dξ + y3.

Po integraci dostaneme řešeńı ve tvaru

z(x, y) = x3 + y3 + y(1− cosx).

Poznámka 10.15.

1. Analogicky jako rovnice
∂z

∂x
= f(x, y) se řeš́ı i rovnice

∂z

∂y
= f(x, y).

2. Obdobně jako u rovnice
∂z

∂x
= 0 i u rovnice

∂z

∂x
= f(x, y) se může stát, že rovnice nemá

řešeńı nebo je řešeńı nekonečně mnoho.

10.4.3 Rovnice typu
∂z(x, y)

∂x
= f1(x) · f2(z).

Mějme rovnici
∂z(x, y)

∂x
= f1(x) · f2(z), (10.15)

kde funkce f1 je spojitá na intervalu (a, b) a f2 je spojitá a nenulová na intervalu (c, d).

Řešeńı parciálńı rovnice (10.15) je analogické řešeńı obyčejné diferenciálńı rovnice se sepa-
rovanými proměnnými.

∂z(x, y)

∂x
= f1(x) · f2(z),
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∫
1

f2(z)
dz =

∫
f1(x)dx+H(y).

Označme F1(x) =
∫
f1(x)dx, F2(z) =

∫ 1

f2(z)
dz, potom můžeme předchoźı rovnici přepsat na

tvar

F2(z) = F1(x) +H(y).

Pokud je funkce F2 ryze monotonńı, potom můžeme z rovnice vypoč́ıtat funkci z a dostaneme

z(x, y) = F−1
2 [F1(x) +H(y)]. (10.16)

Přitom muśıme požadovat, aby funkce F1(x)+H(y) ležela v definičńım oboru funkce F−1
2 . Pouze

tehdy má řešeńı smysl.

Př́ıklad 10.16. Najděte řešeńı rovnice

∂z(x, y)

∂x
= x · ez (10.17)

Řešeńı. Rovnici si uprav́ıme podle předchoźıho.

F1(x) =

∫
xdx =

x2

2
,

F2(z) =

∫
e−zdz = −e−z

Po dosazeńı máme

−e−z =
x2

2
+H(y).

Protože na pravé straně máme ryze monotonńı funkci, můžeme rovnici vyřešit vzhledem k z a
dostaneme

z = − ln

(
−x

2

2
−H(y)

)
, (10.18)

což je řešeńı rovnice (10.17). Výraz bude mı́t smysl pouze pro(
−x

2

2
−H(y)

)
> 0 ⇒

(
x2

2
+H(y)

)
< 0.

Pokud v rovnici (10.15) neplat́ı podmı́nka f2(z) 6= 0, potom mohou existovat i řešeńı, která
neźıskáme pomoćı vztahu (10.16).

Př́ıklad 10.17. Najděte řešeńı rovnice

∂z

∂x
= z. (10.19)
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Řešeńı. Rovnici (10.19) si uprav́ıme podle předchoźıho postupu.

∂z

∂x
= z,∫

dz

z
=

∫
dx,

ln z = x+H(y),

z = ex+H(y),

z = K(y)ex,

kde K(y) = eH(y).

Rovnice (10.19) má ale ještě řešeńı z = 0, které neźıskáme žádnou volbou funkce H(y), respektive
K(y).

Právě uvedený postup můžeme použ́ıt i pro ty rovnice, které obsahuj́ı pouze jednu parciálńı
derivaci, tedy pro rovnice tvaru

∂z(x, y)

∂x
= ϕ(x, y, z)

nebo
∂z(x, y)

∂y
= ψ(x, y, z).

Vztah (10.16) můžeme použ́ıt i pro řešeńı Cauchyovy úlohy pro odpov́ıdaj́ıćı typy rovnic. Protože
obecný postup by byl př́ılǐs nepřehledný, ukážeme si použit́ı na př́ıkladech.

10.4.4 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 10.18. Určete řešeńı Cauchyovy úlohy

∂z(x, y)

∂x
= z(x, y),

z(0, y) = y2.

Řešeńı. Máme stejnou rovnici jako v předchoźım př́ıkladu. Řešeńı proto bude mı́t tvar

z(x, y) = K(y)ex.

Dosad́ıme do něj x = 0 a dostaneme

z(0, y) = y2 = K(y).

Řešeńım Cauchyovy úlohy je proto funkce

z(x, y) = y2ex.
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Př́ıklad 10.19. Určete řešeńı Cauchyovy úlohy

∂z(x, y)

∂x
= ax+ by + c · z(x, y) + d,

z(0, y) = y3 + 2y,

kde a, b, c, d jsou konstanty, přičemž c 6= 0.

Řešeńı. Prohláśıme y za konstantu a řeš́ıme parciálńı rovnici jako obyčejnou diferenciálńı
rovnici.

dz

dx
− c · z = ax+ by + d.nz

Použijeme metodu variace konstanty. Nejdř́ıve řeš́ıme homogenńı rovnici (tj. o pravé straně
předpokládáme že je rovna nule).

dz

dx
− c · z = 0,

dz

dx
= c · z,

dz

z
= c dx.

ln z = cx+K,

z = Lecx,

kde L = eK . Nyńı předpokládáme, že L = L(x). Potom

z′ = L′ecx + Lcecx,

L′ecx + Lcecx = ax+ by + cLecx + d,

L′ecx = ax+ by + d,

L′ = (ax+ by + d)e−cx.

Integraćı per partes dostaneme

u = ax+ by + d u′ = a

v′ = e−cx v = e−cx ·
(
−1

c

)

L = (ax+ by + d)e−cx ·
(
−1

c

)
+
a

c

∫
e−cxdx,

L = (ax+ by + d)e−cx ·
(
−1

c

)
− a

c2
e−cx +M.

Po dosazeńı dostaneme řešeńı ve tvaru

z = −1

c
(ax+ by + d)− a

c2
+Mecx.

T́ım jsme źıskali řešeńı diferenciálńı rovnice. Pro řešeńı parciálńı rovnice je nutné mı́sto konstanty
M brát funkci H(y).

z = −1

c
(ax+ by + d)− a

c2
+H(y)ecx.
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Nyńı najdeme řešeńı, které vyhovuje naš́ı počátečńı podmı́nce. Dosazeńım do předchoźı rovnice
hodnoty x = 0 dostaneme

y3 + 2y = −b
c
y − d

c
− a

c2
+H(y),

a odtud plyne

H(y) = y3 + 2y +
b

c
y +

d

c
+
a

c2
.

Řešeńım Cauchyovy úlohy je tedy funkce

z = −1

c
(ax+ by + d)− a

c2
+

(
y3 +

(
2 +

b

c

)
y +

d

c
+
a

c2

)
ecx.

10.4.5 Lineárńı homogenńı parciálńı rovnice prvńıho řádu

Definice 10.20. Lineárńı parciálńı diferenciálńı rovnićı nazveme výraz

a(x, y)
∂z(x, y)

∂x
+ b(x, y)

∂z(x, y)

∂y
= c(x, y) · z(x, y) + d(x, y), (10.20)

kde a, b, c, d jsou funkce proměnných x, y definované na otevřené množině G.

Jestliže c(x, y) ≡ 0, d(x, y) ≡ 0, potom se rovnice (10.20) nazývá homogenńı.

Pokud je a ≡ 0 a nebo b ≡ 0 můžeme použ́ıt pro řešeńı dř́ıve uvedené metody. Pokud jsou
obě funkce nenulové, muśıme hledat řešeńı jinými metodami, které se prob́ıraj́ı např́ıklad
v předmětu Diferenciálńı rovnice v elektrotechnice.
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10.5 Parciálńı diferenciálńı rovnice druhého řádu

10.5.1 Klasifikace rovnic na hyperbolické, parabolické a
eliptické

Definice 10.21. Parciálńı diferenciálńı rovnićı druhého řádu dvou proměnných
rozumı́me rovnici

F

(
x, y, u(x, y),

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂x∂y
,
∂2u

∂y2
,

)
= 0.

Definice 10.22. Parciálńı diferenciálńı rovnićı druhého řádu tř́ı proměnných rozumı́me
rovnici

Φ

(
x, y, z, u(x, y, z),

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂u

∂z
,
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂x∂y
,
∂2u

∂x∂z
,
∂2u

∂y2
,
∂2u

∂y∂z
,
∂2u

∂z2

)
= 0.

Př́ıklad 10.23. Parciálńı diferenciálńı rovnice druhého řádu se často použ́ıvaj́ı při popisu
fyzikálńıch a technických děj̊u a proces̊u. Následuj́ı některé parciálńı rovnice, které se
použ́ıvaj́ı v elektrotechnice a př́ıbuzných oborech.

4u ≡ ∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0 Laplaceova rovnice (elektrostatické pole),

4u = f Poissonova rovnice (elektrostatické pole s volnými náboji),

4u = a2u Helmholzova rovnice (stacionárńı vlnová rovnice),

4u = a
∂u

∂t
difuzńı rovnice ,

4u = a2∂
2u

∂t2
vlnová rovnice (š́ı̌reńı elektromagnetických vln),

∂

∂x

(
v
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
v
∂u

∂y

)
= −J, v = v (| grad u|) rovinné stacionárńı magnetické pole,

∂2u

∂x2
− ∂2u

∂t2
= 0 rovnice pro kmity struny,

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0 rovnice vedeńı tepla.

Definice 10.24. Kvazilineárńı parciálńı diferenciálńı rovnićı druhého řádu dvou
proměnných rozumı́me rovnici

A
∂2u

∂x2
+B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
+K = 0, (10.21)

kde funkce A,B,C,K jsou funkcemi x, y, u,
∂u

∂x
,
∂u

∂y
.
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Definice 10.25. Lineárńı parciálńı diferenciálńı rovnićı druhého řádu dvou proměnných
rozumı́me rovnici

a(x, y)
∂2u

∂x2
+b(x, y)

∂2u

∂x∂y
+c(x, y)

∂2u

∂y2
+d(x, y)

∂u

∂x
+e(x, y)

∂u

∂y
+g(x, y)u = f(x, y). (10.22)

Funkce a, b, c, d, e, g, f jsou spojité v oblasti Ω ⊂ R2, přičemž aspoň jedna z funkćı a, b, c
je nenulová v každém bodě (x, y) ∈ Ω.

Řešeńım rovnice (10.21) v oblasti Ω rozumı́me každou funkci u(x, y) ∈ C2(Ω), která v Ω
identicky splňuje (10.21).

Označme D = b2(x, y)− 4a(x, y)c(x, y), potom jestliže
D < 0 ∀(x, y) ∈ Ω pak se jedná o eliptický typ,
D = 0 ∀(x, y) ∈ Ω pak se jedná o parabolický typ,
D > 0 ∀(x, y) ∈ Ω pak se jedná o hyperbolický typ.
Ve zbývaj́ıćıch př́ıpadech mluv́ıme o smı́̌seném typu.

Př́ıklad 10.26. Rovnice
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0

je eliptického typu,
∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 0

je hyperbolického typu,
∂u

∂x
− ∂2u

∂y2
= 0

je parabolického typu.

Určeńı typu někdy zálež́ı na oblasti, ve které je funkce definovaná.

Př́ıklad 10.27. Rovnice
∂2u

∂x2
+ y

∂2u

∂y2
= 0

má D = −4y, a proto je eliptického typu pro všechny body horńı poloroviny, tj. y > 0, je
hyperbolického typu v dolńı polorovině, tj. y < 0, a je parabolického typu v bodech osy
x, t.j. y = 0.

Př́ıklad 10.28. Mějme rovnici kvazistacionárńıho elektromagnetického pole

∂

∂x

(
v
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
v
∂u

∂y

)
= γ(x, y)− J, v = v (| grad u|) .

Tato rovnice je v elektricky vodivých podoblastech parabolického typu, protože v těchto
podoblastech je elektrická vodivost γ(x, y) kladná, zat́ımco v nevodivých podoblastech je
elektrická vodivost nulová, a proto se v nich jedná o eliptický typ.
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10.6 Transformace proměnných.

Věta 10.29. Každou lineárńı parciálńı diferenciálńı rovnici druhého řádu dvou
proměnných, eliptickou, nebo hyperbolickou, nebo parabolickou, lze vhodnou lokálńı
transformaćı souřadnic převést v okoĺı každého bodu (x0, y0) ∈ Ω na kanonický tvar.
U rovnice eliptického typu na tvar

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+ a1(x, y)

∂u

∂x
+ b1(x, y)

∂u

∂y
+ c1(x, y)u = f1(x, y),

u rovnice hyperbolického typu na tvar

∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
+ a2(x, y)

∂u

∂x
+ b2(x, y)

∂u

∂y
+ c2(x, y)u = f2(x, y)

a u rovnice parabolického typu na tvar

∂2u

∂x2
+ a3(x, y)

∂u

∂x
+ b3(x, y)

∂u

∂y
+ c3(x, y)u = f3(x, y), a3(x, y) 6= 0.

Mějme nyńı lineárńı rovnici druhého řádu s konstantńımi koeficienty

A
∂2u

∂x2
+B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
+D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+Gu = F, (10.23)

kde |A|+ |B|+ |C| 6= 0. Dané rovnici přǐrad́ıme charakteristickou rovnici

A(dy)2 −Bdxdy + C(dx)2 = 0. (10.24)

Řešeńım charakteristické rovnice bude každá dvojice funkćı

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ (α, β), (10.25)

která vyhovuje dané rovnici. Přitom za dx dosad́ıme výraz
dx

dt
a za dy dosad́ıme výraz

dy

dt
a nakonec celou rovnici vyděĺıme výrazem (dt)2.

Definice 10.30. Jestliže jsou funkce x(t) = ϕ(t), y(t) = ψ(t) řešeńım rovnice (10.24) a
jestliže jsou rovnice (10.25) parametrickými rovnicemi hladké křivky, potom tuto křivku
nazveme charakteristikou.

Př́ıklad 10.31. Najděte charakteristiky rovnice

∂2z

∂x2
− ∂2z

∂y2
= 0.
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Řešeńı. Naš́ı rovnici přǐrad́ıme charakteristickou rovnici:

(dy)2 − (dx)2 = 0,

neboli

(dy)2 = (dx)2 =⇒ (dy)2

(dx)2
= 1,

dy

dx
= ±1.

Charakteristikami naš́ı rovnice jsou potom př́ımky y = x+ P a y = −x+ P , kde P ∈ R.
Máme tak dvě tř́ıdy př́ımek a každým bodem roviny Oxy procháźı právě jedna př́ımka z
každé tř́ıdy.

Př́ıklad 10.32. Najděte charakteristiky pro rovnici vedeńı tepla

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0.

Řešeńı. Rovnici přǐrad́ıme charakteristickou rovnici:

(dy)2 = 0,

neboli

(dy) = 0,=⇒ y = P, P ∈ R.

Rovnice vedeńı tepla má charakteristiky množinu př́ımek y = konst.

Př́ıklad 10.33. Najděte charakteristiky Laplaceovy rovnice

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

Řešeńı. Laplaceově rovnici přǐrad́ıme charakteristickou rovnici:

(dy)2 + (dx)2 = 0.

Součet dvou nezáporných hodnot je roven nule tehdy a jen tehdy, pokud obě hodnoty
jsou současně nulové, takže máme

(dy) = 0,=⇒ y = P, (dx) = 0,=⇒ x = R, P,R ∈ R.

Vztahy x = R, y = P , ale nepopisuj́ı žádnou křivku, proto Laplaceova rovnice nemá
žádnou charakteristiku.

Z výše uvedených př́ıklad̊u plyne, že každým bodem (x, y) může procházet právě jedna
charakteristika, nebo charakteristik může být v́ıce a nebo nemuśı existovat žádná.
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Ukážeme si použit́ı charakteristik při převodu lineárńı rovnice (10.23) na tzv. kanonický tvar.
Necht’ máme rovnici hyperbolického typu, tj. B2 − 4AC > 0. Bez omezeńı obecnosti můžeme
předpokládat, že A 6= 0. Charakteristickou rovnici

A(dy)2 −Bdxdy + C(dx)2 = 0.

si uprav́ıme na tvar

A

(
dy

dx

)2

−B dy

dx
+ C = 0.

Označme λ =
dy

dx
. Potom hledáme řešeńı rovnice

Aλ2 −Bλ+ C = 0.

Vzhledem k podmı́nce pro rovnici hyperbolického typu B2−4AC > 0 máme, že naše kvadratická
rovnice bude mı́t za řešeńı dvě r̊uzná reálná č́ısla. Označme je λ1, λ2 ∈ R. Potom

dy

dx
= λ1,

dy = λ1dx,

y = λ1x+ ξ, ξ ∈ R.

A analogicky
y = λ2x+ η, η ∈ R.

T́ım jsme dostali, že charakteristikami jsou dvě tř́ıdy př́ımek

y = λ1x+ ξ, y = λ2x+ η.

Každým bodem procháźı právě jedna př́ımka z každé tř́ıdy. Jinak řečeno, známe-li bod (x, y),
potom známe i č́ısla ξ, η a naopak známe-li č́ısla ξ, η, známe i souřadnice pr̊useč́ıku charakteristik

x =
ξ − η
λ2 − λ1

, y =
λ2ξ − λ1η

λ2 − λ1

a naopak
ξ = y − λ1x, η = y − λ2x.

Můžeme tak každou funkci proměnných x, y považovat za funkci proměnných ξ, η. Přitom plat́ı

u(x, y) = u

(
ξ − η
λ2 − λ1

,
λ2ξ − λ1η

λ2 − λ1

)
= U(ξ, η).

A naopak
U(ξ, η) = U(y − λ1x, y − λ2x) = u(x, y).

Budeme hledat rovnici, kterou splňuje funkce U , jestliže funkce u je řešeńım rovnice (10.23).
Urč́ıme si derivace

∂u

∂x
=
∂U

∂ξ
· ∂ξ
∂x

+
∂U

∂η
· ∂η
∂x

= −λ1
∂U

∂ξ
− λ2

∂U

∂η
,

∂u

∂y
=
∂U

∂ξ
· ∂ξ
∂y

+
∂U

∂η
· ∂η
∂y

=
∂U

∂ξ
+
∂U

∂η
,
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∂2u

∂x2
= λ2

1

∂2U

∂ξ2
+ 2λ1λ2

∂2U

∂x∂y
+ λ2

2

∂2U

∂η2
,

∂2u

∂x∂y
= −λ1

∂2U

∂ξ2
− (λ1 + λ2)

∂2U

∂ξ∂η
− λ2

∂U

∂η2
,

∂2u

∂y2
=
∂2U

∂ξ2
+ 2

∂2U

∂ξ∂η
+
∂2U

∂η2
.

Dosad́ıme tyto hodnoty do rovnice (10.23) a dostaneme

A
∂2u

∂x2
+B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
+D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+Gu− F = 0,

A

(
λ2

1

∂2U

∂ξ2
+ 2λ1λ2

∂2U

∂x∂y
+ λ2

2

∂2U

∂η2

)
+B

(
−λ1

∂2U

∂ξ2
− (λ1 + λ2)

∂2U

∂ξ∂η
− λ2

∂2U

∂η2

)
+

C

(
∂2U

∂ξ2
+ 2

∂2U

∂ξ∂η
+
∂2U

∂η2

)
+ · · · = 0,

pro přehlednost zde uvád́ıme pouze parciálńı derivace druhého řádu, které jsou pro nás rozho-
duj́ıćı, totéž i dále,

(Aλ2
1 −Bλ1 + C)

∂2U

∂ξ2
+ (2Aλ1λ2 −B(λ1 + λ2) + 2C)

∂2U

∂ξ∂η
+ (Aλ2

2 −Bλ2 + C)
∂2U

∂η2
+ · · · = 0.

Č́ısla λ1, λ2 jsme źıskali jako kořeny kvadratické rovnice. Proto plat́ı

Aλ2
i −Bλi + C = 0, i = 1, 2,

proto jsou koeficienty u druhých derivaćı podle ξ, η nulové.

Nav́ıc u kvadratické rovnice plat́ı, podle Vietových vzorc̊u, že součin jej́ıch dvou kořen̊u je roven
absolutńımu členu, dělenému koeficientem u nejvyšš́ı mocniny a jejich součet, záporně vzatý, je
roven koeficientu u prvńı mocniny, dělenému koeficientem u nejvyšš́ı mocniny, takže

2Aλ1λ2 −B(λ1 + λ2) + 2C = 2A
C

A
−BB

A
+ 2C =

1

A
(4AC −B2) 6= 0.

Proto bude koeficient u smı́̌sené derivace nenulový a můžeme j́ım dělit celou rovnici. Tedy jsme
dostali

∂2U

∂ξ∂η
+ · · · = 0.

Máme nyńı naši rovnici v kanonickém tvaru, který se použ́ıvá pro určeńı řešeńı. Skutečně, jestliže
nyńı provedeme substituci

ξ = r + s, η = r − s,

spoč́ıtáme si př́ıslušné parciálńı derivace, U(ξ, η) = V (r, s),

∂U

∂ξ
=
∂V

∂r
· 1

2
+
∂V

∂s
· 21

2
,

∂2U

∂ξ∂η
=

1

4

∂2V

∂r2
− 1

4

∂2V

∂r∂s
+

1

4

∂2V

∂s∂r
− 1

4

∂2V

∂s2
.
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Dosazeńım dostaneme
∂2V

∂r2
− ∂2V

∂s2
+ · · · = 0.

T́ım jsme opět źıskali kanonický tvar pro rovnici hyperbolického typu.

Mějme nyńı rovnici (10.23) jako rovnici parabolického typu, tj. plat́ı 4AC − B2 = 0. Opět
budeme předpokládat, že plat́ı A 6= 0. V opačném připadě provedeme přeznačeńı proměnných.
Charakteristická rovnice

Aλ2 −Bλ+ C = 0

má potom jeden dvojnásobný kořen λ =
B

2A
. Budeme dále předpokládat, že B 6= 0, protože

pokud je B = 0, potom z charakteristické rovnice plyne, že i C = 0. O A jsme už dř́ıve
předpokládali, že je nenulové. Rovnice (10.23) by pak byla tvaru

A
∂2u

∂x2
+D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+Gu = F,

odkud po úpravě dostaneme
∂2u

∂x2
+ · · · = 0,

a tedy už je př́ımo v kanonickém tvaru. Opět jsme uvedli pouze parciálńı derivace druhého řádu.

Jestliže je B 6= 0, potom je také λ 6= 0. Obdobně jako v předchoźım př́ıpadě polož́ıme

ξ = y − λx.

Protože máme pouze jeden kořen charakteristické rovnice, polož́ıme dále η = x. Máme tedy
U(ξ, η) = u(η, ξ + λx). Spoč́ıtáme si parciálńı derivace.

∂u

∂x
=
∂U

∂ξ
· ∂ξ
∂x

+
∂U

∂η
· ∂η
∂x

= −λ∂U
∂ξ

+
∂U

∂η
,

∂u

∂y
=
∂U

∂ξ
· ∂ξ
∂y

+
∂U

∂η
· ∂η
∂y

=
∂U

∂ξ
,

∂2u

∂x2
= λ2∂

2U

∂ξ2
− 2λ

∂2U

∂x∂y
+
∂2U

∂η2
,

∂2u

∂x∂y
= −λ∂

2U

∂ξ2
+
∂2U

∂ξ∂η
,

∂2u

∂y2
=
∂2U

∂ξ2
.

Dosad́ıme tyto hodnoty do naš́ı rovnice (10.23) a dostaneme

A
∂2u

∂x2
+B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
+D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+Gu− F = 0,

A

(
λ2∂

2U

∂ξ2
− 2λ

∂2U

∂ξ∂η
+
∂2U

∂η2

)
+B

(
−λ∂

2U

∂ξ2
+
∂2U

∂ξ∂η

)
+ C

(
∂2U

∂ξ2

)
+ · · · = 0,
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(pro přehlednost opět uvád́ıme pouze parciálńı derivace druhého řádu, které jsou rozhoduj́ıćı).
Po úpravě dostaneme

(Aλ2 −Bλ+ C)
∂2U

∂ξ2
+ (−2λA+B)

∂2U

∂ξ∂η
+A

∂2U

∂η2
+ · · · = 0.

Z charakteristické rovnice nám plyne Aλ2−Bλ+C = 0 a z jej́ıho řešeńı λ =
B

2A
plyne platnost

rovnice B − 2Aλ = 0 ⇒ −2Aλ + B = 0. Prvńı dva koeficienty v předešlé rovnici jsou proto
nulové. Protože jsme nav́ıc předpokládali, že A 6= 0, můžeme rovnici vydělit koeficientem A a
dostaneme

∂2U

∂η2
+ · · · = 0.

T́ım jsme źıskali kanonický tvar pro rovnici parabolického typu.

Postup si opět ukážeme na př́ıkladu.

Př́ıklad 10.34. Převed’te na kanonický tvar rovnici

4
∂2u

∂x2
+ 4

∂2u

∂x∂y
+
∂2u

∂y2
= 0

a najděte jej́ı řešeńı.

Řešeńı. Máme A = 4, B = 4, C = 1. Takže plat́ı

B2 − 4AC = 42 − 4 · 4 · 1 = 16− 16 = 0.

Rovnice je parabolického typu. Rovnici přǐrad́ıme jej́ı charakteristickou rovnici:

4λ2 − 4λ+ 1 = 0

a urč́ıme si jej́ı kořeny. Dostaneme

λ1,2 =
1

2
.

Podle předchoźıho voĺıme

ξ = y − 1

2
x, η = x.

Urč́ıme si parciálńı derivace
∂2u

∂x2
=

1

4

∂2U

∂ξ2
− ∂2U

∂ξ∂η
+
∂2U

∂η2
,

∂2u

∂x∂y
= −1

2

∂2U

∂ξ2
+
∂2U

∂ξ∂η
,

∂2u

∂y2
=
∂2U

∂ξ2
.

Po dosazeńı dostaneme

4
∂2u

∂x2
+ 4

∂2u

∂x∂y
+
∂2u

∂y2
= 0,

4

(
1

4

∂2U

∂ξ2
− ∂2U

∂ξ∂η
+
∂2U

∂η2

)
+ 4

(
−1

2

∂2U

∂ξ2
+
∂2U

∂ξ∂η

)
+

(
∂2U

∂ξ2

)
= 0,
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∂2U

∂ξ2
− 4

∂2U

∂ξ∂η
+ 4

∂2U

∂η2
− 2

∂2U

∂ξ2
+ 4

∂2U

∂ξ∂η
+
∂2U

∂ξ2
= 0,

4
∂2U

∂η2
= 0,

∂2U

∂η2
= 0.

Budeme nyńı hledat řešeńı této rovnice. Protože druhá derivace U podle η je nulová, integraćı
dostaneme

∂U

∂η
=

∫
∂2U

∂η2
dη = f(ξ),

U =

∫
f(ξ)dη = ηf(ξ) + g(ξ),

kde f, g jsou funkce se spojitými parciálńımi derivacemi. Dosazeńım za ξ, η dostaneme řešeńı
naš́ı rovnice ve tvaru

u = xf(y − 1

2
x) + g(y − 1

2
x).

Mějme nyńı rovnici (10.23) eliptického typu, tj. plat́ı B2−4AC < 0. Př́ımo z této pdmı́nky nám
vyplývá, že A 6= 0, C 6= 0. Charakteristická rovnice

Aλ2 −Bλ+ C = 0

má dva komplexńı kořeny λ1 = α+ iβ, λ2 = α− iβ, β 6= 0.

Polož́ıme

ξ = y − αx, η = −βx.

Urč́ıme si parciálńı derivace pro funkci u(x, y) = U(ξ, η) = u

(
η

−β
, ξ − α

β
η

)
.

∂u

∂x
= −α∂U

∂ξ
− β∂U

∂η
,

∂u

∂y
=
∂U

∂ξ
,

∂2u

∂x2
= α2∂

2U

∂ξ2
+ 2αβ

∂2U

∂ξ∂η
+ β2∂

2U

∂η2
,

∂2u

∂y2
=
∂2U

∂ξ2
.

Dosad́ıme tyto hodnoty do naš́ı rovnice (10.23) a dostaneme

A
∂2u

∂x2
+B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
+D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+Gu− F = 0,

A

(
α2∂

2U

∂ξ2
+ 2αβ

∂2U

∂ξ∂η
+ β2∂

2U

∂η2

)
+B

(
α2∂

2U

∂ξ2
+ 2αβ

∂2U

∂ξ∂η
+ β2∂

2U

∂η2

)
+
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+C

(
∂2U

∂ξ2

)
+ · · · = 0,

(pro přehlednost opět uvád́ıme pouze parciálńı derivace druhého řádu, které jsou rozhoduj́ıćı).
Po úpravě dostaneme

(α2A− αB + C)
∂2U

∂ξ2
+ β(2αA−B)

∂2U

∂ξ∂η
+Aβ2∂

2U

∂η2
+ · · · = 0.

α+ iβ je kořen charakteristické rovnice a proto plat́ı

α =
B

2A
, β2 =

4AC −B2

4A2
.

Potom ale

2αA−B = 0

a

α2A− αB + C =
B2

4A2
A− B

2A
B + C =

B2

4A
− B2

2A
+ C =

−B2 + 4AC

4A
= Aβ2.

Neboli koeficient u smı́̌sené derivace je nulový a koeficinty u zbývaj́ıćıch se sobě rovnaj́ı. T́ım
jsme źıskali rovnici

∂2U

∂ξ2
+
∂2U

∂η2
+ · · · = 0,

která je kanonickým tvarem pro rovnici eliptického typu. Pokud jsou koeficienty rovnice (10.23)

funkcemi, potom postupujeme analogicky. Muśıme pouze rozlǐsit oblasti, ve kterých je rovnice

stejného typu.

Definice 10.35. Okrajová úloha pro lineárńı parciálńı diferenciálńı rovnici 2.̌rádu je:
Naj́ıt řešeńı u = u(x, y) rovnice (10.21) v oblasti Ω ⊂ R2, jestliže známe hodnoty řešeńı
na hranici Γ(Ω).

u(x, y)|(x,y)∈Γ = ϕ(x, y).

10.6.1 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 10.36. Najděte kanonický tvar rovnice

∂2u

∂x2
+ 8

∂2u

∂x∂y
+ 15

∂2u

∂y2
= 0

a jej́ı řešeńı.

Řešeńı. Máme A = 1, B = 8, C = 15. Takže plat́ı

B2 − 4AC = 82 − 4 · 1 · 15 = 64− 60 = 4 > 0.
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Rovnice je hyperbolického typu. Rovnici přǐrad́ıme charakteristickou rovnici:

λ2 − 8λ+ 15 = 0

a urč́ıme si jej́ı kořeny. Dostaneme

λ1 = 3, λ2 = 5.

Podle předchoźıho voĺıme

ξ = y − 3x, η = y − 5x.

Urč́ıme si parciálńı derivace

∂2u

∂x2
= 9

∂2U

∂ξ2
+ 30

∂2U

∂ξ∂η
+ 25

∂2U

∂η2
,

∂2u

∂x∂y
= −3

∂2U

∂ξ2
− 8

∂2U

∂ξ∂η
− 5

∂2U

∂η2
,

∂2u

∂y2
=
∂2U

∂ξ2
+ 2

∂2U

∂ξ∂η
+
∂2U

∂η2
.

Po dosazeńı dostaneme
∂2U

∂ξ∂η
= 0.

Budeme nyńı hledat řešeńı této rovnice. Zvolme

∂U

∂η
= v.

Potom
∂v

∂ξ
= 0,

a proto je v = f(η), kde f je libovolná funkce. Takže máme

∂U

∂η
= f(η),

U =

∫
f(η)dη = F (η) +G(ξ),

kde F,G jsou funkce se spojitými parciálńımi derivacemi. Dosazeńım za ξ, η dostaneme řešeńı
naš́ı rovnice ve tvaru

u = F (y − 5x) +G(y − 3x).

Př́ıklad 10.37. Převed’te na kanonický tvar rovnici

4
∂2u

∂x2
+ 12

∂2u

∂x∂y
+ 13

∂2u

∂y2
= 0.
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Řešeńı. Máme A = 4, B = 12, C = 13. Takže plat́ı

B2 − 4AC = 122 − 4 · 4 · 13 = 144− 208 = −64.

Rovnice je eliptického typu. Rovnici přǐrad́ıme jej́ı charakteristickou rovnici:

4λ2 − 12λ+ 13 = 0

a urč́ıme si jej́ı kořeny. Dostaneme

λ1,2 =
12±

√
144− 4 · 4 · 13

8
=

12±
√
−64

8
=

3

2
± i.

Máme α =
3

2
, β = 1. Podle předchoźıho voĺıme

ξ = y − 3

2
x, η = −x.

Urč́ıme si parciálńı derivace

∂2u

∂x2
=

9

4

∂2U

∂ξ2
+ 3

∂2U

∂ξ∂η
+
∂2U

∂η2
,

∂2u

∂x∂y
= −3

2

∂2U

∂ξ2
− ∂2U

∂ξ∂η
,

∂2u

∂y2
=
∂2U

∂ξ2
.

Po dosazeńı dostaneme

4
∂2u

∂x2
+ 12

∂2u

∂x∂y
+ 13

∂2u

∂y2
= 0,

4

(
9

4

∂2U

∂ξ2
+ 3

∂2U

∂ξ∂η
+
∂2U

∂η2

)
+ 12

(
−3

2

∂2U

∂ξ2
− ∂2U

∂ξ∂η

)
+ 13

(
∂2U

∂ξ2

)
= 0,

9
∂2U

∂ξ2
+ 12

∂2U

∂ξ∂η
+ 4

∂2U

∂η2
− 18

∂2U

∂ξ2
− 12

∂2U

∂ξ∂η
+ 13

(
∂2U

∂ξ2

)
= 0,

4
∂2U

∂ξ2
+ 4

∂2U

∂η2
= 0,

∂2U

∂ξ2
+
∂2U

∂η2
= 0.

10.7 Metoda konečných diferenćı pro parciálńı dife-

renciálńı rovnice

Nyńı se budeme věnovat některým numerickým metodám pro určeńı řešeńı parciálńıch
diferenciálńıch rovnic.
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Definice 10.38. Okrajová úloha pro lineárńı parciálńı diferenciálńı rovnici 2.̌rádu je:
Naj́ıt řešeńı u = u(x, y) rovnice (10.22) v oblast Ω ⊂ R2, jestliže známe hodnoty řešeńı
na hranici Γ(Ω).

u(x, y)|(x,y)∈Γ = ϕ(x, y).

Vezměme si nejjednodušš́ı př́ıpad: Mějme parciálńı lineárńı diferenciálńı rovnici eliptického
typu

− ∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
+ σ(x, y)u = f(x, y), (10.26)

kde u = u(x, y),Ω = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}, σ(x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈ Ω, σ, f jsou
spojité na Ω.
Necht’ je splněna tzv. Dirichletova okrajová podmı́nka na hranićıch oblasti Ω:

u(x, c) = p(x), u(x, d) = q(x), a ≤ x ≤ b,

u(a, y) = r(y), u(b, y) = s(y), c ≤ y ≤ d,

p(a) = r(c), p(b) = s(c), q(a) = r(d), q(b) = s(d).

d

c

r(y)

xba

s(y)

y

p(x)

q(x)

Ω

Obr. 10.3: Hranice oblasti

Posledńı řádek nám zaručuje spojitost okrajových podmı́nek v
”
roźıch“ oblasti Ω. Viz

obrázek 10.3

Opět si vytvoř́ıme śıt’ na oblasti Ω (nejčastěji se použ́ıvaj́ı čtvercové a nebo obdélńıkové
śıtě).

xi = a+ ih, i = 0, 1, . . . , n, n+ 1, h =
b− a
n+ 1

,

yj = c+ jk, j = 0, 1, . . . ,m,m+ 1, k =
d− c
m+ 1

.
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Uzly jsou pak body (xi, yj). Označme uij = u(xi, yj). Za předpokladu, že plat́ı∣∣∣∣∂4u

∂x4

∣∣∣∣ ≤M4,

∣∣∣∣∂4u

∂y4

∣∣∣∣ ≤M4,M4 ∈ R,M4 <∞,

t.j. u(x, y) je spojitá a má ohraničené parciálńı derivace do čtvrtého řádu včetně. Pak si
můžeme vyjádřit derivace pomoćı diferenćı a dostaneme

−∂
2u(xi, yj)

∂x2
= −

(
ui+1,j − 2uij + ui−1,j

h2
− h2

12
u(4)(ξi, yj)

)
,

−∂
2u(xi, yj)

∂y2
= −

(
ui,j+1 − 2uij + ui,j−1

k2
− k2

12
u(4)(xi, ηj)

)
,

kde xi−1 < ξi < xi+1, yj−1 < ηj < yj+1. Jestliže předpokládáme spojitost u(x, y), pak
pro dostatečně malé h, k můžeme zanedbat chybové funkce. Potom dosazeńım do (10.26)
dostáváme pro i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m :

2uij − ui+1,j − ui−1,j

h2
+

2uij − ui,j+1 − ui,j−1

k2
+ σijuij = fij.

Vynásobeńım této rovnice koeficientem hk dostaneme(
2

(
h

k
+
k

h

)
+ hkσij

)
uij −

k

h
(ui+1,j + ui−1,j)−

h

k
(ui,j+1 + ui,j−1) = hkfij.

Dosad́ıme podle počátečńıch podmı́nek

ui,0 = pi, ui,m+1 = qi, u0,j = rj, un+1,j = sj,

kde pi = p(xi), qi = q(xi), rj = r(yj), sj = s(yj). Dostaneme tak soustavu lineárńıch alge-
braických rovnic a po jej́ım vyřešeńı źıskáme hodnoty uij. V př́ıpadě pravidelné čtvercové
śıtě, t.j. h = k, se tato soustava dále zjednodušš́ı na tvar(

4 + h2σij
)
uij − ui+1,j − ui−1,j − ui,j+1 − ui,j−1 = h2fij. (10.27)

Všimněte si, že matice soustavy je v obou př́ıpadech pro σij 6≡ 0 diagonálně dominantńı,
a proto můžeme použ́ıt i iteračńı metody řešeńı. V př́ıpadě σij ≡ 0 jde o soustavu, kde
je diagonálńı dominance neostrá, ale je ostrá pro všechny rovnice, v nichž je alespoň
jeden hraničńı bod. Pro takovéto matice nám bude opět konvergovat Gauss-Seidelova
metoda, ale obecně dosti pomalu. Při větš́ım počtu rovnic se vyplat́ı použ́ıvat relaxačńı
nebo superrelaxačńı metodu nebo metodu sdružených gradient̊u, které nám podstatně
zlepšuj́ı konvergenci a hlavně rychlost výpočtu. Zvláště v tomto př́ıpadě, kdy matice
koeficient̊u soustavy je ř́ıdká – tj.obsahuje velké množstv́ı nulových prvk̊u, tady máme v
každé rovnici nejvýše pět nenulových koeficient̊u. Pro takovéto př́ıpady je zvlášt’ vhodná
metoda sdružených gradient̊u.
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Analogický postup můžeme použ́ıt pro numerické řešeńı všech lineárńıch parciálńıch di-
ferenciálńıch rovnic druhého řádu. Postup řešeńı je vždy stejný: derivace nahrad́ıme dife-
rencemi a hledáme řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic.
Pro daľśı parciálńı derivace se použ́ıvaj́ı aproximace:

∂u(xi, yj)

∂x
=
ui+1,j − uij

h
,

∂u(xi, yj)

∂y
=
ui,j+1 − ui,j

k
,

∂u(xi, yj)

∂x
=
ui,j − ui−1,j

h
,

∂u(xi, yj)

∂y
=
ui,j − ui,j−1

k
,

∂u(xi, yj)

∂x
=
ui+1,j − ui−1,j

2h
,

∂u(xi, yj)

∂y
=
ui,j+1 − ui,j−1

2k
.

∂2u(xi, yj)

∂x∂y
=
ui+1,j+1 − ui+1,j−1 − ui−1,j+1 + ui−1,j−1

2h2k
.

Problémy při řešeńı mohou vznikat, pokud oblast Ω neńı obdélńıková.

Definice 10.39. Bod Pij = (xi, yj) śıtě na oblasti Ω nazveme vnitřńım, jestliže všechny
body úseček spojuj́ıćıch jej se sousedńımi body Pi±1,j, Pi,j±1 lež́ı v Ω a nazveme jej
hraničńım v opačném př́ıpadě.

P

h

Ω

i-1,j

x

P

δ 

y

i-1,j

Q 

Obr. 10.4: Problém u metody konečných diferenćı

Pro určeńı hodnoty funkce u v hraničńıch bodech se nejčastěji použ́ıvá lineárńı interpolace
či extrapolace.
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Necht’ hraničńı bod Q lež́ı na spojnici uzl̊u Pij, Pi+1,j, ve vzdálenosti δ od bodu Pij. Necht’

se hodnoty funkce u měńı lineárně podél této spojnice. Potom

u(Q)− u(Pij)

δ
=
u(Pij)− u(Pi−1,j)

h
.

Protože podle definice 10.38 můžeme psát u(Q) = ϕ(Q) a dále u(Pij) = uij, tak po úpravě
dostaneme

ϕ(Q) =

(
1 +

δ

h

)
uij −

δ

h
ui−1,j

a nebo

uij =
hϕ(Q) + δui−1,j

h+ δ
=

h

h+ δ
ϕ(Q) +

δ

h+ δ
ui−1,j,

protože známe hodnotu v bodě Q a potřebujeme dopoč́ıtat hodnotu v bodě Pij.

Př́ıklad 10.40. Metodou konečných diferenćı řešte okrajovou úlohu

uxx + uyy = 8x

u(x, 0) = x3, u(0, y) = 0, u(x, y)|x2+y2=10 = 10x(y + 1),

kde oblast Ω je vnitřńı část čtvrtkruhu

x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 10.

Řešeńı. Rovnici si uprav́ıme na stejný tvar jako (10.26)

−∂
2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= −8x.

Zvolme čtvercovou śıt’ s krokem h = 1. Potom máme hraničńı body
u(0, 0) = 0, u(1, 0) = 1, u(2, 0) = 8, u(3, 0) = 27, u(0, 1) = u(0, 2) = u(0, 3) = 0, u(1, 3) =
= 40, u(3, 1) = 60. Ještě potřebujeme znát hodnotu v bodě P2,2. Protože
Q = (2.449; 2), ϕ(Q) = 73.485, δ = 0.449, tak lineárńı interpolaćı dostaneme

u2,2 =
1 · 73.485 + 0.449 · u1,2

1 + 0.449
= 50.697 + 0.310u1,2.

Nyńı pro 3 vnitřńı uzly sestav́ıme śıt’ové rovnice podle (10.27), přitom hraničńı uzly jsou
podtrženy.

4u1,1 − u0,1 − u2,1 − u1,0 − u1,2 = −8,

4u1,2 − u1,1 − u1,3 − u0,2 − u2,2 = −8,

4u2,1 − u1,1 − u3,1 − u2,0 − u2,2 = −16.

Pak přidáńım odvozeného vztahu pro u2,2 dostaneme soustavu 4 rovnic o čtyřech
neznámých. Po úpravě

u1,1 =
1

4
(0 + u2,1 + 1 + u1,2)− 1

4
8,
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u2,1 =
1

4
(u1,1 + u2,2 + 60 + 8)− 1

4
16,

u1,2 =
1

4
(0 + 40 + u1,1 + u2,2)− 1

4
8,

u2,2 = 50.697 + 0.310u1,2.

Jej́ım řešeńım je pak
u1,1 = 12.384,

u2,1 = 30.768,

u1,2 = 25.768,

u2,2 = 58.688.

Daľśı postup je pak obvyklý, tj. zmenš́ıme krok a opakujeme výpočet, až se nám odchylky
v uzlových bodech ustáĺı.
Necht’ tedy je h = 1

2
. Potom dostaneme śıt’ové rovnice pro 19 vnitřńıch bod̊u a ještě muśıme

dopoč́ıtat hodnoty 5 hraničńıch uzl̊u lineárńı interpolaćı. Dostaneme tedy soustavu 24
rovnic o 24 neznámých. Přitom každá rovnice obsahuje nejvýše 5 nenulových hodnot
proměnných.
Pro hraničńı uzly máme

u6,1 = 37.651 + 0.196u5,1,

u5,3 = 44.388 + 0.223u4,3,

u4,4 = 38.717 + 0.473u3,4,

u3,5 = 36.196 + 0.446u2,5,

a pro posledńı hodnotu bereme bud’

u1,6 =
1

2
(u0,6 + u2,6) = 20,

nebo si tuto hodnotu vypoč́ıtáme, přitom bereme sousedńı uzly po vertikále (doposud
jsme je brali po horizontále), pak dostaneme rovnici

u1,6 = 16.567 + 0.196u1,5.

Pro vnitřńı uzly pak budeme mı́t soustavu

−4u11 + u01 + u10 + u21 + u12 = 1,

−4u12 + u02 + u11 + u22 + u13 = 1,

−4u13 + u03 + u12 + u23 + u14 = 1,

−4u14 + u04 + u13 + u24 + u15 = 1,

−4u15 + u05 + u14 + u25 + u16 = 1,

−4u21 + u11 + u20 + u31 + u22 = 2,
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−4u22 + u12 + u21 + u32 + u23 = 2,

−4u23 + u13 + u22 + u33 + u24 = 2,

−4u24 + u14 + u23 + u34 + u25 = 2,

−4u25 + u15 + u24 + u35 + u26 = 2,

−4u31 + u21 + u30 + u41 + u32 = 3,

−4u32 + u22 + u31 + u42 + u33 = 3,

−4u33 + u23 + u32 + u43 + u34 = 3,

−4u34 + u24 + u33 + u44 + u35 = 3,

−4u41 + u31 + u40 + u51 + u42 = 4,

−4u42 + u32 + u41 + u52 + u43 = 4,

−4u43 + u33 + u42 + u53 + u44 = 4,

−4u51 + u41 + u50 + u61 + u52 = 5,

−4u52 + u42 + u51 + u62 + u53 = 5.

T́ım máme celou soustavu hotovou a zbývá j́ı
”
jen“ vyřešit.

Pro rovnice jiných typ̊u je postup analogický. Vždy požadujeme, aby výsledná soustava
lineárńıch algebraických rovnic byla jednoznačně řešitelná. Z této podmı́nky plynou i
požadavky na tvar rovnice, které nám potom zaruč́ı jednoznačnost a konvergenci řešeńı.

Postup si ukážeme na rovnici parabolického typu, p̊ujde o zobecněńı rovnice vedeńı tepla,
kdy přidáme ještě daľśı člen,

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ f(x, t), (10.28)

počátečńı podmı́nku
u(x, 0) = ϕ(x), (10.29)

a okrajové podmı́nky
u(0, t) = µ1(t), (10.30)

u(l, t) = µ2(t), (10.31)

kde f, ϕ, µ1, µ2 jsou zadané spojité funkce, x ∈< 0, l >, t ∈ [0, T ].

Rozděĺıme si interval < 0, l > na n d́ıl̊u délky ∆x =
l

n
. Na ose t si zvoĺıme velikost kroku

∆t tak, aby platilo ∆t = %∆x2. Důvod bude zřejmý z daľśıho výkladu. Derivace v rovnici
(10.28) nahrad́ıme diferencemi a dostaneme

ui,k+1 − ui,k
∆t

=
ui+1,k − 2ui,k + ui−1,k

∆x2
+ f(xitk).

Nyńı vynásob́ıme celou rovnici výrazem ∆t = %∆x2 a dostaneme po úpravě

ui,k+1 = (1− 2%)ui,k + %(ui−1,k + ui+1,k) + ∆tf(xi, tk). (10.32)
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Dosazeńım do počátečńıch a okrajových podmı́nek dostaneme

ui,0 = ϕ(xi), u0,k = µ1(tk), ul,k) = µ2(tk). (10.33)

T́ım jsme źıskali soustavu lineárńıch algebraických rovnic. Pro jej́ı řešitelnost je třeba volit

% ≤ 1

2
. V opačném př́ıpadě nastává numerická nestabilita a výpočet se bude výrazně lǐsit

od skutečnosti.
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10.8 Metoda konečných prvk̊u pro parciálńı diferen-

ciálńı rovnice

10.8.1 Základńı pojmy

Základ metody je stejný jako v části 9.

Hledáme řešeńı okrajové úlohy pro eliptickou rovnici metodou konečných prvk̊u.

−∂
2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= f(x, y),

kde (x, y) ∈ Ω. Jde o tzv. Poissonovu rovnici. Mějme homogenńı okrajové podmı́nky, tj.
u(x, y) = 0 ∀(x, y) ∈ Γ(Ω). Užit́ım Greenovy věty se dá dokázat, že funkcionál

F (w) =
1

2

∫ ∫
Ω

[(
∂w

∂x

)2

+

(
∂w

∂y

)2

− 2wf

]
dxdy

je minimálńı, když w je řešeńım naš́ı úlohy.

Protože gradw = (w′x, w
′
y), můžeme psát

F (w) =
1

2

∫ ∫
Ω

[
(gradw)2 − 2wf

]
dxdy.

Přitom opět předpokládáme, že w = w(x, y) prob́ıhá všechny funkce splňuj́ıćı danou
okrajovou podmı́nku a maj́ıćı derivace integrovatelné v kvadrátě.
Předpokládáme dále, že hranice Γ je tvořena uzavřeným polygonem složeným s konečného
počtu část́ı. Provedeme triangulaci oblasti Ω – rozděĺıme ji trojúhelńıky, které maj́ı nejvýše
jeden společný vrchol nebo jednu společnou hranu a tvoř́ı pokryt́ı Ω. Vrcholy si oč́ıslujeme
Pj, j ∈ J .

Při hledáńı minima se opět omeźıme na množinu funkćı spojitých na Ω, rovných nule na Γ
a lineárńıch na každém trojúhelńıku. (V obecném př́ıpadě můžeme použ́ıt i jinou množinu
funkćı než lineárńıch, např́ıklad polynomy stupně k, k > 1,. . . . Budeme pouze požadovat
spojitost na oblasti Ω a rovnost nule na Γ. Na každém z trojúhelńık̊u pak budeme pracovat
s funkćı z vybrané množiny.)

Analogicky jako v předchoźım př́ıpadě můžeme hledanou funkci vyjádřit ve tvaru

v(P ) =
∑
j∈J

vj · pj(P ),

kde bázové funkce pj(P ) maj́ı tvar pláště pyramidy o výšce jedna s podstavou složenou
ze všech trojúhelńık̊u obsahuj́ıćıch vrchol P . Plat́ı

grad v =
∑
j∈J

vj · grad pj
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a dostáváme

F (v) =
1

2

∫ ∫
Ω

[(∑
j∈J

vj · grad pj
)2 − 2f

∑
j∈J

vj · pj

]
dxdy

a opět obdrž́ıme kvadratickou funkci parametr̊u vj a hledáme jej́ı minimum. Soustavu

∂F

∂vi
= 0, i = 1, 2, . . . , n,

si přeṕı̌seme do tvaru∑
j∈J

vj

∫ ∫
Ω

(grad pj · grad pi)dxdy =

∫ ∫
Ω

(fpi)dxdy, i = 1, 2, . . . , n

a opět jsme źıskali soustavu lineárńıch algebraických rovnic. A zase zde bude hrát d̊uležitou
roli, že funkce pi maj́ı malý nosič.

Metodu konečných prvk̊u charakterizuj́ı tři základńı vlastnosti:

1. Diskretizace oblasti Ω, kdy se Ω vyjádř́ı jako sjednoceńı konečného počtu zvolených
podmnožin – podoblast́ı. Tyto podmnožiny se nazývaj́ı konečné prvky. Obvykle to
jsou trojúhelńıky. Jen vyj́ımečně se použ́ıvaj́ı čtyřúhelńıky či jiné útvary. V př́ıpadě,
že konečné prvky jsou trojúhelńıky, pak se mı́sto o diskretizace mluv́ı o triangulaci
oblasti Ω.

2. Volba prostoru funkćı, které jsou na každém prvku polynomem zvoleného stupně.
Tento prostor budeme značit V .

3. Existence takové báze prostoru V , že bázové funkce maj́ı malý nosič – tj. jsou
nenulové pouze na několika sousedńıch prvćıch.

Řešeńım dané okrajové úlohy pak rozumı́me funkci z V , která je určena jako lineárńı
kombinace zvolených bázových funkćı.

Ukážeme si nyńı použit́ı stejné metody pro obecněǰśı typ rovnice.

Budeme se zabývat metodou konečných prvk̊u pro okrajovou úlohu pro eliptickou rovnici
druhého řádu dvou proměnných na oblasti Ω ∈ R2

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+ a(x, y)u = f(x, y), (10.34)

s okrajovou podmı́nkou
u(x, y)|(x.y)∈Γ(Ω) = ϕ(x, y). (10.35)

Nebudeme se zabývat obecnou diskretizaćı, ale omeźıme se na rozklad oblasti Ω ∈ R2 na
systém disjunktńıch trojúhelńık̊u.
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Triangulace:

Oblast Ω aproximujeme sjednoceńım konečného počtu disjunktńıch trojúhelńık̊u. Hranice
Γ(Ω) je potom aproximována polygonem – lomenou čarou.

Množinu trojúhelńık̊u τ = {T1, T2, . . . , Tk} budeme nazývat př́ıpustnou triangulaćı, jestliže
plat́ı:

1. Ω
⋂( k⋃

i=1

Ti

)
⊂ Ω.

2. Jsou-li Ta, Tb dva r̊uzné trojúhelńıky triangulace τ , pak jejich vnitřky maj́ı prázdný
pr̊unik.

3. ∀i = 1, 2, . . . , k je každá strana Ti bud’ část́ı hranice Γ a nebo stranou jiného
trojúhelńıka z τ .

Trojúhelńıky, které maj́ı společnou stranu, se nazývaj́ı sousedńı. Bez omezeńı obecnosti
budeme dále předpokládat, že nejvýše jedna strana trojúhelńıka Ti je část́ı hranice Γ –
tento předpoklad dodáváme pro jednodušš́ı konstrukci algoritmu řešeńı. Při dostatečně
jemném děleńı oblasti Ω je tato podmı́nka splněna automaticky.

Konstrukce vhodné př́ıpustné triangulace oblast Ω neńı v̊ubec snadnou záležitost́ı. Je
přitom třeba dodržovat tyto zásady:

1. Nepouž́ıvat trojúhelńıky s velmi malými nebo velmi velkými vnitřńımi úhly.

2. V těch částech oblasti Ω, kde se očekávaj́ı velké změny v chováńı hledaného řešeńı
dané úlohy, je nutno volit jemněǰśı triangulaci.

Kromě vrchol̊u trojúhelńık̊u Ti, i = 1, . . . , k, se někdy použ́ıvaj́ı při konstrukci řešeńı daľśı
body trojúhelńıku Ti, jako jsou středy stran, těžǐstě. Všem takovým bod̊um se souhrně
ř́ıká uzly triangulace. Ty uzly, které lež́ı na hranici se nazývaj́ı hraničńı, zbývaj́ıćı jsou
vnitřńı. Strana trojúhelńıka, která patř́ı hranici Γ(Ω) se nazývá hraničńı.

V uzlech triangulace zadáváme hodnoty koeficient̊u rovnice či okrajových podmı́nek a
hodnoty pravých stran rovnice 10.34. Současně v nich hledáme hodnoty přibližného řešeńı.
Všem těmto hodnotám ř́ıkáme uzlové parametry.

K dosažeńı vyšš́ı přesnosti je třeba provést jemněǰśı triangulaci, tj. zvolit menš́ı
trojúhelńıky. Samozřejmě toto má smysl pouze tehdy, když je řešeńı naš́ı okrajové úlohy
dostatečně hladké.

Bázové funkce

Za uzly triangulace budeme volit pouze vrcholy trojúhelńık̊u. Vrcholy trojúhelńıka Ts
označme M s

1 ,M
s
2 ,M

s
3 . Č́ıslováńı provád́ıme vždy v kladném smyslu, tj. proti směru pohybu
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hodinových ručiček, a zač́ınáme vždy zprava, respektive vpravo dole, pokud máme vpravo
dva vrcholy. Každý uzel má tedy lokálńı index, vázaný na př́ıslušný trojúhelńık, a současně
i globálńı index, vázaný na mı́sto daného vrcholu v pořad́ı všech vrchol̊u. Hovoř́ıme pak
o lokálńım a globálńım č́ıslováńı.

Jedna z možnost́ı globálńıho č́ıslováńı je M s
i ≡ Msi, i = 1, 2, 3; s = 1, 2, . . . , N , kde N je

počet všech uzl̊u př́ıslušné triangulace.

Necht’ Mn je uzel triangulace s globálńım indexem n. Definujeme si po částech lineárńı
bázové funkce vn = vn(x, y) následovně:

1. Na každém trojúhelńıku Ts s vrcholem Mn je vn lineárńım polynomem tvaru

N s(x, y) = as + bs + csy, as, bs, cs ∈ R.

2. Funkce vn splňuj́ı vrcholové podmı́nky

vn(Mn) = 1, vn(Mm) = 0 ∀m 6= n.

3. vn je nenulová pouze na těch trojúhelńıćıch, jejichž společným vrcholem je uzel Mn.
Tyto trojúhelńıky tvoř́ı nosič funkce vn. Všude jinde je funkce vn identicky rovna
nule.

Takto definované bázové funkce v1, v2, . . . , vN jsou spojité na Ω̄ = Ω
⋃

Γ(Ω) a jsou
lineárně nezávislé. Lineárńı prostor všech lineárńıch kombinaćı bázových funkćı označ́ıme
V∞. Funkćım z V∞ ř́ıkáme lineárńı splajny. Libovolnou funkci z V∞ budeme označovat
v = v(x, y). Tato funkce je vždy spojitá a lze ji vyjádřit ve tvaru lineárńı kombinace
bázových funkćı

v(x, y) =
N∑
n=1

αnvn(x, y), αn ∈ R.

Konstrukce bázové funkce
Souřadnice vrchol̊u trojúhelńıka Ts označme M s

1 = (xs1, y
s
1),M s

2 = (xs2, y
s
2),M s

3 = (xs3, y
s
3).

Restrikce 3 bázových funkćı př́ıslušných těmto vrchol̊um na Ts označ́ıme

N s
1 = as1 + bs1x+ cs1y,

N s
2 = as2 + bs2x+ cs2y,

N s
3 = as3 + bs3x+ cs3y.

Tyto funkce jsou jednoznačně určeny vrcholovými podmı́nkami:

N s
1 : N s

1 (M s
1 ) = 1, N s

1 (M s
2 ) = 0, N s

1 (M s
3 ) = 0,

N s
2 : N s

2 (M s
1 ) = 0, N s

2 (M s
2 ) = 1, N s

2 (M s
3 ) = 0,

N s
3 : N s

3 (M s
1 ) = 0, N s

3 (M s
2 ) = 0, N s

3 (M s
3 ) = 1.
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Koeficienty lineárńıch funkćı jsou pak určeny vztahy

as1 =
1

Ds
(xs2y

s
3 − xs3ys2), bs1 =

1

Ds
(ys2 − ys3), cs1 =

1

Ds
(xs3 − xs2),

as2 =
1

Ds
(xs3y

s
1 − xs1ys3), bs2 =

1

Ds
(ys3 − ys1), cs2 =

1

Ds
(xs1 − xs3),

as3 =
1

Ds
(xs1y

s
2 − xs2ys1), bs3 =

1

Ds
(ys1 − ys2), cs3 =

1

Ds
(xs2 − xs1),

kde

Ds = det

 1 xs1 ys1
1 xs2 ys2
1 xs3 ys3

 .

Ds je dvojnásobek obsahu trojúhelńıka Ts.

Diskretizace úlohy

Na oblasti Ω ⊂ R2 máme okrajovou úlohu

−div(p(x, y)gradu) + q(x, y)u = f(x, y),

σu+ p
∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

= g.

Zvoĺıme si triangulaci oblasti Ω a sestroj́ıme prostor V〈∞ funkćı spojitých na Ω̄ a
lineárńıch na každém trojúhelńıku Ts zvolené triangulace. To znamená, že sestroj́ıme
systém bázových funkćı v1, v2, . . . , vN . Přibližné řešeńı úlohy v prostoru Vh1 je taková po
částech lineárńı funkce un ∈ Vh1 , pro kterou plat́ı

a(uh, vh) = F (vh)

pro každou funkci vh ∈ V〈∞. Funkce uh lze vyjádřit jako lineárńı kombinace po částech
lineárńıch bázových funkćı

uh =
N∑
n=1

Unvn,

kde Un = uh(Mn) ≈ u(Mn) jsou hledané parametry, které dostaneme řešeńım soustavy
lineárńıch algebraických rovnic

AhUh = Fh,

kde Uh = (U1, U2, . . . , UN)T , Fh = (F1, F2, . . . , FN)T .

Fn = F (vn) =

∫ ∫
Ω

f(x, y)vn(x, y)dxdy +

∫
δΩ

g(x, y)vn(x, y)ds, n = 1, 2, . . . , N,

a Ah je symetrická pozitivně definitńı matice s prvky

ank = a(vn, vk) =

∫ ∫
Ω

[p(x, y)gradvn(x, y) · gradvk(x, y) + q(x, y)vn(x, y)vk(x, y)] dxdy+
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+

∫
δΩ

σ(x, y)vn(x, y)vk(x, y)ds, n, k = 1, 2, . . . , N.

Je-li S počet trojúhelńık̊u zvolené triangulace, potom je

Ω =
S⋃
s=1

Ts

a pro hranice oblasti plat́ı

δΩ =
R⋃
r=1

Lr,

neboli hranici aproximujeme sjednoceńım hraničńıch stran Lr hraničńıch trojúhelńık̊u
triangulace. Přitom přirozeně plat́ı, ža S ≥ R.

Potom vzorce pro výpočet prvk̊u matice Ah a prvk̊u vektoru Fh můžeme psát ve tvaru

ank =
S∑
s=1

∫ ∫
Ts

[p(x, y)gradvn(x, y) · gradvk(x, y) + q(x, y)vn(x, y)vk(x, y)] dxdy+

+
R∑
r=1

∫
Lr

σ(x, y)vn(x, y)vk(x, y)ds, n, k = 1, 2, . . . , N,

Fn =
S∑
s=1

∫
Ts

f(x, y)vn(x, y)dxdy +
R∑
r=1

∫
Ls

g(x, y)vn(x, y)ds.

T́ım máme určeny koeficienty matice a můžeme hledat řešeńı celé soustavy.

Je vhodné se vyhýbat při triangulaci oblasti Ω obecným trojúhelńık̊um. Při použit́ı
tupoúhlých trojúhelńık̊u totiž hroźı (při limitńım přechodu) ztráta linearity a s t́ım
spojené havarováńı výpočtu. Tomuto nebezpeč́ı se můžeme vyhnout, pokud budeme
použ́ıvat pouze ostroúhlé trojúhelńıky, např́ıklad při použit́ı pravidelné śıtě. (Nej-
jednodušš́ı variantou potom je použ́ıvat při triangulaci pravidelné šestiúhelńıky.) Přitom
na r̊uzných částech oblasti Ω může být velikost trojúhelńık̊u r̊uzná. Podstatné zde je, že
stále pracujeme s ostroúhlými trojúhelńıky.

Pro řešeńı je vždy vhodné použ́ıt matematický software. Při řešeńı aplikačńıch úloh budete
dostávat soustavy lineárńıch algebraických hodnot vysokých řád̊u. Použit́ı MATLABu je
popsáno např́ıklad v práci [26], str 877.

Pojmy k zapamatováńı

– Uvedli jsme si základńı pojmy z teorie parciálńıch diferenciálńıch rovnic, co je řešeńı a jaké
okrajové podmı́nky se použ́ıvaj́ı.

– Ukázali jsme si nejjednodušš́ı metody pro řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho
řádu.
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Kontrolńı otázky

1. Metoda konečných prvk̊u vede na řešeńı soustavy algebraických rovnic. Jaký bude jej́ı řád?

Cvičeńı

1. Najděte funkci z = z(x, y), vyhovuj́ıćı diferenciálńı rovnici

∂z(x, y)

∂x
= 1.

2. Najděte funkci z = z(x, y), vyhovuj́ıćı diferenciálńı rovnici

∂z(x, y)

∂x
= x+ y.

Výsledky

1. Řešeńım úlohy je funkce
z(x, y) = x+ ϕ(y),

kde ϕ(y) je libovolná funkce.

2. Řešeńım úlohy je funkce

z(x, y) =
x2

2
+ xy + ϕ(y),

kde ϕ(y) je libovolná funkce.

10.9 Cvičeńı

Maplety

Př́ıklady pro samostatnou práci jsou uvedeny v samostatné sb́ırce př́ıklad̊u. Pomoćı
následuj́ıćıch maplet̊u si můžete usnadnit některé d́ılč́ı výpočty, nebo zkontrolovat jejich
správnost.

1. Kanonické tvary parciálńıch diferenciálńıch rovnic 2. řádu

http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/kanonicke_tvary.html
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[8] J. Dibĺık, J. Baštinec: Matematika IV. Nakladatelstv́ı VUT v Brně, 1991 (skriptum).
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Praha, 1998.

[10] D. K. Faddejev, V. N. Faddejevova: Computation Methods of Linear Algebra. Moskva,
Fizmatgiz, 1963.
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1987.
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