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1  Princip numerickych metod

Pruvodce studiem

Cilem této kapitoly je seznamit Ctenafe se zdklady teorie chyb, rozdélenim chyb a jejich Si¥eni pFi
provadéni zakladnich aritmetickych operaci.

Déle si pfipomeneme Banachovu vétu o pevném bodé, kterd je teoretickym zakladem pro vSechny
iteracni’ metodly.

Sezndmime se s podminkami, které nam zaruluji konvergenci jednotlivych iteratnich metod k
pFesnému FesSeni. Budeme se vénovat odhadim pFesnosti vypoctu.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Rozeznat rychlost §ifeni chyb béhem vypoctu.
e Chéapat odvozeni dalsich metod pomoci Richardsonovy exptrapolace.

e Rozumét principum numerickych metod zaloZzenych na Banachové vété o pevném bodu.

1.1 Chyby pri numerickych vypoctech.

Omyly clovéka, poruchy stroje ¢i zafizeni jsou také chybami, ale témi se nebudeme
zabyvat. Slovo chyba budeme uzivat ve smyslu odchylek, které jsou pravidelnym a nero-
zluénym doprovodem kazdého numerického teseni.

Rozeznavame chyby:

e vstupnich dat

— chyby méreni

— chyby zpiisobené zobrazenim vstupnich dat v poéitaci, (Napi.: 7, e, v/2, ...).

e numerické metody
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— limitu nahradime ¢lenem posloupnosti s dosti vysokym indexem.
Napi.: nahrazeni funkce jejim rozvojem do Taylorovy rady.

I A

smr=0r— —+———+...

3l 5 7!
Volme x = 1, potom pii pouziti prvnich tii ¢lentu fady budeme mit chybu
nejvyse ..
— ulohu nahradime jednodussi.
Napi.: Uréit povrch Zemeé. Pouzijeme-li vztah S = 47r? pro povrch koule o

polméru r, potom se dopoustime chyby, protoze jsme Zemi - geoid nahradili
kouli.

e zaokrouhlovaci
— cislo s nekoneénym dekadickym rozvojem nahradime ¢islem s konecnym poctem
¢lenu,
— velka ¢isla se v pocitaci zobrazuji v semilogaritmickém tvaru,

— v8echny nepfresnosti zpusobené realizaci algoritmu v pocitaci, vcetné
nepresného provadéni aritmetickych operaci.

Ptitom je vhodné mit na paméti, ze pii feseni konkrétni ilohy se obvykle vyskytuji vSechny
druhy chyb soucasné.

Pti vypoctech jsme casto nuceni nahradit ¢islo x jeho aproximaci x,,.

T — 1, =Ax — absolutni chyba aproximace x,,.
|z — x| < () — odhad absolutni chyby — s ni se pracuje
% _ - xn, v 40 — relativni chyba aproximace z,,
x x
T — T, e(x, — ivni :
(7) — §(x) odhad relativni chyby:.

<

x |z]

Absolutni hodnota relativni chyby se ¢asto uvadi v procentech.

1.2 Sireni chyb pri aritmetickych operacich
Véta 1.1. Absolutni chyba souctu (rozdilu) je rovna souctu (rozdilu) absolutnich chyb.
Alx £y) = Az + Ay.

Duikaz. Médme z +y = (2, + Az) £ (yn + Ay) = (zp, £ ypn) + (Az £ Ay).
Odectenim ziskame tvrzeni véty. O
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Véta 1.2. Pro absolutni chybu soucinu plati
Az - y) = x,Ay + y,Ax.

Dukaz.
z-y = (xp+Az) (Yn + Ay) = Tn - Yn + 20 Ay + yn Az + AzAy,

tvrzeni véty dostaneme, jestlize zanedbame ¢len AxzAy, o kterém predpokladdme, Ze je
dostatecné maly. O

Véta 1.3. Pro absolutni chybu podilu plati

A (E) ~ BT TAY

Y Yn  (Yn)?
Dukaz.
-1
Obdobné T_TntAr  ant Az <1+Ay) _
Yy yn+Ay Yn Yn

posledni zavorku vpravo chédpeme jako soucet geometrické fady a dostavame

Odectenim dostaneme tvrzeni véty. O

Véta 1.4. Relationi chyba soucinu ¢i podilu neprevysi soucet relativnich chyb c¢initeli.

d(zy) < d(x) +(y),

5 <f> < 5(z) +6(y).

Y

Dukaz. Analogicky jako u véty 1.3. Doporucuji provést samostatné jako cviceni. O

Definice 1.5. Necht A (mnozina vstupnich dat), B (mnozina vystupnich dat) jsou met-
rické normované prostory. Rekneme, Ze 1loha

y=U(x), r€ A,ye B

je korektni na (A, B) jestlize
1) Ve € A 3Fly € B takové, ze plati y = U(z).
2) Toto teSeni spojité zavisi na vstupnich datech, t.j.

zn =z, U(z,) =yn = Ulz,) = Ux) =v.
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Poznamka 1.6. Jestlize A, B jsou Banachovy prostory!, pak ke spojité zévislosti feseni staci
lyn = yllB < Ll — 2[4, L = Konst.

Symbol ||.|| g ozna¢uje normu v prostoru B.
Mnohdy dostacuje jen jina formulace tlohy, aby se z nekorektni ilohy stala tloha korektni.

Priklad 1.7. ,Urcit vSechny kofeny polynomu. “

Stupen polynomu urcuje pocet feseni, ktera mohou byt realna ¢i komplexni. Uloha proto
neni jednoznac¢na a proto se nejednd o korektni ulohu. Staci ale doplnit podminku jed-
noznacnosti: ,,Urc¢it nejvetsi redlny koten“ a mame korektni ilohu.

Bézné se za korektni ulohy povazuji i ulohy, které lze pouhou zménou formulace prevést
na korektni.

Piiklad 1.8. Nekorektn{ iloha z ¢asopisu?
,Kolik stoji kilo hrusek, kdyz v poli stoji jedna?*

1.3 Podminénost uloh

Definice 1.9. Rekneme, ze korektni dloha je dobie podminéna, jestlize mald zména ve
vstupnich datech vyvola malou zménu feseni. Cislo

Ay
y _
H%H ~ relativni chyba vstupu

relativni chyba teSeni

C, =

nazyvame cislem podminénosti ulohy y = U(z).

Protoze vétsinou umime stanovit pouze odhady, tak

(y)
(z)

Jestlize C}, = 1 je uloha velmi dobie podminén4.
Pro C, velké jde o Spatné podminénou tlohu. Ale tento pojem je velmi relativni. V praxi
se hovori o $patné podminéné tloze pro C,, > 100.

>,
<

Cp, ~

>

Neékteri autori misto o dobré ¢i Spatné podminénosti pouzivaji termin mald ¢ivelka citlivost
vzhledem ke vstupnim datum.

Priklad 1.10. Mégjme dén polynom p(z) = 2% + x — 1150. Uréete hodnotu polynomu v

bodech x =33 a x = = a odhadnéte hodnotu ¢isla podminénosti.

1 Jsou definovény déle, viz poznamka (1.29)
2Publikovéno v ¢asopise ,,Mlady svét* kolem roku 1970.
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Reseni. Dosazenim dostaneme

1
p(33) = —28, P <ﬂ) ~ —b5.6.

3
1
Ax) = 3 Ay) =224 = C, ~ 79.178.
Jednd se proto o nestabilni ilohu. Pritom jde o hodnoty blizké ke kotenu x = 33.41533576.

O

Podminénost matic.

Necht mdme soustavu linedrnich algebraickych rovnic Az = b, kde A je matice koeficient1,
b je sloupec pravych stran a x je sloupec nezndmych. Necht x,, je aproximace feseni této
soustavy. Oznacme r = b — Ax,, kde r je reziduum. Je-li slozky vektoru r malé, jesté to
nic neifkd o pfesnosti vypoctu, nebot

r=>b— Ax, = Ar — Az, = Alx — z,),

odtud po upravé dostavame
Alr=2—ux,

a jsou-li prvky matice A=! dostateéné velké, bude i rozdil  — x,, velky i pro velmi malé
T.

Plati C, = ||A7Y] - || Al
Symbolem ||.|| oznacujeme normu matice, viz definici (1.31).

Priklad 1.11. Mg¢jme danu soustavu Az = b, kde
4,1 2,8
A= < 9,7 6,6 ) )

Jestlize zvolime jako pravou stranu b = < 9’; ), potom dostaneme feSeni x = ( (1) )
4,11

9,7

Jestlize zvolime jako pravou stranu b = ( ), potom dostaneme feSeni x =

— < 8’3? ) . Jde o $patné podminénou soustavu s C, > 2249,5 (pro Eukleidovskou

normu dostavame C, > 1622 ).

Resen{ spatné podminéné soustavy musime interpretovat velmi opatrné. Je to vlastnost
dané matice, nikoliv postupu feseni. Proto je vhodné se zabyvat otdzkou, zda je tuloha
dobte formulovana, zda nejde tilohu néjak upravit a podobné, aby bylo mozné se vyhnout
pouziti Spatné podminéné matice pfi Tfeseni.
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Poznamka 1.12. Teoretické odhady chyb byvaji znacné pesimistické. Horn{ hranice chyb byva
vétsinou jen ziidka dosazeno, protoze v prubéhu vypoctu dochézi k urcité vzajemné kompenzaci
chyb. Piikladem muze byt Eratosthenovo'méreni obvodu Zemé.

1.4 Richardsonova extrapolace

Jde o univerzalni postup, ktery ndm umozinuje pomoci zakladni metody s nizs{ pfesnosti vytvaret
metody s piresnosti vyssi.

Necht je zdkladni metoda reprezentovand funkei F'(h) s parametrem h (muze jim byt napiiklad
velikost kroku dané metody). Pomoci této metody umime spocitat hodnotu F'(h) pro malé
h > 0. Chceme co nejpfesnéji aproximovat hodnotu F'(0), kterou ale neumime urcit piimo z
funkce F'(h).

Necht funkci F'(h) muzeme zapsat ve tvaru mocninné fady
F(h) = ag + a1h® + agh* + azh® + . .. (1.1)

Pro malé h muzeme polozit h = 0 a dostaneme aproximaci F'(0) ~ ap.

Hledejme lepsi aproximaci. Podle (1.1) plati

F<Z>:a0+a1 <;L>2+a2 <Z>4+a3 <g>6+... (1.2)

Odstranime z rovnic (1.1) a (1.2) ¢len obsahujici druhou mocninu. Ten totiz predstavuje nejvétsi
h

chybu v rozdilu ag — F(h) i a9 — F 5 ) Rovnici (1.2) vyndsobime ¢tyfmi a odec¢teme od ni

(1.1), dostaneme

h
AF <2> —F(h)  =dag+4ar (5)° +4as (5)" + daz (B)° + ..

—ag — a1h2 — a2h4 - a3h6 — ...
4 6
= 3ag + 4ao (%) —a2h4—|—4a3 (%) —a3h6+...

! Eratosthenés z Kyreny (275 — 195 pi.n.l.) rodék z Kyreny v nynéjsf Libyi. Zékladn{ vzdélan{ ziskal
v Athéndch. Pozdéji pusobil v Alexandrii, pracoval spoleéné s Eukleidem, Apoloniem z Pergy (260 — 170
pi.nl), byl piitelem Archimedovym (287 — 212 pi.n.l.). Eratosthenés byl vSestrannym pracovnikem —
vénoval se gramatice, literarni historii, matematice, astronomii, chronologii, etice,geografii a kartografii.
Pokusil se zméfit a vypocitat obvod Zemé. Jeho vysledek je neuvéritelné piesny (chyba je asi 0,8%).
Jeho kolegové a spolupracovnici mu za jeho pracovitost a dosazené vysledky prezdivali “Pentathlos”, t.j.
atlet—pétibojaf, ktery dosahuje vybornych vysledku v ruznych oblastech, ale ani v jedné z nich se nestane
nejlepsim. Tato prezdivka je spojena s jemnou vycitkou. Stoupenci specializace mu s jistou povySenosti
prezdivali “Beta” — (ndzev ¢isla 2) t.j. druhofady. Nekdy je také tato prezdivka vysvétlovdna tim, ze
Eratosthenés byl jako padesatilety povoldn ke dvoru Ptolemaia III. (vladl 247 — 221 pi.n.l.), kde se
stal vychovatelem naslednika trinu. A s timto titulem, asi jako finanéni zabezpeceni, byl jmenovan i
druhym hlavnim knihovnikem alexandrijské knihovny. Eratosthenés ke konci zivota oslepl a dobrovolné
odesel ze svéta. Z celého jeho rozsdhlého dila se dochovaly pouze zlomky jako citace pozdéjsich autoru.
Eratosthénovo sito k uréeni prvoéisel v mnoziné {1,2,...,n} se stalo vychodiskem pro celou jednu ¢ast
teorie Cisel.
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= 3ag + as (%—1)h4+a3(%—1)h6+...
Rovnici vydélime tfemi a dostaneme novou funkei

AF (B — F(h
_APB) F®) e o (1.9

Fy(h) 3 2

Pfitom plati, ze |a2(-2)\ <lai|, 1 =2,3,... Proto je Fy(h) lepsi aproximaci pro ag nez F(h).

h
Pro dosti mala h je také Fy(h) lepsi aproximaci nez F' (2>, protoze rozdil Fy(h) — ag zac¢ind az
¢tvrtou mocninou h.
Dostali jsme tak metodu F», kterd je pro dostatecné mala h lepsi nez metoda F'.

Analogickym zptisobem muzeme odstranit z F5 ¢tvrtou mocninu a ziskdme jesté lepsi aproximaci

F(0).
Podle (1.3) plati
h
Fy (2) :a0+a52)h4+ag3)h6+... (1.4)

Rovnici (1.4) vynasobime 16 a odec¢teme od ni rovnici (1.3), vysledek délime 15. Dostaneme

_16Fy (5) — Fa(h)
B 15
Takto muzeme pokracovat dale a ziskdvat stédle lepsi aproximace pro které plati

_AF; (5) — Fi(h)

Fs(h) :a0+a§3)h6—i—...

i+1), 2
Fi+1(h) 4’L 1 = ag + ag:»l )h22+2 + ...
pricemz Fy(h) = F(h). Vypocet si muzeme zapsat do tabulky (vypliuje se po Fadcich)
Too
Tio Tn
Toog 121 Toe

T30 T31 T3z 133

pricemz
h
TSO_F(ZS)’ S:O,l,...
T. 41T ;1 — Ts—1i-1
s 4i— 1 ’

Vypocet ukoncime a hodnotu Ts povazujeme za dostatetné presnou, jestlize |Tss — Tss—1| < €,
kde € je pfedem zadana pozadovana piesnost.

Specidlnim pifpadem Richardsonovy extrapolace je vyjddieni Simpsonova! pravidla pomoci li-
chobéznikového pravidla pfi numerické integraci (viz Matematika 3). Plati

1
Sy = Sop, = §(4L2k — Ly), (1.5)

IT. Simpson (1710 — 1761) anglicky matematik, samouk. Pracoval jako tkadlec a od r.1743 vyucoval
na vojenské akademii. Ve stejném roce odvodil svij vzorec pro pfibliznou integraci. Jeden ze zakladatelu
teorie chyb.
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kde Lo, Ly, jsou hodnoty ziskané lichobéznikovym pravidlem a index udava pocet déleni inter-

valu.

1.5 Metriky, kontrakce, Banachova véta

S pojmy metrika, norma, kontrakce jste se setkali uz v predmétu Matematika 3. Zde si
je znovu pripomeneme, korektné zadefinujeme, odvodime si jejich zdkladni vlastnosti a
ukazeme si jejich pouziti..

Definice 1.13. Nechf M je neprazdnd mnozina. Zobrazeni d : M x M — R spliiujici pro
vSechna z,y, z € M nésledujici axiomy

1. d(z,y) >0 ANd(z,y) =0 &z =y, ( nezdpornost )
2. d(z,y) = d(y, x), ( symetrie )
3. d(z,y) < d(z,z)+d(z,vy), ( trojtihelnikové nerovnost )

nazveme metrikou a dvojici (M, d) metrickym prostorem.

Priklad 1.14.

a) M =R, d(z,y) = & — y|

b) M =R", d(x,y) = Z(xz — ;)2 ( Eukleidovskd metrika )
i=1

c) M=R", d(z,y) = max |z; — il ( krychlové metrika )

d M=R", d(z,y) = Z |z — il ( oktaetickd metrika )
i=1

Definice 1.15. Bod x € M je limitou posloupnosti {x,, }2° ;| v metrickém prostoru (M, d),
jestlize Ve > 0 Iny € N, takové, ze Yn > ng : d(z,,z) < . Posloupnost, kterd ma limitu,

se nazyva konvergentni. Oznaceni lim z, = x.
n—o0

Véta 1.16. Kazdd posloupnost v metrickém prostoru (M, d) mize mit nejuyse jednu lim-
1tu.
Dukaz byl provedem v 1. semestru v predmétu Matematika 1.

Definice 1.17. Posloupnost {z,}° se nazyvé cauchyovskad !, jestlize
Ve > 03ng € N takové, ze Vn > ngVp € N : d(xp, Tpip) < €.

L. A. Cauchy (1789 — 1857) Francouzsky matematik, jeden z tvircti modern{ matematiky. Je au-
torem vice nez 800 praci z teorie ¢isel, algebry, matematické analyzy, diferencidlnich rovnic, mechaniky, aj.
S vyuzitim pojmu “limity” vybudoval systematicky zdklady analyzy. Po francouzské ¢ervencové revoluci
v roce 1830 pobyval néjakou dobu i v Praze jako vychovatel vnuku sesazeného krile Karla X.
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Veéta 1.18. KazZdd konvergentni posloupnost je cauchyovska.

Dikaz. Protoze je {x,} konvergentni, existuje limita lim z,, = x. To ale (podle piedchozich
n—oo

definic) znamend, ze Ve/2 > 0 Ing € N takové, ze Vn > ng : d(x,, x) < %5. Potom, ale i Vp € N
je i d(znp,z) < 3e. TakZe méme (s vyuzitim trojihelnfkové nerovnosti)

1 1
d(zp, Tntp) < d(zp, x) + d(Tpgp, ) < € + €=

7 nasledujiciho prikladu vyplyva, ze vétu nelze obratit.

Priklad 1.19. M =R, = (0,+00), 2, = =, limz, = 0 ¢ M. Protoze kazdd posloup-
nost v (M,d) muze mit nejvyse jednu limitu, je tento piiklad piikladem posloupnosti,
kterd je cauchyovska, ale neni v (M, d) konvergentni.

Definice 1.20.. Metricky prostor (M, d) se nazyva uplng, jestlize v ném ma kazdé cauchy-
ovskd posloupnost limitu.

Priklad 1.21. Kazda uzaviena neprazdna podmnozina metrického prostoru je uplné.

Definice 1.22. Na mnoziné M je definovana bindrni operace o : M x M — M, jestlize
Vx,y € M plati (xoy) € M.

Priklad 1.23. Na mnoziné celych ¢isel tvoii s¢itani bindrni operaci, protoze soucet libo-
volnych dvou celych ¢isel je opét celé cislo.

Na mnoziné celych ¢isel déleni netvoti bindrni operaci, protoze déleni nulou neni defi-
novano a existuje nekonecné mnoho dvojic celych cisel, jejichz podil neni ¢islo celé, jako
napfiiklad ¢isla 2 a 3.

Definice 1.24. Necht M je mnozina a (o) je bindrni operace na M. Uspotradand dvojice
(M, o) se nazyva grupou, jestlize plati

A) (xoy)oz =zo(yoz), Vr,y,z€ M,
B) JeeM:eox=x0e=ux, VYre M,
) Ve M3z 'eM:zox'=a"tox=e.

Definice 1.25. Pokud v grupé (M, o) plati navic komutativni zadkon
D) roy=yox, Yo,y € M,

pak mluvime o komutationi grupé (abelovské grupé).
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Definice 1.26. Necht (L,+) je komutativni grupa, a necht je ddle definovdna
bindrni operace - : R x L — L, (o,z) — « - x, kterd spliuje nédsledujici podminky
Ve,y € L, Va, 5 € R:

l.a-(B-z)=(af) - x (asociativita pro ndsobeni)
2. a-(z4+y)=(a-z)+ (a-y) (distributivita I.)
(a+p6)-z=(a-z)+ (f-x) (distributivita II.)

Potom usporddand trojice (L,+,-) tvoii vektorovy prostor nad R. Prvky z L budeme
nazyvat vektory, prvky z R skalary. Znacit budeme vektory malymi pismeny latinky a
skalary malymi pismeny tecké abecedy.

Definice 1.27. Vektorovy prostor V nazveme normovanym prostorem, jestlize existuje
zobrazeni || - || : V — R takové, ze Va,y € V, Va € R plati:

L |z >0 Aljz]] =0 2= 0O, kde O je nulovy vektor.
2. [Jox]| = laf - ]
3.l +yll < =l + llyll
Toto zobrazeni nazyvame vektorovou normou.
Véta 1.28. Necht V je normovany prostor. Definujeme metriku d jako
Vo,y €V, d(z,y) = ||z —yl|.
Potom (V,d) je metricky prostor.

Dukaz. Provedeme provérkou axiomu. Doporucuji provést jako cviceni. O

Poznamka 1.29. Metricky prostor, ktery je uplny v takto definované metrice, se nazyva Ba-
nachiiv '

Priklad 1.30.
a) V=R" |z|| = max{|z1],|z2], ..., |za|}, potom lze d(z,y) definovat takto

d(z,y) = max |z; — yi.

=

P

b) V=R", |z| = <Z ]xi\p) , p > 1, potom je metrikou funkce
=1

d(r.y) = (Zm —yirp)p.

!Stefan Banach (1892 — 1945) vynikajici polsky matematik. Jeden ze zakladateli moderni
funkcionalni analyzy.
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¢) V = Cla,b], tj. mnozina vsech spojitych funkci na [a,b].! Skaldrni soucin je z e y =

x(t)y(t)dt. Potom

8 =

o]l = vex, d(x,y>:||x—y||:J JRCCROX

Definice 1.31. Necht M, je mnozina vsech ¢&tvercovych matic fadu n. Necht

VA, B € M,, Ya € R zobrazeni || - || : M,, — R spliiuje axiomy
1. JAl >0 AJJAl =0 & A =0, kde O je nulova matice.
2. |laA] = faf - [[A]]
3. |A+ Bl < [|A[l + [ B]|
4 [|AB[ < (Al - 11B1]-

Potom toto zobrazeni nazveme maticovou normou.
Priklad 1.32. Méjme matici A s prvky a;;, i,j € {1,2,...,n}, potom jeji eukleidovska
norma ma tvar )
n 2
2
|All = <Z(aij) ) :
ij=1

Definice 1.33. Rekneme, 7Ze maticovd norma ||A||; je souhlasnd s vektorovou normou
[zllz v R", jestlize [|Azly < [|Ally - [ll2.

Priklad 1.34. Souhlasné normy

n
a) Jiz]l> = max fa:, wqh::n?XE:\%ﬂ, reR" Ae M,,
j=1

n n
b) lzlls = lwil, AL = max ) Jay],

- J -

=1 =1

D=

) o= () nan< (S )

3,j=1

V poslednim piipadé jde o odhad. Presny tvar je ||A|| = /o(ATA) = \/o(AAT), kde
o(B) je spektrélni polomér matice B.

a, b] oznacuje uzavieny interval a (a,b) otevieny interval.
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Definice 1.35. Spektralni polomér matice B je o(B) = max{|\;|}, kde \; jsou vlastni

¢isla matice B.

Definice 1.36. Necht (M, d) je metricky prostor. Zobrazeni ¢ : M — M nazveme kon-
trakct, jestlize existuje konstanta k, 0 < k < 1 takové, zZe plati

d(e(z), o(y)) < k- d(z,y).
Cislo k se nazyvé koeficient kontrakce.

Definice 1.37. Nechf ¢ je zobrazeni z M do M. Bod & € M nazveme pevniym bodem
zobrazeni ¢, jestlize je zobrazen sam na sebe, tj. jestlize plati

T = (7).

Jedna z moznych interpretaci kontraktivniho zobrazeni (na prostoru spojitych funkef jedné
proménné) je znazornéna na Obr. 1.1 a 1.2.

i
O 1 T2

Obr. 1.1: Funkce, kterd je kontraktivni

0] il i)

Obr. 1.2: Funkce, ktera neni kontraktivni

Véta 1.38. Banachova véta o pevném bodu
Necht (M, d) je tiplnyg metricky prostor, ¢ je kontrakce na M s koeficientem k. Potom:
1) Existuje prdvé jeden bod & € M takovy, Ze je splnéna rovnice

o(Z) = 7.
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2) Zvolime-li x1 € M libovolné a sestrojime-li posloupnost {x;}32, predpisem
Tiv1 = p(x;), pak lim x; = 7.
1— 00

3) Plati odhady pron =1,2,...

kn—l
d(x,, 7) < d(xq,x2),
1—k
. k
d(xp, ) < ——d(zp_1,2y).
1—k
Dikaz. Posloupnost {z;}°,, kde z;41 = ¢(z;), se nazyva iteracni proces, x1 je pocédtecni

aproximace, T, je n-td aproximace.
a) Nejprve ukdzeme, ze pevny bod, pokud existuje, je urCen jednozna¢né. Predpoklddejme, ze
existuji dva ruzné body a € M,b € M pro néz plati a = p(a), b = ¢(b), d(a,b) # 0. Potom

d(a,b) = d(p(a), 9(b)) < k d(a,b) (L6)
a po zkréceni nenulovym d(a,b) dostaneme
1<k

Protoze ¢ je kontrakce, plati pro k£ nerovnost 0 < k < 1. Dostali jsme spor. Odtud plyne, Ze
nerovnost (1.6) je splnéna pouze pro piipad d(a,b) = 0, coz je spor s predpokladem, ze body
a, b jsou ruzné a tedy pevné bod, pokud existuje, je uréen jednoznacneé.
b) Déle mame
d(zj, xj41) = d(p(zj-1), (7)) < k d(zj-1,25) =
= kd(p(zj-2), p(xj-1)) < kd(zj-9,2j-1) = - =
d(.CCj, $j+1) < kjfld(xl, xg)

a protoze 0 < k < 1 dostavame, ze lim d(xj,zj11) =0.
j—oo

Pro p € N pak mame Vn € N

d(zn, anrp) < d(@n, Tng1) + d(Tpg1, Tagz) + 0+ d(l‘nﬂ?fla l‘n+p) < (1.7)
< (k”_l + k" 4+ k:”+p—2)d(:z:1,$2) <
kn—l
< (K" ET L) d(2, 20) = T kd(:cl,xg). (1.8)

Protoze 0 < k < 1, tak
lim d(xy,%n4p) =0 pro VpeN,

n—oo

coz znamend, ze nase posloupnost {z;} je cauchyovska a tedy existuje  tak, ze £ = lim =z,
n—oo

protoze prostor (M, d) je uplny.
¢) Prvni odhad plyne piimo z (1.8) pro p = oo. Druhy odhad dostaneme z (1.8), kdyz v (1.7)
polozime p = co. Potom

d(zpn, Z) < d(zp, Tpt1) + d(@ps1, Tng2) + -+ A @pgp—1, Tngp) + ... <

k
< d(xp—1,2n)(k+ K2+ K2+ .. ) < md(xn—hxn)-
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Pojmy k zapamatovani

— Seznamili jsme se se zdklady teorie chyb a jejich §iteni pfi provadéni zédkladnich aritmet-
ickych operaci.

— Vyslovili a dokézali jsme si Banachovu vétu o pevném bodé a jako jeji dusledek jsme si
odvodili vzorce pro odhad pfesnosti numerického vypoctu.

— Ukézali jsme si pouziti Richardsonova extrapolace pro odvozeni pfesnéjsich vzorcu.

— Seznamili se s pojmy metrika a norma.

Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem kontrakce?
2. Muze platit Banachova véta i pro zdporné funkce?

3. Je mozné ovlivnit rychlost §ifeni chyb, tj. narustani chyby?
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2  Soustavy linearnich rovnic

Pruvodce studiem

Cilem této kapitoly je seznamit Ctendfe s aplikacemi Banachovy véty pFi hledani FeSeni soustav
linedrnich algebraickych rovnic. NejdFive si vsak pFfipomeneme finitni metody FeSeni téchto soustav,
a to nejen Gaussovu a Jordanovu eliminaéni metodu, ale i FeSeni pomoci inverzni matice a pomoci
LU rozkladu. Potom se seznamime s aplikaci Banachovy véty pro soustavy linedrnich algebraickych
rovnic. Zde si zopakujeme Jacobiho a Gaussovu-Seidelovu iteraéni metodu a ukaZeme si nékteré dalsi
metody, které se pouZivaji pfedevsim pro Feseni soustyv vysokych Fadi.

Sezndmime se s podminkami, které ndm zaruuji konvergenci jednotlivych iteratnich metod k
pFesnému FeSeni soustavy rovnic. Budeme se vénovat odhadim prFesnosti vypoctu.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Numericky fesit soustavy linearnich algebraickych rovnic.
e Umét vybrat vhodnou metodu, ktera povede k cili, tj. k feSeni.

e Odhadnout nutny pocet kroka pro dosazeni pozadované presnosti.

2.1 Soustavy linearnich rovnic — Zakladni pojmy

Se soustavami linedrnich algebraickych rovnic a jejich feSenim jste se uz setkali v predmétu
Matematika 1 a v predmétu Matematika 3 jste si uvedli i dvé numerické metody pro jejich
feSeni.

Ale az zde bude uveden solidni teoreticky zaklad, vSechny pojmy budou fadné definiovany
o budou odvozeny potiebné vztahy. Nasim cilem je ukézat vSechny souvislosti a ukazat
rozsah jeho mozného pouziti.

Definice 2.1. Maticovda rovnice Ar = b, kde A € R,,,,,, b € R,,1, © € R,,; se nazyva
soustava linedrnich algebraickych rovnic.
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V rozepsaném tvaru mame

anri + apry + ... + apr, = b
a91T1 +  a99x9 + ... 4+ agpx, = b2 (2 1)
Am1T1 + QT2 + ...+ AppTn = bm

A je matice koeficientu, b je sloupec pravych stran,

a1 a12 co. Qp | bl
(Alb) = dar Gzz ... n I b2 se nazyva matice rozsifend .
Al Qm2 o G | b

Kazdy sloupec (sloupcovd matice) «, pro ktery plati Ao = b, se nazyva resenim soustavy
(2.1).

Definice 2.2.

Soustava (2.1) je resitelnd, ma-li aspon jedno teseni.

Soustava (2.1) je jednoznacné fegitelnd, ma-li praveé jedno feseni.
Soustava (2.1) je viceznacéné resitelnd, ma-li vice nez jedno feseni.

Definice 2.3. Soustava linearnich algebraickych rovnic se nazyva homogenni, jestlize je
tvaru

Az = O, (2.2)

kde O je nulovy sloupec. V opacném piipadé mluvime o nehomogenni soustave.
Definice 2.4. Je-li Az = b nehomogenni soustava, pak pridruZenou homogenni soustavou

rozumime soustavu Az = O (t.j. homogenni soustavu se stejnou matici koeficientu jakou
mé nehomogenni soustava).

Priklad 2.5. Méjme danu nehomogenni soustavu

3x1+x0 —4dr3 =

T1 — 220 + X3

Il
= Ot

2$1 — X9 — 31‘3 ==
Piidruzena homogenni soustava ma tvar

3x1+x0 —4dr3 =

T — 220 + X3

2$1 *1‘2*31‘3 ==
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2.1.1 Reseni soustav

Véta 2.6. Necht soustava Ax = b md ctvercovou requldrni matici koeficienti. Potom
md tato soustava prdvé jedno Tesent, které miZeme wurcit pouZitim Cramerovych !
vzorcu: k-ty clen tesent je zlomek, v jehoZ jmenovateli je determinant matice koeficientu
A a v citateli determinant matice, kterou ziskame z matice A nahrazenim k-tého sloupce
sloupcem pravijch stran soustavy (2.1) a ostatni sloupce ponechdme.

Diitkaz. Mame Az = b, |A| # 0, takze existuje A~!. Potom

Ay Ao ... A
_ 1 . 1 A A ... Ap
r=A"'b=—"—(adj A)b= — b.
|Ay( ) Al | - ) e
Aln A2n v Ann

Ted si jen staéf uvédomit, ze v prvnim Fadku matice adj A jsou algebraické dopliiky piislusné
k prvnimu sloupci matice A. Potom souc¢in prvniho fddku matice adj A se sloupcem b muzeme
podle Laplaceovy véty o rozvoji determinantu chépat jako rozvoj determinantu matice podle
prvniho sloupce, kde matice ma jako prvni sloupec sloupec b a zbyvajici sloupce jsou z matice
A. Obdobné pro dalsi prvky. O

Priiklad 2.7. Najdéte feseni soustavy rovnic

3ZU1 + Zo —4.2?3 =

Ty —2x9+23 = D
2001 —x9 —3x3 = 4
Reseni. Uréime si determinant matice koeficientit
3 1 —4
Al=[1 -2 1|=14
2 -1 -3

Determinant matice A je nenulovy, soustava je tedy jednoznacné tesitelnd. Spocitame si
determinanty matic D;, kde matice D; vznikne z matice A nahrazenim i-tého sloupce
sloupcem pravych stran nasi soustavy.

1 1 —4 3 1 —4 3 11
|IDi|=|5 —2 1|=14, |Dyj=|15 1|=-28 |Ds=|1 -2 5|=0
4 -1 -3 2 4 -3 2 -1 4
Potom z; = |€4i||, takze mame
14 —24 0
l‘lzﬁzl, Tog = :—2, l’gZ—ZO.

14 14

]

! Gabriel Cramer (31. 7. 1704 — 4. 1. 1752) $vycarsky matematik, ptirodovédec a technik. V matem-
atice se vénoval hlavné geometrii a teorii pravdépodobmnosti. V r. 1750 vydal knihu o algebraickych
kiivkéch, kde je v dodatku uveden zpusob vylouc¢eni (n — 1) nezndmgych ze soustavy m rovnic o n
neznamych. Pfes nevhodnou symboliku tim polozil zéklady teorie determinantu.
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Poznamka 2.8. Cramerovy vzorce sice davaji pfesné feseni, ale je zapotiebi pro né vypocitat
(n + 1) determinantu n-tého Fadu. Pro rozsdhlejsi soustavy je jejich pouziti problematické,
protoze ani s pomoci vypocetni techniky nejsme schopni urcit presné hodnoty determinantu.
Cramerovy vzorce nemaji obecnou platnost, predpokladaji regularitu matice koeficientt.

Véta 2.9. Frobeniova, ! Kroneckerova > — Capelliho ? , existencni.
Soustava (2.1) je resitelnd praveé tehdy, kdyz hodnost matice koeficientu se rovnd hodnosti
matice rozsirené.

Poznamka 2.10. Jinak feceno:

h(A) < h(A|b) — soustava (2.1) nemd FeSeni,

h(A) = h(A|b) — soustava (2.1) je FeSitelnd,

h(A) > h(A|b) — nemuze nikdy nastat. Pridanim dalsiho sloupce muzeme hodnost matice
zvysit, ale nikdy ne snizit.

Dikaz. véty (2.9): Necht je soustava (2.1) fesitelna. Potom existuje sloupec
= (ab a2, .. 7an)T

takovy, ze plati Aa = b. Vezmeme si matici rozsitenou soustavy (2.1) a od posledniho sloupce

odecteme «aq nasobek prvniho sloupce, as nasobek druhého sloupce, atd. az «, nasobek n-tého

sloupce. Dostaneme

all a1 ... Q1n | b1 —(1a11 — a12 — ... — Opain
a1 ago .o Q9n | b2 — (X121 — (20422 — ... — QpQa2p
(A[b) ~ |
Aml Gm2 - Gmp | b — Q1G] — Q2am2 — ... — Qpamp
Protoze « je fesenim soustavy (2.1), tak plati pro véechna i =1,2,...,m
bi — 141 — 02 — ... — OpQip — 0.

V poslednim sloupci budou stat samé nuly a my mame

ain a2 ai, | O
(A[b) ~ D i 0 - A
Am1 Am2 - Amp | O

!Georg Ferdinand Frobenius (26. 10. 1849 — 3. 8. 1917) némecky matematik. Zabyval se hlavné
algebrou. Vyslovil existen¢ni vétu pro feseni soustavy linearnich algebraickych rovnic. Patii mu vynikajici
prace z oblasti kvadratickych forem, maticového poctu a teorie konec¢nych grup. Zavedl fadu pojmu
moderni algebry.

’Leopold Kronecker (7. 12. 1823— 29. 12. 1891) némecky matematik. Zabyval se teorif &isel,
teorii kvadratickych forem, teorii grup, teorii eliptickych funkci. Byl odpurcem Cantorovy teorie mnozin.
Odvodil metodu, kterou lze vzdy nalézt vsechny raciondlni kofeny polynomu s raciondlnimi koeficienty ( i
kdyz mnohdy obtizné a zdlouhaveé). Dokazal existenéni vétu pro feseni soustavy linedrnich algebraickych
rovnic.

3Alfredo Capelli (5. 6. 1855 — 28. 1. 1910) italsky matematik, ptisobil v Neapoli. Vyznamné ptispél
k rozvoji teorie algebraickych rovnic. Déle se zabyval teorii funkci komplexni proménné a teorii difer-
encidlnich rovnic.
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Nulovy sloupec jsme vynechali. Pouzili jsme pouze elementarni tpravy, které neméni hodnost
matice. Proto plati: Jestlize je soustava (2.1) fesitelna, potom h(A) = h(A|b).

Z druhé strany: Necht je h(A) = h(AJ|b) = k. Potom existuje v matici A podmatice adu k,
jejiz determinat je nenulovy. Necht tato podmatice je vlevo nahofe. Prvnich k sloupcti matice A
nazveme bézovymi. Potom kazdy sloupec matice (A|b) je linedrni kombinaci bazovych sloupcu.

b1 an a2 aik
b a a a
2 — A 21 + A 22 Ft g 2k _
bm am1 am?2 Amk
ail a2 a1k a1,k+1 Q1n

a a a a a
=\ 21 T 22 Tt A 2k +0 2,k+1 40 2n
am1 am2 Amk Am,k+1 Amn

To ovSem znamend, ze sloupec A = (A1, Ag, ..., Mg, 0, ..., O)T je feSenim soustavy (2.1). Neboli
plati: Jestlize je h(A) = h(A|b) = k, potom je soustava (2.1) fesiteln4. O

Disledek 2.11. Je-li soustava (2.1) tesitelnd, t.j. h(A) = h(A|b) = h, pak pro h = n
md soustava (2.1) pravé jedno teseni a pro h < n md soustava (2.1) nekoneéné mnoho
resent, kterd zdvisi na (n — h) parametrech.

Disledek 2.12. Je-li soustava (2.1) resitelnd, t.j. h(A) = h(A|b) = h, potom nikdy nemize
nastat pripad, Ze h > n.

Piiklad 2.13. Reste soustavu

z+y+z =1
2r+y+2z =
rT+y+3z = 2
Reseni. Protoze |A| = —2 # 0, jde o soustavu, jejiz feSeni mizeme urcit pomoci Cramerovych
vzorcu. Dostaneme .
— 2 y=1 z2==
xz 27 y 9 z 2
O
Piiklad 2.14. Reste soustavu
r+y+z =1
r+y+2z =
r+y+3z = 2

Reseni. |A| = 0, proto nemitizeme pouzit Cramerovych vzorcil.
h(A) =2, h(A[b) = 3 = h(A) # h(A[b),

podle véty 2.9 nemd soustava FeSeni. O
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Piiklad 2.15. Reste soustavu

r+y+z =1
r+y+2z =
20 +2z+42z = 2

Reseni. |A| = 0, proto nemiizeme pouzit Cramerovych vzorcil.
h(A) =2, h(A|b) =2 = h(A) = h(A|b),

Reseni zavisi na jednom parametru.

r = 1-t
y =1
z = 0.
O
Véta 2.16. Homogenni soustava (2.2) je vidy resitelnd.
Diikaz. Nulovy sloupec je vzdy feSenim. O

Definice 2.17. Nulové feseni soustavy (2.2) nazveme trividlnim.

Véta 2.18. Homogenni soustava md netrividalni resent pravé tehdy, kdyz hodnost matice
koeficienti je mensi jak pocet nezndmaijch.

Véta 2.19. Necht u,v jsou Fesenim soustavy (2.2). Potom i jejich libovolnd linedrni
kombinace au + Bv je Tesenim soustavy (2.2).

Dausledek 2.20. Kazdd linedrni kombinace resent soustavy (2.2) je opét resenim soustavy

Daisledek 2.21. Véta 2.19 mluvi jen o dvou resenich, ale jejich pocet neni omezen.

Dukaz se provadi matematickou indukei.

Definice 2.22. Maximdalni pocet linearné nezavislych feseni soustavy (2.2) nazveme
fundamentdlni soustavou Teseni soustavy (2.2).

Véta 2.23. KazZdd viceznacné resitelnd soustava (2.2) md vZdy fundamentdlni soustavu
resent.
Piiklad 2.24. Reste homogenni soustavu rovnic
3x1 + 2x0 + b3 + 224 + Txx5 =
6x1 + 4xo + Txs + 4a4 + D25

3x1 4+ 220 — x3 + 224 — 1125
6x1 +4x0 + x3 + 4y — 1325 =

o O o O
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Reseni. Koeficienty soustavy si zapiseme do matice a pomoci elementarnich fadkovych dprav
si matici pfevedeme na stupnovity tvar.

32 52 7 32 52 7
6 4 74 5 00 -3 0 -9
32 -1 2 —11 00 —6 0 —18
6 4 4 13 00 -9 0 —27
3202 -8
2 2 =8
o010 3| (1202 F
0000 0 0010 3
0000 0

Mame dvé rovnice o péti neznamych. Volime si proto tfi parametry. Zvolme xzo = 3s, x4 =
= 3t, x5 = 3u, kde s,t,u € R. Potom

—2s5 — 2t 4+ 8u —2 —2 8
3s 3 0 0
T = —9u =s 0 |+¢ 0O |+u] -9
3t 0 3 0
3u 0 0 3
Trojice vektoru vpravo pak predstavuje fundamentalni soustavu feSeni. ]

Véta 2.25. Necht p,q jsou veseni soustavy (2.1). Potom (p — q) je Tesenim pFidruZené
homogenni soustavy.

Dusledek 2.26. Soucet parcidlniho Tesent soustavy (2.1) a TeSend pridruzené homogenni
soustavy je Tesenim soustavy (2.1).

Disledek 2.27. Viechna resent soustavy (2.1) ziskame jako soucet jednoho (parcidlniho)
resent soustavy (2.1) a fundamentdlni soustavy reSent pridruzené homogenni soustavy.

2.2 Gaussova eliminac¢ni metoda

Definice 2.28. Dvé tesitelné soustavy linearnich rovnic se nazyvaji ekvivalentni, jestlize
maji stejnou mnozinu reseni.

Dvé ekvivalentni soustavy mohou mit ruzny pocet rovnic, ale musi mit stejny pocet
neznamych.

Méjme dvé takové soustavy
Az = b, Ax=10.

Potom z podminek teSitelnosti plyne, ze

h(A) = h(A|b) = h(A") = h(A'|V).
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Protoze soustavy maji stejnou mnozinu reSeni, tak plati:
Aa=b s Aa=V.

Potom koneénym poctem tadkovych elementarnich dprav lze matici (A|b) prevést na
matici (A'|V).

Pozor: zde nelze zaménovat radkové a sloupcové tpravy.

Muzeme pouzivat pouze fadkové upravy a ze sloupcovych pouze vyménu sloupcu v matici
A, coz je vlastné preznaceni proménnych.

Pomoci elementarnich uprav si upravime soustavu Ax = b na tvar

ciayr +cioye + - Cipyn F CLpYher T F Gl = do
CoolYa + - -+ Copln + Cop1Yntr + o F ConlYn = da

ChhYh + Chh1Yh+1 + F ChnlYn = dp

kde (y1,v2,---,Yn) je vhodnd permutace proménnych (xy, s, ..., z,).
Je-li h = n, mé soustava pravé jedno feseni — jde o kramerovskou soustavu, tj. feSeni
muzeme ziskat pomoci Cramerovych vzorcu.

Je-li h < n, potom proménné yp.1, ..., ¥y, prohldsime za parametry a soustavu upravime
na tvar
ciayi +cigya+ - cpyn = di — Cipp Y1l — - — Cin¥n
CopYo+ -+ Copyn = d2— Copy1¥Ynt1 — - — C2n¥n
Chp¥n = dp = Chp1Yns1 — - — Chnln
Tato soustava je ekvivalentni s puvodni soustavou Axr = b a kazdé volbé parametru
Yha1, - - - Yn 0dpovidd prave jedno feseni. Parametru je celkem (n — h). Jestlize za prvky
Yh+1, - - -, Yn bereme sloupce regularni matice fddu (n — h), potom bereme za parametry

linedrné nezavislé prvky a obdrzime obecné feseni soustavy (2.1).
Tento postup se nazyva Gaussova ! eliminacni metoda.

Jestlize budeme déle pokracovat v fadkovych tdpravach, muzeme soustavu (2.3) upravit
na tvar

yi+0y2+---+ 0y = g1 — fipt1¥nse1 — - — finn

! K.F.Gauss (1777 — 1855) némecky matematik, fyzik, geofyzik, geodet, astronom. Jeden
z nejvyznamnéjsich matematiku vSech dob. Vsestranny védec, ktery pracoval ve vsech oblastech matem-
atiky. V8ude dosahl prvoradych vysledku a predznamenal mnohdy dal$i rozvoj. Byl téz velmi zrucny
numericky matematik, ktery objevil fadu numerickych metod. Jako prvni dospél k principum neeuk-
leidovské geometrie, ale vysledky v této oblasti nechtél pro jejich ptrevratnost publikovat, proto patii
priorita objevu N.I.Lobacevskému. V algebie jako prvni dokazal Zdkladni vétu algebry. Rozvinul teorii
kvadratickych forem, zavedl presné komplexni ¢isla, rozvinul metody feseni soustav algebraickych rovnic.
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Yot + 0y = g2— fonr1Uni1 — - — fon¥n

Yn = Gn— Jhr+1¥Yn+1 — - — frnYn

a nebo po vynechani nulovych prvku

B = g1 — f1,h+1yh+1 — ... fl,nyn
Yo = 92— fort1Uny1 — - — fonUn
Yn = Gn — fh,h+1yh+1 — ... fh,nyn

zde mame na hlavni diagondle vlevo vSechny koeficienty u neznamych rovny jedné
a zbyvajici prvky nalevo jsou nulové. Tento postup se nazyvd Jordanova ! eliminace.

2.2.1 Uplny a ¢asteény vybér hlavniho prvku

Pii Gaussové elimina¢ni metodé si postupné upravujeme soustavu Ax = b na ekvivalentni sou-
stavu A®)z = b*)_ kde AP b jsou matice koeficientt a sloupec pravych stran po k-tém kroku.
Postup je nasledujici:

Prvni krok:

Necht je prvek a1y # 0 (v opatném pifpadé provedeme piehozeni fadku), prvky prvniho fadku
vynésobime multiplikdtorem (—ag;/a11) a pficteme k prvkum k-tého rédku, pro k = 2,...,n.
Tim ziskdme v prvnim sloupci na prvnim misté nenulovy prvek a zbyvajici prvky jsou nulové.
Druhy krok:

Necht je prvek ass # 0, pokud tomu tak neni provedeme prehozeni fadkii (vyjma prvniho) a nebo
sloupcu (opét vyjma prvniho). Prvky druhého fadku vynasobime multiplikdtorem (—ags/a22) a
pricteme k prvkum k-tého radku, pro k = 3,...,n. Tim ziskdme v druhém sloupci na druhém
misté nenulovy prvek a zbyvajici prvky jsou nulové.

Pokracujeme déle stejnym zpuisobem. Obecné

A= (ag-))) b= (ag(,)1)1+17 ag,)1)1+1’ R a7(10,21+1>T

aprok=1,2,....,.n—1

k=1
Mg = — Elli—l)’ pro 1=k+1,k+2,...,n,
A,
agf):a§f71)+mikagjil)a pro j=k+1,k+2,...,n,n+ 1.

Pokud bude u multiplikdtoru my;y délitel a,(j;l) piilis maly, budou ndm nartstat zaokrouhlovaci

chyby, které velmi brzy znehodnot{ cely vysledek. Proto se pouziva eliminace s vgbérem hlavniho

! Camille Marie Edmond Jordan (5. 1. 1838 — 21. 1. 1922) francouzsky matematik. Do r. 1873 pra-
coval jako inzenyr, pak vyucoval na polytechnice. Zabyval se algebrou, teorii ¢isel, teorii funkci, geometrii,
topologii, diferencidlnimi rovnicemi, teorif miry, a j.
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proku. Prvek a,(f_l) nazveme hlavnim prvkem k-tého kroku eliminace. Abychom minimalizovali

vliv zaokrouhlovacich chyb, je vhodné vybirat jako hlavni prvky takové prvky matice A, které
maji nejvétsi absolutni hodnotu. Potom budeme vzdy mit multiplikdtor nejvysSe roven jedné
(v absolutni hodnoté) a kazdd dil¢i zaokrouhlovaci chyba se také nasobi stejnym cislem, t.j.
nezvétsuje se.

Pokud vybirdme hlavni prvek ze vSech prvki, které v daném kroku pfichdzeji v dvahu, pak
mluvime o uplném vybéru hlavniho prvku. Tato metoda je sice pfesnéjsi, ale casové narocné. Proto
se Casto pouziva castecny vybér hlavniho prvku, kdy hlavni prvek vybirdme pouze z nékterych

prvki, které v daném kroku prichézeji v ivahu. Nejcastéji se vybiraji pouze z daného sloupce,
t.j. z prvki oY gk (kD) o
J- 2P ko Okr1k Qpgogr Qg

2.2.2 Metoda LU-rozkladu

Definice 2.29. Matici A € R,,, nazveme horni trojihelnikovou matici, kdyz a;; = 0
Vi > j. Matici A nazveme dolni trojihelnikovou matici, kdyz a;; = 0 Vi < j.

Véta 2.30. Méjme soustavu Ax = b s requldrni matici A. Potom existuji matice L,U
takové, Ze L je dolni trojuhelnikova matice a U je horni trojihelnikovd matice a matice
A = LU. Jestlize si zvolime prvky na hlavni diagondle jedné z matic L, U, potom je rozklad
matice A urcen jednoznacneé.

Dikaz. Metoda feSeni soustavy linedrnich rovnic LU-rozkladem spoc¢iva v tom, Ze si nejdiive
uréime matice L a U a potom feSime dvé soustavy

Ly =0,
Uz =y
V matici L zvolme za diagondlni prvky jednicky, t.j. l;; = 1,7 = 1,...,n. Potom z rovnosti
A = LU plyne
i—1
Uij = a5 — Y lpugg, i=1,...,7,
k=1
1 Ch
lj=— |ag =Y lpup | . i=j+1j+2,...,n
Ujj =

Postupné pocitame prvni fadek matice U, potom prvni sloupec matice L, druhy fadek matice
U, druhy sloupec matice L, atd. O

V piipadé, ze matice koeficientu soustavy je specidlniho tvaru, dostavame varianty metody
LU-rozkladu.

Definice 2.31. Matici A nazveme tridiagondlni matici, kdyz obsahuje prvky na hlavni diago-
nale a prvky nad a pod hlavni diagonalou a vSechny ostatni prvky jsou nulové.

Matici A nazveme dvoudiagondlni matici, kdyz obsahuje prvky na hlavni diagondle a prvky bud
nad a nebo pod hlavni diagonalou a vSechny ostatni prvky jsou nulové.
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Piiklad 2.32. LU-rozkladem feste soustavu Ax = b, kde matice A je tiidiagonalni

ai co 0 0 ... O 0
b2 az C2 0 ... 0 0
.
0 0 0 0 e Qp—1 Cp—1
0O 0 0 0 ... by an

1 0 00 0 0

B 1 0 0 0 0

|0 B 1 0 0 0

0 0 0O 1 0

0 0 00 B, 1

a

a1 C2 0 0 ... 0 0

0 Qo Co 0 ... 0 0

U— 0 0 a3 C3 ... 0 0
0 0 0 0 ... ap-1 cp-1

o 0 0 o0 ... 0 o,

kde koeficienty «;, 55, 4,5 = 1,2,...,n, uréime podle vztahu
a1 = ay,

) .
Bi = ) Q; :aiﬁici—h 122737'”7”'
Q1

Tento postup se oznacuje jako Thomasuv algoritmus.

Reseni nasi soustavy je potom urceno dvojici dvoudiagondlnich soustav

Ly = b,
Uz = vy.

Postupnym dosazovanim dostaneme

Ly=b = y1=0b,
yi:bi_ﬁiyiflvi:2737"'an

a nakonec
Yn
Ur=y = x,="—
(079
Yi — CGTi—1 .
T, ="——,i=n—1,n-—-2,...
(071
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Definice 2.33. Matice A se nazyva pdsovd, jestlize existuji takova ptirozena cisla p, g,
ze
a;; =0 kdyz j>i+p nebo ¢>j+q.

Cislo p 4+ g + 1 se nazyvé sfikou pésu.

V ptipadé, ze matice A je pasova, potom si muzeme vyrazné zkratit vypocet, pokud
budeme pocitat pouze s prvky uvnitt pasu.

310 0
=p: . -5 13 0 L . L aa
Priklad 2.34. Matice A = 01 1 —1 | J¢ pasovou matici a soucasné jde i o
00 3 -3
ttidiagonalni matici.
312 -10 00
-5 13 14 00
Priklad 2.35. Matice A = 01 1 —1 5 1 0 | jepasovou matici. VSimnéte
003 -39 =720
000 16 31

si, Zze uvniti ,,pasu® se mohou vyskytovat nulové prvky. V nasem pripkladu je nula na
pozici (4,7).

Definice 2.36. Matice A = (a;;) se nazyva symetrickd, jestlize plati
AT = A, tJ Q5 = Ajj-

Definice 2.37. Symetrickd matice A = (a;;) je pozitivné definitni, jestlize pro libovolny
nenulovy vektor x = (x1, 2y, ..., z,)" plati

n n
2T Az = E E a;jriz; > 0.
i=1 j=1

Veéta 2.38. Je-li matice A symetrickd a pozitivné definitni, potom ezistuje pravé jedna
horni trojuihelnikovd matice U s kladnymi diagondlnimi proky, Ze plati

A=U"U.

Dikaz. Postup odvozeni je analogicky jako v predeslém pripadé. Dostaneme

j—1
1 % . .
wij = —— | aij =Y uiptip; | pro i=j+1Lj+2,....n.
77 —
p=1
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3 1 -1 -2

Priklad 2.39. Urcete LU-rozklad matice A = _g (1) :1)’ :11
1 =5 3 -3
Reseni.
3 1 -1 -2 1 0 0O 3 1 -1 -2
e -5 1 3 -4 | | -5/3 1 00 0 8/3 4/3 —22/3
o 2 0 1 -1 | 2/3 —=1/4 1 0 0 0 2 =3/2
1 -5 3 -3 1/3 -2 3 1 0 0 0 —25/2
O
4 1 -2 4
Priiklad 2.40. Matici A = _1 2'? ; 1'3 vyjadiete ve tvaru A = UTU.
4 1.5 0 7
Reseni.
4 1 -2 4 2 0 0 0 2 1/2 -1 2
A | 12 s | _[y232 0 o0 032 1 1/3
- -2 1 3 0| -1 1 1 0 0 0 1 5/3
4 1.5 0 7 2 1/3 5/3 1/3 0 0 0 1/3
O

2.2.3 Reseni pomoci inverzni matice

Jestlize je matice koeficienti soustavy Az = b reguldrni, potom existuje inverzni matice A=! a
muzeme pouzit postup

Ax = b,
A7 Az = A7,
x = A"1b.

Podminkou je, Ze jsme schopni efektivné uréit inverzni matici A~'. Zvlasté pro matice vyssich
radu jde o obtiznou tlohu.

2.3 Iteracni metody reseni

Predpokladejme, Ze soustava (2.1) je feSitelnd. Upravime si ji na tvar

r=Cr+d. (2.3)
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Necht ! = (al,2d,... 22)T je libovolny vektor z R™. Definujme si posloupnost

M =CF+d, k=1,2,...,

n

neboli =Y e v dii=1,2,. n k=12 ...

=1

Tyto vztahy nam definuji prosty itera¢ni proces. V pripadé, Ze feSeni zavisi na parame-
trech, tj. v pripadé viceznacné ftesitelné soustavy, je tieba zvolit konkrétni hodnoty
parametru a pro né potom hledat feSeni. Je dulezité urcit podminky konvergence, které
nam zaruci existenci limity iteracniho procesu a tim i existenci feSeni.

Véta 2.41. Oznacme V,, vektorovy prostor dimenze n. Necht je ve V, ddna vektorovd
norma a s ni souhlasnd maticovd norma. Necht matice C' soustavy (2.3) splriuje podminku
|C| < 1. Potom

1. Soustava (2.3) (a tedy i soustava (2.1)) md prdvé jedno teseni T.

2. Iteracni proces "' = Ca* +d, k = 1,2,... konverguje k & a navic ' miiZe byt
libovolny prvek z V,.

3. Plati odhady (pro k =1,2,...)

€]

k= < E k-1
I — 2l < TS gpllet =2,
~ C«kal
ko < I 2 .1
lo" =2l < 7= T [Eaa

Dikaz. Matice C je ¢tvercova. Norma urcuje ve V,, metriku d(z,y) = ||z —y||. Vzhledem k této
metrice je prostor V, tplny. (Plyne bezprostiedné z definice.) Jestlize si definujeme zobrazen{
©: Vp = Vi, o(x) = Cx 4 d, pak médme Yu,v € V),

d(e(u),p(v)) =d(Cu+d,Cv+d) = ||Cu+d—Cv—d|| =

= [ICu = o) < [[C] - [lu = v[l = [|C]| - d(u, v).

Ptitom jsme uzili souhlasnosti obou norem a protoze podle predpokladu véty je
IIC|| < 1, mame, Ze zobrazeni ¢ je kontrakce s koeficientem ||C||. Pouzitim Banachovy véty o

pevném bodé dostavame zbytek dukazu. O
Oznacme
n
a; = max ) |¢;l, (fddkova norma)
(2 ]:1
n
ay =max y . |¢j], (sloupcova norma)

ag = (Z 3 c%-) : (Eukleidovské norma)
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Veéta 2.42. Je-li nékterd z hodnot aq, oo, 3 mensi nez 1, pak
1. Soustava x = Cx + d (a tedy i soustava Ax = b) md prdvé jedno teseni T.

2. Posloupnost iteraci z*t! = Ca* +d konverguje k tomuto resent pro libovolnou pocdtecni
aprorimaci.
Diikaz. Ziejmy, jde o aplikaci pfedchozi véty pro konkrétni tvar maticové normy. O

Poznamka 2.43. Pii konkrétnim vypoctu je tieba vzdy pracovat se souhlasnymi nor-
maini.

Priklad 2.44. Mg¢jme iteraéni proces s matici C' = ( 82 8(13 ) Rozhodnéte o konvergenci
procesu. ‘ '
o] = 0.9
Reseni. Mdme ay = 1.1
a3 = V1.1 =1.0488...
Protoze a; < 1, bude itera¢ni proces s touto matici konvergovat. ]

V praxi se nejcastéji pouzivaji nasledujici metody s presnym algoritmem pro vytvoreni ite-
racniho procesu. Vzdy pritom predpokladdame, ze soustava (2.1) je jednoznacéné fesitelnd,
neboli Ze matice A je regularni.

2.3.1 Jacobiho itera¢ni metoda

U Jacobiho ! iteraéni metody se fechod od soustavy (2.1) k soustavé (2.3) provadi
nasledovné: Predpokladame, ze a;; # 0, potom prvky na hlavni diagonale soustavy Az = b
ponechame na misté a zbyvajici ¢leny prevedeme na pravou stranu, poté vydélime koefi-
cienty u neznamych na hlavni diagondle. Dostaneme

Qij . . i
ci =0, ¢jj =——, proi # j, d = —,
i Qi

iteracni vztahy maji tvar pro k =1,2,...
n
ot ="k + di.
j=1

Jestlize 31 : a; = 0, pak provedeme prehozeni poradi rovnic tak, aby byla nase podminka
splnéna. Vzhledem k regularité matice A to lze vzdy provést. (V opa¢ném piipadé bychom
totiz méli a;; = 0Vj € {1,...,n}, neboli ziskali bychom matici s nulovym sloupcem, t;.
singuldrni matici, coz je spor s predpoklddanou regularitou matice A.)

1C. G. J. Jacobi (1804 — 1851) némecky matematik.Zabyval se teorii ¢isel, teorif funkei, difer-
encidlnimi rovnicemi, algebrou.
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Definice 2.45. Ctvercové matice A se nazyva diagondiné dominantn, jestlize plati

n n
la| > Z la;;|, nebo|a;;| > Z |ak;|.
J=1j#i k=1,k+#i

Véta 2.46. Je-li matice A diagondlné dominantni, pak je requldrni.

Veéta 2.47. Je-li matice A diagondlné dominantni, pak Jacobiho iteracni metoda konver-
guge pro libovolnou volbu pocatecni aproximace.

Dikaz.
n a; 1 n
I S P V)| - B o U
j=1,5# j=lg#i " =15
n
a tedy a1 = max ) |¢;;| < 1. Podle véty 4.49 dostavame nase tvrzeni. O
(2

j=1

2.3.2 Gaussova — Seidelova itera¢ni metoda
U Gaussovy — Seidelovy ! metody se piechod od soustavy (2.1) k soustavé (2.3) provad{
stejné jako u Jacobiho metody, tj. opét predpokladame, ze a; # 0, potom
ijo bi
i =0, ¢y = N #7J, di=—,

ale iteracni vztahy maji tvar

k+1 ch kel g Z %x +d,.

Jj=i+1
Pro a; = 0 opét zaménime potradi rovnic.

Véta 2.48. Plati:

1. Je-li matice A diagondlné dominantni, pak Gaussova — Seidelova metoda konverguje
pro libovolny pocdtek.

2. Je-li nékterd z hodnot oy, s, a3 mensi nez 1, pak Gaussova — Seidelova metoda
konvergugje pro libovolny pocatek.

3. Je-li matice A symetrickd a pozitivné definitni, pak Gaussova — Seidelova metoda
konverguje pro libovolny pocatek.

K. F. Gauss (1777 — 1855) némecky matematik. Posledn{ z matematiki, ktery pracoval prakticky
ve v8ech ¢astech matematiky.
P. L. Seidel — (1821 — 1896) némecky matematik, zabyval se hlavné analyzou. V r.1874 navrhl itera¢n{
metodu feSeni soustav algebraickych rovnic
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Poznamka 2.49. Vsechny uvedené podminky konvergence jsou postacujici. Nutnou a
postacujici podminkou konvergence iteraéniho procesu z*t! = CzF + d je o(C) < 1, kde o je
spektralni polomér matice C, viz definice 1.35.

Poznamka 2.50. Mame-li soustavu Ax = b, kde A je reguldrni matice, ktera vSak nespliuje
vyse uvedené podminky konvergence, pak vynasobenim A’ zleva dostaneme soustavu

AT Az = ATh,

kde matice koeficientti (AT A) je symetrickd a pozitivné definitni. Pro takovou soustavu Gaussova
— Seidelova metoda jiz konverguje. Obecné vsak dosti pomalu. Dale muze nastat situace, ze
zaokrouklovaci chyby zcela eliminuji posum k presnému feseni a tak i kdyz teoreticky se mame
ptiblizovat k pfesnému feseni, prakticky k tomu nemusi dojit.

Obé metody (Jacobiho i Gaussovu-Seidelovu) si muzeme zapsat s vyuzitim prvku ptuvodni
matice A. Dostaneme tak ptredpis pro Jacobiho metodu ve tvaru

1 n
k+1 k
;= — | b — 5 a;;T;
@i

J=1j#i
a pro Gaussovu-Seidelovu metodu ve tvaru
1 i—1 n
ztt = - (bi = agdftt =y aijx§> :
“ j=1 j=i+1

Gaussova — Seidelova iteracni metoda konverguje vétsinou rychleji nez Jacobiho metoda.
Existuji vsak vyjimky.

Priklad 2.51. Jacobiho i Gaussovou-Seidedelovou metodou feSte soustavu.

101‘1 —23}2 —23}3 = 6
—x1 +10x9 —2x3 = 7
—I1 —x9 +10x3 = 8

Porovnejte rychlost konvergence.

Reseni. Presné feSeni nasi rovnice je 1 = o = x3 = 1. Jestlize zvolime nulovou pocateéni
aproximaci, dostaneme pro Jacobiho metodu posloupnost iteraci

1 0 0,6 0,9 0,970 0,9918
zo | =10 |~]0,7~]092]|~]|0,976 |~] 09931 | ~...
5 0 0,8 0,93 0,986 0, 9958

Pro Gaussovu-Seidelovu metodu dostaneme

1 0 0,6 0,9392 0, 994630
2o | =10 |~]076 |~]|0,98112 | ~|0,997869 |~ ..
5 0 0,936 0,99203 0, 9992499

Vétsi rychlost konvergence u Gaussovy-Seidelovy metody je ziejma. O
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Priklad 2.52. Jacobiho i Gaussovou-Seidedelovou metodou feSte soustavu:

r1 +xo = 1
2(1 — 8):1)1 +xo +x3 =
r3 +xry = -1
—(1 — )%y 4+zry = 5
kde 0 < e <0,1.
Reseni. Jacobiho metoda konverguje, Gaussova-Seidelova diverguje. O

Priklad 2.53. Jacobiho i Gaussovou-Seidedelovou metodou feSte soustavu:

31 +2x9 +2x3 = 1
2x1 4+3x9 +2x3 = 0
2x1 +2x9 +3x3 = -1
Reseni. Jacobiho metoda diverguje, Gaussova-Seidelova konverguje. O

Priklad 2.54. Jacobiho i Gaussovou-Seidedelovou metodou feSte soustavu:

200 +4x3 = 0
r1 —I9 —I3 = 0, 375
T —xo +2x3 = 0
Reseni. Obé metody diverguji. O

2.4 Relaxacéni metody

Snaha o zrychleni konvergence itera¢nich metod vedla k vytvoreni relaxaénich metod. Do
iteracniho procesu je dodan dalsi ¢len, ktery muze, pii spravné volbé, vyrazné zrychlit
konvergenci procesu.

Relaxaéni metoda pro Jacobiho metodu ma tvar

k+1 k, Y - k
i = (1 —w)xf + . <bi - Z al-j:cj) :

j=isgi

Relaxaéni metoda pro Gaussovou-Seidelovou metodu ma tvar

1—1 n
w
k41 k k+1 k
i =1 —w)af + . (bi — E i E aijxj> )

w j=i j=it1
Prvek w > 0 se nazyva relaxac¢ni parametr. Volime jej tak, aby jsme urychlili konvergenci
zakladni metody. Volbou w = 1 dostaneme puvodni metodu.

Efektivni volba relaxa¢niho parametru w zavisi na zvolené zakladni metodé a na tvaru
matice A.

Ve specialnich ptipadech je mozné relaxaéni parametr vypocitat, jinak zalezi hlavné na
zkusenosti a dobrém odhadu.



2.4 RELAXACNI METODY 39

Véta 2.55. Necht A je tridiagondini, symetrickd, pozitivné definitni matice. Potom pro
spektrdlni polomer plati ¢*(C) < 1 a optimdlni hodnotu relazacniho parametru miZeme
urcit podle vztahu

2
Woptimum —
& 14+ /1— 2(C)

kde C' je iteracni matice pro Jacobiho metodu.

Priklad 2.56. Méjme danu soustavu

211 — To = 1,
-1 + 2[[’2 — T3 = 0,
—x9+2x3 = 1

Najdéte pro ni optimalni relaxa¢ni parametr.

ResSeni. Jacobiho itera¢ni matice m4 tvar

o= O
NI= Ol
ok O

Vlastni ¢isla této matice jsou Ay = 0, Ay =

a proto
~1,172.

2
Woptimum = —— ——
1+4/1—3

Pokud vezmeme w = 1, 17, potom napiiklad pro dosazeni piesnosti 1073 musime provést 5
iteraci, zatimco pii pouziti Gaussovy-Seidelovy iteracni metody potiebujeme pro dosazeni
stejné presnosti 10 iteraci. O

Poznamka 2.57. Jestlize v itera¢nim procesu
oM = Cab +d

nastavé cyklus, potom o(C) = 1.

Opak vsak neplati. Je-li o(C) =1 cyklus v iteraénim procesu jesté nastat nemusi. Metoda muze
divergovat nebo konvergovat. Chovani metody zavisi na vlivu zaokrouhlovacich chyb.

Jestlize vznikne cyklus u soustavy dvou rovnic, potom se hodnoty feSeni pohybuji po elipse se
stfedem v pfesném feseni. Itera¢ni proces je nekoneény a nedosdhne nikdy pfesného feseni.

Podobné pro soustavy vyssich fada se budou hodnoty feseni pohybovat po polochach druhého
radu.
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2.4.1 Superrelaxaéni metoda

Pokud je v relaxacni metodé

i—1 n
w
k1 _ k k41 k
i =1 —w)af + . (bi — E air; — E aijxj> )
(4

j=i j=i+1
parametr w > 1, potom mluvime o superrelaracni metodé a oznacujeme ji SOR.

Porovnanim SOR a Gaussovy-Seidelovy metody dostaneme tvar

it = af +w (GS(2f) — 2f),
kde GS(x¥) oznacuje iteraci ziskanou pomoci Gaussovy-Seidelovy metody. Opét prow = 1
dostaneme puvodni Gaussovu-Seidelovu metodu.

Konvergence metody SOR je velmi citliva na spravnou volbu parametru w.

SOR muzeme prepsat do tvaru
xk-‘rl — B.I’k + c,

kde B je iteracni matice a ¢ = (I — B)A~'b. Nutnou a postacujici podminkou konvergence
je opét o(B) < 1.

2.4.2 Metoda nejvétsiho spadu

Pati{ mezi gradientni metody. Hleddme pti ni nejrychlejsi zménu rezidua r = Ax — b. Jeji
algoritmus je nasledujici: pro £k =0,1,2,...

Azk —b =",
T G
(rF)T Ark’
rhtl =k — oF Ark,
k ()Tt
ol = —F——.
(rk)T Ark

Potom plati (r*t1)Tr* = 0 pro vsechna k.

Véta 2.58. Necht A je symetrickd, pozitivné definitni matice. Potom metoda nejvétsiho
spddu konverguje pro libovolny pocdtek.

2.4.3 Metoda sdruzenych gradientt

Oznac¢ujeme ji MSG (method of conjugate gradients). Mé&jme opét nasi soustavu Az = b,
kde A je komplexni matice.
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Definice 2.59. Eekneme, ze matice AY je hermitovsky sdruzend s matici A, jestlize
A" = (A)T) kde A je matice komplexné sdruzend s matici A.

Rekneme, ze vektor v je hermitovsky sdruzeny s vektorem v, jestlize v = ()T, kde T je
vektor komplexné sdruzeny s vektorem v.

Algoritmus metody MSG je nasledujici:

Méjme soustavu Az = b, kde A = A”. Necht z° je vektor pocatecni aproximace takové,
ze Ax # b, potom pro k =0,1,2,... mame

P’ =7r"=0b— Az,

o ()
Q=
(p*) " Ap*
ZFHL = gk kg Rl kb Ak
g (PhH ) H ket
T (PR)HpE

pFHL = Rl ghk
Koeficienty o, 8% jsou realné i pro komplexni matice A.

Véta 2.60. Jestlize matice A je hermitovskd pozitivné definitni matice (tj. A = A a
o Ax > 0 pro viechny nenulové vektory x), potom metoda MSG konverguje.

Poznamka 2.61. Pro plné matice vyzaduje metoda MSG 2n? + O(n?) kroku, kde n je
fad matice soustavy. Proto pii svém objeveni v roce 1952 piili§ nezaujala. Pro srovnani,

klasickd Gaussova elimina¢ni metoda vyzaduje 5713 + O(n?) kroku. V roce 1969 Srassen

publikoval svoji variantu Gaussovy metody, kterd pottebuje uz pouze O(n*8!) kroku a
tento vysledek byl pozdéji jesté zlepsen na hodnotu O(n?3%). Dalsi pokusy o zlepSeni
vysledku pokracuji. Exponent ziejmé nebude mensi jak 2, protoze v plné matici je n?
prvku a kazdého z nich se elimina¢ni metoda tyka.

A7z pozdéji se u metody MSG zjistilo, ze pokud budeme pracovat s fidkou matici, potom
se jeji konvergence vyrazné zrychluje a pocet kroku strmé klesd. (Matice se oznacuje za
i{dkou, jestlize obsahuje méné nez 5% nenulovych prvku)

Na prikladu si ukdzeme, ze i tato metoda muze havarovat.

Priklad 2.62. Méjme homogenni soustavu s realnou symetrickou matici
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Reseni. Potom b= O a pro matici A plati

1 2
Dlz].7 DQ—‘24’—07

takze matice A nenf pozitivné definitni. Zvolme 2° = (4,4, 3)T, potom dostaneme

p’ =1 =(-18,-18,0)7,

z' = (0,0,3)",
r' =(-6,6,0)",
Pt =(-8,4,0)",
(pl)TApl =0,
neboli algoritmus selhal. O

Kazda hermitovska a pozitivné definitni matice ma kladna vlastni ¢isla A\, > \,_1 > ... >
> A > 0. A toiv pripadé, ze matice A je komplexni. Definujme si ¢islo podminénosti

matice A vztahem
max; \;  Ap

K(A) =

min; \; A\
T T

Vzdy plati K(A) > 1. Zavedeme si dédle normu (tzv. energetickou normu) predpisem
|z||a = Vat Ax.

Véta 2.63. Necht A je hermitovskd pozitivné definitni matice a 2° je pocdtecni aproxi-
mace presného tesent x* soustavy Ax = b. Pak pro algoritmus MSG plati odhad

ot — ok <2 ( YEA LY e
P \VE@) +1 A

pro viechna k a kde K(A) je ¢islo podminénosti matice A.

2.5 Stabilita reSeni numerické dlohy

Pti pouziti jakékoliv numerické metody vznikaji zaokrouhlovaci chyby — na poc¢atku reseni
pri zadavani vstupnich dat a béhem vypoctu pii provadéni pocetnich operaci, které se
vSechny promitnou do vysledku.

Pokud chceme ziskat smysluplné vysledky, musime si vybirat stabilni algoritmy.

Algoritmus je pritom stabilni, jestlize je

1. dobfe podminény, tj. mélo citlivy na zmény ve vstupnich datech,
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2. numericky stabilni, tj. malo citlivy na vliv zaokrouhlovacich chyb, které vznikaji
béhem vypoctu.

Jinak fec¢eno — 1loha je stabilni, jestlize drobna zména vstupnich hodnot vyvold jen drob-
nou zmeénu ve vysledku.

Jakakoliv numericka tloha obsahujici soustavy linearnich algebraickych rovnic je obecné
vzato nestabilni.

Priklad 2.64. Méjme danu soustavu
20 + 6y = 8,
2x +6.00001y = 8.00001,
kterd ma teseni x = 1, y = 1. Drobnou zménou zadani ziskdame soustavu
20 +6y = 8§,
2x 4+ 5.99999y = 8.00002
ktera ale ma vyrazné odlisné feseni x = 10, y = —2. Zména vstupnich hodnot byla radove
10~? a u vystupnich hodnot doslo ke skoku z jedné na deset.
U rozséahlejsich soustav mohou byt zmény jesté vyraznéjsi. Zalezi na tvaru matice koefi-
cientu soustavy.

Plati: jestliZze maji matice A a matice A~! srovnatelné prvky, potom je tloha Az = b
stabilni. V opacném piipadé jde o nestabilni tlohu.

2 6
A= ( 2 6.00001 )

PR S 6.00001 —6\ _ ( 300000.5 —300000
T T 210 —2 2 )=\ —100000 100000 )

Prvky matice A jsou radové jednotky, prvky matice inverzni jsou fadoveé statisice, mame
tady vyrazné nestabilni matici. Pro druhou matici ziskame analogicky vysledek.

V predchozim piikladu mame

Pojmy k zapamatovani

— Zopakovali jsme si metody feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic.

— Spoleénym rysem vSech uvadénych metod, t.j. Gaussovy a Jordanovy eliminaéni metody,
pouzit{ inverzni matice i LU rozkladu je, ze po provedeni koneéného poc¢tu kroku ziskame
vysledek, ktery je konec¢ny, véetné pripadnych chyb. VSechny uvedené metody jsou
pouzitelné pro libovolnou Fesitelnou soustavu.

— Naproti tomu iteraéni metody, se kterymi jsme se sezndmili pozdéji, ndm zarucuji dosazeni
vysledku pouze pro soustavy s matici koeficientu, kterd spliiuje podminky konvergence =
nedaji se tedy pouzit vzdy. Pokud je v8ak muzeme pouzit, tj. pokud jsou splnény podminky
konvergence, potom se ptiblizime k pfesnému feSeni s libovolnou pfesnosti.



44 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Kontrolni otazky

1. Kdy je matice diagondlné dominantni?
2. Jak pozndme, Ze je matice pozitivné definitni?

3. Pro matice jakého Fddu je vhodna metoda sdruzenych gradientu?

2.6 Cviceni

Maplety

Priklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce piikladu. Pomoci
nasledujicich mapletu si muzete usnadnit nékteré dilci vypocty, nebo zkontrolovat jejich
spravnost.

1. Vypocet determinantu matice
2. Reseni soustav linedrnich rovnic primymi metodami
3. Nasobeni matic

4. Vlastni ¢isla a vektory

webMathematica

Priklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce piikladu. Pomoci
nasledujicich aplikaci si muzete usnadnit nékteré dil¢i vypocty, nebo zkontrolovat jejich
spravnost.

1. Definitnost matic


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Determinant.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SoustavaLinRovnic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/nasobeniMatic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/vlastniCislaAVektory.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Definitnost.jsp
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3 Reseni rovnic.

Pruvodce studiem

Cilem této kapitoly je seznamit Etendfe s numerickymi metodami FeSeni rovnic typu f(x) = 0. S
vybranymi metodami jste se seznamili uZ v pfedmétu Matematika 3. Zde budou metody korektné
zavedeny a odvozeny.

Zacneme sezndmenim se startovacimi metodami - grafickou, tabelovaci a metodou piileni intervalu,
ketré nam slouZi k separaci kofend, tj. k tomu, abychom dostatecné zuZili interval, na kterém hledame
FeSeni.

Potom se budeme vénovat iteraénim metodam. Ty ndm umoZni se pFibliZit k hledanému FesSeni s
libovolnou prFesnosti, ale pouze tehdy, kdyZ jsou splnény podminky konvergence pro danou metodu.

ProtoZe budeme poZadovat splnéni konvergencnich podminek pouze na néjakém okoli hledaného
FeSeni, bude pro nds vZdy vyhodné, pokud se dokdZeme vhodnou startovaci metodou pFibliZzit k
FeSent.

V aplikacich se Casto vyskytuji algebraické rovnice, proto se jim budeme vénovat samostatné na konci
kapitoly.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Resit nelinedrni a algebraické rovnice.
e Vybrat vhodnou metodu pro dany typ rovnice.

e Stanovit nutny pocet kroku pro dosazeni pozadované piesnosti.

3.1 Zakladni pojmy

Definice 3.1. Korenem rovnice f(x) = 0 nazveme kazdé ¢islo a takové, ze f(a) = 0.

Uvedeme si nékteré metody pro feseni obecné rovnice a potom specialni metody pro uréeni
korenu polynomu. Pfi feSeni rovnic rozeznavame
a) primé metody, které vyuzivame napt. pro hledani kofenu kvadratické rovnice,



46 RESEN{ ROVNIC.

b) iteraéni metody — témi se budeme zabyvat.
Vzdy nas bude zajimat zda konverguji k spravnému teseni, za jakych podminek a jak
rychle.

Véta 3.2. Necht f(x) je spojitd na [a,b], f(a)f(b) < 0. Potom existuje aspon jedno
a € (a,b) takové, Ze f(a) =0.

Dikaz. Plyne z véty o stfedni hodnoté pro konkrétni hodnotu ¢ = 0. O
Véta 3.3. Necht f(x) je spojitd na [a,b], f(a)f(b) <0, f'(x) existuje a nemeéni znaménko
Va € (a,b). Potom je v (a,b) prdavé jeden koren rovnice f(x) = 0.

Dukaz. Jde o dusledek piredchozi véty pro piripad ryze monotonni funkce. ]
Piiklad 3.4. Méjme dénu rovnici f(z) = x + €”. Rozhodnéte o tom, zda ma rovnice

koreny.

Reseni. Funkce f(z) je spojitd pro viechna z € R. f(+00) = +oo, f(—00) = —o0,
neboli funkce nabyva opa¢nych hodnot, derivace f'(z) = 1+ €® je kladna pro vsechna
r € R. Mame splnény vSechny podminky véty 3.3 a proto existuje pravé jeden redlny
kofen nasi rovnice. O]

3.2 Startovaci metody — Separace korenu

Vypocet kofene rovnice muzeme podstatné urychlit, jestlize umime odhadnout, kde lezi
koren rovnice. Pro priblizné stanoveni polohy kofene pouzivame startovaci metody -
grafickou, tabelovaci a metodou puleni intervalu, které nam slouzi k separaci korenu, tj.
k tomu, abychom dostatecné zuzili interval, na kterém hledame feSeni. Pritom vychézime
z toho, ze na dostateéné tizkém intervalu se valna vétsina funkci chova ,,rozumné“.

Grafickd metoda

1. Nakreslime si graf funkce f(z). Z néj pak muzeme odecist potiebné tdaje.

2. Rovnici f(z) = 0 si upravime na tvar g(z) = h(x). Umime-li nakreslit grafy obou
téchto funkei, potom jejich pruseciky urcuji koteny.

Piiklad 3.5. x° —cosz = 0.
VYHODNOCEN{

1. Velmi nepiesnd, ale velmi rychld metoda,

2. Pokud vénujeme grafu potrebnou pozornost, jsme schopni s jeho pomoci provést separaci
kofenti a mnohdy i napomoci pfi uréeni, zda viibec ma rovnice néjaky realny kofen.

3. V grafu nejdiive volime métitko a az po té do néj zakreslujeme hodnoty fukce.
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4. Zéaveéry vzdy nutno ovéfit vypoctem.

Tabelovani funkce Na intervalu [a,b] si libovolné volime posloupnost g = a < x; <
< ++- < xp, = b a uréime piislusné funkéni hodnoty. Jestlize f(zg)f(zg+1) < 0, potom
podle véty 3.2 lezi v intervalu [xy, z), 1] aspon jeden kofen.

Metoda bisekce — piuleni intervalu

Necht f(z) je spojitd na [a,b], f(a)f(b) < 0. Sestrojime si posloupnost intervalu [a,b] =
=1DLDLD. ... Iy =agbs] D... Je-li f(ag—1)f(br—1) <0, potom [ay, bx] bude ten
z intervalu [ag_1, S|, [Sk, bk—1], Sk = %(ak,1 +br_1) v jehoz koncovych bodech m4 funkce f
opacné znaménka. Pokud neudélame chybu — t.j. pokud vylouc¢ime chybu lidského faktoru,
tak bude koten « lezet v kazdém z intervalu [ag, by].

Posloupnost {ax} je neklesajici a shora omezena libovolnym z ¢isel b;. Posloupnost {by}
je nerostouci a zdola omezend kterymkoliv ¢islem a;. To znamena, Ze kazdd z téchto
posloupnosti ma limitu. Déle plati

b—a
ok

by, — ar, =

a tedy

lim (b, —ax) =0 = lim a; = lim by = .
k—o00 k—00 k—o00

Pro odhad chyby mame

b—a b—a
ok \bk—alg ok

ar — af <
VYHODNOCEN({

1. Metoda konverguje pomalu.
Pokud v [a, b] lezi vice kofenu, uréime timto postupem jen jeden.
Je jednoducha.

Prosty odhad chyby.

DA

Nezalezi na vlastnostech funkce f.

3.3 Iterac¢ni metody

S iteracnimi metodami jste se setkali uz v predmétu Matematika 3. Nyni si provedeme
nejen opakovani a doplnéni, ale hlavné si zde uvedeme ptresné znéni vét a predpokladu.

Necht f je spojitd na [a,b], f(a)f(b) < 0. Potom podle véty 3.2 existuje aspoii jedno

a C la,b] takové, ze f(a) = 0. Sestrojime si posloupnost xi,zs,...,xk,... tak, ze
klim 7 = «. Vypocet ukonéime bud v souladu s teoretickym odhadem chyby a nebo
—00

uzitim empirického kritéria:
a) Je-li |xp — x| < € pro zadané € > 0.
Pokud mame pochybnosti, provedeme dalsi Seteni:
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e Je-li posloupnost {xy}2, rostouci a f(zy + ) f(xr) < 0, pak plati |z — af < e.
e Je-li posloupnost {zx}32, klesajici a f(xy —¢)f(zx) < 0, pak plati |z —af < e.

b) Je-li |f(zx)| < 9 pro zvolené ¢ > 0.
Tato podminka miize byt velmi oSidna. Viz obrazek 3.1 - jestlize bude tihel ¢ velmi maly,

X a

Obr. 3.1: Problém malého thlu ¢

potom i pro malé J je x, vyrazné odlisné od a.

Definice 3.6. Rekneme, ze funkce g(x) spliiuje na [a, b] Lipschitzovu ' podminku s kon-
stantou k € [0, 1), jestlize

Yy, wg € la,b] ¢ |g(1) — g(2)] < klay — 2.
Dusledek 3.7. Jestlize g(I) C I = [a,b], potom je g kontrakce.

3.3.1 Metoda prosté iterace

Necht f je spojitd na [a,b], f(a)f(b) < 0. Rovnici f(z) = 0 si upravime na tvar x = g(z).
Uprava pritom nemusi byt jednoznaénd, vétsinou ji lze provést vice zptusoby, jak je vidét

'R. O. S. Lipschitz (1832 — 1903) némecky matematik. Zabyval se teorif ¢isel, diferencidlnimi
rovnicemi, geometrii, teorii fad.
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z néasledujiciho prikladu.
Piiklad 3.8. Ukdazka prevodu na tvar z = g(x):
P -2r+7=0 = x=(2>+7)/2,

r=2x -7,
r= 2z —7)/2?
r=+/(2z —7)/x.

Véta 3.9. Necht Vx € I = [a,b] je g(x) C I, g(x) spliiuje na I Lipschitzovu podminku
s konstantou k € [0,1). Potom md rovnice x = g(z) v I prdvé jedno teseni a a posloupnost
{z,}00, definovand predpisem x,.1 = g(x,) k nému konverguje pro libovolny pocdtek
x1 € I. Pro odhad chyby plati

knfl
|z, —al <

—1-k

|$1'—'$2L

Dikaz. Metrika je d(z,y) = |xr—y| a vzhledem k nf je (I, d) Gplnym metrickym prostorem. Jsou
tedy splnény vSechny podminky Banachovy véty o pevném bodé. Jako jeji dusledek dostaneme
zbytek dukazu. O

Dusledek 3.10. Necht pro viechna x € I plati, Ze

1. existuje ¢'(x),

2. maxger |¢'(z)| <k < 1.
Pak g(x) spliuje na I Lipschitzovu podminku.
Dikaz. Plyne z véty o stfedni hodnoté. O

Lipschitzova podminka se obtizné provéfuje. Dusledek 3.10 se provéruje 1épe a rychleji. Prove-
dené zuzeni tiidy pouzitelnych funkci neni podstatné.

Dusledek 3.11. Méjme rovnici f(x) = 0 upravenou na tvar x = g(x), potom:

a) Jestlize v = g(x),g(I) C I aVx €I :|¢(x)| > 1, potom prejdeme k inverzni funkci
gt =h a mdme x = h(zx), |l (x)| < 1.

b) Vidy must platit |¢'(z)| < k < 1. Derivace ¢'(x) se nemiize libovolné priblizovat k 1.
c) Jestlize —1 < ¢’ <0, pak koren lezi mezi dvéma po sobé jdoucimi aprozimacemi.

d) Pro odhad dosaZené presnosti plati pro konvergentni posloupnosti

k
1—-k

|z, — a < |Tp — Tpa].

e) Necht jsou splnény predpoklady véty 3.9. Jestlize pro nékteré k plati xy & I, pak je
ve vypoctu chyba a je nutné ho proverit.
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3.3.2 Metoda regula falsi

Necht f(z) je spojitd na [a,b], f(a)f(b) < 0. Spojime body (a, f(a)), (b, f(b)) piimkou.
Jeji prusecik s osou z je bod (s,0),

b—a b—a
S O O A Oy ()
a) Jestlize f(a)f(s) < 0, potom polozime a := a,b := s.
b) Jestlize f(b)f(s) < 0, potom polozime a := s,b := b.
Vypocet opakujeme dokud nedosdhneme pozadované presnosti.
VYHODNOCENT:

().

1. Metoda regula falsi je vzdy konvergentni.
. Mize byt efektivnéjsi nez metoda puleni intervalu.
. Je jednoduchd. Neklade piilisné naroky na separaci kotent.

2

3

4. Urci vzdy jen jeden kofen.

5. Konvergence je vSak obvykle dosti pomala.
6

. Neplati odhad |o — x| < K |z, — 21|

3.3.3 Metoda secen

Jde o variantu metody regula falsi. Necht f je spojita na [a,b], f(a)f(b) < 0, f”(z) nemén{
na [a, b] znaménko, neboli f(z) je na celém intervalu bud konvexn{ a nebo konkévni, a
mé tedy na intervalu (a,b) pravé jeden kofen. Pak pro

a) sign f(a) = sign f"(z) je
Tp—Q

I T T ) — f(a)
b) sign f(a) # sign f"(x) je

f(xn)v T = ba

b—x, B
Tn4+1 = Tp — mf(l"n), T = a.

V obou pripadech jde o jednostrannou konvergenci.
Zalezi na tom, z kterého bodu zacnete provadeét iterace.
VYHODNOCENT:

1. Metoda secen je vzdy konvergentni.

2. Je efektivnéjsi nez metoda puleni intervalu.

3. Konvergence je vSak obvykle dosti pomalé.

4. Predpokladem konvergence je pouze jeden prosty kofen na intervalu I.

5. Neplati odhad |o — x| < K |2y, — Tp—1].
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Obr. 3.2: Geometricky smysl metody sec¢en

3.3.4 Metoda tecen

1

Metoda tecen se casto oznacuje jeko Newtonova ' metoda.

Necht rovnice f(z) = 0 ma jednoduchy redlny koren « na intervalu I = |[a,b].
Predpokladejme, ze existuji na I nenulové derivace f(z). Potom je mozno rozvinout f do
Taylorovy ? fady v okoli libovolného bodu zy € I.

fx) = f(zo) + f'(xo)(x — x0) + %f”(:co)(x —z)? ...

Nyni v rovnici f(z) = 0 nahradime funkci f(z) prvnimi dvéma ¢leny Taylorova rozvoje
(t.j. provedeme linearizaci)

f(@o) + f'(xo)(x — 20) =0

a urc¢ime kofen x; této rovnice

Ty = X9 — f(o) :
(o)
V okoli bodu x; muzeme zase rovnici f(z) = 0 aproximovat linedrni ¢asti Taylorova
rozvoje
fla) + f'(@) (@ = 21) =0
s kofenem

_ f(=)
b fia)

1. Newton — (1642 — 1727) anglicky matematik, fyzik, astronom, optik a filosof. Jeden z nejvétsich
svétovéch védcu vech dob. Prakticky soucasné s Leibnizem a nezavisle na ném vybudoval diferencidlni
a integralni pocet. Vyznamné jsou i jeho prace z algebry, teorie fad, numerické matematiky, a j.

2B. Taylor (1685 — 1737) anglicky matematik,vénoval se matematické analyze, teorii fad, matematické
fyzice — polozil zdklady matematického popisu kmitajici struny

To =X
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stejnym spusobem pak muzeme pokracovat dale. Dostaneme tak posloupnost

f(zn)

ST
n

n=20,1,...

fx)

a ¥ }H\ Hz\ Haw

Obr. 3.3: Geometricky smysl metody tecen

Véta 3.12. Necht f(x) je definovand a spojitd na intervalu I, f(a)f(b) <0,
f'(x) # 0Vx e I, f’(x) neméni znaménko na intervalu I, potom iteracni proces

T )
n

n=0,1,...

konverguje pro libovolné xoy € I pro néz plati f(xzo) f"(xo) > 0.
Véta 3.13. Necht plati predpoklady véty 3.12 a ddle
f(a) f(b)

T b —a, | L

f'(a) f'(b)

Potom Newtonova metoda konverguje pro libovolné xy € 1.

<b-—a.

Pro odhad chyby plati:
Necht m; = min | f'(z)|, My = max |f”(x)| pro € I. Potom
M.

|Oé - xnl S #(fpn - xn—l)Q-
1
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Tento odhad plyne z Taylorova rozvoje:

o —x,] < 2_77121(a — x9)%

M.

Je-li tedy —2(a —129)? < k < 1, potom Newtonova metoda konverguje, a to velmi
my

rychle.

VYHODNOCENT:

1. Jestlize derivaci nahradime diferenci, dostaneme metodu seéen.
2. Konverguje dostatecné rychle.
3. Podminkou konvergence je u Newtonovy metody jednoduchy kofen a.

4. V pripadé vicendsobnych kofenu je f'(a) = 0 a tedy iterac¢ni vztah neni v tomto bodé
definovan a nejsou splnény podminky véty 3.12.

5. f(xo)f"(xo) > 0 je podminka postacujici, ne nutnd. Ale pti jejim nesplnéni muzeme dojit
ke sporu, kdy hodnota xj bude lezet mimo interval I.

Xy — X

Obr. 3.4: Problém u metody tecen

Priklad 3.14. Najdéte kladny kofen rovnice sinz — g = 0.

- s
Reseni. Grafickou metodou odhadneme, ze koten lezi v intervalu <§,7T>. Pro pouziti

Newtonovy metody mame
_ x
f(x) =sinx — >

1
f'(z) = cosz — 3
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f"(z) = —sinu.

V tomto ptfipadé muzeme pouzit obou krajnich bodu a dostaneme se k cili:

™
To | T §
x1 | 2.09440 | 2.0
xo | 1.91322 | 1.9010
xz | 1.89567 | 1.89551
x4 | 1.89549 | 1,89549

3.3.5 Modifikovana Newtonova metoda

Kazdy krok Newtonovy metody vyzaduje vypocet funkéni hodnoty f(x) a derivace f'(x)
v bodé z,. Naroény a problematicky muze byt zejména vypocet derivace. Jestlize se
derivace podstatné neméni, je mozno pouzit nasledujici tvar iteracniho vzorce:

flan)

,c= f'(z0),n=0,1,...

a4 K Hq \ }{2\ \}{3

N

Obr. 3.5: Geometricky smysl modifikované metody tecen
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Jestlize f(x) je polynomem, pii kazdém kroku usetiime skoro polovinu operaci. Dochazi vsak
ke zpomaleni konvergence.

Existuji i dalsi modifikace, napt. ze se derivace pocitda v kazdém druhém, kazdém desatém kroku,
atd. Pokud pfi rozvoji do Taylorovy rady pouzijeme pro druhou derivaci jeji aproximaci
interpola¢nim polynomem, dostaneme dalsi modifikaci Newtonovy metody. [tera¢ni proces
ma potom tvar

2
f(.%) [f(l’l)] 7

/ - ) 3’ f (I’z),

frla)  20f(x:)]

Tit1 = Li —

kde )
3 Lf(ws) = f(xio1)] + E 2f" () + f'(zi1)],

hz‘ =T; — Xj—1.

Pi#iklad 3.15. Resme touto metodou stejnou tlohu jako v pitkladu 3.14.

= ., . st v s m
ResSeni. Vezmeme si poc¢atecni hodnoty 1 = m, x5 = — a dostaneme

Ty T

s
) E
r3 1.78659
ry 1.89414
rs 1.89549

Jde o vyrazné zlepSeni Newtonovy metody, které je vSak zaplaceno tim, ze potiebuje 2
vychozi hodnoty. O]

3.3.6 Newtonova metoda pro komplexni koreny

Necht f(z) je komplexni funkce, kterd je analytickd v okolf jejtho izolovaného nulového
bodu w = a + i, f(w) = 0. Potom stejné jako v piipadé redlnych kofenu si odvodime
z Taylorovy tady

Zn+l = Zn — f/(Z )
n

Véta 3.16. Je-li f(z) analytickd v uzavieném okoli bodu zy o poloméru R a jestlize
Vz |z — 20| < R plati

1
: ’f'(zo) =4
f(Zo) R
2. f/(Zo) < B < 57
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3. () <C

4. ABC =pu <1,
md rovnice f(z) =0 prdvé jeden koren w v oblasti |z — 29| < R a iteracni proces

f(zn)

TP
n

=0,1,...
konverguje k tomuto korenu.

Jestlize chceme najit komplexni koten, musime volit z; jako komplexni ¢islo. Jinak se
budeme pohybovat v redlném oboru.

3.3.7 Kombinovana metoda secen a tecen

Metoda secen i tecen konverguji jednostranné. Konvergence se muze podstatné urychlit,
jestlize pouzijeme obé metody soucasné. Potom budou aproximace konvergovat k teseni
z obou stran. Pfitom se vyhneme problémum s nevhodnou konvergenci u jedné z metod
pro specialni pripady, kdy funkce protind osu x pod nevhodnym thlem.

Véta 3.17. Necht jsou splnény predpoklady véty 3.12. Oznacme ag ten z bodii a,b pro
ktery plati f(ao) f"(ap) > 0, druhy oznacme by. Potom posloupnosti {ay}5>,, {bx}ie, kon-
verguji k teseni a rovnice f(x) =0, t.j. khm ap = klim by, = a, kde

— 00 — 00

f(ay,)

k41 = A — f’(%)’

b — b
bpsy = k:f(ak+1) ak+1f( k)7 k=0,1,2,...

flagsr) — f(br)

VYHODNOCENT:

1. Kombinovand metoda secen a tecen ma stejné vyhody jako metody tecen a secen.
2. Koten vzdy lezi mezi prvky ag, by pro libovolné k.
3. Lze snaze odhadnout chybu feSeni.

4. Jde o oboustrannou konvergenci.
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Obr. 3.6: Geometricky smysl kombinované metody secen a tecen

3.4 RAad metody

Pfi numerickém feSeni rovnice f(z) = 0 (a to i na pocitaci) je fada Cinnosti, které
neni ucelné algoritmizovat, ale je tucelnéjsi je provadét mimo ramec vypoctu — separace
korenu, vybér metody, ovéreni splnitelnosti predpokladi, volba pocatecni aproximace,
odhad chyby, apod.

Definice 3.18. Iteracni proces x,11 = @(x,) je r-tého Fddu v bodé «, jestlize plati:

pla) = a,
¢ (o) =¢"(a) = =" D(a) =0,
(@) #0

Necht jsou derivace ¢ do fddu r véetné spojité v okoli bodu . Potom podle Taylorova
vzorce mame

()

r!

(:c—a)2+---+w(x—a)“1+

(r—1)!

¢ € (x,), coz si muzeme podle definice 3.18 ptepsat na tvar

(x_a)r’

(r)
olx) = ole) + E- iz~
Protoze p(a) = «, p(x,) = x,,1 mame
(r)
tyr =t F (Sn)(% oy,
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kde &, lezi mezi x,, a o a zavisi na x,,.
Absolutni chyba aproximace x, 1 je tedy

SD(T) (€n)

rl

O — Ty = — (x, —a)".

Méme tedy odhad

P (&n)|

o — 11| < K|(z, — @)"|, K =sup .

Konstanta K se nazyva asymptoticka konstanta chyby.

Cim je r vétsi, tim rychleji ndm iteracni proces konverguje.

Metoda prosté iterace je radu 1.

Metoda seéen je fadu %5 ~ 1.618.

Metoda tecen je fadu 2.

Dokonce i varianta Newtonovy metody pro nasobné koreny je v bodé a tadu 2.
e Varianta Newtonovy metody s 2. derivaci je radu 3.

Véta 3.19. Necht a je p-ndsobngm kotenem rovnice f(x) = 0. Potom

T 7 (C))
je v okoli bodu o Tddu 2.
Diikaz. Podle predpokladi je f(a) = f'(a) = -+ = f®D(a) = 0, fP)(a) # 0. Tim se
v Taylorové rozvoji anuluji prvnf ¢leny a my méame
(p)
fa) =1 fo‘>(a;—a)p+....
p!
. . o f<p)(a) s 1.
Oznacme si A = o1 a ziskdme
e PA(xy, — )P + ... o ( _a)1+..._
LT T A, —ap T+ " " T+...

=z, — (z, — @)R(x),

kde R(«) = 1. Oznacme ¢(z) =z — I}J,c((;”) Potom

~

p(a) =a, ¢'(z) =1 - R(z) — (x — a)R(x),

takze ¢'(a) = 0, ale obecné je ¢”(a) # 0, a jednd se tedy o metodu 2. Fadu. O
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3.5 Algebraické rovnice

Definice 3.20. Algebraickd rovnice je vyraz tvaru P,(z) = 0, kde

Py(z) = anz™ + ap_12" -+ ayx +ay, a,#0, neN

Pro uréeni kotenu algebraické rovnice muzeme pouzit vSsechny predchozi metody pro
urceni korene rovnice. Algebraické rovnice se vSak vyskytuji velmi ¢asto v nejruznéjsich
aplikacich a maji své vlastni specifické vlastnosti. Proto se jimi budeme zabyvat zvIast.

Véta 3.21. O poloze korenii.
Meéjme rovnici P,(x) = 0. Oznacme

A =max{|a,_1|, |an_2|,---,|aol}, B = max{|a,|,|an_1|,--.,|a1|}
Potom pro koteny xy polynomu P, (x) plati

|ao|

T <y <
|a0|+B—|k|—

Priklad 3.22. Odhadnéte polohu kotfenu pro rovnici
Ps(z) = 2° + 1012° + 4252* — 4252° — 101z — 1 = 0.

Reseni. Mdme A = 425, B = 425. Dosazenim dostaneme

1
< a] < 496
126 = el =426

Ptesné teseni v tomto piipadé je

T = 1 Ty = —0.241
To = —1 Ty = —4.143
r3 = —0.0104 2z = —96.601

Vidime, ze vSechny koteny lezi v ndmi urceném intervalu. ]

Veéta 3.23. Cauchyova o poloze korent.
Viechny koteny polynomu P,(x) jsou obsaZeny v kruhu T' v komplexni roviné, kde

F={2€C:|z| <1+mn}

Qg

Qn

M = 1ax
0<k<n—1
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Véta 3.24. Descartesova !

Pocet kladnijch koteni rovnice P,(x) = 0 je roven poctu znaménkovijch zmén v posloup-
nosti koeficientt a,, a,_1,. .., a1, ag, pricemz nulové koeficienty jsou vynechdany, a nebo je
o sudy pocet mensi.

Disledek 3.25. Polynom s kladngmi koeficienty nemuzZe mit Zdidné kladné koreny,
protoze v posloupnosti jeho koeficientu neni Zddnd znaménkovd zména.

Dusledek 3.26. Pocet zdpornijch kotenu dostaneme z Descartesovy véty, kdyz misto
polynomu P, (x) vezmeme P,(—x).

Priiklad 3.27. Odhadnéte pocet kladnych a zapornych korenu pro rovnici

Ps(z) = 2° + 1012° 4 4252* — 4252° — 101z — 1 = 0.

Reseni. V posloupnosti {1,101,425, —425, —101, —1} je pouze jedna znaménkovs zména,
a proto bude mit tento polynom pouze jeden kladny koten. Pro zaporné koreny mame

Ps(—x) = 2% — 1012° + 4252* — 4252 + 101z — 1 = 0.

V posloupnosti {1, —101, 425, —425,101, —1} je pét znaménkovych zmén, a proto tento
polynom muze mit pét zapornych kofenu (nebo tii nebo jeden).

Jde o stejny polynom jako v piikladu 3.22. Vime tedy, ze nas polynom mé pét zapornych
kotent. O]

Definice 3.28. Sturmovou ? posloupnosti pro polynom P, (z) nazveme posloupnost
M(x), My(z),..., M, (z), kde

M(x) = P,(x),

My(z) = M'(2),

M,(z) je zbytek po déleni M(x) : M;(x) ndsobeny cislem (—1),

Ms(z) je zbytek po déleni M (z) : Ms(x) nésobeny ¢islem (—1),

atd.

M, (z) je zbytek po déleni M, _o(x) : M,_;(x) ndsobeny cislem (—1),

pticemz zbytek M, 1(x) po déleni M,_(x) : M,(x) je nulovy.

Véta 3.29. Sturmova.

Oznacme N(c) pocet znaménkovych zmén ve Sturmové posloupnosti pro x = c, pricemz
nulové prvky vynechdme. JestliZe polynom P,(x) nemd ndsobné koreny a jestlize je
P,(a) # 0, P,(b) # 0, potom pocet redlngch korent tohoto polynomu leZicich v intervalu
(a,b) je roven N(a) — N(b).

Piiklad 3.30. Urcete pocet kladnych a zdpornych koient rovnice 2t — 4z + 1 = 0.

'R. Descartes (1596 — 1650) francouzsky matematik, filosof, fyzik,fyziolog. Jeden ze zakladateli
moderni védy. Hlavni vyznam ma jeho zavedeni analytické geometrie. Pravdépodobné se zi¢astnil bitvy
na Bilé hote na strané cisarskych.

2J. Ch. F. Sturm (1803 - 1855) francouzsko-§vycarsky matematik. Zabyval se predeviim difer-
encialnimi rovnicemi.
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Reseni. Mame rovnici 24 — 42 + 1 = 0. Potom
M(z) = 2* — 4z + 1,
M (z) =42® —4 = My(z) = 2% — 1.

Protoze nés zajima pocet kladnych a zapornych kotenu a protoze vzdy délime polynom
polynomem, muzeme proto polynom vyndsobit kladnym ¢islem, tim se ovlivni pouze
velikost a ne znaménko. Obecné to ale neplati. Pokud hledame pocet kofenu na intervalu
(a,b), potom musime pracovat s prislusnymi tvary polynomu a nemuzeme si je dale upra-
vovat.

My(z) = 3z — 1,
Ms(x) = 1.

Potom mame

—oo 0 +oo
M |+ + T
M,y - - +
M, - - +
M; | + + +
Ne| 2 2 0
Pocet zapornych kofenu je N(—o0) — (0) 2 = 0.
Pocet kladnych kofenu je N(0) — N(400) = = 2.
Ptesné teseni je
1 = 0.250992157490491,
ro = 1.4933585565601,
x34 = —0.872175357025343 £ i1.38103159782422
Po dosazeni do rovnice dostaneme chybu fadove 107, O

Poznamka 3.31. Pfipomenme si, jak se déli polynomy. Délime mezi sebou prvni ¢leny poly-
nomil — v nasem pifpadé délime prvni ¢len, tj. 2* ¢lenem 2 a dostaneme

et —dr 4123 —1=uz,

(jde o prvni krok vypoctu, ktery jeste neni ukonéen, takze se nejednd o vysledek). Nyni prvkem
2 vynasobime délénce a odec¢teme od délitele

et —dr 41— (@3 —-1) r=a—dox+1 -2 —2=-3r+1.

Protoze stupen vysledného polynomu je mensi jak stupen délitele, ukoncujeme vypocet. Pokud
by byl stupen vysledku vétsi nebo roven stupni délitele, pokracujeme ve vypoctu stejnym
zpusobem, tj. délili bychom prvni ¢leny polynomu mezi sebou a dale bychom odecitali nasobky
delitele od délence. Takze jsme dostali

t—dr4+1:2°—1=nu, zbytek — 3z + 1,

resp.
zt—dr+1 —3x+1
T —r4—".
3 —1 3 —1
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Piiklad 3.32. Urcete podil polynomi P a @, kde P = 23 — 922 +20x—12 a Q = 32> — 18z +20.
Reseni. Mdme
1
2 — 922 + 200 — 12 : 327 — 182 +20 = Zo—1

2
— (23 — 622 + goa:)

40
—32% + ST 12
—(—32% 4+ 18z — 20)

4 +8
——=
3
Dostali jsme
P 2%—9224+20x—12 1 —Mz+38
— = =—r—-14_-——\
Q 32 — 18z + 20 3 322 — 18z + 20

O

Ve Sturmové vété pozadujeme, aby P,(x) mél pouze prosté koteny. Musime proto umét
urcit, kdy je polynom ma, resp. zajistit, aby je mél.

Veéta 3.33. Jestlize pro posledni ¢len Sturmovy posloupnosti plati M, = Konst., pak mad
P,(x) pouze prosté koreny.

Diikaz. Necht P,(x) md i nasobné kofeny, zapiSeme si polynom P,(z) ve tvaru soucinu
kofenovych ¢initelt
Po(z) = an(z — x1)M (z — 20)*2 ... (2 — )P

kde x1,x9,...,Tm jsou navzijem ruzné koreny P,(x) a ki, ka,...,k, jsou jejich ndsobnosti.
Potom
Pl () = aplki(x — 2 7z — 20)*2 (2 — 2+
+(x—x) P ko(x — z)2 (=) 4+
o — 2™ (z - 22)". )en =] =
=an

)k‘l 1

k(= a2,
(x —z0)F272 (2 — ap)Pm L
‘[k}l(l‘—ﬁg) Az — ) + (x — 21)ko(x — 23) ... (T — 2+
+ot (@ —z) (@ —22) .. (T — Ty =
= R(z)Q(x),

kde Q(zx) # 0Vk = 1,2,...,m. Polynom R(x) je nejvétsim spole¢nym délitelem P, (x) a P} (z).
Uréime jej Eukleidovym! algoritmem. Potom

(r — 2

P ()
=(x—x)(r—22)...(T—x
Hiy = @)@ =) )
'Eukleides z Alexandrie (asi 340 pi.nl. — asi 278 pin.l) Starofecky matematik, autor

nejvyznamnéjsi matematické knihy celé dosavadni historie. Zabyval se geometrii, optikou, teorii hudby.
Jako jeden z prvnich se zacal zabyvat logickymi zdklady matematiky. Jeho hlavnim dilem je kniha
“Zéklady” (tecky “Stoicheia”), kterd byla skoro 2000 let uc¢ebnici matematiky a dodnes neztratila svoji
dulezitost. Obsahuje planimetrii, stereometrii, geometrickou algebru, feseni kvadratickych rovnic, teorii
¢isel aj. Je to prvni pokus o axiomatickou vystavbu matematické teorie.
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m4& pouze prosté koteny. Kdyz si uvédomime, ze Sturmova posloupnost je shodné s posloupnosti
ziskanou Eukleidovym algoritmem (pro polymomy P,(z) a P/ (z)) s piesnosti do znaménka,
mame dikaz véty. m

Diusledek 3.34. Je-li a kotenem P,(x) a P,(a) =0, pak je o ndsobnym korenem.
Je-li a korenem P,(x) a je-li P () # 0, pak je o prostym kotenem.

3.5.1 Metoda Laguerrova

Predpokladejme, ze koeficienty polynomu P,(x) jsou redlné a vSechny jeho kofeny jsou
realné a navic prosté. Seradime-li si koteny podle velikosti tak, aby platilo a; < agy <
< -+ < ay. Definujme si ddle ag = —o00, a,41 = +00, a oznaéme I; = {(a;, a;y1), @ =
=0,1,...,n. Potom pro kazdé redlné a # o;, j = 0,1,...,n + 1 existuje pravé jedno ¢
takové, ze plati a € I;.

Sestrojime si nyni kvadratickou funkci, kterd bude mit oba kofeny v I; a v bodé o bude
mit zapornou hodnotu. Takovych funkei muzeme setrojit nekoneéné mnoho.

Hlavni myslenkou Laguerrovy metody je sestrojit takovou parabolu, tj. kvadratickou
funkci, kterda bude protinat osu x co nejblize koncum intervalu ;. Tim dostavame it-
eracni posloupnost
nP, (o
(Pn(a®) &/ H(a")

kde
H(a) = (n—1) ((n = 1)(Py(a))* = nPy(a) P () .

Véta 3.35. Necht P,(x) je redlny polynom stupné n > 1, jehoZ viechny koveny jsou
redlné a navzdjem rizné. Necht o’je poédteéni aprozimace a P(a’) # 0. Potom iteracéni
proces (3.1), kde znaménko pred odmocninou volime rovné sgn P'(aF), vytvdri posloupnost
{a*122,, kterd konverguje monotonné a kubicky k nékterému z kofendi polynomu P,(x).

Je-li P'(a*) = 0, potom wvolime znaménko pred odmocninou v proni iteraci libovolné.
Pritom P'(a*) #£0 prok=1,2,....

1
Priklad 3.36. Méjme polynom P(z) = x (§x2 - a2) , a > 0. Potom P(a) # 0. Jestlize

0

zvolime z° = a, potom budeme dostavat

xsude ¢islo _ a, xhche ¢islo _ _ a

Ke konvergenci nam stac¢i zvolit jinou pocateéni aproximaci.

3.5.2 Metoda Graeffova — Lobacevského

Metoda Graeffova — Lobacevského ! slouzi k piibliznému stanoveni polohy vSech kofenu
polynomu. Nulové koteny piitom piredem vyloucime, takze vsude déle predpokladame, ze

1V anglicky a nebo némecky psané literatufe se metoda oznacuje pouze prvnim jménem jako metoda
Graeffova.
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CL()#O.

Zapisme si rozklad P, (z) na kofenové ¢initele
" + Gy 2" +ag = an(r — 1) (2 — 13) ... (T — 2p).

Jestlize nyni pravou stranu rozndsobime, pak srovnanim koeficientu dostaneme tzv. Vie-
tovy ! vzorce.

Qpy—
. L= (4 aa+ e + 1),

Ap—2 2

4 = (—1) (l’lxg + T1T3 + -+ 'Tnflltn),
a
a—o = (=) (212025 . .. T).

Princip Graeffovy-Lobacevského metody si ukazeme na ptikladu. Méjme kvadratickou

rovnici asz? + a1x + ag = 0, potom podle Vietovych vzorcu plati
a a
T+ 19 = ——1, T1T9 = —O (32)
% az

Jestlize se kofeny (v absolutni hodnoté) od sebe dostatecné lisi, t.j. x1 > x5, potom

X2
— | K 1,
g
ai
a I + To = ——,
as
X2 a1
r(l+—=)=——
x a2
Zanedbanim druhého séitance dostaneme
a
TR ——
a2
Dosazenim této hodnoty do rovnice
Qo
T1X2 = —
a2

K. L. Graeffe (1799 — 1873) némecky matematik, zdk K.F.Gausse. Vénoval se algebie, teoretické me-
chanice, historii matematiky. Metodu feSeni algebraické rovnice navrhnul v r.1837.

N. I. Lobacevskij (1792 — 1856) rusky matematik. Vystudoval universitu v Kazani a cely zivot tam
pusobil. Do historie matematiky vesel jako tvurce neeukleidovské geometrie. Prvni prace jsou z r.1826.
Prestoze byl vystaven nevybiravym tdtokum a zustal prakticky nepochopen a osamocen, pokracoval
v rozvijeni své geometrie. Uznani se mu dostalo az posmrtné.

IF. Viete (1540 — 1603) francouzsky matematik a pravnik. Jeho matematické prace byly psany
velmi tézkym jazykem a proto dlouho nevesly v obecnou znamost. Jako prvni zavedl oznacovani nejen
neznamych ale i koeficientt pismeny, pfitom pocateéni pismena abecedy vyhradil pro koeficienty a koncova
pismena pro nezndmé. Rozlustil kéd, ktery pouzivali Spanélé ve vélce proti Francii.
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ag
dostaneme To A2 ——.
ai
Tyto hodnoty muzeme brat jako prvni iteraci.
Umocnime (3.2) a po upravé mame
2 2
ai — 2apas 2,2 _

x? -+ x% =
as as

Protoze zndme soucet a sou¢in druhych mocnin kofent, mizeme si sestavit rovnici byy? +
+ b1y + by = 0 s koteny y; = 22, y, = 23, kde

2 2 2
bg = Qq, bl = —<CL1 — 2@0(12), bo = Q.

Zcela analogicky muzeme uréit i jejich aproximace

b . bo
Y1~ b27y2N bla

ol |2 beal |2
=A%, 2=\, |

o
5

ZL’2

a odtud plyne, ze

X1
lepsi. O znaménku rozhodneme na zakladé dosazeni do puvodni rovnice. Takto muzeme

pokracovat déle.

Pticemz jestlize je < 1, pak clen bude jesté mensi, tedy aproximace bude

Obecné chceme najit aproximaci kofent xy, ..., z, rovnice P,(z) = ap,a™ + ap_12" 1 +
+--+axr+ay=0, a,#0,pricemz predpokladame, ze kotreny tohoto polynomu jsou
dobfe rozlisitelné, tj. ze P,(z) mé pouze redlné prosté koteny, |xi| > |za] > -+ > |z,
Vytvoifme si posloupnost polynomt P°, P', ... P* ... kde

P’ = P,(x),

k k ko o1 k k
P¥(z) =ajz" 4+ ap 2" 4+ -+ ajz + ag,

a “ -
tp_y = (a3_3)" — 20510575 + 2ay ay
(—1) ek = (a1 — 20k,
(~1)af = ()
Pro koteny pak plati
25| = , 1.
Vypocet zastavujeme, jestlize plati |a¥| ~ (aF1)? Vi =0,1,2,...,n.

VYHODNOCENT:
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1. Podminka dobré rozlisitelnosti koreni znamend, ze predpokldddme, ze P, (z) ma pouze
realné prosté kotreny.

2. Jestlize se absolutni hodnoty kotfenti lis{ od sebe velmi mélo, potom G — L. metoda kon-
verguje velmi pomalu — nevyhoda této metody.

3. Nepozaduje se separace kofenui. Stac¢i odstranit ndsobné, jako u Sturmovy véty.
4. Problematickd je i otazka pfesnosti.

5. Metoda nam uréi slusné aproximace vS8ech kofent, které je potom nutno zpfesnit jinou
metodou.

Jestlize v posloupnosti {af},k = 1,2,...,i = 0,1,...,n dochdz{ ke znaménkovym
zméndm, znamena to (ve vétsiné piipadu), ze polynom mé i komplexni kofeny.

Predpokladejme, ze
| > Jog| > - > ou] = |ai| > [qige] > -+ > o,

a; = r(cosp +isinp),

air1 = r(cosp —isinp),

|ai| = || =7
Potom
2 _ 2k afi—i ok aﬁ—i—1 -
r = laiklaial ~ ay i ay_; -
a potom
o tay+ o, = —a;:l,

Q; + Qi1 = 27 cos p,

n

Ap—1
2rcosp = — — g Q-
a
" k=1,k=i,i+1

Zname soucet a soucin korenu, aproximaci korenu pak ziskdame fesenim kvadratické rovnice

€2 — (2rcos )€ +1* =0,

Ay —
E-(-——=- Y
tn

k=1 k#i,i+1

Opét je nutné pocitat s chybou a vysledek zpfesnit jinou metodou.

Priklad 3.37. Graeffovou-Lobacevského metodou urcete koreny rovnice

A 4224322422 -6=0
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Reseni. Méme polynom 4. stupné. Sestavime si odpovidajici posloupnost polynomi s

koeficienty a;, 1 = 0,1, 2,3, 4:

k| as as Qs aq ag
011 -4 3 2 -6

1] 1 -10 13 -40 36
21 -74 -559 -664 1296

3|1 1 -6594 218801 -1889824 1679616

Potom

/6594
loy | ~ ¢ — = 3.001882007.

Dosazenim do polynomu dostaneme

P4(3.001882007) ~ 0.0377,

P4(—3.001882007) ~ 204.44.

Proto za aproximaci prvniho kotene prijimame hodnotu +3.001882007. Dale

/1679616
1889824

o | ~

Dosazenim do polynomu dostaneme

P,(0.9853682858) ~ —4.006,

P;(—0.9853682858) ~ —0.288.

= (0.9853682858.

Proto za aproximaci prvniho kofene prijimédme hodnotu —0.9853682858. V dalsich

sloupcich dochézi ke stfidani znamének, budeme proto hledat komplexni koteny:

1889824
2_ ¢ ~ 2.028425455 ~
r \/ FE0d 028425455 ~ |azay|,

2rcosp =4 — a; — ap = 1.983486276.

Urcime si feSeni kvadratické rovnice

(% — 1.983486276( + 2.028425455 = 0,

ag g = 0.991743139 £ 71.022289317.
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3.5.3 Metoda Schurova

Méjme polynom
f(2) = anz" 4+ ap 12"+ -+ a1z + ag, (3.3)

ktery je obecné vzato komplexni. Oznac¢me
F)=2"f (") =@+ @z + - + a2,
kde u je ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu u. Dale

T(f(2)) =aof(2) = anf"(2).

Specialné plati
T(f(0)) = agao — ag@y = |aol* — [an/*,
neboli T'(f(0)) je redlné ¢islo.

Protoze T'(f(z)) je polynomem stupné nejvyse n — 1, muzeme si definovat posloupnost
polynomu

Ti (f(2)) = T (T (f(2))) .

Protoze stupen polynomu klesd, je jejich posloupnost koneéna.

Véta 3.38. Oznacme k nejmensi celé ¢islo, pro které plati T*(f(0)) = 0. Necht f(0) # 0.
Jestlize pro h : 0 < h < k plati, T"(£(0)) < 0, potom md polynom f nejméné jeden koren
uvnitr jednotkového kruhu se stredem v pocdtku.

Je-li naopak T'(f(0)) > 0 pro 1 < i < k a T*(f(2)) je konstanta, nelezi wvniti jed-
notkového kruhu se stredem v pocatku Zadny koren.

Na zakladé této véty plati:

1. Je-li f(0) = 0, potom existuje koten z = 0.
Je-li f(0) # 0, potom pokracujeme bodem 2.

2. Vypocteme T'(f(2)). Je-li T(f(0)) < 0, existuje uvniti jednotkového kruhu kofen.
Je-li T(f(2)) > 0 pokracujeme bodem 3.

3. Vypocitame postupné T7(f(z)) pro j = 1,2,..., az bud T7(f(z)) < 0 pro ng&jaké
j < k, nebo T*(f(0)) = 0.
V prvnim ptipadé lezi uvnitt jednotkového kruhu aspon jeden koten.
Nastane-li druhy pifpad a je-li polynom T*71(f(2)) konstantni, nelez{ uvniti jed-
notkového kruhu zadny kofen.

Poznamka 3.39. Vsimnéte si, ze je-li T*(f(0)) = 0 a T*"1(f(2)) nenf konstanta, potom
vétu (3.38) nelze vyuzit.
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Ma-li polynom f(z) koten uvniti kruhu |z| = g, potom mé polynom

9(2) = f(02)

kofen uvnitt jednotkového kruhu.

A obecné: mé-li f(z) kofen uvniti kruhu |z — ¢| = p, ma polynom

9(2) = f(oz +¢)

koren uvnitt jednotkového kruhu.

Pfti hledani kofene proto postupujeme nasledovneé:

1. Nemé4-li polynom f(z) koten uvnitt jednotkového kruhu, budeme uvazovat polynom
9(z) = f(22) a zkoumat, mé-li g(z) koren uvniti jednotkového kruhu. Pokud nema,
budeme zkoumat polynom f(2%z), atd. Budeme pokracovat az nalezneme mezikruzi

R=2 <|z| <2 =2R, (3.4)
takové, ze polynom f ma kofen v tomto mezikruzi a soucasné nema zadny koren

uvniti kruhu o poloméru R.

Ma-li polynom f(z) kofen uvnitf jednotkového kruhu, potom budeme pulit polomeér
tak dlouho, az dostaneme nerovnost typu (3.4). Opét tedy budeme mit mezikruzi,
ve kterém lezi koten.

4
2. Mezikruzi (3.4) lze uplné pokryt 8 piekryvajicimi se kruhy o poloméru ER a se
sttedy v bodech
SR 2mjk
——e 8 k=017

2 cos §7r

Postupné provérujeme jednotlivé kruhy, az nalezneme kruh, ve kterém lezi aspon
jeden koten.

3. Oznacme stied tohoto kruhu C; a pokracujeme jako v bodé 1. Ptritom v kazdém

kruhu pulime polomér. Za¢iname od 5R az dostaneme mezikruzi

4 A 4 ‘
Ri=-R-27<|e=Ci| <R 270D = 9R,,

které obsahuje kofen polynomu f. Stejné jako v bodé 2 pokryjeme mezikruzi 8 kruhy.

Postup opakujeme tak dlouho, dokud je tieba.

Priklad 3.40. Urcete koteny polynomu f(z) = 423 — 82% + 92 — 18.
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Reseni. Sestrojime si posloupnost polynomd:
() = —182% + 92* — 82 + 4.

f1(2) = T(f(2)) = —18f(z) — 4f*(2) = 1082 — 130z + 308,
T(f(0)) = 308,
fi(2) = 3082* — 130z + 108,
f2(2) = T(f1(2)) = T*(f(2)) = 308f1(2) — 108f;(2) = 400(—65z + 208),

T%(£(0)) = 83200,

f3(2) = 400(208z — 65),
T(fo(2)) = T?(f(2)) = (208> — 65%) - 400,
T3(2) = konstanta,
T*(f(0)) = 0.

Tim jsme prokézali, ze uvniti jednotkového kruhu nelezi zadny koten. Pro g(z) = f(22)
dostaneme

T(g(z)) = 700z — 700,

neboli
T(g(0)) = =700 < 0,

a proto mé f(z) kofen v mezikruzi 1 < |z| < 2. Stejunym zpusobem muzeme pokracovat
dale, tj. mezikruzi pokryjeme 8 kruhy a urc¢ime v kterém z nich lezi koren. Piesné reSeni
je

3
21 = —|—2, 22’3 = :|:§j

Pojmy k zapamatovani

— Seznamili jsme se s numerickymi metodami feSeni linedrnich i nelinedrnich rovnic.

— Po uvodnim seznamenim se startovacimi metodami - grafickou, tabelovaci a metodou puleni
intervalu, jsme pfesli k iteracnim metodam ruznych typu.

— Iterac¢ni metody vyzaduji pro svoji konvergenci splnéni dalSich doplnujicich podminek,
proto bude pro nas vzdy vyhodné, pokud dokazeme vhodnou startovaci metodou zuzit
interval, na kterém hledame kofen nasi rovnice.

— Seznamili jsme se s metodou prosté iterace, s metodami tecen a secen a s jejich modi-
fikacemi.

— V zdvéru jsme se vénovali algebraickym rovnicim. P#i feseni algebraickych rovnic muzeme

pouzit viechny diive uvedené metody, ale protoze algebraické rovnice maji i své specifické
vlastnosti, které muzeme vyuzit pii hleddni kofent, vénovali jsme se jim samostatné.
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Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem kofen rovnice?
2. Je mozné pouzit Newtonovu metodu pro libovolnou rovnici?

3. Je mozné u kazdé metody provést odhad chyby?

3.6 Cviceni

Maplety

Priklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce piikladu. Pomoci
nasledujicich mapletu si muzete usnadnit nékteré dilci vypocty, nebo zkontrolovat jejich
spravnost.

1. Derivovani

2. Vypocet funkcénich hodnot funkei jedné proménné
3. Kresleni graft elementarnich funkei

4. Kresleni grafu funkci jedné proménné

5. Déleni polynomu

webMathematica

Priklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné shirce piikladu. Pomoci
nasledujicich aplikaci si muzete usnadnit nékteré diléi vypocty, nebo zkontrolovat jejich
spravnost.

1. Nédsobeni matic

3.7 Animace

Na nasledujicich animacich jsou znazornény postupy nékterych numerickych metod stu-
dovanych v této kapitole.

Animace ovldaddte tlacitky pod obrdzkem. Kvalita animaci je ddna skuteénosti, Ze se jednd
o bitmapové obrazky exportované ze softwaru Maple a nadsledné vkladané do textu v jiné
velikosti. Animace se nachdzeji vZdy na samostatné strdance.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Derivovani.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/funkcniHodnoty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/KresleniElemFci.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/KresleniGrafu.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/deleniPolynomu.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/SoucinMatic.jsp
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Deolime interval, na kterém buderme hledat fegeni

K< > ] [+

Obr. 3.7: Regula falsi (animace)
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¥=4
x1 = 3062233836

L R 3 3

K< > [SH] [=[oe] +]

Obr. 3.8: Newtonova metoda (animace)
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#0 =4
w] = 30622333836

psss=ce

K] <D ]> ] [= ] +]

Obr. 3.9: Modifikovand Newtonova metoda (animace)
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4 Vlastni cisla

Priavodce studiem

Budeme se vénovat vlasnim &isliim a vlastnim vektorim matic. Definujeme si oba pojmy a ukaZeme
si jejich zakladni viastnosti. Dale se sezndmime s vybranymi metodami pro jejich pfimy vypoclet a
také s nékterymi numerickymi metodami pro jejich urceni.

Vlastni ¢isla matic hraji dileZitou tlohu v mnoha oborech, napFiklad v teorii systémii diferencidlnich
rovnic.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Definovat vlastni ¢islo a vlastni vektor matice.
e Vypocitat vlastni ¢isla a vlastni vektory a to jak piimo, tak i pomoci numerickych metod.

e Odhadnout polohu vlastnich ¢isel matice.

4.1 Zakladni pojmy

Definice 4.1. Necht A je ¢tvercovd matice fadu n. Jeji vlastni éisla Ai,...,\, jsou
kofeny rovnice

det(A — AT) = 0

zvané charakteristickd rovnice.

Po roznasobeni dostaneme charakteristickou rovnici ve tvaru
fO)=N"+a, A"+ 4+ aA+ag = 0.

Definice 4.2. Ke kazdému vlastnimu ¢islu A; existuje aspon jedno nenulové feseni sous-

W 2@ e

), nazveme pravym

tavy rovnic Ax = A\x. Toto feSeni x;, kde x! = (x
vlastnim vektorem matice A.

Vsude v dalsim bude pojem vlastni vektor znacit vyhradné pravy vlastni vektor.
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Definice 4.3. Levy vlastni vektor y, odpovidajici vlastnimu cislu \; je feSenim rovnice
y A = \y".

Levy vlastni vektor matice A je tedy vlastnim vektorem transponované matice AT a
snadno lze ukdzat , Ze odpovida-li levy vlastni vektor y, vlastnimu cislu A\; a pravy
vlastni vektor x; vlastnimu ¢islu A; a plati Ay # A; jsou vektory y, a x; ortogonalni.

Definice 4.4. Vektory u a v se nazyvaji ortogondlnimi, jestlize jejich skalarni soucin je
roven nule.

T Ts

Pripomenme si, ze skaldrni sou¢in vektoru @ = (u1,us,...,u,)" a v = (v1,v2,...,v,)" je

n
definovén jako uivq + ugve + -+ - + Upv, = Y u;.
i=1

Definice 4.5. Vektory u a v se nazyvaji ortonormdlnimi, jestlize jsou ortogonalni, tj.
jejich skalarni soucin je roven nule, a jestlize navic je jejich norma rovna jedné.

Ve vétsiné déle uvedenych piikladu se budou vyskytovat redalné matice, budeme
predpokladat , pokud nebude feceno jinak , ze matice A je realnd. Mnohé véty budou
vsak platit i pro komplexni matice nebo budeme-li predpokladat symetrii, pro hermitovské
matice.

Priiklad 4.6. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory matice
-1 11
A= 1 -1 1
1 11

Reseni. Pomoci Sarrusova pravidla uréime charakteristicky polynom

(=1 —X) 1 1
|A—\| = 1 (=1-2)\) 1| ==N =X\ +4)\+4,
1 1 (1-=X)

Charakteristickd rovnice —A3 — A2 + 4\ +4 = 0 je celo¢iselnd. Podle Vietovych vzorct
musi kazdy kofen délit absolutni ¢len. V nasem piipadé je to ¢islo 4. Pomoci Hornerova
schématu budeme nejdiive hledat celociselné koreny, pokud existuji. Dostaneme feseni

Dosazenim do rovnice (A — Al )x = O dostaneme homogenni soustavu a jejim FeSenim
jsou vlastni vektory:

011 1 01 1 01
A 101|~]011|~]011
11 2 011 0 00
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v = (—t,—t,t), t € R.

-3 1 1 1 1 -2 2 01
Ao 1 -3 1| ~|0 -4 2|~|0 =21
1 1 -1 0 4 -2 0 0 0
ve = (8,8,2s), s € R.
1 11 11 1 1 10
s 11 1(~|00 -1]~|0 01
1 10 00 O 0 00

vy = (—u,u,0), u € R.

Volime t = s = u = 1 a dostaneme vlastni vektory

U1 = <_17 _17 1)T7 Vg = ((17 172)T7 U3 = (_17 170)T'

Piimy vypocet podle definice nemusi byt vzdy nejlepsi a nejrychlejsi.

Priklad 4.7. Urcete vlastni ¢isla matice

3 =32 -4
A= 2 =35 =27 |.
-4 44 33

Reseni. Budeme postupné upravovat determinant

3- A —32 -2 1-XA  3+2A 3
|A—\| = 2 —35-A —27 |= 2 35—\ 27 |=
—4 44 33—\ 29—\ 6-A
1- A A 3 1 A 3 1 A—1 ~1
2 8-\ 27 |=| 6-X 8-\ 27 |=| -6-X —2 —344)
—2 36—\ 1 36—\ 1 22—
0 A=3 -3+ 0 A—3 0
—5— A 0 —1+43\|=|-5-2\ 0 —1-3X\|=(%).
1 22— 1 2 —A

Posledni determinant rozvineme podle prvniho fadku a dostaneme
—5—-X —1-=-3X
() ==0=3)-| 7T T T =m0 =3 (5= (N — (-1-3)) =
—A=3)BA XN HF1 -3 = - A=3) (VP +22+1) = (A =3)(A +1)%

Takze jsme dostali
At=3, A3z=-L
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Véta 4.8. Jsou-li \i, ..., \, vlastnd ¢isla matice A, md matice A* vlastni éisla DL L.
Obecnéji, je-li p(x) libovolny polynom, md matice p(A) vlastni ¢isla

p(A1)s - p(An)-

Véta 4.9. Je-li matice A redlnd a symetrickd, jsou vSechna jeji vlastni ¢isla a véechny
prislusné vlastni vektory redlné. Kromé toho vlastni vektory prislusné ruznym vlastnim
cislum jsou ortogondlni a levy vlastni vektor a pravy vlastni vektor prislusné témuz
vlastnimu ¢islu jsou si rovny.

Véta 4.10. Podobnostni transformace P- A - P~ nemént vlastni ¢isla matice A.

Véta 4.11. (Cayley-Hamiltonova) Necht je f(\) = det(A — \I) = 0 charakteristickd
rovnice matice A. Pak plati f(A) = O, kde O je nulovd matice. Tj. jestliZe

) =N+ a, A"+ ad+ap =0,

potom
A"+ a, A A Fagl = O.

Neboli matice A je korenem charakteristické rovnice.

Véta 4.12. Viastni ¢isla horni (resp. dolni) trojiuhelnikové matice jsou proky na jeji di-
agondle.

Véta 4.13. Md-li libovolnd matice A kompletni soubor n linedrné nezdvislych vlastnich
vektoru, potom matice A je podobnd diagondlni matici D, kde na hlavni diagondle stoji
vlastni ¢isla matice matice A.

4.2 Numerické metody pro hledani vlastnich ¢isel

Podle zakladni definice vime, ze vlastni ¢isla dané matice jsou koreny jejiho charak-
teristického polynomu. 7 algebraické teorie vime, ze kotfeny polynomu stupné n > 4
nemuzeme algebraicky (tj. pomoci operaci +, X, +,+/ s koeficienty rovnice ) vyjadiit ve
tvaru vzorce. Proto se obecné nedaji ziskat vlastni ¢isla presné (az na zaokrouhlovaci
chyby) po koneéném poctu operaci. K feseni naseho problému muzeme pristupovat vice
zpusoby.

1. Pouzijeme libovolnou metodu na hledani kofenu charakteristického polynomu p(\).
Pro jednoduchy kofen muzeme pouzit Newtonovu metodu
p(ci) :

Cit1 = Cj — , 1=1,2,...

Z+1 (2 p/(cz)
pii vhodné volbé pocatecni aproximace ¢y, metodu secen, metodu puleni intervalu
atd. Modifikovand Newtonova metoda se d4 pouzit i na hledani nasobnych kotent.
V pripadé komplexné sdruzené dvojice kofenti muzeme pouzit napi. Bairstowovu
metodu. Hledani velkého poctu kofenu timto zpusobem je vSak dost narocné a
problém byva obvykle nestabilni vlivem nakupeni zaokrouhlovacich chyb.
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2. Ziskani vlastnich cisel bez znalosti charakteristického polynomu, jen vyuzivanim
vlastnosti podobnych matic. Cilem je najit podobnou matici v jednodussim tvaru, ze
kterého se da vlastni ¢islo urcit (napiiklad z diagondlni nebo trojihelnikové matice).
Takovou matici (nékdy jen nékteré jeji vlastni ¢islo) muzeme ziskat jako limitu
posloupnosti podobnostnich transformaci. Vybér téchto transformaci byva zalozen
na specidlnich vlastnostech matic a jejich vlastnich vektoru

3. Nelinearni pristup, kdy vlastni problém
(A—-X)x=0
uvazujeme jako soustavu n rovnic pro n + 1 neznamych xj,...,Xpn, A, kterou do-

plnime normovanou podminkou napifklad >~ x? = 1 na soustavu n + 1 nelinearnich

i
rovnic. Tato soustava se da fesit napiiklad Newtonovou metodou. Pritom se vSak
nevyuzivaji algebraické vlastnosti soustavy, které mohou vypocet znacné ulehcit.
Proto je tento postup znacné neefektivni .

Poznamka 4.14. Pod pojmem uplny problém vlastnich ¢isel se rozumi uloha najit
vSechna vlastni ¢isla a piipadné i piislusné vlastni vektory. Pojem castecny problém
vlastnich c¢isel znamena najit jedno nebo vice vlastnich ¢isel spolu s prislusnymi vlastnimi
vektory.

Uplny a ¢astecny problém vyzaduji odlisné metody feSeni.

N

univerzalni algoritmus, ktery by byl stejné efektivni pro vSechny typy matic.

4.3 Klasické metody urceni koeficientu charakteri-
stického polynomu

Zpocatku se vétSina metod na vypocet vlastnich ¢isel zaklddala pravé na vypoctu koeficienti
charakteristického polynomu. Jejich vypocet pomoci souctu hlavnich minort je viak neefektivnii.
Existuji mnohem jednodussi metody na uréeni koeficientt, které maji stejny charakter (tj. pii
vypoctu bez zaokrouhlovani ziskdme po koneéném poctu kroku presné koeficienty). Zaokrouhlo-
vaci chyby v8ak mohou vypocitané koeficienty hodné oddalit od jejich presnych hodnot.

4.3.1 Krylovova metoda

Charakteristickou rovnici muzeme zapsat ve tvaru

n—1
pA) = A"+ b =0.
=0
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7, Cayleyovy-Hamiltonovy véty plyne
n—1
A"+) hA =0.

i=0
Tedy pro kazdy vektor y plati

n—1

Ay +) bA'y =0. (4.1)

i=0
Rovnice (4.1) je soustava n linedrnich rovnic pro n nezndmych by, ..., b, 1.

Poznamka 4.15. K vypoctu vektoru A’y podle rovnice Ay = A(A"'y) je tieba provést

n? nasobeni, takze k sestaveni soustavy (4.1) je t¥eba fadové n3 operaci.

4.3.2 Faddéjevova-Leverrierova metoda

Definice 4.16. Stopou matice A nazveme soucet prvki na hlavni diagonale. Oznacujeme
jitrA.

Metoda Faddéjevova-Leverrierova se opira o fakt, ze soucet vlastnich ¢isel libovolné matice
je roven jeji stopé. Algoritmus Faddéjévovy-Leverrierovy metody pocita jednoduchym
zpusobem koreny charakteristické rovnice.

Algoritmus 1. Je ddna matice A tadu n.
Krok 1: Polozme B; = A pak p; = tr(B,)
Krok 2: B, = A(B; —piI) apy = %tT’(Bg)

Krok n: B, = A(B,-1 —p,_1I) ap, = %tr(Bn)
Krok n+1: Charakteristicky polynom je ve tvaru

pA) = A" —pi A" — = pasi A — pa.
Poznamka 4.17. Pro inverzni matici A™! plati
1 1
A = _(anl - pnfl:[)'

n

Priklad 4.18. Najdéte koeficienty charakteristického polynomu uzitim Faddéjevovy-
-Leverrierovy metody pro matici

— O N W
g o
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Reseni.
B; :A:>t7”<B1) =30=p; =30

—-165 22 —42 18
22 —-139 =33 3
—-42  -33 175 17

18 3 —-17 —159

1 1
= p2 = §tr(Bz) = 5(—638) = —319

1066 —106 146 —70
—106 992 132 —-34
146 132 1087 —67
70 =34 67 1085

B; = A(B; + 3191) =

1 1
= pa = 51r(By) = 54230 = 1410

3
2138 0 0 0
B, = A(B; — 1410I) = 8 ‘20138 _20138 8
0 0 0 2138
= ps= itr(le) = i(—8552) = —2138

Tim jsme ziskali vSechny koeficienty charakteristického polynomu.
p(A) = A* — 30\ + 319\% — 1410 + 2138.
O

Poznamka 4.19. F.-L. metoda je i pres jednoduchy algoritmus méné vyhodna nez
Krylovova metoda, protoze vyzaduje skuteéné pocitat matice Ay pro k=1,... n.

4.4 Poloha a odhad vlastnich c¢isel

4.4.1 GersSgorinovy véty

Presnd znalost vlastnich ¢isel dané matice nas v nékterych praktickych aplikacich ne-
musi zajimat. Casto staci jen znét polohu vlastnich &sel v uréitych oblastech komplexni
roviny. Tyto informace muzeme ziskat i bez primych vypoctu vlastnich ¢isel dané matice.
K nalezeni polohy vlastnich cisel lze pouzit nasledujici vétu.
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Véta 4.20. Gersgorinova véta
Necht A = {a;;} je c¢tvercovd matice 7ddu n. Definujme

n

ri= Y agl  i=1....n. (4.2)

=L
Potom kazdé vlastni ¢islo X matice A splnuje aspon jednu z ndsledugjicich nerovnosti

Jingmi slovy, vsechna vlastni ¢isla matice A leZi v oblasti
K =|JR, (4.4)

kde R; jsou kruhy o polomeéru r; a stredu a;;.

Diikaz. Necht ) je vlastni &fslo matice A a x je vlastni vektor odpovidajici vlastnimu &fslu \.
Potom ze vztahu Ax = Ax nebo ze vztahu (A — A\I) = 0 dostaneme

(N —aj)z; = E ;i i=1,...,n

J=Llj#i

kde x; je i-ty prvek vektoru x.

|4l
MI

Necht zy je (v absolutni hodnoté) nejvétsi prvek vektoru x. Protoze <1 proj#k,je

T n
A — | < Z\a Jr' ’| S Jal (4.5)

J=Llj#k

Tedy A lezi v kruhu |A — agx| < 7. O

Definice 4.21. Kruhy R; := {2z : |z —ay| < r;} i = 1,...,n, se nazyvaji Gersgorinovy
kruhy v komplexni rovine.

Poznamka 4.22. Véta 4.20 ndm nezarucuje, ze v kazdém kruhu bude néjaké vlastni éislo.
Pouze k&, ze vlastni ¢isla matice A lezi ve sjednoceni Gersgorinovych kruhu.

Naésledujici véta polohu vlastnich ¢isel upfesnuje.

Véta 4.23. Gersgorinova zobecnénd véta
Necht r Gersgorinovijch kruhi je disjunktnich. Pak prdvé r vlastnich c¢isel matice A leZi
ve sjednocent téchto kruhi.

Poznamka 4.24. Urceni polohy vlastniho ¢isla dané matice pomoci Gersgorinovych vét je
pomérné jednoduché Pro zajl’mavost uvedeme jeété jednu Vétu ktera sice také urcuje polohu

VVVVVV
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Véta 4.25. Necht A je ¢tvercovd (obecné komplexni) matice n-tého Fddu, necht « je
(komplexni) ¢islo, pro které stopa matice

tr((al— A)™") #£0.

Pak v kazdém uzavrreném kruhu obsahujicim cisla o a & , kde

tr((al— A)™1)

a=ao—

lezi alesponi jedno vlastni éislo matice A.

: o (a—a)
2tr((aI_ A)_l)a pak v kruhu o stredu

jedno vlastni c¢islo matice A.

a poloméru r lezi alespon

Definugme r =

Poznamka 4.26. Tato véta neni obecné znama a vyplyva z vét o kofenech algebraické rovnice.

Priklad 4.27. Uzitim Gersgorinovych vét urcete ptibliznou polohu vlastnich éisel kom-
lexni matice

1 -1 1 _1
2 4 4
T 1+2 0 I
U T 1
2 1 ) 2
i T3 3 “2-Z
Reseni. \
1 1 1
r = Z |a1i|:§+1+§:17
i=1,i#1
4
1 1 1
ro = Z |a2i|:Z+O+Z:§’
i=1,i#2
4
1 1 1 5
r3 = Z ‘a3i\:§+z+§zi,
i=1,i#3
4
1 1 1 5
T4 = Z |Cl4i\:z+§+§:1.
i=1,1#4
Potom

Ry ={z:|z—1] <1},

1
RQZ{Z:\2—1—2i|§§},
)
Rgz{z:|z+1]§1},

b}
R4—{z:|z+2+2i\§1}.
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Podle Gersgorinovych vét tedy lezi jedno vlastni ¢islo v kruhu K, jedno v kruhu Ks a
zbyla dvé ve sjednoceni kruhu K3 |J Ky. viz obr. DOPLNIT

Uved'me piesnou hodnotu vlastnich éisel:

A1 = 0.9824 4-42.0775,
Ao = 0.9317 —40.0535,

A3 = —0.8879 —:0.08061,
A = —2.0261 — 71.9433,
coz presné odpovidéd poloze uréené pomoci Gersgorinovych kruht. O

Dusledek 4.28. Pro spektralni polomeér p(A) matice A plati nerovnost

n
A) < maxz |k
(2
k=1

Dusledek 4.29. Pro spektrdlni polomér matice A~ plati

n

1
—~ > min(a; — Z |air])-
p(A™) ! k=1 ki

Poznamky ke Gersgorinové vété

1. Ze vztahu (4.5) pro maximalni soufadnici |z;| muzeme ziskat odhad

Xl > Jais] =Y lag| > min(|ag| — > law))

JF JF

mln il > (Jai| — Z |ai;])-

JFi

Pro diagonalné dominantni matici plati

0 < min(|az| - > lagl) < [xl < maxz |ai;| = || Al
J# JF

2. K matici A mizeme pomoci jednoduché podobnostni transformace D™'AD = B,
kde (D je diagonalni matice) ziskat podobnou matici B, kterd ma jiné Gersgorinovy
kruhy. Potom vSechna vlastni ¢isla lezi v oblasti Ko NKg. Cilem téchto transformaci
je rozklad oblasti K na souvislé komponenty, pripadné izolace jednoho kruhu, ve
kterém pak muzeme zarucit existenci pravé jednoho vlastniho ¢isla.
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3. Pokud det(A\I — A) = det(A\I — AT) miizeme vytvoiit Gersgorinovy kruhy i pro
matici AT a ziskat oblast Ka N K 47, ve které vlastni ¢isla lezi.

Priklad 4.30. Matice A; = (i’ ?) a Ay = (_31 _12) maji stejné oblasti K, =

= KA2 = KA.
Obé matice maji stejnd vlastni ¢isla, ketré jsou \; = 3.7321, Ay = 0.2679.

4.4.2 Metody vypoctu dominantniho vlastniho ¢isla

Definice 4.31. Ocislujeme-li vlastni ¢isla dané matice A tak, aby platilo
A1l > o] =0 > (A

(kazdé vlastni ¢islo piseme tolikrét, kolik ¢ini jeho ndsobnost), pak budeme vlastni ¢islo
A1 nazgyvat dominantni vlastni ¢islo.

Mocninna metoda

Mocninnd metoda je nejcastéji pouzivanou metodou pro nalezeni dominantniho vlastniho
¢isla a prislusného vlastniho vektoru dané matice. Metoda je obzvlasté vhodna pro ridké
matice, protoze spociva pouze v nasobeni maticovych vektoru. Zakladni predpoklad k
uziti této metody je, ze dand matice ma dominantni vlastni ¢islo A\; a ze nema nelinearni
elementarni délitele, tj. ze existuje n linedrné nezavislych vlastnich vektoru této matice,
kde n je tad matice.

Konstrukce:
Necht x je libovolny vektor, x € R", za predpokladu, ze {vy,...,v,} je mnozina linedrné
nezavislych vlastnich vektoru, muzeme vektor x vyjadrit jako linearni kombinaci vektoru
Vi,i: 1,...,n

X = z": V. (4.6)
i=1

Nésobenim obou stran rovnice (4.6) maticemi A, A%, ..., A¥ dostaneme systém rovnic
n n
Ax = Z CYZ'AVZ‘ = Z ai)\ivi
i=1 i=1
n n
AZX = Z OZZ'A2VZ' = Z Oéi/\?VZ' (47)
i=1 i=1

n n
Ax = O./iA v, = ai>\i V;
i=1 i=1
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Pro A}, které jsme vypoéitali ze systému (4.7), dostdvame

AkX = )\lf Zai ()\_1) V;.

i=1

Z predpokladu, ze A\; je dominantni vlastni ¢islo a tedy |A\| > |\;| j = 2,...,n, plyne,
ze pro j > 1 plati
A\
li ) =0

]}l}rgo AFx = kh_)rglo Mayvy. (4.8)

a tedy

Tento proces bude konvergovat k nule, jestlize |\;| < 1, a divergovat, jestlize |A;| > 1,
ovsem za predpokladu, ze oy # 0.

Poznamka 4.32. Popsand konstrukce je i dukazem nésledujici véty.

Véta 4.33. Von Mzisesova

Jestlize matice A md n linedrné nezavislijch vlastnich vektori vy, vs, ..., v, prislusnijch
vlastnim cislum A, Ao, ..., A\, a je-li vlastni ¢islo \y dominantni a pro vektor ¢y € R"
plati, Ze skaldrni soucin (xg, v1) # 0. Pak
AFx,
li = . 4.
i (55) = )

Disledek 4.34. Je-li y libovolny vektor, ktery neni ortogondlni k vliastnimu vektoru vy,
plyne z véty 4.33, Ze
T
A = lim (y ;Ek+1> 7
k—o00 Y- Ty

Ty = Az, = Akiﬂo-

kde

Definice 4.35. Cisla y'x,.1 = y? Ax;, se nazyvaji Schwarzovgmi konstantami.

Uvedeme si nyni postup pii vypoctu dominantniho vlastniho ¢isla:

Algoritmus 2. Je zadédna matice A.

Krok 1: Zvolime xq.

Kror 2: Pouzijeme iteracni formuli X, = Axy.kde X, je odhad, ktery ddle zpfesnime.
- A = max {fx)}

Krok 3: x3,1 = ————
mae{x [}

Krok n: Zastaveni vypoctu po n krocich = A = jgaxn{|xg)|}

geeey

nebo zastaveni vypoctu pro |)\§k+1) - )\(lk)| < 0.
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Nejcastéjsi volbou pocétecniho vektoru xg je vektor xo = (1,...,1)T.
Priklad 4.36. Najdéte dominantni vlastni ¢islo matice
4 2 3 2 2
3041 3
A=11 250 4
2 6 0 21
36 5 1 2
Reseni. Zvolime xo = (1,1,1,1,1)7
13 0.7647
11 0.6471
=Axo= 12|, AP=17, x;= |0.7059 |,
11 0.6471
17 1
9.7647 0.7905
8.7647 0.7095
5 =Ax; = | 95882 |, AP =123529, x,= |0.7762
7.7059 0.6238
12.3529 1
Po dalsich krocich ziskame
0.7731
0.6957
X10 = 0.7735 5
0.6125
1
10.0285
9.0247
1= Axo = |[10.0307 |, A =12.9722.
7.9454
12.9722

Vlastni ¢isla matice A jsou

A1 = 129722, Ay = 3.8755, A3 = —3.0794, Ay 5 = —0.3851 £ ¢0.2130.

Je tedy vidét, ze po jedenacti krocich jsme dostali presné feSeni zadaného prikladu. [

1.5 =2 04
Priklad 4.37. Pro matici A =
2 15 1.5

3 0.86 —0.5| vsak metoda nebude konvergovat,

protoze ciselné hodnoty budou oscilovat. V tomto ptripadé mame

A1 = 213746 o3 = 0.86127 £72.52118
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Absolutni hodnoty dvou vlastnich ¢isel jsou si rovny. Mocninna metoda nedokéze urcit
dominantni vlastni ¢islo.

Poznamka 4.38. Nevyhody mocninné metody:

e Problematicky odhad chyby.

e Neni zarucena konvergence metody, ptotoze obvykle v praxi nevime, zda jsou splnény
predpoklady mocninné metody.

e Otazka volby poc¢atecéni hodnoty xg. Bude-li vektor x¢ takovou linearni kombinaci vlastnich
vektoru, ze koeficient u vlastniho vektoru odpovidajictho dominantnimu vlastnimu ¢islu
bude roven 0, potom mocninna metoda nevypocéte dominantni vlastni éislo.

Rychlost konvergence mocninné metody zavisi hlavné na vhodné volbé vektoru x¢ a na velikosti

Py
odilu —.
PO N

4.4.3 Metoda Rayleighova podilu

Metoda Rayleighova podilu je modifikovanou mocninnou metodou a zaméfuje se na
vypocet dominantniho vlastniho ¢isla symetrické matice.

Déle tedy budeme vzdy predpokladat, ze matice A je symetrickd. Potom jsou vSechna
vlastni ¢isla redlna a vlastni vektory pfislusné ruznym vlastnim cislum jsou ortogonalni
(tj. vi'v; = 0 pro i # j). Déle budeme predpokladat, Ze vlastni vektory jsou ortonormaln{
(tj. ze plati v]v; = 1).

Metodu lze odvodit takto:

1. Zvolime xq jako linearni kombinaci vlastnich vektoru

n
Xp = E [CAZE
=1

2. Sestrojime posloupnost

: k
xp = Axp1, ). xp = A"X,

x; = a1 APV 4+ ..+ a, AP,
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3. Plati Av; = \;v;, potom

k k k
X = 1 A]V] + aA5Ve + ...+ ap A\ Vi,

kde A; je dominantni vlastni ¢islo.

4. Dostaneme

Xk:)\lf

n k
A
a1Vy + 5 o; | — | vy .
; A1
=2
Soucet v hranaté zavorce oznac¢ime jako wy, wip — O.

5. Vyjddifme soucin x; xy

n )\i k n )\i k
X;;ka = )\]f [alvlT + Z Q; ()\_) viT )\]f [alvl + Zai ()\—1> Vi] =
=2 1 =2

2k
/\1

n 2k
02+ a2 (;—1) N [0 + wiwy]
=2

a soudin X! X1

X} Xpy1 = AF [omflT + Zai ()\—) vlT] Ak
1

1=2

n /\ k+1
a1Vy + Z Q; (A_l) v, | =
i=2 1

n )\ 2k+1
2k+1 2 § : 2 4 _o\2k+1T .2 T
i=2 1
Dostévame
—0
T T 2k+1/ 2 T
i X Ax, o X Axpr AT (@ F W W)
im —= = lim 7 = —%r 5 7 =\
k—oo  Xj Xp k—oo X3 Xj )\1 (Ozl + Wy, Wk-Jrl)
———
—0

Poznamka 4.39. Soucin wgwk konverguje k nule pro k& — oo dvakrat rychleji nez wy k
nulovému vektoru, z ¢ehoz vyplyva, ze metoda Raleighova podilu bude rychlejsi nez mocninna
metoda.

Priklad 4.40. Metodou Rayleighova podilu urcete dominantni vlastni ¢islo matice

1 10
A= 1[|111
011
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Reseni. Volime x; = )z

= Axy = = 2.3333

J

T

T ]
AP = 255 _ 9 4149

AXQ

5 XTX
= Ax; = , AP =12 94118

Vlastni ¢isla matice A jsou

A1 =2.4142) Ny =1, A3 = —0.4142.

Tedy uz po tiech krocich jsme dostali presné feSeni. VSimnéte si, ze vSechna vlastni ¢isla
jsou realna. Jde o dusledek toho, ze jsme pracovali s redlnou symetrickou matici. O]

4.4.4 Vypocet dalsich vlastnich ¢isel mocninnou metodou

Pokud jiz zndme vlastni ¢islo A; matice A a k nému prislusny vlastni vektor v, muzeme
vypocitat nasledujici vlastni ¢islo Ay a vlastni vektor vy opét mocninnou metodou, pro
kterou pouzijeme na redukovanou matici.

Véta 4.41. O redukci

Necht Ny # 0 je vlastni éislo matice A s vlastnim vektorem vy a vektor x je libovolnj
vektor s vlastnosti €' v; = 1. Potom vlastni ¢isla matice

B=A—- )\1’0133T

gsou 0, Ao, ..., Ay, kde Ay, Aa, ..., N, jsou vlastni ¢isla matice A.

Diikaz. Nechf e! = (1,0,...,0) je jednotkovy vektor s 1 na prvnim misté a

AN 0 0 -+ 0
0 Xy 09
J=viaAv= | = :
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je Jordantuv tvar matice, kde ¢; € {0,1},i =1,...,n — 1. Jsou-li vy,..., v, sloupce matice V,
potom matice
C=V BV
ma tvar
C=J- MV XTV=J-Nel(xTvy,....,xTv,) =
T T
J—)\1< 1 X'vy...X vn>:
01 -1 On—1,n-1
0 6 —Mixltvey —M\ixPvy - =\ixtv,
0 Ao O e 0
) ) ) 0 7
: : - - On_1
0 0 0 - An
coz vétu dokazuje (vlastni ¢isla jsou na diagondle). O

Vybér vektoru x:
Véta o redukci zarucuje siroké moznosti vybéru vektoru x. Napft.

1. Wielandtova redukce
Vyhoda této metody je v tom,ze v kazdé dalsi fazi pracujeme s mensi matici a
provadime méné vypoctu. Polozime
L 57

= —U57T:
N U

e
kde r; je j-ty fddek matice A a v{ # 0. Index 7 vybereme tak, aby odpovidal nejveétsi
slozce vektoru x.

2. Hotellingova redukce
Zde polozime x = y,, kde y, je levy vlastni vektror k A\; a je normalizovan tak,
7e plati yI'x = 1. Protoze y, obvykle nezndme, pouziva se tato metoda nejsnéze u
symetrickych matic, v tomto piipadé je x; = v;.

4.4.5 Vypocet vlastnich cisel a vlastnich vektori symetrickych
matic

Jacobiho metoda

Pomoci Jacobiho metody muzeme najit vSechna vlastni ¢isla a jim odpovidajici vlastni
vektory symetrické matice A. Metoda je vhodna hlavné pro piné matice, tj. matice bez
nulovych prvki.

Definice 4.42. Béze vektorového prostoru se nazyva ortogondlni, jestlize je slozena z
navzajem ortogonalnich vektoru. Baze se nazyva ortonormdini, jestlize je ortogonalni a
norma kazdého z vektoru je rovna 1.
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Definice 4.43. Matice se nazyva ortogondlni, jestlize je slozena z linedarné nezavislych
radku, které jsou navzajem ortogonalni a norma kazdého radku je rovna 1.

Poznamka 4.44. Ortonormalni baze zapsana do matice tvori ortogonalni matici.

Véta 4.45. Necht A je ortogondini matice. Potom A~' = AT

Soucin dvou ortogondlnich matic téhoz radu je opét ortogondlni matici.

Nechf A je symetrickd matice, potom existuje ortonormalni béze sloZend z vlastnich
vektoru takova, ze
A = B'diag(\y, ..., \,)B,

kde A; jsou redlna vlastni ¢isla matice A a B je matice slozend z baze ortonormélnich
vlastnich vektoru.

Na zacatku Jacobtho metody polozime A = A; a sestrojime posloupnost elementarnich
ortogondlnich matic {Sy}, k = 1,2,..., takovou, aby

Ak+1 = SgAkSk = (Slsk)TA(Slsk), k: 1,2,...

konvergujici k diagondlni matici diag(Aq,...,\,). Protoze vSechny matice Ajyq jsou
podobné matici A, potom maji stejnd vlastni ¢isla jako matice A.
Necht S je matice tvaru

1 0 0 0
0 --- cosa --- sina --- 0
S = ,
0O -+ —sinw --- cosa --- 0
0o --- 0 0 e 1

je to tzn. rovinnd rotace nebo Givensova transformace, kde prvky cosa jsou na pozicich
(p,p) a (q,9), sina na pozici (p,q) a —sina na pozici (q,p). Pak plati véta

Véta 4.46. Necht p,q jsou prirozend ¢isla, 1 < p < q¢ < n, « je rediné &islo, necht S je
ortogondlni matice. Potom plati

1. Je-li A = (a;;) symetrickd, potom je B= S" AS = (b;;) symetrickd a
2 2
ST o
ij=1 ij=1
2. Je-li apy # 0, existuje jediné a € (—m/4,0) U (0,7/4) tak, Ze

by = 0.
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Jedna se o jediné reSeni rovnice

Qgg — @
cotg2aq = P2
204

lezici v této mnoziné. Potom

n

S =3 a2 2,
=1

i=1
Dikaz. 1. Protoze A = ST .B-S a vime, ze pro dvé matice plati, ze
tr(K-L) =tr(L - K),

mame

> af=tr(AT-A)=tr(8-BT-8T.S-B-8T) =
ij=1

tr(S-BT.B-ST)=tr(B-ST-S-BT)=tr(B-BT) =
> b
i,j=1

2. Transformace na pozicich (p,q);(q,q);(p,p);(q,p) ma tvar

[bpp bpq} _ [cosa —sin a] ‘ [app apq} ' [ cosa  sin a]

bgp  byq sina cosa Qgp Qgqq| |—sina cosa

_ [app COS QX — Apg SIN QX Apg COS (X — Qgq SIN a} ' [ cosa  sin a]
Qpp SIN O+ Apg COS QA Apg SIN QL+ Ggq COS —sina  cos«

a tedy
[ ]
bpp = app cos® a — 2apq Sin a cos o + agq sin? o =

App cos® o + Qqq sin? o — Apq SIN 20v.

[}
bpg = bgp =
App COS A SIN O + Apg sin? o + Qpq cos® a — (gq SIN (L COS v =

Apq €08 200+ 1/2(apg — aqq) sin 2cv.

[}

. ) . 2 _
byq = Gpp sin” a + 2ap, Sin a cos @ + agq cOs” o =

.2 2 .
Qpp SIN"~ O + Qgq COS™ (¢ + Apg SIN 2au.
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Stejné jako v (1)
Gy + Qg + 2015 = by, + by + 20

pro libovolné a.
Zvolime-li a tak, aby platilo
_ Gpp — Qqq

cotg 2a =
g 2apq

je bpg = bgp = 0 a tedy
2 2 _ 9 2 2
byp + by = apy + agy + 2ay,

ostatni a; = b;; pro i # p,q. O
Poznamka 4.47. Pii transformaci

A—-B=S"-A.S

se méni pouze p-té a ¢-té fadky a sloupce, presnéji pro libovolné « :

[ J
bij = aij proi #p,q a j#p.q
[ J
bpi = bip = api oS — ag sin o pro i # p, q
[ J
byi = big = apisino — ag; cosa pro i # p,q
[ J
bpp = App cos? o + Qgq sin o — (pq SIN 20¢
[ J
o .9 2 .
bgg = app SIN° @ + agq COS™ v + apq SiN 20
[ J

bpg = bgp = Apg COS 200 + E(app — Ggq) SIn 200

Pouzijeme-li vztahy mezi goniometrickymi funkcemi, lze prvky matice B vyjadiit pomoci
prvku matice A.

Postup vypoctu:

1. Nejprve polozime
K — %aa — Gpp

= cotg 2
o (= cotg20)
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2. Oznacime-li t = tg «, je

t_{kofen t?+2Kt—1 pro K#0

1 pro K=0
3. Déle
! (= cos )
C = — — ,
V142
t
s =——= (=sina).

V14t

4. Pro prvky matice B plati vztahy:
bpi = big = ap —s-ag,  P#Dq,
by =big=c-ag+s-ay,  iFDp,q,
bpi = bip = app — T apq,

bpi = bip = Qgq +t- Qpg-
Uvedme odvozen{ na pifklad pro by,

i ) .. 9 . .
byg = Qpp SN a + a44(1 — sin ) + ap, sin 2a =
gq — (Qgq + pp) SIN? @ + g siN 200 =

aq qq T Qpp Pq
. -2
Qgq + Qpe(sin 2a — 2cotg 2asin” ).

Protoze
. 9 : sin? 2a — 2 cos? 2asin? a
—2cotg 2asin” o 4 sin 2 =

2 sin o cos «
a dale citatel
4sin’ o cos® o — 2sin® acos® o + 2sint o =

2sin? a(sin? a + cos® a) = 2sin’ a,
je
b + S +1
=a ——Qp, =a Cpg-
ag = Qqq T oo pg = lgq P

Krok Jacobiho metody:

Mame-li sestrojenou matici A = [ag-c)], vybereme (p,q) tak, aby

) £
Sestrojime Sy jako ve vété 4.46, uréime « € (—7/4,0) U (0,7/4) tak, aby
k k
at(zq) - az(up)

cotg 2ay, =
2a§’;)

?
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polozime

Ap=ST A S, = o],

v

Strategie pro volbu (p,q):

1. Klasicka Jacobiho metoda:
Zvolime (p,q) takova, aby platilo

(k

k
] = mazz;laly]

a (p,q) se méni pro ruzné k.

2. Cyklicka Jacobiho metoda:
Nuluji se vsechny nediagonélni prvky cyklickou smyckou, napf. (p,q) volime

(,2) (1,3) ... (Ln)(23) ... (2,n); ... ;(n—1,n).

Ziejme, je-li néktery prvek nulovy, postupujeme déle (tj. volime «p = 0 nebo

S, =1).

3. Prahova Jacobiho metoda:
Postupujeme jako u cyklické Jacobiho metody, ale nediagonélni prvky, které jsou v
absolutni hodnoté mensi nez ,,jista“ mez, kterd se zmensuje s kazdou smyckou, se
nenuluji, tj. preskoc¢ime je.

Poznamka 4.48. Co se tyce konvergence, ukdzeme myslenku dikazu pro nejjednodussi piipad.
Oznac¢ime P, mnozinu v8ech permutaci ¢isel 1,2,...,n.

Véta 4.49. Posloupnost matic { A}, ziskanych klasickou Jacobiho metodou je kon-

vergentnt,
lim Ay, = diag(As))

k—o0

pro jistou permutaci s € P,.

K duikazu potiebujeme nésledujici lemma.

Lemma 4.50. Bud X kone¢nédimenzionélni normovany vektorovy prostor, {x;} ohranic¢ens
posloupnost v X, kterd m4a pouze koneény poéet hromadnych bodti, necht

lim ||xg41 — xx|| = 0.
k—ro0
Potom je posloupnost {xx} konvergentni.

Dikaz. Veéty 4.49
Oznacme Ay, = [ag-c)] =Dy + By, D= diag(agf)).
Nejprve dokdzeme, ze limy_oo Bx = 0. Oznaéme

k
Q=Y Jal?,

i#]
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potom ziejmé
U < n(n—1)ald)?

protoze mame n(n-1) nediagondlnich prvku a prvek |a1(,]f1)| z nich byl maximalni. Déle podle véty
4.46
k
Qi1 = — 20} 2,

tedy
2
9] <(1-——)Q
k+1_( n(n—l)) k
tj.
lim Qk =0.
k—o00

Nyni dokézeme, ze klim (Dg41 — D) = O. Pro diagondlni prvky matice Axi1 plati
— 00

0 i #Pp,q

— tan ak.agz) 1=0p

(k)

tan agapg 1=q.

(k+1) (k) _
5 — Q=
Protoze |ax| < 7/4 a limy_ 00 az()l;) =0, je dukaz proveden.
Necht {Dy} je posloupnost, kterd konverguje k matici D, potom také limy_,, Ay = D, protoze
Ay =Dy +Bp a lim By = 0.
k' —o0

Tedy
det(\I - D) = klim det(ANI — Ay) = det(AI — A).
/—00
Matice Ay a A jsou podobné, tedy
d@t()\]: — Ak’) = det()\I — a)

pro vechna k’.
Tedy D a A maji stejné charakteristické polynomy, tedy i stejnd vlastni ¢isla. D proto musi byt
diagondlni, D = diag(\y())-

Posloupnost {Dy} je ohrani¢en4, nebot

. 1/2 . 1/2
k k
Dl = Y172 < [ D lal'P
4,j=1 1,j=1
[Ak[l2 = [|A][2.
Jsou tedy splnény predpoklady lemmatu a posloupnost {Aj} konverguje. O

Priklad 4.51. Klasickou Jacobiho metodou urcete vSechna vlastni ¢isla matice

8 —
1 6
3 2
-1 0

1 —1

3

2 0
A= 9 1
17
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Reseni. Maximaln{ prvek (v absolutni hodnoté) je 3 na pozici (1,3) = p=1 ¢=3

asz —ay; 1
K=——=—-#0=
2&13 67é

t je koren (s mensi absolutni hodnotou) polynomu

1

4+-t—-1=0

+ 3 ,

t = 0.84712708838304,
1
C:m:‘ ’ S:\/1+t2:' ’
0.76301998247272 0.64637489613020
b13 - b31 = 07

bi1 = a;1 —t - ay3 = 5.45861873485088,
b3z = azz +t - ap3 = 11.54138126514912,
big =cC-aj0 — S - agy = —2.05576977473312 = by,
biy =c-ay —s- a3y = —1.40939487860292 = by,
bso = c-aze + s - aja = 0.87966506881525 = bog,
by = c-azqs + s - apqg = 0.11664508634253 = bys,
bao = aga  bag = aaa by = bay = agy.

Pak dostaneme matici

5.45861873485088  —2.05576977473312 0 —1.40939487860292
—2.05576977473312 6 0.87966506881525 0
0 0.87966506881525  11.54138126514912  0.11664508634253
—1.40939487860292 0 0.11664508634253 7

Nyni opét vybereme maximalni prvek a stejnym zptisobem postupujeme dale. Po 7 krocich
se dostamene k matici
B7 —
3.79407218081762 0.07086171427580 —0.00393661412823  0.00516622055919
0.07086171427580  6.40219536739289  —0.08436498867668 —0.06428537120075
—0.00393661412823 —0.08436498867668 11.76776520507119 0
0.00516622055919  —0.06428537120075 0 8.03596724671830

Zde uz je vidét, ze nediagonalni prvky konverguji k nule. Po dalsich sedmi krocich uz
dostaneme diagonalni matici

3.2957 0 0 0
B_ 0 6.5923 0 0
0 0 11.7043 0 ’
0 0 0 8.4077

kde diagonalni prvky jsou vlastni ¢isla zadané matice A. O]
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Nyni se budeme zabyvat konvergenci vlastnich vektoru klasické Jacobiho metody, kterou
dokazeme pomoci nasledujici véty. Pripomenme, Ze

A =Sl AL-S:=Qf A-Q,
kde Q. = S;...S.

Veéta 4.52. Predpokldadejme, Ze véechna vlastni ¢isla matice A jsou vzdjemné ruznd. Po-
tom posloupnost matic Q,., k =1,2..., konstruovanych klasickou Jacobiho metodou kon-
verguje k ortogondlni matici, jejiz sloupce tvori ortonormdlni mnozinu vlastnich vektori
matice A.

Dikaz. Opét pouzijeme lemma 4.50. Nejprve ovéiime jeho predpoklady.
{Q} ma pouze koneény pocet hromadnych bodu, které jsou nutné ve tvaru

[£ps1) £Ps2) T+ £0sm)], 5 € P,

kde p1, ..., pn jsou sloupce ortonormaln{ matice Q, pro niz Q7 - A - Q = diag(\;).
Necht {Q,,} je podposloupnost posloupnosti {Qy}, Q — Q.. Podle véty 4.49 existuji s € P,
tak, ze

Qi - Ap - Qi) = Q- Aw - Qo

coz bylo dokdzano. Vsechna vlastni ¢isla jsou ruznd, tedy existuje pouze konetné mnoho hro-
madnych bodu.

lim
k' —o0

Dale pro thly urcujici S mame

2@1(;;)
taHQOék = W, |Oék| < 7T/4

qq¢ — Gpp

Podle véty 4.49 odtud plyne, ze existuje [ tak, ze pro k > 1 je
I .
\aé’é) - ag;)] > 5 nin |Xi — Aj] > 0.

(k) (k)

Protoze se dvojice (p,q) méni s k, nemuzeme dokdzat, ze posloupnosti agy’ a apy konverguji.

li ) — 0
dim off) =0,
tedy
lim ap =0 a lim S =1
k—o0 k—o0
Qri1— Qp=Qu(Sk —I) = 0.
A koneéné posloupnost {Q} je ohrani¢end, protoze ||Qgl| = 1. O

Pfi vypoétu muzeme prubézné kontrolovat vysledky tim, Ze po kazdém kroku zjistujeme,
zda

k+0 k+1) _ (k k
az()p+ ) + at(zq ) = az(Jp) + al(zq)‘

Nebo vypoéitdme metici S - D - ST, kterd by se méla rovnat matici A.
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Ptesnost Jacobiho metody zavisi na tom, jak presné se vypocitaji odmocniny pro urcéeni
sin oy, a cos a,.

Ackoliv se Jacobiho metoda pouzivéd prevazné pro symetrické matice, pracuje casto dobte
i v pfipadé nesymetrickych matic. V tomto pfipadé ovSem konverguje k trojuhelnikové
matici a ma-li vychozi matice komplexni vlastni ¢isla, je nutné pouzit misto matic Sy
vhodné unitarni matice.

4.5 Householderova matice zrcadleni

Definice 4.53. Matice tvaru

2uu’

Tk

se nazyva Householderova matice (nékdy téz elementarni zrcadleni nebo Householderova
transformace).

Vlastnosti Householderovy matice:

e oznaceni matice zrcadleni se pouziva proto, ze aplikujeme-li matici H(u) pro néjaké
u na vektor x € R", pak je vektor H(u)x soumérny s vektorem x podle nadroviny
ortogonalni k vektoru v;

e matice I byva povazovana za specidlni pripad Householderovy transformace — pro
u=o0jeH(o) =1

e |Hx||s = ||x||]2 pro kazdé x € R", tj. zrcadleni tedy neméni délku vektoru;
e Hy=yprokazdéy € P={veR" | viu=0};

e H m4 jednoduchou vlastni hodnotu -1 a (n — 1) ndsobnou vlastni hodnotu 1.

Ditkaz. Nebot y € P = {v € R" | vi'u = 0} ma n — 1 linedrné nezdvislych vektorii

Vi, -y Ypo1 @ Hy, =y, proi =1, 2, ..., n— 1. Takze 1 je (n — 1)-ndsobnd vlastn{
hodnota. H také zrcadli u na -u, tj. Hu = —u. Takze —1 je vlastni hodnota matice H,
kterd musi byt jednoduchd, nebot H m4 pouze n vlastnich hodnot. O

e 7 véty o spektralnim rozkladu plyne

det(H) = (—1)1 e l=—1;

e Matice H je ortogonalni a symetricka
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Dukaz. Symetrie plyne z

Protoze plati
H2(u) = (I - 2““T> (I - 2““T> _pog i guetuel

je matice H(u) ortogonalni. O

Véta 4.54. Pro kazdé dva vektory y, z € R" takové, Ze y# z a ||yl = | 2l|2, plat?
y=H(y - 2)z

Jingmi slovy, kazdé dva ruzné vektory o stejné normé lze prevést jeden na druhy House-
holderovou transformaci.

Dukaz. Plati

2y — _ T T ]2
H(yfz)z:<If (y Z)(YZZ) ) _, Yz ||Zi|2(yfz):
ly — =zl|3 ly — 2|3
Iyll3 + 1z]3 — 2y" = ly —z|3
=z+ (y—2z)=z+ ——=(y—12)=y.
ly — 2|3 ly — zI3

O
Disledek 4.55. Jsou-li y, z dva vektory o stejné normé, potom existuje ortogondlni
matice Q takovd, Ze y= Qz.
Dikaz. Proy # z staci vzit Q = H(y — z), jinak Q = L. O
Veéta 4.56. Pro kazdé x € R" je
g - | Bl tsgn(@)llzller)  prozi # ]z,
I pro xy = ||z||2

ortogondlni matice s vlastnosti
Hx = ||ZL‘||261.

Jingmi slovy, aplikujeme-li vhodnou matici H na vektor x, dostaneme vektor, ktery md
vsechny slozky az na proni nulové.

Ditkaz. Je-li 71 = ||x||2, potom z 2% = 2?2 + --- + 22 plyne, 7e 13 = --- = z, = 0. Tedy
x = r1e; = = ||x/%e; = Iz = Ha.

Je-li x1 # ||x||2, potom x + sgn(x1)||x||2e1 # 0, takze vektory y = sgn(x1)||x||2€1 a z = x jsou
ruzné a plati pro né |ly||2 = ||x||2 = ||z]]2, a odtud je

y = sgn(z1)||x||2e1 = H(y — 2z)z = H(—x — sgn(z1)]|x(|2€1)x.
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Poznamka 4.57. Pro vektor urcéujici Householderovu matici lze volit bud’ +||x||2e; nebo
—||x]|2€1. Z duvodu minimalizace numerickych chyb volime stejné znaménko jako u prvni
slozky vektoru x.

Véta 4.58. Pro kazdé x takové, Ze ||x||2 = 1, je
H— H(xz+ sgn(z)wy) pro x# ey,
1 pro T = €

ortogondlni matice, jejimz pronim sloupcem je vektor .

Dikaz. Pro x = e je ziejmy.
Necht tedy x # e;. Protoze ||x||2 = 1 = ||e1]2, je podle Véty 4.58

x = H(x + sgn(z1)e1) = He; = He1,
coz je tvrzenim véty. O
Diky témto vétam tedy umime najit vektor u tak, ze dany nenulovy vektor x se transfor-
muje na vektor, ktery ma nenulovou pouze prvni slozku.
Priklad 4.59. Lze

x = (=1, =2, )T 2™ (4, 0, 0)77

Reseni. Protoze ||x||s = 3v/6, polozime u = x — ||x[jse; = (=1 —3v6, =2, )T a
ulls = 6(18 4+ /6). Dale

—1-3v6 55+ 6v6 2+6v6 —7—21V6

uu’ = —2 (-1—-3v6, =2, )= | 2+6v6 4 —14 :
7 —7-21V/6 —14 49
takze
. —1-3V6 —-2-6v6 7+21V6
Hu) = —— [ —2-6V6 50+ 36 14
318+v6) \ 7,916 14 5+ 36

Snadno lze ovérit, ze

H(u)z = (3V6, 0, 0)7.

Odpoveéd na polozenou otézku je proto kladn4. O]

4.5.1 Givensova-Householderova metoda

Jedné se o metodu specialné vhodnou k hledani nékterych vlastnich ¢isel symetrickych
matic, napt. vSech vlastnich ¢isel obsazenych v predem zadaném intervalu. Metoda
umoznuje pocitat vlastni ¢isla s ruznou presnosti. Na druhé stané nam neposkytuje
informace o vlastnich vektorech. Tato metoda ma dveé etapy:



4.5 HOUSEHOLDEROVA MATICE ZRCADLENT 103

e Householderova metoda pro redukci symetrické matice na tridiagonalni tvar.

e Givensova metoda (metoda bisekce) pro vypocet vlastnich ¢éisel symetrické
ttidiagonalni matice.
Householderova metoda

Necht A je symetrickd matice, postupné se urcuje (n — 2) ortogondlnich matic
H,, ... ,H, ,, tak aby matice

Ay=H_, A, H_, =
H,..H, )" A -H,..H_,), k=1,....n—2
byly ve tvaru

e o
e o o
o o

° ° ag

e ¢ o o o o

Aj = 6 o o o o @

6 o o o o o

ap — |0 o o o o o

o o o o o o

o o o o o o

Tudiz matice
An,1 - (Hl . Hn,Q)T . A . (H1 e Hn72)

je ttidiagonalni a také podobna matici A. Kazda transformace
Ak—>Ak+1 :HgAka

se provadi pomoci matice

I. O
0 H,

-y g

kde Hy = H(v}), kde vy byl zvolen tak, aby ﬁ(vk)ak meél pouze prvni slozku nenulovou.
Potom ziejmé

o o
e o o
o o °
° ° alHy,

HTA H. — e o o D e e
kAR I = ‘ooo ° o o
o o o ° o o
Hgak—>|o ° )
‘o ° o o

|o °



104 VLASTNI CISLA

tj. po vhodné volbé v, mdme dalsi ¢dst tiidiagonalni matice.

Matici H; muzeme popsat také jako Householderovu matici prislusnou vektoru vy =
=10,...,0,v]T.

Mame dvé mozné volby vektoru vy :

1/2 T
k k
Vi = O 0 aka <Z |CL ) 7a](€—‘227"'7a$1’]){; )

i=k+1
znaménko se voli stejné jako je znaménko u a,(C +)1,k‘ Mame-li uréen vektor vy, potom prvky

(kH ,k+1<i,j<nmatice Ay 1 = (a<k+1)

i ) urcime nasledovneé:

Postupne urcime vektory
T, \~1/2
W = (Vk Vk> Vi,
q, =2 (I — Wkwf) Apwy,

jejichz slozky oznacime wgk), q; M Potom matice Ay ma tvar

Api1 = Ay — wiq) — qwy,
.

k1 ! k) (k K (k

QD) — g8 _ )0 _ 0,9

k+1<ij<n.

Piiklad 4.60. Houscholderovou transfornaci pievedte matici

4 2 21
2 -3 11
A:2131
1 1 1 2

na tridiagonalni tvar.
Reseni.
vo=(0 24+ (VE2F+2+12) 2 1)
wo = (Vive) 2ve = (0 0.912871 0.365148 0.182574)"
qp = 2(I — wow( )Awo = (5.477224 —2.7386095 5.03904626 3.61496813)T
4 =3 0 0

-3 2 —26 —1.8
_ _ T _ T =
A=A —wyqy — qyW 0 —-26 —068 —1.241"

0 —-18 —-1.24 0.68



4.5 HOUSEHOLDEROVA MATICE ZRCADLENT 105

vi=(0 0 —26—+/-2.62+(-1.82 -1.8),
wi=(0 0 —0.954514 —0.298168)"

q; = (0 6.0365793 —0.3770516 1.207794)T,

4 -3 0 0
-3 2 3.162278 0
0 3162278 -—-14 —-0.2
0 0 —0.2 1.4

Ay=A —wiql —qw! =

Givensova metoda

Metoda slouzi k urceni vlastnich ¢isel symetrické tridiagondlni matice

bi ¢
c1 by Co
B =
Cn—1 bn—l Cn—1
Cn—2 bn

Pokud je nékteré z ¢; nula, rozpada se matice B na dvé tiidiagonalni matice stejného
typu. Tedy bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze ¢; 20, (i =1,...,n—1).
Oznacme

by

c1 by o

ci—1 bio1 ¢y
Ci—a b

1=1,...,n.
Véta 4.61. Polynomy p;(A), A € R, definované pro i =1,... ,n rekurentné
p0<)‘) = 1a

pl()\> = by — A,
pi(A) = (b = Npii(N) — ¢ pia(N), 2<i<n,

maji ndsledujici vlastnosti:

1. Polynom p; je charakteristicky polynom matice B;.

pi(A\) = det(B; — \I).
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2.
lim p;(A\) =400, i=1,...,n.
A—00
3. Jestlize p;(Ag) = 0, potom p;—1(Xo) - pit1(Xo) < 0, i1=1,...,n—1.

4. Polynom p; md i vzdjemné ruznych koreni, které oddéluji i + 1 kotent polynomu
Pit1, 1= 17"'7n'

Dikaz. ad 1 Plyne z rozvoje det(B; — AI).
ad 2 p;(\) = (—=1)*A" — ... — oo pro A — oo.
ad 3 Necht p;(Ag) = 0 pro n&jaké i, i = 1,...,n — 1. Z definice p; plyne

pi+1(Mo) = —¢7 - pim1 (o).
Protoze ¢; # 0, dostaneme bud’
Pi—1(Ao) - pit1(Xo) <0
nebo
Pi—1(Xo) = pi—(Ao) = pi+1(No),

coz by indukci vedlo k tomu, zZe

Pi(Xo) = pi—1(Xo) = ... = p1(Xo) = po(Xo),

coz je spor, protoze po(Ao) = 1.
ad 4 Plyne z 2 a 3. O

Poznamka 4.62. Posloupnost polynomu spliiujici 2 — 4 se nazyva Sturmova posloupnost,
ktera se pouziva pii vypoc¢tu kofenu polynomu. Uz jsme o ni mluvili v pfedchozi kapitole, viz
definici 3.28.

Priklad 4.63. Pomoci charakteristického polynomu urcete vlastni ¢isla tiidiagondlni ma-
tice Ay z prikladu 4.60.

Reseni.
4 -3 0 0
-3 2 3.162278 0

Ar=1 0 37962078 14 0.2
0 0 02 14
pO()\) - ]-7
pl()\> = 4 — )\,

pa(N) = (—2 = N \) =9,
ps(A) = (—14 = N[(=2 = (4 = A) — 9] — 10(4 — A,
pa(A) = (14=N)[(-14=N)[(—2=X)(4—N)—9]—10(4—)N)]—0.04[(—2—N)(4—\)—9] =
At — 207 — 29)% + 58\ — 22.
Kofeny polynomu p4(\) jsou
A = —5.4355 Ay = 54907 Ay =1.4289 X = 0.5159
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Véta 4.64. Bud i prirozené ¢islo, 1 < i < n. Pro dané p € R, poloZme

senpi(p) = sgupi(p)  je-li pi(p) # 0,
Z sgnpi—1(p)  je-li pi(p) = 0.

Potom N (i, ), coZ je pocet znaménkovych zmén v posloupnosti po sobé jdoucich prvki
usporddané mnoziny N (i, ) = {+,sgnpi(p),...,sgnp;(n)}, se rovnd poctu koreni poly-
nomu p;, které jsou mensi nez .

Tato véta umoznuje aproximaci (s libovolnou presnosti) vlastnich ¢isel matice B = B,, a
dokonce ptrimy vypocet vlastniho ¢isla na dané pozici. Predpokladejme napt., ze chceme
aproximaci i-tého vlastniho ¢isla /\Z(”) = \; matice B (jako pfedtim predpokladame, ze

A1, -5 Ay jSOU VZAjemné ruznd a usporadand sestupné).
Krok 1: Uréime interval (ao, by), v némz lezi zadané vlastni ¢islo, napt. —ag = by = ||B|| .
ag + bo

Krok 2: Vypocteme ¢y = , spocteme N (n, cy). Potom bud

2
N(n,co) >i a N €< ag,cp)

nebo
N(n,00)<i a N\ €< Co,b0>.

Tim ziskame interval < aq,b; >, v némz lezi koren ;.

Postupné ziskdme posloupnost intervalu < ay, by >, k > 0 takovych, ze \; €< ay, by > a

b —ar = 27%(by — ag), k>0.

4.5.2 QR-rozklad

Definice 4.65. Dvojici matic Q a R nazveme QR-rozkladem matice A, pokud plati,
ze

A = QR,

pricemz Q je ortogondlni matice a R je horni trojihelnikova matice.

Nyni uvedeme véty o existenci QR-rozkladu a jeho jednoznacnosti.

Veéta 4.66. K libovolné redlné matici A € R™* ™, kde m > n, existuje ortogondlni matice
Q € R™™ q horni trojuhelnikovd matice R € R™*™ tak, Ze plati A = QR.

Veéta 4.67. Jsou-li sloupce matice A € R™ ", m > n, linedrne nezavislé, potom v Q)R-
-rozkladu jsou matice R a pronich n sloupci matice Q urceny aZ na znaménko jed-
NOZNAcneE.

Diikazy obou vét viz [19].
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Konstrukce QR-rozkladu

QR-rozklad pomoci Gram-Schmidtova algoritmu

Véta 4.68 (Gram-Schmidtiuv QR-rozklad). K libovolné redlné matici A € R™*",
kde m > n, existuje ortogondlni matice Q € R™ ™ a horni trojihelnikovd matice
R € R™*™ s nezdpornymi proky na diagondle tak, Ze plati A = QR. V pripadé linedrné
nezdvislych sloupct matice A jsou proky na diagondle kladné.

Zékladni myslenka dukazu: Mame-li matici A € R™*", pak aplikaci zobecnéného Gram-
-Schmidtova ortogonalizacniho procesu na sloupce matice A (ty mohou byt linedrné
zavislé 1 nezavislé) a doplnénim téchto vektoru na bazi v R™ ziskdme sloupce matice Q.

Uvazujme matici A = (ay]...|a,) slozenou ze sloupcovych vektoru. Pak
u
u =a,;, €=
[y
Uy
Uz = a3 — Pe, A2, €2 = ,
[z
us
U3 = a3 — Pe, 43 — Pe, a3, €3 = )
[[us||

U

k—1
uk:ak_zpejak7 €r = m,
j=1 k

<v, u> . - -,
kde py,v = <z7—3>u. Po tpravé obdrzime vzorce pro vektory a;
a; = eq|u,
as = Pe, a2 + €glusl,
az = Pe, a3 + Pe,as + e3ljus||,
k—1
a, = Zpejak + e ||ug-
Jj=1
Oznacme Q = (ey]...|e,). Nyni mame
<ep,ar > <e,ap> <e,az3> --- <ep, a, >
0 <€y, ap > <€y, az> -+ < €9, a, >
R=Q"A = 0 0 <es az> -+ <es a, > |
0 0 0 . < ey, a, >

nebot QQ” =E a < ej, a; >= ||uj||, < ej, ay >=0pro j > k.
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12 —-51 4
Piiklad 4.69. Provedme (QR-rozklad matice A = | 6 167 —68
—4 24 —41
Reseni. Gram-Schmidtovym algoritmem dostaneme
12 —69 —58
U:(ll1|112|U3): 6 158 6
-4 30 —165

Matici Q potom ziskame jako

u 6/7 —69/175 —58/175
Q- ( ‘ )— 3/7  158/175  6/175
a1 [uafl T lus]]

—2/7  6/35  —33/35
A = QQTA = QR, takze

14 21 -—-14
=Q"A=1|0 175 =70
0 0 35
m
Algoritmus 3. Méjme matici A. Polozme
o -
11 = |ja1]], qQG = —,
11 1 1=
pro k=2, ..., n spocitejme:
rik=<dq; a > proj=1, ..., k-1,
k—1
Rk = ap — erkqj’
j=1

2
Tin = < Rky Zn >

Zk
qQr = —-
T'kk

Metodu lze také upravit tak, ze zaménime potradi operaci. Tedy polozme

A% =A.
Pak pro k =2, ..., n spoctéme
(k—1)
(k—1) a
Tkk = || y Qe = )
H Hz k Tk

r;m:q;‘:agk_l) proi=k+1, ..., n,
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AR = A= _ qury

Z formalniho hlediska jde o zménu poradi operaci, ovSem z numerického hlediska obdrzime
ruzné vysledky.

QR-rozklad pomoci Householderovy matice

Véta 4.70 (Householderuv QR-rozklad). KazZdou matici A € R™™ lze pomoci s =
= min{n, m — 1} Householderovijch matic rozloZit na soucin QR, a to tak, Ze plati

(%) m>n
H, - HHA=Q"A={ (R, 0) m<n,

R m = n.

Dukaz. Konstrukce QR-rozkladu
Méjme realnou matici A

ail e A1n

a1 T Q2n
A=

am1 *°° QGmn

Krok 1.: Zkonstruujme Householderovu matici Hy tak, aby Hi A méla v prvnim sloupci pouze
nuly s vyjimkou pozice (1, 1), tj. aby

H
H A=
0

K tomu staci ziskat vektor u,, (dle predchoziho) tak, ze pro

Hy — B2t
ul'u,
plati
all H
a1 0
H, | . |=
Am1 0

Oznac¢me AW : = H;A. AW je tvaru
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Krok 2.: Zkonstruujme Householderovu matici Hy tak, ze HyA M m4 ve druhém sloupei 0 pod
pozici (2, 2) pii zachovani pozadavku prvniho kroku, tj.

H O
0 H

A®D . —H,AD =10 0
0 0
Matici Hy ziskdme tak, ze nejdiive zkonstruujeme Householderovu matici o rozmeéru (m — 1) x
X (n—1)

T
~ u,_1u
Hy:=E, ;2oL
un—lun_1
takovou, ze
ano H
~ asn 0
H2 . = )
Am2 0
a definujme
1 0 0
0
IIQ::: . —~
. I{Q
0

Tim ziskdme matici A = HgA(l).
Analogicky pokracujeme déle.

Pro k < s.
Krok k-ty: Obecné vytvaiime Householderovu matici

T
Up—k+1W, 41

T
U, _p+1Un—k+1

Hy:=E; p11-2

o rozméru (m — k 4+ 1) x (n — k + 1) takovou, ze

H
gk 0
H, : =
Amk 6
Definujeme
Er 1 O
H,: = ~
¥ < 0 Hk> ’
¢ili mazeme spocitat A*®) = H, A1),

Timto zpusobem po s krocich obdrzime matici A®), kterd bude v hornim trojihelnikovém
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tvaru a bude pravé matici R.

Protoze
AW —HAFD =2 . s
mame
R=A) =HACD-—HH,_ AC? =... = H,H,_,---HHA.
Polozme

Q' =HH, ,---HH,.

Mdame hledanou ortogondlni matici (nebot kazda z H; je ortogondlni). Celkem

R=Q"A,
t].
A =QR.
(Zopakujme si, ze Q = HTHY .. -H! = H1H,---H,.) O

Piiklad 4.71. Provedte QR-rozklad matice

011
A=1|1 2 3
1 11

Reseni. Krok 1.: Konstrukce Hj.

0 1 V2
w=|1]+v2(o]=| 1],
1 0 1
takze
1 1 1 1
wu? (L 00 Loy 0 TG T
H-L-2—-2=(010|-[% & i|=|-3% 3% -}
1 3 T V2 o2 2 NG 2 2
uz us 00 1 111 _r 1 1
V2 o2 2 V2 2 2
Uréeme
V2 -2 22
1) _ _ _ _
A()—HIA— 0 _12\/5 _22\/5
0 C14V2 242

Krok 2.: Zkonstruujeme
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1 —1,4318
) — 12247 (0) B <—1,2071> ’
(—o, 1691 —0, 9856)
O )

—0,9856  0,1691

_(—0,2071
27\ —1,2071

H, =

tzn.

1 0 0
Hy,= |0 —-0,1691 —0,9856
0 —0,9856  0,1691

Y

a spocitame

—1,4142 —2,1213 —2,8284
A® =H,AY = H,H,A = 0 1,2247  1,6330 | =R
0 0 —0,5774

Pro Q nyni plati
0 0,8165  0,5774
Q=HH, = | -0,7071  0,4082 —0,5774
—0,7071 —0,4082  0,5774

Celkem tedy

011
A=11 2 3| =
1 11
0 0,8165  0,5774\ [—1,4142 —2,1213 —2,8284
—0,7071  0,4082 —0,5774 0 1,2247  1,6330 | = QR.
—0,7071 —0,4082  0,5774 0 0 —0,5774
m
QR-rozklad pomoci Givensovy matice
Definice 4.72. Matice tvaru
1 0 -0 - 0
0 c -+ S 0
GG, j, ¢, s):= | : R L =T+ (c—1)(eie] +eje;j ) +s(ee; —eje;),
0 -5 - c 0
0O - 0 -0 --- 1

kde ¢® + s? = 1, se nazyva Givensova matice.
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Muzeme volit ¢ = cosa a s = sina pro néjaké a. Pak zna¢ime Givensovu matici jako
G(i, j, a).
Opét chceme setrojit matice Q, Qq, ..., Qs tentokrat vsak pomoci Givensovych matic
tak, aby A = QA méla nuly pod prvkem (1, 1) v prvnim sloupci, matice A =
= QAW méla nuly pod (2, 2) ve druhém sloupci, atd. Kazdou z matic Q; lze sestrojit
jako souc¢in Givensovych matic — ten je pritom mozné sestrojit takto:

Qi : =G(l, m, o)G(1, m—1, a)---G(1, 3, ®)G(1, 2, a)

Q:: =G(2,m, o)G(2, m—1, a)---G(2, 3, a)

Bud s = min{m — 1, n}. Pak
R=AD=QA) = = QQ. 1 QQA=Q'A.

Nyni mdme A = QR, kde Q7 = Q, - -- Q2Q;. Tento fakt lze zformulovat do nésledujici
véty.

Véta 4.73 (Givensuv QR-rozklad). Bud A matice typu m X n a necht
s = min{m — 1, n}. Ezistuje s ortogondlnich matic Qu, ..., Qs definovanych jako

Qi:= G(lv m, Oé)G(l, m—1, O*/)G(lv i+ 1, O{)7

takovych, Ze pro
Q=Q7Q;--Q;
plati
A =QR,

kde R je matice m x n s nulami pod hlavni diagondlou.

Znézornéme si schématicky Givensovu metodu redukce matice A € R3**® na horni
trojuhelnikovy tvar (symbol e znaci prvky, které se transformaci nezmeénily, a 4+ znaci
prvky, které se zménily):

Piiklad 4.74. Necht

Givensovou metodou urcete QR-rozklad.
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Reseni. Krok 1.: Najdéme c a s tak, aby

()0 -(5):

Nebot a;; =0 a ay = 1, musi byt ¢ =0 a s = 1, tedy

010
G(1,2, a)=|-1 00
0 0 1
Pak dostaneme
B 010 011 1 2 3
A=G(l,2, ) A=[-1 00 1 23]=10 -1 —1
0 0 1 111 1 1 1
Nyni najdéme c a s tak, aby
cC S 511 . H
—S C 531 o 0
Nebot @1 =1 a as, = 1, bude ¢ = \% as= \/LE’ tedy
1 1
V2 V2
G(1, 3, a) = 0 1 0
-1 9 4
V2 V2
Celkem
1 1 3
B 7z 7 1 2 3 V2 7z 2v2
AW =G(1, 3, a)A = o1 0ffo -1 -1]=[0 -1 -1
_ 1 1 _1  _
7 0 7 1 1 1 0 7 2

Krok 2.: Urceme c a s tak, aby

c s a%) _(H
s ¢) \al) ] \0)

Nebot a$y) = —1 aal) = —\%, bude ¢ = —\/g as= —\/ig, tedy

1

0 0N /ve o oa avB) (V2 22
G, 3 0)A0=[0 =3 % ||lo -1 -1 |=]o0 \/g 22 | =R
L 2 0 —L —V2 1
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4.5.3 Srovnani algoritmu

Pii vypoctu @ R-rozkladu pomoci Householderovy matice je pocet provedenych operaci roven
¢islu n
2
n (3 — —-).
(3-3)

K explicitnimu vyjadieni matice Q je navic potieba

1
2(m?*n —mn? 4+ -n?)

3
operaci, tedy celkem
2 2 13
2m n — mn” + gn .
Pro Q R-rozklad pomoci Givensovy matice je tento pocet dvojndsobny, tj.
n
2n*(3 — 2).
(3-1)

. . . ., , - s .
Ovsem pokud v metodé s Givensovou matici nahradime matici rotace ( ) a matice odrazu
c

s —a 1 1 —a
operaci na droven metody vyuzivajici Householderovy matice — jedna se o tzv. matice rychlé
Givensovy transformace.

Householderova matice mé vSak tu nevyhodu, ze v matici, kterou ji ndsobime, ndm zméni vSechny
prvky (zatimco Givensova matice jen i-ty a k-ty rddek), takze muze napiiklad z ridké matice
vytvofit matici plnou.

V modifikované metodé s Gram-Schmidtovym algoritmem je pocet operaci mn?.

c ] . . 1 a a 1 s . [ S .
( —c> maticemi ( ) a ( ) s ortogonalnimi sloupci, pak se ndm podaii snizit pocet

4.5.4 QR-rozklad a vlastni ¢isla matice A — () R-algoritmus

Zékladni QR-algoritmus: Méjme matici A. Sestrojme jeji Q R-rozklad, tj.
A=Ay = QoRo,
uréime
A1 L= RoQo.
Nyni sestrojme Q) R-rozklad matice A1, tj.
Ar = QiRy,

a spocCtéme
Ay =R1Qq.
Takto pokracujme analogicky déle.
Jisté plati
A =RiQr = QPALQr = QL Ry1Qi—1Q; =
= QLQI_1 A 1Q-1Qr = - = (QoQ1 -+~ Qi) A(QuQ1 -+~ Qi)
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Tedy matice Ag, Ay, ... jsou kongruentni (tj. A = B <= A = PTBP). Navic diky orto-
gonalnosti matic Qqp, Q1, ... jsou matice Ay, Ay, ... také podobné (tj. A ~ B (téz A ~ B)
<= A = P 'BP). Tyto matice maji diky podobnosti stejnd vlastni ¢isla jako matice A.
Posloupnost téchto matic konverguje za urcitych predpokladu k horni trojihelnikové (resp. horni
blokové trojuhelnikové) matici, kterd mé vlastni ¢isla na diagondle (resp. diagonélni bloky maji
vlastni ¢isla se stejnou absolutni hodnotou) sefazena podle velikosti poc¢inaje nejvétsim vlastnim
¢isel. Poddiagonélni prvky (resp. poddiagonalni bloky) konverguji k nule. Ovsem dukazy kon-
vergence existuji jen pro nékteré specidlni typy matic. Naptiklad ma-li matice A kladna vlastni
¢isla, pak Q konverguje k jednotkové matici a posloupnost matic Aj k horni trothelnikové
matici, pficemz diagonalni prvky této matice jsou vlastni ¢isla matice A.

Priklad 4.75. Urcete vlastni ¢isla matice

2 é 1
A=13 -3 1
o 4
Reseni. Lze snadno ovéfit, ze vlastni ¢isla matice A jsou A\; = 1, Adp = —2 a A3 = 3. Vysledky
ziskané @Q R-algoritmem:
O A
2,0 -1,6666667 | 1,6666667
5 | 3,1781374 | -2,2260322 | 1,0478949
10 | 2,9486278 | -1,9471270 | 0,9984996
15 | 3,0003596 | -2,0064061 | 1,0000468
20 | 2,9991547 | -1,9991527 | 0,9999984
25 | 3,0001104 | -2,0001098 | 0,9999999

O]

Ke zrychleni konvergence lze vyuzit tzv. posunuti a pocitat nikoli rozklad matice A, = QiRy,
nybrz matice

A, —o ]l = Qkf{k

Puvodni spektrum matice A se timto posune o o (je vyhodné volit jej jako néjakou aproximaci
vlastniho ¢isla; matice Ay, — o, E mé vlastni ¢isla \j — oy, jsou-li \; vlastni ¢isla matice Ay). Za-
znamenavame-li velikosti posunuti o, snadno ze znalosti spektra matice Ay najdeme spektrum
matice A. Protoze jesté (v metodé bez posunuti)

Ar=(QoQi - Qi-1)"A(QoQ1 -+ Qp—1),
je
A=(QoQi  Qu-1)"A(QuQ1 - Qp_1)-

Vlastni vektory y matice A dostaneme z vlastnich vektori matice Ay podle vzorce

y=QoQ1 - Qp_12.
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Ty7 vzorec (s maticemi QJ) zustava v platnosti i pro metodu s posunutimi, protoze pifi posunuti
se vlastni vektory nemeéni.

Voli-li se posunuti specialné, dostavame v nékterych dilezitych piipadech i kubickou konvergenci
(tzn. zhruba Feceno, pocet platnych mist se v kazdém kroku piiblizné ztrojnasobi).

Poznamka 4.76. Nejvyhodnéjsi se jevi upravit nejdiive matici A do tzv. Hessenbergova tvaru
(tj. aiyj =0proj<i—1,4,5=1, ..., n) pomoci Gaussovy eliminace a pak na tuto upravenou
matici pouzit QQR-rozklad. Konvergence je potom rychlejsi (obzvlasté pouzijeme-li metodu po-
sunu, kde za oy volime tzv. Rayleightiv podil

(ek)THek
(ek)Tek ’

kde H je préavé matice A v Hessenbergové tvaru). Navic plati, Ze je-li matice A v Hessenbergové
tvaru, pak kazdéa z matic Hy je také v Hessenbergové tvaru, a to i pfi metodé posunuti.

4.6 Podminénost problému vlastnich ¢isel

Dulezitou charakteristikou libovolného problému je jeho podminénost, kterd udédva, jak
vyznamné se zmeéni feSeni problému, pokud zménime vstupni hodnoty. Podminénost problému
vlastnich ¢isel muzeme popsat pomoci tzv. globdlniho ¢isla podminénosti.

4.6.1 Globalni ¢islo podminénosti

Vzhledem k zaokrouhlovéani feSime ve skutecnosti problém
(A+E-X)x=0

namisto

(A - AI)x =0.

Nasledkem zaokrouhlovani pfi vypoctu dostdvame feSeni problému A, X, ktery je presnym
feSenim problému s poruchou

(A —Ej — ADx =0,
kde Ej; zahrnuje zaokrouhlovaci chyby béhem vypoctu.

Poznamka 4.77. Analyza stability vlastnitho problému je velmi slozitd a da se uapokojivé
provést jen pro jednoduché vlastni ¢islo anebo pro matici, ktera je diagonalizovatelna.

Definice 4.78. Matice A je diagonalizovatelnd, kdyz existuje regularni matice X takova, ze
X 1.A.-X=D,
kde D je diagondalni matice.

Véta 4.79. Pokud je A diagonalizovatelnd matice s vlastnimi éisly A1, ..., An, potom vlastni
¢isla matice A + FE lezi v jednotkovém kruhu

Ki = {z |2 = M| < e(X).| B},

kde c(X) = || X|||| XY je ¢islo podminénosti matice vlastnich vektori v maticové normé ||.||.
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Diikaz. Nechtf (A + E)x = Ax. Potom bud A = ); pro néjaky index i a potom A € K;, a nebo
A#Z N proi=1,...,n. Potom AI — A je reguldrni matice. Matice

M-A)MNM-A-E)=I-\-A)"'E
je singularni. Proto podle vztahu
P - A)'E] > 1

plati
L<[|(AL-A)TE| = [|(M - XDX™)T'E| = |X(\I - D)"'X'E[| <

< [ XJIXHIEI AL = D)~ = e(X)E[|(AL - D)~ =
= c(X)|[E max|

.
i A=A
Pritom jsme vyuzili skute¢nost, ze maticovad norma diagonélni matice je dana jejim maximalnim
diagonalnim prvkem v absolutni hodnoté. Odtud

miin A= XNi| < e(X)|E].

4.6.2 Odhad chyby vypoc¢itaného vlastniho ¢isla

Pfesnost vypocitaného vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru ovéiujeme pomoci rezidui (zbytk).

Véta 4.80 (Odhad chyby vypoéitaného vlastniho &isla). Necht urcené vlastni éislo A a
k nému prislusny vypocitany vlastni vektor & ddvaji (presny) rezidudlni vektor

r=AT— \T.

Potom 5\, T jsou presné hodnoty vlastniho c¢isla a vlastniho vektoru matice s poruchou A + E,
kde

r*

13

a plati odhad
[[yll2|2]2]| ]2

A=) < °
lyT x| (| Z]2

(4.10)

kde y je levy vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu éislu X.

Dikaz. -, o
<A— rf‘2>5<: e | SR P
1%[I3 %12
51 o Iy lallxll2 Bl ]2
A — A < TR L o .
y"x| [A]l2
Kdyz
B[], = Irll2fx*fl2 _ llrll2

Il Il
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dosadime do nerovnosti, dostavame

2 2
A— A < Iy ll2lixll2 [|rl2 JrO<|\|EH2> N Il JrO<||E||2) .

yx| %2 | Al %12 [[All2
O
Poznamka 4.81. 1. Pro symetrické matice
g = Ilalxle _ el
y"x| 1%][2

2. V praxi pfesné hodnoty x, y nezname, proto se ve vztahu (7.1) nahrazuji hodnotami X,
v, tj.

A— X< [¥ll2lxll2 [l [¥l2llc]2
Tl Xl 9T

(4.11)

Relativni chyba vypocitaného vlastniho cisla

Pro jednoduché vlastni ¢islo A # 0 muzeme pomoci (7.1) vyjadrit relativni chybu takto

A Bx 1 B B
|AN] ~ ‘gy ! X‘ < w” 2 _ c()\)H I|2 ~
DYz Y 22 R DY o
A ]2 |All2 p(A)
ec(A) = ec(N) A
Al p(A) |\l

Pojmy k zapamatovani

— Zopakovali jsme si definici vlastnich ¢isel matice a jejich zakladni vlastnosti.
— Ukézali jsme si, jak muzeme odhadnout polohu vlastnich ¢isel.

— Seznamili jsme se s vybranymi metodami uréeni vlastnich ¢isel, a to jak pomoci finitnich
matod, tak i pomoci numerickych metod.

— Resili jsme jak iplny problém vlastnich ¢isel, tj. nalezeni viech vlastnich &isel matice, tak
i ¢astecny problém vlastnich ¢isel, tj. nalezeni dominantniho vlastniho éisla.

Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem dominantni vlastni ¢islo.?
2. Jsou vlastni ¢isla definovana pro libovolnou matici?

3. Kde se vyuziva vlastnich ¢isel matice a jejich vlastnosti?
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4.7 Cviceni

Maplety

Priklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné shirce piikladu. Pomoci
nasledujicich mapletu si muzete usnadnit nékteré diléi vypocty, nebo zkontrolovat jejich
spravnost.

1. Nalezeni charakteristického polynomu, vlastnich ¢isel a vektoru
2. Vypocet determinantu matice

3. Nasobeni matic

webMathematica

Priklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce piikladu. Pomoci
nasledujicich aplikaci si muzete usnadnit nékteré diléi vypocty, nebo zkontrolovat jejich
spravnost.

1. Vypocet vlastnich vektoru


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/vlastniCislaAVektory.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Determinant.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/nasobeniMatic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/VlastniVektory.jsp
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5 Soustavy nelinearnich rovnic

Pruvodce studiem

V druhé kapitole jsme se vénovali FeSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic. V' nejriiznéjsich
aplikacich se ale vyskytuji i nelinedrni rovnice (tém jsme se vénovali ve tfeti kapitole) a soustavy
nelinearnich rovnic.

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tendfe s numerickymi metodami FeSeni soustav nelinedrnich rovnic.
S témito pojmy jste se setkali uZ v pfedmétu Matematika 3. Zde uvdadime opét vSechny souvislosti a
pFesné znéni vét a podminek konvergence.

Nebudeme schopni Fesit kaZdou soustavu nelinedrnich rovnic. Pouze pokud budou spinény konver-
gencni podminky, jsme schopni najit Feseni. Proto je diileZité se umét vhodné pfFibliZit k FeSeni a nebo
umét odhadnout polohu Feseni.

Z celé Fady pouZivanych metod si ukaZeme pouZiti prosté iterani metody a Newtonovy metody pro
soustavy nelinedrnich rovnic a stanovime si podminky pro konvergenci téchto metod.

Opét nas bude zajimat i rychlost konvergence a moZnost odhadu chyby po k-tém kroku iterace.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Rozhodnout, zda je mozné danou soustavu rovnic resit.
e Vybrat vhodnou metodu pro feSeni dané soustavy.

e Provést odhad poctu kroki, keré budou garantovat dosazeni pozadované piesnosti.

5.1 Formulace ulohy

Soustavu n nelinearnich rovnic si muzeme zapsat ve tvaru
Fl(l'l,.fCQ, e ,l’n) = O,

FQ({El,.CEQ, c. ,ilfn) = O,
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kde F(X) = (Fi(X), F5(X),..., F, (X)), X = (21,79, ...,7,),O je nulovy sloupec.

5.2 Metoda prosté iterace

Necht F je spojité zobrazeni na oblasti D. Rovnici F(X) = O si prepiSeme na tvar
XT = ®(X), zvolime si Xy € D a iteracni vztah

(Xi1)" = @(Xp), B(X) = (91(X), p2(X), -, u( X))
Véta 5.1. Necht v uzaviené oblasti D plati

1) ®(X)e DVX € D,

2) dq €[0,1) tak, zZe ||P(X)—D(Y)|| <q||X-Y| VX, YeD,
potom posloupnost { X} konverguje k jedinému teseni R a plati
1% = RI| < 21X = Xl

Dikaz. Plyne z Banachovy véty o pevném bodé 1.38. O

Poznamka 5.2. Jestlize ® je diferencovatelnd, pak podminku 2 muzeme nahradit
podminkou

2) S @(X)| <g<1 VX €D,

0pi(T1, ... Ty

kde ®'(X) je matice s prvky aij = QO(xB x )
L

Maticova norma v 2') pfitom musi byt souhlasné s vektorovou normou.

Vétsinou byva obtizné najit ® a D tak, abychom méli zajisténu konvergenci, zvlasté u
rozsahlejsich soustav. Nékdy se uziva metoda pokusu. Pozor, v takovém pripadé je nutno
zv1asté peclivé provérit vysledek.

Priklad 5.3. Metodou prosté iterace najdéte kladné feseni (pokud existuje) pro soustavu

sin(z+1)—y = 0.5,
 +y°
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Reseni. Jde o prusecik kruznice se stredem v poc¢atku a o jednotkovém poloméru s po-
sunutou goniometrickou funkei.

Grafickou metodou muzeme odhadnout polohu kotene
08<z<1, 04<y<0.5.

Upravime si rovnice do iterac¢niho tvaru

r = Vl_y27
Y

= sin(z+1) —0.5.

Potom
N
P(X) = L—y* |,
cos(z + 1) 0
|@"(X)]| = 0.5,
pii pouziti fadkové normy. Zvolime si pocateéni aproximaci zop = 0.85, yog = 0.46 a

dosazenim do iterac¢nich vztahu dostaneme

T1 =\ 1-— (y0>2 = 0882,

Y1 = sin(xg + 1) — 0.5 = 0.45.

Vypocet opakujeme. Vysledky si zapiSeme do tabulky

k| x Yy
0]08 0.46
110882 045
21 0.893 1.448
31 0.894 0.448

Po dosazeni poslednich hodnot do jedné z rovnic dostaneme
(z3)” + (y3)* = 0.9999.

Chyba je fddové 10~%. Pokud je tato pfesnost postacujici, ukonéujeme vypocet, pokud
ne, pokracuje dale ve vypoctech. O

Piiklad 5.4. Metodou prosté iterace najdéte feSeni soustavy

r = 0240.1(—2y*® + 3z),
= 0.6 +0.1(z*® — 2y),

které lezi v oblasti Q = {0 <z <1, 0 <y <1}
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Reseni. Nejdiive si ovéifme prvni podminku véty 5.1, tj. ze ®(Q) C Q.

0 < 02+40.1(— a:y +3z) <1
0 < 06+0.1(z%®—2y) < 1
Fotom (X) = < —0.1y%2 + 0.3 —0.2xy >
- —0.2zy>  —0.32%y>—-0.2 )
Urcéime si odhad ||®’(X)]|| v fddkové normé a dostaneme
|8 (X)|| =  max {] = 0.19% + 0.3| + |0.2zy], [0.22% + | — 0.32%y* — 0.2}

< max{0.3 +0.2,0.2+ 0.5} = 0.7.

Mame splnénu druhou podminku véty 5.1. Protoze méme zarucenou konvergenci metody,
muzeme iterovat. Volime zg = yo = 0 a postupné dostdvame vysledky, které si opét zapiseme
do tabulky

x y
0 0
0,2 0,6

0,2528 0,479136
0,270036  0,503402

W N = O

0,275882  0,499209
9 |027580  0,499211

Rozdil poslednich dvou iteraci je fadové 10~°. Pokud je tato piesnost je postacujici, ukonéujeme
vypocet, pokud ne, pokracuje dédle v iterovani. O

5.3 Newtonova metoda

Meéjme soustavu F(X) = O, kde vektorova funkce F je diferencovatelnd v oblasti D.

Potom rozvojem do Taylorovy fady v okoli bodu Xy = (z9,29,...,2%) dostaneme

F(X)=F(Xo)+ F(Xo)(X — Xo)+ ...,

oF  OFy oF
Ox1 Oxo T Oxn
kde _F/ = . . ,
OF,  OFy OFy
o0z 02 C Ozp
je Jakobian funkce F, resp. v souradnicich pro:=1,2,...,n
OF; Xo
} : 0

0z
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Zanedbanim vyssich fadu pak dostaneme soustavu
F(X) ~ F(Xo) + F'(Xo)(X — Xo).
Predpokladdme, ze F(X) = O. Je-li F’ regularni, potom mé soustava jediné feseni
X1 = Xo — (F'(Xo)) ' F(Xo).

Jestlize je F’ reguldrni v bodé X, postup opakujeme. Mame tak definovany iteracni

proces
X1 = X, — (FI(X) 1 F(X,).

Problémy nastavaji vzdy s ur¢enim inverzni matice. Vezmeme si nejjednodussi piipad:
F(X) = O je soustava dvou rovnic o dvou neznamych. Méjme

Fl(x>y) = 07

F2(x7y) - 0

Necht Fi, F, jsou diferencovatelné v oblasti D. Potom rozvoj do Taylorovy fady ndm
v okoli bodu (zy, yx) dava pro i = 1,2

OF;(xk, yr)
ox

OF;(xk, Yr)

(x — ) + By

Fi(z,y) = Fi(wg, yr) + (y—ur)+ ...

a opét zanedbame cleny vyssich tadu a dostaneme aproximaci linearni funkei.
F(X) ~ F(Xg) + F (X)) (X = Xi),
kde F' je Jacobian funkce F,
/ % % L — Tk
F(X) = ( . i) -x= (1T
Je-li F’ regularni v okoli bodu X}, mé naSe soustava jediné feseni Xy, 1.
X1 = X = (F/(X0) " (F(X0)),
resp. v soufadnicich
Te+1 \ _ [ Tk 1 aaﬁ —% Fi (g, yr)
( Vit ) - < " ) " P (%) ( Sk o ) ( Fy(a, ) > |
Zde jsme vyuzili vzorce z algebry: Pro ad — be # 0 plati
(a b)_1:#< d —b)
c d ad—bc\ —c¢ a )’

Vypocet ukonéime pii splnéni podminky || X1 — Xi|| < e.
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Priiklad 5.5. Urcete feseni soustavy rovnic:
Fi(z,y) =2 —04a +y* —4 =0,

Fy(z,y) =2’y +y—1=0.

Reseni. OF OF
1 1
— =2 —-04 - =2
Ox . ’ dy v
OF:
8_; = 2zy, e 1,
h | 20 —04 2y 9 _ . 2 _
|F'| = 2y 2417 (" +1)(2z — 04) — doy” =

=22 + 20 — 0.42% — 0.4 — 4ay’.

Provedeme separaci kofenu a dostaneme z € (2;3), vy € (0;1). Pro urceni oblasti D si
sta¢i uveédomit, ze F(z,y) = 0 je rovnici kruznice a y nemuze nabyvat zapornych hodnot.
Rovnice Fy(z,y) = 0 si muzeme upravit na tvar y(z% + 1) = 1, odkud uz plyne, ze y > 0.
|F'(2.2;0.2)| = 23.008. V okoli tohoto bodu je derivace nenulovd, tj. muzeme zacit iterovat
podle vztahu:

(xz + 1)(1‘% — 0.4z + y,% —4) — ka(xiyk +yp — 1)

223 + 2xy, — 0.427 — 0.4 — dayy? ’

Tk4+1 = Tk —

(—2xyp) (23 — 0.4z + yi — 4) + (22 — 0.4) (23yr +yx — 1)
223 + 2 — 0427 — 0.4 — dayy? '

Yk+1 = Yr —

O

Poznamka 5.6. Newtonovou metodou muzeme uréit i kofen komplexni rovnice f(z) = 0.
Necht z =z + jy, Re f = u(z,y), Im f = v(z,y), potom mame soustavu dvou rovnic

u(z,y) =0,

v(z,y) =0,

kterou fesime podle vyse uvedenych vztahu.
Priklad 5.7. Newtonovou metodou feste soustavu

e+ 4+22-3 = 0,
f2:$2+y2—4y—5 =

Reseni. Nejdiive ovedeme separaci kotent. Upravime si prvni rovnici, tj. doplnime ji na tuplny
kvadrat.

2 +2c4+9y°-3 = 0,
(z+1)>—1+¢y*-3 =
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(z+1)2+4* = 4

Dostali jsme rovnici kruznice se stifedem S = (—1;0) a polomérem r = 2. Analogicky pro druhou
rovnici dostaneme

2?4y —4y—5 = 0,
P+ (y—-22%-4-5 = 0,
2?4+ (y—2)?% =

Dostali jsme rovnici kruznice se stfedem S = (0;2) a polomérem r = 3. Grafickou metodou
odhadneme polohu kofenu

N2={08<x<09, —09<y<—1}.

Uréime si matici inverzni
, o 2(z+1) 2y
Foo=( " 50y ),

Sestavime si itera¢ni rovnice

1
=t ey g e~ W = DA
Y=yt 2(yk — ;xk) — 4[”3kf1 — (" + 1) fa].

Protoze méame zaruCenou konvergenci metody, muzeme iterovat, pficemz vysledky si opét
zapiSeme do tabulky

k ‘ T Y
0 0.8 -0.9
1 0.8111 -0.9056 .
2 0.7889 -0.8845
Vypocet ukonéime v zavislosti na pozadované presnosti. O

Priklad 5.8. Newtonovou metodou feste soustavu

fla,y):a® —ay? =1 = 0,
g(z,y) > —22%y+2 = 0.

Reseni. Odhadneme polohu kofenti. Ze tif kofent si vybereme levy horni, ktery lez{ v oblasti
Q={-2<zx<-1,1<y<2}.
Vypocet ukonéime, kdyz

max{] f(a, g )| (@ M} < 1077

0

Volime z° = —1, 3° = 1 a dostaneme
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k| x Y

01-1 1

1|-1.5 2

2 | -1.379562 1.673966 .
3 | -1.392137 1.629879

4 | -1.394072 1.631182

5 | -1.394069 1.631182

Vsimnéte si, ze v okoli korene x = —1.39407,y = 1.63118 je konvergence velmi rychla. L]

Priklad 5.9. Newtonovou metodou feste soustavu

2 2
Y 1 =

Yt
Reseni. Je ziejmé, 7e feseni je z =0, y = 0.
1
Pokud zvolime pocateéni bod jako z° = (0 1), potom po 15 iteracich dostaneme feSeni x =
=0.61-1075,y1% = 0.61-107°.

1
Pokud zvolime po¢éateéni bod jako 2% = ( 18), potom dostaneme FeSeni po 220 iteracich.

. e . 20 ,
Pokud zvolime poé¢ateéni bod jako z¥ = < ) , potom nam bude Newtonova metoda havarovat.

20
]
5.4 Gradientni metoda
Necht f(z) = (fi1(Z), f2(Z), ..., fo(Z)), kde T = (21,22, ...,7,), n > 2. Soustava rovnic
f(@) =0, (5.1)
je ekvivalentni jedné rovnici
U(z) =0, (5.2)

kde W(z) = f{(z) + f3(2) + - + f7(2).
Je ztejmé, ze Fesenim rovnice (5.2) budou body nulovych minim funkce
U (z) =V(xy,20,...,T,).

Predpokladejme, ze funkce ®(Z) je dvakrat spojité diferencovatelnd v oblasti D, kterd
obsahuje izolované feseni z* = (z%, 23, ..., x%). Necht v okoli Z* jsou vrstevnice funkce ¥

ve tvaru (viz obr. DOPLNIT)

Volime poc¢ateéni aproximaci ¥ a hleddme minimum funkce

v (fo — Agrad¥ (fo)) ,
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kterd zavisi pouze na jedné proménné - parametru .

Prakticky hleddme minimélni kladny koten A = )y rovnice

d _ _

a\I/ (xo — AgradV (xo)) =0.
Polozime

zt = 7° — \ograd¥(z")

a obecné

T8 = zFt — )\ grad(zF ), (5.3)
k=1,2,..., kde A\;y_1 je minimalni kladny kofen rovnice

d

A (k-1 —k—1\) _
d)\\lf(x )\grad\ll(a: )) 0.

Konvergenci postupnych aproximaci (5.3) k feseni z* rovnice (5.2) ale nemame obecné
zajisténu, protoze muzeme dokonvergovat k bodu lokalniho minima a ne globalniho, které
hledame. Proto je nutné proveérit vysledek, zda se jedna o lokalni nebo globalni minimum.

Pojmy k zapamatovani

— V aplikacich se ¢asto vyskytuji soustavy rovnic a to linedrnich i nelinedrnich.

— Zabyvali jsme se hleddnim feSeni soustav nelinedrnich rovnic. Ukéazali jsme si podminky,
které nam zarucuji konvergenci prosté itera¢ni metody a Newtonovy metody pro soustavy
nelinedrnich rovnic.

— Zabyvali jsme se rychlosti konvergence téchto metod a moznosti odhadu chyby po k-tém
kroku iterace.

— VsSechny tyto podminky a odhady vychazeji z Banachovy véty o pevném bodu.
Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem soustava nelinedrnich rovnic?
2. Odkud vyplyvaji podminky feSitelnosti soustavy nelinedrnich rovnic?

3. Které soustavy nelinearnich rovnic neumime fesit?

5.5 Cviceni

Maplety

Piiklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce piikladu. Pomoci
nasledujicich mapletu si muzete usnadnit nékteré diléi vypocty, nebo zkontrolovat jejich
spravnost.
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1. Parcidlni derivace

2. ResSeni soustav linearnich rovnic


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/parcialniDerivace.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SoustavaLinRovnic.html
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6 ReSeni obycejnych diferencial-
nich rovnic.

Pruvodce studiem

Matematicky popisujeme vétsinu fyzikalnich a technickych déji pomoci diferencidlnich rovnic. Pokud
je popisovany déj funkci jedné proménné, jde pFi popisu o oby&ejné diferencialni rovnice. Pouze malou
¢ast z nich jsme schopni Fesit analyticky, tj. vyjadFit FeSeni v explicitnim tvaru y = f(x) nebo v
implicitnim tvaru F(x,y) = 0.

Zdkladni pojmy o oby&ejnych diferencidlnich rovnicich jste méli v pfedmétu Matematika 2. Podrobnéji

jste se mohli seznamit s teorii obylejnych diferencialnich rovnic ve volitelném pFedmétu Diferencialni
rovnice v elektrotechnice.

Cilem této kapitoly je seznamit EtendFe s numerickymi metodami FeSeni oby&ejnych diferencidlnich
rovnic. Numerické FeSeni hleddme tehdy, kdyZ nejsme schopni nalézt analytické FeSeni nebo pokud
by jeho nalezeni zabralo pFilis mnoho &asu, pFipadné bylo pro nas pfilis obtiZné.

NejdFive si p¥ipomeneme zdkladni pojmy z teorie diferencidlnich rovnic. Zformulujeme si znovu

Cauchyovu dlohu. Zopakujeme si analytické Feseni vybranych typd obylejnych diferencidlnich rovnic.

Poté prejdeme k numerickym metodam. Za¢neme u jednokrokovych metod. Budeme se zabyvat
Eulerovou metodou a jejimi modifikacemi a metodou Rungeho-Kutty. Zminime se i o stabilité Fesent.
V této &dsti piijde o opakovani z pfedmétu Matematika 3.

Pak se zaméFime na vicekrokové metody. Probereme si Adamsovy metody, metody prediktor-korektor
a prediktor-modifikator-korektor.

VSechny metody budou zaloZeny na diskretizaci proménné. Nebudeme hledat spojitou funkci, kterd
vyhovuje dané rovnici, ale diskrétni funkci, kterd bude definovdna pouze na kone¢ném poctu bodi a
bude se v limité& bliZit k pFesnému FeSen.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Zformulovat zdakladni dlohu teorie diferencidlnich rovnic.
e Piimym vypoctem fesit vybraté typy rovnic.

e Zvladat numerické feSeni diferencialnich rovnic a to jak pomoci jednokrokovych metod, tak
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i pomoci vicekrokovych metod.
e Umét rozhodnout o ukoncéeni vypocétu po dosazeni zadané presnosti.

e Rozhodnout o stabilité rovnice.

6.1 Cauchyova uiloha.

Rad diferencialni rovnice je definovan jako fad nejvyssi derivace neznamé funkce, ktera
se v rovnici vyskytuje. My se nejdiive budeme vénovat rovnicim prvniho radu.

Na intervalu [a,b] mame fesit diferencidlni rovnici prvntho fadu

Y (x) = flz,y) (6.1)

s pocatecni podminkou
y(zo) = o, xo € [a,b]. (6.2)

Nejcastéji se bere xg = a.
Definice 6.1. Uloha (6.1), (6.2) se nazyva pocdtecni tloha (nebo Cauchyova iloha).

Véta 6.2. Picardova véta - o existenci a jednoznacnosti feSeni.
Méjme oblast D = {(z,y) : |z — zo| < p, |y — yo| < ¢q}. Necht

1. f(x,y) je spojita v D pro obé proménné a tedy je v D ohranicend, t.j.
V(z,y) € D:|f(x,y)| < M, M je kladnd konstanta.

2. f(z,y) spliuje v D Lipschitzovu podminku |f(x,y) — f(z,u)| < Lly — u|, kde L je
kladnd konstanta a (x,y), (x,u) jsou libovolné body z D.

Potom md iloha (6.1), (6.2) pravé jedno tesent, které je spojité a spojité diferencovatelné
na intervalu |x — xo| < h, h = min{p, %} a pri téchto hodnotdch je |y — yo| < q, t.j.

zustdva v D.

Poznamka 6.3. Podminka 2 véty 6.2 bude splnéna automaticky, jestlize budou v D
spojité a tedy i ohrani¢ené parcidlni derivace funkce f(z,y) podle y pro libovolny bod
(z,y) € D, t.j.

of(z,y)

N9« gk K >o.
‘ dy ‘_ ’

Velmi casto se vyskytuji ulohy, pfi nichz je funkce f(x,y) spojitda a diferencovatelna, ale
parcialni derivace podle y jsou neohranicené. Potom je existence a hlavné jednoznacnost
feSeni garantovana pouze v néjakém okoli bodu xy, které muze byt velmi malé.

Priklad 6.4. Méjme danu rovnici

y=2vy, (y=0)
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Potom pro y # 0 mame

Integraci dostaneme
|\/§| =T+ Cv

a po odstranéni absolutni hodnoty mame
Vy=x2+C, kde z+C>0 atedy x> -C,
 (z+0C)2, z>-C
Y=V 0 jinak
Jde tady o pravé vétve parabol.
P1i feseni jsme vyloucili y = 0. Je tfeba proveérit, zda tim neztracime jedno feseni. V nasem
pripadé je funkce y = 0 také fesenim. Je to parcialni feseni.

Pro parcidlni derivace plati

of 1
f(xay):2 Y = 5 =,
vy AWy VY
parcialni derivace neni definovand pro y = 0 a pro y > 0 je derivace neohrani¢enou
funkci v okoli y = 0. Nemuzeme proto garantovat jednoznacnost pro vSechny body osy x.
Naopak, kazdym bodem (z,0) prochazi nekoneéné mnoho teSeni.

Priklad 6.5. Rovnice
x(y')? —2yy + 4z =0,

je kvadraticka rovnice vzhledem k 1/. (Stéle se jednd o diferencidlni rovnici prvniho radu.
R&d rovnice urcuje nejvyssi fad derivace, ne jeji mocnina.) Po jejim vyfeseni dostaneme

/ Y + y2 — 4a?
y = : (6.3)

kde y? — 42 > 0, 22 + 3> # 0.
Ozna¢me Yy =z,
kde z = z(z) je nova neznama funkce. Dosazenim do (6.3) dostaneme

zx £\ 2222 — 422

T

Zdr+z=

a po uprave

Zr=4Vz22 -4
Pro z # 0,22 — 4 # 0 dostaneme



6.2 ZAKLADNI ANALYTICKE METODY. 135
mame rovnici se separovanymi proménnymi a jeji integraci dostaneme

2+ V22 —4=Cz,

+V22 —4=Cr — z,

2?2 —4=C%?%—2Cxz + 22
Zpétnym dosazenim z = Y dostaneme
x

C%*r? —2Cy +4 =0,
coz je TeSeni pro

y? — 422 >0,y > 0, (6.4)

y? — 42?2 >0,y < 0.

V prubéhu vypoétu jsme piedpoklddali, Ze x # 0, 22 — 4 # 0. Je nutno provérit, zda nejde

o parcialni feseni. V tomto pripadé ano. A pro y = £2x neplati jednoznacnost.

Kazdym bodem v okoli bodu (z,yo), nélezejicim do oblasti (6.4), prochézeji pravé dve
2

x 1
integralni kiivky a to y = 2x a y = — + x¢. Napi. pro y = §x2 +2ay=2?+1 mame
Zo

spolecny bod (v/2,3).

6.2 Zakladni analytické metody.

6.2.1 Linearni rovnice

Linearni rovnice jsou rovnice ve tvaru
Y = a(@)y + f(a).
Piiklad 6.6. Najdéte feSeni rovnice
Y + 2y = 4x.
Reseni. Rovnici si upravime na kanonicky tvar
y = —2y + 4x.

Jedna se o linedrni nehomogenni rovnici. Najdeme feSeni pfidruzené homogenni rovnice

/

y =2y
d
Y —2dx,
y

Inly| = —2x+1InC,
y=C-e 2%,
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Metodou variace konstanty najdeme feSeni nehomogenni rovnice.
C=Kz)=y=K(x)e .

Dosazenim do puvodni rovnice dostaneme

K'(x)e ™ = 4z,
K'(z) = 4ze*,
/
_ 2 _ ) u =1 _
K(x)—4/a:e dz ‘ Iy lew | T
1 1
[2336296 B /eQrdx] = 2ze%® — 2 [ 62”“1 + L,

Dosazenim do feSeni homogenni rovnice dostaneme vysledek
y(z) = K(z)e™™,
y(z) = Le™** + 2z — 1.

Piiklad 6.7. Najdéte feSeni rovnice
32‘2

Y +2zy = xe”

ResSeni. Rovnici si upravime na kanonicky tvar
2
X

y = —2zy + ze”

Jednd se o linedrni nehomogenni rovnici. Najdeme feSeni homogenni rovnice

y = —2xy.
d
Y —2xdx,
Y

Inly| = —2? +1InC,

2

y=C-e .
Metodou variace konstanty najdeme feSeni nehomogenni rovnice.
C=K(z)=y= K(x)e_x2.

Dosazenim do puvodni rovnice dostaneme
2

K’(a:)e*”2 + K(a:)efxz(—%;) = —2xK(w)e*‘12 +ze ",
K'(z) =,
2
K(z) = ‘% + L.
Dosazenim do feSeni homogenni rovnice dostaneme vysledek

y(2) = K(z)e ™,
y(z) = e (“;2 + L) .
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6.2.2 Bernoulliho rovnice

Reseni Bernoulliho rovnice muizeme hledat bud’ vhodnou substituci nebo metodou variace kon-
stanty. Jednd se o rovnici
v =a(x)y+blz)y", reR, r#£1.

Volbou u = y'~" pievedeme Bernoulliho rovnici na rovnici linedrni. Proved'te.

Ukéazeme si jiny postup a to pouziti metody variace konstanty.
Piiklad 6.8. Najdéte feSeni rovnice

Y+ 2zy = 22315,
Reseni. Rovnici si upravime na kanonicky tvar

y' = —2xy + 2z%)°,

coz je Bernoulliho rovnice. Najdeme feSeni homogenni rovnice

y = —2xy.
d
Y _ —2zxdz,
Y

Inly| = —2? +InC,
y=0C- e
Metodou variace konstanty najdeme feseni Bernoulliho rovnice.

C=K(z)=y= K(x)e_wQ.
Dosazenim do puvodni rovnice dostaneme
K’(:l?)eﬁ"2 + K(:c)e*xQ(—%U) = —ZQUK(JU)ffx2 + 23:3K3(a:)e*3x2,
K’(a:)ef“2 = 23:3K3(3:)e*3‘”2,
K'(z) = 23:3K3(:r)e_2x2,

dK 3 -2 2
KT((L‘) = 2x°e * d.fU
Budeme integrovat kazdou stranu rovnice samostatné:
dK K=2(x)
——— = [ K3(z)dK = —*
K%(z) / ) -2
2 r_
3 _—2x? _ r” =1, _ 23, _ | U t, u =1 _
/2:66 dx_’l@dx:dt‘_/te dt = " v:}Qe_Qt =

1 1 1 1 1
_§t€*2t + 2/€2tdx — _§t€72t . 1672t 4+ L= _*1'26723:2 _ 7672x2 LI
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Kde L je integraéni konstanta. Dostali jsme

K2 1 1
_2(95) _ —ixze*hz _ 167212 s
1 o 202 | 1 9
I - M
K2(2) e + 26 + M,
kde M = —2L je konstanta. Dosazenim do feSeni homogenni rovnice dostaneme vysledek

1 _ 1
y2 - Kz(w)e—%?’
1 62:1:2
v K2(x)
1 2 1 2 2
= = =+ Me*™ .
" T +2+ e

Priklad 6.9. Najdéte feseni rovnice
zy +y=y>Inx.

Reseni. Rovnici si upravime na kanonicky tvar

p 1 Inz ,
y=——y+—y".
x x

Mame Bernoulliho rovnici. Najdeme feSeni homogenni rovnice

1
y' =—=y.
x
d 1
Y _ ——dz,
y x
Inlyl=—-lnz+InC,
C
y=—.
x

Metodou variace konstanty najdeme feseni Bernoulliho rovnice.

K(z)

T

C=K(x)=y=

Dosazenim do puvodni rovnice dostaneme

- x nx K?(x
K’(@%+K(x)i—_l (@) | Inz K*)

x2 T x r T
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A e
K2(x) a2

Budeme integrovat kazdou stranu rovnice samostatné:

K = K)o 1
)_/K @A ===~ = %5y

dz.

Dostali jsme
1 lnz 1

O

Dosazenim do feSeni homogenni rovnice dostaneme vysledek

) T K(z)

e < )

y(x)(Inx + 14 Lz) = 1.

6.2.3 Exaktni rovnice

Rovnice P(z,y)dz + Q(x,y) dy = 0 se nazyvé exaktni diferencidlni rovnice, jestlize P a @ jsou
funkce dvou promennych, které jsou spojité a maji spojité parcidlni derivace prvniho radu v
nejaké obdélnikové oblasti R = {(z,y) € R?> :a < x < b,c < y < d}, kde a, b, ¢, d jsou konstanty,

a plati %—5 = %—g. Potom exaktni rovnice je totalnim diferencidlem néjaké funkce F', kterou

nazyvame kmenovou funkci..
Priklad 6.10. Najdéte feseni rovnice
(223 — xy?)dx + (2y° — 2%y)dy = 0.

Reseni. Méme
P(z,y) =22° —xy®,  Qla,y) =2y° — 2%y
Potom
P, = —2xy, Qr = —2zy.

Protoze P, = @), jde o exaktni rovnici. Budeme hledat jeji kmenovou funkci.

dF(JZ,y) = P(xvy)dl’ + Q(I,y)dy,

1 1
F(.Z'7y) = /P(a;,y)dm = /(2‘T3 - $y2)d - 5.%'4 - §x2y2 + C(y)



140 RESENf OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC.

Potom

A soucasné F, = Q.

C'(y) = 2¢°,
1
C(y) = 51/4-

Kmenova funkce mé tedy tvar

a obecné feSeni je tvaru

kde L je konstanta. O

Piiklad 6.11. Najdéte feSeni rovnice

zdy — L —1)dx=0
$2+y2 $2+y2

ReSeni. Mame

Y x
Pz,y)=—-(————1], ) = s
(z,9) <x2+y2 ) Q(x,y) Z1
Potom
Pi_x2+y2_2y27_ :c2—y2 0 7:62+y2—21:27 y2—1:2
Yy (a:2+y2)2 - (x2+y2)27 T (x2+y2)2 _(x2+y2)2'

Protoze P, = (), jde o exaktni rovnici. Budeme hledat jeji kmenovou funkci.

dF(z,y) = P(z,y)dz + Q(x, y)dy,

F(z,y) —/P(x,y)da;— —/ (J}Q_in—&-l) dx =

1 1
:_/ L_Fl dx:—/ dm—/dx:—arctanx—az+0(y).
2

2 2
T y) x
yo | —5 + 1) —+1
(y2 y?
Potom 1
-
Fy - = 2 5 + Cl( )
z? y
1+ =
Yy
T
_ Cl
) x2 + y2 (y)
A soucasné F, = Q.
T T
C'(y) = )
2+ 42 v) = ¥ 2
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C'(y) =0,
Cly) =K
Kmenova funkce ma tedy tvar
F(z,y) = z + arctan z
Yy
a obecné feseni je tvaru
T + arctan r_ L,
Yy
kde L je konstanta. O

6.3 Jednokrokové metody

Numerické metody, kterymi se budeme zabyvat, nebudou rozlisovat, zda feseni existuje
¢i neexistuje, ani zda je jednoznacné ¢i nikoliv. Proto je tieba pfedem provést provérku

podminek véty 6.2.

My budeme vzdy predpoklddat, ze jsou splnény podminky véty 6.2 a ze hleddme feSeni
diferencialni rovnice, které existuje a je jednoznacné.

Princip hleddni numerického feSeni pocatecni tlohy 3y = f(z,y(x)), y(xo) = yo znéte
z predmétu Matematika 3. Pro pfipomenuti, na obrazku 6.1 vidime presné feSeni difer-
encialni rovnice, které je vykresleno plnou ¢ernou carou a piiblizné hodnoty feseni v
uzlovych bodech, vyznacené krouzky nad / pod pfesnym fesenim.

: y(:vz) : : : T
z
0| o Ty T T3l ... Tpeql Ty
AS A A J AN J
hq ho hs hn,

Obr. 6.1: Princip numerického feseni pocéatecni ulohy v = f(z,v), y(zo) = yo;
y(x) je presné reseni
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6.3.1 Diferenéni metody reSeni Cauchyovy tulohy zalozené na
diskretizaci proménné.

Definice 6.12. Body x; : a =29 < 21 < --- < x, = b nagveme uzly sité, h; = x;11 — x;
je krok sité. Je-li h; = h = Konst., pak mluvime o pravidelné siti, tj. siti s ekvidistantnimz
uzly.

Definice 6.13. Numerickym resenim tlohy (6.1), (6.2) rozumime urc¢eni hodnot yo, yi,
-y Un, které aproximuji hodnoty y(z) v uzlovych bodech, t.j. y; = y(z;),i =1,2,...,n.

Takto ziskanou diskrétni funkci pak muzeme prevést na spojitou funkci nékterou ze
znamych metod, jako je tfeba interpola¢ni polynom, splajn, metoda nejmensich ¢tvercu
atd.

Necht y;1 = yi + Ay,
Definice 6.14. Jestlize Ay; = o(x4, yi, hi), pak jde o jednokrokovou metodu.

Jestlize Ayl = (10(3327 Yi, hi7 Ti—1,Yi-1, hifla vy ik Yi—ky hi*k)? k > 1 pak Jde o
vicekrokovou metodu.

Konvergenci metody chapeme takto:

lim y; = y(x;), proi =0,1,...,n—1,
hi—>0

pak fikame, ze numerické feseni konverguje k teoretickému.

Urcit chybu metody a fad konvergence vyzaduje dodateény matematicky aparat, a proto
tuto problematiku vynechdme. Kontrola se provadi nejcastéji metodou poloviéniho kroku
tak, ze srovnavame hodnoty

yn(zi) a Yn (w2:),
kde yp(z;) je hodnota funkce y v bodé z; = xg + ih pro krok h, i =1,...,n a yn (x9i) je

h h
hodnota funkce y ve stejném bodé z; = x¢ + 225 pro krok > 1=1,...,n.

6.3.2 FEulerova metoda

Eulerova ! metoda pro slouzi k feseni tlohy v = f(x,y), y(a) = yo na intervalu [a, b].
—a

Oznacime si y; = y(z;), hy = xip1 — x;,h = . Potom z Taylorova rozvoje, po
n

L L. Euler (1707 - 1783) svycarské matematik, fyzik, astronom, mechanik. Jeden z nejvyznamnéjsich
matematiki v8ech dob. V letech 1741 — 1766 pusobil v Berling, v letech 1727 — 1741 a 1766 — 1783
pusobil v Petrohradu v Rusku. Zabyval se prakticky vSemi pfirodnimi védami, ve kterych bylo v jeho
dobé mozné aplikovat matematiku. Je autorem pies 860 praci. Pfes polovinu jich diktoval uz jako slepy.
Vénoval se vyrazné analyze, vybudoval trigonometrii prakticky do dnesni podoby, vytvofil analytickou
teorii Cisel, zavedl komplexni funkce, stoji u zrodu teorie grafu,. ... Byl vynikajicim poc¢téafem a zpracoval
fadu numerickych metod.
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zanedbani vyssich fadu, dostaneme

Yi+1 :yz+hzf<xz7y7,)7 Z:Oa177n_1 (65)

Pro h; — 0 posloupnost {y;} konverguje k presnému teseni. Geometricky smysl této
metody - viz obrazek 6.2.

Y4
Yot--0
Y1 yS:
Y2

o Zo x1 Z2 €3 T4

Obr. 6.2: Pfiblizné teseni diferencidlni rovnice Eulerovou metodou

Piiklad 6.15. Eulerovou metodou s krokem h = 0.1 feste na intervalu [1, 1.5] tilohu

/

y=y+(1 —l—x)y2, y(l) = —1.

ResSeni. Je uvedeno v tabulce:

1 -1 1
1.1 -0.9 0.801

1.2 | -0.8199 0.659019
1.3 | -0.753998 | 0.553582
1.4 | -0.698640 | 0.47294

1.5 | -0.651361

T W N+~ O
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Eulerova metoda je nejjednodussi numerickou metodou pro feSeni diferencidlnich rovnic. 1
kdyz se jiz v praxi piiliS§ nepouzivd, hlavné pro jeji malou presnost, jeji vyznam proto neni
mensi. Je pfedevsim pro svou jednoduchost vychodiskem mnoha teoretickych tivah a dale jejim
zobecniovanim muzeme dostat nové piesnéjsi metody.

Prvni modifikace Eulerovy metody

Misto vzorce (6.5) pouzijeme

h h
Yirr = Yi + hf(z; + §7yi + §f(l'ia Yi))

Geometricka interpretace je zfejma z obrazku 6.3

yn+1-

YnA

x'n Ty + h/2 acn'H

Obr. 6.3: Prvni modifikace Eulerovy metody

Druha modifikace Eulerovy metody
Misto vzorce (6.5) pouzijeme
1
Yirr = Yi + Sh(f (@i y) + fzi+ by + 1 (i, 53))

Geometricka interpretace plyne z obrazku 6.4 .

Existuji i dalsi varianty metody, které si vsak uz nebudeme odvozovat, jen si u kazdé z
nich uvedeme vzorec pro vypocet:

1. FEulerova metoda vpted. Je to metoda se kterou jsme zacinali.

Yn+1 = Yn + hfn
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P

Tn $n+1

Obr. 6.4: Druha modifikace Eulerovy metody
2. Eulerova metoda vzad
Yn+1 = Yn + hfn—l—l-

3. Crank-Nicolsonova metoda
h
Yn+1l = Yn + 5 [fn + fn—i—l] .

4. Heumova metoda

h
Yn+1 = Yn + § [fn + f(xn—l-l?yn + hfn)] .

6.3.3 Metody Rungeho — Kuttovy

Metody Rungeho — Kuttovy ! jsou dény rekurentnimi vztahy

yj+1:yj+h12aiki, ij,l,,n—l

=1

kde k1 = f(zj,y;), ki = f(x;+Nihj, y;+pihjki—1), i > 1. Na kazdém kroku se vypocitavaji
hodnoty k; a pomoci nich se urcuje hodnota prirustku. Poté se vypocet opakuje. Tyto vzta-
hy se odvozuji z Taylorova rozvoje pro presny relativni piirustek a pro jeho pribliznou
hodnotu. To vede na soustavu rovnic, ktera ma nekoneé¢né mnoho teseni. Vhodnou vol-
bou parametru pak ziskame jednotlivé typy metody. Obé modifikace Eulerovy metody je
mozné ziskat i timto postupem. Odvozeni viz napi. [17], str.107, [3], str. 353 — 358.

1 K. D. T. Runge (1856 — 1927) némecky matematik a fyzik. Prvni profesor aplikované matematiky
v Némecku.
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Nejcastéji se pouzivda Rungeho — Kuttova metoda 4.radu. Jeji tvar pro ekvidistantni uzly

je:

1
Yi+1 = Y5 + g(kl + 2]{72 + 2]@’3 + k’4),

kl = hf(xjvyj)v

h k1
ky = hf(zx; + 5 Yi + 3),

h k
ks = hf(zx; + 5 Yi + 32),

1{34 = hf(!)?j + h,yj + k?g)

Priklad 6.16. Rungeho — Kuttovou metodou teste

2
Y —y— = y(0)=1, h=02, a=0,b=1.
Y
Reseni.
Analytické FeSenf je y =2z + 1.

Numerické Teseni je uvedeno v tabulce.

x |y k; prirustek
0 1 kr=0.2

0.1] 1.1 ko = 0.1838
0.1 | 1.0918 | k3 = 0.1817
0.2 | 1.1817 | k4 = 0.1686

O|.

Ay = 0.1832
1]0.2]1.1832 | k& = 0.1690
0.3 | 1.2677 | ky = 0.1589
0.3 | 1.2626 | k3 = 0.1575
0.4 | 1.3407 | ky = 0.1488
Ay = 0.1584

2104 | 1.3416

Sami si dopocitejte a srovnejte numerické feSeni s analytickym.

Priklad 6.17. Cauchyovu ilohu

1
=z + 10y , y(0)=0,a=0,b=1,

feste postupné Eulerovou metodou, prvni a druhou modifikaci Eulerovy metody a metodou

Rungeho-Kuttovou, vysledky srovnejte.

Presné teseni je y(1) = 0.334930314854697.
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Reseni. Numerické feseni je uvedeno v tabulce. V prvnim sloupci je uvedeno na kolik dila
délime interval [0;1]. Jednotlivymi metodami jsme se uz zabyvali, proto je v dalsich sloupcich
vzdy uvedena az kone¢nd hodnota y,, (1), ziskand dannou metodou.

n EM 1.mEM 2.mEM R-K

5 0.240284311 | 0.331333136 | 0.341556796 | 0.334932164
10 | 0.285738187 | 0.334026264 | 0.336596144 | 0.334930446
20 | 0.309855335 | 0.334703844 | 0.335348142 | 0.334930324
50 | 0.324783702 | 0.334894044 | 0.334997310 | 0.334930315
100 | 0.329837423 | 0.334921244 | 0.334947076 | 0.334930315
200 | 0.332378958 | 0.334928047 | 0.334934507 | 0.334930315
500 | 0.333908592 | 0.334929952 | 0.334930986 | 0.334930315

Povsimnéte si rychlosti konvergence u jednotlivych metod.

Dalsi ¢asto uzivanou numerickou metodou Rungeho-Kuttova typu je tzv. triosminové

pravidlo. Jeho tvar pro ekvidistantni uzly je:

h
Yn+1 = Yn + g(kl -+ 3]€2 + 3]€3 + k4)7
kl - f(xnvyn>7
h h
k? = f(l’] + gayn + gkl)a
2h h
k3 = f(zn + §7yn - §k1 + hks),

ky = f(xn + h,yn + h(ks — k2 + k3)).

Jinou variantou metod Rukgeho-Kuttova typu je Ralstonova metoda

1
Yir1 = Yi + §h(2k1 + 3k + 4k3),

kl = f(xzayz)7
1 1
k2 - f(xl + §h7yz + §hk1)7
3 3
ks = f(x: + Zha Yi — thQ)'

6.4 Stabilita

Metody typu Rungeho-Kuttovy jsou relativné presné a maji vyhovujici rychlost konvergence.
Ale i zde se mohou vyskytout problémy:

Priklad 6.18. Na intervalu [a, b] hleddme FeSen{ tilohy

y =5y — 22 + 0.4z, y(a=0)=0.
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Reseni. Analytickym feSenim této tlohy je funkce y(x) = 0.222. Pfi numerickém feseni
Rungeho-Kuttovou metodou dostaneme postupné pro krok h = 0.2 a h = 0.1:

r | y(x)
0.0 ] 0
0110
0.2 | 0.01
0.3 | 0.02
0.4 | 0.03
|y 0.5 | 0.05
y 0.6 | 0.07
0.0 | 0.0
0.7 | 0.10
0.2 | 0.01
0.8 | 0.13
0.4 | 0.03
0.9 | 0.16
0.6 | 0.07
1.0 | 0.2
0.8 0.12
11 ] 0.24
1.0 | 0.19
1.2 | 0.28
1.2 | 0.25
1.3 | 0.33
1.4 | 0.29
1.4 | 0.38
1.6 | 0.23
1.5 | 0.44
1.8 | -0.12
1.6 | 0.49
2.0 | -1.27
1.7 | 0.54
22 | -4.64
s | 1aos 1.8 | 0.58
i : 1.9 | 0.62
2.0 | 0.62
21| 0.59
2.2 | 0.49
2.3 | 0.27
24 | -0.15
2.5 | -0.90

Vidime, ze velmi brzy budeme v obou ptipadech dostavat zaporné hodnoty y. Nejde tady o
chybu metody. Duvodem je nestabilita této rovnice.

Pokud budeme mit nastavenou automatickou volbou kroku, potom az budeme pracovat s velmi
malym krokem, tak se teprve muzeme vyhnout havarovani vypoctu. O

Megjme linedrni diferencialni rovnici

y' =p(@)y +q(@),
jejim Ffesenim je

() = el Pit)t ( / " ()l Fpan gy K) '

a

(Vsimneéte si, ze v piikladu 6.18 se v feseni nevyskytuji exponencialy.)

Piedpoklddejme, Ze na nasi rovnici pusobi néjakéd drobnd porucha, popsand funkei §(x),
0(z)| < |f(z,y)| = |p(x)y + q(z)]. Potom

Y = f(z,y) +0(z) = p(x)y + q(z) + (),
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a TeSeni dostaneme ve tvaru
j = KelaP®dt | / (q(t) + 8(t)) el PN gy
Je zfejmé, ze vliv poruch bude minimalni, jestlize
of(z,y)
Jy

Takové lineérnl’ rovnice se pak nazyvajl’ stabilm’mi V pfl’padé rovnic vyssich fédﬁ nebo rovnic

vvvvvv

= p(z) <0.

VYHODNOCENT:

1. Vzdy provéfovat podminky konvergence feSeni.
2. Vzdy provérovat podminky existence a jednoznacnosti feSeni.

3. Neni vhodné hledat feseni na ptilis dlouhém intervalu.

6.5 Vicekrokové metody.
Opét hledame diskrétni funkci, kterda nam bude aproximovat presné teseni diferencialni
rovnice 3y = f(z,y). Necht y;41 = y; + Ay;. Jestlize

Ay = o(@i, Yi, his i1, Yimt, himts - Tick, Yiky Rick), B> 1

pak jde o vicekrokovou metodu.

Adamsovy metody

Meéjme dénu tlohu (6.1), (6.2). Integraci (6.1) dostaneme

y(z) — y(zo) /fty

Integrovanou funkci f(¢,y(t)) nahradime interpolaénim polynomem s uzly g, x1,. .., Zs.
Pritom predpokladame, ze zndme v téchto bodech hodnoty funkce y. Potom muzeme
integral numericky urcit a dostavame

y(@) — y(xo) = Z o (@, y(zr)) + R,

kde R je chyba prislusného kvadraturniho vzorce. Predpoklddejme, ze mame ekvidistantni
uzly x; = xg+ih,i =0,1,...,s. Necht dale integracni meze splynou s nékterymi uzly, t.j.
Ty = Tp, T = T4, p < q. Pouzitim Lagrangeova interpolac¢niho polynomu dostaneme

y(xg) —y(ap) =h Y Apf(ze,y(zi) + R, (6.6)

k=0
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Ak k's— H t—Z

P i=0,i#k

R:h/qF[t,O,l,..., ]H(t—z’)dt.

i=0
Zde vystupuje pomérna diference funkce F', pro kterou plati

Vztah (6.6) muzeme vzit za zdklad pro numerickou metodu.

Yo =Yp+ Y Arf(we,ye) + R.
k=0

Volbou p = s, ¢ = s + 1 ziskdme Adamsovy extrapolacni metody. Rik4 se jim tak proto,
ze integracni interval se nachazi vné intervalu, na némz je urcen interpola¢ni polynom.

Méame tedy vztah Ysi1 = Ys + h Z A fr + R.
k=0

Horni index u A} pritom zduraznuje zavislost na s, tj. na poc¢tu uzli uzitych pfi interpo-
laci. Zduraznujeme na POCTU, nikoliv na samotnych uzlech. Koeficienty Aj nezaviseji na
uzlech, ani na jejich hodnotach. Proto je mozné vzorec “posunovat” po siti o celociselné
nasobky h, takze jej muzeme psat ve tvaru

Yn+1 = Yn + h Z Az.fn—s-i,-k + R.
k=0

Budeme-li psat k misto s — k, pak prerovnanim s¢itancu do potadi od nejblizsiho uzlu
k nejvzdalenéjsimu dostaneme

Yni1 =Y +h Y Bifoi+ R,
k=0

B = / H (t —i)dt, k=0,1,.
s i=0,i7#£s—

Tyto vztahy ndm definuji Adamsovu extrapolacni metodu 7ddu s+ 1. (Nékdy se oznacuje
jako Adams — Bashforthova metoda). Chybu této metody muzeme popsat

(s+2) s+1_8
R(m):hs“y(sTi)i) / g(t—z‘)dt,

€ € [xg, xs11] a nebo po posunuti je € € [z,_, Tny1)-

Pro volbu s = 1,2,..., f, = f(x,, y,) dostaneme:
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Adamsovy extrapola¢ni vzorce

1
Yn+1 = Yn T+ hfn + O(gy”(f)h?)
1
bt = ot Sh(Ba — Fat) + O ()

1 3
Yn+1 = Un + _h(23fn - 16fn—1 + 5fn—2) + O(gy(4) (£)h4)

12
1 251 (5) 5
Yn+1 = Yn T _h(55fn - 59fn71 + 37fn72 - 9fn73) + O( Y <€>h )
24 720
1
Yn+1 = UYn T+ %h(lgolfn - 2774fn—1 + 2616fn—2 - 1274fn—3 + 251fn—4) +
95
RPN O Ty
Oy (€)1
1
Ynt1 = Yn T+ @h(4277fn — 7923 fn—1 +9982f, 2 — 7298, 3 + 2877 f, 4 —

—475f5) + O(yhT)

Zde symbolem O(a) rozumime, ze chyba je fadové rovna a.

Resime-li rovnici Adamsovou metodou fadu s + 1, musime znét hodnoty funkce v (s + 1)
predchozich bodech. Protoze vsak byva zaddna pouze jedna pocateéni podminka y(xg) =
= 1)9, musime si dopocitat zbyvajici hodnoty 1, ..., ys nékterou jednokrokovou metodou.
Nejcastéji se pouziva Runge-Kuttova metoda ¢tvrtého radu.

Piiklad 6.19. Adamsovou extrapolaéni metodou feste na intervalu [0; 1] ilohu

y =01y+2% y0)=0 h=0.1.
Reseni. Pouzijeme Adamsove metodu étvrtého Fadu popsanou rovnic

1
Yn+1 = Un + ﬂh(55fn - 59fn—1 + 37fn—2 - 9fn—3)~

Vedle pocatecni podminky, kterd je soucasti zadani ulohy, potiebuje znat jesté hodnoty
funkce y(z) v dalsich tfech bodech. Vysledky jsou uvedeny v tabulce:

x| y(z)
0.0 0.0 Pocatecni podminka

0.1 | 0.0003333 | Vypocteno metodou Rungeho-Kutty
0.2 | 0.0026667 | Vypocteno metodou Rungeho-Kutty
0.3 | 0.0090003 | Vypocteno metodou Rungeho-Kutty
0.4 ] 0.0213354
0.5 | 0.0416772
0.6 | 0.0720404
0.7 | 0.1144567
0.8 | 0.1709877
0.9 | 0.2437425
1.0 | 0.3349011
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Kontrola se provadi metodou poloviéniho kroku. Zde je nutné znovu vypocitat potfebné
prvni hodnoty pomoci Rungeho-Kuttovy metody. Doporuc¢uji pocitat vSechny potiebné

hodnoty znovu, protoze obecné
Yni 7 Yh 9

Jestlize v rovnici (6.6) zvolime p = s — 1, ¢ = s, pak integra¢ni interval pfiléha k pravému
okraji interpolacniho intervalu. Poté zcela stejnym zpuisobem si odvodime Adamsovu in-
terpolacni metodu (nékdy se oznacuje jako Adamsova-Moultonova metoda).

Ynt+1 = Yn + h Z C]jfn*k7

k=-1

Cr =

i=0,i£s—k

Chyba této metody je ddna vyrazem

(543) s+1s+1
_ s+3y (5) .
R=rC [t =t

kde 5 € [xn—saxn+1]-

Adamsovy interpolacni vzorce

1 "
Yn+1 = Yn + hfn-i—l + O(_éy (g)hQ)

Yny1 = Yn + h(fn—H + fn) + O( 2 ///(£)h3)

B(5fuss = 8Fn — for) + O(—ay ()

Ynt1 = Yn+ 24
19

12

1
Ynt1 = Yn+ 2 (9fn+1 + 19fn - 5fn 1+ fn 2) + O<__y

720

1)+ s+l
(k+1 / I ¢-dat, k=-1,01

Ynt1 = Yn T _h<251fn+1 +64f, — 264 f, 1+ 106f,2 — 19f,5) + Oy

720
1
Yn+1 = Un + — 1440 (475fn+1 + 1427fn - 798fn 1+ 486fn 2
+O(y " (E)A7)

Také pii pouziti Adamsovych interpola¢nich metod musime k po¢ateéni podmince y(zg) =
= 1o dopocitat dalsich s hodnot jinou vhodnou metodou. Dalsi problém je ten, ze hod-
nota y,.1 se vyskytuje na obou strandch kazdé rovnice, nebot fri1 = f(Tpi1, Yni1)-

173 s + 27 fns) +
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Moznost explicitniho vyjadieni y, 1 zavisi na konkrétnim tvaru funkce f(z,y). Nejcastéji
se pouzivd pro vypocet itera¢ni metoda. Zvolime si vhodnou nultou iteraci y° 41 @ sesta-
vime si posloupnost {y).;}:

Yirr = Yo+ hC f (@i yii)) + 0 Chfus
k=0

Hledana hodnota ¥,1 je pak limitou této posloupnosti, pokud jsme si zvolili vhodnou
prvni iteraci. Je mozné stanovit podminky konvergence.

6.5.1 Metoda prediktor — korektor

Adamsovy metody se uz vétsinou nepouzivaji samostatné. Jejich kombinace, zvana metody
typu prediktor — korektor vyuzivaji na kazdém kroku obou Adamsovych metod:

1. Prediktor — explicitn{ metodou uréfme ¢y, k = 0.

2. Vypocteme si hodnotu fr]f+1 = f(a:n+1,y,’§+1).

k+1

3. Korektor — implicitni metodou vypocitame lepsi aproximaci y, ;.

4. Zpiesnime vypocet pravé strany i} = f(@,41, yi17).

Ptitom body 3, 4 je mozno opakovat — jde zde zase o iteracni proces a prediktor nam pro
néj dava dobré priblizeni. Obé metody bereme stejného radu.

h
Prediktor Yo 1 =Yn + ﬂ(55fn —59fn—1+37fn2—9fn_3),

h
(9 rlf+1 + 19fn - 5fn71 + fn72)-

Korektor Yl =y, + %

Dalsi casto pouzivana metoda prediktor — korektor ma tvar

4
y2+1 = Yn-3 + gh(an - fnfl + 2fnf2>7

k1 _ 9 1 3

Ynt1 = gyn - gyn—2 + gh (f(xn—l—ly yfwrl) +2fn — fn—l) .

Zde je je prediktorem otevieny Simpsonuv vzorec pro integraci a korektorem stabilni
diferencni vzorec.
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6.5.2 Metoda prediktor — modifikator — korektor

Méjme metodu prediktor — korektor. Prediktorem urc¢ime yg‘il. Tuto hodnotu si zpresnime

modifikdtorem
251

- _ o, 0p

0

y2+1 = ynﬁ
kde v zavorce je rozdil hodnoty funkce y v predchozim bodé v koneéném tvaru a jeji
predikce. Pii prvnim kroku metody prediktor — korektor nemdme zaddnou hodnotu y% a
proto se modifikator pocita az od druhého kroku. Modifikovanou hodnotu pak pouzijeme
v korektoru. Dalsi postup je shodny s metodou prediktor — korektor.

Existuji i dalsi varianty metod tohoto typu. Vzdy zavisi na tom, jakou integra¢ni metodu
¢i tvar interpola¢niho polynomu pouzijeme.

Jednou z nejstarsich je metoda Milnova, kde je prediktorem otevieny Simpsonuv vzorec
a korektorem uzavieny Simpsonuv vzorec:

14

4
yg-{-l = Yn-3 + gh(zfn - fn—l + an—Q) + (45y(5)(€>h5)7
k+1 h k 1 (5) 5
Ynt1 = Yn—1 + g(f(xn+17yn+1) + 4fn + fn_1) - %(y (é)h ), k= 0, 1, e

Pro pouziti je tfeba znat hodnoty ve ¢tyrech predchézejicich uzlech. Odhad chyby je na
kazdém kroku urcen

1
R < —|y? — y¥|,
—_— 29 |y2 yl |
kde je 4! prediktor a y¥ jeho korekce. Casto je nutno v pribéhu vypoétu ménit krok & tak,
aby chyba zustala pfimérena — t.j. pokud je R velké, tak zmensit krok, je-li R podstatné
malé, tak je mozno krok zveétsit.

Mnohdy byva jednodussi provést cely vypocet na intervalu [a,b] s krokem h a potom
zopakovat vypocet s krokem h/2. Jestlize je i nyni chyba velkd, provedeme vypocet
s krokem h/4, atd. V piipadé zmenseni kroku je opét nutno dopocitat potiebné hod-
noty funkce y vhodnou jednokrokovou metodou.

Modifikator mé u této metody tvar

28
o _,0p = — 40P
Yni1 = Ynt1 F 59 (Un = Un")-
Véta 6.20. Necht jsou splnény podminky véty 6.2. Potom pro <lohu (6.1),(6.2) md
metoda prediktor — korektor, kde je prediktor nejméne stejného vddu jako korektor,
celkovou chybu rtddové stejnou jako metoda, kterda pouZiva korektor s mnekonecnym
opakovdnim.

Podminky této véty jsou splnény pro vSechny vyse uvedené konkrétni typy metod predik-

v,

v uvedeném tvaru, bez iterace, a vyssi presnost zajistit zmensenim kroku.
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6.6 Metody zalozené na uziti derivaci vyssich radu

Jestlize pouzijeme ve vzorcich pro feseni diferencidlni rovnice prvniho fadu derivace
vyssich tfadu, muzeme dosahnout snizeni chyby. Takovy vzorec muzeme odvodit z Eu-
lerova-McLaurinova sumaéniho vzorce, kdy misto f(z) dosadime derivaci 3/(z) a po tprave
dostaneme

n—1

yn-‘rl:yl"i_hzy;—i_g (Yns1 + 91) Z

i=—1 k=1

2k; 2k
W2 =), (67)

kde mame lokalni chybu
R nh2m+232m+2 (2m+3) <£>
" (2m + 2)! ’

kde By jsou Bernoulliova cisla. Plati

0 tk
-3
k=0
VEk>O0: ng+1:O,
1 1 1
By=1 Bi=—=, By=-, By=——, ...
0 ; 1 2) 2 67 4 307

Budeme se nyni vénovat vzorcum typu prediktor - korektor, které pouzivaji prvni i druhou
derivaci. Vzorce pro korektor dostaneme tak, ze Hermituv interpolac¢ni vzorec h;(z) pro
body %41, Tn, ..., Ty, integrujeme od x,, do x,41. Jestlize f oznacuje funkei komplexné
sdruzenou s funkei f, dostaneme

wn+1 zn+1
yn+1—yn+2|:/ dx:|ynz+2l/ )dx:|ynz

i=—1 i=—1
Lokélni chyba je dana vyrazem

y(2p+5) Tn41
) / (2 — zpt1) ... (. — 2pp)|de.

Ry = 24—
Cp+4!J,

Pro p = 0 dostaneme korektor ¢tvrtého radu ve tvaru

1 1
Yn+t1 = Yn + Eh (y’:H—l + ?J;L) + Ehz (_yz—i—l + ?Jg) ’

pritom
g0 _of of
8y oxr Oy ox
Pro ziskani prediktoru pouzijeme Hermituv vzorec s uzly z,,...,x,_, a analogickymi
upravami dostaneme vysledek. Takze celkové méame:
Prediktor

—y 4 3yn_1) + —h2 (17y) + Tyn_,),

1
YUn+1 = Un + = 12

5
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Modifikator
Ul = Yng1 + %(yn ~Un),
(%H), =f (xn+17 §n+1) )
Una1)” = [} (@1, 1) Unar) + Fro (Tt Uns) -
Korektor

1 1
Ynt+1 = Yn + §h (Yir +0) + ﬁhQ (=ymis +u) -

Piiklad 6.21. Numericky feste ulohu y' = —y, y(0) = 1. Vysledek srovnejte s analy-

tickym tesenim Y (z) = e™".

Reseni. Vysledky jsou zapsény v tabulce

x |y chyba

0 1 0

0.1 | 0.90483753 —1.1-1077
0.2 | 0.81873093 —1.8-1077

3 4.9787110-107% | —4.2-1078

15 | 3.0590305-1077 | —=7.3-1073

Povsimnéte si, ze na konci vypoctu je uz chyba v absolutni hodnoté vétsi nez funkéni
hodnota. Soucasneé je ale tieba vzit v ivahu i pocet kroki, které jsme vykonali, tj. 150. [

Piiklad 6.22. Numericky feste ilohu vy = y, y(0) = 1. Vysledek srovnejte s analytickym
fesenim Y (x) = e”.

Reseni. Vysledky jsou zapsény v tabulce

T Y chyba
0 |1 0

0.1 | 1.1051708 | 1-10~7
0.2 | 1.2214024 | 4-107
0.3 | 1.3498582 | 6-10~7

3 20.085520 | 1.7-107°

15 | 3269011.1 | 6.3

O]

1

Piiklad 6.23. Numericky feste tlohu ¢y’ = ———5—,
1+ tany

y(0) = 0. Vysledek srovnejte s ana-

lytickym fesenim Y (z) = arctan z.



6.7 METODY TAYLOROVY RADY 157

Reseni. Vysledky jsou zapsény v tabulce

T Y chyba

0 0 0

0.1 | 9.9668686 - 102 | —3.4-1078
0.2 | 0.19739560 —4.1078
0.3 | 0.29145683 —4.1078
3 1.2490458 0

15 | 1.5042272 1-10°6

6.7 Metody Taylorovy rady

Eulerovu metodu jsme si odvodili z Taylorovy rady

1" h2 1 h3 (k)hk
y(z+h) :y(x)—l—y'(:z:)h—l—y (;) + 7 (;) +-- yk'

+ O(h*+),

kdyz jsme polozili £k = 1 a zanedbali jsme Cleny vyssich fadu. Pritom jsme se dopustili
chyby fddové rovné O(h?). Dosazenim za prvni derivaci y'(z) = f(x,y) jsme dostali

Vi1 = Yi + hif(xi,v:), 1 =0,1,...,n — 1.

Podobné muzeme dostat pro k = 2 metodu druhého Fadu. Staci jen zanedbat ¢leny tadu
vyssich nez dvé a vyjadrit si druhou derivaci y”(x). Dostavame

vy 4, d _Of(xy)  Of(wy) ,_ Of(zy)  Of(zy)

Dosazenim tohoto vztahu do Taylorovy fady dostaneme vztah pro metodu Taylorovy fady
druhého tadu:

Of (T yn) N Of (T yn)
Ox dy

1
Yn+1 = Un + hf(xm yn) + §h2 : f(xn7 yn)

Obdobné muzeme pokracovat dale a dostaneme
L,2c0) L o)
yn+1:yn+hfn+§hfn +"'+Efn :

Vyrazy pro vyssi derivace funkce f(x,y) mohou byt obecné velmi slozité. Pro nékteré
specidlni piipady vsak tyto vyrazy mohou nabyvat jednoduchych tvaru. Potom je mozné
metodu Taylorovy fady vyssiho fadu pouzit s velmi dobrymi vysledky.
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Piiklad 6.24. Hledejme feseni tlohy ¢ = qy, y(0) = yo metodou Taylorovy fady.

Reseni. Rozvojem do Taylorovy fady dostaneme, pokud pouzijeme prvnich [ élent:

l

; !
Y
Yit1 = Z Tyi(]) = Z&,j,
j=0 J: =0
.
kde & ; = ?yy ) Soucasné ale plati

Yy = gyl = ygj) _ qyi(j—l)‘

Potom .
o |
§ij B g B hy(]) _h ‘
&ij-1 hi—1 0D Jyu=b g o
(j—1r
neboli

h .
§ij = ;qgi,j—b i=1,2,...,1

Kdyz si navic uvédomime, ze & o = y;, tak jsme ziskali rekurentni posloupnost, ktera
nam umoznuje spocitat feseni s libovolnou pfesnosti. Vsimnéte si pritom, ze vSechny
posloupnosti jsou stejné a nezavisi na i. Navic je mozné podle potieby prubézné ménit
kroh h. O

V obecném pripadé ma metoda Taylorovy fady tvar:
Na intervalu I = [a,b] hleddme feseni Cauchyovy tlohy ¢ = f(x,y), y(zo) =
=1, xo€l, a,by € R. Funkciy si rozvineme do Taylorovy rady

1 1

3. m
3!hy (x)—|—~~—|—k!

y( + 1) = y(z) + hy/(2) + =12 () + By ® () + O (W),

2!

Pro k = 1 dostaneme, pii zanedbdn{ vyssich fadi, Eulerovu metodu s chybou O (h?).

Pokud si zvolime k = 2, dostaneme chybu O (h?). Staéi si jen vyjadiit druhou derivaci

V@) = (@) = () = L) + ol = Filwo) + ) T,
Neboli
S () — afg;,y) N 8fgvy, y) Fany),
Pro k = 3 potiebujeme jesté tieti derivaci.
d

d
yi(e) = (@) = (fot 1y f) = Foat foy ' +Fou Ly ot Loy v - FH 1y Fo

T
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6.8 Diferencialni rovnice vyssich radua

Definice 6.25. Cauchyova iloha pro diferencidlni rovnici n-tého rddu ma tvar
v (@) = fe,y@),y (@), ...y (x), (6.8)

y(wo) = ko, y'(x0) = ki, ... ay(n_l)(xo) = k1, (6.9)
kde x € I = [a,b], k;,i = 0,1,...,n — 1 jsou konstanty a f je funkce n + 1 proménnych
definovand na oteviené mnoziné 2 C R*1,

Resenim pak rozumime funkei y(x) definovanou a spojitou na I, kterd je na I n krat

spojité diferencovatelnd, pro kazdé x € I spliuje rovnici (6.8) a vyhovuje pocatecnim
podminkdm (6.9).

Definice 6.26. Funkce f(x,zg,21,...,2,-1) spliuje v bodé (xq, ko, k1,...,kn_1) € Q C
C R™*! lokélné Lipschitzovu podminku, jestlize existuje konstanta K > 0 a okoli U bodu
(xo, ko, k1y .-, kn1), U C €, takové, ze pro kazdé dva body (zo,ao,a1,...,a,-1) € U,
(.’L’(), b(), bl, ey bn—l) S U, plati

n—1
‘f(xl%aO)ala ce aan—l) - f('CEOabOabl? v 7bn—1)‘ S KZ ‘ai - bzl
=0

Ptitom okolim bodu (zg, kg, k1, . . . , kn—1) Tozumime libovolnou otevienou kouli v R"*! se
stfedem v tomto bodé.

Véta 6.27. Lokalni Lipschitzova podminka v Q pro funkci f(x,z9,21,...,2,-1) bude
of of
0z 0z1" Ozp_1

Lokdlni Lipschitzova podminka je splnéna automaticky, jsou-li tyto derivace spojité v €.

spinéna, jestlize v ) existuji lokdlné ohranicené parcidlni derivace

Véta 6.28. (O existenci a jednoznaénosti feSeni.)

Necht funkce f(x,zg, 21, ..., 2n_1) je spojitd na oteviené mnoziné Q € R""1. Pak pro kazdé
(o, ko, k1, ... kn1) € Q mad 1loha (6.8),(6.9) asponi jedno resend.

Je-li navic v kaZdém bodé Q) splnéna lokdlné Lipschitzova podminka, je toto Teseni prdavé
jedno.

Opét je vzdy nutno proveérit splnitelnost podminek existence a jednoznacnosti feSeni,
protoze jednotlivé numerické metody Teseni se tim nezabyvaji a vzdy predpokladaji jejich
platnost.

Méjme tlohu (6.8), (6.9). Zavedeme si nové neznamé funkce y;(z) predpisem:

Y=y, Yy =ya,... ,y("_l) = ,, potom mame soustavu
yll = Yo,
yé = VY3,
- - (6.10)
y7/171 = yn7

y; - f(x7y17y27"'7yn)'
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Stejnou transformaci provedeme i s poc¢atecnimi podminkami (6.9).

y(wo) = y1(z0) = ko,

?./(370) = 12(0) : ki, (6.11)

Yy (z0) = yn(z0) = ki

Timto zpusobem prevedeme numerické feseni diferencialnich rovnic vyssich fadu na feseni
soustavy diferencialnich rovnic prvniho fadu.

Véta 6.29. Funkce y(x), x € I je fesenim rovnice (6.8) prdavé tehdy, kdyz jsou funkce
(y(2),y'(z),...,y"V(x)) Fesenim soustavy (6.10).

Diferencidlni rovnice vyssich fadu maji rozsahlé aplikace. Napiiklad v mechanice, teorii
pruznosti, teorii elektrickych obvodu, abychom se zminili alespon o téch oborech, se
kterymi se budete nejcastéji setkavat. Pritom jedna rovnice se muze vyskytovat v nékolika
oborech.

Priiklad 6.30. Homogenni linearni diferencidlni rovnice druhého tadu s konstantnimi
koeficienty
y' +2ay +b*y =0 a>0,0>0,

popisuje
1. Kmity struny
2. Matematické kyvadlo
3. Elektricky obvod RLC

Jde o tzv. rovnici linearniho oscilédtoru.

Priklad 6.31. Nehomogenni rovnice tvaru
Y’ +2ay + 0%y = f(z), a>0,b>0,

popisuje tzv. nucené kmity. Vysledek potom podstatné zavisi na konkrétnim tvaru
budiciho ,clenu® f(z).

6.8.1 Numerické metody pro rovnice druhé radu

Protoze se rovnice druhého radu casto vyskytuji v ruznych aplikacich, ukazeme si specialni
metody pro jejich feseni. Obecny tvar rovnice druhého radu je

y'(x) = f(z,y,9)

s pocatecnimi podminkami

y(xo) = ko, y,(Io) = ki,
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kde ko, k1 € R jsou libovolné konstanty. Tuto rovnici lze prepsat na soustavu tvaru

2= f(z,y,2),
y = =z

s pocatecnimi podminkami
y(zo) = ko,
2(xg) = k.

Pro jeji feseni muzeme pouzit libovolnou z obecnych metod.

Pokud vsak prava strana nezavisi na i, coz se dosti ¢asto objevuje v aplikacich, muzeme
dosahnout podstatného zlepseni. Rovnice je potom ve tvaru

y'(x) = f(z,y), y(zo) = ko, y'(z0) = k1.

Pro piimé odvozeni metody pro feSeni rovnice je pfirozené vzit numerickou metodu ve
tvaru (oznaceni je stejné jako v predchozim vykladu)

p p
Ynt+1 = Z aiYn—i + h° Z bin i

1=0 i=—1

kde p € N nam urcuje fad metody. Potom pro b_; = 0 méame prediktor a pro b_; # 0
mame korektor. Metodou neurcitych koeficientu si odvodime parametry a;, b; a dostaneme

napr:
Prediktor A

Ynt1 = 2Yn—1 + Yn—3 + §h2 (?/Z + Yno1 + Z/Z—z) ;
Korektor

1
Ynt1 = 2Yn — Yn—1 + EhQ ( ZH + 10y, + yZA) .

A kdyz nyni vyuzijeme toho, ze y" = f(x,y) dostaneme
Prediktor 4

Ynt1 = 2Yn—1+ Yn—3 + ghz (fa + foc1 + faz2),
Korektor

1
Yn+1 = 2yn — Yn—1 + Ehz (fn+1 + 1Ofn + fnfl) .

Pomoci metody poloviéniho kroku dostaneme feseni s potfebnou ptresnosti.

6.8.2 Uziti Taylorovy rady

Pro hledani feseni diferencialnich rovnic vyssich fadu muzeme opét pouzit Taylorovu fadu

i) = (ao) + o/ (ao)ar — a0) + LT (@ g 4 L)

Pokud dovedeme uré¢it hodnoty derivaci v bodé zg, jde o velmi efektivni metodu. Postup
si ukazeme na prikladé.

(. —x0) + ...
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Priiklad 6.32. Najdéte feseni pocatecni tlohy
y'+ay' +y=0 y(0)=0, y(0)=1
Reseni: Rovnici si upravime na tvar
y' = -y —y.
Dosazenim pocéatecnich podminek dostaneme
y"(0)=-0-1-0=0.

Déle derivaci (6.12) postupné dostavame

7

y" = —zy" -2y,

y(IV) _ _xy/// _ 3y”,

y(V) _ _xy(IV) . 4y///’ o

Postupnym dosazovanim uz znamych pocatecnich podminek dostavame

y"(0)=—-0-0—2-1= -2,

V)

(IV):O, yol =38, ...

Y

Dosazenim vypocitanych hodnot do Taylorovy fady

yll 0 ylll 0
y(z) = y(0) + ' (0)x + %ﬁ + % (13)3 + ...
dostaneme
3 2
y(x)—x—§+ﬁ+...,

(6.12)

coz je ndmi hledané feseni rovnice v okoli bodu 0, které mame vyjadieno pomoci fady.

Pojmy k zapamatovani

— Zabyvali jsme se feSenim obycejnych diferencialnich rovnic. Pfipomenuli jsme si zakladni
pojmy z teorie obycejnych diferencidlnich rovnic a analytické metody feSeni nékterych typu
téchto rovnic. Analytické feSeni jsme ziskali bud v explicitnim tvaru y = f(x) a nebo v

implicitnim tvaru F(x,y) = 0. Takto Fesitelnych rovnic je ale mensina.

— Proto jsme se dédle zabyvali numerickymi metodami feSeni obycejnych diferencidlnich
rovnic. Numerické jsme hledali na zakladé diskretizace proménné. Misto spojité funkce,
ktera je feSenim u analytickych metod, jsme hledali diskrétni funkci, kterd se az v limité

bude blizit pfesnému feSeni.

— 7 numerickych metod jsme probrali jednokrokové metody - Eulerovu a jeji modifikace,
metodou Rungeho-Kutty. Z vicekrokovych metod jsme probrali Adamsovy metody, metody

prediktor-korektor a prediktor-modifikator-korektor.
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o stabilité. Jde pouze o informaci pro lepsi pochopeni problematiky numerickych vypoctu.
Pripomnéli jsme si definici diferencidlni rovnice vyssiho fadu a jejiho TeSeni.
Ukézali jsme si, jak lze diferencidlni rovnici fadu n pfevést na soustavu n diferencialnich

rovnic prvniho radu. A odkazali jsme se na nasledujici kapitolu, kde se budeme této prob-
lematice vénovat.

Ukézali jsme si specidlni metody pro rovnice druhého fadu, véetné pouziti Taylorovy rady.

Kontrolni otazky

Sy U s W N =

. Co rozumime pojmem stabilita FeSeni?

. Kolik kroku je vhodné provadét u metody Rungeho-Kutty?
. Existuje néjaké omezeni na piesnost feseni?

. Co rozumime feSenim diferencidlni rovnice vyssiho fadu ?

. Proc se specialné zabyvame rovnicemi druhého fadu?

. Je metoda Taylorovy fady univerzalni?

6.9 Cviceni

Maplety

Piiklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné shirce piikladu. Pomoci
nasledujicich mapletu si muzete usnadnit nékteré diléi vypocty, nebo zkontrolovat jejich
spravnost.

—_
e

A B A R

Derivovani

Integrovani

Vypocet funkénich hodnot

Uprava algebraickych vyrazi

Analytické feseni soustavy linedrnich rovnic
Urceni typu diferencialni rovnice
Separovatelné diferencidlni rovnice
Bernoulliova differencialni rovnice

Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu

Rozhodnuti, zda funkce je nebo neni fesenim dané diferencialni rovnice


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Derivovani.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Integrovani.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/funkcniHodnoty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/upravaVyrazu.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SoustavaLinRovnic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/typODE_nove.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/separable.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/BernoulliODE.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/linearODE.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/odetest.html
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6.10 Animace

Na nasledujicich animacich jsou znazornény nékteré aspekty numerickych metod stu-
dovanych v této kapitole.

Animace ovldaddte tlacitky pod obrdzkem. Kvalita animaci je ddna skutecnosti, Ze se jednd
o bitmapové obrazky exportované ze softwaru Maple a nadsledné vkladané do textu v jiné
velikosti. Animace se nachdzeji vZdy na samostatné strdance.

krak: b =1
5_
44
3_
y(x)

21 o

1 %
" ?

? :

U 1 7 3 4 5

RI<I4IB5 5 =]

Obr. 6.5: Vliv délky kroku na pfesnost numerického feseni pocatecni tlohy; analytické
feSeni znazornéno zelené, pouzita Eulerova metoda (animace)
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7 Reseni soustav obycejnych dife-
rencialnich rovnic

Pravodce studiem
V predchozi kapitole jsme si ukazali, jak miZeme Feseni diferencidlni rovnice vyssiho Fadu pFevést na
FeSeni soustavy diferencidlnich rovnic prvniho Fadu.

Cilem této kapitoly je seznamit Ctendre s numerickymi metodami FeSeni soustav obycejnych difer-
encidlnich rovnic.

Budeme se zabyvat Eulerovou metodou a Rungeho-Kuttovou metou pro soustavy diferencidlnich
rovnic. Piijde o zobecnéni uZ znamych metod pro jednorozmérné FesSeni na vicedimenzionalni pFipad.

Reseni budeme zase hledat ve tvaru diskrétni funkce, kterd za urcitych podminek v limité konverguje
k pFesnému Feseni.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Resit soustavu diferencidlnich rovnic prvniho fadu.

e Soustavy diferencidlnich rovnic vy8sich radu prevést na soustavu diferencidlnich rovnic
prvniho radu.

e Zvolit vhodnou metodu pro feseni dané soutavy.

7.1 Zakladni pojmy

Definice 7.1. Cauchyovou tlohou pro soustavu diferencidlnich rovnic prvniho fadu
rozumime soustavu rovnic (ve vektorovém tvaru)

Y = F(z2,Y), (7.1)

s pocatecni podminkou
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s (@) F(2,Y)

efinovana na oteviené

X

kde x € I =[a,b], Y = (y1(2), v2(x), ..., yn(2)), Y’ = (yi(x),y5(x), .
)T d

je vektorova funkce F(z,Y) = (fi(x,Y), fo, (x, Y) (L
mnoziné Q C R™™ a Yo = (19,49,...,142) je vektor z R”.

Soustavu 7.1 si muzeme zapsat i ve skalarnim tvaru
y; = fi<x’y17y27"'7yn)7i = 1727"'7n

Véta 7.2. Necht F(x,Y) je spojitd na Q2. Pak pro kazdé (x¢, Yy) € Q md tiloha (7.1), (7.2)
alespon jedno resent.

Spliuje-li navic F(x,Y") v kazdém bodé  lokdlné Lipschitzovu podminku, je reseni prdvé
jedno.

Véta 7.3. Necht je dina soustava (7.1) a necht funkce f;,0f;/0y;, 1,5 =1,2,...,n, jsou
spojité v oblasti € R, Potom pro libovolné bod [xg,Yy] € Q existuje prdvé jedno resend
Y soustavy (7.1), spliujici podminky (7.2), definované v takovém intervalu I, Ze xo € I a
pro kazdé x € I je bod [x,Y (x)] € Q.

Jde tady vlastné o zeslabeni podminek pfedchozi véty, protoze ze spojitosti parcidlnich derivaci
v oblasti 2 plyne platnost lokalni Lipschitzovy podminky.

Numerické metody feSeni Cauchyovy tulohy pro soustavy diferencidlnich rovnic jsou
podobné metoddm feseni Cauchyovy tlohy pro rovnici y' = f(x,y).

7.2 Eulerova metoda pro soustavy diferencialnich
rovnic

Méjme dénu tdlohu (7.1), (7.2). Predpokldddme, ze F' je spojitda na €2 a spliuje lokalné
Lipschitzovu podminku, takze mame podle véty 7.2 zajisténou existenci a jednoznacnost

feseni. Potom muzeme postupovat analogicky jako u rovnice (6.1). Z Taylorova rozvoje
—a
dostaneme, po zanedbani derivaci vyssich radu, ve vektorovém tvaru pro krok h =

Yign =Y.+ hF(x;,Y;), i=0,1,...,n— 1. (7.3)
V pripadé soustavy dvou diferencialnich rovnic mame
u' = f(x,u(z), v(z)),
v = p(x,u(z), v(z)),

u(zg) = up, v(xy) = vy.

Jestlize si pro tuto soustavu rozepiSeme vztahy (7.3), dostaneme
Uipr = u; + hf (25, u4,v:),

Vip1 = Vi + hop(i, ug, vy),
i=0,1,...,n,z0=a,x,=b, h=(b—a)/n.
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Piiklad 7.4. Reste soustavu
u =,
v =1+¢",
u(0) =0,v(0)=0,a=0,b=0.4, h=0.1.
Reseni. Plati, ze
Ul = Ug + 0.1U0 = O,
vy = v+ 0.1(1+¢e") =0+ 0.1(1 + %) = 0.2.
Uy = Uy + 0.11}1,
ve = vy + 0.1(1 + ™).
Dalsi vysledky jsou uvedeny v tabulce
1] x u v
010 0 0
110110 0.2
210.210.02 0.4
31031 0.06 0.602
41041 0.1202 | 0.8082
O

7.3 Rungeho-Kuttova metoda pro soustavy dife-

rencialnich rovnic

Postup je opét analogicky s feSenim rovnice (6.1). Odlisnost je pouze v tom, zZe y, f
a k;,j = 1,2,3,4, chapeme jako vektory. Jinak zustdvaji vSechny vztahy beze zmény.

Konkrétni postup si ukazeme na piikladé:

Priklad 7.5. Méjme danu Cauchyovu tlohu pro soustavu dvou diferencidlnich rovnic

"(x

S, y(x), 2(2)),
p(z,y(x), z(2)),

(I(]) = Z20-

y'(z) =
Z(x)
)
(

y(wo

Necht y; = yo +ih, z; = 2o +ih, h =
je popsana vztahy 1 =1,2,...,n — 1,

1
Yi+1 = 6<]<71 + 2ky + 2ks + ka),  zip1 =2 + 6(51 + 2y + 213 + 1y),

b— a)/n je krok. Potom R-K. metoda ¢tvrtého radu
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ki = hf(xi,yi,z), b =he(z,y,2),

- S T A N
k2—hf(93i+§,yi+§7zi+§), ly = ho(x; + 5 Uit ozt 2),
B ke b o kb
k3_h‘f(xl+27yl+ 2721+ 2)7 l3_hgp($z+2ayl+ 2azz+2)7

ky=hf(xi+hyi + ks, 2 +13), o= hp(x;+h,y + ks, 2z +13).
Priklad 7.6. Pro soustavu tii rovnic mame:
y'(z) = flz,y(2), 2(z),u
d(x)=¢
o
y(xo) = yo, 2(x0) = 20, u(xo) = up.

Necht y; = yo + ih, 2; = 20 + ih, u; = ug + ih, h = (b — a)/n je krok. Potom Rungeho-
-Kuttova metoda ¢tvrtého radu je popsana vztahy

1 1
Yir1 = Yi + a(kl + 2ky + 2ks + ky),  2ip1 =2 + 6(11 + 21y + 215 + 1y),

Uiy = U; + 6(7711 + 2my + 2mg + my),

kl = hf(xi7yi7zi7ui)7 ll - hSO(l'z‘aymZi,Uz‘),

my = hg(Il, Yi, Ziy ui)?

kz:hf(xi+g,yi+%,zi+%,ui+%), I :hgo(xi+g,yi+%,zi+%,ui—l—%),
My = hg(wi+g,y¢+%,zi+%,ui+%),

k:3:hf(xi+g,yi+%,zﬁr%,uﬁr%)), l3:h@(xi+g,yi+%,zi+%,uﬁr%)),
ms = hg(xi+g,yi+ %,zi—l— %,ui—l— %)),

ky = hf(x; +h,yi + ks, zi + I, +ma), 1y = ho(x; + h,y; + ks, 2z + I3, u; +ma),
my = hg(x; + h,y; + ks, zi + I3, u; + ma).

Pro rozsahlejsi soustavy je postup analogicky.

Piiklad 7.7. Resme stejnou tlohu jako u Eulerovy metody, tj. priklad 7.4.
u =,
v =1+¢€",
u(0) =0,v(0)=0,a=0,b=0.4, h=0.1.
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ResSeni. Potom dostaneme

ni|x U v k {

010 0 0 ki =0 l,=0.2
0.05]0 0.1 ko = 0.01 I, =0.2
0.05 | 0.005 0.1 ks = 0.01 l3 = 0.2005013
0.1 | 0.01 0.2005013 | k4 = 0.0200501 | I, = 0.2003346

Au = 0.0100084 | Av = 0.2003346

0.1 | 0.0100084 | 0.2003346
0.2 | 0.040135 | 0.402705
0.3 ] 0.090689 | 0.609292
0.4 ]0.162216 | 0.822595

=W DN =

V tabulce je rozepsan pouze prvni krok. U dalsich kroku jsou uvedeny pouze vysledky. [

Pokud méame soustavu diferencidlnich rovnic, ktera obsahuje i rovnice vyssich fadu, tak
si kazdou takovou rovnici prevedeme na soustavu rovnic prvniho fadu stejnym postupem,
ktery byl uveden v predchozi ¢éasti.

Priklad 7.8. Meé¢jme danu soustavu
y' = flzy(@),y (2),2(2)),

2= gz, y(@),y'(z), 2(2))
a pocatecni podminky y(zo) = wo, ¥'(x0) = w1, 2(x0) = 2¢. Transformaci y(z) =
= u(x), y'(z) = v(x) dostaneme tlohu

u = wv(x),

v = f(z,u(z),v(z), 2(2)),
2 = g(z,u(x),v(z), z(x)),
) = 1o, (o) = 31, =(am) = 2.

Tim mame soustavu ti{ diferencidlnich rovnic prvniho fadu. O té uz vime, jak ji fesit.

I u téchto uloh hraje dulezitou roli stabilita vypoctu. Naptiklad méjme soustavu

yi = Y2,
Y, = —1001ys — 1000y;.

s pocatecnimi podminkami

Ptesné Teseni této ulohy je
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a obecné Teseni soustavy je
- —1000
yl(l') = Aie r —+ Bie m’

i=1,2, A, B € R. Vimnéte si, Ze piesné feseni neobsahuje ¢leny B;e 190 Vlastni ¢isla
matice soustavy jsou \; = —1, Ay = —1000. Odtud plyne nestabilita vypoctu.

V tomto pripadé pro krok h > 0.003 pti klasické Rungeho-Kuttové metodé ¢tvrtého radu
vibec nedostaneme pouzitelné vysledky.

Opét je nutné hlidat podminky existence a jednoznacnosti reseni.

7.4 Metoda Taylorovy rady

Méjme soustavu diferencidlnich rovnic (ve vektorovém tvaru)

dY
— =F(z, YT
dx (2, ¥7),
kde
n fi
Y2 fo
Y = . F= . ; fi:f<x7y17y27"'7yn)‘
Yn In

Rozvinutim do Taylorovy fady v okoli bodu x; dostaneme

) (2,
v(r) = 3 T o gy

k!
k=0
coz znamena, ze kazda slozka Y se rozkldada do Taylorovy tady, kde

_®Y OF OF 9Y OF OF

YO = - - L .F
0x? or oY 0Ox Ox OY
a

ofr  Of ofr
Oy1  Oy2 "7 Oyn
Of Ol 9fa

a_IF: 3y1 3y2 8yn

oY
Ofn  Ofn Ofn
dy1  Oy2 "7 Oyn

Pro derivace vyssich fadu postupujeme analogicky. Postup si opét ukazeme na piikladeé:

Priklad 7.9. Urcete feSeni soustavy rovnic

d
d—f = xcost—ysint, (7.4)
d
d_?i = xsint + ycost, (7.5)

s pocatecnimi podminkami
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Reseni. Rozvoje do Taylorovy fady v okoli bodu t = 0 méji tvar

w(8) = 2(0) + 2/ (0)t + ‘T';(!O)t? + x”;(!o)t?’ 4o (7.6)
o0 = o)+ + L0 Ty (7.7)

Pro jejich pouziti si musime umét vyjadrit hodnoty derivaci. Z poc¢atecnich podminek pro
t = 0 dostaneme
2'(0) =1, y'(0) = 0.

Derivujeme (7.4),(7.5) a dostaneme

42 d d

d_tf = —xsint—ycost%—d—fcost—d—iSth, (7.8)
d d d

d_tg = xcost—ysint+d—fsint+d—z;005t- (7.9)

Odtud po dosazeni dostaneme

Derivujeme (7.8),(7.9) a dostaneme

d3x f 4 using 42 dr . y dy g d2x y d2y it
— = —XCOS S1n —— SINt — — COS —— COST — —— Ss1n s
at3 y at at a2 a2

&y int b2 (% st — YWaint) + Y nr+ TV st
—_— = —ISsIint -— COS — COST — — s1n — S1n — COSUT.
4’ Y at at a2 4t

Odtud po dosazeni dostaneme
.T”/(O) — O7 y///(o) — 3

A muzeme pokracovat dale. Pokud nam dostacuji ziskané hodnoty, potom jejich dosazenim
do (7.6) a (7.7) dostaneme aproximaci feseni v okoli bodu t = 0:

1
z(t) = 1+t+§t2+...

1 1
) = 2+ -t2+....
y(t) 5t 5t +

7.5 Zaokrouhlovaci chyby

Pfi feSeni kazdé numerické tlohy se vyskytuji zaokrouhlovaci chyby. Ukazeme si, ze jejich vliv
nemuzeme zanedbat. Pro jednoduchost si vezmeme Eulerovu metodu pro feseni rovnice (sou-
stavy rovnic)

y/ = f(SC, y)v y(ﬂ?o) = Yo-
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Numerickym postupem s krokem h =

ziskdme aproximace piesného feseni y = y(x), které

budeme oznacovat jako ;. Pfedpokléde?me, ze
Yiv1 =0i +h- f(ai, ) +ei, i1=0,1,...,n—1
a |g;| < g, kde ¢ je zadand presnost. Potom pro chybu r; na i + 1-tém kroku r; = y; — g; plati
riv1 =11+ h(f(2i,vi) — f(2i, i) — &
Odtud s vyuzitim Lipschitzovy podminky (s konstantou L) dostaneme
rig1] < |ril +h- Ly — G| + |ei] < (1 + hL)|rs| +e.
Protoze rg = 0, dostavame

lr1] < e
lro] < (14 hL)e+e,

: 1+hL)" —1
ri] < e(l+ (1 +hL)+ (L+hL)*+ -+ (1+hL)) :6(+hL) <
eihL -1
<e— < K-e-h!
€ WL = € )
e(b—a)L -1
kde K = — 7 Pro celkovou chybu potom mame

max |y; — 7i| < Kih +eKh™!,
(3

kde h je dosteéné maly krok a K7, K jsou konstanty na h nezavislé.

Protoze predpokldaddme, ze konstanta e je mald (jde prece o velikost ptipustné chyby), tak
se ndm vliv zaokrouhlovacich chyb projevi az po provedeni velkého poc¢tu kroku, neboli pro
dostateéné malé h. Potom muze dokonce dojit k pfrevazeni ucinku zaokrouhlovacich chyb a
vypoctené hodnoty ¢; tak mohou byt zcela bezcenné, i pies vynalozenou vypocetni snahu.

7.5.1 Vhodnost poc¢ateénich podminek

Méjme diferencilni rovnici

a pocatecni podminku y(0) = 0.

Resenfm nasf rovnice bude funkce y(x) = 22, protoze potom
y =2z,

a soucasné )
2 2z
L —
T T
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Pokud pouzijeme pro feSeni Eulerovu metodu s krokem h, dostaneme
Yo = Oa
2yo
1 = Yo+ hf(z,y) :Z/0+?0-

0 .
Dostali jsme neurcity vyraz typu "o “, neboli metoda nemuze pokracovat.

Jiny problém. Hleddame feSeni rovnice

y = xy.
Jestlize y # 0, potom méame
d
W _ zdz,
Y

2
Iny = % +In K,

kde K je konstanta, potom
])2
y=K-ez.
O spravnosti vypoctu se muzeme presvédéit zkouskou:

y':K-eT~§:az~K67:xy.

Pokud budeme mit pocdteéni podminku ve tvaru y(0) = 0, potom z ni dostdvame, ze K = 0.
Proto jedinym feSenim, které vyhovuje této pocateéni podminkce je nulovéd funkce y(z) = 0,
kterou jsme ale hned na zacdtku vypocétu vyloudili..

V obecném piipadé: Méjme rovnici y' = f(z,y) s pocdteéni podminku y(zg) = 0 takovou, ze
f(z,0)=0.

Potom nam pouziti Eulerovy metody dava

yi = yo+hf(zo,yo) =0+ hf(z,0) =0,
y2 = y1+hf(ri,y1) =04+ hf(x1,0) =0,

Pokud piejdeme k Rungeho-Kuttové metodé, dostaneme

1
Yy = y0+6(k1+2]€2+2Kk3+k4),
kl = h- f ('rOa LUO) = 07

h k1 h

k2 = hf<330+27y0+2>—hf($0+270)—0,
h k h

k3 = hf<$0+,y0+2>:hf<$0+,0>:0,
2 2 2

ki = h-f(xo+hyo+ks)=h-f(xo+h0)=0,

y1:0.

A stejné vysledky budeme dostavat i ve vSech dalsich krocich.
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Pokud ptejdeme k vicekrokové metodé, budeme opét dostavat stejné vysledky. A to pfesto, ze
se nemusi jednat o rovnici, kterd ma pouze nulové feSeni.

Ve vétsiné piipadu pomuze, kdyz misto yg = 0 vezmeme néjaké dostateéné malé ¢islo (z—: = 10_6).

Pokud se pfi feSeni diferencidlni rovnice objevi opakované stejnd hodnota y;, potom je vhodné
si znovu provéfit podminky existence a jednoznacnosti feSeni.

7.5.2 Rizeni délky kroku

Zatim jsme vzdy predpoklddali, ze délka kroku A je u dané metody konstantni. Ale ani z odvozeni
metody ani z jejiho tvaru nevyplyva nutnost tohoto pozadavku. V kazdém kroku muzeme ménit
délku kroku h. Déle si uvedeme jak.

V idealnim piipadé budeme mit, ze numericky vysledek y; se bude lisit od skute¢ného feseni
y(x;) nejvyse o povolenou toleranci, tj. o pozadovanou pfesnost € > 0, neboli bude platit

leill = llyi — y(@a)ll < e.

Realita je vSak jind. Soucasné programy pro feSeni obycejmych diferencidlnich rovic dokézi
zajistit pouze to, ze pro dostatetné malé € > 0 bude globélni chyba ||e;|| dosti mald. Jednotlivé
metody tohoto cile dosahuji tim, ze délku kroku h vybiraji tak, aby velikost lokalni chyby ||le;]|
nabyvala stéle zhruba stejné hodnoty . Velikost globélni chyby ||e;|| dokédzeme pouze odhadnout.
Ridit ji zatfm neumime.

Dale je nutné mit na paméti, ze sledovani velikosti globalni chyby je ¢asové velmi ndroéné, proto
vétsina programu ani sledovani globalni chyby neobsahuje.

Pojmy k zapamatovani

— Seznamili jsme se s numerickymi metodami feSeni soustav obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic
prvniho fadu.

— Zabyvali jsme se Eulerovou metodou a Rungeho-Kuttovou metou pro soustavy diferen-
cidlnich rovnic prvniho fadu. Jde o analogisky postup, jako v piipadé jedné diferencidlni
rovnice. Pouze je tfeba zménit zapis na vektorovy a pak budeme mit i sstejné vzorce jako
difve.

— Dale jsme si ukazali moznosti pouziti Taylorovy rady.

— Opét ziskame jako feSeni diskrétni funkci, kterd pii splnéni konvergen¢nich podminek nam
v limité konverguje k pfesnému feseni.

— Vsechna feseni se tykala explicitnich soustav.

— Existujf sice i numerické metody pro feSeni implicitnich rovnic F(z,y,y') = 0 a jejich
soustav a také poloimplicitnich rovnic ' = p(z,y,y’) a jejich soustav. Tato problematika
ale presahuje moznosti naseho kurzu.
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Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem feSeni soustavy diferencidlnich rovnic?

2. Jaky je rozdil mezi explicitni a implicitni diferencidlni rovnici a nebo soustavou diferencidlnich
rovnic?

3. Jak stanovime konec vypoctu fesSeni soustavy diferencidlnich rovnic?
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8 ResSeni okrajovych uloh pro oby-
cejné diferencialni rovnice.

Pruvodce studiem

V této kapitole se budeme zabyvat diferencidlnimi rovnicemi alespori druhého Fadu. Pouze pro takové
rovnice ma smysl hledat FeSeni okrajové tlohy. NejdFive si zavedeme pojem okrajové tilohy a jejiho
FeSeni. UkaZeme si rozdil mezi okrajovou a poéatecni ulohou.

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tendfe s numerickymi metodami FeSeni okrajovych tloh pro diferen-
cialni rovnice druhého Fadu.

Okrajovou tlohu miZeme pFevést na polatecni a hledat FeSeni polatecni ulohy nékterou z dFive
probranych metod - to je princip metody strelby.

Jinou moZnosti je diskretizace proménnych a prevedeni okrajové tlohy na FeSeni soustavy linedrnich
algebraickych rovnic - to je princip metody koneénych diferenci a metody konecnych objemii.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Resit okrajovou tlohu metodou st¥elby.
e Resit okrajovou tlohu metodou koneénych diferenc,
e Prevést ulohu na samoadjungovany tvar.

e Resit okrajovou tilohu metodou koneénych objemi.

8.1 Zakladni pojmy

Definice 8.1. Okrajovad iloha pro diferencidlni rovnici druhého fadu je tvofena rovnici
F(z,y.y,y") =0 (8.1)
a okrajovymi podminkami

ary(a) + azy'(a) = A, Biy(b) + Bay/ (b) = B, (8.2)
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kde A, B, ay, as, B1, B2 jsou konstanty, pro néz plati |a | + |aa| # 0, |B1] + [B2| # 0.
Resen{ hleddme na intervalu I = la,b],a < b, jako spojitou a dvakrat spojité diferencova-

telnou funkei, ktera splauje (8.1), (8.2).

Budeme se tedy zabyvat pouze tzv. “klasickym feSenim”.
Nebudeme studovat obecny tvar (8.1), ale budeme se zabyvat pouze rovnicemi
v jednodussim tvaru y” = f(z,y,v).

Yo

a = X

Obr. 8.1: Pocétecni iloha — zadané je y(x)
a y'(zo) (tj. smérnice tecny)

: b
Obr. 8.2: Okrajova uloha proa; =1, a, =0, 51 =1, B3 =0

Zakladni rozdil mezi po¢atecéni (Cauchyovou) a okrajovou ulohou je v tom, ze feSeni pocatecni
ulohy existuje a je dokonce i jednoznacné urcitelné pro velmi Sirokou tfidu rovnic, zatimco u
okrajové 1lohy se muze stat, ze i pro jednoduchou linedrni rovnici feSeni neexistuje nebo je jich
nekoneéné mnoho. U rovnic vyssich fadu se ptirozené takova situace muze vyskytovat s mnohem
veétsi pravdépodobnosti.

Okrajové tloha pro rovnici prvniho stupné nems smysl. ReSeni diferencidlni rovnice
prvniho stupné, pokud existuje, tj. pokud jsou splnény podminky Picardovy véty, je jed-
noznacné urceno uz pocatecnim bodem. Proto se budeme zabyvat rovnicemi druhého
radu.
Priklad 8.2. Méjme rovnici

y// _|_ y — O
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Reseni. Jeji obecné teseni ma tvar

g(x) = Asinz + Bceosx

kde A, B € R jsou libovolné konstanty.

Zvolme si okrajové podminky

Potom z prvni podminky dostaneme
7(0) = Asin0+ Bcos0 =0,

B-1=0, = B=0.
Druha podminka nam déava
y(m) = 1.
A soucasné

g(m) = Asin(r) = A-0=0.

Dostali jsme spor. Neboli neexistuje zadné teseni nasi rovnice, které vyhovuje zvolenym
pocatecnim podminkam.

Naopak pro volbu pocateénich podminek
y(0)=0,  y(m)=0
existuje nekoneéné mnoho feseni ¢;(z) = Ksinz, K € R.

Okrajovym podminkam
™

y(0) =0, y<§> =1

vyhovuje pouze jediné feseni g(x) = sin x. O]

7, prikladu je ziejmé, ze moznosti, kdy existuje pravé jedno feseni ¢i nekoneéné mnoho
feSeni ¢i neexistuje Teseni, 1ze najit také nekonecné mnoho.

8.1.1 Metoda strelby

Neékdy se oznacuje jako balisticka metoda.
Zakladem metody stielby je prevedeni okrajové tlohy na pocatecéni tlohu. Méjme danu
okrajovou tlohu v nejjednodussim mozném tvaru

y' = f(z,y.9), yla)=A, y(b) =B,

tj. v nejjednodussim tvaru okrajovych podminek (8.2).
Volime si libovolné y/(a) = ko a fesime pocatecni ulohu

y” = f(l”ya y,)a y(a) = A7 y/(a) = ko
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—a
na intervalu [a, b] s krokem h = ——. Substituci y = u, y’ = v ziskdme tlohu
n

v = f(x,u(z),v(z)),
u(a) = A, v(a) = ko.

Jde o soustavu diferencialnich rovnic prvniho fadu, kterou uz umime fesit. Vysledné tak
ziskdme diskrétni funkci (x;,14?),7 = 0,1,...,n. Jestlize ¢ = y°(b) = B, zastavujeme
vypocet. V opaéném piipadé si volime novou hodnotu y'(a) = k; a znovu provadime
vypocet. Vypocet a tedy i volbu y/(a) = k; opakujeme tak dlouho, az se hodnota 3’
priblizi k B s pozadovanou ptesnosti. Viz obr. 8.3

a=Xg X4 Xp X3 b=x4 x

Obr. 8.3: Geometricky smysl metody stielby

Pro vlastni vypocet pouzivame nékterou z numerickych metod pro fesSeni pocétecnich
tloh. Casto se pouzivé zejména Rungeho-Kuttova metoda. Pro vétsi interval I a nebo pro
vétsi pocet uzlu je vhodnéjsi pouzit Rungeho-Kuttovu metodu na pocatecni priblizeni a
pak pouzit presnéjsi metody typu prediktor-korektor.

Jakmile dosahneme stavu, Ze pro volbu pocatec¢nich podminek k;, k; plati

y, < B <uyl,

potom muzeme pouzit pro dalsi vybér hodnot k, vhodnou numerickou metodu, napft.
bisekci. Vystupem metody stielby je diskrétni funkce {y; ~ y(x;)}, ¢ = 0,1,...,n. Kon-
trola presnosti se provadi metodou poloviéniho kroku.

Touto metodou lze tesit linearni i nelinedrni diferencialni rovnice a taktéz soustavy rovnic.
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8.1.2 Metoda koneénych diferenci

S metodou konecnych diferenci jste se setkali uz v predmétu Matematika 3. Zde si ji
zasadime do Sirsich souvislosti a odvodime si potifebna tvrzeni. Méjme danu ulohu

—y' + o)y = f(x), (8.3)

yla) = a, y(b) =5, (8.4)

kde a < b, a, B jsou konstanty. Hledame spojitou, dvakrat spojité diferencovatelnou funkci
y(x), ktera splnuje (8.3), (8.4).

Véta 8.3. Necht o(x), f(x) jsou spojité na |a,b], o(z) > 0. Potom ezistuje prdvé jedno
resent ulohy (8.3), (8.4).

Rovnici (8.3) muzeme Fesit piimo analyticky, jestlize o(x) je konstanta. Predpokladejme,
ze plati o(z) = 0, potom dvoji integraci dostaneme Teseni:

-y =flx) = y'=—f(a),

y':/—f(x)dx+0 = y(x)z/(/—f(as)dx)dz+0x+D.

Parametry C, D si ur¢ime tak, aby byly splnény okrajové podminky (8.4).

Necht nynf je o(z) € R, o > 0, tj. o je kladnd konstanta. Potom charakteristickd rovnice
ma tvar
X +0=0,

JA—

a obecné feseni rovnice (8.3) je tvaru
y(z) = AeVo® 4 Be VT,

A, B € R. Paramerty A, B si déle uréime tak, aby byly splnény okrajové podminky (8.4).
Ovérime si ddle spravnost naseho vypoctu:

y'(x) = AeVo® /g + Be Vo (—\/5) ,

y'(x) = AeVo®s + Be Vo' /g =0 (Ae‘/‘;x + Be_‘/‘;x> = 0.
Pro o < 0 dostaneme analogicky feseni
y(z) = CelVo® 4 De VT,

j = +v/—1,C,D € R. Paramerty C, D si opét urc¢ime tak, aby byly splnény okrajové
podminky (8.4).
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Necht nynf je o(z) funkei. Budeme nyni hledat numerické feseni rovnice (8.3) metodou
kone¢nych diferenci. Vytvoiime si sit:

b—a

n+1

ro=a,r;=x9+1th,t=0,1,....n+1, h=

Body g, x,.1 jsou hrani¢ni, zbyvajici body jsou vnittni. Hodnoty funkce v hrani¢nich
bodech zname — jsou to hodnoty yo = «, y,.1 = 5. Zbyvajici hodnoty musime dopocitat.
Pozor: Zde méme jiné déleni intervalu (a, b), nez bylo pouzivédno diive. To proto, abyste
predchozi tvar nepokladali za jediny mozny.

Druhou derivaci funkce y(x) nahradime diferenci

dPy(x;) Yir1 — 2y T yi1 P
- dx2 = - i h2 + Ey(4) (6)7

kde v; = y(x;), £ € [xi—1,2i41]. Je-li h dostatecné malé a ma;<|y(4)(x)| < K < o0,
TE

muzeme zbytkovy ¢len zanedbat. Protoze jsme predpokladali jen spojitost funkce y(x)
vcetné prvni a druhé derivace, plyne odtud i dalsi pozadavek na ohranicenost ctvrté
derivace. Ovsem funkci y(z) pfedem neznédme. Proto se o tomto pozadavku predpoklada,
ze je splnény. Oznacme o(x;) = o0y, f(x;) = f;. Pak dosazenim do rovnice (8.3) dostaneme,
pii zanedbani zbytkového ¢lenu,

Yir1 — 2Yi + Yia
_ "

—|—0iyi:fl-,i:1,2,...,n

a po uprave
—yio1+ 2+ P20y —yipn = B°f;, i=1,2,...,n.

Dosazenim hodnot yg = «, y,+1 = [ dostaneme soustavu rovnic

(2+ P01y —Ya2 =hfi +a
—y1 (2 + hPo2)ys —Y3 =hfy
—Yo +(2 + h%03)ys —ys = h%fs
—Yn—2 +(2 + hzan—l)yn—l —Yn = hzfn—l

—Yn—1 "’(2 + hZO—n)yn = h2fn + 6

To je soustava linearnich algebraickych rovnic s tfidiagonalni matici, ktera je pro o > 0
diagonalné dominantni a tedy regularni a navic je i symetrickd a positivné definitni.
Existuje tedy jediné feSeni této soustavy a iteracni metody (Jacobiho i Gauss-Seidelova)
konverguji k tomuto reseni.

Pro 0 > 0 jde o symetrickou matici, ktera ma minimélné prvni a posledni rovnici di-
agonalné ostie dominantni, u zbyvajicich rovnic plati neostra diagonalni dominantnost. I
pro takovéto soustavy bude Gauss-Seidelova metoda konvergovat.

V piipadé o(x) = 0 mame rovnici —y” = f(x) a dvoji integraci dostaneme hledané fesent
piimo a podstatné rychleji.
Pro odhad presnosti plati:
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Véta 8.4. Necht y(z) je presné reseni ilohy (8.3), (8.4) na intervalu [a, b], kde o(z) > 0.

Necht y1,va, . . ., Yn jsou diskrétni aproximace fesend ziskané metodou konecnijch diferenci.
Potom VB2

. 4

9(x:) — yil < (i — a)(b— =),

24
kde v; = a+ih = a+ifﬁ, 0<i<n+1,M = m[a>§] |f@(z)|. Ddle plati
z€la,
M4(b — (l)Q

max |§(z;) — yi| < h?.

1<i<n 96

Pozor: Zde zase mame celkem n + 2 bodu, pticemz ng a n,;1 jsou okrajové podminky.
Z véty 8.4 plyne, ze pri splnéni predpokladu véty 8.3, pro dostatetné maly krok h, lze
dosahnout libovolné predepsané presnosti. Neboli pro h — 0 diskrétni aproximace kon-
verguji k presnému feseni.

Poznamka 8.5. Rovnici ¥’ — o(z)y = f(x), 0 > 0 si substituci z = —y upravime na
tvar pozadovany vétou 8.3 (a nebo vynasobenim rovnice éislem (—1) obdrzime pozadovany
tvar). Neboli — pokud o(x) neméni znaménko na intervalu / a znaménka u y” a o(x)
jsou opacnd, je iloha (8.3),(8.4) jednoznacné fesitelnd metodou konecnych diferenci.

Pi#iklad 8.6. Reste metodou koneénych diferenci s piesnosti e okrajovou tlohu

— + (1 +2Hy =1,

- 1
Reseni. Mame a = —1, b = 1. Zvolme krok h = 7 Sestavime si soustavu rovnic
2+ L 1+ ! _ !
A 4 Y1 Y2 L
(24! _ !
Y 1 Y2 Ys = 1
+ 12+ L 1+ ! _ 1
Y2 1 1 Ys = 1
A po tuprave
37y1 —16y2 =—4
—4dyr 9y —dys =-—1
—16y, +37ys = —4

Jejim feSenim jsou hledané hodnoty:
y1 = —0.25365, yo = —0.33658, y3 = —0.25365.

Méame prvni priblizeni. Zmensime krok na polovinu a opakujeme vypocet. Jestlize je

Vi |Yin — Yo | <g pak zastavujeme vypocet. Neplati-li tato podminka, zménsime opét
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krok na polovinu a opakujeme postup. Pokud pouzijeme Eukleidovskou normu, bude mit

n 2
podminka tvar Z <yi,h — y%’%) <e. O

=1

vvvvvv

Definice 8.7. Okrajovd tloha pro obycejnou linearni diferencialni rovnici 2.7ddu je: Urcit
takové feseni y(x) rovnice

Y+ @)y + fa(2)y = f3(), (8.5)
které na intervalu I = [a, b] spliuje okrajové podminky
ary(a) + By’ (a) = v1,  ay(b) + Boy/' () = va, oyl + 6| > 0,1 =1,2. (8.6)

Reseni hleddme jako spojitou funkei, kterd je na intervalu [a, b] spojité dvakrét diferenco-
vatelna.

Podminky (8.6) se vétsinou oznacuji jako Sturmovy podminky. Jejich specidlnim piipadem
jsou Dirichletovy ' podminky

Véta 8.8. Necht je ddna rovnice (8.5) a necht f; € C(I). Potom lze tuto rovnici prevést
na samoadjungovany tvar

— (p(x)y) + q(x)y = f(x) (8.7)
kde
p(x) = el H@%  g(a) = —fo(x)p(x), fz) = —fs(z)p(z).

Dikaz. Podle piedpokladu je f; € C(I), potom tedy existuje ([ fi(z)dz) pro Vz € I. Oznacéme
p(z) = exp([ fi(z)dz). Rovnici (8.5) vyndsobime (—p(z)). Dostaneme

—y'p(a) = fil@)p(x)y' — fo(2)p(x)y = —f3(2)p(2). (8.8)
Dale je

y'p(z) + fi(@)pa)y = (p(z)y'),
nebot
(p(@)y) =P (2)y + p(2)y",
pl(x) = (effl(‘”)d‘”>l = (effl(‘”)dm> fi(z) = p(z) f1 ().

Dosazenim tohoto vysledku do (8.8) a pouzitim oznaceni p,q, f definovanych ve vété 8.8
dostaneme rovnici (8.7). O

'P. G. L. Dirichlet (1805 — 1859) némecky matematik. Pracoval v teorii ¢fsel, matematické analyze,
matematické fyzice. Ve v8ech téchto oborech dosdhnul vyznamnych vysledku.

’K. G. Neumann (1832 — 1925) némecky matematik. Vénoval se hlavné teorii logaritmického po-
tencidlu, diferencidlnim rovnicim, matematické fyzice.
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Véta 8.9. Necht mdme linedrni diferencidlni rovnici v samoadjungovaném tvaru (8.7).
Necht ddle plati

g, feC(I), peli(l),
p(z) >0, gq(zr)>0Vrel.
Potom ezistuje prdavé jedno teseni u(x) diferencidlni rovnice (8.7), které spliuje okrajové
podminky u(a) = a, u(b) = B, kde a, 5 jsou libovolnd redlnd ¢isla.
Na zékladé této véty plati i postup feseni, ktery jsme si piedvedli jako prvni, nebot rovnice
(8.3) je specidlnim pifpadem rovnice (8.5) a tedy i specidlnim ptipadem rovnice (8.7).!

Numerické teseni opét budeme hledat metodou koneénych diferenci. Piedpokldadame
pfitom, Ze jsou splnény piedpoklady véty 8.9, které ndm zajistuji existenci a jednoznaénost

feseni. Oznacme h
Dixl =P (rc + 5) ;

¢ = q(z;), fi= f(z;), h= b—a

n
Vyraz (p(x)y’)" nahradime vyrazem

1 Yi+1 — Yi Yi — Yi—1
p x "~ — p | — p | — .
( ( )y) ~ h ( 7,+ h 1—5 h

2 2

,1=20,1,...,n.

Po dosazeni do (8.7) dostaneme

1

_ﬁ <p¢+§(3/i+1 - yi) - pi—%(yi — y¢71)> +qyi = fi

a po upravé mame soustavu linearnich algebraickych rovnic

—Piiyimr Py i1+ h2q;)y; —DiyiYi1 = hfi,i=1,2...,n—1

IMéjme rovnici
(—py) +ay=1
a okrajové podminky
y(zo) = Yo, Y(Tn) = Yn.

V piipadé, ze p je konstanta, mame rovnici

-y +qy =

Vydélenim celé rovnice p dostaneme stejny tvar jako méa rovnice (8.3). Jestlize budeme pocitat piimo a
nahradime derivaci diferenci, potom dostaneme, pfi stejném oznaceni jako diive,
Yir1 — 20 +Yi1

-p 02 +qiyi = [i

a po upravé

—pyit1 + (20 + B°¢) yi — pyi—1 = K fi.
Mame soustavu s redlnou symetrickou matici. Jestlize je p > 0 a ¢ > 0, potom jde o matici diagonalné
dominantni a proto je soustava s ni jednoznacné fesitelna.
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Je to soustava linedrnich algebraickych rovnic s tifidiagonalni symetrickou matici koefi-
cientu. Da se ukazat, ze tato matice je regularni: Podle podminek véty 8.9 je p > 0, ¢ > 0.
Matice je diagonalné dominantni pro ¢ > 0, a proto podle véty 4.54 je regularni a ex-
istuje jediné feseni této soustavy. Bude k nému konvergovat Jacobiho iteracni metoda i
Gauss-Seidelova itera¢ni metoda.

Pro ¢ > 0 jde o symetrickou matici, kterd ma minimalné prvni a posledni rovnici dia-
gonalné ostfe dominantni, u zbyvajicich plati neostra diagonalni dominantnost. I pro

takovéto soustavy bude Gauss-Seidelova metoda konvergovat.

V piipadé ¢ = 0 méame rovnici —(p(x)y’) = f(x) a dvoji integraci dostaneme hledané

| (@)Y = f(o),
—pla)y = / f(x)dz + K,

protoze p(x) > 0 pro vSechna x z I,

L x)dx
y —p(m)/f( )dz + K,

yz/(%/f(x)dxuf)dwa

Priklad 8.10. Metodou konecnych diferenci s krokem h = 0.25 feste na intervalu I =
= [1; 2] tlohu

2 4 6
y//__y/__Qy:_
T x x
y(1) =0, y(2) = —-1.5.
Reseni. Funkce fi(x) = —2/x je na I spojita. Proto podle véty 8.8 si rovnici pfevedeme

na samoadjungovany tvar, kde

p(x) = exp (/—%dx) — exp (—2/%‘) — oxp(—2Ina) = oxp (Ina?) = o = %

Dostavame )
Y 4 6

Funkce p = 272, p/ = —2273, ¢ = 4a=*, f = —6273 jsou spojité na I, p > 0, ¢ > 0, jsou
tedy splnény vsechny podminky véty 8.9 a feSeni této ulohy existuje a je prave jedno.

Po dosazeni do (8.9) dostaneme soustavu linedarnich algebraickych rovnic
14214y, —0.5289y, = —0.192,

—0.5289y;  +0.987y, —0.37869y; = —0.11111,
—0.37869y, +0.68979y; = —0.496.
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Jejim feSenim je y; = —0.441, yo = —0.82349, y3 = —1.1712.
Tento numericky vysledek si muzete srovnat s analytickyn fesenim

. 1
Yy (I’) - E -,
potom je y; = —0.45, y; = —0.833, y5 = —1.178.

Dosahli jsme piesnosti 107!, Provedeme zmengeni kroku a vypocet opakujeme do té doby,

nez dosahneme pozadované presnosti. T.j. pokud se hodnoty v uzlovéch bodech neustali.
m

Meéjme obecny pripad okrajové wlohy pro obycejnou linearni diferencialni rovnici 2.7adu:

ao(x)y" + ar(@)y + ax(2)y = f(x), (8.10)

kde x € [a, b], ag, a1, as, f jsou spojité funkce na [a, b] a ag(z) # 0 pro vSechna z z intervalu
[a, b]. Hleddme takové feseni rovnice (8.10), které na intervalu I = [a, b] spliuje okrajové
podminky

ary(a) + aoy'(a) = do,  Bry(b) + By’ (b) = du, (8.11)

kde vy, ag, 1, B2 jsou dand redlnd éisla, |aq| + |ao| # 0, [B1] + |B2] # 0. ReSeni hleddme
jako spojitou funkei, kterd je na intervalu [a, b] spojité dvakrat diferencovatelné.

Postupujeme analogicky jako v pfedchozich piipadech. Oznacme a;(x;) = a;j,y(z;) =
b—a

= 9y, h = ——. Derivace nahradime diferencemi
n

Yjr1 — 2y; + Y1
y”(mj)% J h2] J ’

/ Yir1 — Yj—1
Tr)I~ ——-.
Dosazenim do rovnice (8.10) dostaneme soustavu rovnic

CLOJ'

aiyj
—o Wi =2y +yi) + o

oh (Yj+1 — yj—1) + azy; = [

a po uprave

agpq a4 agpq agpj a4
(=) e () e (B g) -5 o

Pokud odstranime zlomky, dostaneme

Yj—1 (2aoj — halj) + Yj (—4a0j + 2h2(l2j) + Yj+1 <2a0j + halj) = 2h2fj. (813)

V okrajovych podminkach (8.11) nahradime derivaci v krajnich bodech intervalu diferenci
1

o (=3yo +4y1 — 12),

Y (o) =
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1
! n %_371_4717 n— .
Y (2n) 2h<y Yn—1 + Yn—2)

Dosazenim do pocatecnich podminek dostaneme

«
1Yo + 2—2 (—=3yo + 4y1 — y2) = do, (8.14)

8, B
Biyn + o (3Yn — 4Yn—1 + Yn—2) = di. (8.15)
Rovnice (8.12), (8.14), (8.15) a nebo (8.13), (8.14), (8.15) tvoii soustavu n + 1 rovnic
o n + 1 neznamych vyo,y1,...,y,. Jejim vyfeSenim ziskame diskrétni aproximaci ulohy

(8.10), (8.11).
Véta 8.11. Necht ag,ay,as, f jsou spojité funkce na intervalu [a,b] takové, Ze plati
ap(z) > ¢ > 0,as(x) <0

na la,b] a ddle |aq| + |as| > 0,]51] + |B2] > 0. Potom mda loha (8.10), (8.11) prdvé
jedno resent a diskrétni aproximace ziskand pomoci rovnic (8.12), (8.14), (8.15), respektive
(8.13),(8.14), (8.15) konverguje k tomuto Tesend.

Priklad 8.12. Metodou konecnych diferenci feste tilohu

1/

y —y=1z,

y(0) =1,
2¢y(1) + 3¢/ (1) = —1.
Reseni. Volme n = 4, potom h = 0.25 a mame uzlové body zy = 0,2, = 0.25, 2, =

= 0.5,23 = 0.75,2z4 = 1. Mdme ay = 1,a; = 0,a0 = —1,f = =z, jsou tedy splnény
pozadavky véty 8.11 a po dosazeni do (8.12) dostaneme soustavu

—yo +2.0625y, —Y2 = —0.015625,
—y1 +2.0625y, —Ys3 = —0.031250,
—yp +2.0625y5 —ys = —0.046875.

7 prvni okrajové podminky vyplyva, ze
Yo=1
a z druhé okrajové podminky vyplyva, po dosazeni do (8.15), rovnice
2ys + 6(3ys — 4yz +y2) = —1.

Po tpravé dostaneme soustavu

2.065 -1 0 0 | 0.984375
-1 2.0625 —1 0 | —0.031250
0 -1 2.0625 —1| —0.046875 |~

0 0 —11.6250 14 | —1.281250
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s tiidiagonalni matici koeficientt, ktera je diagonalné dominantni. Jejim fesenim je

Yo = 1,

v = 0.0688479,
vy = 0.435612,
ys = 0.241121,
yi = 0.108782.

Pokud porovname tuto aproximaci s analytickym feSenim

de +1 m+562—46 . € (0,1]
= e e’ —ux,
5e? +1 5e? +1 ’ T

Y

zjistime, ze chyba je |e| < 0.00546. Vzhledem k velikosti kroku jde o velmi dobrou apro-
ximaci. [l
Pi#iklad 8.13. Reste rovnici

- ((l—i—m)y’)/—i—(Q—x)y:x4—2x3—|—8x2+8x+1

s okrajovyni podminkami
y'(0) =2y(0) +1,

y(1) =0.

Reseni. Nage tloha mé analytické feseni § = x — 23, které mizeme pouzit pro porovnani s
numerickym fesenim.

Numerické feseni budeme hledat pomoci metody koneénych diferenci. Volme n = 2%, k =
=1,2,..., potom pro kK = 1 mame n = 2 a dostaneme soustavu

10 =5\ [y _ —2.5
5 135 w ) T\ 48125 )
Hodnotu 33 = y(1) zndme. ReSenim nasf soustavy je

yo = —0, 088068,

y1 = 0,323864.

Pro k = 2 mame n = 4 a dostaneme soustavu

27 —18 0 0 %o 45
18 4175 —22 0 wm | [ 1.472656
0 —22 495 26 || v |~ 4.8125
0 0 —26 57,25 s 8.972656

Resenfm nasf soustavy je
Yo = —0,022, y; =0,216453, y2 = 0.362128, y3 = 0.321188.

Hodnotu y4 = y(1) zndme. A muzeme stejnym zpusobem pokracovat déle. O
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V aplikacich se objevuji i obecnéjsi rovnice, napf.

— (p(2)y' (2)) + r(@)y () + g()y(x) = f(2). (8.16)
Tato rovnice popisuje mezi jinym i transport chemické piimési v kapaliné a proto se nékdy
oznacuje jako difuzni rovnice.

Clen ry/, ktery je zde navic, ve srovnani s predchozim typem rovnic, aproximujeme
vyrazem

r(z)y'(x;) = T’ZW + O(R?).

Po dosazeni do (8.16) rovnice dostaneme soustavu
1 2 1 2
—(Piml éhﬂ‘ Yi-1 + (pi_% t Pyl + h 91’) Yi =\ Pitl — §h7’i Yir1 = h° fi.

Podminky fesitelnosti rovnice (8.16) se opét prevadi na podminku Fesitelnosti soustavy
linedrnich algebraickych rovnic.

Zpusob provedeni diskretizace ptimo ovliviiuje feseni, viz nasledujici piiklad.
Piiklad 8.14. Pro z € [0,[] feSme rovnici
—pu” +ru’ =0,

s okrajovymi podminkami
u(0) =, u(l) =7,
kde p > 0,7 # 0, # 3 jsou konstanty.

Reseni. Nase tloha ma presné reseni

u(z) :a+(ﬁ—a)11__eez.

Jde to monotonni funkei, kterd je pro o <  rostouci a pro # < « klesajici.

P11 hleddni numerického reSeni nahradime derivace centralnimi diferencemi a dostaneme

Uip1 — 2U; + U1 n ruz‘+1 — Uj—1

e ST

rh
Ozna¢me A = —. Potom po upraveé dostaneme
p

1 1
— (1 + 5)\) Uj—1 + 2uz - (1 - 5)\) Uij+1 = 0.

Pro A = 2 dostaneme feSeni
U; = Ui—1,
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neboli
u; =a pro i<n,

U, = B.

Pro A # 2 dostaneme teseni

1+ 20\’
L—3A

kde konstanty A, B ur¢ime z okrajovych podminek.

Pokud pouzijeme pro ndhradu prvni derivace diferenci vzad, neboli

/ U; — Ui—1
U = —,

h

potom dostaneme pro r > 0 (a tedy i A > 0, protoze podle predpokladu je p > 0 a h je
velikost kroku, kterd je také kladnd)
Uip1 — 2U; + Uiy Uj — Ui

—p % +r . =0

a po upravé dostaneme
—(T+ Nui—1 + (24 Nu; — uiq = 0.
Tato diferen¢ni rovnice ma feseni
u; = C + D(1+ \),
které je ryze monotonni. Konstanty C, D urc¢ime z okrajovych podminek.

V pripadé, ze mame r < 0, postupujeme obdobné. Prvni derivaci nahradime diferenci
vpred, tj.
/ Uip1 — Uy
U = ——-
h

a dostaneme

Uip1 — 2U; + Uiy Uiy] — Uy
- B T
V tomto piipadé je A < 0, (protoze podle predpokladu je p > 0 a h je velikost kroku,
kterd je také kladnd). Po tpravé potom dostaneme

=0.

—ui—1 + (2 = Nu; — (1 — Nuipg = 0.
Tato diferenéni rovnice ma feseni
u = E+ F(1 -\,
které je opét ryze monotonni. Konstanty F, F' uré¢ime z okrajovych podminek. O]
Poznamka 8.15. Prvni postup je pouzitelny jen pro krok, jehoz délka splnuje podminku

2
|>\|<2:>h<—p

|
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8.2 Metoda koneénych objemt

Jinou metodou pro feseni okrajovych tloh je metoda konec¢nych objem.

Hledame teseni rovnice

(—pu) +qu = f, (8.17)
kde p > 0, ¢ # 0, na intervalu [0, [] s krokem h. Opét budeme hledat feseni v jednotlivych
uzlovych bodech, kde mame z; = z¢ + ith = ih, protoze o = 0 a jako obvykle h = —.

n

Ke kazdému i-tému kroku prifradime koneény objem B; takto
a) pro vnitini uzly B; = <xi_%,azi+%>, i=1,2,...,n—1.
b) pro hraniéni uzly By = <O, x;>, B, = <xn_%,xn>. Potom

2

0,1) = CJBi.

Vezmeme si nasi rovnici (8.17) a budeme ji integrovat pres B;.

/B LY + o] d = /B e

Predpokladejme nejdiive, ze B; ptislusi vnifnimu uzlu. Potom dostaneme

—pu!|T 2 dr = d
pu'| 2 qudx = fdx,
T=Ti—3 2L R

’L_E 5

1T

wiJr% 33¢+%
—pu'(z;51) — (1) +/ qudz = / fdx.
z -2

1 )
T2 T2

Derivace nahradime diferencemi

W(a; - 5) = % +0(h?),
1 i+l — Ug
U,(ZBZ' + 5) — % +O<h2)

Hodnoty obou integralu odhadneme pomoci obdélnikového pravidla, pritom budeme vzdy
vychazet ze stiedu intervalu. Neboli

x¢+%
/ qudz = hqmu; + O(h?),

1
T2

$i+%
/ fdz = hf; + O(h%).

o2



192 RESENf OKRAJOVYCH ULOH PRO OBYCEJNE DIFERENCIALNf ROVNICE.

Dosadime a po zanedbani chybovych funkci dostaneme po upravé rovnici

b1 pi—1 Dyl Pi_1
— U . =+ hg | ui — —*ui = hfi
w1 + < 3 + 5 + q> u 5 Uit f.

Necht mdme zadané Neumannovy okrajové podminky v bodech z = 0 a = [. Potom
pro By mame

T=x T1 T1
/ 1 2 2
—pu'|p=ad + / qudx = fdx.
xo
Derivaci v bodé z1 nahradime diferenci
2

Uy — Ug

1) = : + O(h?)

u'(x

dosadime za vyraz p(xg)u'(zo) = p(0)u(0) podle okrajové podminky a integraly pocitdme
podle obdelnikového pravidla pricemz budeme vychazet z levého konce intervalu, tj.

T 1
/ * qudx = §hCI0U0 + O(h?),

o

dr = =
fdx 5

Zo

hfo + O(Rh?).
Analogicky pro bod B,,, kde pouzijeme obdélnihové pravidlo a vychazime z pravého konce
intervalu.

Nakonec dostavame soustavu linedrnich algebraickych rovnic, ktera je (vzhledem k
podminkdm) jednoznacné tesitelnd.

Muzeme pouzit i jiny postup, jehoz zakladem je integrace podle lichobéznikového
pravidla. Vezmene si opét nasi rovnici (8.17), budeme ji integrovat na intervalu (z;, x;11)

a dostaneme . .
i+1 i+1
ot / qudr = / fde,
1
x; x;

Tit1 Ti41
—Pit1Uiq + i +/ qudzr = / fdz.

Derivace nahradime diferencemi, tj.

Uy = % + O(h?),

= = O)

a integraly ur¢ime podle lichobéznikového pravidla

Tit+1 . . TR
/ qudz = q”lu”; Ta Lo,

i
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Tit+1 . .
/ fdz = % -h+ O(h?).

i

Po dosazeni dostaneme

Ujp1 — Uy Uj — Ui Qi+1Uit+1 + qiU; h
p+1( z )+p< : )+ 5 5 (fis1 + i)

Po upravé dostavame

i hg; i i ha i h
(—pﬂ-i- q+1>ui+1+(p+1+zi+ q)ui+(_£>ui1:§<fi+l+fi)'

h 2 h h 2 h

Opét mame soustavu linearnich algebraickych rovnic. Protoze pozaduje jednoznacnou
resitelnost, dostdvame podminku |g;| > |g; 41| Vi. Pouze v tomto piipadé muzeme garan-
tovat jednoznacnou teSitelnost.

Pojmy k zapamatovani

— Zabyvali jsme se hledanim feSeni okrajovych tloh pro diferencidlni rovnice fadu aspon dvé.
Vysvétlili jsme si, ze pouze pro né ma smysl hledat feSeni okrajové tlohy.

— Ukézali jsme si dva z moznych piistupu.

— Okrajovou tlohu lze pievést na pocatecni a hledat feseni pocatecni tilohy nékterou z diive
probranych metod - to je princip metody stielby.

— Nebo lze na zdkladé diskretizace proménnych prevest okrajovou ulohu na feSeni sous-
tavy linedrnich algebraickych rovnic - to je princip metody koneénych diferenci a metody
konec¢nych objemu.

— Formulace 1lohy a pouziti hrani¢nich bodu ndm zarucuje jednoznacnou fesitelnost sousta-
vy. Nalezené diskrétni feSeni v limité konverguje k pifesnému feSeni.

Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem okrajova tiloha?
2. Pro¢ se nezabyvame feSenim okrajovych tloh pro rovnice prvniho fadu?

3. Je fesitelnd kazd4 okrajova 1loha? Nutno zduvodnit.

8.3 Cviceni

Maplety

Piiklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné shirce piikladu. Pomoci
nasledujicich mapletu si muzete usnadnit nékteré diléi vypocty, nebo zkontrolovat jejich
spravnost.
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1. Vypocet determinantu matice
2. Analytické teseni soustavy linedrnich rovnic
3. Vypocet funkénich hodnot funkei jedné proménné

4. Parcidlni derivace


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Determinant.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SoustavaLinRovnic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/funkcniHodnoty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/parcialniDerivace.html
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9 Metoda konec¢nych prvki.

Pruvodce studiem

Cilem této kapitoly je seznamit Ctenafe s dalsi numerickou metodou pro nalezeni Feseni okrajové
tlohy pro oby&ejnou diferencialni rovnici.

Metoda konecnych prvki je v soucasnosti velmi asto pouZivana pfi FeSeni celé Fady nejriiznéjsich
tloh v Fadé& aplikaénich oblasti.

Na rozvoji metody konecnych prvki se podilela celd Fada vynikajicich matematiki. Pro nds je dileZité,
Ze jako prvni dokazal konvergenci metody kone&nych prvki v roce 1968 prof. RNDr. Milos Zlamal,
DrSc. pracovnik VUT v Brné&, ktery sviij vysledek publikoval v Math. Nachrichten, a sou¢asné s
nim prof. RNDr. Alexander Zenisek, DrSc. (emeritni profesor na FSI VUT), ktery vsak sviij vysledek
publikoval v estiné a proto je celosvétové pFiznavano prvenstvi prof. Zlamalovi.

Metoda konelnych prvkii se pouZiva takrka vyhradné pro FeSeni uloh s parcidlnimi diferencidlnimi
rovnicemi. PFi pouZiti na FeSeni okrajové ulohy pro obylejné diferencidlni rovnice davd, pFi splnéni
podminek konvergence, stejny vysledek jako metoda koneénych diferenci. My se ji ale budeme pFesto
zabyvat, protoZe v jednodimenziondlnim pFipadé je zdkladni princip metody snaze pochopitelny.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Chépat podstatu metody koneénych prvku.

e Sestrojit vhodné bazové funkce.

9.1 Zakladni pojmy

Metoda vznikla pii feSeni okrajovych tloh rovinné pruznosti. Jeji princip je, ze se rovinna
oblast rozdéli na vhodné ¢éasti, nazyvané konecné prvky — obvykle to byvaji neptekryvajici se
trojihelniky, a celd oblast se pak chape jako koneény systém prvkiu, které na sebe vzdjemné
pusobi. V této podobé se metoda koneénych prvku objevila v inzenyrské praxi. Brzy se ukazalo,
ze jde o variantu Rietzovy metody, ale nazev ji uz zustal pavodni.

Napt. celkova energie soustavy, kterd je popsdana parcidlni diferencidlni okrajovou tlohou
eliptického typu, je dana integralem, ktery se proto nazyvé energeticky. ReSeni dlohy pak méa
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tu vlastnost, ze tomuto integrdlu dava nejmensi hodnotu. Vidime tedy, ze puvodni okrajova
uloha je ekvivalentni s urc¢enim takové funkce, kterda by minimalizovala zminény funkcional. Jde
o variacni formulaci dlohy.

V piipadé funkci jedné proménné se jedna o nalezeni funkce y spliujici urcité okrajové podminky
a pro niz je funkcional

b
F(y) = / g9(z,y,y')dx (9.1)

minimalni. K pfibliznému feSeni se uziva Rietzova metoda. ReSeni hledame ve tvaru
n
v(@) = p(z) + Y aj-bi(@),
Jj=1

kde ¢ spliuje okrajové podminky, ¢(a) = «, ¢(b) = 8 a kde b; jsou linedrné nezavislé (bazové)
funkce spliujici homogenni okrajové podminky (tj. jsou nulové na dané hranici). Protoze ¢
spliuje okrajové podminky a funkce b; jsou na hranicich nulové, tak i funkce v spliiuje okrajové
podminky. Po dosazeni do funkciondlu (9.1) dostaneme

Fv) =®(ag,...,an),

tedy funkci n proménnych. Hleddme nyni jeji minimum metodami matematické analyzy.

Je jasné, ze obecné neplati v(x) = y(x), protoze v(z) mé specidlni tvar uréeny jejimi bazovymi
funkcemi. Muzeme tedy pouze ocekdvat v(x) =~ y(x). Presnost je pfitom pifmo zavisld na
volbé bazovych funkei a na jejich po¢tu. Metodu koneénych prvku dostaneme specialni volbou
bazovych funkci.

Méjme ulohu na intervalu [a, b], a < b,
—y"+o(x)y= f(x), o(x)>0, (9.2)

yla) = o, y(b) = 5. (9.3)

Existenci a jednoznacnost feSeni jsme si ukazali uz diive.

Nejdiive prevedeme tuto okrajovou ulohu na varia¢ni tlohu:

Necht w(x) je libovolna funkce, kterd ma po ¢dstech spojitou prvni derivaci a splituje okrajové
podminky, t.j. w(a) = a, w(b) = . Sestrojime si funkcional

b
F(w) = ;/ ([w'(z)]* + o(z)w? (z) — 2w(z) f(z))dz (9.4)

a ukazeme, ze funkce, kterd jej minimalizuje, je feSenim nasi tlohy (9.2), (9.3).

Necht w(z) = y(z) + &(x), kde y(z) je feSenim okrajové tlohy (9.2) a Vz € I : e(z) > 0. Potom
po dosazeni mame po upravé

b b
F(w) = F(y) + / (e'y' +eoy —ef)dz + ;/ ([ + o€?)da. (9.5)

Prvni ¢len prvniho integrdlu integrujeme “per partes”

b / / " b

u = u = b

yde =" y/ Y :Ey/‘ . ey de =
a v =€ UV=¢ a a
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b
— (B (b) — e(a)y/(a) - / cy/'de.

Takze cely prvni integral z (9.5) si pfepiSeme na tvar

b
By (b) — 2(a)y'(a) + / e~y + oy f)du

a cely tento vyraz je roven nule, nebot y je fesenim ulohy (9.2), (9.3) a e(a) = €(b) = 0, protoze
e =w —y a funkce w a y spliuji tytéz okrajové podminky. Takze z (9.5) mame

b
F(w) = F(y) + 1/ ([6/(33)]2 + 052)dx > F(y),

protoze pod integrdlem je nezdpornd funkce. Takze y skute¢né minimalizuje funkcional F
v mnoziné dostateéné hladkych funkei w(z) splaujicich tytéz okrajové podminky.

Omezime se pii hleddni minima v funkce F' na mnozinu spojitych, po ¢dstech linedrnich funkeci
a na piipad ekvidistantnich uzla

b—a
n+1’

Protoze lomend ¢ara je jednozna¢né urcena svymi vrcholy, budeme hledat funkci v ve tvaru

) =) vj-bi(a),
=0

kde v; jsou konstanty a bazové funkce b;(z) jsou dany predpisem

xj =x0+ jh, h = vy = @, Unt1 = B, v; = v(xy).

s —xi),  x €z,
bj(x) =9 —%(@—xj1), @€ [zj,z54],
0 jinak

Z této definice plyne, ze bj(x;) =1, bj(x) = 0VEk # j. Zvlasteé je dulezité, ze funkce b; ma velmi
maly nosi¢ — tj. je nenulovd jen na tzkém intervalu (xj_1,2j41).

V piipadé by (z), bp+1(z) bereme do ivahy pouze tu ¢dst, kterd lezi uvnitt intervalu [a, b]. Protoze
derivace v'(z) je po ¢éstech konstantni v'(z) = 3 (vj11 — v)), € [z, xj11], tak

xJJrl
A 3 A

n

1
= > (Wi —vy)%

J=0

Dosazenim v(x) a v'(z) do rovnice (9.4) dostaneme

1 n 1 b b
= LS — o2 2 [ ot@ir - [ o) ).
2h jz:;) j+1 J 2 /a /a

F' je nyni kvadratickou funkci parametru vy, ve, ..., v,. Hleddme nyni minimum této funkce

oF

%:0, 7::0,1,...,71.
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Dostavame soustavu linedrnich rovnic.
Piitom se v; objevuje pouze ve s¢itancich s indexem j — 1, j. TakZe mame

ov
c‘)T)j_bj(x)’
ted
a teday 8(7)2)_287'0_21)()
ao; oy Wk

Odtud ovsem plyne, ze se staci omezit na interval [x;_1,z;41], protoze mimo néj je funkce b;
nulova.

Dostavame tedy soustavu pro i =1,2,...,n,
1 Tit1 Tit1
ﬁ(Zvi — Vi1 — Vit1) +/ o(x)v(z)b;(x)dx = / f(x)bi(z)dx.
Ti—1 Ti—1

Toto je opét soustava s tiidiagonalni matici.
Kdyz si jesté uvédomime, ze

v(z)bi(x) = Z vjbj(a;) bz(x) = ’UJ)?(LI?) + ’Uz‘_lbi_l(:ﬂ)bi(x) + vig1biy1(2)bi(x).
=0

A protoze bazové funkce zname, tak znadme i tyto koeficienty.
V piipadé, ze o(x) = 0 dostaneme tentyz vysledek jako metodou koneénych diferenci.

Pojmy k zapamatovani

— Seznamili jsme se s dalsi numerickou metodou pro nalezeni feSeni okrajové tulohy pro
oby¢ejnou diferencialni rovnici - s metodou koneénych prvki, kterd je v soucasnosti velmi
Casto pouzivana pii feSeni celé fady nejriuznéjsich uloh v fadé aplakacnich oblasti.

— Na rozvoji metody koneénych prvku se podilela celd fada vynikajicich matematika. Pro
nas je dulezité, ze prvni dokédzal konvergenci metody v roce 1968 profesor Milo§ Zldmal,
pracovnik VUT Brno. Na dalsim rozvoji metody se podileli napiiklad prof. A. Zenisek z
FSI VUT v Brng, prof F. Melkes z FEKT VUT v Brné, prof. M. Kifzek z MU AV CR,
Praha, a mnoho dalsich.

— Ackoliv se metoda kone¢nych prvka pouziva predev8im pro feSeni uloh z parcidlnimi
diferencidlnimi rovnicemi, zabyvali jsme se ji, protoze v jednodimenziondlnim piipadé je
zakladni princip metody snaze pochopitelny.

Kontrolni otazky

. Co rozumime pojmem bazova funkce?
. Jakou hlavn{ vlastnost musi mit bazové funkce?
. Co ndm bude zarucovat Tesitelnost soustavy rovnic?

. Co rozumime pod pojmem funkcional?

UL = W N =

. Jaky byl pfinost brnénskych matematiki pro rozvoj teoretickych zakladi metody koneénych
prvku?
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10 Parcialni diferencialni rovnice

Pruvodce studiem

V pFedchozich kapitolich jsme se zabyvali oby&ejnymi diferencidlnimi rovncemi. S pojmem paridini
derivace jste se setkali v pFfedmétu Matematika 2. S parcidlnimi diferencialnimi rovnicemi jste se
mohli setkat v pfedmétu Diferencidlni rovnice v elektrotechnice. Zde se jimi budeme zabyvat Sifeji a
s hlavnim dirazem na hleddni numerického Feseni.

Cilem této kapitoly je seznamit Ctenafe se zaklady teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic. Stanovime
si co budeme rozumét FeSenim parcialni diferencialni rovnice a jaké dlohy budeme Fesit.

Potom se zaméFime na parcidlni diferencialni rovnice prvniho Fadu. Zformulujeme si poZadavky na
pocatecni ulohu pro parcidini diferencidlni rovnici prvniho Fadu.

Y\

UkaZeme si zpisoby FeSeni nejjednodusSich parcidlnich diferencidlnich rovnic prvniho ¥adu.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Odlisit obycejné a parcidlni diferencidlni rovnice a jejich soustavy.

e Umét tesit zdkladni typy parcidlnich diferencidlnich rovnic prvniho rfadu.

10.1 Zakladni pojmy

Definice 10.1. Parcidlni diferencidlni rovnici rozumime rovnici, kterd obsahuje
neznémou funkei vice proménnych a jeji parcidlni derivace. R4d nejvyssi derivace, kterd
se v rovnici vyskytuje, se nazyvé rddem dané rovnice. Resenim parcidini diferencidini
rovnice rozumime kazdou funkci, kterd je definovand v zadané oblasti, vcetné svych
parcialnich derivaci, az do fadu rovnice véetné, a vyhovuje dané rovnici v zadané oblasti.

Obecny tvar parcialni diferencidlni rovnice je

2 k
ou Ou ou 0%*u 0"u ):O. (10.1)

F(xl,...,:cn,u(xl,...,:cn),—axl,—axz,...,—axn,—ax%,...,—amlf,...
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Priiklad 10.2. Hledejme funkci u, kterda vyhovuje rovnici

ou Ou

ou  ou_ 10.
52t oy =" (10.2)

Reseni. Mame parcidlni diferencidlni rovnici prvniho fadu. Jejim feSenim je funkce
w(z,y) =z —y+m,

protoze

0 0
du_, ou_
ox dy
v kazdém bodé roviny Ozy. Cislo 7 miizeme nahradit jinym libovolnym redlnym &islem.
Resenfm bude i funkce
u(x,y) = Qxr — O[y—i_ﬁv
pro libovolna a, 5 € R, protoze

ou ou
= = —q,

g oy
v kazdém bodé roviny Oxy.

Obdobné se muzeme presvédcit, ze FfeSenim bude i funkce

u(w,y,2) =z —y+ 2,

protoze
ox dy ox Jy
Lehce si ovérime, ze feSenim bude i kazda funkce
u(x,y,z) =T — y+ f(z)a
kde f je libovolnd funkce proménné z. m

Z, uvedeného piikladu plyne jeden podstatny rozdil mezi parcidlnimi rovnicemi a
obycéejnymi diferencidlnimi rovnicemi. Ze zdpisu obyéejné diferencialni rovnice vy = x +y
pozname okamzité, ze hledand funkce y zavisi pouze na x. Ze zapisu parcialni rovnice
(10.2) nepozname na kolika proménnych zavisi feseni. Vime, ze hledand funkce u zavisi
na proménnych z,y, ale nevime, zda se jedna o funkci dvou, ti{ ¢i vice proménnych.

Ptijmeme proto hned na misté imluvu, ze feSeni dané parcidlni rovnice budeme hledat
pouze mezi funkcemi téch proménnych, které se ptimo v rovnici vyskytuji. Bude-li hledana
neznama funkce zaviset i na proménnych, které se v rovnici nevyskytuji, bude to pti zapisu
rovnice vyslovné zduraznéno.
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Priklad 10.3. Najdéte funkci dvou proménnych wu(z,y), kterd vyhovuje rovnici

0’u  0%u B

5 5 =0 (10.3)

Reseni. Mame parcialni diferencidlni rovnici druhého radu. Jejim fesenim je funkce

U(l’,y) = .ZU2 - y27

protoze
0 0? 0 0?
du_,, Pu_, ou_ o Pu_
Ox Ox? dy Jy?
v kazdém bodé roviny Ozy.
Obdobné se muzeme presvédcit, ze reSsenim budou i funkce
u(z,y) =2 —y* +ar +by, a,b€R,
nebo
u(z,y) = e"siny.

]

Podobné jako u obycejnych diferencialnich rovnic mame i u parcialnich rovnic dva zékladni
problémy:

1. Najit obecné Teseni dané parcidlni rovnice = najit vSechna feseni.

2. Najit takové teSeni dané parcidlni rovnice, které vyhovuje nékterym dopliujicim
podminkdam (které obvykle plynou z daného technického problému, ktery fesime a
nebo jsou soucasti zadani matematického ukolu).

Ukazeme si pozdéji, ze najit obecné feSeni parcidlni rovnice je mnohem tézsi nez u
oby¢ejnych diferencialnich rovnic. Proto se u parcialnich rovnic studuji ¢astéji problémy
s dodatecnymi podminkmi.

10.2 Parcialni diferencialni rovnice prvniho radu

Definice 10.4. Rovnici

ou Ou
f <x>yau(l‘7y)>%aa—y) = 0. (104)

nazyvame parcidlni diferencidlni rovnici pruniho 7ddu, kde funkce f(x,y,u,p,q) je defi-
novana na oteviené mnoziné D proménnych z,y, u, p,q.

Definice 10.5. Resenim rovnice (10.4) v oblasti G' proménnych z,y nazveme kazdou
takovou funkci u, definovanou a spojitou v GG, pro kterou plati:
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1. Funkce u ma v oblasti G spojité parcialni derivace prvniho fadu.

ou O
2. Pro kazdé (z,y) € G plati, ze | x,y,u, —u, gu eD.
oz’ Jy

0
3. Funkce u, 8_u’ gu splnuji rovnici (10.4).

x Oy

Piiklad 10.6. ReSenim rovnice

ou n ou i 0
T— — 4+ 2u =
ox yay
je funkce
B 1
z? 4 y?’

kterd je definovana v oblasti G = {(z,y) : * +y* # 0} (neboli funkce u je definovdna pro
vechny body roviny Oxy kromé pocétku, t.j. bodu (0,0)).

Priklad 10.7. Jednim z feSeni rovnice

ou\’>  Ou 22 +y
- e | — 1
u ( x) + » n(zy) 2y n(zry)

je funkce u = In(zy), kterd je definovéana v oblasti G = {(z,y) : zy > 0}, neboli u je
definovana pro vsechny vnitini body prvniho a tietiho kvadrantu roviny Oxy.

Poznamka 10.8. Pro urceni fddu rovnice je rozhodujici, jakého tadu jsou parcialni
derivace, které se v ni vyskytuji, ne mocniny téchto derivaci.

10.3 Formulace pocatecni tlohy.

U obyc¢ejnych diferencialnich rovnic jsme vzdy hledali obecné feseni Cauchyovy tlohy

vvvvvv

Definice 10.9. Cauchyovou tlohou pro rovnici (10.4) rozumime dvojici: rovnici

0z 0z
f <I7y7z7£7a_y) =0. (105)

a pocatecni kiivku © zadanou parametricky
T = gp(t), Yy = w(t)a Z = X(t)a le (CL, b) (106)

Funkci z = h(z,y), kterd ma spojité parcidlni derivace v G, nazveme fesenim Cauchyovy
ilohy (10.5), (10.6), jestlize funkce h spliuje v G rovnici (10.5) a pro vSechna t € (a,b)
kiivka (z = ¢(t),y = ¢ (t)) lezi v G a navic plati x(t) = h(p(t),¥(t)).

O krivce © budeme vsude dale predpokladat, ze je hladka a jednoducha.
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10.4 Nejjednodussi priklady parcialnich rovnic prv-
niho radu

0z(z,y)

B = 0.

10.4.1 Rovnice typu

ReSenim rovnice
0z(x,y)
ox

je bud libovolnd konstanta nebo libovolna funkce zdvisejici pouze na proménné y, kterd bude

=0 (10.7)

mit spojité parcidlni derivace,

z(x,y) = h(y). (10.8)
Podivejme se, jaky je geometricky vyznam rovnice (10.7).
V prostoru Ozyz jde o rovnici valcové plochy, jejiz piimky jsou kolmé na rovinu Oyz a jsou tedy
rovnobézné s x-ovou soutradnicovou osou.

Potom lze lehce tesit Cauchyovu tlohu pro rovnici (10.7). Mame-li danou kiivku ©, potom
kazdym bodem kiivky vedeme piimku rovnobéznou s osou z. Dostaneme tak véalcovou plochu,
kterd je ziejmeé fesenim rovnice (10.7) a prochazi kiivkou ©.

Kiivka © pfitom muze byt i prostorova, tj. nepozadujeme, aby byla zavisld pouze na proménné
Y.

Vratme se nyni zpét k analytickému feseni Cauchyovy tlohy pro rovnici (10.7).

Necht je kiivka © zaddna parametricky

r=(t), y=uv(t), z=x(t), a<t<b.

Predpokladejme, ze pro funkce v (t), x(t) plati, ze maji spojité derivace v intervalu (a,b) a
7e funkce 1(t) je ryze monoténni, tj. ze pro ni existuje funkce inverzni ¢ ~'(t) takova, Ze
v (Y) =y

Predpokladejme, ze existuje feseni z = H(y) Cauchyovy tlohy pro rovnici (10.7) a Ze zndme
kiivku ©. Potom dosazenim zjistime, ze plati

x(t) = H (¥(1)) . (10.9)
Dosadime do této rovnice t = ¢~ !(y), dostaneme
x (7)) = H(y), (10.10)
a protoze H(y) = z, mame
X (7 (y)) = 2

Tim mame dokézanou jednoznacnost Cauchyovy tlohy.

Z druhé strany, definujeme funkci H pomoci rovnosti (10.10). Potom ale plati
oH
oxr

neboli funkce (10.10) je feSenim rovnice (10.7) a soucasné plati (10.9), coz znamend, ze feseni

prochazi kiivkou ©.

0,



204 PARCIALNI DIFERENCIALNI ROVNICE

Priklad 10.10. Najdéte feseni rovnice

0z(x,y)
oxr 0,

které prochazi kiivkou
r=t, y=t,2=1t> te(—o0,+00).

Reseni. Podle (10.10) plati, Ze jedinym FeSenim této tilohy je
2=x ().

V naSem pfipadé mame
x(t) =% ¢ y) = ¥y

Resenfm je proto

Piiklad 10.11. Najdéte feSeni rovnice

0z(x,y)

=0
Oz ’

které prochazi krivkou

r=0, z=1vy% ye(-1,1).

Reseni. Kiivka © je v nasem pifpadé parabola, kters lez v roviné Oyz. Podle piedchoziho
plati, ze feSenim je véalcova plocha, kterd prochazi kiivkou © a je rovnobéznd s x-ovou osou,
takze

2=y
je feSenim. n
Poznamka 10.12.

0z(x, .
1. Zcela analogicky jako rovnice Z(;y) = 0 se Tes{ rovnice
x
0
Ay

2. Pfedpoklad existence inverzni funkce 1! je nezbytny pro existenci a jednoznaénost Feeni.
Pokud neni splnén, Cauchyova tiloha nemusi byt fesitelna nebo muze mit nekoneéné mnoho
feseni.

3. Postup pouzity pii hledani feSeni rovnice (10.7) muzeme zobecnit i pro parcidlni difer-

encialn{ rovnici vice nez dvou proménnych

0z(x1,x2,...,2n)

a.m

=0 i={1,2,...,n}.

Resenim této rovnice bude funkce z = f(x1,...,%i—1,%it1...,Tn), kKterd nezavisi na x;.
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. 0z(x
10.4.2 Rovnice typu 9x(zy) = f(z,y).
ox
Resen{ rovnice o2 )
Z\T,Yy
—_— = 10.11
5 f(z,y), ( )
za predpokladu, ze f(x,y) je spojitd funkce v oblasti G, je ddno vztahem
z = /f(:v,y)d:p + H(y). (10.12)

Dukaz existence a jednoznacnosti feSeni se provadi stejné jako v predchozim piipadé.

Priklad 10.13. Najdéte feseni rovnice

které prochazi kiivkou

Obr. 10.1: Poc¢atecni krivka z prikladu 10.13

Reseni ziskame integraci podle proménné z:

3 2
X X
i= 4

2
—_— — + H .
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Reseni musi prochdzet pocatecni kiivkou ©. Dosadime-li za x, y, z parametrické vyjadreni kivky
O, dostaneme, ze musi platit

t—t3+t3 3+ H(t)
32 '
Odtud dostavame ,
t
Ht)=t+ —.
() =t+
Resenfm nasf tlohy je funkce
3 2 3
_r,ry 2 v
z= 3 + 5 Ty” +y+ 5

Povsimnéte si, ze feSenim je plocha — viz obrazek 10.2.

—_
L=

L]

|
L

=
II|IIII|IIII|IIII|IIIII||

-10

Obr. 10.2: Zobrazeni feseni prikladu 10.13

Hledejme nyni feseni rovnice (10.11), které vyhovuje podmince

2(0,y) = w(y). (10.13)

To znaci, ze feSeni z = z(x,y) mé prochazet kiivkou
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kterd lezi v roviné Oyz. Podle vzorce (10.12) m4 FeSeni tvar

2(a,y) = /O " e y)ae + H(y). (10.14)

Dosadime do této rovnice podle podminky (10.13) hodnotu = = 0, dostaneme

Hledané feSeni méa proto tvar
x
o) = [ F(E 0+ aly).
0

Piiklad 10.14. Najdéte feSeni rovnice

0z(x,y)

= 32?2 sin z,
9 7+ ysinx

které prochaz{ kiivkou z(0,y) = 3.
Reseni. Podle predchoziho muzeme hned psat
2(z,y) = / (3¢? + ysin&)de +y°.
0

Po integraci dostaneme feSeni ve tvaru

2(x,y) = 2%+ y° + y(1 — cosz).

O
Poznamka 10.15.
S .0z B . Oz
1. Analogicky jako rovnice — = f(z,y) se Fes{ i rovnice — = f(z,y).
Oz oy
- . 0Oz : .0z cl : )
2. Obdobné jako u rovnice 9 = 0 i u rovnice i f(x,y) se muze stat, ze rovnice nemd
reSeni nebo je feSeni nekoneé¢né mnoho.
. 0z(x
10.4.3 Rovnice typu % = fi(z) - fo(2).
i
Méjme rovnici
0z(x,
WD) _ @) o), (10.15)

kde funkce fi je spojitd na intervalu (a,b) a f2 je spojita a nenulovd na intervalu (c,d).

Reseni parcidlni rovnice (10.15) je analogické Feseni obycejné diferencidlni rovnice se sepa-
rovanymi proménnymi.
9z(z,y)

Oz :fl(af)'fQ(Z),
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/f;z)dz _ /fl(a:)dx+H(y)-
1

Ozna¢me Fi(z) = [ fi(z)dz, F(z) = [ ——dz, potom muzeme pfedchozi rovnici pfepsat na

fa(2)

Fy(2) = Fi(z) + H(y).

tvar

Pokud je funkce F5 ryze monotonni, potom muzeme z rovnice vypocitat funkci z a dostaneme
2(z,y) = Fy '[Fi(z) + H(y)]. (10.16)

Pfitom musime pozadovat, aby funkce F(x)+ H (y) lezela v defini¢cnim oboru funkce Fi;” ! Pouze
tehdy ma feSeni smysl.

Piiklad 10.16. Najdéte feSeni rovnice

(x’y) z
0z . A7
- T-e (10.17)

ResSeni. Rovnici si upravime podle predchoziho.

2

Fi(x) = /xdx = %,

Fy(z) = /e_zdz =—e "

Po dosazeni mame

{L'2

—e = 4 H(y).
e 5+ (y)

Protoze na pravé strané méme ryze monotonni funkci, muzeme rovnici vyfesit vzhledem k z a
dostaneme

z=—In (—‘T; - H@)) : (10.18)

coz je feSeni rovnice (10.17). Vyraz bude mit smysl pouze pro

(—x;—H(y)> >0 = <$22+H(y)) <0,
0

Pokud v rovnici (10.15) neplati podminka f2(z) # 0, potom mohou existovat i feseni, kterd
neziskdme pomoci vztahu (10.16).

Piiklad 10.17. Najdéte feSeni rovnice

0z
=z (10.19)
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Reseni. Rovnici (10.19) si upravime podle pfedchoziho postupu.

(92

_Z,

/dz /d:c
Inz=x+ H(y
P :ex—i-H(y),
z = K(y)e*,
kde K(y) = W),

Rovnice (10.19) m4 ale jesté feseni z = 0, které neziskdme zadnou volbou funkce H (y), respektive
K(y). O

Pravé uvedeny postup muzeme pouzit i pro ty rovnice, které obsahuji pouze jednu parcidlni
derivaci, tedy pro rovnice tvaru

15)

Z(aiy) o(r,y,2)
nebo o= )

z(x,y

Ty 7/1(1'%)

Vztah (10.16) muzeme pouzit i pro feseni Cauchyovy ulohy pro odpovidajici typy rovnic. Protoze
obecny postup by byl prilis nepiehledny, ukazeme si pouziti na prikladech.

10.4.4 Resené piiklady

Piiklad 10.18. Urcete feSeni Cauchyovy tlohy

e iy
Z(O,y) = y2-

Reseni. Mame stejnou rovnici jako v predchozim piikladu. Reseni proto bude mit tvar

z(z,y) = K(y)e".

Dosadime do néj x = 0 a dostaneme

2(0,y) = y* = K(y).

Resenim Cauchyovy tlohy je proto funkce

2(x,y) = y?e”.
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Piiklad 10.19. Urcete feseni Cauchyovy tlohy

9z(z,y)

5 =ax+by+c-z(x,y)+d,

2(0,y) = y° + 2y,
kde a, b, ¢, d jsou konstanty, pficemz ¢ # 0.

ResSeni. Prohlasime y za konstantu a feSime parcidlni rovnici jako obycCejnou diferencidlni
rovnici.

d
—Z—c-z:ax—i—by—i—d.nz
dx

Pouzijeme metodu variace konstanty. Nejdiive Fesime homogenni rovnici (tj. o pravé strané
predpokladdame ze je rovna nule).

d

é—c-z:(),
dz
—=cCc-Zz
dx '
d
—Z:cdx.
z

Inz=cx+ K,
z = Le®,

kde L = e. Nyni predpoklddéme, ze L = L(z). Potom
2 = L'e® + Lce™,
L'e“ 4+ Lee®™ = ax + by + cLe™ +d,
L'e® = az + by + d,
L' = (az + by + d)e™ .
Integraci per partes dostaneme

u=ar+by+d v =a
v = e~ V= e CT. ;1
C

-1
L = (ax+by+de - <c> + Z/e_mdm,

-1
L= (ax+by+de - (c) — e g

Po dosazeni dostaneme feSeni ve tvaru
1 a o
z=——(ax+by +d) — - + Me*™.
c c

Tim jsme ziskali feSeni diferencidlni rovnice. Pro feSeni parcialni rovnice je nutné misto konstanty

M brét funkci H (y).
1
z = —E(ax +by+d)— ;2 + H(y)e™.
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Nyni najdeme fesSeni, které vyhovuje nasi pocatecni podmince. Dosazenim do piedchozi rovnice

hodnoty x = 0 dostaneme

b d a
Y42y =——y——— <+ H(y),
C C C

a odtud plyne
b d a
Hy) =y’ +2y+ -y + -+ .
c c c

Resenim Cauchyovy tlohy je tedy funkce

1 b d
z-—(am+by+d)—(12+<y3+<2+)y—i——i—i)e“.
c c c c ¢

O
10.4.5 Linearni homogenni parcialni rovnice prvniho radu
Definice 10.20. Linedrni parcidlni diferencidlni rovnici nazveme vyraz
0z(x,y 0z(x,y

kde a, b, ¢, d jsou funkce proménnych z,y definované na oteviené mnoziné G.

Jestlize ¢(x,y) = 0,d(x,y) = 0, potom se rovnice (10.20) nazyva homogenni.

Pokud je a = 0 a nebo b = 0 muzeme pouzit pro feSeni difve uvedené metody. Pokud jsou
obé funkce nenulové, musime hledat fesSeni jinymi metodami, které se probiraji naptiklad
v predmétu Diferencialni rovnice v elektrotechnice.
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10.5 Parcialni diferencialni rovnice druhého radu

10.5.1 Kilasifikace rovnic na hyperbolické, parabolické a
eliptické

Definice 10.21. Parcidlni diferencidlni rovnici druhého 7ddu dvou promennych
rozumime rovnici

7 ( )@@8% *u  0%*u _0
%y?ux’y’@x’@y’@xwﬁxay’ayy -

Definice 10.22. Parcialni diferencialni rovnici druhého radu tii proménnych rozumime
rovnici

o ( >@ Ju du Pu Pu Pu Pu Pu FPu 0
x’y’z’ux’y’z’81”8y’82’8x2’8x8y’8x8z’8y2’3y327822 -

Priklad 10.23. Parcidlni diferencialni rovnice druhého radu se ¢asto pouzivaji pii popisu
fyzikalnich a technickych déju a procesu. Nasleduji nékteré parcialni rovnice, které se
pouzivaji v elektrotechnice a piibuznych oborech.

Pu  Pu  u

Au = 927 + Iy + 52 = 0 Laplaceova rovnice (elektrostatické pole),

Au = f Poissonova rovnice (elektrostatické pole s volnymi naboji),

Au = a*u  Helmholzova rovnice (staciondrni vinové rovnice),

ou

Au = aa difuzni rovnice ,

82
Au = aza—;; vlnové rovnice (8ifeni elektromagnetickych vin),
0 ( 8u) + 4 < Ou J (| grad u|) rovinné staciondrni magnetické pole
— (v=— — v=— ) =—-J,v=wv(] grad u|) rovinn ionarni magnetické pole,
Ooxr \ Oz Jy \ Oy
Pu  *u 0 . ity st
— — —— =0 rovnice pro kmity strun
92 o P Y Y
ou  O%u
it 0 rovnice vedeni tepla.
x

Definice 10.24. Kuvazilinedrni parcialni diferencidlni rovnici druhého 7vddu dvou
proménnyjch rozumime rovnici

9%u 0%u 9%u

B C K=0 10.21

022 Paozay T2 T ! (10-21)
ou Ou

7£)a_y‘

A

kde funkce A, B,C, K jsou funkcemi x,y, u
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Definice 10.25. Linedrni parcidlni diferencidlni rovnici druhého radu dvou proménnych
rozumime rovnici
0%u 0%u 0%u ou

ou
a(x, y)@ﬂ%(%y) 8$8y+c(x7y)a_y2+d<x’ y)a—x+€(ﬂc7 y)a—y+g(x, yu = f(z,y). (10.22)

Funkce a,b,c,d, e, g, f jsou spojité v oblasti Q C R?, pficemz aspon jedna z funkef a, b, ¢
je nenulovd v kazdém bodé (x,y) € Q.

Resenfm rovnice (10.21) v oblasti  rozumime kazdou funkci u(z,y) € C?(Q), kterd v Q
identicky splauje (10.21).

Oznatme D = b?*(x,y) — 4a(x,y)c(z,y), potom jestlize
D <0 V(z,y) € Q pak se jedna o elipticky typ,
D=0 V(z,y) € Q pak se jedna o parabolicky typ,
D >0 V(z,y) € pak se jednéd o hyperbolicky typ.
Ve zbyvajicich pripadech mluvime o smiSeném typu.

Priklad 10.26. Rovnice

0%u N Pu 0

oz oy?
je eliptického typu,

Pu  Pu

ox2  Oy?
je hyperbolického typu,

ou  0Pu

oxr  Oy?

je parabolického typu.

Urceni typu nékdy zalezi na oblasti, ve které je funkce definovana.

Priklad 10.27. Rovnice
0%u N Pu
0x? y8y2 N
ma D = —4y, a proto je eliptického typu pro vSechny body horni poloroviny, tj. y > 0, je
hyperbolického typu v dolni poloroviné, tj. y < 0, a je parabolického typu v bodech osy
z, t.j.y=0.

0

Priklad 10.28. Méjme rovnici kvazistacionarniho elektromagnetického pole

0 ou 0 ou
O (U%> + oy (Ua—y) =7(z,y) —J, v=uv(|grad ul).

Tato rovnice je v elektricky vodivych podoblastech parabolického typu, protoze v téchto
podoblastech je elektrickd vodivost v(x, y) kladnd, zatimco v nevodivych podoblastech je
elektricka vodivost nulova, a proto se v nich jedna o elipticky typ.
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10.6 Transformace proménnych.

Veéta 10.29. KazZdou linedrni parcidalni diferencidlni rovnici druhého vddu dvou
promeénnych, eliptickou, mnebo hyperbolickou, nebo parabolickou, lze vhodnou lokdlni
transformact souradnic prevést v okoli kazdého bodu (xg,y0) € Q na kanonicky tvar.

U rovnice eliptického typu na tvar

2u d%u ou ou
oz T o Ty g, Th@y)g+ale = fiy),

u rovnice hyperbolického typu na tvar

u  O%u ou ou
o2 02 + as(, y)% + 52(93>?/)8—y + (@, y)u = fow,y)
a u rovnice parabolického typu na tvar
0*u ou ou
@ + a;:,(x,y)% + bg(l', y)a_y + 03(‘ra y)u - f3<$,y), ag([E, y) 7& 0.

Méjme nyni linearni rovnici druhého radu s konstantnimi koeficienty

2 2 2
Ou g ou 0w, pou, pou

A
ox? + Ox0y Oy? Ox Oy

+Gu=F, (10.23)

kde |A| 4+ |B| + |C| # 0. Dané rovnici pfifadime charakteristickou rovnici
A(dy)? — Bdady + C(dz)* = 0. (10.24)
Resenim charakteristické rovnice bude kazda dvojice funkef

T = Qp(t)a Y= ¢(t)> te (047 5)’ (10'25)

x
kterd vyhovuje dané rovnici. Pfitom za dz dosadime vyraz T a za dy dosadime vyraz

d
Y4 nakonec celou rovnici vydélime vyrazem (dt)?.

dt

Definice 10.30. Jestlize jsou funkce z(t) = p(t), y(t) = ¥ (t) fesenim rovnice (10.24) a
jestlize jsou rovnice (10.25) parametrickymi rovnicemi hladké kfivky, potom tuto kiivku
nazveme charakteristikou.

Priklad 10.31. Najdéte charakteristiky rovnice

o ot
ox2  oy?
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Reseni. Nasi rovnici pritadime charakteristickou rovnici:

(dy)* — (dz)* =0,

neboli ( )2
dy
dy)? = (dz)? = =1
(@) = (@) = =1
dy
— = 41.
dx

Charakteristikami nasi rovnice jsou potom ptimky y =x+ Pay = —x + P, kde P € R.
Mame tak dvé tiidy pfimek a kazdym bodem roviny Oxy prochazi pravé jedna primka z
kazdé tridy. O]

Priklad 10.32. Najdéte charakteristiky pro rovnici vedeni tepla

o 0% _

Ot Ox2 0-

ResSeni. Rovnici pritadime charakteristickou rovnici:

(dy)* =0,
neboli
(dy) =0,—y=P, PeR.
Rovnice vedeni tepla mé charakteristiky mnozinu pfimek y = konst. O]

Priiklad 10.33. Najdéte charakteristiky Laplaceovy rovnice

0u N 0u 0
ox?  Oy? '
Reseni. Laplaceové rovnici priradime charakteristickou rovnici:

(dy)* + (dz)® = 0.

Soucet dvou nezapornych hodnot je roven nule tehdy a jen tehdy, pokud obé hodnoty
jsou soucasné nulové, takze mame

(dy)=0,—y=P, (dz)=0,—2x=R, P ReR

Vztahy * = R,y = P, ale nepopisuji zadnou kiivku, proto Laplaceova rovnice nema
zadnou charakteristiku. O

Z vyse uvedenych piikladu plyne, ze kazdym bodem (z,y) muze prochdzet pravé jedna
charakteristika, nebo charakteristik muze byt vice a nebo nemusi existovat zadna.
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Ukézeme si pouziti charakteristik pfi pfevodu linedrni rovnice (10.23) na tzv. kanonicky tvar.
Necht méme rovnici hyperbolického typu, tj. B?> — 4AC > 0. Bez omezeni obecnosti miizeme
predpokladat, ze A # 0. Charakteristickou rovnici

A(dy)? — Bdxdy + C(dx)* = 0.

si upravime na tvar

dy\” dy
A(=2) —=B=Z+Cc=0.
(dx) BY 0 =0

d
Oznacme \ = d—y Potom hleddame feSeni rovnice
T

AN — B A+ C =0.

Vzhledem k podmince pro rovnici hyperbolického typu B2 —4AC > 0 méme, ze nade kvadraticks
rovnice bude mit za feSeni dvé ruznd realnd ¢isla. Oznac¢me je A1, Ao € R. Potom

dy
A
dz 1
dy = \idz,

y=Mz+§ CeR

A analogicky
y=Xz+n neck

Tim jsme dostali, ze charakteristikami jsou dvé ttidy primek
y=XMzr+§ y=Xr+n

Kazdym bodem prochdzi pravé jedna piimka z kazdé t¥idy. Jinak feceno, zname-li bod (z,y),
potom zname i ¢isla £, 1 a naopak zndme-li ¢isla £, 7, zndme i soufadnice prusec¢iku charakteristik

. §—n y:)\zf—/\m
Ao — A’ Ao — A1

a naopak
E=y— Az, n=y— o

Miuzeme tak kazdou funkci proménnych x,y povazovat za funkci proménnych &, 7. Pfitom plati

B E—mn AE—An\
U(x’y)_u()\Q—Al’ )\2_)\1 )—U(f,n)

A naopak
U(gv 77) = U(y - )\11‘, y— )‘23:) = ’LL(:E7 y)

Budeme hledat rovnici, kterou spliuje funkce U, jestlize funkce u je fesenim rovnice (10.23).
Uréime si derivace
ou_oU 95 OU on U oU
or 0§ Ox On Ox o€ on
ou_oU 050U oy _oU oU
dy 90 9y on Oy 0 On’
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0%u 0 02U 0*U 0 02U

vr_ 9 i

81'2 )\1 862 + )\1A28 8 + )\2 87”2 5

2 2 2 U
8u:_)\18U Oy + )\2)8U 28 7
0xdy €2 00N On?

Pu_ U U 0T
oy 02 OEdn

Dosadime tyto hodnoty do rovnice (10.23) a dostaneme

d%u 0% 0% ou ou
AZ— +B L 4D+ EX— —F=
52+ Bouay +Ca2+ o T ay+Gu =0,

217 2 2 217 2 2
A ()\28 +2M Ao —— il )\23(]) ( /\18 — (M + X)) 5 i - A 8U> +

o2 dxdy | 2 on? o¢2 acon 2 on?
92U 92U 9
C(@@ *ogon * 3772> b

pro piehlednost zde uvadime pouze parcidlni derivace druhého fadu, které jsou pro nas rozho-
dujici, totéz i dale,

82
on?

o*U o*U

(AA2 B\ + C) 852 (214)\1)\2 — B()\l + )\2) + 20) 8687] + (A/\2 BXoy + C)

Il
S

Cisla A1, Ao jsme ziskali jako kofeny kvadratické rovnice. Proto plati
AN —BM+C =0, i=1,2,

proto jsou koeficienty u druhych derivaci podle &, n nulové.

Navic u kvadratické rovnice plati, podle Vietovych vzorcu, ze soucin jejich dvou kofenu je roven
absolutnimu ¢lenu, délenému koeficientem u nejvyssi mocniny a jejich soucet, zdporné vzaty, je
roven koeficientu u prvni mocniny, délenému koeficientem u nejvyssi mocniny, takze

C B 1
2AM A2 — B(A1 + X)) +2C =24A— — B— +20 = —

N >
< B S (4AC = B*) £ 0.

Proto bude koeficient u smiSené derivace nenulovy a muzeme jim délit celou rovnici. Tedy jsme
dostali

02U

232y
Mame nyni nasi rovnici v kanonickém tvaru, ktery se pouziva pro urceni reseni. Skutecné, jestlize
nyni provedeme substituci

+o-=0.

E=r+s, n=r—s,
spoc¢itame si piislusné parcidlni derivace, U(&,n) = V (r, s),

oU 9V 1 av 21

oc o 2+8S‘?,

FPU 19V 19V +}82V 1V
00n 4 0r2  40rds  40s0r 4 0s?’
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Dosazenim dostaneme
0%V 9%V
or2 0s?

Tim jsme opét ziskali kanonicky tvar pro rovnici hyperbolického typu.

+---=0.

Méjme nyni rovnici (10.23) jako rovnici parabolického typu, tj. plati 4AC — B? = 0. Opét
budeme predpokladat, ze plati A #£ 0. V opatném piipadé provedeme preznaceni proménnych.
Charakteristicka rovnice

AN —BAX+C =0

B
mé potom jeden dvojnasobny kofen A = —. Budeme déle pfedpoklddat, ze B # 0, protoze
pokud je B = 0, potom z charakteristické rovnice plyne, ze i C' = 0. O A jsme uz diive
predpokladali, Ze je nenulové. Rovnice (10.23) by pak byla tvaru
0u ou

ou
A28 L pZt L g2t =
92 + B + By + Gu =

odkud po upravé dostaneme
0%u
Ox?

a tedy uz je pifimo v kanonickém tvaru. Opét jsme uvedli pouze parcidlni derivace druhého fadu.

+...=0,

Jestlize je B # 0, potom je také A £ 0. Obdobné jako v pfedchozim piipadé polozime
E=y— .

Protoze mame pouze jeden koren charakteristické rovnice, polozime dale n = z. Mame tedy
U(&,n) = u(n, &+ Az). Spocitame si parcidlni derivace.

ou QU 95 oU 9y _ QU aU

or  0f 0x on ox oE

du OU 9 U 9y dU

ay o oy oy oy o

2 217 217 2
6“—)\287_2)\8 +8U7
Ox? 0&2 Oxdy  On?

0%u 0’U  0°U
= —)\7 + _—,
Oxdy 02 O¢on
o _ o
oy o€’

Dosadime tyto hodnoty do nasi rovnice (10.23) a dostaneme

0%u 0%u 0%u ou ou
A—+B—— —+D—+FE— —
8x2+ 920y 06 5 + I + 8y+Gu =0,

02U 02U 02U 02U 02U 02U
Al N2 —9 Bl-\»D—"— 4+ 27 - R
(A o~ Pagon T 8n2> * ( A oe +8§8n> w(w) o=l
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(pro piehlednost opét uvadime pouze parcidlni derivace druhého tadu, které jsou rozhodujici).
Po upravé dostaneme
02U 02U 0*U

AN - B —— +(—2)\A+B A
(AX /\+C)a§2+( AA + )agan+ o

+...=0.

B
7 charakteristické rovnice nam plyne AN? — BA+C = 0 a z jejiho feseni A = oA plyne platnost
rovnice B — 2AX = 0 = —2AX + B = 0. Prvni dva koeficienty v predeslé rovnici jsou proto

nulové. Protoze jsme navic predpoklddali, ze A # 0, muzeme rovnici vydélit koeficientem A a
dostaneme

0*U

87772 +.--=0.
Tim jsme ziskali kanonicky tvar pro rovnici parabolického typu.

Postup si opét ukazeme na ptikladu.
Piiklad 10.34. Pieved'te na kanonicky tvar rovnici

0%u ?u  0%u
42 Y 1y gy _
Ox? + 0xdy + Oy? 0

a najdéte jeji reSeni.
Reseni. Mame A =4, B =4, C = 1. Takze plati
B?—4AC=4>-4-4-1=16—16=0.
Rovnice je parabolického typu. Rovnici ptifadime jeji charakteristickou rovnici:
AN — AN +1=0

a urcime si jeji kofeny. Dostaneme

1
A2 = 5
Podle predchoziho volime

1
é—y—§w, n=x.

Uréime si parcidlni derivace
@ B 182U B 0*U n 02U
0x2  40€2  9con  on?’
0%u B _182U . 02U
oxdy 2062 0Lon’
0u  0*U

oy? e’

Po dosazeni dostaneme
d%u 44 d%u n 9%u B
0x2 oxdy  Oy?

J(1O°U QU PUN | (1PU | PUN | (PUN
1062 9ton " o 2062 " ooy oz )

4 0,
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2 2 2 2 2 2
o0°U 48U 48U 28U 48U o°U

o2 Yacon T o " %ee Tacon T o =

2
LU o,
on?
0?U
— =0.
on?
Budeme nyni hledat feSeni této rovnice. Protoze druhd derivace U podle n je nulové, integraci
dostaneme 5 52
U U
8717 = 8172 dn = f(§),

—/}@Mn—nﬂa+g@x

kde f,g jsou funkce se spojitymi parcidlnimi derivacemi. Dosazenim za &, 7 dostaneme feSeni
nasi rovnice ve tvaru

u=xf(y— %x) +9(y — %w)-
O

Méjme nynf rovnici (10.23) eliptického typu, tj. plati B> —4AC < 0. Pifmo z této pdminky ndm
vyplyva, ze A # 0,C # 0. Charakteristickd rovnice

AN —BA+C =0
m& dva komplexni kofeny A\ = a + i3, As = a — i3, 8 # 0.

Polozime
E=y—ar, n=—pur.

Urcime si parcidlni derivace pro funkci u(z,y) = U(&,n) = u (—,8’5 - gn> :
ou_ U ou
or o on’
ou_ov
dy  0¢’
Pu 282U , 02U
= 2c
o2 Yo T 657; o
oo
o2 0g2’
Dosadime tyto hodnoty do nasi rovnice (10.23) a dostaneme
2 2 2
AT g0 o pOu L O Gy,

0z? 0x0dy 0y? Ox oy

o*U 02U 92U (‘92 02U 02U
A<a2+2ﬁ +ﬁ2 )+B( 7e T 29855, 2 )
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02U
+ () =0
(pro ptrehlednost opét uvadime pouze parcidlni derivace druhého Fédu, které jsou rozhodujici).
Po tpravé dostaneme
0%U 0*U

(A —aB + 0)8752 + (20A — B)agan

82‘/
2
+AB ?—I_"'—On

a + 10 je kotfen charakteristické rovnice a proto plati

“T9a YV
Potom ale
20A - B =0
2 2 2 2
B B B B
2 - = — —_— = —_— = — —
a“A—aB+C 4A2A 2AB—i—C' A 2A—|—C’
—B? +4AC
—— = AR
4A b

Neboli koeficient u smiSené derivace je nulovy a koeficinty u zbyvajicich se sobé rovnaji. Tim
jsme ziskali rovnici
0*U  0*U
22 " o

kterd je kanonickym tvarem pro rovnici eliptického typu. Pokud jsou koeficienty rovnice (10.23)

+.o=0,

funkcemi, potom postupujeme analogicky. Musime pouze rozlisit oblasti, ve kterych je rovnice
stejného typu.

Definice 10.35. Okrajovd uloha pro linearni parcidlni diferencidlni rovnici 2.7adu je:
Najit feseni u = u(x,y) rovnice (10.21) v oblasti Q C R2, jestlize zndme hodnoty Fesen{
na hranici T'(€2).

W@, Y)| (g yyer = 2(@,9).

10.6.1 Resené piiklady

Priklad 10.36. Najdéte kanonicky tvar rovnice

9%u 9%u 0%

gu g T 1159
Ox? + 0x0y + Oy?

a jeji feseni.
Reseni. Mame A =1, B = 8,C = 15. Takze plati

B2—4AC=8>-4-1-15=64—-60=4> 0.
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Rovnice je hyperbolického typu. Rovnici pfifadime charakteristickou rovnici:
A -8\ +15=0

a urcime si jeji kofeny. Dostaneme
A1=3, A=05.

Podle predchoziho volime
{=y—3x, n=y-—>5z.

Uréime si parcidlni derivace

2u U 9?U 92U
97 = Ve +306§8n+258n2’

Ou _ U PU L OU
dxdy T oz “ocon o’
Pu_ 0 U U
oy 0€2 0con  on?’

Po dosazeni dostaneme
92U B
ocon

Budeme nyni hledat feseni této rovnice. Zvolme

0.

v,
on

Potom
0
oy
29

a proto je v = f(n), kde f je libovolnd funkce. Takze mame

oUu
8777 = f(n),

Uz/ﬂmM=Fw+G®,

kde F,G jsou funkce se spojitymi parcidlnimi derivacemi. Dosazenim za &,7 dostaneme FeSeni
nasi rovnice ve tvaru

u=F(y —b5z) + G(y — 3xz).

Priklad 10.37. Pieved'te na kanonicky tvar rovnici

0%u 0%u 0%u
44— +12———+ 13— =0.
0x? + Ox0y + 38y2 0
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Reseni. Mame A =4, B = 12,C = 13. Takze plat{
B? —4AC =12 —4-4-13 = 144 — 208 = —64.
Rovnice je eliptického typu. Rovnici pfifadime jeji charakteristickou rovnici:
AN - 120 +13=0

a urcime si jeji kofeny. Dostaneme

\ 12+ 144 -4-4-13 12+£+/-64 3
172: = = —

8 8 2

+1.

3
Mame o = 2 B = 1. Podle ptedchoziho volime

Urcéime si parcidlni derivace

0%u  90°U 0*U  0*U
e P
0x? 4 0&2 00n  On?

Pu 30U 0PU
oxdy 2062 0&on’
oo
oyr  og2’

Po dosazeni dostaneme

0%u 0%u 0%
g0 o O 30T
022 T om0y T o2 Y

962U 02U 02U 302U 02U 02U
42 (222 22 ) p13(LL) =
(4 oe ooy 8n2)+ ( 5 0¢2 a&%)* 3( ) b

2 2 2 2 2 2
RGP AC P A PReA +13<a U)

€2 acon o2 €2 o €2

0?U 0*U
o’U  0U

ez "o T
10.7 Metoda koneénych diferenci pro parcialni dife-

rencialni rovnice

Nyni se budeme vénovat nékterym numerickym metoddam pro urceni feseni parcidlnich
diferencialnich rovnic.
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Definice 10.38. Okrajovd uloha pro linearni parcidlni diferencidlni rovnici 2.fadu je:

Najit feseni u = u(z,y) rovnice (10.22) v oblast Q C R? jestlize zndme hodnoty feSent
na hranici I'(€2).

U(ZL‘, y)|(x,y)ef‘ = (p(l', y)
Vezmeéme si nejjednodussi piipad: Méjme parcidlni linearni diferencidlni rovnici eliptického
typu
————ff+0@wwzf@w% (10.26)
kde u = u(z,y),Q = {(z,y) : a <2 < bc <y <d}o(x,y) >0Vr,y € Q, o,f jsou
spojité na (2.
Necht je splnéna tzv. Dirichletova okrajovd podminka na hranicich oblasti Q:
u(z,c) =plz), wu(z,d)=q(x), a<xz<b,
u(a,y) =r(y), uby) =sly), c<y<d,
r(d), q(b) = s(d).

3
—
S
N~—
Il
<
—
)
~

g
~
=
N~—
Il
»
—~
)
S~—
Q
—
Q
N~—
Il

Obr. 10.3: Hranice oblasti

Posledni tadek nam zarucuje spojitost okrajovych podminek v ,rozich“ oblasti 2. Viz
obrazek 10.3

Opét si vytvoifme sit na oblasti  (nejéastéji se pouzivaji ¢tvercové a nebo obdélnikové
site).

b_
i=a+ih, i=01,.. . nn+l, h=-—2

n+1

d—c

yi=c+jk, 7=0,1,...,mm+1, k:m—i—l'
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Uzly jsou pak body (x;,y;). Ozna¢me u;; = u(z;,y;). Za predpokladu, ze plati

0*u
< My, ‘a—yél

0ty

2t §M47M4€R,M4<OO,
X

t.j. u(x,y) je spojitd a ma ohranic¢ené parcidlni derivace do ¢tvrtého radu véetné. Pak si
muzeme vyjadiit derivace pomoci diferenci a dostaneme

Pulwiy) (UMJ — 2wy o P y~))
— iy Yj ;

0x? h? Eu

Pulany) G i ).

0y? k? 12t

kde z;_1 < & < miy1, yj—1 <1 < yj1. Jestlize predpokladdme spojitost u(z,y), pak
pro dostatecné malé h, k muzeme zanedbat chybové funkce. Potom dosazenim do (10.26)
dostavame proi =1,2,...,n, 7 =1,2,...,m:

2055 — Ui1j — i1 | 25 — Ui g1 — U1

h? k2

+ oy = fij-

Vynasobenim této rovnice koeficientem hk dostaneme

h k k h
(2 (E + E) + hkdﬂ) uij — E(ui-i‘l»]' + ui_l,j) — E(umﬂ + Um'_l) = hkfw

Dosadime podle pocateénich podminek
Uio = Pi,  Wim+1 = iy Uoj = Tj,  Untlj = Sy,

kde p; = p(z;), ¢; = q(x;),r; = 1(y;), s; = s(y;). Dostaneme tak soustavu linearnich alge-
braickych rovnic a po jejim vyfeseni ziskdme hodnoty u,;. V piipadé pravidelné ¢tvercové
sité, t.j. h = k, se tato soustava dale zjednodussi na tvar

(4 + hQUij) Uij — Uit1,j — WUi—1,5 — Wi 41 — Ujj—1 = hzfz’j- (10.27)

Vsimnéte si, ze matice soustavy je v obou piipadech pro o;; # 0 diagonalné dominantni,
a proto muzeme pouzit i itera¢ni metody feSeni. V piipadé o;; = 0 jde o soustavu, kde
je diagonalni dominance neostra, ale je ostrd pro vsechny rovnice, v nichz je alespon
jeden hrani¢ni bod. Pro takovéto matice nam bude opét konvergovat Gauss-Seidelova
metoda, ale obecné dosti pomalu. Pti vétsim poctu rovnic se vyplati pouzivat relaxacni
nebo superrelaxaéni metodu nebo metodu sdruzenych gradientu, které nam podstatné
zlepsuji konvergenci a hlavné rychlost vypoctu. Zvlasté v tomto pripadé, kdy matice
koeficientl soustavy je tidka — tj.obsahuje velké mnozstvi nulovych prvki, tady mame v
kazdé rovnici nejvyse pét nenulovych koeficientii. Pro takovéto pifpady je zvlast vhodna
metoda sdruzenych gradientu.
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Analogicky postup muzeme pouzit pro numerické feseni vsech linearnich parcidlnich di-
ferencialnich rovnic druhého radu. Postup feseni je vzdy stejny: derivace nahradime dife-
rencemi a hledame Teseni soustavy linearnich algebraickych rovnic.

Pro dalsi parcidlni derivace se pouzivaji aproximace:

3“(%’:?/3‘) _ Uit1,5 — Uij au(l“i?yj) _ Ui j+1 — Uiy

ox h ’ dy k 7
ou(z;, y;) _ Uiy — Uiy du(xi, y;) _ Wi — Ui
ox h ’ Jy k ’
ou(x;, y;) _ Uit — Ui ou(z;, ;) _ i1 T Uit
Ox 2h ’ Ay 2k '
O*u(xi, yj) _ Uittt = Uit dj—1 — Uim i Uit
0xdy 2h2k '

Problémy pii feseni mohou vznikat, pokud oblast €2 neni obdélnikova.

Definice 10.39. Bod P;; = (x;,y;) sité na oblasti Q2 nazveme vnitinim, jestlize vSechny
body tusecek spojujicich jej se sousednimi body Pii;;, Pij+1 lezi v 2 a nazveme jej
hrani¢nim v opacném pripadeé.

Obr. 10.4: Problém u metody konec¢nych diferenci

Pro urceni hodnoty funkce u v hrani¢nich bodech se nejcastéji pouziva linearni interpolace
i extrapolace.
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Necht hraniéni bod @ lezi na spojnici uzli P, Pi115, ve vzdalenosti 6 od bodu F;;. Necht

se hodnoty funkce u méni linedrné podél této spojnice. Potom

u(Q) — u(Fy) . u(Py;) — U<Pifl,j)‘

o h

Protoze podle definice 10.38 muzeme psat u(Q)) = ¢(Q) a déle u(P;;) = u;j, tak po tpravé
dostaneme

) )
P(Q) = (1 + E) Uij = 3 i-1
a nebo ho(Q) + 6 " 5
(2 + Ui—1,5 . ' ‘
h+6 _h+5¢(@+h+6u1‘1”’
protoze zname hodnotu v bodé () a potfebujeme dopocitat hodnotu v bodé F;.

uij =

Priklad 10.40. Metodou kone¢nych diferenci feste okrajovou tlohu
Ugg + Uyy = 8T

U(l‘, O) = ZL‘S, U(Oa y) = 07 u(m,y)|x2+y2:10 = 10l’(y + 1)a

kde oblast €2 je vnitini ¢ast ¢tvrtkruhu

x>0, y>0, 22 +y* < 10.

Reseni. Rovnici si upravime na stejny tvar jako (10.26)

Pu  0%u
e
ox?  0y?

Zvolme ¢tvercovou sit s krokem i = 1. Potom mame hrani¢ni body

w(0,0) = 0,u(1,0) = 1,u(2,0) = 8,u(3,0) = 27, u(0,1) = u(0,2) = u(0,3) = 0, u(1,3) =
= 40,u(3,1) = 60. Jesté potfebujeme znat hodnotu v bodé P, 5. Protoze

Q = (2.449;2), p(Q) = 73.485, 6 = 0.449, tak linedrni interpolaci dostaneme

1-73.485+0.449 - uy 0
14 0.449

U2 =

Nynf pro 3 vnitin{ uzly sestavime sitové rovnice podle (10.27), pfitom hrani¢éni uzly jsou
podtrzeny.

duy g — upy — Ugq — Urp — U2 = —8,
4U1,2 — U1 — U3 — Up,2 — U22 = =8,
4U2,1 — U1 — U311 — U0 — U2 = —16.

Pak pridanim odvozeného vztahu pro wugs dostaneme soustavu 4 rovnic o c¢tyfech
neznamych. Po upravée

1 1
Uy = 1<0 +usy +14us) — 187
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1 1
Ug 1 = Z(ULl + U2,2 + 60 + 8) — 116,

1 1
U2 = Z—l(O + 40 + Uyl + U272) — 18,

U292 = 50.697 + 0.31071172.

Jejim FeSenim je pak

upy = 12.384,
Uz, = 30.768,
15 = 25.768,
Ugs = 53.688.

Dalsi postup je pak obvykly, tj. zmensime krok a opakujeme vypocet, az se nam odchylky
v uzlovych bodech ustali.
Necht tedy je h = 5. Potom dostaneme sifové rovnice pro 19 vnitinich bodu a jesté musime
dopocitat hodnoty 5 hrani¢nich uzlu linedrni interpolaci. Dostaneme tedy soustavu 24
rovnic o 24 neznamych. Pfitom kazda rovnice obsahuje nejvyse 5 nenulovych hodnot
promeénnych.
Pro hranic¢ni uzly mame

Ue,1 = 37.651 + 0.196U571,

us 3 = 44.388 4+ 0.223uy4 3,

Ugq = 38.717 4 0.473us3 4,

ug 5 = 36.196 + 0.446us 5,
a pro posledn{ hodnotu bereme bud’

1
Ul = E(UO,G + us ) = 20,

nebo si tuto hodnotu vypocitame, pritom bereme sousedni uzly po vertikdle (doposud
jsme je brali po horizontéle), pak dostaneme rovnici

U6 = 16.567 + 0.196’&175.
Pro vnitini uzly pak budeme mit soustavu
—4duqy + w1 + w1 + U1 + urz = 1,

—4dugg + ugy + ury + Ugp + Uz =1,
—4uyg + up3 + U2 + Uz + Uy =1,
—4uyy + Ups + U1z + Ugg +us = 1,
—dugs + ups + w14 + ugs + ure = 1,

—4ugy + w1y + ugp + Uz + Uz = 2,
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—dugs + w1z + ug1 + Uz + ugz = 2,

—dugz + U1z + uga + ugz + uge = 2,

—dugg + 14 + Uz + uzs + ugs = 2,

—dugs + s + Uga + ugs + uge = 2,

—dugy + ug1 + ugo + a1 + uz2 = 3,

—dugs + ugz + uz1 + ugz + uzz = 3,

—dugs + ugz + uza + ug3 + uzs = 3,

—4uzy + ugq + Uz + Uag + uzs = 3,

—dugy + uz1 + ugo + us1 + ug = 4,

—duge + uz + ug1 + us2 + ugz = 4,

—duyz + uzs + wgz + us3z + ugg = 4,

—dusy + ug1 + uso + ugt + us2 =5,

—4duse + g2 + us1 + Us2 + Usz = O.
Tim méame celou soustavu hotovou a zbyva ji ,,jen” vyrtesit. O
Pro rovnice jinych typu je postup analogicky. Vzdy pozadujeme, aby vysledna soustava

linedrnich algebraickych rovnic byla jednoznacné fesitelnd. Z této podminky plynou i
pozadavky na tvar rovnice, které ndm potom zaruc¢i jednoznacnost a konvergenci feseni.

Postup si ukdzeme na rovnici parabolického typu, pujde o zobecnéni rovnice vedeni tepla,
kdy priddme jesté dalsi clen,

ou  0*u
2= 10.2
e (), (10.28)
pocatecni podminku
u(z,0) = p(z), (10.29)
a okrajové podminky
u(0,t) = pa(t), (10.30)
u(l,t) = pa(t), (10.31)

kde f,p, p1, pe jsou zadané spojité funkce, z €< 0,1 >, t € [0, 7.

[
Rozdélime si interval < 0,1 > na n dilu délky Ax = —. Na ose t si zvolime velikost kroku
n

At tak, aby platilo At = pAxz?. Divod bude ziejmy z dalstho vykladu. Derivace v rovnici
(10.28) nahradime diferencemi a dostaneme
Uikl — Uik Uiplk — 2Uik + Uim1k

Nyni vyndsobime celou rovnici vyrazem At = pAz? a dostaneme po tpravé

Ui py1 = (1 = 20)ui g + 0(wim1 i + wiv1 k) + ALf (23, tk). (10.32)
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Dosazenim do pocatecnich a okrajovych podminek dostaneme

i = (i), vor = p1(te), i) = po(te). (10.33)

Tim jsme ziskali soustavu linearnich algebraickych rovnic. Pro jeji feSitelnost je tfeba volit
1
0 < 7 V opacném piipadé nastava numericka nestabilita a vypocet se bude vyrazné lisit

od skutecnosti.
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10.8 Metoda koneénych prvku pro parcialni diferen-
cialni rovnice

10.8.1 Zakladni pojmy

Zaklad metody je stejny jako v ¢asti 9.
Hledame teseni okrajové tlohy pro eliptickou rovnici metodou koneénych prvku.

Pu  0*u

_@_TyQZﬂx’y)’

kde (z,y) € €. Jde o tzv. Poissonovu rovnici. Méjme homogenni okrajové podminky, tj.
u(z,y) =0 VY(z,y) € T'(Q). Uzitim Greenovy véty se dd dokdzat, ze funkcional

o= G+ () -]

je minimalni, kdyz w je feSenim nasi tlohy.

Protoze gradw = (w;,, w)), mizeme psat

F(w) = %//Q [(gradw)® — 2w f] dzdy.

Pritom opét predpokldddme, ze w = w(x,y) probihd vsechny funkce spliujici danou
okrajovou podminku a majici derivace integrovatelné v kvadraté.

Predpokladame dale, ze hranice I' je tvorena uzavienym polygonem slozenym s konecného
poctu ¢asti. Provedeme triangulaci oblasti €2 — rozdélime ji trojuhelniky, které maji nejvyse
jeden spolecny vrchol nebo jednu spoleé¢nou hranu a tvoii pokryti 2. Vrcholy si oc¢islujeme
P jed.

Pfi hledéani minima se opét omezime na mnozinu funkci spojitych na €2, rovnych nule na I’
a linedrnich na kazdém trojihelniku. (V obecném piipadé muzeme pouzit i jinou mnozinu
funkci nez linearnich, naptiklad polynomy stupné k, k > 1,.... Budeme pouze pozadovat
spojitost na oblasti {2 a rovnost nule na I'. Na kazdém z trojihelnikt pak budeme pracovat
s funkei z vybrané mnoziny.)

Analogicky jako v predchozim pripadé muzeme hledanou funkci vyjadrit ve tvaru

v(P) =Y ;- pi(P),

JjeTJ

kde béazové funkce p;(P) maji tvar plasté pyramidy o vysce jedna s podstavou slozenou
ze vSech trojuhelniktu obsahujicich vrchol P. Plati

gradv = Z vj - gradp;
JjeJ
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a dostavame
1 2
F(v):§//gl(2vj~gmdpj) —Qvaj~pj] dxdy
jeT jeT
a opét obdrzime kvadratickou funkci parametru v; a hledame jeji minimum. Soustavu

oF
8?]2' N

0, i=12,...,n,

si prepiseme do tvaru

Zvj//g(gmdpj-gmdpz')dxdy://Q(fpi)d:vdy, i=1,2,...,n

JjeJ
a opét jsme ziskali soustavu linearnich algebraickych rovnic. A zase zde bude hrat dulezitou
roli, ze funkce p; maji maly nosic.

Metodu konec¢nych prvku charakterizuji t¥i zdkladni vlastnosti:

1. Diskretizace oblasti €2, kdy se 2 vyjadii jako sjednoceni koneéného poctu zvolenych
podmnozin — podoblasti. Tyto podmnoziny se nazyvaji konecné prvky. Obvykle to
jsou trojuhelniky. Jen vyjimecéneé se pouzivaji ¢tyfihelniky ¢i jiné utvary. V pripadé,
ze konecné prvky jsou trojuhelniky, pak se misto o diskretizace mluvi o triangulaci
oblasti €2.

2. Volba prostoru funkci, které jsou na kazdém prvku polynomem zvoleného stupné.
Tento prostor budeme znacit V.

3. Existence takové béze prostoru V), ze bazové funkce maji maly nosi¢ — tj. jsou
nenulové pouze na nékolika sousednich prvcich.

Resenim dané okrajové tlohy pak rozumime funkci z V, ktera je urcena jako linedrni
kombinace zvolenych bazovych funkei.

Ukéazeme si nyni pouziti stejné metody pro obecnéjsi typ rovnice.

Budeme se zabyvat metodou konecnych prvku pro okrajovou ulohu pro eliptickou rovnici
druhého fadu dvou proménnych na oblasti Q2 € R?

Pu  Ou
o2 T g Ty = flr.y), (10.34)
s okrajovou podminkou
u(2,Y)|(@yer@) = (2, y). (10.35)

Nebudeme se zabyvat obecnou diskretizaci, ale omezime se na rozklad oblasti €2 € R? na
systém disjunktnich trojuhelniku.
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Triangulace:

Oblast €2 aproximujeme sjednocenim konecného poctu disjunktnich trojuhelniki. Hranice
['(Q) je potom aproximovéna polygonem — lomenou ¢arou.

Mnozinu trojihelniku 7 = {7}, Ts, . . ., T}, } budeme nazyvat pripustnou triangulact, jestlize
plati:

1. QN (L_kle) c Q.

2. Jsou-li T,, Ty, dva ruzné trojuhelniky triangulace 7, pak jejich vnittky maji prazdny
prunik.

3. Vi = 1,2,...,k je kazd4 strana T, bud ¢dsti hranice I' a nebo stranou jiného
trojihelnika z 7.

Trojtihelniky, které maji spolecnou stranu, se nazyvaji sousedni. Bez omezeni obecnosti
budeme dale predpokléadat, ze nejvyse jedna strana trojuhelnika 7; je ¢asti hranice I' —
tento predpoklad dodédvame pro jednodussi konstrukei algoritmu feseni. Pii dostatecné
jemném déleni oblasti 2 je tato podminka splnéna automaticky.

Konstrukce vhodné pripustné triangulace oblast €2 neni viubec snadnou zalezitosti. Je
pritom tfeba dodrzovat tyto zasady:

1. Nepouzivat trojuhelniky s velmi malymi nebo velmi velkymi vnitinimi thly.

2. V téch castech oblasti €2, kde se o¢ekavaji velké zmény v chovani hledaného feseni
dané ulohy, je nutno volit jemnéjsi triangulaci.

Kromé vrcholu trojihelnika 75, ¢ = 1,. .., k, se nékdy pouzivaji pti konstrukci feseni dalsi
body trojuhelniku 7, jako jsou stiedy stran, tézisté. VSem takovym bodum se souhrné
iika uzly triangulace. Ty uzly, které lezi na hranici se nazyvaji hraniéni, zbyvajici jsou
vnitrnd. Strana trojihelnika, ktera patii hranici I'(2) se nazyva hrani¢ni.

V uzlech triangulace zadavame hodnoty koeficientu rovnice ¢i okrajovych podminek a
hodnoty pravych stran rovnice 10.34. Soucasné v nich hledame hodnoty piiblizného feseni.
Vsem témto hodnotam fikame wuzlové parametry.

K dosazeni vyssi presnosti je tifeba provést jemnéjsi triangulaci, tj. zvolit mensi
trojuhelniky. Samoziejmé toto ma smysl pouze tehdy, kdyz je feSeni nasi okrajové tlohy
dostatecné hladké.

Bazové funkce

Za uzly triangulace budeme volit pouze vrcholy trojihelniki. Vrcholy trojihelnika 7T
oznacme M7, M3, Ms3. Cislovani provadime vzdy v kladném smyslu, tj. proti sméru pohybu
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hodinovych rucicek, a zacindme vzdy zprava, respektive vpravo dole, pokud mame vpravo
dva vrcholy. Kazdy uzel ma tedy lokdlni index, vazany na piislusny trojuhelnik, a soucasné
i globalni index, vazany na misto daného vrcholu v poradi vSech vrcholu. Hovorime pak
o lokélnim a globédlnim ¢islovani.

Jedna z moznosti globalniho ¢islovani je M7 = My, i =1,2,3;s =1,2,...,N, kde N je
pocet vsech uzlu prislusné triangulace.

Necht M, je uzel triangulace s globdlnim indexem n. Definujeme si po ¢dstech linedrn{
bazové funkce v,, = v,(z,y) ndsledovné:

1. Na kazdém trojihelniku 7§ s vrcholem M, je v, linearnim polynomem tvaru
Né(z,y) =a’+ 0"+ ’y, a° b’ €R.
2. Funkce v, splnuji vrcholové podminky

vn(M,) =1, v,(M,,) =0 VYm#n.

3. v, je nenulova pouze na téch trojuhelnicich, jejichz spoleénym vrcholem je uzel M,,.
Tyto trojuhelniky tvoii nosi¢ funkce v,. Vsude jinde je funkce v, identicky rovna
nule.

Takto definované bazové funkce vi,vs,...,vy jsou spojité na Q = QUJI'(Q) a jsou
linedrné nezavislé. Linearni prostor vSech linedrnich kombinaci bazovych funkci oznac¢ime
Veo. Funkcim z V., tikame linedrni splajny. Libovolnou funkci z V., budeme oznacovat
v = v(z,y). Tato funkce je vzdy spojita a lze ji vyjddiit ve tvaru linedrni kombinace
bazovych funkei

N
v(z,y) = Zanvn(x,y), a, € R.
n=1

Konstrukce bazové funkce
Soufadnice vrcholu trojihelnika T oznacme M7 = (25, y5), M3 = (x5, v5), M5 = (3, y3).
Restrikce 3 bazovych funkei prislusnych témto vrcholum na Ty oznac¢ime

Nj = af + bjz + cjy,
N3 = a3 + by + ¢3y,
N3 = a3 + bz + c3y.
Tyto funkce jsou jednoznacné urceny vrcholovymi podminkami:
N$ o NP(MP) =1, Ni(M3) =0, Ni(M3) =0,
N3 N3(M?P) =0, Nj(Ms) =1, Nj(M;) =0,
Nj: Nj(M;y) =0, Nj(Ms) =0, Nj(M;) =1
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Koeficienty linearnich funkei jsou pak urceny vztahy

S 1 S .S S .S S 1 S S S 1 S S
a, = ﬁ(%ys — 13Y5), by = ﬁ(yz - 93)7 € = ﬁ(x?) —75),
S 1 S, .S S 1 S S S 1 S S
ay = ﬁ(ﬂfgyl T1Y3), b5 ﬁ(% 1), ¢ = E(xl — x3),
S 1 S .S S 1 S S S 1 S S
as = ﬁ(%?b T3yt ), by = ﬁ(yl — ), C3 = ﬁ(% — 1),
kde
I oz yy
DP=det | 1 x5 y3
L3 y3

D? je dvojnésobek obsahu trojuhelnika 7.
Diskretizace tlohy

Na oblasti  C R? mame okrajovou 1lohu

—div(p(x,y)grad u) + q(x, y)u = f(x,y),

ou
r

Zvolime si triangulaci oblasti 2 a sestrojime prostor Vi funkef spojitych na Q a
linedrnich na kazdém trojihelniku T, zvolené triangulace. To znamenad, Ze sestrojime
systém bazovych funkef vy, vy, ..., vy. Piiblizné feseni tilohy v prostoru VI je takova po
¢astech linearni funkee u, € VI, pro kterou plati

a(up,vy) = F(vy)

pro kazdou funkci v, € V. Funkee uyp, 1ze vyjadrit jako linedrni kombinace po ¢astech
linedrnich bazovych funkci
N
Up = Z UTLUTL7
n=1

kde U, = un(M,) ~ u(M,) jsou hledané parametry, které dostaneme feSenim soustavy
linedrnich algebraickych rovnic
ApUp = Fy,

kde Uh—(Ul,UQ,..., )T F (Fl,Fg,.. FN) .

Flv,) //fwyvnxy)dfﬂdy+/ 9@, y)onle,y)ds, n=1,2,..., N,

a Ay je symetricka pozitivné definitni matice s prvky

ik = (i, 05) = / / [p(e, y)gradvn(z, ) - gradu(z, y) + a(x, ¥)va(z, y)vi(z, y)] dedy+
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+/ o(z,y)vn(x,y)vp(z,y)ds, n,k=1,2,..., N.
50
Je-li S pocet trojihelniku zvolené triangulace, potom je
s
S5 U T
s=1

a pro hranice oblasti plati
R
0Q =L,
r=1

neboli hranici aproximujeme sjednocenim hrani¢nich stran L, hrani¢nich trojihelnika
triangulace. Pfitom pfirozené plati, za S > R.

Potom vzorce pro vypocet prvku matice A, a prvku vektoru F} muzeme psat ve tvaru

=Y [ [ ol p)sradu,(a,) - sradv(o.9) + ata,p)en(a, pyon (o, 9)) dody+

R
+Z/ o(x,y)v(z,y)vr(x,y)ds, n,k=1,2,..., N,

F, —Z f:cyvn(a:ydxdwz/ (2, y)on (e, y)ds.

Tim mame urceny koeficienty matice a muzeme hledat feseni celé soustavy.

Je vhodné se vyhybat pii triangulaci oblasti € obecnym trojihelnikum. Pii pouziti
tupouhlych trojuhelniku totiz hrozi (pti limitnim pfechodu) ztrata linearity a s tim
spojené havarovani vypoctu. Tomuto nebezpeci se muzeme vyhnout, pokud budeme
pouzivat pouze ostroihlé trojihelniky, napiiklad pii pouziti pravidelné sité. (Nej-
jednodussi variantou potom je pouzivat pii triangulaci pravidelné Sestitihelniky.) Pritom
na ruznych castech oblasti €2 muze byt velikost trojuhelniku ruzna. Podstatné zde je, ze
stale pracujeme s ostroihlymi trojihelniky.

Pro teseni je vzdy vhodné pouzit matematicky software. Pti feseni aplikacnich tloh budete
dostavat soustavy linearnich algebraickych hodnot vysokych fadu. Pouziti MATLABu je
popséano napiiklad v praci [20], str 877.

Pojmy k zapamatovani

— Uvedli jsme si zdkladni pojmy z teorie parcialnich diferencidlnich rovnic, co je feSeni a jaké
okrajové podminky se pouzivaji.

— Ukaézali jsme si nejjednodussi metody pro feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic prvniho
radu.
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Kontrolni otazky

1. Metoda koneénych prvki vede na feSeni soustavy algebraickych rovnic. Jaky bude jeji fad?

Cviceni
1. Najdéte funkci z = z(x,y), vyhovujici diferencidlni rovnici

0z(7,y)
oz

=1.

2. Najdéte funkci z = z(z,y), vyhovujici diferencidlni rovnici

0z(z,y)
ox

=T +vy.

Vysledky

1. Resenim tlohy je funkce
2z, y) =z + ¢(y),

kde ¢(y) je libovolnd funkce.

2. Resenim ulohy je funkce
T
2z,y) = 5 +ry +ey),

kde ¢(y) je libovolnd funkce.

10.9 Cviceni

Maplety

Piiklady pro samostatnou préaci jsou uvedeny v samostatné sbirce piikladi. Pomoci
nasledujicich maplett si muzete usnadnit nékteré diléi vypocty, nebo zkontrolovat jejich
spravnost.

1. Kanonické tvary parcidlnich diferencialnich rovnic 2. fadu


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/kanonicke_tvary.html
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