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0.1 Vstupni test

Drtive, nez se ponotite do studia diferencialnich rovnic, projdéte si nasledujici test. Pokud
vam feSeni nékterych tloh bude délat problémy, je nanejvys vhodné si piislusné téma
zopakovat.

Cviceni

1. Je dana funkce
r—1

@) =m5

Vypoctéte
a) f(2),b) f(2t), ¢) f(—x).

2. Zderivujte nésledujici funkce jedné proménné (nemusite se snazit vysledek jakkoli upravovat)

x 3 2 cos x2 1
=223 —Z 45 -3V — = b) y = e “sin2 = d)yy=—s—r.
W)=~ {45 -8VE - o B y=esindn ¢ y=""" d)y= g
3. Vypoctéte nasledujici neurcité integraly
1 1
a) f(],‘2+3$—1)dx, b)/(l—z) d.’E, C) fxe_'rd$’ d) ftet2 dt’ e) f(2xy—l’)dy
T — T

(pozor na proménnou!).

4. Vypoctéte nasledujici urcité integraly
a) [{(2x — 1)dz, b) Jo o costdt.

5. Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fadu podle vSech proménnych, na kterych zadana funkce
zavisi
r+y+ 22

a) f(z,y) = 2%y> —z +ysinz, b) g(z,y,2) =
) flz,y) =%y y ) 9(@,y, z) S

x
6. Ovétte, ze funkce y =
l’ f—

5 je TfeSenim diferencialni rovnice (z —2)y' +y = 1.

7. Najdéte obecné Teseni diferencidlnich rovnic

x2

a)x+yy =0. b)Yy +2zy =xe”

8. Najdéte feseni poc¢atecni tlohy 3/ — ytgz = y(0) = 2.

cosxt’
9. Najdéte obecné feseni diferencialni rovnice
y' + 8y +15y =0

a FeSeni vyhovujici poc¢ateénim podminkam y(0) = 4,4'(0) = 0.

10. Ovéite, ze funkce u(x,y) = arctg ¥ spliuje rovnici
ou n ou 0
r— +y— =0.
Oz yay

[1]



0.1 VSTUPNI TEST 7

0.1.1 ResSeni vstupniho testu

1 2t —1 —r—1
Pr.1a) ;b ;
Fla b e wia
Pi. 2 a) y = 627 — L3 + 51 ;i b) ¢y = —e " sin2x + 2e”7 cos 2x;
LWy = 4 2z 2 o YT ’
., —2x?sina? — cos 2? , 21
C)y = 2 7d)y = = 2 2(,..9
x (22 +1)In"(22 4+ 1)
o 273 3 9 1 _ o 1 £2 9
Pt. 3 a) §—|—§x —x+c;b)In|z—1|+=+¢¢c) —ze " —e P +¢; d) 3¢ +c; xy* —zy+c
x
T

Pf. 4a)2;b) sinz — sin§

1 1 g 22
Pf'5a)a_f:2xy3_1+y008$7g=3x2y2+sinx;b>@_ %9 _ i

o Ay or  y+1 0y (y+1)2°
dg 2z
0z  y+1
LEQ 2
Pf.?a)y2—|—x2:c;b)y:(?+c)e‘w
2
PE. 8y — L
cos T

P¥. 9 Obecné feeni je y = cre 3% + cye ™52, feseni pocatecni tlohy je y = 4e3% — 375



8 OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE PRVNIHO RADU

1  Obycejné diferencialni rovnice
prvniho radu

1.1 Cil kapitoly

Cilem této kapitoly je nenésilné navazat na ucivo, se kterym se studenti seznamili jiz
v prvnim roc¢niku bakalafského studia. Nejprve pripomeneme nékteré zakladni pojmy
tykajici se diferencidlnich rovnic obecné. Pak probereme feseni jednoho specialniho typu
diferencialnich rovnic prvniho fadu, tzv. exaktnich rovnic, a ukazeme postup, kterym se
nékteré rovnice daji na rovnice exaktni prevést.

1.2 Malé opakovani

Drtive, nez se pustime do probirani novych typt diferencialnich rovnic, bude asi uzite¢né
pripomenout, co je to viibec diferencialni rovnice a jak muze vypadat jeji feSeni. Protoze
se jedna skutecné o pouhé pripomenuti, nebudeme zde rozepisovat presné definice. Ty
necht si ¢tenafi najde napi. ve skriptech pro druhy semestr.

Obycejna diferencialni rovnice je rovnice, ve které se vyskytuji derivace nebo
diferencidly nezndmé funkce (pfipadné vice neznamych funkei) jedné redlné proménné.
(Na rozdil od parcidlni diferencidlni rovnice, kterd obsahuje parcidlni derivace hledané
funkce.)

Obycejné diferencidlni rovnice jsou naptiklad

vy +y=sinz, (r1)
(x + 1)dz + z(y — 1)dy = 0, (r2)
y'+2 +y=u. (r3)

Prvni dvé rovnice jsou prvniho radu, zatimco tieti rovnice je fadu druhého, protoze nej-
vyssi Tad derivace v ni obsazeny je 2.
Rovnici obsahujici 1/ lze snadno prevést na tvar obsahujici diferencidly dx a dy a

naopak. K tomu si stac¢i uvédomit, ze 3/ = d—y Napfiiklad rovnice (rl) se d& zapsat jako
x

zdy + (y — sinz)dx =0
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a rovnice (r2) jako
/
r+1+z(y—1)y =0.
Resenim diferencialni rovnice na daném intervalu I nazyvame funkci, ktera méni
rovnici v identitu, pokud ji dosadime za neznamou funkci.
Muzete sami ovérit, ze FeSenim rovnice (rl) na libovolném intervalu neobsahujicim

cos T
nulu je napt. funkce y = — :

To je ovsem jen jedno z mnoha feSeni této rovnice. Z hlediska terminologického nazy-

vame kazdé konkrétni FeSeni partikularnim reSenim.

’ v v d v/ . . 1 . . ’
Obecné feseni nasi rovnice je y = — (¢ — cosz), kde ¢ € R je libovolna konstanta.
x

(Opét muzete ovéfit nebo — jesté lépe — toto Feseni najit vypoctem.) Kterékoli partikularni
feSeni rovnice (rl) dostaneme z jejiho obecného feseni vhodnou volbou konstanty c.

Ne vzdy se feSeni diferencialni rovnice podafi vyjadiit ve tvaru y = f(x), tj. expli-
citné&. Casto feseni dostaneme dostaneme v uzavieném tvaru jako rovnici F(z,y) = 0,
tj. v tzv. implicitnim tvaru. Z rovnic, se kterymi jste se zatim setkali, je toto bézné u
rovnic se separovanymi proménnymi, jako je napi. (r2). Reseni této rovnice je

y?
E—y—l—x+1n|x|+c:0

(opét ovéfte nebo Feseni pfimo najdéte).

Na zavér naseho opakovani jesté pfipomenme, ze v praxi obvykle hledame feseni dife-
rencialni rovnice, které vyhovuje zadané pocatecni podmince

y(ﬁo) = Yo-

Pri feseni takovéto pocatecéni tlohy pak vétSinou postupujeme tak, Ze nejprve najdeme
obecné Teseni diferencialni rovnice, obsahujici parametr c. Jeho konkrétni hodnotu zjistime
dosazenim pocateéni podminky do obecného feseni a nalezenim ¢ jako korene vzniklé
rovnice.

Jinéd ¢ast matematiky (numerickd matematika) se zabyva, mj., pfibliZznym nalezenim
feSeni diferencialni rovnice, které vyhovuje zadané poc¢atecni podmince, pomoci rtznych
vypoctovych schémat (algoritmi). K nejzndméjsim algoritmim patii tzv. Eulerova me-
toda.

1.3 Exaktni rovnice a integracni faktor

Exaktni rovnice jsou specialnim typem obycejnych diferencidlnich rovnic, ktery velmi tizce
souvisi s totalnim diferencidlem funkce dvou proménnych. Proto nejprve pfipomeneme,
jak totalni diferencial vypada.

Ma&-li funkce z = f(z,y) spojité parcialni derivace prvniho fadu v néjaké oblasti
Q C R?, pak ma v ) totalni diferencial dz, ktery je roven
0 0
dz = —fdx+—fdy. (1.1)

- Oz oy
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Priklad 1.1. Totélni diferenciél funkce f(x,y) = 2%y je df = 2xydz + 22 dy.
Predstavme si nyni, ze mame tesit diferencialni rovnici

2vydr +2°dy =0, tj. df =0.

Tvrdime, Ze obecné Teseni této rovnice je

v’y =c meboli f(z,y) =c.

Nevérite? Tak se na to znovu podivejme:

Jestlize se omezime jen na ty body (x,y), pro které je f(z,y) = ¢ (¢ € R je konstanta),
pak df = dec = 0, tj. rovnice je splnéna.

(Jestli jesté porad nevéfite, vyfeste rovnici sami jinym zptusobem — je to rovnice se sepa-
rovanymi proménnymi. )

1.3.1 Definice exaktni rovnice

Vidéli jsme, ze diferencialni rovnice tvaru df = 0 ma feSeni, které se da pékné popsat
rovnici f(x,y) = ¢, a proto si tato rovnice zaslouzi vlastni jméno:

Definice 1.2 (Exaktni rovnice).

Diferencidlni rovnice
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (1.2)

se nazyva exaktni diferencialni rovnice, jestlize vyraz na jeji levé strané je totalnim
diferencidlem né&jaké funkce f v n&jaké oblasti Q C R? Funkci f nazjvidme kmenovou
funkci.

V prikladu 1.1 jsme méli jednoduchou praci, protoze jsme kmenovou funkci f pre-
dem znali. To ale rozhodné neni typicka situace. Proto se nyni budeme zabyvat dvéma
otazkami:

e Jak pozname, zZe je néjaka rovnice exaktni?
e Vime-li uz, ze exaktni je, jak najdeme kmenovou funkci f, pomoci niz je dano feseni?
Odpovéd na prvni otdzku dava néasledujici véta.

Véta 1.3. Necht M a N jsou funkce dvou proménnyjch, které jsou spojité a maji spojité
parcidlni derivace pruniho Tadu v néjaké obdélnikové oblasti R = {(z,y) € R* :a <z <
< b,c <y <d}, kde a,b,c,d jsou konstanty. Pak vijraz

M (z,y)dx + N(z,y)dy

je totdalnim diferencialem néjaké funkce f pravé tehdy, kdyzZ v uvedené oblasti plati

OM _ ON

a_y — %. (1.3)
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Nebudeme provadét diikaz tohoto tvrzeni, ale presto se u podminky (1.3) na chvili
zastavime, abyste vidéli, zZe jen tak ,nespadla z nebe®.
Jestlize existuje funkce f, pro kterou plati df = M(x,y)dx + N(x,y)dy, znamena to,

v

VAS]
of of
9 _m 9 _ N
e (z,y) a By (2, y)
Ted 8—M—2 a—f = ' zatimco a—N—i ﬁ = Of
Y oy T oy \ox)  ayor’ dr  ox \dy)  oxoy

Protoze funkce M a N maji spojité parcialni derivace prvniho fadu, ma funkce f spojité
parcialni derivace druhého radu, a tedy musi platit

2f  02f

B OM  ON
dydx  Oxdy

dy  Ox’

neboli

Priklad 1.4. Rozhodnéte, zda jsou zadané diferencialni rovnice exaktni.
a) 2rydr + (22 —1)dy =0
b) (e™ —y)dz + 2%V dy = 0

Reseni. a) M(x,y) = 22y, N(x,y) = 2% — 1.

oM 5 ON 5 oM  ON N . bt
—=2r, — =2 —_— = rovnice je exaktni.
dy " Ox oy Ox )
b) M(z,y) = e —y, N(z,y) = z%".
oM oy ON oM , ON ) , ,
— =z -1, — =228 = —— #* — = rovnice neni exaktni.
oy ox oy ox

1.3.2 Nalezeni kmenové funkce

Nyni se zaméfime na problém, jak najit kmenovou funkci f. Postup jejitho hledani ukazeme
nejprve obecné a pak na nékolika prikladech.

M¢éjme diferencialni rovnici
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0,

o které vime, ze je exaktni, tj. ze

OM  ON
oy Oz’
Hledame funkci f, pro kterou plati
df = M(x,y)dz + N(x,y)dy neboli g—f = M(xz,y) a Z_f = N(z,y).
x Y
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Vime, ze derivace f podle z je rovna M, a proto muzeme integraci M podle z (tj. y pro
tento moment povazujeme za konstantu) f najit:

fay) = / M(z,y) de + g(y),

kde g(y) je funkce zavisla pouze na y, kterd zde hraje roli integracni konstanty. (Uvédomte
si, ze kdyz libovolnou funkei zavisejici pouze na y zderivujeme podle =, dostaneme nulu.)

Na druhou stranu také vime, Ze derivace f podle y ma byt rovna N(x,y). To znamena,

g—i = a% (/M(m,y)dx—l—g(y)) = (%/M(:v,y)dwrg’(y) = N(z,y).

Odtud dostaneme rovnici
0

ze které zatim neznamou funkci g najdeme integraci podle y. Tim je kmenova funkce f
nalezena.

Poznamka 1.5. Mozna se vam zdéa divné, Ze napied zdiraznujeme, ze funkce g zavisi
pouze na y, a za chvili napiseme, Ze ¢'(y) = N(x,y) — - - -. Na ptikladech vSak uvidite, Ze
v pravé strané rovnice (1.4) se vSechny vyrazy obsahujici x vzdy ode¢tou a zbude tam
opravdu pouze funkce proménné y, obcas dokonce jenom konstanta.

Ukézeme nyni, pro¢ tomu tak je. Vypocteme derivaci vyrazu na pravé strané (1.4)
podle z:

a% (N(x,y) - a%/M(:c,y) dx) - %—JZ - % (%/M(a:,y) dx) -

ON 9 [ ON  OM
dr Oy ( z / (z.9) dx) or oy 0

To znamend, Zze N (z,y) — a% [ M(z,y) dz nezévisi na .

Poznamka 1.6. Cely postup hledani f se dal provést i z opa¢ného konce. Naptred miizeme
vyjadrit f pomoci integralu z funkce N podle y:

f(r,y) = /N(w,y) dy + h(x)

Pak vyuzijeme toho, ze derivace f podle x musi byt rovna M. Z toho dostaneme rovnici
pro funkci h:

@% (/N(a:,y)dy+h(x)) = %/N<x,y)dy+h/(ﬂf) = M(z,y),

ve které se v tomto piipadé musi odecist vSechny ¢leny obsahujici y.
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Priklad 1.7. Najdéte obecné feSeni diferencialni rovnice
2y dz + (22 — 1)dy = 0.

Reseni. O zadané rovnici jiz z piikladu (1.4) a) vime, Ze je exaktni. Existuje proto
funkce f, pro niz plati df = 2zy dz + (2 — 1) dy neboli

of 2
— =2 — =z —1.
e xy a By x

of

Z rovnice 7 = 2zy integraci podle z dostavame
X

f(z,y) = 2%y + g(y).

Pro tuto funkci f musi dale platit, ze g—i =22 — 1. Tedy

(%(9329 +9y)=2"+4dy)=2>-1 = Gy =-1 = g =-y

2

(Vsimnéte si, Ze x* se v rovnici pro g opravdu odecetlo, pfesné jak jsme v poznamce 1

slibovali.)
Kmenova funkce f je tedy f(z,y) = z*y — y a obecné TeSeni zadané diferencialni
rovnice je 2%y —y = c. O

Rovnice v tomto pfikladu byla zadéna pfimo ve tvaru (1.2). Vzdycky to tak ale byt
nemusi.

Priklad 1.8. Najdéte obecné Feseni rovnice
2\, __ 2 :
y(1 —2%)y = xy* — cosxsinx
a pak TeSeni vyhovujici poc¢ateéni podmince y(0) = 2.

ReSeni. Zadané rovnice neni Zadného z diive probranjch typi (separovatelns ani line-
arni). Pfevedeme ji na tvar M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0 a podivame se, jestli je exaktni:

d
y(l— xz)d—y =ay? —coswsinz = (coswsinz — xy?)dr + y(1 — %) dy = 0.
x
Tedy M (z,y) = (coszsinz — zy?) a N(x,y) = y(1 — 2?).

oM .. ,
—— = —2xy=—— = rovnice je exaktni.

oy ox
Budeme hledat funkci f, pro kterou plati
of

—= = (cosxsinx —xy?) a —— =y(1—2?).

ox
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Protoze se zda, ze bude pohodlnéjsi integrovat N podle y nez M podle x, pouzijeme
postup naznaceny v poznamce 2.

of _

5, V1= 2) = J(y) =5 (1= + ).

Vime, 7e derivace f podle x musi byt rovna M (x,y) = cos x sinz — xy?. Tedy

2
a% (% (1—a2%)+ h(@) — —xy’ + h'(x) = coswsinz — xy’

Odtud A'(x) = coszsinx,

. t = sinx 21,
h(z) = /cosxsmxdx—‘ U — coseds —/tdt—E—ﬁsm T.
Kmenova funkce f je f(z,y) = y2—2 (1—22) + %sin2 2 a obecné feSeni zadané rovnice je

2 1
%(1—x2)+§sin2x:cl

nebo y?(1 —2%) +sin’x = ¢, kde c=2c.

Nyni najdeme feseni vyhovujici poc¢ateéni podmince y(0) = 2:
22(1—-0%) +sin’0=c = c=4.

Hledané feseni je y?(1 — 2?) + sin*z = 4. O

1.3.3 Integracni faktor

Vratme se ted k exaktni rovnici, se kterou jsme v piikladu 1.1 zacinali, tj.
2zydr + 2%dy = 0.

Pii pohledu na ni ¢lovéka mtze napadnout: ,Co kdybych ji vydélil 7 Tim se prece
zjednodusi!* Ucinme tak:
2ydr +xdy =0

Rovnice je skutecné na pohled jednodussi, ale zato prestala byt exaktni.

Pro novou rovnici je M(xz,y) =2y, N(z,y) ==z, a tedy oM =2#1= 8_N
dy ox
Jestlize se ptivodné exaktni rovnice vydélenim néjakou funkei ,,odexaktnéla“, nemohla
by neexaktni rovnice vynasobenim vhodnou funkci ,zexaktnét“? Pokusme se takovou
funkci najit. Oznacime ji jako pu(z,y) a budeme ji fikat integraéni faktor.
Hledédme tedy funkei pu(z,y) (predpokladdme p(z,y) # 0), pro kterou by rovnice

pw(x,y)M(x,y) de + p(z, y)N(z,y) dy = 0
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byla exaktni, tj. pro kterou by platilo

50 e DM (@,) = - (il )N (,0)

Pouzitim vzorce pro derivaci souc¢inu dostaneme

Oy OM _ou 0N

dy +'u'8_y_8x G ox (15)

Zda se, ze jsme se dostali z blata do louze. Rovnice (1.5) je parcialni diferencidlni rovnice
pro neznamou funkeci p a vytesit ji mtze byt stejné obtizné jako vyftesit ptivodni neexaktni
obyc¢ejnou diferencidlni rovnici. V nékterych specialnich ptipadech vsak funkci p prece
jenom najdeme.

1.3.4 Integracni faktor jako funkce jedné proménné

Pokud predpokladame, Ze funkce p zavisi pouze na jedné proménné, rovnice (1.5) se
zredukuje na tvar, se kterym uz si poradime.
Nejprve hledejme funkci zavislou pouze na proménné z, tj. © = pu(x). V tomto ptipadé

je g—’; =0az (1.5) dostaneme
oM ON oM  ON
2 x) - N 2t ") N = gr vt
) G =) N ) 5 = )N =) (- 5T
'(z) oM _ ON
anakonec L) — % 0z
() N

Aby tato rovnost mohla byt splnéna, musi vyraz na pravé strané zaviset také pouze na z,

tedy
oM _ N

Gy Oz N 0 _ a(z).

Tim se rovnice (1.5) znac¢né zjednodusila:

To je rovnice se separovanymi proménnymi a jsme schopni ji vytesit:

d
oA =ar)de = In|ul = /a(m)dx+c = p=c-elo@dz
1

Protoze nam jde o nalezeni jedné konkrétni funkce g, nikoli vSech moznyjch, mizeme
konstantu c zvolit, napt. ¢ = 1. Tim mame

/L(i[)) _ efa(x)dx'
Podobné by se postupovalo pti hledani integra¢niho faktoru p zavislého pouze na pro-
ménné y (zkuste si to sami).

To, k ¢emu jsme zatim dospéli, mizeme shrnout v nasledujici véte.
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Véta 1.9. Necht je ddna rovnice

M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0. (1.6)
oM _ ON ON _ oM
Je-li % = a(x), resp. % = B(y), pak vyndsobenim rovnice (1.6)

integracnim faktorem p(x) = e/ “@ I resp u(y) = e/ POY  dostaneme rovnici exaktni.

Integracni faktor lze nalézt i v nékterych dalsich pripadech, ale o tom zde mluvit
nebudeme. Nyni prichazi to, na co jste se urcité nejvic tésili — priklady.

Priklad 1.10. Najdéte obecné Feseni rovnice
(zy + 3> +y)de + (z+2y)dy =0
Reseni: Mame M(z,y) =zy+vy*+vy, N(z,y) =z + 2.
oM ON oM , ON

I o1, g 20N
oy Tyt Ox T Oy Ox

=> rovnice neni exaktni.
Zkusime, jestli se nam podaii najit integracni faktor p jako funkci pouze proménné z:
oM _ ON
By or  TH2y+1-1 _1
N T+ 2y

Zadné y se v tomto vyrazu po tpravé nevyskytuje, a proto miizeme najit integra¢ni faktor.
V nasem ptipadé je a(z) = 1, a tedy

() = of 1de _ qae
Zadanou rovnici nalezenym integra¢nim faktorem ve tvaru e” vynasobime:
“(zy +1y* +y)dr +e*(z+2y)dy =0
Miizeme se presvédcit, ze tohle uz exaktni rovnice je.
Nynije M(z,y) =e"(vy +y* +y), N(z,y)=e"(z+2y).
86—]\; =e"(z+2y+1), aa—];[ =e’(z+2y)+e" - 1=€e"(z+2y+1) = aa—]\; = %—];f

Najdeme kmenovou funkci f. (Pokud jste snad zapomnéli, jedna se o funkei, pro kterou
plati % =M a g—i = N.) Na prvni pohled je zfejmé, Ze bude méné pracné nalézt f
integrovanim N podle y nez integrovanim M podle .

fr,y) = /e% +2y) dy = e"(xy + y°) + h(z).

Nyni vyuZijeme toho, Ze musi platit % = e (zy +y* +y):

(% (e"(zy +y*) + h(z)) =" (ay + y*) + " -y + I (z) = e"(zy + v° + y) + I/ (2)
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ey +y*+y)+ W (z)=e"(ay+y*+y) = h(x)=0 = h(z)=0.

Kmenovéa funkce je tedy f(z,y) = e*(zy + y*) a obecné feseni zadané rovnice je

e“(zy +v°) = c.

Priklad 1.11. Najdéte feSeni pocatecni tlohy
22y —y)dz + (y* +x +y)dy = 0, y(0) = 1.

Reseni. Nejprve najdeme obecné feSeni zadané rovnice. Sami se piesvédcte, Ze rovnice
neni zadného z drive probranych typi. Prozkoumame, jestli existuje integracni faktor jako
funkce pouze proménné x:

oM ON %—A;—%—JI_ 4oy — 2

4y —1. = =1 = .
oy T h ’ N v+rty

Posledni vyraz zavisi na proménné y, integra¢ni faktor typu u(x) proto nenajdeme. Nyni
to zkusime s u(y):
GGy 1—(dey—1) 2(1—2zy) 2

M 2zy? —y y(2zy — 1) Y

To je funkce pouze proménné y a integracni faktor u(y) je proto

_ .2 _ ¢

—2Injy|+c __ Iny 2+c

=€ =€

(Jestli ted uzasle hledite na tpravy provedené pii vypoctu u(y), osvéZte si prosim v paméti,
ze e =z pro z > 0.)
Rovnice vynésobend integra¢nim faktorem p(y) je

1 1
(2:10——) dx+(1+%+—) dy = 0.
Y Y Y

Ovéfte sami, Ze se jedna o rovnici exaktni (tim v podstaté udélate zkousku, Ze jsme se pfi
hledéni integra¢niho faktoru nedopustili Zadné chyby).
Budeme hledat kmenovou funkci f.

0
8_£:2x_§ = f(x,y):/(2x—

of r 1 6(2 x ) r r 1
oy - = (22— =t =1+ =+
9 2y 9 9(v) ') ;
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Kmenova funkce je f(x,y) = 2% — S+y+n ly| a obecné Feseni zadané rovnice je

x

2~ 4+y+hnly =c

Y

Najdeme konstantu c tak, aby feSeni vyhovovalo podmince y(0) = 1:
2 O
0 —I—i—l—l—lnl:c = c=1

Reseni zadané pocatecni tlohy je tedy

T
$2—§+y—|—ln|y\:1.

1.4 Shrnuti kapitoly

V této kapitole jsme nejprve pripomnéli, jak vypadéa diferencialni rovnice, co je jejim
fesenim, jak muze feseni vypadat a jaky je rozdil mezi obecnym a partikuldrnim fesenim
dané diferencialni rovnice. Déle jsme se vénovali tzv. exaktnim rovnicim. Ukazali jsme, jak
pozname, jestli je néjaka rovnice exaktni, a jak takovou rovnici vytesit. Nakonec jsme se
zabyvali problémem, jak rovnici, kterd ptivodné exaktni neni, na exaktni rovnici prevést.
Predvedli jsme, ze rovnice, které vyhovuji urc¢itym podminkédm, lze vynasobenim tzv.
integracnim faktorem na exaktni rovnici upravit.

Cviceni

1. U kazdé rovnice rozhodnéte, zda je exaktni. Pokud ano, najdéte jeji obecné feseni
a) (2r—1)dz+ By +7)dy =0

b) (siny — ysinz)dx + (cosx + zcosy —y)dy =0

c) (x+y)(z—y)dr +z(x —2y)dy =0

)
)
) 2 T
)
)

o,

il P % dy =0

Y Y
e) (1 —2x2 —2y)y' = 423 + 4y
f (1+1n:c+ a:) de = (1+Inx)dy

Yy
2. Najdéte reseni pocatecnich uloh
a) (e +y)dz + (2+z+ye¥)dy =0, y(0) =1

3y —2? ,

A = 1) =1
b) 5Vt 0, y(1)

3. Najdéte hodnotu konstanty k, pro kterou bude zadané rovnice exaktni

(v + kxy* — 22) dz + (3zy® + 202%y%) dy = 0
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4. Najdéte integracéni faktor, pomoci néjz lze zadanou rovnici pfevést na rovnici exaktni. Pak

najdéte obecné Teseni rovnice.
a) 6rydr + (4y + 92%)dy = 0
b) (zy+y* +y)dr + (z +2y)dy =0

Vysledky
1. a) x2—x+;y2+7y:c;

1
b a;31ny+ycosx—§y =

¢) neni exaktni

f

neni exaktni

2. a)e” +xy+2y+yey—ey:3
z? 3 5
494

)
)
)
e) —at — 2z
)
)
)

b

22 4
3. k=10
4. a) u(y) = y%, obecné fedeni je 32%y% + y* = ¢;

b) p(x) = e®, obecné feseni je xye® + y2e® = c

Maplety

Kliknutim na nasledujici odkazy si lze pomoci mapletl procvicit tato témata:

1. Uréi typ zadané rovnice.

2. Rozhodnuti zda zadana funkce je feSeni zadané diferencialni rovnice.
3. Reseni rovnice se separovanymi proménnymi po jednotlivych krocich.

4. Reseni linearni diferencialni rovnice 1. fadu po krocich.

5. ResSeni znamych typt rovnic.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/typODE_nove.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/ODEtest.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/separable.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/linearODE.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/dsolve.html
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2 Nékteré typy obycejnych diferen-
cialnich rovnic prvniho radu a je-
jich reseni

2.1 Cil kapitoly

Cilem této kapitoly je seznamit ctenare s nékterymi vybranymi typy diferencialnich rovnic,
jmenovité s rovnici Bernoulliovou, Riccatiovou a Clairoutovou, a predvést feseni diferen-
cidlnich rovnic pomoci Picardovy metody postupnych aproximaci.

2.2 Bernoulliova rovnice
Diferencidlni rovnice tvaru
y' = a(z)y +b(x)y", (2.1)

kde n € R, n # 0 a n # 1 se nazyva Bernoulliova rovnice. Je-li n rovno 1 nebo 0, jde
vzdy o linearni diferenciélni rovnice. Jejich FeSeni jiz umime najit.)
Vsimnéte si, ze pro n > 0 mé rovnice vzdy tzv. trivialni feseni y = 0.

Rovnici (2.1) miiZzeme Fesit riznymi metodami. Lze napt. pouZit substituci za y'=",
ale my zde predvedeme jiny zptisob, ktery by vam mél byt povédomy.

Nejprve vyresime homogenni linearni rovnici

Y = a(z)y. (2:2)

Obecné feseni této rovnice vyjde ve tvaru y = C - yo(x), kde

Resen{ ptivodni rovnice (2.1) pak budeme hledat ve tvaru

y = C(z) - yo(w).

Pfipomina vam to néco? Ano, podobné vypada metoda variace konstant, pouzivana pti
feseni linearnich diferencialnich rovnic.
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Ukéazeme, Ze tato cesta skutecné dovede k cili, tj. Ze se nAm podafi najit funkci C(x),
pro kterou je y = C(z) - yo(z) feSenim zadané rovnice. Dosadime pfedpokladané feseni do
rovnice (2.1):

C'(x) - yo(x) + C(x) - yo(x) = a(z) - C(x) - yo(2) + b(z) - C"(2) -y (). (2.3)
Nyni si uvédomme, Ze yo(x) je FeSenim rovnice (2.2), a proto plati yj(x) = a(zx) - yo(z).

Druhy ¢len na levé strané rovnice (2.3) je proto roven prvnimu ¢lenu na pravé strané a
z rovnice nakonec zbude

C'(z) = b(z) - C"(x) 55~ (@),

coz je diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi pro neznamou funkci C'(x), kte-
rou z této rovnice spolu s integracni konstantou stanovime.

Priklad 2.1. Najdéte obecné Feseni rovnice

y/ — _y + ny
x
Reseni. Jedn4 se o Bernoulliovu rovnici s n = 2. Nejprve vyfesime homogenni linedrni
rovnici i = Ay
x
d dx c 1
Yo [E o Inly=—-Injz|+Inc = hily=h— = y=C-—.

. 1
Reseni zadané rovnice budeme hledat jako y = C(x) - — . Dosazenim tohoto FeSeni do
x

rovnice dostaneme

1 1 -1 1
C’-—+C-(——):— z 4. C? = (' =C%

x x? x x?
To je rovnice se separovanymi proménnymi, kterou nyni vyfesime.

ac _
de

dC 1 1
2 _— —_— = = —
C = oz /d:r; = C z+k = C TR

Jednoparametrické feseni nasi rovnice je tedy

1
x+k

1
22+ kx

S R

Yy = neboli y =

Navic ma rovnice jesté tzv. singularni feseni y = 0, které z vyse uvedeného parametrického
feSeni neda ziskat zadnou volbou konstanty k. O

Uvedeny postup muzete zopakovat pomoci aplikace programu Maple pro Bernolliovu
rovnici


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/BernouliODE.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/BernouliODE.html
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2.3 Riccatiova rovnice

Diferencialni rovnice tvaru
Yy = P(z) + Q2)y + R(z)y’ (2.4)
se nazyva Riccatiova rovnice.

Zde asi zaziji trpké zklamani ti, kdo jesté véfili, ze kazdou rovnici (nebo aspon kazdou,
ktera se néjak jmenuje) lze analyticky vytesit. U Riccatiovy rovnice se to podafi jen nékdy.
(Slovem ,vyFesit* zde myslime najit feSeni vyjadiené pomoci elementarnich funkei nebo
aspon pomoci integrali z nich.)

Zname-li jedno feseni rovnice (2.4) (napf. podafi-li se ndm je né&jak uhodnout), pou-
zitim substituce

Yy=4+u,
kde y; je ono jedno znamé teseni, pfevedeme Riccatiho rovnici na Bernoulliho rovnici.
Pfedvedme to podrobnéji. Dosadime do rovnice (2.4):

yit+u = P(x)+Qx)(y +u) + R(x)(y1 + u)?
yi+u = Px)+ Qx)y + R(x)y; + Q(x)u+ R(x)(2y1u + u?).

ProtoZe y; je feseni rovnice (2.4), plati y; = P(z) + Q(z)y1 + R(2)y?, a tedy
u' = (Q(x) + 2R(x)y1)u + R(z)u®. (2.5)

To je Bernoulliova rovnice pro n = 2 s neznamou funkci u, a tu uz vyresit umime
(nenarazime-li na potiZe pfi vypoctu integrald, ale to uz je jina otazka).

Priklad 2.2. Najdéte obecné feSeni rovnice

/ 4 1 2
y=—5-—-vty,
T X

vime-li, Ze feSenim této rovnice je funkce y; = 2/z.

Reseni. To, 7e y; je skutetné FeSenim zadané rovnice, ovéite sami.

Zavedeme substituci 5
y=——+u.
T

V nasem piipadé je P(z) = —4/22 Q(z) = —1/x a R(z) = 1 a rovnice (2.5) bude
vypadat takto:

1 2 3
u = (—— +2- —) uw+u®,  posnadné tpravé o = —u+ u’.
x x x

Vzniklou Bernoulliovu rovnici vyfesime. Nejprve najdeme obecné feseni linearni homo-

3
gennl roviice v =—u:
T

d 3
/—U:/—dx = Inly|=3mn|z|+lnc = ln]y|:1n(c]x|3) = u=0C1".
u T
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Reseni Bernoulliovy rovnice nyni budeme hledat jako y = C(z) - 23. Zderivovanim a
dosazenim do rovnice dostaneme

C'(z)2® + C(x)32® = %C(x)xg’ +C%(2)2® = C'(z) = C*(x)2>.

Vzniklou rovnici s neznamou funkci C' vyfesime:

dC 5 3 dc 3 1 a2t B 1
dx—C:v = /02—/xdx = C—4+k‘ = (= p

C miizeme jeSté upravit — Citatele i jmenovatele vynasobime ¢tyfmi:

4 4
xt + 4k zt+ K’
R : o 4 3 RN VI
Reseni Bernoulliovy rovnice je tedy u = TR -z (navic mame jesté singularni feseni
x

u=0.)
Nyni se vratime k zadané Riccatiho rovnici. Jeji feseni je

43 2(z* + K) — 42! _ K —z*

2 2
y=otrTg rt+ K r(zt+ K) Y z(z* + K)

Miuzete si vSimnout, Ze ze zadani zndmé feSeni y; = 2/x z obecného feSeni nedostaneme
pro zadné K; toto feSeni odpovida singularnimu feseni v = 0. O]

Uvedeny postup muzete zopakovat pomoci aplikace programu Maple pro Riccatiovu
rovnici

2.4 Clairautova rovnice

Vsechny rovnice, které jsme dosud probirali, se daly prevést na tvar y' = f(x,y). U Clai-
rautovy rovnice je tomu v jistém smyslu naopak — nemame vyjadfenou derivaci neznamé
funkce pomoci x a y, ale y pomoci x a 1/, a to konkrétné takto:

y=uzy + f(y). (2.6)

Ponékud neobvyklého tvaru rovnice se nemusite lekat. Uvidite, ze feseni Clairautovy lze
najit veelku bezpracné.
Ukazeme, zZe fesenimi Clairautovy rovnice jsou vSechny primky tvaru

y=cr+ f(C), (27)

kde ¢ je libovolna konstanta.
Abychom ovéfili, ze (2.7) je skuteéné feSenim rovnice (2.6), dosadime do levé a
pravé strany této rovnice. To je velmi jednoduché, ale pro vSechny méné zbéhlé radéji


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/RiccatiODE.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/RiccatiODE.html
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zduraznéme, ze pii vypoctu y' derivujeme podle x a ze f(c) je konstanta. Proto 3y =
= (cx + f(c)) = c. A ted uz dosadme:

L=y=cx+ f(c)y, P=ay+f)=2c+f(lc) = L=P
Rovnice (2.6) mize mit jesté dalsi FeSeni, které je vyjadfené parametricky:

e= (1), y=Ft) — (). 2.5)

Provéiime, ze (2.8) je opravdu FeSenim. Nejprve najdeme (za predpokladu, ze f”(t) # 0)

W _E ro-ro-uw
dx f‘i—f —f"(t) '

Nyni je leva strana L rovnice (2.6) vyjadiena s pomoci (2.8) jako
L= f(t) — £t
a prava strana P rovnice (2.6) je rovna
P=—f(t)t+ f(t) = L.

Nase provérka je zakoncena.
Toto TeSeni je singularni, protoze jestlize f”(t) # 0, feSeni (2.8) nedostaneme z feseni
(2.7) pro zadnou volbu konstanty c.

Priklad 2.3. Najdéte feSeni rovnice

L2
y=ay +350)"
Reseni. V nasem piipadé je f(y') = (1/2)(y')?. To znamené, Ze fesenim je kazda piimka
tvaru 1
y:cx+502, ceR.
Nyni najdeme Feseni typu (2.8). Protoze f(t) = (1/2)t?, je f'(t) = t, a tedy dali FeSeni

zadané rovnice je

1 1
r=—t, y=—-t:—t-t=—=t>
2 2
Parametr ¢ se nam podaii vyloucit a feSeni tak dostaneme vyjadiené ,norméalné“:
1
r=—t = t=-1 = y:—§(—aj)2 = y=—-2?

Tohle feseni mezi primky skutecné nepatii. Na obrazcich 2.1 a 2.2 vidime, ze primky tvoti
jakysi obal singularniho feseni. O]

Uvedeny postup mizete zopakovat pomoci aplikace programu Maple pro Clairautovu
rovnici


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/ClairautODE.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/ClairautODE.html
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y y
c=—2 c=2
c=—1 c=1
c=—1/2 c=1/2
X X
y=—x2/2

Obr. 2.1: Nékolik pfimkovych feseni rov- Obr. 2.2: Singularni feseni rovnice z pti-
nice z ptikladu 2.3 kladu 2.3

2.5 Picardova metoda postupnych aproximaci

V posledni ¢asti této kapitoly si ukdzeme metodu, kterd ma vétsi vyznam teoreticky, nez
ze by se pomoci ni skutecné naslo reseni konkrétni diferencialni rovnice.

Snad si jeSté pamatujete z numerickych metod, Ze pfi feSeni rovnic f(x) = 0 se dala
pouzit metoda, kterd spocivala v tom, Ze se rovnice prevedla na tvar x = g(z), néjak
se odhadla pocatecni aproximace feseni xy a pak se porad dokola dosazovalo do vzorce
zp, = g(x,_1). Ti zdatnéjsi si mozné dokonce vzpomenou, Ze tento postup, odborné zvany
iteracni proces, byl pouzitelny v daleko obecnéjsim meéritku nez jen pro feseni jedné neli-
nearni rovnice. A zde, mozné trochu prekvapivé, se s nim znovu setkame.

Budeme se zabyvat fesenim pocatecni ulohy

y/ - f(.%‘, y)7 y(xo) = Yo- (29)

Rovnici zintegrujeme od xg do z:

[vwa = [ resma = pol, = [ o)
o) = ulwn) = [ Fieu)at

a nakonec dostavame

mm=m+/ﬂwmmm. (2.10)

To je integralni rovnice, ktera je s ptvodni diferencidlni rovnici ekvivalentni a ktera je
jakousi analogii onoho = = g(z) z pted chvili pfipomenuté itera¢ni metody.

Nyni zvolime pocatecni aproximaci feseni yo(z). Obvykle to byva konstantni funkce
yo(z) = yo. Dalsi aproximaci feSeni vypoéteme tim zptsobem, ze yo(x) dosadime do pravé
strany (2.10):

m@:%+/ﬁwm@Mt
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a dalsi aproximace budeme pocitat analogicky podle vzorce
yn(x) :y0+/ f(t’yN—l(t)) dt? n = 17273a"' (211)
o

Tim dostavame posloupnost funkei yo(z), y1(2), y2(), . .., kterd za jistych predpokladii
o funkci f stejnomérné konverguje (na jistém intervalu) k feseni rovnice (2.10), které je
ovSem soucasné Fesenim puvodni diferencialni rovnice (2.9). Tento zptisob hledani FeSeni
se nazyva Picardova metoda postupnych aproximaci.

Priklad 2.4. Picardovou metodou postupnych aproximaci feste poc¢ateéni problém

y=y—1, y(0)=2.

ReSeni. V nasem piipadé je 70 = 0, yo = 2 a f(t,y(t)) = y(t) — 1. Jako pocatecni
aproximaci zvolime y(z) = 2 a vypoéteme nékolik dalsich aproximaci:

0 0
0 0

ys(x) = 2+/ (I+t+12)dt=2+a+ 122+ Lad
0

ya(x) = 2+/0(1+t+%t2+%t3)dt:2+x+%x2+%x3+ﬁx4_

aproximaci je
2 3 n nok
xt x x
yn(x):2+x+a+§+---+mzl+zy.
k=0

To znamend, Ze limita y,(z) pro n jdouci do nekonecéna je y(z) = 1 + e*. (Pro vSechny,
kterym je tento zavér nejasny: Vzpomeriite si na rozvoj funkce y = e* do mocninné fady.)
Miizeme se presveédcit, ze funkce y = 1 4 e* je feSenim zadané pocatecni ulohy:

L=y =(1+¢e")=e", P=y—1=¢" anavic y(0)=1+e"=2.
0

Po zhlédnuti tohoto prikladu se mozné nékterym z vas v hlavé honi néco jako: ,,Proc¢
to délat jednoduse, kdyz to jde slozité...“ Nutno pfiznat, Ze mate do znac¢né miry pravdu.
Zadana rovnice se dala vyftesit daleko pohodlnéji. Cilem piikladu vSak ani tak nebylo
vyTesit onu rovnici, jako spis predvést neduvérivému ¢tenaii, ze metoda skutecné funguje.
Ze neni zrovna pohodln4, to jsme vidéli i na nagem velmi jednoduchém piikladu. V pfipadé
funkci, ke které posloupnost postupnych aproximaci konverguje, to uz se viibec podaii jen
vyjimecné.
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Ted uz se asi ptate vSichni: ,,A na co ta metoda tedy je?“ Tahle otdzka — zvlast,
je-li vyslovena s urcitou intonaci — dokéze ob¢as rozezlit i jinak vlidného pedagoga. (Pfed
nevlidnymi pedagogy nebyva pro jistotu nahlas vyféena.) Tady se vam vS8ak odpovédi
dostane. Picardova metoda je jednim z hlavnich nastroji pro dikaz véty o existenci a
jednoznacnosti feseni diferencialni rovnice, kterou zde nyni pripomeneme. Tohle je, konec
koncti, kurs pro starsi a pokrocilé, tak pro¢ neukazat i trosku teorie.

Véta 2.5 (Picardova). Necht je funkce [ spojitd vzhledem k proménngm x ay na oblasti
D = {(z,y) € R?: |z — 0| < a,]y — yo| <0},

kde a,b jsou kladné konstanty, a necht f na této oblasti vyhovuje Lipschitzové podmince
vzhledem k promeénné y (tj. existuje konstanta L takovd, Ze plati

|f(z,y) = f(x,2)| < L+ |y — 2|

pro libovolné dva body (x,y), (x,z) € D).
Pak md pocdtecni uloha
y' = f(z,y), yl(zo) = yo
prave jedno resent.
Diikaz (ne, nebojte se, nebudeme ho provadét) je zaloZen pravé na pouziti Picardovy

posloupnosti postupnych aproximaci. Ukaze se, ze za uvedenych pfedpokladl tato po-
sloupnost konverguje a jeji limitou je pravé jediné feseni zkoumané pocatec¢ni tlohy.

2.6 Shrnuti kapitoly

V této kapitole jsme analyzovali tii typy vyznacnych diferencialnich rovnic: Bernoulliovu,

vvvvvv

1. Bernoulliho rovnice se Tesi podobné jako rovnice linearni. Nejprve najdeme
obecné feseni odpovidajici homogenni rovnice a pomoci néj pak i feseni sa-
motné Bernoulliho rovnice.

2. Zname-li jedno partikularni feseni y; Riccatiho rovnice, mizeme tuto rovnici
pomoci substituce y = y; + u pfevést na Bernoulliho rovnici.

3. Clairautova rovnice se svym tvarem odliSuje od vSech zatim probranych typt
rovnic. Jeji feSeni vSak najdeme snadno. Jsou to vSechny primky tvaru y =
= cx+ f(c). Navic existuje jesté feSeni, které lze vyjadrit parametricky pomoci
vztaht (2.8).

V zavéru kapitoly jsme popsali Picardovu metodu postupnych aproximaci. Tato me-
toda slouzi predevsim jako nastroj pro diikaz véty o existenci a jednoznacCnosti reSeni
diferencialnich rovnic.
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Cviceni
1. Najdéte obecné feseni Bernoulliho rovnice

, 1
a) xy +y:?.

b) 3/ — y = e"y?, které vyhovuje podmince y(0) = 1.
2. Najdéte obecné feseni Riccatiho rovnice
/

a) y = —2 —y + 2, vime-li, ze jedno fefeni této rovnice je y; = 2.

1
b) v =222 + o 242, vime-li, 7e jedno FeSeni této rovnice je y; = .

3. Vyteste Clairautovu rovnici
a) y = 2y’ — (y')3. Najdéte i singularni fesent.
b) zy —y = e¥. Najdéte i singularni Feseni a partikularni feSeni vyhovujici podmince
y(0) = 2.

4. Picardovou metodou najdéte prvni tii aproximace feseni pocatecni tilohy
y' = —y, y(0) = 1. Uréete limitu posloupnosti {y,(x)} pro n — oo a ovéite, ze tato limita je
feSenim pocatecni dlohy.

Vysledky

1. a) Mezivysledek: feseni odpovidajici linedrni rovnice je yo(z) = ¢/z. Obecné feseni zadané

Va3 + ¢

rovnice je y = ————, coZ lze pfepsat napf. jako y> = 1 + cz 3.
x
b) Mezivysledky: feseni odpovidajici linedrni rovnice je yo(x) = ce®, obecné feseni zadané
rovnice je
eilf
V= T /24+c¢’

coZ lze prepsat napt. jako y = —2e%(e*® + k)~ L.
Reseni pocateéni tlohy je

B 2e”

Y= T 3

)

2. a) Mezivysledek: Bernoulliho rovnice vznikl4 substituci y = u + 2 je v/ = 3u + u?. Obecné
FeSeni zadané rovnice je

e3a:
Yy=2- 52
e3? /3 + ¢
a lze ho pTrepsat napf. jako
3e3a:
=2—- —.
Y e + k

b) Mezivysledek: Bernoulliho rovnice vznikla substituci y = v + z je

1
"= (= —4x)u — 2.
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Obecné feSeni zadané rovnice je

xe—2x2
=r———.
Yy e—2$2/2 +c
3. a)y = cr — ¢ singularni feseni vyjadiené parametricky je x = 3t2,y = 2t3, odtud y =
3
—o /T
27
b) y = cx — e; singuldrni feseni vyjadiené parametricky je z = €',y = —e' + te!, odtud
y = — + xlnx. Reseni pocatecni tlohy je y = x1n2 — 2.
4.
yi(z) =1—=x,
2
y2($): 17$+?a
2 3
x x
r)=1—-2+— ——
y3( ) + 2 6 ;
Yn(x) — €% pro n — oo.
Maplety

Kliknutim na nésledujici odkazy si lze pomoci mapletl procvicit tato témata:

1. Uréi typ zadané rovnice.
2. Reseni Bernoilliho rovnice.
3. Reseni Clairautovy rovnice.

4. ResSeni Riccatiovy rovnice.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/typODE_nove.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/BernoulliODE.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/ClairautODE.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/RiccatiODE.html
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3 Linearni systémy obycejnych di-
ferencialnich rovnic

3.1 Cil kapitoly

V této kapitole budeme hovofit o linearnich systémech obycejnych diferencialnich rovnic
prvniho fadu. S timto tématem jste se jiz mohli setkat ve druhém nebo tfetim roc¢niku
v predmétu Vybranée partie z matematiky. Protoze vsak nelze pocitat s tim, Ze tento
pfedmét (nebo jemu podobny na jiné skole) absolvovali v§ichni, nékteré véci zde budou
zopakovany. Jde zejména o pravidla pro pocitani s vektory a s maticemi a o pfipomenuti
konstrukce obecného feseni linearni homogenni diferencialni rovnice s konstantnimi koefi-
cienty. Uvedeme nékteré poznatky o tzv. struktuie obecného feseni linearnich systémt.
Ukazeme, ze ma smysl zavést tzv. fundamentalni matici, kterda ma jednotlivé sloupce
tvofené pomoci feseni systému. Déle predvedeme metodu feseni téchto systémti pomoci
tzv. exponencidly matice. V zavéru kapitoly zapiseme vzorce pro feseni jednotlivych typi
pocatecnich tloh pro systémy linearnich diferencialnich rovnic.

3.2 Malé opakovani o maticich a vektorech

Tato kapitola je mozné zbyteéna. Po pravdé feceno, vSichni doufame, ze JE zbytecna. Ze
néasledujici véci jsou pro kazdého studenta naprosto samoziejmé. Ale jeden nikdy nevi . . ..

Kazdopadné byste tuhle kapitolu méli alespori rychle probéhnout, byt jen tfeba proto,
abyste si v duchu odfajfkovali ,,tohle vim“, ,tohle taky vim®, atd.

V prvnim semestru se vam matice A typu m x n definovala jako obdélnikova tabulka
Cisel

a1 Q2 - Qip
Q21 Q22 - Q2p
Am1 Am2 - Amp

V maticich se vSak nemusi vyskytovat pouze ¢isla. Jak v dalsim textu uvidite, prvky matic
mohou byt napt. i funkce.
Nyni na ptikladu pripomeneme zakladni operace s maticemi.
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Priklad 3.1. Jsou dany matice

Vypoctéte matice A + B, 34 a AB.

Reseni. Soudet dvou matic stejného typu je matice, jejiz slozky jsou soucty odpovida-
jicich slozek sc¢itanych matic:

(144 —140 ) (5 -1
A+B_(3+5 2+(—6))_<8 —4)

Nasobek matice konstantou ziskame tak, Ze kazdy prvek matice touto konstantou vy-

nésobime: 1)
3-1 3-(-1 3 =3
3A_<3~3 3-2 >_(9 6)

vvvvvv

a jJ-tém sloupci vysledné matice, dostaneme jako skalarni soucin i-tého radku matice A
s j-tym sloupcem matice B (na Fadky ¢i sloupce matic se mizeme divat jako na vektory,
proto mizeme mluvit o jejich skaldrnim soucinu). Ve vypoctu je zvyraznén vznik prvku
ve druhém radku a prvnim sloupci:

= () (5o ) - (BT SSis”) -
:(;21 —?2)

U nasobeni matic jesté chvili zistaneme. V této kapitole se bude velmi ¢asto vyskytovat
nasobek matice se sloupcovym vektorem, ktery mizeme povazovat za matici s jedinym
sloupcem.

]

Priklad 3.2. Vypoctéte soucin matice

2 3 -1
A= 4 0 2
-3 1 5

s vektorem z = (1, T2, x3)"

ResSeni. Vsimli jste si toho T u vektoru z? Jestli ne, tak se znovu podivejte, bez ného by
totiz tento piiklad nemél feseni. Tohle T znamen4, Ze matici (1, To, r3) budeme transpo-
novat neboli zaménime radky a sloupce — v tomto ptipadé se z jediného radku stane jediny
sloupec. Kdyby vektor x byl fadkovy, s matici A bychom jej viibec nemohli vynasobit.

2 3 —1 I 2.731 + 3.732 — I3
Ax = 4 0 2 ) = 41‘1 + 2.133
-3 1 5 T3 —31’1 + o + 5ZE3
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Ted se jesté podivame, co se stane, vynasobime-li matici soucet dvou vektort, resp.
konstantni nasobek néjakého vektoru. O tomhle urcité také byla v prvnim semestru fec¢, ale
v hektické atmosfére predmétu ,,Matematika 1“ bakalarského studia tato velmi dulezita
véc mohla ponékud zapadnout.

Priklad 3.3. Vypoctéte soucin matice A z predchoziho piikladu s vektorem = + y a
s vektorem —2x, kde z = (21,79, 23)T a y = (y1,v9,93)".

Reseni.
2 3 -1 T1+ U 2(x1 + 1) + (22 + y2) — (23 + y3)
Alz+y) = 4 0 2 To+1ys | = A(xy + 1) + 2(z3 + y3) =
-3 1 5 T3+ Y3 —3(1'1 + 'y1) + (1'2 -+ yz) + 5(&73 + yg)
2x1 + 319 — 23 2y1 + 3y2 — 3
= 4xq + 223 + 4y1 + 2y3 = Azx + Ay

—3.751 + X9 + 51’3 —3y1 —+ Y2 -+ 5y3

A(=2zx) = 4 0 2| [ -2z = 4(—2x1) + 2(—2x3) =

—2(2.%‘1 + 31‘2 - ZL’3)
= —2(4xq + 2x3) = —2Ax.

—2(—31’1 + 29 + 5$3)
[

V predchozim prikladu jsme pracovali s konkrétni matici typu 3 x 3 a s konkrétni
konstantou —2. Kdybychom vypocet provedli s obecnou matici typu n x n, vektory
r = (z1,...,2.)Y, vy = (y1,...,9.)T a konstantou ¢, dalo by ndm to sice trochu vic
psani (nebo mozna naopak trochu min, kdybychom se pokusili ¢tenafe zmast pouzitim
sumacnich znameni), ale zato by se pak mohlo Fict, Ze jsme provedli dikaz tvrzeni, Ze

Alz+y) = Ax+ Ay (3.1)
Acx) = c(Ax). (3.2)

Tento fakt si pfipomeneme, az se budeme zabyvat strukturou reseni homogenni soustavy
linearnich diferencialnich rovnic.

Dale bude vhodné pfipomenout linearni zavislost a nezavislost vektoru. Opét to
bude jen na prikladech, pfesné definice si najdéte sami.

Priklad 3.4. Rozhodnéte, zda jsou vektory u,v a w linedrné zavislé nebo nezavislé.
a)u=(1,2,3),v=(1,1,1),w = (11,12,13)
b) u=1(1,2,3),v=(0,1,1),w = (-1,0,3)
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Reseni. a) K zavéru bychom sice mohli dojit vypoctem, ale zde se d4 uhodnout: Vektory
jsou linedrné zavislé, protoze w = u + 10v. (Takovéto uhodnuti je nékdy cennéjsi nez
vypocet stylem ,cvicend opice”, protoze je z né€j vidét, ze c¢lovek vi, co je to linearni
zéavislost.)

b) Tady feSeni na prvni pohled vidét neni, proto budeme pocitat. NejpohodInéjsi asi
bude vypocitat determinant matice, jejiz fadky jsou zadané vektory, a podivat se, vyjde-li
nula (lin. zavislost), nebo néco nenulového (lin. nezavislost).

1 2 3
01 1=1-1-34+2-1-(-1)4+3:-0-0-3-1-(-1)—1-1-0—-2-0-3=4#0.
-1 0 3

Vektory u,v a w jsou tedy linedrné nezavislé. O]

Kdyz uz byla fe¢ o determinantu, pfipomenme jesté, ze ¢tvercova matice, jejiz deter-
minant je nenulovy, se nazyva regularni, zatimco matice s nulovym determinantem je
singuldrni. Je-li matice A reguldrni, existuje matice k ni inverzni, kterou znac¢ime A~
To je matice, jejiz soucin s matici ptivodni da jednotkovou matici. Jak se inverzni ma-
tice pocita, pfipadné co je to jednotkova matice (pokud jste snad zapomnéli i tohle), si
zopakujte sami nahlédnutim do probrané matematiky v bakalarském studiu.

3.3 Opakovani o linearni homogenni rovnici n-tého
radu s konstantnimi koeficienty

Uvazujme linedrni homogenni rovnici n-tého fadu
y(n) + an—ly(n_l) 4+ 4 aly, + aply = 07 (33)

s konstantnimi koeficienty a,_1, ..., a1, ag.
Hledejme feseni rovnice (3.3) ve tvaru

y=e,
kde M\ je redlné nebo komplexni ¢islo. Potom A vyhovuje charakteristické rovnici
Ay N Ay o AT g Fag = 0. (3.4)

V nasledujici vété si pripomeneme, jakym zptisobem se konstruuje obecné feseni rov-
nice (3.3) pro vSechny mozné pfipady kofent charakteristické rovnice (3.4).

Véta 3.5.
a) KaZdému k-ndsobnému redlnému kotenu X\ charakteristické rovnice (3.4) odpovida k
partikularnich (a linedrné nezdvislijch) resent tvaru

M et 2N, L R LleM,
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b) KazZdé dvojici s-ndsobnijch komplexné sdruZengjch koteni N\ = o + Bi, Ao = o — Ji
charakteristické rovnice (3.4) odpovida 2s partikularnich (a linedrné nezdvislych) tesent
tvaru tvaru

e cos Bt, te* cosBt, t2ecosft, ..., t*le™cosft;
etsin Bt, te*sinfSt, t2esinft, ..., tle® sinft.

¢) Soucet nasobnosti vsech koteni je roven stupni charakteristické rovnice n; proto je pocet
vSech vyse uvedenych partikuldrnich eseni n. Obecné Feseni diferencidlni rovnice (3.3)
je linedrni kombinaci téchto partikularnich eseni s libovolnymi koeficienty.

Ptiklad 3.6. Resme diferencialni rovnici
y® 4y 2y 2 oy +y=0. (3.5)
Reseni. Je snadné uhodnout, Ze charakteristickd rovnice
A HX 20 42072+ A +1=0
mé koren A = —1. Déle
A+ +2X2 +1) =0 =

M=-1, (N+1)P2=0=

Ao =A3 =1, \y = \5 = —i.
Obecné Teseni diferencialni rovnice (3.5) je

y=cre "+ (cy +cst)cost + (cqg + cst)sint,

kde ¢, ¢, ..., c5 jsou libovolné konstanty. O

3.4 Urceni partikularniho reseni nehomogenni line-
arni diferencialni rovnice metodou odhadu

Nasim cilem bude uréit partikularni feseni nehomogenni linedrni diferencidlni rovnice
n-tého radu tvaru
Yyt apay® Y+ ay + agy = g(w), (3.6)

kde a,_1,...,a1,a9 jsou konstanty za predpokladu, Ze prava strana g(z) mé specidlni
predepsany tvar, ktery za chvili uvedeme. Vime, Zze obecné Feseni rovnice (3.6) je rovné
souc¢tu obecného feseni pridruzené homogenni rovnice

y(n) + an_ly(n_l) + 4+ aly/ + Aoy = 0 (37)

a nékterého partikularniho feseni nehomogenni rovnice. Postup konstrukce obecného fe-
Seni pridruzené homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty byl vylozen vyse. Informace
o tomto obecném Teseni homogenni rovnice nam budou uzite¢né pro nalezeni partikularni
feSeni nehomogenni rovnice. Nize uvedend metoda se nazyva metodou odhadu nebo téz
metodou neurditych koeficientii. Nékteré ucebnice také pisi o zvlastni pravé strané.
Jeji pouziti je mozné jen v piipadé, Ze prava strana rovnice (3.6) mé specidlni tvar.



3.4 URCENI PARTIKULARNIHO RESENI NEHOMOGENNI LINEARNI DIFERENCIALNI
ROVNICE METODOU ODHADU 35

3.4.1 Veéta o metodé odhadu
Pouziti metoda odhadu je zaloZena na nasledujici véte.

Véta 3.7 (Metoda odhadu). Predpoklidejme, Ze pravd strana rovnice (3.6) md tvar
g(z) = e - [P}(z) cos fz + P2 (x)sin fz], (3.8)

kde P!(x) a P2(z) jsou polynomy stuprii s a m. Potom md partikuldrni veseni rov-

nice (3.6) (s presnosti do koeficienti polynomi) tvar
yp(z) = 2" - [R} () cos Bz + R2(x) sin Bx] ,

kde R} (x) a R*(x) jsou polynomy stupridi nejvice r = max{s,m}. Cislo k je rovné nule,
neni-li vyraz o + i - 5 korenem charakteristické rovnice asociované homogenni rovnice.
V opacném pripadé uddvad cislo k ndsobnost tohoto korene.

Koeficienty polynomti R!(z) a R?(x) lze ur¢it presné dosazenim tvaru partikularniho
feSeni y,(x) do rovnice (3.6) a porovnanim koeficientt pii stejnych funkcionalnich vyra-
zech. Takovy je prakticky postup presného ,dourceni®. Jak jiz bylo uvedeno, v ptipadé,
ze pravé strana g(x) rovnice (3.6) nemé uvedeny tvar, metoda odhadu neni funkéni. V
takovém pripadé lze uzit univerzalni metodu - metodu varice konstant, kterou uvedeme
v Casti.

3.4.2 [Ilustrace metody odhadu

Ukazeme na ptikladech, jak lze metodu odhadu pouzit.

Priklad 3.8. Naleznéte feSeni pocatecni ulohy

y' -2 +y=2-u,
{ y(0) =3, y'(0) = 6. (39)

ResSeni. Pravé strana rovnice je polynomem prvniho stupné. Je tedy funkei, definovanou
na celém intervalu / = R. Proto zde bude definovano také feseni pocate¢ni tlohy (3.9).
Reseni tlohy najdeme ve tiech krocich:

a) Prvni krok spociva v nalezeni obecného feseni asociované homogenni rovnice

y//_2y/+y:()'
Charakteristickd rovnice mé tvar
M —22+1=0

a jeji kofeny jsou
A=A =1

Obecné Teseni asociované homogenni rovnice je urceno tvarem

y = (C1 + Cax)e”,
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kde C7 a C5 jsou libovolné konstanty.
b) Ve druhém kroku najdeme partikularni feSeni nehomogenni rovnice. Snadno lze ovéfit,
Ze prava strana uvazované rovnice ma tvar (3.8), uvedeny ve Vété 3.7 pro

a=0,3=0 P(r)=—-x+2.

Cislo a+i- B = 0 neni kofenem charakteristické rovnice. Proto budeme hledat partikularni
feSeni ve tvaru

Yp(z) = 2% [(ax + b) cos(0 - ) + Ry(z)sin(0 - z)] = az + b

kde a a b jsou vhodné konstanty. Mtzeme je najit dosazenim predpokladaného partiku-
larniho feSeni y,(z) do vychozi nehomogenni diferencialni rovnice. Dostavame

y]’)’—2yzlj+yp:—2a+ax+b:2—x,

odkud a = —1 a b = 0. Po dosazeni vidime, ze partikularni feSeni je urcené vztahem
Yp(t) = —x.

c) Ve tfetim a poslednim kroku sestavime obecné FeSeni vychozi nehomogenni rovnice
a zvolime hodnoty libovolnych konstant tak, abychom obdrzeli feseni, vyhovujici danym
pocatecnim podminkam. Obecnym fesenim asociované nehomogenni rovnice je funkce

y(x) = (Cy + Cox)e” — z,

kde C'; a (5 jsou libovolné konstanty. Urceme je tak, aby partikuladrni feSeni vyhovovalo
pocatecnim podminkdm. Dosazeni poc¢atecnich podminek do nalezeného feseni a do jeho
derivace

Y (z) = Coe” + (C1 + Cha)e” — 1
vede ke vztahiim
3 = Clv
6 - CQ + Cl - 1

Tento systém ma feSeni C; = 3, Cy = 4. Hledané feSeni pocatecni tlohy je

y(t) = (3 + 4x)e” — .

Priklad 3.9. Najdéte obecné feseni nehomogenni rovnice
y' +y=xzcosz +sinx. (3.10)

ResSeni. Iv tomto pifkladu je prava strana funkei, definovanou na celém intervalu I = R.
Na tomto intervalu bude uréeno také obecné fegeni rovnice (3.10). Ulohu vyfesime ve dvou
krocich:

a) Prvni krok opét spo¢iva v nalezeni obecného FeSeni asociované homogenni rovnice

y' +y=0.
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Charakteristicka rovnice je tvaru
NM+1=0

a ma koreny
)\172 - :i:’L

Obecné feseni asociované homogenni rovnice je
y=Cicosx + Cysinzx,

kde C} a (s jsou libovolné konstanty.
b) Druhy krok spoc¢iva v hledani partikularni feseni nehomogenni rovnice. Snadno lze
ovérit, Ze prava strana uvazované rovnice ma tvar (3.8), uvedeny ve Vété 3.7 pro

a=0, =1, P(z)=u, Piz)=1

Cislo o + i - B =i je kofenem charakteristické rovnice. Proto budeme hledat partikularni
feseni ve tvaru

yp(2) = 2% [(az + b) cos & + (cx + d) sinx)] = (ax® + bx) cosx + (cx® + dx) sin

kde a, b, c a d jsou vhodné konstanty. Najdeme je dosazenim predpokladaného partikular-
niho feseni y, (=) do vychozi nehomogenni diferencialni rovnice. Po pfedbézném pomocném
vypoctu
yo(z) = (2ax + b) cosz + (2cx + d) sinx — (aa® 4 bx) sinx + (ca® + dz) cosx =
(cx® 4 (d + 2a)z + b) cosz + (—az® + (—=b+ 2¢)x + d) sin

Yy, (x) = (2cx + d + 2a) cos & + (—2ax — b + 2¢) sinz—
(cz® 4+ (d + 2a)z + b) sinz + (—az® + (=b+2¢)x + d) cosz =
(—am2 —bx + 4cx + 2d + 2a) cosx + (—cx2 —4daxr — dx + 2¢c — 2b) sin x
dostavame

Yy + yp = (dcx + 2d 4 2a) cos v + (—4ax + 2c — 2b) sinz = xcosx + sin .

Porovnanim koeficientii pii stejnych funkcich vede k hodnotam koeficientti

1 1
a—O,b——Z,C—Z,d—O.

Obecnym fesenim nehomogenni rovnice je funkce

1 1
y(x) = Cicosz + Cysinz — 7L cosT + ZIZ sin z,

kde C a (5 jsou libovolné konstanty:. O]
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3.5 Opakovani o nalezeni partikularniho reseni neho-
mogenni linearni diferencialni rovnice metodou
variace konstant

Budeme se zabyvat nehomogenni linearni diferencialni rovnici n-tého fadu
Y™+ a1 (2)y" Y + -+ ar(2)y + aolx)y = g().

Ukazeme, jak lze najit jeji partikularni feSeni za predpokladu, Ze zname obecné feSeni
asociované homogenni linearni diferencialni rovnice

y(”) + an_l(m)y(”_l) + -+ ay(2)y + ag(x)y = 0.

Predpokladejme, ze systém funkci

yl(x)> y2(£)> s 7yn($)

je fundamentalnim systémem feseni asociované homogenni rovnice. Jeji obecné feseni ma
potom tvar

y(x) = Criyr(z) + Coya(x) + - - - + Cryn(2),

kde Cy,Cy,...,C, jsou libovolné konstanty. Pokusime se najit partikularni feseni y =
= y,(z) nehomogenni rovnice ve tvaru, ktery pfipomina obecné feseni asociované rovnice:

yp(z) = Cr(x)y1(z) + Ca(x)ye(z) + - - - + Cp(@)yn (), (3.11)
kde
Ci(x),Cy(x),...,Ch(x) (3.12)

jsou prozatim neznamé funkce. Dalsi postup ma svym cilem uréit systém funkei (3.12).
Pfitom budeme pozadovat, aby nékteré dalsi vlastnosti vyrazu (3.11) byly analogické
vlastnostem obecného feseni homogenni rovnice. Pti vysvétleni podstaty se omezime na
pripad rovnic druhého radu.

3.6 Variace konstant v pripadé rovnic druhého radu

Uvazujme rovnici
y' + ai(z)y’ + ao(z)y = g(z).

Predpokladejme, ze systém funkei y; (), y2(z) je fundamentalnim systémem FeSeni asoci-
ované homogenni rovnice.

y" + ar1(x)y + ao(z)y = 0.

Jeji obecné Teseni ma potom tvar

y(r) = Cry1(x) + Caya(),
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kde Ci,Cy jsou libovolné konstanty. Pokusime se najit partikularni feSeni y = y,(z)
nehomogenni rovnice ve tvaru

() = Cr(@)yr () + Ca(2)ys(2), (3.13)

kde
Ci(z) a Cy(x) (3.14)

jsou prozatim nezndmé funkce. Najdéme prvni derivaci vyrazu (3.13). Pfitom budeme
predpokladat, ze vysledek bude mit formalni tvar stejny, jako kdyby se jednalo o derivaci
obecného FeSeni homogenni rovnice, tj., jako kdyby funkce C)(z) a Cy(x) byly konstan-
tami. Tento predpoklad vede k pozadavku, aby byla oznacena ¢ast vysledku rovna nule:

yp(z) = Cr(@)y1(x) + Ca(x)ys(2) + Ci(@)ys(x) + Cy(x)ya(x) =

~~
=0

Cr(x)yr () + Ca(x)ys(x).

Najdeme druhou derivaci. Na rozdil od pfedchoziho vypoctu budeme pfedpokladat, ze
oznacend Cast vysledku je rovna pravé strané nehomogenni rovnice, tj. funkei g(x):

Yy (@) = Ci(2)y{ (z) + Ca(z)ys (2) + C1(2)yy (v) + Cy(z)ys(z) =
=g(x)

Ci(2)yy (x) + Ca(@)ys (z) + g().

NapiSme oba piedpoklady, které jsme uéinili. Prvni derivace hledanych funkei Ci(z) a
C5(x) musi vyhovovat systému rovnic:

{C{(l’)yl(fﬂ) + Cy(@)ya(z) = 0,
Cilmyp () + Cyr)ya(r) = g(@).

Systém (3.15) je systémem algebraickych rovnic vzhledem k neznamym derivacim C(x)
a Cf(z). Determinant tohoto systému je wronskian

W(x) = W(y(x),ya(z)),

ktery je na uvazovaném intervalu I nenulovy. Proto mé systém (3.15) jediné feSeni. Z prin-
cipidlniho hlediska neni podstatné znat presny tvar tohoto feSeni (které mize byt snadno
zapsano s pomoci determinant). Spokojime se jen s konstatovanim, Ze toto feSeni muze

byt zapsané ve tvaru

(3.15)

Cy(r) = wa(2),

kde funkce wi(x) a we(z) jsou spojitymi funkcemi na intervalu I. Integraci jednotli-
vych vztaht, uvedenych v (3.16) dostavame hledané funkce C(z), Cy(x), vyhovujici vSem
zapsanym pozadavkim. Jejich dosazenim do predpokldadaného tvaru partikularniho fe-
Seni (3.11) dostavame

yp(x) = y1<x)/w1<x)dx+y2<$)/w2(l’)d:€.



40 LINEARNI SYSTEMY OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

O tom, Ze tento vyraz je skutecné partikularnim reSenim nehomogenni rovnice svédci
zpusob jeho konstrukce. Mizeme se vSak zkouskou primo presvédcit o spravnosti tohoto
tvrzeni. Poznamenejme jesté, ze v piipadé, kdyZ budeme pii integraci funkei wy () a wy(x)
zapisovat i prislusné libovolné integrac¢ni konstanty, dostaneme po dosazeni do predpokla-
daného tvaru partikuldrniho feseni (3.13) obecné feseni dané nehomogenni rovnice.

3.7 Modifikace metody variace konstant v pripadé
rovnic libovolného radu

Vyse uvedeny postup zistane stejny. Vypisme jen tvar systému, ktery je analogicky uve-
denému systému (3.15). Rovnice, kterym musi vyhovovat neznamé funkce (3.14), jsou

((Cil@)y(z) 4+t Ci@)ya(z) = 0,
Cilon(x)  +-+ Clo)ylz) =0,

Cila)y" (@) 4+t Clam (@) = 0,
+ot G V@) = (@),

Dale postupujeme obdobné jako v pripadé rovnic druhého fadu. Ukazme pouziti metody
variace konstant na prikladu.

Priklad 3.10. Najdéte obecné Feseni rovnice

xT

e
y' =2y +y= et (3.17)

Reseni. Reseni rovnice (3.17) bude definované na intervalu I = R\ {0} (zd@vodnéte
pro¢). Postup FeSeni rozdélime do dvou kroki:
a) Nejprve najdeme obecné feSeni pfidruzené homogenni rovnice

y' =2y +y=0.
Odpovidajici charakteristicka rovnice
AN —2X+1=0
ma dvojnasobny kofen ;5 = 1 a obecné feSeni je
y = Cre” + Choe”,

kde C7 a Cs jsou libovolné konstanty.
b) Partikularni feseni nehomogenni rovnice hledame v souladu s metodou variace konstant
ve tvaru

yp(z) = C1(x)e” + Co(x)ze”.
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Zapisme piislusny systém (3.15):
Ci(zx)e® + Chy(x)ze” = 0,
Gl + G +ae =

Po tpravé (kraceni vyrazem e”) dostaneme

Ci(z) + Cy(z)x = 0,

Cir) + Gi+a) =
odkud 1 1
(@) ===, Gylr) = —

a po integraci
1
Ci(z) =—In|z|, Cy(x)= —=

Partikulérni feSeni mé tvar
Yp(7) = —(In[z])e” — €.

Obecné feseni rovnice (3.17) je
y = C1e” + Cyze® — (In|x|)e” —e”.

Toto obecné feseni miuzeme upravit takto (na zakladé vasich znalosti provedenou tpravu
zduvodnéte)
y = Dye® + Doxe” — (In|z|) - €%,

kde D; a D5 jsou libovolné konstanty. O

3.8 Priklad rovnice vyssiho radu popisujici elektricky
obvod

Linearni diferencidlni rovnice vyssiho fadu mohou mimo jiné slouzit i pro popis déju
v elektrickych obvodech. Na ukazku zde pfedvedeme jeden ptiklad.

Priklad 3.11. Uvazujme elektricky obvod znazornény na obrazku 3.1. Pred sepnutim
spinace byl obvod v ustéleném stavu, tj. i2(0) = 0. Urcete pro ¢ > 0 prubéhy proudi i, (t)
a ’i2 (t)

Reseni. Aplikaci napétového Kirchhoffova zédkona dostaneme rovnice

. di di

Ryiy + le—tl + L12d_752 = Uy, (3.18)
. di de

RQZQ + L2d_t2 + Ll2d_tl = 0. (319)
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il i?
% ~ &
+
U() <:> Ll L2 RQ
-7
Lo

Ry

Obr. 3.1: Elektricky obvod z prikladu 3.11

Ze druhé rovnice mizeme vyjadrit ¢ (¢) jako

diq 1 diy
— = L 2
dt le (Rglz + Log—— dt ) (3 0)

Toto vyjadieni nyni dosadime do rovnice (3.18):

L d’LQ d22
Riig—— (R L L =U,.
101 T ( 2lg + Lo dt) + Lyg— T 0

Jestlize takto vzniklou rovnici zderivujeme a opét dosadime za 7} (t) podle (3.20), dosta-
neme rovnici druhého radu

Rl ng Ll dZ2 d2Z2 d222
Roig + L —— | Re—+ L L = 0.
I ( 22+ Lz dt) Lo ( @ e ) MR

Vynasobenim této rovnice faktorem Lis/(R;Ry) dostaneme

12, L\ d% (L1 L)\ dis
_ (B 2N de ) 3.91
<R1R2 RlRQ) e <R1 + RQ) 2 (3.21)

Ozna¢me k = Lis/+/ L1 Ly (¢initel vazby civek), 71 = L1/ Ry a 79 = Lo/ Ry. Potom mizeme
psat
d222 dlg

dt2—(7’1+ )——’ig—o

(/f2 — 1) T1T2 dt

Charakteristicka rovnice je
(,%2 — 1) T T2 — (m4+m)A—1=0

a jeji kofeny jsou

(1n + 1) £ \/(’7’1 + 1) +4(k%2 — 1)1y

Ny o —
b2 2(k2 — 1)1y
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Je zfejmé, ze kofeny jsou realné. ReSeni rovnice (3.21) proto je
i2 (t) = cle)‘lt + Cge)\zt.

V obvodu tedy nemtze vzniknout kmitavy déj; to je konecné patrné z jeho fyzikalni
struktury.

Zatim jsme nasli obecné feSeni rovnice (3.21). Pot¥ebujeme vSak najit partikulérni fe-
Seni. Po¢ateéni podminku pro proud is mame — musi platit i2(0) = 0. Po¢ate¢ni podminku
pro prvni derivaci i2 v t = 0 uréime z této tvahy: Protoze i1(0) = i2(0) = 0, dosazenim
do rovnic (3.18), (3.19) dostaneme

diy dis
Ly — Ly — = U
L t:0+ 12 g - 05
dis diq
Ly — Ly — = 0.
2 dt t:0+ 2t |,
7 téchto rovnic dostaneme
dig|  _ Uolia Upr?
dt =0 N L%2 — L1L2 - </€2 — 1)L12 ’

Integracni konstanty c¢; a ¢y ur¢ime ze soustavy rovnic

c1+Cc = 0
U0/€2
)\161 + )\262 = T3 1 -
(I{ — ].)L12
Z prvni rovnice mame ¢; = —co. Dosazenim do druhé rovnice pak vyjde
U()Ii2
Cl = —Cy =

(Ii2 — 1)L12(>\1 — )\2) ’
takze )
ia(t) = 0"
(I{ — 1)L12<)\1 — )\2)
Z¥ejmé je |\1| < |Aa|, takZe A\; — Xg > 0 a eM? —e*2! > 0. ProtoZe k < 1, je k2 — 1 < 0.
Vychézi tedy is(t) < 0. Z toho plyne, zZe proud i5(t) ma opaény smér, neZ je na obrazku 3.1
znazornéno citaci Sipkou.
Nyni se zabyvejme vySetfenim priabéhu proudu i;(¢). V novém ustaleném stavu je

(e)\lt o e)\zt) )

Uo
iy (00) = R,
Z vychozi soustavy rovnic napsané pro ¢t = 0 dostaneme
diy UoLy —Uy
dt |, Lila—1% (R2—1)Ly

Po vypoctu integracnich konstant najdeme vysledek

. U() 1—|—)\27'1 At 1+)\1T2 Aot
£) = 20 (1 a2ty 2EAT )
i(t) R1< LSV VL S Ve W
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3.9 Vektorovy tvar linearniho systému a existence re-
Seni

Budeme se zabyvat feSenim soustavy n obycejnych diferencidlnich rovnice prvniho fadu
tvaru

= ant)ry + ap)re + - + apt)r, +  fi(f)
zh : ag(t)ry + ag(t)rs + -+ + aw(t)r, + fZ,(t) (3.22)
2= a4 amr + o+ (. falt).
Tuto soustavu miizeme piepsat jako
4 an(t) aw(t) - aw(t)\ (2 f(t)
35"2 _ a21'(t) as(t) - a2n‘(t) |, fz‘(t)
o i) am(t) - am(t)) \an ful®)
neboli zkracené
o = A(t)z + F(b), (3.23)
kde
1 (1) an(t) aw(t) - an(t) fi(t)
. Iz:(t) A = 621:@) an(t) - a%i(t) = f2:(f)
ralt) i) analt) o a0 Fult)

Priklad 3.12. Soustavu diferencialnich rovnic

ry = —2xy + Sxe + €' — 2t
xh = 4dx; — 39 + 10t

muizeme zapsat maticové jako
p -2 5 L el — 2t
¢ 1 -3)" 10t )’
(1 =2 n cost
"= o 5)"7 \sint

miizeme rozepsat po slozkach jako

zatimco soustavu

~

Ty = T1 — 2T9 + cost

xh = bxe + sint.
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Definice 3.13. Sloupcovy vektor

()

je FfeSenim systému diferencidlnich rovnic (3.22) na intervalu I, jestlize vSechny jeho
slozky jsou na I diferencovatelné a rovnice (3.22) jsou splnény pro kazdé t € I.

Priklad 3.14. Ovérte, Ze vektory

jsou fesenimi soustavy

na intervalu (—oo, 00).

Reseni. Vypocet provedeme pouze pro zi; s zo si pak jiz ¢tenaf urcité poradi sam.
Dosadime vektor x; do zadané soustavy rovnic za x a presvédéime se, Ze se leva strana
soustavy rovna pravé strané:

—2t\/ 2ef2t
L = = < ( 2t>/) ( 92t )
e 2+ 3(—e?) —e~ 2
(D () () () ()
Stejné jako u jediné diferencialni rovnice, i u systémi diferencidlnich rovnic casto

feSime tzv. pocatecni alohu, kterd spociva v tom, Ze hledame FeSeni zadaného systému,
které vyhovuje urcité pocatecni podmince:

o =At)x+ f(t), x(to) = wo, (3.24)

]

kde to € R je né&jaky bod (¢asto, ale nikoli vZdy, to byva 0) a zo = (1,72, -+, Yn) -

Priklad 3.15. Vektor x; z piikladu 3.14 je feSenim soustavy z téhoz prikladu, které
vyhovuje poéateéni podmince z(0) = (1,—1), protoze z1(0) = (e°, —e®)T = (1, -1)7.

Zato pocateéni podmince z(2) = (3,4)T by nevyhovovalo ani jedno z feseni z;, zo. Tim
ovsem nijak nefikdme, Ze Teseni spliujici tuto podminku neexistuje. Jak je to s existenci
feSeni soustav linedrnich diferencidlnich rovnic, o tom mluvi nasledujici véta.

Véta 3.16 (O existenci a jednoznacnosti FeSeni).
Jsou-li vsechny proky matice A(t) a vektoru f(t) funkce spojité na intervalu I, ktery
obsahuje bod ty, pak existuje jediné Teseni pocdatecniho problému (3.24) na intervalu I.
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3.10 Struktura reseni soustav linearnich diferencial-
nich rovnic

V této kapitole se budeme zabyvat tim, jak feseni soustavy linearnich diferencialnich
rovnic obecné vypada a jak se da zapsat. Postupy pro nalezeni feseni budou popsany
az v dalsich kapitolach. Aniz bychom to dal zduraznovali, vsude v této kapitole budeme
predpokladat, ze prvky matice A a vektoru f v soustavé (3.23) jsou spojité funkce na
néjakém intervalu 1.

3.10.1 Homogenni soustavy

Nejprve se zaméfime na homogenni soustavy. To jsou takové soustavy, kde f(t) = o,
tj. ze soustavy (3.23) zbude pouze

= A(t)x. (3.25)

Prikladem homogenniho systému je systém rovnic z piikladu 3.14. V tomto piikladu byly
uvedeny dva vektory, x; a xo, které byly feSenimi uvedené soustavy. Vyzyvame ¢tenafe,
aby samostatné ovéril, ze i 2x; je TfeSenim oné soustavy, stejné jako x; + x5. Kdyz si to
zkusite, asi jiz snadno uvérite nasledujicimu tvrzeni.

Princip superpozice

Véta 3.17 (Princip superpozice).
Necht x1,xa, ..., xk, k € N, jsou feseni homogenniho systému (3.25) na intervalu I. Pak
ge take libovolna linedrni kombinace

rT=cT1+ Tyt Fory, g €Clu=1,...k,
resenim tohoto systému na intervalu I.

Zustanme jesté chvili u prikladu 3.14. Zname dvé konkrétni feSeni zadané soustavy a
nyni jsme ukézali, Ze pomoci nich dostaneme hromadu dalsich feSeni. Ted se moznéa ptate,
jestli takhle, tj. coby linedrni kombinace x; a x5, dostaneme tplné vSechna feseni. Zde je
odpovéd ANO. Proc¢ to tak je, to asi na prvni pohled zfejmé neni, takze tomu pro tenhle
moment prosté uvérte.

Kdybychom vSak méli k dispozici feseni 7; = (e7%, —e 2)T a 23 = 22, = (272, —
—2e 21T (Ze tohle je taky feSeni, si snadno ovéfite), viechna feSeni bychom jako jejich
linedrni kombinace nedostali. To je vidét docela dobfe, staci se podivat na feseni xy =
= (3e%, 5e51) . Af se budeme snazit sebevic, takové konstanty c¢; a ¢y, pro které by platilo
To = C1X1 + Co3, nenajdeme.

Nyni se zamyslete, v ¢em je ten zasadni rozdil mezi dvojicemi feseni x1, 2 a x1, 3.
Nasledujici definice snad napovi.
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Linearni zavislost a nezavislost reseni

Definice 3.18 (Linearni zavislost a nezavislost FeSeni).
Necht z1, z, ..., xy jsou FeSeni homogenniho systému (3.25) na intervalu /. Rekneme, ze
tato Feseni jsou linearné zavisla na tomto intervalu, jestliZze existuji konstanty

C1,C2y...,Ck
ne vSechny rovné nule, takové ze
Clétl(t) + Cgﬂfg(t) + - Ckﬂfk(t) =0

pro kazdé t € I. Jestlize vektory nejsou na I linearné zavislé, fikame, Ze jsou linearné
nezavislé.

Linearni zavislost obycejnych ¢iselnych vektort uz znate, a proto vas asi neprekvapi,
ze vektory jsou linedrné zavislé, pokud lze jeden z nich vyjadrit jako linedrni kombinaci
ostatnich (pro dva vektory to znamend, Ze jeden je konstantnim nasobkem druhého).

K rozeznani toho, zda n-tice feSeni soustavy n diferencialnich rovnic je ¢i neni line-
arné zavisla, slouzi tzv. Wronskian. Pod timto vznesenym védeckym jménem se skryva
determinant matice poskladané z jednotlivych vektort feseni.

Véta 3.19 (Kritérium pro linearni nezavislost feSeni).

Necht xq,xs, ..., z, jsou feSeni homogenniho systému (3.25) na intervalu I,
T11 T12 Lin
T21 T2 Lon
X1 = . y Lo = . yeeeylp =
Tn1 Tn2 Tnn

Tato Tesent jsou linedrné nezdvisld, prave kdyz je Wronskidn

i1 Ti2 - Tin
To1 T2 - X2
W(ry, o, .y xn) = | .. 140 (3.26)
Tpl Tp2 - Tpn
pro kazZdé t € I.
Da se ukazat, zZe jsou-li 21, x9,. .., x, vektory feSeni soustavy (3.25), pak je budto

W(xy,xg,...,2,) #0 prokazdét € I,

nebo
W(zy,xq,...,2,) =0 prokazdét e I.

Pokud tedy ukazeme, ze je Wronskian nenulovy v jediném bodé ¢y € I, plyne z toho jiz,
ze je nenulovy na celém intervalu I. Tento fakt se vam mozné nezda nijak prevratny,
nicméné vézte, ze slouzi k dikazim mnoha tvrzeni, kterd zde dale uvedeme. (Uvedeme
ta tvrzeni, nikoli jejich dikazy. Kdyby pfece jenom nékdo chtél védét, pro¢ néco plati, a
ne jenom, Ze to plati, nechf se s diivérou obrati na svého uditele. Urc¢ité ho svym zajmem
potési.)
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Priklad 3.20. Ukazte, ze vektory

cost 0 sint
T = —%cost—l—%sint o= |e' ], x5 = —%sint—%cost )
—cost —sint 0 —sint + cost

které jsou resenimi systému

H\
I
—_ =
)

1
0]z,
1

|
O
o

jsou linearné nezavislé.

Reseni. To, Ze jsou vektory 1, z, x5 FeSenimi né&jaké soustavy, uvadime jenom pro po-
radek. Z cviénych divodt to mizete sami ovérit. Tady budeme fesit, co bylo zadano, tj.
zjistovat, jestli jsou tyto vektory linedrné nezavislé. Vypocteme Wronskian:

cost 0 sint
W(xy,x9,23) = —%cost—i—%sint et —%sint—%cost =
—cost —sint 0 —sint + cost

= cost-e'-(—sint+ cost) —sint-e' - (—cost —sint) = e’ # 0.
Wronskian je nenulovy pro vsechna redlna ¢, a proto jsou vektory xi,zs, x3 linedrné ne-
zavislé. O
Fundamentalni mnozina feseni

Definice 3.21 (Fundamentalni mnoZina FeSeni).
Jakékoli n-tice x1, z, . .., x, linedrné nezavislych feseni homogenniho systému (3.25) na
intervalu I se nazyva fundamentalni mnoZina feSeni na tomto intervalu.

Pomoci fundamentalni mnoziny budeme moci zapsat jakékoli feseni systému. Jestli si
ted délate starosti, jestli se vzdy podaii najit k soustavé n rovnic n linearné nezavislych
feseni, nasledujici véta vas jisté uklidni.

Véta 3.22. Fundamentdlni mnoZina teSeni homogenniho systému (3.25) na intervalu I
vZdy existuge.
Véta o strukture obecného reseni homogenniho systému

Definice 3.23 (Obecné Feseni homogenniho systému).
Necht zq, s, ..., 2, je fundamentalni mnozina FeSeni homogenniho systému (3.25) na
néjakém intervalu /. Obecné feseni systému na tomto intervalu se definuje jako

T = X1 + Cog + -+ + Cpiy, (3.27)

kde ¢;, 1 =1,2,...,n, jsou libovolné konstanty.
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D4 se ukazat, ze kazdé feseni systému (3.25) lze zapsat ve tvaru (3.27), tj. ke kazdému
feSeni = najdeme konstanty ci, ..., ¢, tak, aby platilo (3.27).

Priklad 3.24. Zapiste obecné fFeSeni soustavy z piikladu 3.20.
Reseni. Zname t¥i feSeni zadané soustavy — 1,2, a 3. V piikladu 3.20 jsme ovéfili,

ze jsou to TeSeni linearné nezavisla. Proto tvori fundamentalni mnozinu feSeni a obecné
feseni soustavy je tedy

cost 0 sint
T =0 —%cost+%sint +co|let ] +es —%sint—%cost
—cost —sint 0 —sint + cost

3.10.2 Nehomogenni soustavy

Nyni se zaméfime na nehomogenni systémy (tj. funkce f(¢) v systému (3.23) uz nebude
nulova).

Partikularni Feseni z, nehomogenniho systému je libovolny vektor neobsahujici vo-
litelné konstanty, ktery vyhovuje soustavé rovnic (3.23).

[ 3t—4
=\ 5t 46

je partikularni feSeni nehomogenniho systému
, (1 3 12t — 11
r = (5 3) 7 + _3

Reseni. Dosadime vektor x, do zadané soustavy rovnic a pfesvédcime se, Ze se leva strana
soustavy rovna pravé strané:

- ()
P _ ( ) (1215_—311) _ (é 3)( §§+§)+(12t_—311>
- (ST ) - (5)

Priklad 3.25. Ovéite, ze vektor

na intervalu (—oo, 00)
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Vsimnéte si, prosim, ze pokud z pravé strany soustavy diferencialnich rovnic, kterou
jsme v tomto pifkladu zkoumali, vypustime vektor f(t) = (12t — 11, —3)T, ziistane ndm
homogenni systém, kterym jsme se zabyvali v prikladu 3.14. Vime jiz, Ze feSenim tohoto
homogenniho systému je napt. vektor x; = (e72, —e™2)T. V nasledujicim ptikladu se
podivame, co se stane, jestlize seCteme jedno partikularni feseni nehomogenniho systému
diferencialnich rovnic s jednim fesenim prislusného homogenniho systému.

Priklad 3.26. Ovérte, ze vektor

o 4 — 3t —4 N e 2t
TTITIE 5t 46) T\ e

je také fesenim systému z prikladu 3.25.

ResSeni. Jestli si ted Fikéte, Ze je to pofad na jedno brdo a Ze tenhle piiklad preskoéite,
pockejte s tim preskakovanim jesté chvili. Priklad totiz vyfesime jinak nez ten predchozi,
zpusobem, ktery by vas meél dovést k tomu, abyste snaze uvérili vété, kterad bude nasledo-
vat.

Vime jiz, Ze x, je feSenim nehomogenniho systému, zatimco x; je feSenim homogenniho
systému se stejnou matici

1 3
A= (5 3) .

Tedy plati x;, = Aw, + f, zatimco 27 = Az;. Jak to dopadne pro soucet, ktery jsme
oznacili jako x?

' = (zp + 1) =2, + 2] = Axy + [+ Axy = Az, +21) + f = Az + f.

Dokazali jsme tedy, Ze x vyhovuje soustavé ' = Ax + f.

Kdyz si tento postup jesté jednou prohlédnete, uvidite, Ze jsme vlastné nikde nepra-
covali s konkrétnimi ¢isly nebo funkcemi, ani se nikde neprojevilo, Ze se jedna o soustavu
dvou rovnic a ne tieba tii. VSechno bylo provedeno obecné pro vektor x,, ktery je fesenim
nehomogenniho systému ' = Ax + f, a pro vektor x;, ktery je feSenim homogenniho
systému 2’ = Ax. Kdyz si jeSté vzpomeneme, jak vypadd obecné feseni homogenniho
systému, mizeme timto povazovat nasledujici vétu za dokazanou. O]

Véta 3.27. Necht x1,xs,...,25, k € N, jsou teseni homogenniho systému (3.25) na
intervalu I a necht x, je libovolné Teseni nehomogenniho systému (3.23) na tomtéz in-
tervalu. Pak

T = C1%1 + Co%oy + - - - + CpTg + Ty,

kde ¢y, ¢, ..., cx jsou libovolné konstanty, je také fesenim nehomogenniho systému (3.23)
na intervalu I.
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Véta o strukture obecného feseni nehomogenniho systému

Definice 3.28 (Obecné Feseni nehomogenniho systému).
Necht z, je jedno dané feseni nehomogenniho systému (3.23) na néjakém intervalu I a
necht

Teo = C1T1 + CoXg + -+ 4 Cry

je obecné feseni odpovidajiciho homogenniho systému (3.25) na tomtéz intervalu. Obecné
feSeni nehomogenniho systému na intervalu [ lze zapsat jako

T =T+ Tp. (3.28)

Obecné feseni x nehomogenniho systému (3.23) je tedy rovno souctu obecného fe-
Seni z. pfidruzeného homogenniho systému (3.25) a nékterého partikularniho feSeni z,
nehomogenniho systému (3.23).

Jak se dalo ocekavat, kazdé FeSeni systému (3.23) lze zapsat ve tvaru (3.28), tj. ke
kazdému feSeni x najdeme konstanty ¢y, ..., ¢, tak, aby platilo (3.28).

Priklad 3.29. Zapiste obecné feSeni nehomogenniho systému z prikladu 3.25.

ResSeni. V piikladu 3.25 jsme ovéfili, Ze partikularnim FeSenim zadaného systému je
napf. vektor x, = (3t —4, —5¢t +6)T. V prikladu 3.14 byla uvedena dvé feSeni p¥islusného
homogenntho systému: z; = (e7%, —e )T a 2, = (3e%,5e%)T. Sami ovéite, Ze jsou to
feSeni linearné nezavisla. Obecné feseni homogenniho systému je proto

e—2t 3th
Te=0C o2t + 02 5ebt | -

Na zakladé definice 3.28 je tedy obecné feseni zadaného nehomogenniho systému

e 2t 3ebt 3t—4
xr = xc + xp — Cl _e_2t + C2 5e6t + —5t + 6 9

a to na intervalu (—oo, 00). O

3.10.3 Fundamentalni matice a jeji vlastnosti

Jak jste vidéli, zapis obecného feseni soustavy diferencidlnich rovnic je dost dlouhy a miize
byt ponékud nepiehledny. K o néco kratsimu zapisu muze slouzit tzv. fundamentalni
matice, o které nyni bude fec.

Vratime se nyni k homogennim soustavam. Jak jiz jsme tekli, jestlize z1, xo, ..., z, je
fundamentalni mnozina feSeni homogenniho systému (3.25) na intervalu /, pak obecné
feSeni systému na tomto intervalu je x = ¢y + coxo + - - - + ¢, x,,. Toto TeSeni rozepiseme
a trochu si s jeho zapisem pohrajeme:

8

Z11 x12 in

8

T21 T22 2n
r = ¢ . + o . +-- 4y . =

8
3
=
8
3 .-
o
8

nn
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C1T11 + C2T12 + -+ - + CpT1n I11C1 + T12Co + -+ T1nCn
C1T21 + CaTog + +++ + CpTop T21C1 + To2Co + +++ + TanCyp
C1Tn1 + CoTn2 + -+ CnTpn Tn1C + Tnp2C2 + -+ TnnCn

Vidime, zZe obecné feseni homogenniho systému mizeme zapsat jako maticovy soucin

T11 X1z - Tin C1
To1 X2 -+ Top Co

T = . . . . (3.29)
Tnl Tp2 *°° Tpn Cn

Definice 3.30 (Fundamentalni matice).

Necht
T11 Z12 Tin
T21 X22 Tan
xr1 = y Lo = ) y Iy =
Tnl Tn2 Tpn

je fundamentalni mnozina feSeni homogenniho systému (3.25) na intervalu /. Matice

X111 T12 - Tin

To1 X2 - Top
o(t) =

Tpl Tp2 = Tpn

se nazyva fundamentalni matice systému na tomto intervalu.

Vztah (3.29) fikd, Ze obecné FeSeni homogenniho systému (3.25) mtzeme zapsat po-
moci fundamentalni matice systému jako x = ®(t)c, kde ¢ je n x 1 sloupcovy vektor
libovolnych konstant.

Priklad 3.31. Zapiste obecné feseni homogenni soustavy z piikladu 3.14 pomoci funda-
mentalni matice.

Reseni. Vime, Ze vektory

1\ _ e 2t 3 3ebt
n=(a)er= () o on=(5)e= ()

tvofi fundamentalni mnozinu feseni zadané soustavy na intervalu (—oo, 00).
Fundamentalni matice je proto

e—2t 3eﬁt
(I)(t) = (_e2t 5eﬁt>

B e—2t 3€6t c1
T = o2t gebt )

a obecné Teseni je
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U fundamentalni matice jesté chvili ziistaneme. Budeme zkoumat riizné jeji vlastnosti,
které prijdou vhod pozdéji.
Protoze x = ®(t)c je feSenim soustavy ' = A(t)z, musi platit

P'(t)e = A(t)®(t)e mneboli  (D'(t) — A(t)P(t)) c = o.

Jelikoz tento vztah plati pro kazdé ¢t € I a pro jakykoli sloupcovy vektor konstant ¢, musi
byt
() — A(t)®(t) = o,
a tedy
O'(t) = A(t)P(t). (3.30)

Dalsi dilezitou vlastnosti fundamentalni matice je to, ze jeji determinant je vzdy
riizny od nuly. To je vidét z toho, ze determinant fundamentalni matice je vlastné Wron-
skidn W (xq,xs,...,2,). Protoze feSeni x1,...,x, jsou linedrné nezavisla, je det ®(t) =
=Wi(xy,...,z,) # 0 pro kazdé ¢t € I. Odtud hned plyne platnost néasledujici véty.

Véta 3.32 (Fundamentalni matice ma inverzi).
Necht ®(t) je fundamentdlni matice homogenniho systému (3.25) na intervalu I. Pak
O(t)~! existuje pro kaZdé t € I.

Zkuste se nyni trosku zamyslet nad tim, jestli k dané soustavé diferencidlnich rov-
nic existuje pouze jedina fundamentalni matice, nebo jestli jich mize byt vic. Uz jste
néco vymysleli? Spravna odpovéd je, ze fundamentdlni matice jednoznacné déna neni.
Napr. v prikladu 3.31 by stacilo v matici ¢ prohodit sloupce a uz bychom meéli jinou
fundamentalni matici. Fundamentalnich matic k danému systému existuje dokonce neko-
ne¢né mnoho. Nés ted bude zajimat jedna — oznac¢ime ji specialné W(¢), kterd mezi vSemi
ostatnimi vynika tou vlastnosti, ze v urc¢itém vybraném bodé ¢ty € I plati

01 - 0
Vi)=|. . . |=F (3.31)
00 1

kde E je jednotkova matice typu n x n.
Fundamentalni mnozinu feSeni, ze kterych je matice ¥ poskladana, tvoii vektory v;,
1 =1,...,n, takové ze

1 0 0
0 1 0

(%1 (to) = . s 'Ug(t()) = . s ey Un<t0) = . . (332)
0 0 1

Najit matici ¥ s vlastnosti (3.31) neni Gplné jednoduché. Jedna moznost je vyuzit
libovolnou fundamentalni matici ®(t), kterou uz jsme néjak ziskali. Matici ¥ pak mizeme
vypocitat jako

U(t) = ()P (o) .
Pozdéji ukdzeme, jakym jinym zptisobem se d&4 matice ¥ najit a k ¢emu vlastné miize byt
dobra.
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3.11 Exponenciala matice a jeji uziti

3.11.1 Definice exponencialy matice

V této casti definujeme pojem takzvané exponencialy matice. Definice, kterou nyni uve-
deme je motivovana znamym rozkladem exponencialni funkce do Mac’laurinovy fady

t=1 1 t ! 12 1 tn

ktera konverguje pro vsechny hodnoty ¢t € R.

Uvedme jesté jednu motivaci. Pfedpokladejme, Ze mame najit feSeni skalarni tlohy
y' = ay, y(0)=yo. (3.33)
Pouzijme metodu postupnych aproximaci. Potom
t
y1(t) =yo + / a - yods = yo + atyo = (1 + at)yo,
0
t t
y2(t) =yo + / a-y1(s)ds = yo + / (a-yo + a*s-yy)ds =
0 0

1 1 t ! 242
+ﬁa +§a Yo,

1 1 1
ye(t) = (1 +q7at+ 5“2t2 + -+ Ha’“t’“) Yo,

V limité pak dostavame

1 1 1 .
y(t) = (1+ﬂat+§a2t2+---+gaktk+~-)ygzet-yo.

Budeme-li misto skalarni tlohy (3.33) uvazovat systém

y = Ay, y(0)=1yo (3.34)
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s konstantni n x n matici A a s ¢iselnym vektorem 1y, pak analogicky postup dava

t
y1(t) =vo +/ A - yods = yo + tAye = (1 + tA)yo,
0
t t
yz(t) =Yo + / A- yl(s)ds =Y+ / (A “ Yo + tAa? - yo) =
0 0

t 1, .5

yk()=:<1+» TR 2A2 : EﬁkAﬁ)ym
Vysledkem je nekonecnd rada
1
y(t) = (1+~—u4+ A% + Eﬁ@Ak+ﬂ..)ym

kterd je soufinem tzv. exponencialy matice A (v zévorkach) a vektoru yp.

Definice 3.33. Pro n x n matici B(t) definujme exponencidlu matice jako novou n X n
matici pomoci rady

PV = exp[B(t)] = E + 1'B( t) +

d LB 1)+ 4+ %B”(t) b (3.35)

2!

Kazdy prvek matice exp[B(t)] je sou¢tem nékteré fady a vyse uvedend definice v sobé
zahrnuje celkem n x n fad. Lze ukazat, ze kazda tato fada konverguje, a tim prokazat
korektnost této definice. Pouzitim Definice 3.33 se snadno dokaze nésledujici

Véta 3.34. Je-li O nulovd n X n matice, pak
ef = E.
Dalsi vlastnost tikd, ze pro exponencialu matice plati podobna vypocetni pravidla jako

pro exponencialni funkci

Véta 3.35. Jestlize n x n matice A a B komutuji, tj. plati-li AB = BA, potom

Dtikaz této véty jenom naznacime s dirazem na ten moment, kdy je zapotifebi ko-
mutativita matic. Pro jednoduchost budeme dokazovat rovnost dvou poslednich vyrazt
(podobné by se dokazala rovnost prvnich dvou). Podle definice rozvineme druhy vyraz

A+ B (A+ B)?
TR

eA+B —F+
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A B 1
:E+E+F+§(A+B)(A+B)+---

A B 1
:E+F+F+§(A2+AB+BA+BQ)+--~
A B 1

=FE+—+4+—=+4+ (A2 +2AB+B*) +---.
+1!+1!+2( + + B?) +

Nyni vypocteme podle definice tieti vyraz:

B B* B3 }

E4+=+ 4+

[ A A2 A3 }
X
2 3l

_ g2 A B A*> BA B?
B TR TR IS T TR I
A B 1

:E2+F+F+§(A2+2BA+BQ)+-~
Vidime, ze oba dva vyrazy jsou si rovny s presnosti do kvadratickych cleni. Podobné
bychom v prokazovani rovnosti kubickych ¢lent a ¢lenti vyssich mocnin pokracovali déle.
(I
Vysledek Véty 3.35 implikuje pii volbé B = — A, Ze exponenciala matice e je invertibilni
a ze plati

(eA)_1 —e

A

Priklad 3.36. Najdéte (pomoci definice) exponencidly matice e v pripadg, Ze

30
A= <0 2) '
ResSeni. P¥imjm vipoctem obdrzime
n_ (3" 0 B
A —(0 2”) pro n=12....

Proto

wopptarbe Dy
(§] = +ﬁ +5 +§ + -

_10+i30+ﬁ320+f330+...
S \0 1 1n\o 2) 2ar\0o 22) 3r\0 2?




3.11 EXPONENCIALA MATICE A JEJI UZITI 57

Uvedme jesté jednu vétu, kterd v nékterych pripadech umoziuje najit exponencidlu
matice bez pouziti definice.

Véta 3.37. Je-li A matice typu n X n a P je requldrni matice takovd, Ze

A0 .00
PUAP = A = A:Z N
00 .. A
potom plati
et 0 0
et = Pexp(A)P'=P. 0 e’:\2 ' 0 P
0 0 .. o

Zvolime-li v této vété matici P jako 2 X 2 jednotkovou matici, obdrzime ihned vysledek
prikladu ¢. 3.36.

Priklad 3.38. Najdéte (pomoci definice) exponencialu matice e v piipadé, Ze

A:((l) —01>.

Reseni. Piimym vypoctem obdrzime

AQZ(_Ol _01) A3:(_01 (1)) A4:((1) (1’) a AS— A

Proto

g tA t2A2 t3A3 t4A4
e’ = +ﬁ +ﬁ +§ “f‘a + -

_10+10—1+ﬁ—10+§01+ﬁ10+___
~\0 1 1M\l o 20\ 0 -1 31\—1 0/ 41\0 1

00 t2k 0 t2k+1
kz:%(_ )k(Zk)! _;(_ ) (2k + 1)! cost —sint
= | . £2k41 < Ik 12k - (sint cos t) '
>V gy 2 ey



58 LINEARNI SYSTEMY OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

3.12 Uziti exponencialy matice
Je-li A konstantni n x n matice pak s pomoci vzorce (3.35) dostaneme
() = Ae™. (3.36)

Tento vztah dava moznost zapsat obecné feseni homogenniho systému diferencialnich
linearnich rovnic (3.36) s konstantni matici A, tj. systému

dy
= — Ay. 3.37
% Yy (3.37)

Véta 3.39. Fundamentdlni matice systému (3.37) s konstantni matici A je dana vztahem
Y (t) = e
Dikaz. S pomoci vztahu (3.36) dostaneme
Y'(t) = Aet = AY (1),

tj. matice Y () je skutecné feseni systému (3.37). Kromé toho

tj. sloupce této matice jsou generované pomoci linearné nezavislych feseni systému (3.36).
(Il

Pfimou provérkou miizeme dokézat platnost nasledujici véty (provedte samostatné):
Véta 3.40. Obecné teseni y = y(t) linedrniho systému (3.37) je dané vzorcem
y=1y(t)=e.C (3.38)
kde C' je konstantni vektor.
Pfimy vypocet exponencidly matice podle definice (tj. podle vzorce (3.35)) je obycejné
nepouzitelny kviili tomu, Ze neni mozné najit soucet defini¢ni fady. Jak vyplyva z Véty 3.40
je pro nalezeni nékterého feseni (nebo pro nalezeni obecného feseni systému (3.37) uziteéné

mit metody pro vypocet exponencidly matice. Takové metody existuji. Nyni uvedeme
jednu z nich.

3.13 Metoda pro nalezeni exponencialy matice

Metoda nalezeni exponencidly matice, kterou nyni uvedeme, vyzaduje nalezeni jistého
partikularniho feseni linearni diferencialni rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty.
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Proto si zopakujte latku, ktera byla v bakalaiském studiu této problematice vénovana. Ur-
¢ité si vzpomenete, ze dilezitou roli hral pojem tzv. charakteristického polynomu a charak-
teristickeé rovnice. Tyto pojmy se vyskytuji i pfi feseni systému linearnich diferencialnich
rovnic s konstantnimi koeficienty. Predpokladejme, Ze je dana konstantni n x n matice

a1 Q12 ... Qi1n
A _ 21 A22 ... Q9p
Ap1 Ap2 ... App

Charakteristickym polynomem matice A nazyvame polynom p()\) definovany pomoci de-
terminantu

A — a1 —a12 Ce —A1n
—Qa21 A — a2 ... —Q2p
p(A) =
—Qp1 —QAp2 .. A — Gpp

Je zfejmé, ze po provedeni vypoétu determinantu lze polynom p(\) zapsat ve schématic-
kém tvaru skutecného polynomu naptiklad takto

PA) = A"+ ap A a2 AT 4 )+ ao,

kde koeficienty a,,_1, a,_o, ..., a1, ay dostaneme, kdyz determinant spocitame. V nasledu-
jici vété predpokladame, ze charakteristicky polynom byl ziskan pravé timto zptisobem.
Poukazme jesté na to, ze v fadé ucebnic se charakteristicky polynom definuje jako deter-
minant

ai]p — A a192 . Q1n
921 99 — Ao Qo
Y
an1 an2 cel Opp — A

ktery mé po provedeni vypoctu hodnotu (—)"p(\) (vite proé?). Tento znaménkovy rozdil
se stird, hovorime-li o tzv. charakteristické rovnici matice A, kterd méa tvar

p(A) =0.

Véta 3.41. Predpokladejme, Ze A je konstantni n X n matice, jejiz charakteristicky po-
lynom ma tvar

pA) = N4 ap A" ag )+ ao.

Predpokladejme ddle, Ze y(t) je fesent pocdateéni ulohy pro linedrni homogenni diferencidlnid
rovnici n-tého radu se stejnymi koeficienty:

y(n) + anfly(nil) + .. 4 aly/ + apy = 0, (339)

y(0) =y (0) = =y =0, y"V(0) = L. (3.40)
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Oznacme
Zl(t) a; Qs an-1 1 y(t)
2o (t "t
el I L | B a1
a) N1 0 00 g

Pak pro exponencidalu matice plati vztah:

eM = 2 ()] + () A+ - + 2, (1) A"

3.14 ResSeni Cauchyovy tlohy pro lineirni systémy
uzitim fundamentalnich matic

3.14.1 Cauchyova uloha pro homogenni systém

Uvazujme pocatecni (Cauchyovu) tlohu pro homogenni systém

dy _

i A(t)y,  y(to) = Yo, (3.42)

kde ty € Z. Tato tloha ma jediné feSeni. ZapisSme toto Teseni pomoci fundamentalni
matice, kterd je normovand v bodé ¢t = t,. Takovd matice je feSenim tlohy Y’ = AY' (),
Y(tO) = E: tj.,

Y(t) == @(t;to), P(to;to) = E.

Nyni Ize snadno ovéfit, ze Feseni tlohy (3.42) je ddno vztahem

y(t) = ®(t;to)yo- (3.43)

3.14.2 Cauchyova uloha pro homogenni systém s konstantni ma-
tici

V piipadé ze uvazujme pocateéni (Cauchyovu) tlohu pro homogenni systém s konstantni

matici

dy

Frt Ay, y(to) = o, (3.44)

kde ty € Z, lze s pomoci vztahu (3.38) ve Vété 3.40 vyjadiit normovanou fundamentalni
matici v bodé ¢ = ¢y jako maticovy exponencial

B(t;t) = ell 04 (3.45)
a FeSeni (3.43) zapsat vztahem (3.38), tj.,

y(t) = el dy,,
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3.14.3 Cauchyova uloha pro nehomogenni systém

Zapisme nyni FeSeni pocatec¢ni (Cauchyovy) tlohy pro nehomogenni systém

dy

= Ay +6(), ylto) = o, (3.46)
kde ty € Z. Také tato tloha mé jediné feseni. Obecné feseni odpovidajici homogenni tilohy
miizeme zapsat ve tvaru

y(t) = @(t;to) - C,

kde C = (Cy,Cy, ..., C,)T je libovolny ¢iselny vektor. V souladu s metodou variace kon-
stant se pokusime najit feseni y(¢) (partikularni) tlohy (3.46) na intervalu Z ve tvaru

y(t) = ®(t;t0) - C(t) (3.47)
tak, aby platilo y(ty) = yo. Vztah, kterému vyhovuje vektorova funkce C(t) je
C'(t) = ® 71 (t;t0)b(2).
Jeho integraci (v mezich tq a t, to,t € Z) dostavame
t
C(t) = Clty) +/ O (s5t9)b(s)ds.
to
Abychom dostali feSeni (partikularni) pozadovanych vlastnosti, volime C(ty) = yo. Potom
t
y(t) = ®(t;to)yo + (¢ to)/ O (s;t0)b(s)ds. (3.48)
to
Tvar (3.48) upravme na
t
y(t) = ®(t; to)yo +/ D (t;t0) @ (55 to)b(s)ds
to

a konecnou podobu mu dejme uzitim vztahu:
D(t;t)® (s;t0) = (t;s), t,to,s €L, (3.49)

.,
y(t) = B(t: to)yo + / B(t: 5)b(s)ds. (3.50)

to

3.14.4 Cauchyova uloha pro nehomogenni systém s konstantni
matici

V piipadé Ze uvazujme pocatecni (Cauchyovu) tlohu pro nehomogenni systém s kon-
stantni matici

d
3 = Ao, i) =, (3.51)



62 LINEARNI SYSTEMY OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

kde ty € Z, mizeme uzitim vztahu (3.45) nalezené feseni (3.50) zjednodusit. Protoze
B(t;tg) =74 4 B(t;5) = 794,
ma FeSeni (3.50) tvar
t
y(t) = e(t_tO)Ayo +/ e(t_S)Ab(s)ds. (3.52)
to
3.15 Transformace linearni rovnice n-tého fadu na
systém
Na zavér této kapitoly ukazeme, jak lze libovolnou linearni diferencialni rovnici n-tého
fadu prevést na linearni systém. Tato moznost prevedeni je velice vyznamné, nebot umoz-

nuje pouzit veskerou vylozenou teorii taktéz k rovnicim n-tého radu.
Uvazujme linearni obyc¢ejnou diferencialni rovnici n-tého fadu

u™ 4 a, 1 (Hu"Y 4+ ay () 4 ag(t)u = (1), (3.53)
kde koeficienty a,_1(t),...,a1(t), ap(t) a nehomogenni ¢len b*(t) jsou spojité funkce na in-
tervalu Z. Budeme rovnici (3.53) transformovat na systém rovnic. Necht jsou y1,ys, . .., Yn
nové zavislé funkce, definované jako

h=u, Yy2 = U/, Ys = ulla sy Yn = u(n_l)'
Timto piedpisom byl definovan vektor (yi,vs, ..., y,)". Pak je linearni obycejnd diferen-
cidlni rovnice n-tého fadu (3.53) ekvivalentni systému
d
d—i/ = A(t)y + b(t), (3.54)
kde
0 1 0 0 0
0 1 0 0
A(t) = : : : : R : )
0 0 0 0 e 1
—ao(t) —Qaq (t) —ag(t) —a3<t) cee —an_l(t)
a

b(t) = (0,0,...,0,b%(t))".
Podobné se ukaze, ze pocatecni problém

u™ + ay g (OuY 4 ay () + ag(t)u = b¥(t),

3.55
U(to) = us, ul(t()) = U2,... 7u(n—1) (tO) = Up ( )

je ekvivalentni pocatecni uloze
Y =A@y +0b(t), y(to) =10, (3.56)

kde
Yo = (u1,ug, ..., up)".
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3.16 Shrnuti kapitoly

Tato kapitola byla vénovana linearnim systémtim obycejnych diferencialnich rovnic prv-
niho fadu. Po nezbytném pfipomenuti pomocnych poznatkt byla vylozena struktura obec-
ného feseni linearnich homogennich i nehomogennich systémi. Dalsi ¢ast kapitoly byla veé-
novana jedné z metod feseni homogennich linearnich systémt s konstantnimi koeficienty.
Jeji podstatou bylo vyuziti exponencidly matice. V zavéru kapitoly byly vyuzity vlast-
nosti fundamentalnich matic k vytvoreni fesSeni pocatecnich tloh pro rtzné typy linearnich
systému.

3.17 Resené priklady
Priklad 3.42. Najdéme obecné feseni systému

o= 25+ e,
Yy, = —3y1 + 6y

s pomoci exponencidly matice.
Reseni. Nejprve najdeme charakteristicky polynom matice A:

det(\Ey — A) = ‘A -2 -

3 A_6‘ =M -8\+15=(A—-3)-(A—5).
Pomocna pocéateéni tloha typu (3.39), (3.40) je druhého fadu:
y" — 8y + 15y =0, y(0) =0, v'(0) = 1.
Tato tiloha mé& obecné feseni y(t) = dye3 + dye®. Dale plati 3/ (t) = 3d,e® + 5dqe™,
y(0)=0,40)=1 = dy=-1/2,dy =1/2

1 1
t - _ - 3t - 5t'
y(t) 2e + 26

Definujme v souladu se vztahem (3.41)

29 1 0 _%e3t+ge5t —%e?’t—ir%e“ .

Exponenciala matice ma tvar

@]
N
o~
|
VR
[\ [
D
w
o~
o |
Nl
(@)
ot
N
[\l [
D
w
o~
| o
o
D
ot
~
~_
+
|
N | —
@)
w
&
+
NN
@)
ot
o~
~__
VR
| o
D =
-

3
3.3t 1.5 1.3t , 1.5t
- (26 2¢ €7 1 3¢ )
3.3 3.5t 1.3t 3.5 ]°
2€ 2€ € t 3¢
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Vysledné obecné feseni je dano vztahem

_ At G
y_e (C2>7

kde c; a ¢y jsou libovolné konstanty. O

Priklad 3.43. Najdéme obecné feseni systému

yi = 12y; — Oy,

Ys 21+ 4 (3.57)

s pomoci exponencidly matice.

Reseni. Podobné jako ve vyse uvedeném Ptikladu 3.42 dostavame

= A2 —16A+60 = (\—6)- () —10).

det(AEy — A) = ‘A -1z 6 ‘

-2 A—4
Pomocna pocatecni tloha ma tvar
y" — 16y +60y =0, y(0) =0, y'(0) =1

a jeji obecné Teseni je: y(t) = d1e% +dqe'%. Dale mame: i/ (t) = 6d;e% +10d2e!*. S pomoci
pocatecnich podminek pak snadno obdrzime hodnoty konstant:

1 1
£ — St T al0t
y(t) 4e + 4e

Definujme vektor z(t):

(Zl) B (—16 1) <_;1166t + ielot> B ( geﬁt . %elot )
- 3.6t , 5,10t | 1.6t , 1,10t | °
<2 1 0 —5€ +§e —2© —i—Ze
Nakonec

5.6t _ 3,10t
ar_ (3% — e 0 Lee L) (12 —6) _
© ( 0 ge& — %ewt) + ( 4° * 4° 2 4

1.6t , 3,10t 3.6t _ 3.10t
€ + 5€ 5€ 5€
_%eﬁt_i_%ewt 3.6t 1,10t

Obecné feSeni tlohy (3.57) je

kde ¢q, ¢o jsou libovolné konstanty. O
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Priklad 3.44. Pomoci exponencidly matice najdéme obecné feSeni systému

yi = 2y1 + e,
Yo = —uy1 + 4.

Reseni. Podobné jako ve vyse uvedenjch piikladech dostavame

A—2 -1

‘:/\2—6)\+9:(/\—3)2.

Pomocny pocatecni problém ma tvar
y" =6y +9y =0, y(0) =0, y'(0) =1

a jeho obecné Teseni je y(t) = (d; +dat)e®. Derivace feSeni je i/ (t) = 3(dy + dat)e™ + dae®.
Vyuzijeme pocatecni podminky. Dostavame:

y(O):O,y/(O)zl — d;1=0,3d1+do=1 = dy=1.

Definujeme
y(t) = te.

21y (-6 1 tedt _ (@ =3t)e*\ _ (1-3t) o3t
) 1 0)\(1+3t)e¥) tedt N t '
Odpovidajici maticova exponenciala méa tvar
10 2 1
At _ (1 _ 3t 3t _
e’ = (1—3t)e (0 1) + te (_1 4)
(1 — 3t)e3 + 2te? te3t _ (1=t )
—te3t (1—-3t)e +4te’ ] — \ —t 1+t ‘

Obecné feseni vychozi tlohy je dano vztahem:

At C1 o Cl(l — t) -+ Cgt .3t

y=¢ (Cg) N <—61t+C2<1+t) e
kde ¢; a ¢ jsou libovolné konstanty. Zapisme tento vysledek v jiném tvaru. Predefinujme
konstanty (nahradime dané libovolné konstanty jinymi libovolnymi konstantami). Necht

c1 = —Kyaco =K+ Ky, kde K; a K, jsou libovolna ¢isla. Pak lze vysledek zapsat ve
tvaru

Pak

yi(t) = Kie® + Kote™,
y2<t) = K1€3t+K2(1+t)'63t.
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Priklad 3.45. Jsou dany vektory

sinx —cosT
i) = (o )0 )= (i ). a>0

T T

Ovérte, ze tyto vektory tvori fundamentalni systém feSeni homogenni soustavy rovnic
prislusné k nehomogenni soustave

y1:—£+y2+2sin$, x>0
x

Yy = —yl—%—i-Qcosa:, x>0
x
a najdéte jeji obecné Teseni.
Reseni. Uloha je typem nehomogenni soustavy: y' = A(t)y + b(t). Vektory i1 (), ()
jsou linearné nezavislé. Ukazeme, ze ¢ je feSenim homogenniho systému
! n

Y=t
xz

y/ = —y _Z/2

2 1 z

Potom .
cosz)r — (sinz)l —**  cosz Y11
y;l(x) = ( ) 2( ) = + :__+y127
x x x x
—(sinz)z — (cosz)1 siny  °F Y12
Y1o(T) = ( ) 2 ( ) = - ==Y - -
x x x x

Podobné se ukaze, ze i souradnice druhého feseni vyhovuji danému systému.
Najdeme obecné feseni. Vektor pravych stran b(x) je

?(x) _ ( 2sinx )

2cosx

Fundamentalni matice je tvorena z linearné nezavislych vektort:
sinz _ cosxw
®(x) = ( che st ) -
x x
Pouzijeme vzorec
xT
Yoo(x) = ®(2)C +/ O(x,s)b(s) ds.
o
Najdeme matici ®(z, s) = ®(x) (@(s))_l. Nejprve urc¢ime inverzni matici k matici
sins _ coss
o)~ (o i ).
S S

Inverzni matici hleddme s pomoci adjungované matice. Tj. mame-li matici B, pak B~ =
= dei 5 adjB. Postup pfi hledani adjungované matice:
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Nahradime kazdy prvek matice jeho algebraickym dopliikem (tj. determinantem ma-
tice vzniklého po vyskrtnuti prislusného radku a prislusného sloupce, vynasobenym
mocninou (soué¢tem indexii odpovidajiciho prvku) ¢éisla —1).

2. Ziskanou matici transponujeme.

Tedy:
sins _coss sin®s  cos?s 1
det ® = | s sin's = 2 + T =53 0,
= p, s s s
sins _ coss T sin s cos s
ad.] ¢ = coss s sin% = . csos s Sifl s )
s s s s
1 (s) 1 e eEs ssins  sScoss
s) = —- ; = . .
L —ces sl —scoss ssins
s s s

snE  _cosy $sins SCOSS
(I)(:Ca 8) = cog':sx singc : :
csz - snT —Scoss ssins

T T

sinxsins—k%cos:zcoss isinxcoss—%cosxsins 2sins |
%cosxcoss+§sinxsins 2cos s

7N
Bln&|n

cosxsins — %sina:coss

( 2s ginzsin? s + 22 cosx cos ssin s + 22 sin x cos? s — 22 cos 2 sin s Cos )

25— fsinxcosssins—kfcosxcosZS—i-fsinxcosssins

s sinx Snt
=2—- =2s- cob .
X COS T =

Obecné Teseni je dano vzorcem

=2 cos x sin

T

Jop() = ®(2)C + / ®(x,s)b(s) ds
zo
Dosadime za ®(z), ®(z, s), C, b(s) a dostaneme
sinz _ cosz Cy x sinx
gob(x)_<co€m sin’c )(C )"‘/ 23'<co€x)ds_
Tz oz 2 zo T
Clsiﬂ _ Czcosx sinx T
“(Ge Gie ) r2(( 2 ) [

C’lsiﬁ—ng sinz s2
= cosz sing | F2( etz |5
1 p + Cy p 2

Obecné feseni je tedy
. Cl sinx __ 02 cos T 9 9 sinz
yob(x) - ( C cos +C sin.x + (l’ —96'0) cos :
1 xX 2 X X
Polozime zg = 0 a dostavame

. Cy 82z _ o8z T sinx
uie) = (Gioke s e )+ (222 ).
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Cviceni

1. Pomoci exponencidly matice najdéte obecné feSeni systému

a)
vi = 1Ty + 9y,
Yy = —25y1 — 13y
b)
Yy = Y2 + Y3,
Yo = 0 + s,
ys =y o+ Y
c)
yvi = =3y + dy2 — 2ys,
Yy = Y1 + Y3,
y3 = 6y — 6y2 + 5ys.

2. Sestavte a Feste systém odpovidajici obvodu na obrazku 3.2. Volte smycky podle navodu na
obrazku 3.3

Uo Lpg
o + @ — l B>
L1 $7L1 U, Cl — )UCl L3
—
Il
Il
02 Rg B,
L s
L~ —
_'D
i,
Obr. 3.2: Obvod ¢.1 Obr. 3.3: Smycky k obvodu ¢.1

3. Sestavte a TeSte systém odpovidajici obvodu na obrazku 3.4.

oh B Lo
I I . YY)
ilf W Zri‘z
Rs
+ 51 59 g
gy (t) <> <> gy (t)
U,
| |
Ry Ry

Obr. 3.4: Obvod ¢.2
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4. Sestavte a TeSte systém odpovidajici obvodu na obrazku 3.5.

L1 L2
Y YN\ YY)

1 12

e () By I

Obr. 3.5: Obvod ¢.3

5. Sestavte a Teste systém odpovidajici obvodu na obrazku 3.6.

Obr. 3.6: Obvod ¢.4

Vysledky
1. a) Obecné feseni systému mé tvar w(t) = —3Kje — (x4 2)Kpte™,
) Y ya(t) = BK1e* + (bx +3)Ky - e?.
U1 (t) = Kleft + ngft =+ ngQt,
b) Obecné feseni systému ma tvar ys(t) = —Kje !+ Kze*,
yg(t) = —ngft + K362t .
U1 (t) = Klet + ng_t,
c¢) Obecné feseni systému ma tvar yo(t) = Kjet + Kze?,
Y3 (t) = —ng_t + 2K3€2t .

Maplety

Kliknutim na nasledujici odkazy si lze pomoci maplett procvicit tato témata:
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. Nalezeni feseni linearni diferencialni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty a spe-

cialni pravou stranou.

. Nalezeni feSeni linearni diferencidlni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty a par-

tikularni feseni pomoci variace konstant.

Nalezeni feSeni systému linearnich rovnic 1. Gaussovou elimina¢ni metodou.

4. Nalezeni inverzni matici.

. Nalezeni exponencialu konstantni matice.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/ODEDruhehoRaduNeurciteKoeficienty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/ODEDruhehoRaduNeurciteKoeficienty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/ODEDruhehoRaduVariaceKonstant.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/ODEDruhehoRaduVariaceKonstant.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SoustavaLinRovnic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/InvMatice.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/exponencialaMatice.html
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4  Soustavy linearnich diferencial-
nich rovnic s konstantnimi koefi-
cienty - reSenli na bazi zobecné-
nych vlastnich vektoru

4.1 Cil kapitoly

V predchozi kapitole jsme se naucili vyuzivat exponencialu matice. Jeji nalezeni vsak neni
jednoduché zalezitost. Proto uvedeme postup, pomoci kterého lze fesit soustavu linear-
nich diferencialnich rovnice s konstantnimi koeficienty pomoci konstrukce tzv. vlastnich
vektori. Prednosti této metody je, zZe dava reseni tak, jak o ném bylo hovoreno ve vétach
o struktufe reseni. Jinymi slovy, metoda umozni nalézt n linedrné nezavislych reseni sou-
stavy. Linearni kombinace téchto feseni d& obecné feseni soustavy. Pfi pouziti metody
budeme pracovat s charakteristickym rovnici a s jejimi kotfeny. Cilem je sestavit obecné
feSeni v zavislosti na tom, jaké tyto kofeny jsou (redlné, komplexni, nasobné).

4.2 Formulace problému a postup jeho reseni

V této c¢asti se budeme zabyvat soustavou linearnich diferencialnich rovnice s konstantnimi

koeficienty. Zapiseme ji ve tvaru
z' = Au, (4.1)

kde A je realnd ¢tvercovd matice s konstantnimi prvky, = (21,2s,...,7,)7 a tento
vektor je vektorem hledaného FeSeni, zavisejiciho na (nezavislé) proménné ¢, tj. x = z(t).
Predpokladejme, Ze feSeni soustavy (4.1) ma tvar

x = vexp(At), (4.2)

kde A je vhodné reélné nebo komplexni ¢islo a v je vhodny (realny ¢i komplexni) konstantni
vektor. Poznamenejme, ze méame na mysli hledani feseni netrividlnich. Implicitné tedy
predpokldadame, ze z(t) Z 0 na R. To vede ke ziejmému konstatovani, Ze nas budou
zajimat jen takové vektory v, které nejsou identické s nulovym vektorem o. Po dosazeni
tvaru (4.2) do soustavy (4.1) dostavame

v exp(At) = Avexp(At)
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nebo
(Av) exp(At) — (M) exp(At) = (A — AE)vexp(At) = o, (4.3)

ve kterém je I c¢tvercova jednotkova matice rozméru n X n a o je jiz zminény nulovy
vektor. Ve vektorovém vztahu (4.3) lze kratit vyrazem exp(At). Dostavame vztah

(A—AE)v = o, (4.4)

Zduraznéme, Ze ve vztahu (4.4) jiz neni pfitomna nezavisla proménna ¢. Tu se po-
vedlo kracenim eliminovat. Vztah (4.4) je vztahem mezi konstantni matici A, nezndmym
(konstantnim) vektorem v a hledanym ¢islem A. Soustava (4.4) je linearni algebraickou
soustavou rovnic vzhledem ke slozkdm vektoru v. Z teorie linedrnich soustav vyplyva, ze
soustava (4.4) bude mit nenulové feSeni v pouze tehdy, kdyz bude jeji matice singularni.
Musi tedy byt

det(A — AE) = 0. (4.5)

Rovnice (4.5) je polynomiélni rovnici (stupné n) vzhledem k A. Jinymi slovy je to rovnice,
které hledané cislo A vyhovuje. Soucasné vidime, ze ¢islo A nemusi byt jediné. Obecné
muze mit rovnice (4.5) celkem n redlnych a navzdjem riznych kofent. Polynom

p(A) :=det(A — \E) (4.6)

nachézejici se v levé strané rovnice (4.5) nazyvame charakteristickym polynomem a
samotnou rovnici (4.5), tj. rovnici

p(A) =0 (4.7)
nazyvame charakteristickou rovnici. Kofeny charakteristické rovnice nazyvame
vlastni ¢isla matice A. Je-li A = A\* vlastnim ¢islem matice A a vektor v = v* je
feSenim soustavy (4.4), tj. soustavy

(A= XNE)v = o,

nazyvame vektor v* vlastnim vektorem matice A (ktery piislusi vlastnimu ¢islu \*).
Jesté jednou podtrhnéme fakt, ze z uvedeného vyplyva, ze pro kazdou dvojici vlastniho
¢isla a odpovidajiciho vlastniho vektoru \*, v* je vektorova funkce

x = v*exp(A*t)

jednim z FeSeni soustavy (4.1).

4.3 Pripad realnych a navzajem riuznych korent cha-
rakteristické rovnice
V pfipadé, ze ma charakteristickd rovnice (4.5) n navzajem ruznych vlastnich ¢isel (kterad

jsou samoziejmeé redlna)

A A2y A (4.8)
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a vektory
V1, V2, ..., Up (4.9)

jsou jim odpovidajici vlastni vektory, je konstrukce obecného feseni soustavy rovnic (4.1)
jednoduché. Snadno lze provéfit, ze tato soustava vlastnich vektort je linearné nezavisla.
Pak z obecné teorie linearnich soustav okamzité vyplyva tento vysledek:

Véta 4.1 (pripad nenasobnych vlastnich ¢isel). Md-li matice A celkem n navzdjem
ruznych vlastnich cisel (4.8), ktergm odpovidaji vlastni vektory (4.9), potom n vektorovych
funkci

v1 exp(Ait), v exp(Aat), . .., v, exp(A,t) (4.10)

tvori fundamentalni systém FeSeni soustavy rovnic (4.1). Obecné Tesent této soustavy
lze vyjadrit ve tvaru:

z(t) = Cyuy exp(Mit) + Covg exp(Aat) + - - - + Cpu, exp(Ant), (4.11)
kde C1,Cs, ..., C, jsou libovolné konstanty.

Priklad 4.2. Metodou popsanou vyse urcete obecné feseni soustavy rovnic:

o= =2y — 2@,
! ' 2 (4.12)
Ty = —3T1 — Do

Reseni. Soustava (4.12) je specidlnim p¥ipadem soustavy (4.1) pro n = 2 a matici

A (:3 j)

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feSeni charakteristické rovnice
det(A—AE)=0

tj. rovnice
’—2 -A =2

4 _1_>\‘:>\2+3)\—4:(/\—1)()\+4):0.

Jeji kofeny (a tedy hledand vlastni ¢isla) jsou A\; = 1 a Ay = —4. Mame tedy dvé redlné a
ruzna vlastni ¢isla. Proto lze pfi hledani obecného Feseni soustavy (4.12) vyuzit Vétu 4.1.

Najdéme nyni vlastni vektory, odpovidajici vlastnim ¢islim. Prvnim vlastnim vekto-
rem

U1 = (11117 U12)T7

odpovidajicim vlastnimu ¢islu A; = 1 je libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah
(A - )\IE)Ul = 0.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

-3 -2\
3 _9 V1 = O.
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Vzhledem k linearni zavislosti fadkti matice se soustava redukuje na jediny vztah
—3U11 — 2U12 =0

a jedno nenulové feseni je napiiklad v; = (2, —3)T. Reseni soustavy (4.12) odpovidajici
tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu d¢islu je

l’l(t) = (L’Eu(t), J]m(t)) = (2, —3)T . et.
Podobnym zptisobem postupujeme v pripadé druhého vlastniho ¢isla Ay = —4. Vlastni
vektor vyl = (v, vgg)T, odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = 4 je libovolny nenulovy vektor,

splniujici vztah
(A — X E)vy = o.

2 -2\
_3 3 Vg = O.

Tato soustava se redukuje na jediny vztah

Po rozepsani dostavame soustavu

22}21 — 2?]22 =0

a jedno jeji nenulové feseni je naptiklad vy = (1,1)7. ReSeni soustavy (4.12), které odpo-
vida tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu c¢islu je

Ig(t) = (l’Ql(t),.TQg(t)) = (1, 1>T . e*4t.
Fundamentélni systém Feseni soustavy (4.12) je tvofen dvojici linedrné nezavislych feseni
(2,-3)" e a (1,1)7.e*

a jeji obecné feseni x(t) je dano linedrni kombinaci

z(t) = C1(2,-3)" - e + C(L, )T - e = ¢ (_g) e+ Oy G) et

s libovolnymi konstantami C a C5. Na zavér jesté rozepisme posledni vztah po slozkach.
Protoze x(t) = (x1(t), z2(t))T, mame

l‘l(t) = ZC'let + Cge_4t,
To(t) = — 3e' + Coe™ ™.
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4.4 Pripad komplexnich nenasobnych vlastnich ¢éisel

Predpokladejme, Ze charakteristickd rovnice (4.5) méa komplexni kofen
A=a+ -1,

kde i je imaginarni jednotka. ProtoZe koeficienty charakteristického polynomu (4.6) jsou
realna Cisla (tento zavér vyplyva z predpokladu realnosti matice A) je kofenem charakte-
ristické rovnice i ¢islo komplexné sdruzené s korenem A, tedy cislo

A=a—p-i.
Predpokladejme dale, ze v je vlastni vektor odpovidajici vlastnimu ¢islu A. Pak je vektor
x(t) = vexp ()

feSenim soustavy (4.1). Ukazme nyni, Ze FeSenim soustavy (4.1) je také vektor komplexné
sdruzeny k vektoru z(t), tj. vektor

7(t) = vexp (M) = vexp (\t).
Cislo A a odpovidajici vlastni vektor v vyhovuji soustave (4.4), tj. vztahu
(A—XE)v =o.

Protoze se jedna o vztah mezi komplexnimi ¢isly musi se sobé rovnat (v pfipadé zapsani
komplexnich ¢isel v algebraickém tvaru) redlné a imaginarni slozky ¢isel na levych a
pravych stranach. V pfipadé uvedeného vztahu jsou pravé strany nulové, proto jsou jak
realné, tak i komplexni slozky ¢isel na levych stranach nulové. Proto je tedy jasné, ze
tento vztah bude platit také v piipadé, ze budeme porovnavat c¢isla komplexné sdruzena,
tj. bude platit

(A—A\E)v =0.

Upravami, které jsou bézné pii po¢itani s komplexnimi ¢isly tento vztah redukujeme na
vztah

(A-AEu=o0

a nakonec na vztah

(A= XE)T = o. (4.13)

Tento vztah lze interpretovat takto: vyhovuji-li ¢islo A a odpovidajici vlastni vektor v
soustavé (4.4) pak této soustavé vyhovuji i veli¢iny komplexné sdruzené - ¢islo A a vektor
v. To tedy znamend, Ze vyse formulované tvrzeni plati - je-li vektor

x(t) = vexp ()
feSenim soustavy (4.1), pak je také vektor

Z(t) = vexp (At)
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feSenim této soustavy. Obé dvé feSeni z(t) a Z(t) jsou komplexnimi funkcemi. Vzhledem
k linearité uvazované soustavy (4.1) a k podmince, Ze matice A je redlnd opét dospi-
vame k zavéru, Ze po dosazeni libovolného z téchto feseni z(t) nebo Z(t) vyjadfenych v
algebraickém tvaru do soustavy (4.1) musi byt jak realné tak imaginarni slozka libovolné
levé strany nulova. To soucasné znamena, ze FeSenim soustavy (4.1) je jak oddélené vzata
realné slozka TesSeni, tak i oddélené vzata imaginarni slozka feSeni. Kazda z téchto slo-
zek je jiz realnou funkci. Timto postupem jsme ze dvou komplexnich FeSeni z(t) a
Z(t) ziskali dvé realna FeSeni Rex(t) a Imx(t). Definujme tedy tato dvé realna feseni
formulemi

n(t) = Rex(t) =
(4.14)

pa(t) = Imz(t) =

Snadno lze ukazat, ze jak dvé komplexni FeSeni x(t) a T(t) tak i dvé redlnd feseni Re x(t)
a Im x(t) jsou linedrné nezavisla. Ziskany vysledek sformulujeme jako vétu.

Véta 4.3 (komplexni nenasobna vlastni éisla). Je-li komplezni ¢islo A = a+ 3 - i
vlastnim cislem matice A a je-li v odpovidagici vlastni vektor, pak md soustava (4.4) dvé
linedrné nezavisld a redlnd tesent y1(t) a y2(t) dand vztahy

n(t) = Re[vexp(At)],

(4.15)
p(t) = Im[vexp (M),
Priklad 4.4. Urcete obecné feSeni soustavy rovnic:
= 1 + 39,
! ' ? (4.16)
Ty = —3r1 + To.

Reseni. Soustava (4.16) je specidlnim piipadem soustavy (4.1) pro n = 2 a matici

(43

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feSeni charakteristické rovnice
det(A—AE)=0
tj. rovnice

1-X 3
-3 1-A

‘:)\2—2>\+1O:()\—1—3i)()\—1+3z'):0.

Jeji kofeny (a tedy hledand vlastni ¢isla) jsou komplexni: \; = 14 3i a Ay = 1 — 3i. Mame
tedy dvojici komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel. Proto lze pii hledani obecného feseni
soustavy (4.16) vyuzit Vétu 4.3.
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Uréeme nyni vlastni vektory, odpovidajici prvnimu vlastnimu ¢isld. Vlastni vektor
v = (vi1,v12)7, odpovidajici vlastnimu ¢éislu A\; = 1 + 37 je libovolny nenulovy vektor,
splnujici vztah
(A — )\1E)Ul = 0.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

~3 3\
-3 -3) T

Vzhledem k linedrni zavislosti fadkt matice (prvni fadek je i-ndsobkem druhého) se sou-
stava redukuje na jediny vztah
—3i?]11 + 31)12 =0

a jedno nenulové feseni je napifklad v; = (1,i)7. Reseni soustavy (4.16) odpovidajici
tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

z1(t) = (211(1), 212(2)) = (1,4)T - 1F30t =

(1,7)" - e'(cos 3t +isin3t) = e’ - ( cos 3t + 28111325) :

—sin 3t + ¢ cos 3t

Pomoci vztahii (4.14) nebo (4.15) nyni uréime dvojici linedrné nezavislych realnych feseni,
tj. redlny fundamentalni systém y;(¢), y1(t) soustavy (4.16):

yi(t) = Remwy(t) = 1($1(1f)+fl(1t>): et'(_Zifgz)’

y2(t) = Ima:l(t) = l (l‘1<t) _fl@)) _ ot . (Sin3t> '

21 cos 3t

Obecné feseni z(t) soustavy (4.16) je dano linedrni kombinaci

x(t) = Cyi(t) + Coya(t) = Cpet - ( Cos 3t> + Chet - (sm St)

—sin 3t cos 3t

s libovolnymi konstantami C' a C5. Na zavér jesté rozepiSme posledni vztah po slozkach.
Protoze x(t) = (x1(t), 22(t))T, mame

z1(t) =( Cjcos3t+ Cysindt) - e,
x5(t) =(—Cy sin 3t + Cy cos 3t) - €.
]
Priklad 4.5. Urcete obecné feSeni soustavy rovnic:
A r1 + 3o,
¥y = —=bry + my — w3, (4.17)

T3 = —b6x; — 6z — 2x3.



SOUSTAVY LINEARNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY -
78 RESENT NA BAZI ZOBECNENYCH VLASTNICH VEKTORU

Reseni. Soustava (4.17) je specialnim piipadem soustavy (4.1) pro n = 3 a matici

1 3 0
A=|-5 1 -1
-6 —6 -2

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako TeSeni charakteristické rovnice
det(A—AE) =0
tj. rovnice

1—A 3 0
~5 1-X =1 |= (poupravé) = —(A+2)[(A—1)*+9] =0.
6 -6 —2-)\

Jeji kofeny (a tedy hledana vlastni ¢isla) jsou A\; = =2, A\g =1+ 3i a A3 = 1 — 3i. Mame
tedy tfi nenasobna a rtzna vlastni cisla. Jedno realné a dvé komplexné sdruzena. Proto
pti hledani obecného feseni soustavy (4.41) vyuzijeme v pfipadé kofene A\; = —2 Vétu 4.1
a v pripadé komplexné sdruzenych korenti Ay = 1+ 37 a A3 = 1 — 37 vyuzijeme Vétu 4.3.
Hledejme vlastni vektory, odpovidajici vlastnim ¢islim. Prvni vlastni vektor

vy = (7111,1)12,1113)T7
odpovidajici vlastnimu ¢islu A\; = —2 je libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah
(A—ME)v =o.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

3 3 0
-5 3 —-1] -vy=o.
-6 -6 0

Tteti radek lze vynechat a soustavu redukovat na tvar

V11 + U1g -+ 0 = O,
—5’011 + 3U12 — V13 = 0 .

Jedno nenulové feseni je napiiklad v; = (—1,1,8)7. Reeni soustavy (4.17) odpovidajici
tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

21(t) = (211 (1), 112(t), 213(8)) = (=1,1,8)T - &2,

Druhy vlastni vektor vy = (va1,va2,v93)7, odpovidajici vlastnimu &islu Ay = 1 + 3i je
libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah

(A - )\QE)UQ = 0.
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Jeho rozepsanim dostavame soustavu

-3 3 0

-5 =3 -1 Vg = 0.

-6 —6 —-3-—3i
Pri¢teme-li ke druhému fadku prvni fadek vynasobeny ¢islem (5/3)i a ke tfetimu Fadku
prvni vynasobeny ¢islem 2¢ dostavame

-3 3 0
0 21 —1 - U9 = 0.
0 —6+61 —3—31¢

Dale pri¢téme druhy fadek nasobeny ¢islem —3(1 + i) ke tfetimu fadku. Mame

-3 3 0
0 2¢ —1]-vy=o0.
0 0 0
Nyni snadno uréime jedno nenulové feseni. Je jim napifklad vektor vy, = (—i,1,24)7.

Reseni soustavy (4.17) odpovidajici tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu é&islu je

Ig(t) = (ZL’Ql(t), IQQ(t), l’gg(t)) = (—Z, 1, QZ)T . e(1+3i)t =
sin 3t — 2 cos 3t
(—i,1,2i)" - e'(cos 3t +isin3t) = e" - cos 3t + i sin 3t
—2sin 3t + 27 cos 3t

Pomoci vztaht (4.14) nebo (4.15) nyni uréime dvojici linearné nezavislych realnych feseni
y2(t), ys(t) soustavy (4.17), odpovidajicich komplexnimu FeSeni z5(t):

1 sin 3t

y2(t) = Reuxs(t) = 3 (o(t) + Ta(t)) = € - cos3t |,
—2sin 3t
1 —cos 3t
ys(t) = Imuay(t) = % (xo(t) — Ta(t)) = € - sin 3t
! 2cos 3t

Fundamentalni systém feseni soustavy (4.17) je tvofen trojici linedrné nezavislych feseni

-1 sin 3t — cos 3t
e 2l 1],e- cos3t | ,et- sin 3t
8 —2sin 3t 2 cos 3t

Jeji obecné feseni x(t) je dano linedrni kombinaci

-1 sin 3t — cos 3t
w(t)=Cre™® | 1|+ Cye'- cos 3t | + Cze’ - sin 3t
8 —2sin 3t 2cos 3t

s libovolnymi konstantami C, Cs a Cs. O
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4.5 Pripad nasobnych vlastnich cisel

V céastech 4.3 a 4.4 byly rozebrany piipady nenasobnych vlastnich ¢isel jak redlnych, tak
i komplexnich. Bylo ukazano, ze v kazdém z téchto pripadid ma feseni tvar, ktery byl
predpokladan, tj. tvar (4.2). V pfipadech, kdy jsou kofeny charakteristické rovnice (4.7)
nasobné je konstrukce fundamentalniho systému komplikovanéjsi. Ukazuje se, ze kazdému
nasobnému vlastnimu ¢islu A odpovidé pfesné tolik linedrné nezavislych feseni, jaka je
jeho nasobnost. Mezi témito fesenimi se vzdy vyskytuje alespon jedno feSeni, jehoz tvar
jsme predpokladali, tj. feSeni ve tvaru (4.2). Linearné nezavislych feseni tvaru (4.2) miize
byt i nékolik. Mohou vsak pribyt dalsi feseni, ktera jiz tento tvar nemaji. V této c¢asti
popiseme konstrukci téchto reseni. Muzeme pfiblizné Tici, ze kazdé nasledujici linearné
nezavislé feseni (které jiz nemd tvar (4.2)) odpovidajici ndsobnému vlastnimu ¢islu A je
nasobkem kazdé souradnice feSeni tvaru (4.2) vhodnym polynomem (vzhledem k nezavislé
proménné) stupné nejvyse prvého. Dalsi feSeni (pokud existuje) je odvozeno z prvého
feSeni (4.2) opét nasobenim kazdé jeho souradnice vhodnym polynomem stupné nejvyse
druhého atd.

V piipadé, Ze nasobné vlastni ¢islo A je komplexni, bude (vzhledem k tomu, Ze matice A
je realna) komplexné sdruzené ¢islo ) také vlastnim &islem stejné nasobnosti. Podobné jako
v Casti 4.4 1ze ukazat, ze v ptipadé existence komplexniho feSeni x = x(t) soustavy (4.1)
muzeme pomoci vzorct (4.15) obdrzet dvé realna feSeni y; () a y2(t) soustavy (4.1).

Uvedme nyni postup, vedouci k nalezeni fundamentalniho systému fFeSeni sou-
stavy (4.1).

4.6 Zobecnéné vlastni vektory

Vektor v nazyvame zobecnénym vlastnim vektorem hodnosti r, odpovidajici vlast-
nimu ¢islu A, jestlize plati

(A= AE)v =0 (4.18)

(A—AE)" v #o. (4.19)

Je-li dan zobecnény vlastni vektor v hodnosti r, odpovidajici vlastnimu ¢islu A, pak k
nému definujeme odpovidajici Fetézec zobecnénych vlastnich vektoru

V1,02, ...,Up (420)
délky r takto:
(v, = v,
v = (A= AE)y, = (A—AE)v,
4 Vp—o = (A — )\E)UT,1 = (A — )\E)2’U7 (421)
L1 = (A=AE)ur, = (A-XE)" o

Poznamenejme, Ze z uvedené podminky (4.18) okamzité vyplyvé, ze vektor v; v fe-
tézci (4.20) je vlastnim vektorem odpovidajicim vlastnimu ¢islu A, nebot dle (4.19)
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a (4.21) je vy # o a dle (4.18) je (A — AE)v; = o. Jednomu vlastnimu ¢&islu muze
odpovidat nékolik riznych fetézcid, které mohou mit rtizné délky. Bez dikazu uvedme
nésledujici poznatky o zobecnénych vlastnich vektorech (ptislusné diukazy k témto a k
dal$im poznatkim jsou obsazeny v nékterych ucebnicich algebry).

Véta 4.6. Vsechny vektory tetézce (4.20) jsou linedrné nezdvislé. Odpovida-li jednomu
vlastnimu cislu nekolik zobecnényjch vlastnich vektoriu, které nejsou linedrné zdavislé, pak je
mnozina vektord tvorend vsems prislusnymi Tetézci linedrné nezdavislou mnoZinou. Soucet
délek vsech linedrné nezdvislych rtetézcu odpovidajicich danému vlastnimu cislu je roven
jeho nasobnosti. Zobecnéné vlastni vektory odpovidajici riuznym vlastnim cislam jsou li-
nearné nezavisle.

4.7 Metoda vlastnich vektoru

4.7.1 Konstrukce fundamentalniho systému

Poznatky uvedené ve Véte 4.6 jsou teoretickym zékladem garantujicim spravnost a iplnost
nize uvedeného postupu konstrukce fundamentalniho systému feseni soustavy (4.1). Pred-
pokladejme, ze A je vlastni ¢islo matice A, vektor v je zobecnénym vlastnim vektorem
hodnosti s a (4.20) je odpovidajici fetézec vlastnich vektort. Jak bylo uvedeno vyse, plati

(A= AE)v; = o. (4.22)
Jinymi slovy, v; je vlastni vektor matice A, pfislusejici vlastnimu ¢islu . Proto je vektor
yp = vieM (4.23)

feSenim soustavy (4.1). Definujme vektor
Yy := (1t + vg)eM (4.24)

a ukazme, Ze je FeSenim soustavy (4.1). Skutecné, pomoci vztaht (4.21) (ze kterych mj.
vyplyva (A — AE)ve = vy, tj. Avy = Avg + v1) a (4.22) (tj. Av; = Avy) dostavame
yy = [(it +v2)eM] = vie™ + A(urt + vg)e™ = [(Murt) + Mg + 0] M =
t (Avie™) + (g + v1)e =t (Avie™) + Avge™ =
A (vit + vg) M = Ays.

Tim je tvrzeni, Ze vektor yo je FeSenim soustavy (4.1) provéfeno. Definujme dalsi vektor

t2
Y3 ‘= <Ul . 5 + ’UQt + ’Ug) eAt

a také ukazme, Ze je feSenim soustavy (4.1). Dostavame (kromé vyse uvedenych vztahii
pouzijeme jesté Avs = Avg + vs)
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t2 ’
Yy = {(vl = + vot + vg> eﬂ = (vit + vo) &M+

t2 t2
A (vl g + vot + U3> M = ()\vl g + (Avg +v1) t + (Avz + Ug)) M =

t2
5 ()\vle)‘t) + t(Avg + v1)eM + (s + vy)eM =
2

£ (Avle)‘t) + tAvgeM + AvgeM =

t2
A <v15 + vt + Ug) M = Ays.

Podobnym zptisobem konstruujeme dalsi vektory az po vektor

tr—l tr—2 A\
= —_ . 1t , )
Y (vl (r_l)!+v2 (r—2)!+ + U1 +v)e

Protoze jsou vektory fetézce (4.20) dle Véty 4.6 linearné nezavislé a

y1(0) = v1,42(0) = va, ..., y,-(0) = v,,

jsou vektory
hn (t)v yQ(t)v s 7yr<t) (425)

také linedrné nezavislé. Ziskali jsme tedy r linedrné nezavislych FeSeni (4.25) sou-
stavy (4.1).

Véta 4.7. MnoZina vSech vektori (konstruovangch vyse uvedenym zpisobem) odpovida-
jicich vsem vlastnim cislim a vsem jim odpovidajicim 7vetézcum zobecnénych vlastnich
vektori tvori fundamentalni systém soustavy (4.1).

Stranou jsme prozatim nechali otazku kolik zobecnénych vlastnich vektorid odpovida
nasobnému vlastnimu ¢éislu A. Odpovéd na ni vyplyva z teorie algebraickych linearnich
systému a je obsazena v nasledujici vété. Ozna¢me hodnost matice

A—-)\E (4.26)
pismenem / a jeji nulitu pismenem v, kde v =n — h.

Véta 4.8. Pocet zobecnénych vlastnich vektori odpovidajicich ndsobnému vlastnimu cis-
lu \ je roven nulité v matice (4.26).

[lustrujme popsany postup nékolika priklady.

4.7.2 Tlustrace - konstrukce fundamentalniho systému

Priklad 4.9. Urcete obecné FeSeni soustavy rovnic:

.Z‘ll = T -+ To — xs3,
rh = —x1 + x2 — a3, (4.27)

xh = — xy + 2x3.
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Reseni. Soustava (4.27) je specidlnim piipadem soustavy (4.1) pro n = 3 a matici

1 1 -1
A=|-1 1 -1
0 -1 2

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako Teseni charakteristické rovnice
det(A—AE)=0
tj. rovnice

1-A 1 -1
-1 1-X =1 |= (potpravé) =—(A—1)*(A—2)=0.
0 -1 2-A

Vlastni ¢isla jsou: nenasobné ¢islo \; = 2 a dvojnasobné c¢islo Ay = A3 = 1. Hledejme
vlastni vektory, odpovidajici vlastnim ¢islim. Prvni vlastni vektor

U1 = (U117012,U13)T7
odpovidajici vlastnimu ¢islu A; = 2 je libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah
(A — )\1E)'U1 = 0.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

—1 1 -1
-1 -1 —-1]) - -vy=o0.
0 -1 0

Druhy radek matice soustavy je linearni kombinaci prvniho a tfetiho fadku. Proto lze

soustavu redukovat na
V11 + vz = 0,

V12 =0

a jedno nenulové feseni je napifklad v; = (—1,0,1)T. ReSeni soustavy (4.27) odpovidajici
tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu c¢islu je

l’l(t) = (ZL‘H(t),fElg(t), ZL‘lg(t)) = (—1, 0, 1)T . 62t.

Druhy vlastni vektor vy, = (UQl,UQQ,Ugg)T, odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = 1 je
libovolny nenulovy vektor, spliiujici vztah

(A= XNE)vy =o.
Jeho rozepsanim dostavame soustavu

0 1 -1
-1 0 —-1]-v=o0. (4.28)
0 —1 1
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Snadno lze ovéFit, ze matice soustavy (4.28) mé hodnost h = 2 a nulitu v =3 — 2 = 1.
Vlastnimu ¢islu Ay = 1 tedy bude odpovidat jeden zobecnény vlastni vektor hodnosti
r = 2. Tteti fadek matice soustavy je opa¢nym prvnim fadkem a soustavu lze redukovat

na
vgg — va3 = 0,
V21 + VU3 = 0

a jedno nenulové feseni je naptiklad vy, = (—1,1,1)7. Jedno z TeSeni soustavy (4.27)

odpovidajici tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je
2a(t) = (221(t), w22(t), w23(t)) = (1,1, 1)T e’

Vytvorme fetézec zobecnénych vlastnich vektort, odpovidajicich uvazovanému vlastnimu
¢islu. Hledejme nenulovy vektor

U3 = (U317 V32, 033)T7

splnujici vztah
(A — )\3E)U3 = V2.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

0 1 -1 —1
~1 0 —1)-w=] 1
0 -1 1 1

Prvni a tfeti fadek jsou linearné zavislé. Soustavu lze tedy redukovat na tvar

Uzg — vz = —1,

—U31 — U3z = 1

a jedno nenulové feseni je naptiklad vs = (—2,0,1)7. Dalsi feseni soustavy (4.27) odpo-
vidajici vlastnimu ¢islu Ay =1 je

l’g(t) = (l’gl(t), [ng(t), l'gg(t)) = (Ugt -+ Ug) . et = ((—1, 1, ].)Tt -+ (—2, 0, 1)T) . et.

Vsechna t¥i feSeni soustavy (4.27) tvoii fundamentalni systém feseni. Obecné FeSeni je
dano linearni kombinaci

2(t) = C1(=1,0,1)" - € + Cy(—1,1,1)" - e+
Cs (1,1, 1)t + (=2,0,1)7) - &' =

-1 -1 -1 -2
Cil o] -e¥+0, 1] e+ Cq 1|t+| O et
1 1 1 1

s libovolnymi konstantami C7, Cs a Cs.
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4.8 Weyrova maticova metoda

Postup vedouci k nalezeni fundamentélniho systému feSeni soustavy rovnic (4.1), ktery
byl uveden vysSe naprosto postacuje v pripadé, ze uvazované soustavy rovnic maji maly
pocet rovnic. V pripadé vétsiho poctu rovnic mtze byt, naptiklad, komplikaci uréeni hod-
nosti zobecnéného vlastniho vektoru v ve vztazich (4.18)—(4.21). (V piikladech, FeSenych
v predchozi ¢asti tato skutecnost nebyla na zavadu. Prislusné hodnosti se daly snadno
urcit porovnanim néasobnosti kofeni a po¢tu vlastnich vektori.) Tento problém nevznika
v metodé, kterou nyni popiseme a jejjiz zvladnuti je cilem této kapitoly. Je nazyvana
Weyrovou maticovou metodou a umoznuje celkové zmechanizovani hledani fundamental-
niho systému. Fakticky se jedna o doplnéni a modifikovani predchoziho postupu, na ktery
se budeme odvoléavat.

4.8.1 Schéma Weyrovy maticové metody

Predpokladejme, ze A je k-ndsobnym (2 < k < n) kofenem charakteristické rovnice (4.7).
Utvofme posloupnost matic

(A-\E)Y =E,

(A—AE)' = A - \E,

(A - )‘E>27

(A - )‘E)gv

(A— AE)™, (4.29)

kde ¢islo m urc¢ime tak, aby matice (A — AE)™ méla hodnost n — k. Pfifadme jim po-
sloupnost jejich hodnosti
h07 h17 h/27 h37 s 7hm°

V této posloupnosti je n = hy. Lze dokazat, Ze pro tyto hodnosti plati
ho>hy >hy>hyg>--->h,=n—%k

a Ze pro posloupnost nulit uvedenych matic (viz vysvétleni néasledujici za vztahem (4.26))

Je
O=1vy<mm<iwm<ryy<- -<v,=k%k.

Pocet matic v posloupnosti (4.29) je m + 1. Definujme déle ¢isla
01 =V —Vy,02=V2—V1,...,0m = Vm — Vm-1,

kterd se nazyvaji charakteristiky matice A (odpovidajici vlastnimu ¢&islu A). Plati pro
né vztahy:

o1+ 0a++ 0w =k (4.30)
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Charakteristiky matice A urcuji rozmisténi fetézcti zobecnénych vlastnich vektort vy,
j=12,....m,s=1,2,...,0;, odpovidajicich zobecnénych vlastnim vektortim

Umls -+ 5 Umoms Um—1,0m+15 - -« s Um—1,0,p—17 - - s V2025 - - + , Vlay (431)

které jsou rozmistény v tabulce, kterd ma m radkt a o, sloupcii:

V11 V12 C | Viey, V1,0m+1 S Vo Y Vigy | 1| Uiy
V21 V22 - V20, V2,6m+1 V2.0, 1 © | Vagy
: : (4.32)
Um—1,1 | Um—1,2 S Um—1,0m | Um—1,0m+1 C Um—1,0m-1
Um1 Um2 . Umam

Pocet vektori v kazdém tadku je urcen prislusnou charakteristikou. Je-li napriklad oy = 4,
znamend to, ze ve druhém Fadku (uréeném indexem charakteristiky) tabulky (4.32) jsou
¢tyfi (linedrné nezavislé) vektory. Obecné je v j-tém Fadku tabulky celkem o; vektort.
ProtozZe je soucet vSech charakteristik roven k (viz vztah (4.30)), pocet vSech vektort v
tabulce je také roven ¢islu k, tj. ndsobnosti vlastniho ¢isla A. Kazdy vektor v tabulce (4.32)
je nenulovy.

4.8.2 Konstrukce tabulky Weyrovy metody

Kazdy sloupec tabulky (4.32) je fetézcem zobecnénych vlastnich vektort, odpovidajicim
zobecnénému vlastnimu vektoru, kterym sloupec konci. Protoze jsou hodnosti zobec-
nénych vlastnich vektorti znamy, muzeme pii vypoctu Fetézci postupovat tak, jako v
casti 4.7 Je vSak mozné vypocet modifikovat a postupovat napiiklad takto:

1. Nejprve uréit posledni vektor v kazdém sloupci - tedy ur¢it zobecnéné (linearné
nezavislé) vlastni vektory uvedené v (4.31). To znamend, Ze je nutné pro kazdou
hodnotu indexu 7 = 1,2,...,m najit netrividlni vektor, vyhovujici rovnici

(A—)\E)jij:Q S:Uj+1+170j+1+27---70j; (433)

kde polozime o,,,1 = 0 v ptfipade€, Ze je voleno 7 = m. Pro tplnost jesté dodejme,
ze v ptipadé kdyz 0,41 + 1 > 0, neni vztah (4.33) definovan.

2. Nasledné urcit vSechny predchazejici vektory v kazdém sloupci. Tj. pro
kazdou hodnotu dvojice indexi (7, s), kde j € {1,2,...,m} as € {041+ 1,054 +
+2,...,0;}, kde polozime o,,41 = 0 v pfipadé, Ze je voleno j = m najit fetézec
netrivialnich vektort pomoci vztahi

'Uffl,s = (A — )\E)Ufm f = jv.] - 17 .- '72' (434)

Nasledujici véta je analogii Véty 4.6 a Véty 4.7. Poznamenejme, Ze vyse uvedenou kon-
strukci je mozné formalné aplikovat i v pripadé nendsobnych kotent, i kdyz vysledek
aplikace bude stejny jako v ¢astech 4.3 a 4.4. Tuto poznamku délame jen kvili iplnosti
metody.
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Véta 4.10. Predpokladejme, Ze X je k-ndsobnym kotenem charakteristické rovnice (4.7) a
Ze jsou nalezeny vsechny vektory (netrividlni) uvedené v tabulce (4.32). Pak je pro kaZdou
(fizovanou) hodnotu dvojice indexi (j,s), kde j € {1,2,...,m} a s € {oj41 + 11,0541 +

+2,...,0;}, kde poloZime 0,411 = 0 v pripadé, Ze je voleno j = m systém vektorovych
funkci

Yo = vie,

Yoo = (vie-t+ ) e,

(4.35)
1 =2 A
js V1s © 7= + Vos - +rFvii st v ) e
” <1 G-D!' T G- 7 ”)

systémem linedrné nezdvislych teseni systému (4.1). Jestlize zkonstruujeme systém linedr-
né nezdvislych reseni (4.35) systému (4.1) pro kaZdou (fixzovanou) hodnotu dvojice indexi
(4,9), kde 5 € {1,2,....m} a s € {0j41+ 1,0541 + 2,...,0,}, dostaneme celkem k line-
drné nezdavislyjch reseni (4.1), tedy tolik TeSent jakd je ndsobnost kotene \. Fundamentdlni
systém resent je sjednocent vsech mnoZin linedrné nezavislych reseni odpovidajicich vsem
kotentim charakteristické rovnice (4.7).

Poznamka 4.11. Nasledujici poznamka je terminologicka. V nékterych priruckach se
(na rozdil od ndmi zavedené terminologie) uziva termin zobecnéné vlastni vektory
pro vektory yis, Yas,- - -, Yjs Systému (4.35) a nikoli pro Fetézec zobecnénych vlastnich
vektora vy, vos,. . ., vjs (viz (4.20)).

4.9 Shrnuti kapitoly

Tato kapitola byla posledni kapitolou vénovanou linedrnim systémtim. Byl probran efek-
tivni algoritmus konstrukce fundamentalni mnoziny feseni a obecného feSeni. Pro jeji
Gspésné pouziti bylo nutné vytvorit posloupnost matic (4.29), vypocitat charakteristiky
matice A a sestavit tabulku (4.32). Posledni fazi bylo nalezeni systému feSeni (4.35) a
sestaveni obecného feseni.

Metoda konstrukce se lisila v zavislosti na tom, zdali kofeny byly realné ¢i komplexni
a nasobné ¢i nenasobné. V pripadé nasobnych kotfent se néktera reseni lisila od piivodné
predpokladaného tvaru. Vzdy vsak jedno z feseni tento tvar mélo.

4.10 Resené priklady

Priklad 4.12. Urcete obecné feSeni soustavy rovnic:

ry = x4 — xy + @3,
xh = x4 + xy — @3, (4.36)

xh = — xy + 2x3.
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Reseni. Soustava (4.36) je specialnim piipadem soustavy (4.1) pro n = 3 a matici

1 -1 1
A=11 1 -1
0 -1 2

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feseni charakteristické rovnice

det(A—AE)=0
tj. rovnice
1-x -1 1
1 1-X -1 |= (potprave) = —-(\—1)>*\—-2)=0.
0 -1 2-A

Vlastni ¢isla jsou: nenasobné ¢islo A\; = 2 a dvojnéasobné ¢islo Ay = A3 = 1. Hledejme
vlastni vektor

vy = (v{l,vi},vg)T,
odpovidajici vlastnimu ¢islu A\; = 2. Je to libovolny nenulovy vektor, spliiujici vztah

(A— M\ E)] =o.

Jeho rozepsanim dostéavame soustavu

-1 -1 1
1 -1 —1]-v]=o.
0 -1 0

Druhy radek matice soustavy je linedrni kombinaci prvniho a tfetiho fadku. Proto lze

soustavu redukovat na
—U + vz = 0,

GP =0
a jedno nenulové feSeni je napifklad v} = (1,0,1)T. ReSeni soustavy (4.36) odpovidajici
tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu c¢islu je

21(t) = (212 (t), 212(t), 113(8)) = (1,0,1)T - €.

Déle na zakladé Weyrovy metody urc¢ime feseni odpovidajici dvojnasobnému vlastnimu
¢islu Ay 3 = 1. Matice

0 -1 1
A—)\Q’gE:A—E: ]_ 0 —1
0 -1 1

mé hodnost hy = 2. Posloupnost hodnosti ukon¢ime ve chvili,kdy h,, =n—k=3-2 = 1.
Protoze h; = 2 # 1 uréime dalsi ¢len této posloupnosti. Nalézame matici

-1 -1 2
(A= X3sE)P?=(A-E?*=| 0 00
-1 -1 2
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Jeji hodnost hs = 1 = n — k a m = 2. To znamena, Ze jiz neni potfeba urcovat dalsi
¢len posloupnosti a piislusnd tabulka (4.32) bude mit dva fadky. Sestavme posloupnost
prislusnych nulit:
IZ0) :O,Vl = 1,V2 =2
a posloupnost charakteristik
o1 =109 =1.

V prvém i ve druhém fadku tabulky (4.32) bude jen po jednom pomocném vektoru a
tabulka bude mit tvar:

V11

V21

Vektor vg; = (v3y, U3y, v33)7 uréime ze vztahu (4.33) ve kterém polozime j = 2 a s = 1
(tato kombinace indexti je jedinou pfipustnou kombinaci):

-1 -1 2
0 0 0 V21 = O. (437)
-1 -1 2

Nenulové Teseni je napiiklad ve; = (1,1,1)7. Uréeme vektor vy = (viy, viy, v35)T pomoci
vztaht (4.34), kde j = 2, s = 1 a tedy jedind mozna volba je ¢ = 2. Tedy

0 -1 1 0 -1 1 1 0
V11 — (A — )\E)'Ugl = (A — E)Ugl = 1 0 —1 Vo1 — 1 0 -1 1 = 0
0 -1 1 0 -1 1 1 0

Nalezeny vektor je bohuzel trividlni. Abychom obdrzeli netrividlni vektor, musime zménit
volbu vektoru vg;. Obecné feSeni systému (4.37) je dvouparametrickou mnozinou. Vektor
va1 = (1,—1,0)7 je také feSenim systému (4.37) a vektor

0 -1 1 0 -1 1 1 1
V11 = 1 0 —1 V21 = 1 0 —1 -1 = 1
0 -1 1 0 -1 1 0 1

je jiz netrivialni. Aplikujme nyni Vétu 4.10 a utvofme systém vektorovych funkei (4.35):
Y1 = vy € = (17171)T'et7
Y21 = (’011 -1+ U21) et = ((1, 1, ].)T -1+ (1, —1, O)T) . et.
Vsechna tii FeSeni x1(t), y11 a Y21 soustavy (4.36) tvoii jeji fundamentalni systém FeSeni.
Obecné feSeni soustavy (4.36) je dano linedrni kombinaci
JT(t) = Cll‘l(t) + Czyll + nggl = Cl(l, O, 1)T . th + 02(1, 1, 1)T . et+
Cs ((1,1,1)7 - t+(1,-1,0)7) - €' =

1 1 1 1 e? e (t+1)é Ch
Cl 0 ‘€2t+02 1 ‘et—l-Cg 1]1t+ -1 'et = 0 et (t — l)et Cz
1 1 1 0 et et tet Cy

s libovolnymi konstantami C, Cs a Cs. ]
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Priklad 4.13. Urcete obecné feseni soustavy rovnic:

Ty = 11 + @9,
rh = + 4wy — a3, (4.38)
rh = —x1 + 3x2 + w3

Reseni. Soustava (4.38) je specidlnim p¥ipadem soustavy (4.1) pro n = 3 a matici

11 0
A= 0 4 -1
-1 3 1

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako Teseni charakteristické rovnice
det(A—AE) =0
tj. rovnice
1—-X 1 0

0 4—X —1|= (potpravé) = —(\—2)*=0.

-1 3 1—-2A
Vlastni ¢islo je jen jedno a je trojnasobné tj. A = A\j 23 = 2. Na zdkladé Weyrovy metody
urc¢ime feseni odpovidajici trojnasobnému vlastnimu ¢islu. Matice

-11 0
A—)\1,273E:A—2E: 0 2 —]_
-1 3 -1

mé hodnost hy = 2. Nulita 1 = n — h; = 3 — 2 = 1 a charakteristika matice o; =
=1 —1y = 1—0 = 1. To znamend, %e v prvnim fadku tabulky (4.32) je jen jeden
pomocny vektor v1;. Vzhledem k tomu, Ze vlastni ¢islo je trojndsobné a Ze pocet vektorti
v tabulce (4.32) nemiize byt v nasledujicim fadku vyssi nez v predchézejicim miuzeme bez
vypoctu stanovit: oo = 1, 03 = 1 a m = 3. Tabulka (4.32) ma tvar

V11

V21

V31

V tomto pripadé jsme urcili rozmisténi pomocnych vektori bez toho, abychom sestavovali
odpovidajici posloupnost matic (4.29). Nésobeni matic A — 2F, které potfebujeme ve
vztahu (4.33) s j =3 a s =1tj.

(A — 2E>3U31 =0

k urceni vektoru v3; se v tomto pripadé vyhneme také. Ze vztahu oy = vy — v; mame
vy = 2 a ze vztahu o3 = v3 — 15 dostavame v3 = 3. Pak pro hodnosti plati ho =n—1v5 =1
a h3 = n — v3 = 0. Posledni vztah vSak znamena, ze hodnost matice (A — 2E)? je nula.
Jinymi slovy tato matice je nulova, a proto je mozné volit vektor vs; libovolné. Definujme

vg = (1,0,0)".
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Vektor vy = (vs;, V3, v35)" uréime pomoci vztahii (4.34), kde j =3 a s = 1:

-1 1 0 1 —1
Vo1 = (A — )\E)Ugl = (A — 2E)’U31 = 0 2 -1 0 == 0
-1 3 -1 0 —1

Urdeme vektor vy = (viy, v, v35)T pomoci vztaht (4.34), kde j =2, s = 1:

-1 1 0 —1 1
V11 = (A - )\E)Um = (A - 2E)U21 = 0 2 -1 0l =11
-1 3 -1 -1 2

Aplikujme nyni Vétu 4.10 a utvoime systém vektorovych funkei (4.35):

Y11 ‘= V11 e2t = (1, 1, 2)T . e2t,
Yo1 = (Ull T+ U21) e = ((17 L, 2)T T+ <_17 0, _1)T) e’

t2 12
Y31 = (Ull . 5 + vy -t + vSl) : e2t = ((17 17 2>T ! 5 + (_1707 _1)T T+ (17070)T) : GQt.

Vsechna tfi feSeni soustavy (4.38) tvori jeji fundamentalni systém feseni. Obecné feSeni
je dano linearni kombinaci

.I(t) = Clyll(t)+02y21+C3y31 = Cl(l, ]., 2)T~e2t—i—C2 ((1, 1, 2)T -t 4+ (—1, 0, —1)T) '€2t+
2

t
CS ((17 17 2>T "5t (_1707 _1)T “t+ (17070)T> ' 62t =

2
1 1 -1 1 .2 -1 1
Cyl1)-e®+Cy [ [1]-t+ [ of ] -e*+C5( |1 o o)t |o et =
2 2 —1 2 —1 0
t2
Lot=1 S —t+1 Ch
2 el .
1t - e
2
2 2%—1 22—t Cs
s libovolnymi konstantami C, Cs a Cs. ]
Priklad 4.14. Najdéte feseni soustavy rovnic:
= 2 — x9 — I3,
rh = —x1 + 2x9 + a3, (4.39)
rh = 2wy — 2x9 — a3,

vyhovujici Cauchyovym podminkdm z1(0) = 2, 22(0) = 1, x3(0) = 2.
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Reseni. Soustava (4.39) je specidlnim piipadem soustavy (4.1) pro n = 3 s matici

2 -1 —-1
A=|-1 2 1
2 -2 -1

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako Teseni charakteristické rovnice
det(A—AE)=0

tj. rovnice
2—X -1 —1
-1 2-A 1 = (po tipravé) = —(A —1)* = 0.
2 -2 —-1-2A

Vlastni ¢islo je jen jedno a je trojnasobné tj. A = ;23 = 1. Matice

1 -1 -1
A-MasE=A—E=|-1 1 1
2 —2 —2

mé hodnost hy = 1. Nulita ;1 = n — h; = 3 — 1 = 2 a charakteristika matice oy = v; —
— 1y = 2—0 = 2. To znamend, ze v prvnim Ffadku tabulky (4.32) jsou dva pomocné
vektory vy1, v12 a ve druhém fadku je jen jeden pomocny vektor ve;. Proto mizeme hned
stanovit: oo = 1. Tabulka (4.32) ma tvar

V11 | V12

V21

Daleem =2, s =09 +11 =1+2=3ahy =n—1, =3 —3 = 0. Odtud vyplyva, ze
matice (A — F)? je nulovd a vztah

(A — E)2U21 = 0,

ktery je dusledkem vztahu (4.33) s j =2 a s = 1 je ekvivalentni vztahu

V21 = O,

o O O
o O O
o O O

a jeho Tesenim je libovolny vektor vs;. Pii jeho vybéru musime dat pozor na to, aby
predchézejici vektor vqy, ktery uréime pomoci vztahti (4.34), kde j = 2 a s = 1 nebyl
nulovy. PoloZime-li naptiklad vy = (1,0,0,)T, potom

1 -1 -1 1
v = (A = AE)vg; = (A — E)vg = | —1 1 1 0l =1-1
2 =2 =2 0
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Aplikujme nyni Vétu 4.10 a utvoime systém linearné nezavislych vektorovych funkei (4.35)
odpovidajicich prvnimu sloupci tabulky:

Y11 ‘= V11 - et = (1a _17 2>T ' et;
Y21 = (Ull -t + U21) : et = ((1, —1, 2)T -t 4+ (1, O, O)T) : et.
Tteti reSeni sestavime pomoci druhého sloupce tabulky, ve kterém je jen jeden pomocny

vektor v15. Jde tedy o vlastni vektor. I nyni mizeme formélné aplikovat vztah (4.33) s
j=1a s =2 a urcit netrividlni vektor vy, tak, aby

1 -1 -1
(A — E)Ulg = —1 1 1 V12 = O.
2 -2 =2

Takovym vektorem je napiiklad vektor vyy = (1,1,0)7 a pifslusné feseni soustavy (4.39)

je
Y12 ‘= V12 - el = (17 170)T el

ZapiSme obecné Teseni soustavy (4.39) ve skalarni formé:

.Tl(t) = C’let + Cg(t + l)et + Cget7
xg(t) = —C’let — Cgtet + Cget7
xg(t) = ZC'let + 2C’2tet,

kde C1, Cy a (3 jsou libovolné konstanty. Nakonec uré¢ime konkrétni hodnoty konstant Cf,
Cs a (5 tak, aby ziskané partikularni feseni vyhovovalo danym pocatecnim podminkam.
Pro t = 0 musi platit

Il(O) = C1 + Cz + Cg = 2,
wg(O) = —Cl + 03 = 1,
Jedinym fesenim této soustavy jsou hodnoty C; = 1, Cy = —1 a (35 = 2. Hledané

partikularni feseni je proto:

r(t) = e — (t+1)e' + 2" = €(2—1),
To(t) = —e' + tet + 2 = e(t+1),
z3(t) = 2 — 2te! = 2¢'(1—1).
m
Priklad 4.15. Urcete obecné feSeni soustavy rovnic:
¥y, = 1 — X9 + T3,
Ty = —11 — Ty + T3, (4.40)

rh = 11 + Ty + s
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Reseni. Soustava (4.40) je specidlnim piipadem soustavy (4.1) pro n = 3 a matici

1 -1 1
A=1-1 -1 1
1 11

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako FeSeni charakteristické rovnice

det(A—AE) =0
tj. rovnice
1—A -1 1
-1 —-1—-X 1 |= (poupravé) = —(A—1)(A=2)(A+2) =0.
1 1 1—A
Jeji koteny (a tedy hledand vlastni ¢isla) jsou A\; = 1, \y = 2 a A3 = —2. Mame tii redlna a

ruzné vlastni ¢isla. Proto mizeme pii hledani obecného feSeni soustavy (4.40) opét vyuzit
Vétu 4.1.
Hledejme vlastni vektory, odpovidajici vlastnim ¢islim. Prvni vlastni vektor

v = (U11,U12,U13)T,
odpovidajici vlastnimu ¢islu \; = 1 je libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah
(A= MNE)v =o.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

0 —1 1
1 -2 1| v =o0.
1 10

Prvni rddek matice soustavy je souctem druhého a tietiho radku. Proto lze soustavu

redukovat na
—v11 — 2v12 + vz = 0,

V11 + V12 =0

a jedno nenulové feSeni je napiiklad v; = (—1,1,1)7. ReSeni soustavy (4.40) odpovidajici
tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

.Tl(t) = (In(t),l‘lg(t), I13<t)) = (—1, ]., ].)T . et.

Druhy vlastni vektor vy = (va1, a2, v23)7, odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = 2 je

libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah

(A - )\QE)UQ = 0.
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Jeho rozepsanim dostavame soustavu

-1 -1 1
-1 -3 1] -vy=o0.
1 1 -1

Treti fadek matice soustavy je opa¢nym prvnim rfadkem a soustavu lze redukovat na

—U91 — U + V3 = 0,
— 2U22 =0

a jedno nenulové fegeni je napifklad vy = (1,0,1)7. Reseni soustavy (4.40) odpovidajici
tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

a(t) = (221 (1), aa(t), 23(t)) = (1,0,1)T - €.

Ptejdéme k nalezeni posledniho vlastniho vektoru vs = (vs1, v39,v33)7, odpovidajiciho
vlastnimu ¢islu A3 = —2. Je to libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah

(A— XsE)vs = o.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu
3 -1 1
-1 1 1] -v3=o0.
1 1 3

Pri¢tenim dvojnasobku druhého fadku k prvnimu dostavame treti fadek matice soustavy.
Soustavu lze tedy redukovat na tvat

Jusi — w3 + w3 = 0,
—v31 + vz + vz = 0

a jedno nenulové fegeni je naptiklad v3 = (—1, —2,1)7. Reseni soustavy (4.40) odpovidajici
tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

23(t) = (231(8), w3 (t), w3 (t)) = (1, -2, 1)T - &2,

Fundamentalni systém feSeni soustavy (4.40) je tvofen trojici linedrné nezavislych
reSeni
(-1,1, )7 ¢, (1,0,1)7-e* a (—1,-2,1)T .7

a jeji obecné feseni x(t) je dano linearni kombinaci

z(t) = Ci(—1,1, D)7 e + Cy(1,0, 1) - e + C5(—1,-2,1)T - 7% =
Ch 1]-é +C5 (0] - e2t +C51 -2 - e 2t
1 1 1
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s libovolnymi konstantami C, Cs a C5. Na zavér jesté rozepisme posledni vztah po sloz-
kich. Protoze x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t))", mame

X1 (t) = — C’let + 0262t — Cge_%,
ZEQ(t) = C’let - 2036_2t7 (441)
ZL‘3(t> = C’let + C’gth + 0367215.

Piiklad 4.16. Naleznéte feSeni soustavy rovnic (4.40) spliiujici podminku
z(0) = (1,0, —1)~. (4.42)

Reseni. Obecné feSeni této soustavy jiz bylo nalezeno v piikladu 4.15. Nyni je potfeba
vybrat konstanty C7, Cy a C3 tak, aby platil vztah

1 -1 1 -1
0| =0, 11 +C ({0 +C5 ] -2
-1 1 1 1

Zapisme posledni soustavu ve tvaru

-C; + Cy — (C3 = 1,
Cl - 203 - 0,
c; + Co + (C3 = —1.
Jediné reseni této soustavy je
2 1
Ci=—=, =0, C3=—-.
1 3 ) 2 ) 3 3

Po dosazeni téchto hodnot napiiklad do vztaht (4.41) dostavame jediné feSeni spliujici
podminku (4.42):

2 1
Il(t) = get + 367%,

2 4
.Tg(t) = — get + 56721‘/,

2 1 _
33'3(15) = — get — ge 2t

Priklad 4.17. Urcete obecné FeSeni soustavy rovnic:

ry = 2r + 1y + 3,
rh = —2m;4 — x9 — 23, (4.43)
£L‘g = ry + X9 + 2[)33.

ReSeni. Soustava (4.26) je specidlnim p¥ipadem soustavy (4.1) pro n = 3 a matici

2 1 1
A=|-2 -1 -2
1 1 2
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Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feseni charakteristické rovnice
det(A—AE)=0

tj. rovnice
2—A 1 1
—2 —1-X =2 |= (poupravé) = —(A—1)>=0.
1 1 2—-A

Vlastni ¢islo je jen jedno: A = A1 23 = 1 a je trojnasobné.
Hledejme odpovidajici vlastni vektor

vy = (7111,U12,U13)T-
Bude jim libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah
(A= AE)v; = o.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

1 1 1
—2 -2 —2|.v,=o0. (4.44)
1 1 1

Snadno lze ovérit, ze matice soustavy (4.44) mé hodnost h = 1 a nulitu v =3 -1 = 2.
Vlastnimu ¢islu tedy budou odpovidat dva linearné nezavislé vlastni vektory. Jsou jimi
napiiklad vektory v{* = (—1,0,1)" a v#* = (0,1,—1)7. Jeden z vlastnich vektorii vsak
musi byt zobecnénym vlastnim vektorem hodnosti 2. Bude to takovy vektor, pro ktery
existuje netrivialni feseni vy jedné ze soustav

(A= AE)vy = vj*, i=1,2. (4.45)

Snadno ovéfime, ze kazd4 soustava (4.45) nemd feSeni. Vybér vlastnich vektorii v*, i =
= 1,2 tedy neumoznuje najit nenulovy vektor vy, prestoze dle teoretickych poznatki
takovy vektor musi (je-li pravéa strana vhodné zvolena) existovat.

Pokusme se vybrat pravou stranu v soustavé (4.45) tak, aby nenulovy vektor vy exis-
toval. Libovolna lineadrni kombinace

1% 2%
avy” + fug

je opét vlastnim vektorem (ktery je pro o+ 3% # 0 nenulovy). Jinymi slovy - tato linearni
kombinace je obecnym feSenim soustavy (4.44). Pokusme se uréit parametry « a [ tak,
aby soustava

(A= AE)vy = av}* + fof (4.46)

méla nenulové Feseni. Aplikaci Frobeniovy véty (hodnost matice soustavy se rovna hod-
nosti matice rozsitené) ihned dospivame k pozadavku o = (/2. Volme napiiklad 5 = 2,
a =1 a misto ptivodni dvojice vlastnich vektorti v{*, i = 1,2 definujme novou dvojici

1 1x 2 1x 2% T
vy =07, vf =vp 4200 = (—-1,2,-1)".
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Soustava

(A= AXE)vy, = v} (4.47)
ma netrividlni feseni vy = (—1,1,—1). Fundamentalni systém feseni soustavy (4.26) je
tvofen trojici vektort

-1 -1 -1 -1
0] ¢, ol 1+ 2]¢t]-€
1 -1 -1 -1
Obecné teseni je dano linearni kombinaci
Il(t) = —(Cl +CQ+C3) 'et — Cgt‘et,
1o(t) = (2Cy + C5) - et + 205t - €',
£L‘3(t) = (Cl - CQ - 03) . et - Cgt . et.

s libovolnymi konstantami C, Cs a Cs.

Cviceni
1. Metodou vlastnich vektord najdéte feseni systému

a)

yé = S+ S spliiujici podminku y;(0) = 6, y2(0) = —2.
Yo = —y1 — 32
b)
i = 2y +  y2 — 2ys,
vy = oy — 2y2 + 2ys,
ys = vy — Y2 +  u3
c)
Vi = 0 — 2ys +  2ya,
vy = —y1 + Y2 + Yz — 2ya,
ys = 2y2 + 2y3 — 3ys,
ve = —yi + 2y2 + 2y3 — 3ua.

2. Weyrovou metodou najdéte feseni systému

a)

/
vy = 3y + 4y, o ,
splnujici podminku 0) =3, 0) =-2.
g = —2y — gy, PP y1(0) y2(0)
b)
yi = —2y1 + 3y2 — 6ys,
vy = w1/3 — 2y + 2ys,
vs = yi/3 — y2 +  y3.
c)
Y, = - Y2 + Y3,
Yy = —2y1 + Y2 + Y3 — s,
vs = 21 —  y2 — ys + Y4,

Yg = 2y — 2y3.
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Vysledky

y1(t) = 4det +2e7t,
yo(t) = —el—et. "

b) Obecné feSeni systému mé tvar

1. a) Hledané feSeni ma tvar

yl(t) = {Kl(l — t) + Kot — 2K3}€_t,
yg(t) = [Klt + Kg(l — t) + 2K3}67t,
ys(t) = [Kit — Kot + K3(1 + 2t)]e?.
yl(t) = (Kl + Ko + 2K4) sint + (—Kl + Ko + 2K3) cost,
oo ya2(t) = —(Ka+ K3)sint + (K; + Ky) cost,
¢) ReSeni mé tvar y3(t) = (K34 Kyq)sint + (K3 — K4) cost,
ya(t) = —Kasint+ Kjcost.
_ opt 4 ot
2. a) Hledané feseni ma tvar * (1) = 2 t+ “
yo(t) = —e'—e ",
yl(t) = 3[K1(1 — t) + Kot — 2K3]6_t,
b) Obecné feseni systému ma tvar yo(t) = [Kit+ Ko(l —t) + 2K3]e
ys(t) = [Kit — Kot + K3(1+2t)]e".
y1(t) = Ki(1+2t?) + 2Kot + K3 + Ky,
. ., y2(t) = —2Kit— Ko+ Ky,
c) ReSeni ma tvar () = 2Kyt + Ko+ Ky,
y4(t) = —4K1t2 — 4K2t — 2K3 .

Maplety

Kliknutim na nasledujici odkazy si lze pomoci maplett procvicit tato témata:

1. Nalezeni vlastnich ¢isel a vektort konstantni matice.

2. Nalezeni TeSeni systému linearnich diferencidlnich rovnic 1. fadu s konstantni matici
pomoci vlastnich ¢isel a zobecnénych vlastnich vektort.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/vlastniCislaAVektory.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/metodaVlastnichCisel.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/metodaVlastnichCisel.html
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5 Uziti mocninnych rad pro rovnice
druhého radu

5.1 Cil kapitoly

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenare se specialnim typem diferencialni rovnice druhého
radu, Besselovou rovnici. Ukazeme, Ze Teseni této rovnice se hledd pomoci nekonecné rady.
Zminime se o tzv. gama funkci, ktera se v feseni Besselovy rovnice objevuje. Popiseme
Besselovy funkce, pomoci nichz je feseni Besselovy rovnice popsano.

5.2 Funkce gama

Na tomto misté se budeme chvili vénovat tzv. funkci gama, kterou vyuzijeme pii feSeni
Besselovy rovnice. Pokud je vam tato funkce divérné znama, miizete nasledujici odstavec
preskocit.

Funkce gama se definuje jako

[(x) = /000 t" et dt. (5.1)

Funkce I'(z) je timto integralem definovana pro x > 0 (pro = < 0 integral diverguje) a je
pro x > 0 spojita.
Pomoci integrace per partes muzeme ukéazat (odvaznéjsi necht se o to sami pokusi),

v

- [(z+1) =al'(2). (5.2)

Pro z = 1 méame -
r(1) = / etdt =1,
takze podle (5.2) je O
rey=1-1r1)=1, r@3 =2-r2)=2-1, r4)=3-r3)=3-2-1, atd.
Vidime, Ze pro celd kladné ¢isla n plati
IF'n+1)=n! (5.3)

Funkce gama je tedy jakymsi zobecnénim faktorialu.
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5.3 Besselova rovnice

P1i popisu mnohych fyzikalnich jev hraje dilezitou roli diferencialni rovnice
o2y + xy + (2 — )y = 0. (5.4)

Tato rovnice se nazyva Besselova. Budeme predpokladat, ze v > 0. ResSeni vyjadiime
pomoci mocninné fady se stiedem v 0. Bod = = 0 je tzv. reguldrnim singularnim bodem
Besselovy rovnice.

5.3.1 Konstrukce reseni ve tvaru rady

Reseni Besselovy rovnice muzeme hledat ve tvaru
o0
_ n—+r
y = E Cpx"™ T, (5.5)
n=0

nebo (vytkneme-li vyraz x") ve tvaru

kde koeficienty fady ¢, a ¢islo r uré¢ime v pribéhu vypocti.

5.3.2 Vypocet koeficientu rady

Abychom fadu (5.5) mohli dosadit do rovnice (5.4), potfebujeme jeji prvni a druhou
derivaci:

P S
n=0
(o)

y' o= Z co(n+7r)(n+r—1)z"" 2,
n=0

Nyni vée dosadime do rovnice (5.4). Upozortiujeme, Ze tpravy budou dlouhé a budou
vyzadovat vasi pozornost a trpélivost.

332y”+xy’+(3:2—v2)y=

=2° Z co(n+r)(n+r—1)z"" 2 4o Z cn(n+r)z" 4 (22 — 1) Z CaZ™" = %,
n=0

n=0 n=0

2? a © pfed sumami zahrneme dovnitf sum, (z? — %) Y "> ¢, 2" rozndsobime:

x = ch(n—i-r)(n—i—r— 1>$"+T+ch(n+7”)xn+r+zcnx"HH—VQchx"” _
n=0 n=0 =0

n=0
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Clen obsahujici 2" (vyskytuje se pro n = 0 ve vSech sumach kromé t¥eti) oddélime; tim
se v nékterych sumach zacne sc¢itat az od 1. Ze vsech sum vytkneme z":

x=co(r(r—1)+r—vHa" +a” ch(n +r)(n+r—1)a" +z" ch(n +r)z" +

n=1 n=1
[o¢] o
+ 2" E et — TP E cpx” = %
n=0 n=1

Zjednodusime koeficient u 2" a slou¢ime sumy, u kterych to bez potizi 1ze:

* = co(r? — vA)a" + 2" ch((n +rn+r -1+ nm+r)—vHa" + 2" chmn+2.

n=1 n=0

Jesté zjednodusime vyraz v prvni sumé a dostavame:

Yy A = Yl A S e 0
n=0

n=1
7 tzv. charakteristické rovnice
rP—12=0

ur¢ime hodnotu c¢isla r. Vidime, ze kofeny charakteristické rovnice jsou ry = v a ro = —v.
Pro r = v z (5.6) zbude

22y +zy + (2 — vy = 2" Z can(n + 2v)z" + x¥ Z cax™ 2,
n=1 n=0

Vyraz na pravé strané budeme dale upravovat. Abychom mohli obé sumy sloucit do jedné,
posuneme v prvni z nich sumacni index o dvé — zavedeme novy sumacni index k = n — 2.
Sumacni index ve druhé sumé pieznacime z n na k. Z prvni sumy pak dame stranou to,
co oproti druhé sumé ,precuhuje”, coz ndm umozni prevést konecné vsechno na jednu
sumu.

x Z Crpa(k +2)(k +2 4+ 20)2" 2 4 2¥ Z ettt =
k=—1 k=0

=z <c1(1 +2v)z + Z Chro(k+2)(k+2+ 21/)xk+2 X Z ckka) _

k=0 k=0
=zx" <01(1 +2v)x + Z[(k +2)(k+ 2+ 2v)cpie + cdx”“) = 0.
k=0

Jestli vas néjak prekvapilo to ,= 0“ na konci, mozna jste v zapalu boje se sumami
pozapomnéli, ze dosazujeme do rovnice (5.4). S velkou ndmahou jsme upravili levou stranu
rovnice, a ted chceme, aby se rovnala strané pravé.
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Aby byla uvedena rovnost splnéna pro kazdé x, musi platit

(1+2v)q = 0 (5.7)
(k+2)(k+2+2v)cka+cx = 0 k=0,1,2,...

neboli

T Gy (k+r2+20)

Protoze podle (5.7) je ¢; = 0, postupnym dosazovanim do (5.8) pro k = 1,3,5,... do-
staneme c3 = c; = ¢ = --- = 0. VSechny liché ¢leny fady jsou tedy nulové a zbyva ndm
prozkoumat sudé cleny rady.

Oznacdime k + 2 = 2n. Indexim k = 0,2,4,... ted odpovida n = 1,2,3,.... Vztah
(5.8) muzeme (po vecelku jednoduché tpravé jmenovatele zlomku) zapsat jako

k=0,1,2,.... (5.8)

—Con—2

=2 =1,2,3,.... 5.9
“ 22n(n +v) " (5.9)
Co
fedv e = iy
Co Co
C = —_ =
! 2.2.2+v)  24-1-20+v)2+v)
Cq Co
C, e _ = —
0 22.3.(3+v) 2.1-2-31+v)2+1v)(3+v)’
—1)"
Cyn = (=1)"c C n=1,23,.. .. (5.10)

22mpl(1+v)24v) - (n+v)

Konstantu ¢y bychom mohli zvolit libovolné, ale standardné se voli (ach, to se vAm asi

nebude libit. . .)
1

T XTI+

5.4 Besselovy funkce

Ted, kdyZz uz vime, co se skryva pod zapisem I'(1 + v), miZzeme se vratit k Besselové
rovnici. Pokud zvolime ¢y vyse uvedenym zpusobem, dostaneme vyuzitim vztahu (5.2)
pro dalsi koeficienty:

1 1
@ T Ten 1 A+t y) 2 1-T(2+v)

1 1
“ T ol 2+ (A + (I +y) 22 T(3+0)
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a obecné, pron =0,1,2, ...,

(=D" (=D"

22ty .pl.(n+v)--2+v)1+)[(1+v)  22.pl.T(1+v+n)’

Con =

Jedno feseni Besselovy rovnice je tedy

_ > 2ty _ > (_1)n ({)2n+y
Y nZ;Can Zn!f‘(l+u—|—n) 2 '

n=0

Pro v > 0 tato fada konverguje alesporl na intervalu (0, c0).
Funkce popisujici pravé ziskané feseni se obvykle znaci J,(x):

s (_1)n T\ 2n+v
J,(z) = 5) 5.11
(z) nz:%nlf(l—l—y—f—n) 2 (5.11)
Pro druhy kofen charakteristické rovnice rovnice, ro = —v, zcela analogicky dostaneme
o0 (_1)n T\ 2n—v
J_(z) = (—) . 5.12
(z) ;n!F(l—V+n) 2 (5.12)

Funkce J,(z) a J_,(z) se nazyvaji Besselovy funkce prvniho druhu fadu v, resp. —v.
Na obréazku 5.1 jsou grafy funkei y = Jy(z) a y = J1(z).

YA
I\ Jo()

Obr. 5.1: Besselovy funkce prvniho druhu fadu 0 a 1

D4 se ukazat, Ze jestlize v neni celé ¢islo, funkce J,(x) a J_,(x) jsou linearné nezavislé.
V tomto pfipadé je obecné Feseni rovnice (5.4) na intervalu (0, o)

y =1y (x) + 2y (2). (5.13)

Priklad 5.1. Najdéte obecné feseni rovnice

o2y 4+ xy + (932 - Z) y=0

na intervalu (0, c0).
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Reseni. V nasem piipadé je 1?2 = 1/4, a tedy v = 1/2. Vidime, e v neni celé ¢islo, a

tedy obecné Teseni zadané rovnice je

y = c1J1y2(2) + cad_1)0(x).

5.5 Shrnuti kapitoly

V této kapitole jsme se seznamili s Besselovou rovnici, ktera je specidlnim typem diferen-
cialni rovnice druhého radu. ReSeni této rovnice bylo nalezeno pomoci nekonecné rady.
Funkce, kterymi je toto feseni popsano, se nazyvaji Besselovy funkce.

Cviceni
1. Najdéte obecné feseni rovnice

a) 22y + xy + (22 — %)y =0.
b) 42?y” + dzy’ + (42* — 25)y = 0.

Vysledky

L a) y=c1Jys(@) + cad_y3(2).
b) y = c1Jsa(x) + caJ_5/0(2).
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6 Stabilita reseni systému diferen-
cialnich rovnic

Uvazujme systém diferencialnich rovnic ve vektorovém tvaru

¥ = f(t,x) (6.1)

Dany konkrétni systém (6.1) miuze byt matematickym modelem celé fady rtiznych me-
chanickych, elektrotechnickych, biologickyjch a jinych systémti. Chovani téchto systémii je
pak popséno vlastnim fesenim systému (6.1), ktery mtize mit obecné nekoneéné mnoho
feseni, odpovidajicich riznym volbam jeho pocatecniho stavu.

U vétsiny systémii pozadujeme, aby jejich chovani bylo v néjakém smyslu blizké jed-
nomu predem danému chovéani systému (napf. setrvani v klidu, v periodickém pohybu,
apod.).

Predpokladejme, Ze (6.1) je matematickym modelem néjakého fyzikalniho systému S,
jehoz jeden pracovni rezim je popsan danym FeSenim v systému (6.1). To znamena, Ze pro
kazdé t udava vektor v(t) hodnoty stavovych proménnych v okamziku ¢t. V pocateénim
okamziku ¢y nabyvaji stavové proménné systému S hodnotu v(tp).

V praxi vsak tyto poc¢atecni hodnoty stavovych proménnych systému S ziskame zpra-
vidla mérenim a takto namérené hodnoty xo jsou pouze aproximacemi skute¢nych hodnot
v(tp). Spojita zéavislost feSeni na pocateéni hodnoté zarucuje, ze chyba, které se dopustime
pii méreni pocatecnich hodnot, nezkresli podstatné informaci o charakteru vysetfovaného
feSeni na konecném casovém intervalu.

Presnéji, ke kazdému predem danému intervalu (to,¢;) a ke kazdému ¢islu e > 0
existuje ¢islo 0 = d(e, tg,t1) > 0 tak, Ze kdyZz namétené pocéateéni hodnoty xy stavovych
proménnych z se budou v okamziku ¢y lisit od skuteénych pocatecnich hodnot v(tg) o
méné nez §, budou se vypoc¢tené hodnoty u(t, tg, x¢) stavovych proménnych v okamziku ¢
lisit od skuteénych hodnot stavovych proménnych v(t) Vt € (to,t1) 0 méné nez e.

Velikou zavadou tohoto odhadu je zavislost odchylky 6 poc¢atecnich hodnot na délce ¢a-
sového intervalu (tg,t;). Se zvétSovanim délky intervalu jsme zpravidla nuceni zmensovat
¢islo 6.

7 fyzikalnich a technickych duvodt je prirozené pozadovat, aby ¢islo ¢ bylo dostatecné
veliké i pro libovolné veliké délky casovych intervalii ¢; —t¢y. Proto se studuje takova zavis-
lost feSeni na pocatecnich udajich tg, zg, ve které odchylka ¢ zavisi pouze na pocatecnim
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okamziku ¢y a pripustné odchylce feseni € a nezavisi na délce casového intervalu t; — ;.
Studium takové zavislosti predstavuje napli teorie stability.

Uvedme jesté jeden pohled na problematiku stability.

Predpokladejme, Ze na fyzikalni systém S, popsany pfiblizné systémem (6.1), ptisobi
néjaké poruchy vyvolané zasahy, které nejsme schopni do modelu zahrnout a pii sesta-
vovani rovnic (6.1) je zanedbavame. Kdybychom je totiz chtéli respektovat, pak bychom
museli v kazdém okamziku, ve kterém poruchy piisobi, provadét na nasem modelu ko-
rekci napf. v nastaveni okamzitych hodnot stavovych proménnych. To je velmi obtizné
realizovatelné, a proto je vhodnéjsi tyto poruchy zanedbat a urcit, jak velké chyby se
timto zjednodusenim dopoustime. To je opét problematika, ktera spadé do ramce teorie
stability.

V nésledujicim textu se budeme zabyvat studiem rtznych typh stability TeSeni sys-
tému (6.1) a budeme ptedpokladat, ze f(t,0) = o, takze 2’ = f(t,z) ma trivialni FeSeni,
které budeme znacit o.

Nejdrive ukazeme, Ze omezeni nasich tvah na studium stability trivialniho TeSeni o
nikterak nezmensuje obecnost dalSich tvah a pfitom znacné zjednodusuje symboliku i
formulace.

Predpokladejme, ze chceme vysSetfovat feseni v systému

y =g(t.y) (6.2)
definované na néjakém intervalu /. Provedme v systému (6.2) substituci
y=x+uv. (6.3)
Jelikoz funkce v je feSenim systému (6.2), plati
V(t) =g(t,o(t) Viel,
a tedy
=y —v =gty —gltv) =gltz+v)—gtv) (6.4)
Oznacime-li
f(t7x> = g(t,&l + U) - g(t,’l]) )
dostaneme z (6.4) systém
= f(t,x), f(t,0)=o, (6.5)
takZze systém (6.5) ma trividlni FeSeni o. Na toto trivialni feSeni se transformaci (6.3)

zobrazuje FeSeni v systému (6.2). VySetfime-li vlastnosti trivialniho feseni o systému (6.5),
pak pomoci transformace (6.3) mtzeme vysledky pfenést na feSeni v systému (6.2).

Predpokladejme v nasledujicim, ze existuje interval I = (o, 00),« € Raoblast H C R"
obsahujici pocatek tak, Ze zobrazeni f je spojité na oblasti G = I x H a pro kazdy bod
(to,z0) € G je Cauchyova tloha

= ft,z), x(to) =, (6.6)

jednoznacné fesitelna a nechf f(¢,0) = o Vt > a.
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Definice 6.1. Rekneme, Ze trivialni feseni o systému

¥ = f(t,z) (6.7)

je stabilni (viz obrazky 6.1, 6.2), jestlize ke kazdému ¢y > « a kazdému ¢ > 0 existuje
d = d(ty, €) tak, ze pro vSechny pocéate¢ni hodnoty xy € H, ||zo|| < ¢ a pro vSechna ¢ > ¢
plati, Ze feSeni u(t, ty, z9) Cauchyovy tlohy (6.6) spliiuje nerovnost

lult, to, 20)|| < €. (6.8)

N, u(t,to,xo)
(to.X,) W

« 8(e,t0)“t0 t

€4

Obr. 6.1: Trivialni feSeni je stabilni.

Obr. 6.2: Trivialni feseni je stabilni.

Priklad 6.2. Ukazte, Ze trivialni feSeni rovnice
¥ =kx

je stabilni pro kazdé k£ < 0.
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Reseni. Funkce f(t,7) = kx je spojitd a lipschitzovskd vzhledem k proménné z pro
vechna (¢,x) € R x R. Mizeme tedy volit & = —00, I = (—00,00), H =R,G =1 xR .
Cauchyova tloha

¥ =kx, x(ty) =

ma fefeni u(t,ty, 19) = weet10) t € I.
Tedy  |u(t,to, z0)| = | wo| - *7%) < |24| pro viechna k <0, t > t,.
Zvolime-li § = ¢ , bude podle (6.8) platit
|u(t,to, z0)| < e pro vSechna t > tg, k <0,|xo| <.
Tedy trivialni feseni je stabilni. ]

Priklad 6.3. Ukazte, Ze trivialni feseni systému

" (6.9)

je stabilni.

Reseni. Cauchyova tloha pro systém (6.9) s po¢ateéni podminkou z; (tg) = o1, 22(to) =
= T M4 pro kazdé ty € R a 29 = (w01, To2) € R? TeSent

~{ xorcos(t — ty) + woe sin(t — 1)
u(t,to, o) = (—:zzgl sin(t — to) + xog cos(t —tp) ) ’ tek.

Pro normu reseni dostavame odhad

llu(t, to, xo)|| = |mo1cos(t —to) + xoasin(t — to)| + | — o1 sin(t — to) + zoa cos(t — to)| <

< zoi| + [ woo| + [wo1| + [ 02| = 2 (| w01 | + | wo2|) = 2|x0]| -

Polozime-li § = £, dostaneme

£
29

|u(t, to, xo)|| < 2||mol| < 20 =& pro vSechna t > tq.
Tedy trivialni feseni je stabilni. O]

Trividlni feseni, které neni stabilni, nazveme nestabilnim.

Volné mizeme Fici, ze trividlni feSeni systému (6.7) je nestabilni pravé tehdy, existuje-li
okamzik ¢y a ¢islo € > 0 tak, ze v kazdém libovolné malém okoli pocatku existuje bod x
tak, Ze FeSeni u(t, to, xo) se vzdali od trividlniho feSeni o vice nez e, neboli existuje ¢; > to
tak, ze ||u(t, o, xo)|| > € pro t > t; (viz obrazky 6.3), 6.4.

Priklad 6.4. Ukazte, Ze trivialni feSeni systému

Ty = T
A

(6.10)

je nestabilni.
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u(tit (JsX 0)

€
(t(] ’XO)

« 5(s,t0)“t°

€4

Obr. 6.3: Trividlni feSeni neni stabilni.

5/24
54

5/st

to tq ta t

Obr. 6.4: Trivialni feSeni neni stabilni.

Reseni. Cauchyova tiloha pro systém (6.10) s pocateéni podminkou z; (tg) = xo1, 2o(to) =
= Zp2 Mé Feseni

u(t, to, zo) = & ((wo1 + wo2)e' ™ + (201 — To2)e ) (201 + woa)et T — (wop — xog)e’(t*to))

Zvolme ¢ = 1, ty = 0, pak pro libovolné § > 0 mizeme volit zo = (%, %)T, t > —ln% a
dostaneme odhad

luts,to, o)l = llu(ts, 0,20)]| = [I5 (€™, de™) || =
= Loe (L, 1)]| = Ldet (|1 +|1]) = e > de "2 =52 =2>¢.
Trividlni FeSeni systému (6.10) je nestabilni. O

Definice 6.5. Rekneme, Ze trivialni feSeni systému

¥ = f(t,z)
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je stejnomérné stabilni (viz obrazek 6.5), jestlize je stabilni a ¢islo ¢ v definici 6.1
nezavisi na volbé poc¢atecniho okamziku ¢y, tj. kdyz ke kazdému e > 0 existuje § = d(g) > 0
tak, ze pro kazdé xy € H C R", t,tg € R, vyhovujici nerovnostem ||zo|| < 6, t >ty > «
plati

||u(t, to, xo)|| < €.

u(tt,x,)

(04 t, i U(t,t X 1) t
o(g) o(g)

€4

Obr. 6.5: Trivialni feSeni je stejnomérné stabilni.

Vsimneme-li si podrobnéji piikladd 6.2, 6.3, 6.4, zjistime, Ze trivialni feseni ve vSech
piipadech jsou stejnomérné stabilni, nebot § zavisi pouze na ¢ a nikoli na ty. Tuto vlastnost
maji vSechny autonomni systémy, tj. systémy tvaru o’ = f(x). Plati, Zze kdyz trividlni
feseni autonomniho systému je stabilni, pak je stejnomérné stabilni. Pro neautonomni
systémy to neplati.

Priklad 6.6. Uvazujme Cauchyovu tlohu
Ty = —m
ry = (sinlnt+ coslnt — 1)y

s pocatecni podminkou x1(ty) = xo1, 22(to) = Zo2-
Pak pro kazdé (to, o) € I x R?, I = (1,00), m4 tiloha FeSeni

U(t, to, x()) _ (xOI efttho . Toa eft(lfsmlnt)tho(lfsmlnto)) . t> 1.
Pro normu tohoto feSeni dostavame odhad

Hu(t,to, xO)H — ‘xOI ef(tfto)’ + |Q302 eft(l—sinlnt)ﬁfo(lfsinlnto)‘ <

< wor| F | oz] €2 < (| wor| + | woz|) €20 = ||zo|le*®  pro vSechna t > .

Vidime, ze v odhadu se vyskytuje jak pocatecni hodnota z(, tak i pocatecni okamzik %.
Zvolime-li napi. § = e 2, dostaneme

Hu(t7t07x0>‘| S HJZOHGQtO < 5e2t0 = 56_2t0 . e?to =c.

Je tedy trivialni feSeni stabilni, nikoli vSak stejnomérné stabilni.
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Definice 6.7. Rekneme, Ze trividlni feseni systému
v’ = f(t,x)
je asymptoticky stabilni (viz obrazky 6.6, 6.7), jestlize
i) je stabilni
ii) existuje ¢islo A > 0 tak, ze pro kazdé xp € H C R", ||zo|| < A a kazdé ¢ty > « plati

lim Jut, to, o) = 0.

ex
u(t,t,x )

A f——ou T

IR CA D)

Obr. 6.6: Trivialni feSeni je asymptoticky stabilni.

Obr. 6.7: Trivialni feSeni je asymptoticky stabilni.
Analogickym zptsobem definujeme stejnomérnou asymptotickou stabilitu trivi-
alniho FeSeni systému 2/ = f(t, z).

Podminka ii) v definici 6.7 znamend, ze ke kazdému ¢ > 0, to > «, xy € H C R",
|l zo|| < A, existuje ¢islo T = T'(e, tg, xo) tak, ze pro v8echna t > to+171 je ||u(t, to, zo)|| < €.
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Priklad 6.8. Ukazte, Ze trivialni feSeni systému
Ty = Xg
Th = —x1
neni asymptoticky stabilni.

Reseni. V piikladu 6.3 jsme ukazali, Ze trivialni feseni je stabilni (dokonce je stejnomérné
stabilni). Musime tedy ukazat, Ze neni splnéna podminka ii) v definici 6.7. ReSenim Cau-
chyovy tlohy

y = w2 mi(to) = o1

Ty = —x1  Za(to) = o2

je vektorova funkce
u(t, to, xo) = (xo1 cos(t — tg) + xoasin(t — to), —xo1 sin(t — ty) + xog cos(t —ty)) , te€R.

Pro normu tohoto feseni (pouzijeme euklidovskou normu) dostavame

1/2
Jutt to zo) | = ((wa(tto, 20))? + (ualt, o, 70))*) ' =
= (a8, cos®(t — to) + 2xo1202 cos(t — to) sin(t — o) + wgy sin®(t — o)+
+ad, sin(t — to) — 2201202 SIn(t — to) cos(t — tg) + x5, cos?(t — to))1/2 =

= (ay +x3)"? = [zl

takze pro ||xo|| # 0 plati
Tim [[u(t, o, z0)| = [lzoll # 0.

Tedy trivialni feseni neni asymptoticky stabilni. O]

D4 se dokazat, ze pti ovetovani podminek stability trivialniho feSeni staci podminky
ovérit pro jedno libovolné tg > « a pak uz musi platit pro vSechna t > «.
Stabilita linearnich systému

Uvazujme nyni nehomogenni linearni systém diferencialnich rovnic
¥ = A(t)x + b(t), (6.11)

kde A(t), b(t) jsou spojité na intervalu I = (a, 00) C R.
Pak libovolné feseni u(t) systému (6.11) je stabilni, resp. asymptoticky stabilni, resp.
nestabilni, pravé kdyz trivialni feseni homogenniho systému

je stabilni, resp. asymptoticky stabilni, resp. nestabilni.

V linearnich systémech nastane tedy prave jeden z téchto pripadi:

I) Vsechna FeSeni jsou stabilni.
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IT) Vsechna FeSeni jsou asymptoticky stabilni.
IIT) Vsechna feSeni jsou nestabilni.

Proto v pfipadé I) fikdme, Ze linedrni systém je stabilni, v pfipadé II) fikdme, Ze
linedrni systém je asymptoticky stabilni, a v pfipadé III) fikdme, Ze linearni systém je
nestabilni.

Pii vySetfovani stability nehomogenniho systému (6.11) se tedy staci omezit na vySet-
fovani stability trividlniho feSeni systému

= A(t)x (6.12)

Véta 6.9. Trividlni teseni systému (6.12) je stabilni prdvé tehdy, kdyz existuje K > 0
tak, Ze
U <K, tel,

kde U(t) je fundamentdlni matice teSent systému (6.12).
(Tedy kazdé teSent systému je ohranicené.)

Odtud plyne, Ze je-li nehomogenni systém (6.11) stabilni, pak jsou bud vSechna FeSeni
ohranicend, nebo neohrani¢na pro t — oo.

Poznamenejme jesté, Ze u nelinearnich systému z ohranicenosti vSech jeho feseni ne-
plyne obecné jejich stabilita.

Véta 6.10. Trividlni tesent systému (6.12) je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz
|U#)|]| =0 prot— oo,

kde U(t) je fundamentdlni matice Tesent systému (6.12).
(Tedy vsechna Teseni systému (6.12) konverquji pro t — oo k nule.)

Uvazujme nyni homogenni systém linearnich diferencidlnich rovnic
¥ = Az, (6.13)

kde A je konstatni redlnd ¢tvercova matice typu (n,n).

V tomto pfipadé je systém (6.13) specidlnim pfipadem autonomniho systému z’ =
= f(z), kde f(x) = Ax.

Tedy stabilita trividlniho feSeni systému (6.13) je ekvivalentni s jeho stejnomérnou sta-
bilitou a podobné asymptoticka stabilita trivialniho feSeni systému (6.13) je ekvivalentni
se stejnomérnou asymptotickou stabilitou.

Véta 6.11. Necht je ddn systém (6.13). Jestlize vsechna charakteristickd ¢isla matice A
maji zdporn€ redalné€ casti, pak trivialni resent daného systému je stejnomerné asymptoticky
stabilni. Existuje-li charakteristické cislo matice A s kladnou redlnou cdsti, pak trividlni
reseni je nestabilni.
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Poznamka. O stabilité linedrniho systému (6.13) nelze rozhodnout pomoci véty 6.11
v pripadé, ze zadné charakteristické ¢islo matice A nema kladnou realnou c¢ast, ale mezi
charakteristickymi ¢isly se vyskytuji ¢isla s nulovou realnou casti.

V tomto pfipadé mize byt linearni systém stabilni nebo nestabilni. Podminky stability,
resp. nestability, uvedené ve vété 6.11 jsou tedy postacujici, nikoli nutné.

Podminky asymptotické stability jsou nutné a postacujici.

Lze dokazat, ze v pfipadé, ze vSechna charakteristicka Cisla matice A maji zaporné
nebo nulové realné casti, pricemz vSechna charakteristicka ¢isla s nulovou redlnou casti
maji nasobnost jedna, je uvazovany linedrni systém stabilni (nikoli vSak asymptoticky
stabilni).

Hurwitzovo kritérium

Jelikoz charakteristické ¢isla systému (6.13) jsou kofeny charakteristického polynomu
det(A — M) =ag+ A+ +a, A"+ a,\",

budou néas zajimat polynomy, jejichz vSechny nulové body maji zdporné realné casti. Ta-
kové polynomy se nazyvaji hurwitzovské polynomy a ptislusné kritérium Hurwitzovo
kritérium:

Necht je dan polynom
fR)=a+az+ - +a,_12" " +az", n>1 a9>0, a, #0 (6.14)

s redlnymi koeficienty. Hurwitzovou matici polynomu (6.14) nazyvame matici

aq Qo 0 0 cee 0
as (05} ay Qo - 0

: (6.15)
Q2p—1 Q2p—2 Q2p—3 QA2p—4 -°° QAn

kde klademe as, = 0 pro s < 0 a s > n. Plati toto tvrzeni:

Vsechny nulové body polynomu (6.14) maji zdporné realné c¢asti pravé tehdy, kdyz

determinanty Aj, As, ..., A, jsou kladné, pricemz
aq Qo 0 0 ce 0
as (45} ay ag - 0
A =1 a5 ay as a - 0 k=1,....n.
Q2k—1 Q2k—2 QA2k-3 QA2k—q - Q(f

Maji-li vSechny nulové body polynomu (6.14) zaporné realné ¢asti, musi byt vSechny jeho
koeficienty a;, 7 = 0,...,n, kladné.

D4 se ukazat, Ze pro n = 2 je tato podminka i postacujici, tj. ze polynom f(z) = ag +
+ a1z + azz? je hurwitzovsky pravé tehdy, kdyz ag > 0, a; > 0, ay > 0.
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Pro polynomy vyssich stupni je tato podminka pouze nutna. Tak naptiklad polynom
f(2) =30+4z+ 2%+ 2°

mé nulové body —3, 1437, 1—37, tedy dva kofeny maji kladné realné ¢asti, i kdyz vSechny
koeficienty daného polynomu jsou kladné.

Priklad 6.12. Zjistéte, zda polynom
f(z) =342+ 72" +32° +2*

je hurwitzovsky:.

Vsechny koeficienty polynomu f jsou kladné, takze tento polynom miize byt hurwit-
zovsky. Pouzijeme Hurwitzovo kritérium:

ap=3, a1 =2, ap =17, a3 =3, ag = 1, tedy

. o __|a1r ap| 2 3 o
Al = a1—2>0, Ag—ag a2‘3 7’ 5>0
a; Qg 0 230
Ag = lag a3 aq1|=13 7 2/=11>0
as a4 Qs 01 3
ay Qo 0 0 2 3 00
. az G2 a1 Qaop| 3 7 2 3 . .
A4 - as Qa4 ag ag_O 1 3 7_1 A3_11>0
ar Qg Qs Q4 0 0 01

Podminky Hurwitzova kritéria jsou splnény, takze polynom je hurwitzovsky.

Michajlovovo kritérium

Uvazujme polynom
Pz)=2"+a 2" '+ +a,, (6.16)

ktery nema kofeny lezici na imaginarni ose. RozloZzme polynom P(z) na sou¢in kofenovych
Ciniteld, tj.
Pz)=(z—2z1)(z —22) - (2 — z) .

Necht bod 2z = jw, w € (—o00,00), se pohybuje iy
zdola nahoru po imaginarni ose. Z obrazku je
zifejmé, Ze kdyz Rez, < 0, tak pfi zméné w od _ jo
—o0 do 400 se vektor z — 2z = jw — 2z otoci o 192k
thel 7 proti sméru hodinovych rucicek a funkce
arg(z—z;) ma piirtstek 4. Jestlize tedy vSechny
kofeny polynomu P(z) maji zdporné realné ¢asti,
argument polynomu P(z) bude mit pfirastek nr,
protoze prirtistek argumentu soucinu se rovna X
souctu prirtstki argumentt jednotlivych ¢initeli.

Zy

Kdyby alespoil jeden z kofent z;, j € {l,...,n} mél kladnou redlnou ¢ast, priristek
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argumentu ¢initele z — z; by mél hodnotu —n (odpovidajici vektor se otaci ve sméru
pohybu hodinovych ruéicek) a pfirtstek argumentu polynomu P(z) by byl mensi nez nr.

Dosadme nyni do (6.16) z = jw. Pak plati

P(jw) = u(w) +jow),

kde u(w) = a, — apow? + ap_gw* — -

U(W) = apW — an_3w3 + an_5w5 — e

P(jw) pak reprezentuje vektor v komplexni roviné (u,v). P¥i zméné parametru w od
—o00 do 400 vytvari koncovy bod daného vektoru krivku, kterou nazyvame hodografem
vektorové funkce w = P(jw) (nebo téz Michajlovovou kiivkou), viz obrazek 6.8.

P(jo)

\

Obr. 6.8: Michajlovova kiivka
Tedy pro w € (—00,00) se vektor P(jw) otoci o thel ¢. Jestlize polynom P(z) mé m
korentl s kladnou realnou ¢asti a n — m korenti se zapornou realnou c¢asti, pak
o=m-—m)r+m(—m)=(n—-2m)r.

Jelikoz funkce u(w) je sudd, Michajlovova kfivka je symetrickd podle osy u, coz znamena,
ze miizeme konstruovat Michajlovovu kiivku pouze pro w € (0, c0), pficemz

p=Mm-m)5+m-(=5)=(n—2m)7. (6.17)
Jiz vime, Ze TeSeni systému (6.11) je asymptoticky stabilni, jestlize vSechny kofeny pti-

slusné charakteristické rovnice maji zdporné realné ¢asti, tj., m se musi v (6.17) rovnat
nule, coz vede k nasledujicimu kritériu stability.
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Michajlovovo kritérium. Polynom (6.16) je Hurwitztv, jestlize Michajlovova kiivka
pro w € (0, 00) neprochazi pocatkem a plati p =n - 7.

Na obrazku 6.9 jsou zobrazeny typické Michajlovovy kfivky pro polynomy stupmi
n=1,2,3,4,5 v pripadé, ze vSechny kofeny maji zapornou realnou cast.

n=2

a, u

n=4

Obr. 6.9: Michajlovovy krivky pron =1,2,3,4,5.

Priklad 6.13. Michajlovovym kritériem rozhodnéte o stabilité systému

Ty = )
rh = 13
Ty = 1y
Ty, = —x;— 2x9 — 3x3 — 214.

Reseni. Charakteristickd rovnice je tvaru

PA) = X"+ 2X 430 +2X+1=0.
Dale plati

P(jw) = w'—2jw® —3w?+2jw+1,
uw) = w'—3w*+1
v(w) = —2w + 2w =2w(l - w?) = 2w(l —w)(1+w).

Hledejme nyni kofeny rovnic u(w) =0, v(w) =0, w € (0,00).

ww)=0 & Ww-3Ww+1=0 = :
w)=0 & 2w(l-w)(l+w)=0 = w3=0,w,=1.

&
I
T
S
w
+
S
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Sestavme tabulku hodnot u = u(w), v = v(w) pro vypoétené hodnoty parametru w, a to
vzestupné vzhledem k w:

w 0 3_2*/5 1 3+2\/g 00
U 1 0 -1 0 +
v 0 + 0 — —

K pribéhu Michajlovovy kfivky nam staci urcit pouze znaménka funkcénich hodnot
vcetné piipadu, kdy w — oo. Jelikoz lim 2 = 0, pribéh Michajlovovy kiivky lze znazornit
w—r00
néasledovneé:

A

Obr. 6.10: Michajlovova kiivka k prikladu 6.13

Tedy pro w € (0, 00) se vektor P(jw) otoci o thel ¢ = 2w. Aby polynom P()) byl dle
Michajlovova kritéria hurwitzovsky, musi v nasem piipadé platit o = 4 -7 = 27, coz je
splnéno. Odtud plyne, ze vySetfovany systém je asymptoticky stabilni. O]

Z vyse uvedeného vyplyva, Ze jsou-li vSechny realné ¢asti kofent polynomu (6.16)
zaporné, plati:

1) Pfi pohybu w od 0 do oo se bude vektor w = P(jw) ota¢et pouze proti sméru pohybu
hodinovych rucicek a Michajlovova krivka bude stfidavé protinat jak realnou, tak
imaginarni osu roviny (u,v).

2) Celkovy pocet téchto pruseciki (véetné pruseciku pro w = 0) se bude rovnat stupni
polynomu P(z).

3) Michajlovova kiivka nemize prochéazet pocatkem soufadnic, protoze pro uréitou
hodnotu w by muselo platit P(jw) = 0, coZ by byl spor s podminkou, Ze polynom
P(z) nemé koteny lezici na imaginérni ose.
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Tento rozbor nam umoznuje zformulovat Michajlovovo kritérium v néasledujicim,
snadno ovéfitelném tvaru:

Jestlize polynom P(z) nemé kofeny na imaginarni ose, pak nutnou a postacujici pod-
minkou pro existenci kofentt P(z) pouze se zdpornou realnou ¢asti je, aby:

1) Pfirostoucim w € (0, 00) se vektor P(jw) pohyboval proti sméru pohybu hodinovych

rucicek.

2) Vs8echny kofeny rovnic u(w) = 0,v(w) = 0 byly redlné a navzajem se stiidaly.
(Tj. mezi dvéma néasledujicimi kofeny jedné rovnice musi lezet jeden kofen druhé
rovnice.)

Jestlize vSechny koeficienty polynomu P(z) jsou kladné, stac¢i ovéfit pouze podminku
2).

Na zéavér zdiraznéme, ze vyse uvedena kritéria stability pro systémy linearnich diferen-
cidlnich rovnic 1. fadu plati vzhledem k ,ekvivalenci“ systému linearnich diferencialnich
rovnic 1. fadu a linearnich diferencialnich rovnic n-tého fadu i pro vysetfovani stability
linearnich diferencialnich rovnic n-tého radu.
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6.1 Rovinny autonomni diferencialni systém

6.1.1 Cil kapitoly

Cela Tada technickych jevl je matematicky modelovana diferencialnimi systémy, ve kte-
rych nezavisla proménné (hrajici vétsinou roli ¢asu) neni zastoupena explicitné. Témto
systémim fikame autonomni systémy. Cilem této kapitoly je podrobné se seznamit s
vlastnostmi Feseni autonomniho rovinného (tj. dvourozmérného) homogenniho linedrniho
systému. Tyto systémy maji jednu velkou vyhodu - jejich feSeni je mozné zobrazovat v
tzv. fazové roviné. Provedeme podrobnou klasifikaci vsech moznych pripadt chovani fe-
Seni. Z fazovych obrazi je mozné snadno usuzovat na stabilitu ¢i nestabilitu feseni, tedy
na vlastnosti, které nas casto prakticky zajimaji (zopakujte si dle vaSich poznamek z
bakalafského studia pojem stability a nestability feSeni).

6.1.2 Autonomni diferencialni systém

Systém diferenciélnich rovnic se nazyva autonomnim systémem (nebo také dynamickym
systémem), pokud je zapsan v normalnim tvaru a pravé strany tohoto systému nejsou zé-
vislé na (nezavislé) proménné ¢. Jinymi slovy, systém diferencialnich rovnic je autonomni,
pokud ho lze zapsat ve tvaru

v = [y Y2, -5 Yn),

y; = fn(y1>y27 cee >yn)>

tj'?
v = 1),

kde vektorova funkce f je definovana na néjaké oblasti 2 v prostoru R"™ nebo na celém
prostoru R” (tj., @ = R™). Oblast {2 se nazyva fazovy prostor, proménna ¢, ktera je v
systému (6.18) implicitné obsazena se Casto nazyva ¢as. Budeme predpokladat, ze pravé
strany systému (6.18) jsou spojité a Ze parcidlni derivace 0f; /Oy, i,k = 1,2, ..., n existuji
a jsou téz spojité. Partikularni fesSeni y = y(t) systému (6.18) mizeme chapat bud jako
graf funkce y = y(t) v prostoru R x Q nebo jako kfivku v prostoru 2 danou parametricky
rovnici y = y(t). V tomto piipadé takovou kiivku nazyvame trajektorii (nebo fazovym
obrazem fFeseni) systému (6.18). Trajektorie je kolmym pramétem grafu funkce y = y(t)
z prostoru R x €2 do prostoru 2.

6.1.3 Autonomni rovinny homogenni linearni systém

Linearni systém s konstantnimi koeficienty v roviné

Budeme diskutovat kvalitativni chovani feseni systému rovnic

v =Ar, veR? (6.19)
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s realnou konstantni matici
ail Az
A=
ag1 A22

na okoli rovnovazného bodu (1, z3) = (0,0). Pfipomerime terminologii zavedenou v 6.1.2.
Rovina x1z5 je nazyvana fazovou rovinou. Grafické znazornéni ukazujici kolmou projekci
feseni do fazové roviny nazyvame fazovym obrazem FeSeni systému rovnic. Fazovy ob-
raz mnoziny vSech feseni systému (6.19) nazyvame fazovym obrazem systému. Systém
(6.19) muze byt zapsan (polozime-li x; = z, x5 = y) ve tvaru

dx

5 = uT +any, (6.20)
d

d_?L{ — a2 + agy (6.21)

a jeho fazovy obraz bude diskutovan v okoli rovnovazného bodu (z,y) = (0,0). ZapiSme
odpovidajici charakteristickou rovnici

aj; — A a12
det(A — \E) = =0,
et ) a1 Q22 — )\‘
tj. rovnici
)\2 — (CLH + (122))\ + (a11a22 — CL126L21) =0. (622)

Jeji koreny jsou

A2 =" <CL11 + ag £ \/(an + ag)? — 4(anag — a12a21)> )

N[ =

a po ziejmé uprave,

A2 = (an + ag \/(an —agn)? + 4a12a21) .

N =

Vztah rovinného systému (6.19) a rovnice druhého fadu

Autonomni rovinny systém miizeme fesit nékolika zptsoby. Uzijme nejprve elimina¢ni
metodu k tomu, abychom si ujasnili nékteré spolecné rysy a také rozdily prfi feseni sys-
tému (6.19) a rovnice druhého F¥adu, kterd vznikne eliminaci jedné nebo druhé hledané
promeénné.

Derivovanim prvni rovnice systému (6.20) dostavame

" / / /
r = a11x + a2y = a1x + a12(a21$ + aggy).

Eliminujeme nyni proménnou y z prvni rovnice systému (6.20) za podminky, Ze a1 # 0:

]' /
= — (2 —anz).
) 1o ( 11)

Pak

"o / 1 /
r = a1 + a12a491T + A12G22 _CL . (LL' — allx)
12



6.1 ROVINNY AUTONOMNI DIFERENCIALNI SYSTEM 123

a nakonec obdrzime rovnici druhého rddu vzhledem k proménné x:
I// — (a11 + GQQ)J]/ —+ (a11a22 — algagl)x =0. (623)

Vsimnéme si, Ze piislusna charakteristickd rovnice, odpovidajici rovnici (6.23) je stejna
jako rovnice (6.22). Rovnice (6.23) muzZe byt snadno vyfeSena a vysledek muzeme dosadit
do druhé rovnice systému (6.20). To znamena, Ze muzeme najit druhou proménnou y.
Je-li a;o = 0, pak lze prvni rovnici systému (6.20) fesit pfimo. V obou pfipadech tedy
muZeme najit obecné feseni systému (6.20) diky pomocné linedrni rovnici druhého nebo
prvého fadu s konstantnimi koeficienty.

Poznamka 6.14. Stejny elimina¢ni postup muze byt pouzit vzhledem k proménné .
Je-li as; # 0, pak y vyhovuje stejné rovnici jako x, totiz rovnici

y" — (a11 + az)y + (a11a22 — arzaz)y = 0. (6.24)

Nemiizeme ovSem na zakladé faktu, ze jak x, tak y vyhovuji stejné rovnici konstatovat,
ze obé TeSeni maji identicky tvar. To je obecné vylouceno existenci vztahtt mezi obéma
proménnymi, uréenymi pravé zkoumanym systémem (6.19). Nicméné fakt, ze zndme struk-
turu obecného feseni diskutovanych rovnic druhého radu je dobrou motivaci pro pochopeni
piipustnych tvart obecného feseni systému (6.20).

Pripustné tvary obecného FeSeni rovinného systému

Vypisme piipustné tvary obecného feseni systému (6.20). Budeme piedpokladat, Ze feseni
jsou realna. Tomu prizpiisobime odpovidajici klasifikaci:

Piipad realnych a ruznych kofenu (\; # \y)

Je-li Ay # Ao, pak z Véty 4.10 (str. 87) vyplyva, Ze systém (6.20) ma obecné feseni tvaru

z = Oyl et + Chulye??t, (6.25)
y = Cro? et + Coviye™ (6.26)
kde C; a Cy jsou libovolné konstanty a vy, v%], vy, vi, jsou konstanty (tvorici dva

vlastni vektory vy = (vi,v%)) a vis = (viy,v%,)), které mohou byt uréeny dosazenim
vyrazu (6.25) do systému (6.20). Tyto konstanty vyhovuji systémum

(a11 — AM1)viy + aipvi; =0, (6.27)

aglvfl + (a22 — /\1)’0%1 =0 (628)
a

(CLH - )\2)?]%2 + CL12U%2 = O, (629)

CL21’U%2 + (a22 - /\2)’0%2 =0. (630)
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Piipad realnych a stejnych kofenu (A = )
Je-li Ay = Xy a je-li hodnost h; matice A — A\ E rovna jedné, pak ma obecné feSeni
systému (6.20) v souladu s Vétou 4.10 (str. 87) tvar
z = (Crol; 4+ Covd, + Cyvl t)eM, (6.31)
y = (C1v? + Cyvd, + Cov? t)eM, (6.32)
kde C a Cy jsou libovolné konstanty a vi;, v, vs,, v3, jsou konstanty tvorici dva zobec-
néné vlastni vektory vy = (vi;,v3) a vy = (v4;,v3)), které mohou byt uréeny postupem
uvedenym v ¢asti 4.8.2 Je-li hy = 0, potom méa obecné feseni tvar
r = (Cyv}, + Covly)eMt, (6.33)
y = (Cvvf; + Covfy)e™,
kde C; a Cy jsou libovolné konstanty a vi;, vi, vi,, vi, jsou konstanty tvofici dva zo-

becnéné vlastni vektory vy; = (viy,v%)) a vz = (vly,v%,)), které mohou byt urceny jako
linedrné nezavisla feseni soustav (6.27), (6.29).

Pripad komplexnich kofent (A2 =p=+q-i)

Jsou-li kofeny charakteristické rovnice komplexni, tj., A; 2 = p =+ ¢7, pak ma obecné feSeni
tvar (ktery muzeme za tohoto predpokladu odvodit z tvaru (6.25) nebo z tvaru, uvedeného
ve Vété 4.3, vzorec (4.15)):

z = e"(ay cos gt + P singt), (6.35)
y = e (ay cos gt + Pasingt), (6.36)

kde konstanty a, Bi, as a P9 zavisi na dvou libovolnych konstantach.
V dalsich ¢astech budeme uvedené pripady studovat podrobnéji.

6.1.4 Fazové obrazy v pripadé realnych a riznych korenu cha-
rakteristické rovnice

Pripad zapornych a raznych korenu charakteristické rovnice

Uvazujme ptipad A\; # Ao, A\; < Ay < 0. Reseni (z,y) = (0,0) je globalné asymptoticky
stabilni, nebot (jak 1ze snadno vidét z (6.25))

lim z(t) = lim y(t) =0

t——+00 t——+00

pro libovolné konstanty C, Cy. V ptipadé, kdyz C; = 0 a Cy # 0 je fazovym portrétem
(po eliminaci proménné ¢ z (6.25)) p¥imka

V2,1 — vipy = 0. (6.37)
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Sipkami je ukézan smér odpovidajici ristu proménné t. V piipadé C; # 0 a Cy = 0 je
fazovym portrétem (po eliminaci proménné ¢ z (6.25)) piimka

v2x — vy = 0. (6.38)

Kromé toho pro Cy # 0 a a9 # 0 ze vztahu (6.25) vyplyva

To znadi, ze kazdy fazovy portrét (kromé pfimky odpovidajici Cy = 0) méa stejnou teénu
v podatku soufadnic, tj., pfimku (6.37). Je-li v, = 0, pak je tato te¢na piimkou z = 0
a v piipadé, Ze vi, = 0 p¥imkou y = 0. Bod (0,0) nazjvame stabilnim nevlastnim
uzlem. (Viz obr. 6.11.)

vz — vy =0

2
vha —vly =0

Obr. 6.11: Stabilni uzel Obr. 6.12: Nestabilni uzel

Pripad kladnych a ruznych kofenu charakteristické rovnice

Predpokladejme, ze Ay # Ao, Ay > Ay > 0. Fazovy portrét trajektorii je stejny jako
v predchozim piipadé, pouze orientace Sipek je opac¢na. Trivialni feseni x = y = 0 je
nestabilni. Bod (0, 0) je nazyvan nestabilnim vlastnim uzlem. (Viz obr. 6.12.)

Pripad jednoho kladného a jednoho zaporného korene charakteristické rovnice

Predpokladejme, Ze Ay # Ay, A1 > 0 a Ay < 0. V tomto piipadé vidime ze vztahu (6.25),
ze vzdalenost mezi poc¢atkem soufadnic a libovolnym bodem fazového portrétu reseni pro
C1 # 0 a Cy # 0 roste (do nekonecna) kdyz t — +oo. Pro C; = 0 je fazovym portrétem
odpovidajicich feseni pfimka (6.37). Body lezici na této piimce konverguji k pocatku
soufadnic pro t — +oo. Je-li Cy = 0, pak je fazovym portrétem odpovidajicich feseni
ptimka (6.38). Body na ni lezici konverguji do nekoneéna pro ¢t — +o00. Trividlni feseni
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=

=

Obr. 6.13: Sedlovy bod Obr. 6.14: Stied

x = y = 0 je nestabilni. Poznamenejme, ze pro { — 400 existuje stabilni podprostor
feSeni, vyhovujicich vztahu (6.37). (Viz obr. 6.13.)
Bod (0,0) nazyvame sedlovym bodem nebo hyperbolickym bodem.

Fazové obrazy v pripadé ryze komplexnich kofenu charakteristické rovnice

Piedpokladejme, Ze kofeny charakteristické rovnice jsou ryze komplexni, tj., A\ 2 = £qi a
q # 0. Obecné feseni systému (6.20) ma tvar (viz (6.35))

x = o cos gt + [y sinqt, (6.39)
Yy = aycos gt + [Bosingt, (6.40)

kde konstanty aq, 51, as a 52 mohou zaviset na dvou libovolnych konstantach. Vsechna
feSeni systému (6.39) jsou periodicka. Ukéazeme, Ze se jedna o elipsy (nebo kruznice) se
stfedem v pocatku souradnic fazové roviny. Oznacme

a1 51

65)] 52

A:

Protoze uvazujeme netrividlni feseni, musi byt A # 0. Ze vztahu (6.39), (6.40) dostavame

r B
B2

o T

A7l singt =
Q2 Y

AT (6.41)

cosqt = '

Dosazenim vztaht (6.41) do identity cos? gt + sin® gt = 1 dostavame
(B2 + a3)z® — 2(B281 + ana)zy + (B + af)y? = A% (6.42)

Rovnice (6.42) vyjadfuje elipsy (nebo kruznice) se stfedem v pocatku soufadnic. Vysvét-
leme jesté strucné proc. Z analytické geometrie vime, ze kiivka dana vztahem

az® + 2bzy + cy? = d,
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kde a > 0, ¢ > 0 a d > 0 je elipsou (a ve specidlnim ptipadé, kdy a = ¢ kruznici), plati-li
ac —b? > 0. V nasem pifpadé jsou podminky a = 85 + a2 > 0, ¢c = 2 +a? >0 a
d = A? > 0 splnény (zdiivodnéte proc). Posledni podminka vede k nerovnosti

ac —b* = (B3 +a3) - (8] + af) — (Baf1 + asan)?® = (Bacs — a2f1)* > 0

(taktéz zdvodnéte, pro¢ je posledni vyraz nenulovy) a provérka podminek je zakonéena.
Netrivialni trajektorie (6.39) systému (6.20) jsou tedy pro kazdé t > ty ve fazové roviné
ohrani¢ené, maji tvar elips (nebo kruznic) a nekonverguji ani k pocétku soufadnic, ani
k nekone¢nu. Trividlni feSeni je stabilni. Bod (0, 0) fazové roviny se nazyva st¥ed. (Viz
obr. 6.14.)

Fazové obrazy v piipadé komplexnich korenu charakteristické rovnice

Predpokladejme, ze kofeny charakteristické rovnice jsou komplexni, ale nikoliv ryze kom-
plexni, tj., A1 2 = p=£qi a p # 0. Provedeme diskusi dvou pfipadd.

Komplexni kofeny se zapornou realnou slozkou

Predpokladejme, Ze p < 0. Obecné feseni systému (6.20) ma tvar (viz (6.35))

x = e”(ay cos gt + By sinqt),
y = e (ay cos gt + Pasingt),

ve kterém konstanty aq, 81, ag a 5 zavisi na dvou libovolnych konstantach. Snadno lze
obdrzet analogicky vztah ke vztahu (6.42).

(B3 + a3)x® = 2(Bafr + ascn)zy + (B + al)y? = A% - . (6.43)

Netrivialni feSeni (6.35) systému (6.20) konverguji ve fazové roviné pii ¢ — +oo k po-
¢atku souradnic. Vztah (6.43) je ve fazové roviné spirdlou, nekoneénékrat rotujici kolem
pocatku soufadnic a konvergujici k poc¢atku souradnic. Proto je trivialni feseni asympto-
ticky stabilni. Rovnovazny bod (0, 0) fizové roviny v tomto pfipadé nazyvame ohniskem
(stabilnim ohniskem). (Viz obr. 6.15.)

Komplexni kofeny s kladnou realnou slozkou

Predpokladejme, Ze p > 0. Obecné Feseni systému (6.20) ma tvar (6.35). Fazovy portrét je
v tomto pripadé stejny jako v predeslém pripadé, pouze orientace fazovych obrazt feseni
je opa¢na. Vztah (6.43) je ve fazové roviné spirdlou, nekone¢nékrat rotujici kolem pocatku
soutadnic, vzdalujici se od pocatku soutadnic a divergujici do nekonecna. Trividlni feSeni
je nestabilni. Rovnovéazny bod (0, 0) fazové roviny se nazyva ohniskem (nestabilnim).
(Viz obr. 6.16.)
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y B

(N

—) .

C

Obr. 6.15: Stabilni ohnisko Obr. 6.16: Nestabilni ohnisko

Fazové obrazy v pripadé realnych nenulovych nasobnych kofenu charakteris-
tické rovnice

Tvary piipustnych FeSeni byly ukdzény v ¢asti 6.1.3 (viz vzorce (6.31), (6.33)). Jejich
analyzou mizeme dospét k zavéru, ze obecné feseni ma v piipadé, kdyz Ay = A\ tvar
z = (o + Bit)eM, (6.44)
y = (o2 + Bat)e, (6.45)
kde konstanty oy, 51, as, B2 jsou obecné funkcemi dvou libovolnych konstant Cp, C5 a
samy koeficienty (5, a (5 zavisi pouze na jedné libovolné konstanté. Kromé toho plati, ze

B1 = Cha* a By = Csb*, kde a* = 0 a b* = 0, je-li hodnost h; matice A — A\ E nulova a
a* = v}, a b* = v?, je-li hodnost této matice h; = 1. Uvazujme dale dva piipady.

Zaporné realné koreny

Predpokladejme, ze A\; = Ay < 0. Obr. 6.17 ukazuje situaci, kdyz 32 + 52 > 0 (a tedy,
vzhledem k uvedenym vztahiim, jsou obé ¢isla nenulova).

4 y
\ x
Obr. 6.17: Stabilni nevlastni uzel Obr. 6.18: Stabilni dikriticky uzel

V tomto pripadé maji vSechny fazové kiivky v pocatku souradnic spolec¢nou tec¢nu
Box — 1y = 0, nebot
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Je-li B; = B =0, pak

T = oqe,
y = Oé2e>\1lf7
kde a; a as jsou libovolné konstanty. V tomto pripadé je fazovy obraz reprezentovan
ptimkami asx — ayy = 0 (viz obr. 6.18.). V obou piipadech nazyvame rovnovazny bod
(0,0) stabilnim nevlastnim uzlem a v poslednim pfipadé hovofime o dikritickém
uzlu. Trivialni feSeni je asymptoticky stabilni.

Kladné realné koreny

Necht A\; = Ay > 0. Fazovy portrét systému je stejny jako v predchozim piipadé s tim
rozdilem, ze orientace pohybu je ve fazové roviné opacna. Obrazky 6.19 a 6.20 ukazuji
prislusné fazové obrazy.

Y

]

z \+
\x

Obr. 6.19: Nestabilni nevlastni uzel Obr. 6.20: Nestabilni dikriticky uzel

/

Rovnovazny bod (0,0) nazyvame nestabilnim nevlastnim uzlem nebo nestabil-
nim dikritickym nevlastnim uzlem. Je zfejmé, Ze trivialni feSeni je nestabilni.

Fazové obrazy v pripadé existence jednoduchého nulového korene charakteris-
tické rovnice

V pripadé, ze nula je nenasobnym kofenem charakteristické rovnice vznikaji dva pripady:

Nulovy a zaporny koren charakteristické rovnice

Predpokladejme, ze \; = 0 a Ay < 0. Obecné feseni ma tvar (viz (6.25)):

xTr = lelJ}l -+ CQU%QQ/\Zt, (646)

2 2 ot
y = Crvyy + Couppe™,

=~
~
N—
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kde C; a Cy jsou libovolné konstanty. V pfipadé, ze Cy = 0, je kazdy bod (x,y) =
= (Cyvi;, C1v?) partikuldrnim konstantnim fesenim. Tato feSeni vypliuji pfimku

2 1
v1x — vy = 0.

Kromé toho, tato konstantni feseni jsou limitnimi body jinych FeSeni (kterd odpovidaji
hodnoté Cy # 0) s piimkovymi fazovymi obrazy

'Ufz(fc - Clv%l) - U%z(?/ - Cl”%l) =0.

Rovnovazny bod (0, 0) je stabilni, ale neni asymptoticky stabilni. (Viz odpovidajici fazovy
obraz - obr. 6.21.)

S
>
T~

NN -~

Obr. 6.21: Pfipad nulového a zaporného Obr. 6.22: Piipad nulového a kladného
kofene kofene

Nulovy a kladny kofen charakteristické rovnice

Necht je nyni A\; = 0 a Ay > 0. Fazovy obraz systému je stejny jako v predchozim p¥ipadé
pouze orientace pohybu je (pro rostouci t) opa¢na. (Viz obr. 6.22.) Rovnovazny bod (0, 0)
je nestabilni.

Fazové obrazy v pripadé dvojnasobného nulového koirene charakteristické rov-
nice

Je-li A\; = Ay = 0, pak m4 obecné Tfeseni tvar (vyplyvajici z (6.44)):

T = a; + it (6.48)
Y = G2 + /BQt (649)

kde konstanty ay, (1, s, B2 jsou funkcemi dvou libovolnych konstant C;, Cs, konstanty
B1, Bo vSak zavisi pouze na jedné libovolné konstanté; 1 = Cha* a o = Cyb*, kde
a* = b* = 0, je-li hodnost h; matice A — A\ E nulova a a* = v{;, b* = v?,, je-li hodnost
této matice h; = 1. Je-li 82 + 32 > 0 (a tedy, vzhledem k uvedenym vztahiim, jsou
obé ¢isla nenulova), pak jsou fazové obrazy trajektorii tvofeny pfimkami a kazdy bod na
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nich konverguje k nekoneénu pro ¢ — +oo. V tomto pfipadé je rovnovazny bod (0,0)
nestabilni. Jestlize 5, = f; = 0, pak ma obecné feSeni tvar

Tr=ai, Y=y,

kde jsou a7 a as libovolnymi konstantami. Kazdy bod fazové roviny stabilnim feSenim.
Nejedna se vsak o asymptotickou stabilitu.

Priklad 6.15. Uvazujme systém

¥ =—x—y, (6.50)

/

Yy = T+y.

V tomto pfipadé je \; = Ay = 0 a obecné FeSeni systému (6.50) mé tvar

C1 + C:
r= 2T oy
2
C; - C
Yy = # + Clta
2
kde C7 a C5 jsou libovolné konstanty.
Priklad 6.16. Systém
' =0, (6.51)
y'=0
slouzi jako ilustrace posledniho pfipadu. Skutecné: A\; = Ay = 0 a obecné Teseni sys-

tému (6.51) je
r=o1, y=a,

kde a1 a as jsou libovolné konstanty.

6.2 Shrnuti kapitoly

V kapitole byly klasifikovany vsechny mozné ptipady chovani dvourozmérného linearniho
autonomniho systému. Z fazovych portrétt bylo patrné v jakych piipadech 1ze hovorit o
vlastnosti byly jednoznac¢né determinovany vlastnostmi korenti charakteristické rovnice.
Proto pfi prvotni klasifikaci typu feSeni neni viibec nutné nachazet obecné feseni daného
systému. Naprosto postacuje zjistit, jakého charakteru zminéné koteny jsou. Pro rekapi-
tulaci uvedme, Ze byly klasifikovany tyto pripady: pfipad zapornych a ruznych koient,
pripad kladnych a ruznych korenu, pripad jednoho kladného a jednoho zaporného korene,
pripad ryze komplexnich kotent, ptipad komplexnich korenti se zapornou nebo s kladnou
realnou slozkou, piipad redlnych nenulovych nasobnych kofent (kladngch ¢ zapornych),
ptipad jednoho nulového a jednoho zaporného (nebo kladného) kofene a piipad dvojné-
sobného nulového kofene.
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6.3 ResSené priklady

Priklad 6.17. VysSetfete stabilitu systému

Ty = X1+ 22
Th = To
Ty = 14
r, = 0
Reseni.
1100 1—A 1 0 0
[0 1T 00 B a0 =X 0 0 2y 2
A= 000 1 f(>‘>_det(‘4 )‘I)_ 0 0 2\ 1 —)\()\ 1)
0 0 0O 0 0 0 -

Tedy charakteristicka ¢isla matice A jsou \; = Ay =0, A3 = Ay = 1.
Matice A ma charakteristické ¢islo s kladnou redlnou ¢asti, tedy systém je nestabilni.

O
Priklad 6.18. Vysetiete stabilitu feSenf u(t) = (sint, ¢ + cost, 1 + sint)? systému
x} 2 1 =2 T 2—t
]l =1-10 0 |.|[xz]|+ 1
xh 1 1 -1 T3 1—1t
ResSeni. Staci vysetiit stabilitu trividlniho feseni homogennoho systému
x) 2 1 =2 T
m]l=1-10 0 T
xh 1 1 -1 T3
2—X 1 -2
det(A—X)=| -1 —-X 0 |[=-N+DA-1)=0
1 1 —1-=2A
Tedy A\ = j, Ay = —7J, A3 = 1. Protoze existuje charakteristické ¢islo matice A s kladnou
realnou ¢asti, je trividlni feSeni homogenniho systému nestabilni a tudiz i feseni u(t)
daného nehomogenniho systému je nestabilni. O]

Priklad 6.19. Pomoci Michajlovova kritéria zjistéte, zda je stabilni diferencialni rovnice
@ 4+ 2" 4+ 102" + 42’ + 9z = 0
Reseni. Charakteristickd rovnice je tvaru

PA) =X+ X +1002+4)1+9=0
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Tedy P(jw)=w*—10w? +9 — j(w® — 4w).

Odtud u(w) = w*=10w*+9=0 = w;s==1, wyy==3
v(w) = —wi+4dw=0 = w; =0, wyz =42

Sta¢l ndm uvazovat pouze kofeny z intervalu (0,00). Vidime, Ze vSechny jsou reélné a
navzajem se stiidaji, z ¢ehoz plyne, Ze polynom P()) je hurwitzovsky, a tedy vySetfovana
rovnice je asymptoticky stabilni. O

Priklad 6.20. Charakterizujte bod (0,0) systému

3 1
/
_ 3,1 52
t' =g =5y, (6.52)
L3
y'=—5r— .

Reseni. Bod (0,0) je stabilnim nevlastnim uzlem. Skute¢né, v tomto piipadé je A\, = —
—2 < Ay = —1. Obecné feseni systému (6.52) je:

r = C’le_% + Cge_t,

y = Cre 2 — Che™.

[
Piiklad 6.21. Charakterizujte bod bod (0, 0) systému
3 1
, —_ — —_—
=g + 5Y: (6.53)
= lx + 3
y - 2 2y‘

Reseni. Bod (0,0) je nestabilnim vlastnim uzlem. Skute¢né, v tomto piipadé \; = 2 >
> Ao = 1. Obecné feseni systému (6.53) je

z = Ce* + Cqe',
y = Cre* — Oye'.

Piiklad 6.22. Charakterizujte bod (0,0) systému
¥ =y, (6.54)
y =
Reseni. Bod (0,0) je sedlovym bodem. V tomto piipadé je \; =1 >0a Ay = —1 < 0.
Obecné Feseni systému (6.54) je:
r = C’let + Cze_t,
y = Cre' — Cre™".
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Priklad 6.23. Charakterizujte bod (0,0) systému
=y, (6.55)

y = —u.
Reseni. Bod (0,0) je stiedem. V tomto piipadé \; o = &i. Obecné feseni systému (6.55)
je
r= C(Cicost+ Cysint,
y = —Csint + Cycost.
Fazovym portrétem feseni jsou kruznice, nebot plati 22 + y*> = C? + C? > 0. ]
Priklad 6.24. Charakterizujte bod (0,0) systému
¥=x—y, (6.56)
y=v+y.
Reseni. Bod (0,0) je nestabilnim ohniskem. Kofeny A;, = 1 4 i. Obecné feeni sys-
tému (6.56) je
z=¢'( Cjcost+ Cysint),
y = e'(—Cycost + Cysint).

O
Piiklad 6.25. Charakterizujte bod (0,0) systému
= x4+ 5y, (6.57)
Yy =—x—3y.
Reseni. Bod (0,0) je stabilnim ohniskem, protoze A2 = —1 £ 4. Obecné feseni sys-
tému (6.57) je
r= e '(Cycost+ Cysint),
y = ée_t((—201 + Cy) cost — (Cy + 2Cy) sin't).
O
Piiklad 6.26. Charakterizujte bod (0,0) systému
¥ = —u, (6.58)

/

y' = -y.

Reseni. Bod (0,0) je dikritickym stabilnim nevlastnim uzlem. V tomto piipadé mame
A12 = —1. Obecné TeSeni systému (6.58) je:

T = ale_t,

—t
Yy = age -,

kde a; a as jsou libovolné konstanty. O]
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Priklad 6.27. Charakterizujte rovnovazny bod (0,0) systému

¥ = —u, (6.59)

y =

Reseni. V tomto piipadé je Ay = 0 a Ay = —1 < 0. Jde o stabilni bod. Obecné Feseni
systému (6.59) ma tvar

xr = Cgeit,
Y= Cl - CQG_ta
kde C} a (s jsou libovolné konstanty. m

Priklad 6.28. Charakterizujte rovnovazny bod (0,0) systému

= 3x+y, (6.60)
y =-z+y.

Reseni. Bod (0,0) je nestabilnim nevlastnim uzlem, nebot \; 5 = 2. Obecné feseni sys-
tému (6.60) je

= ( Cl + 02 + CQt)GZt,
(—Cy — Cyt)e?

x
Yy
s libovolnymi konstantami C; a Cs. O

Cviceni

1. Vysetfete z hlediska stability trividlni feseni systémii:

a) rj = X9
zh = —2x1 — 329
b) x} = T2

Ty = 371 + 222

c) zf = —3x9
Ty = 311

2. Pomoci Hurwitzova kritéria rozhodnéte o asymptotické stabilité nasledujicich linearnich dife-
rencialnich rovnic a systému linearnich diferencialnich rovnic.

a) x) = R
xh = —3x1 — bxy
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b) z} = xo
zh = — 3
rh = x1 + 3wy — 2x3
c) ¥ = — 1
xh = T3
Th =1z — T — 213

d) 2@ + 42" 4 62" + 82 + =0
e) W 452" + 92 =0

3. Michajlovovym kritériem vySetfete stabilitu nasledujicich systému linearnich diferencidlnich
rovnic a linearnich diferencidlnich rovnic vyssich rada.

= xz
3
= z‘l

= [E2

= 733

= 1’4
— 1 3 3

= —§:E1 - 51‘2 — 51’3 — 21’4

d) y® +y@® + 7y + 4y" + 10y + 3y = 0

4. Charakterizujte bod (0,0) systému

/

xT

2
/

T
b)
/

xT

9

= -3z — 2y,
= —2z — 2y.
= 3z + 2y,
=2z + 2y.
=T — 5y7
=z — 3y.

Vysledky

1. a) Stejnomérné asymptoticky stabilni ;
b) Nestabilni ;

c¢) Stejnomérné stabilni ;
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2. a) Asymptoticky stabilni ;
b) Asymptoticky stabilni ;
c
d

Asymptoticky stabilni ;
Asymptoticky stabilni ;
e) Asymptoticky nestabilni ;

b) Asymptoticky stabilni, viz obrazek 6.24 ;
¢) Asymptoticky stabilni, viz obrazek 6.25 ;
d) Asymptoticky stabilni, viz obrazek 6.26

4. a) Bod (0,0) je stabilnim nevlastnim uzlem.
b) Bod (0, 0) je nestabilnim vlastnim uzlem.

)
)
)
)
)
3. a) Nestabilni, viz obrazek 6.23 ;
)
)
)
)
)
c) Bod (0,0) je stabilnim ohniskem.

6 u

1 u
Obr. 6.23: Michajlovova kfivka z pii- Obr. 6.24: Michajlovova kiivka z pri-
kladu 3a) kladu 3b)

1 u

3 u
Obr. 6.25: Michajlovova kiivka z pii- Obr. 6.26: Michajlovova kiivka z pri-
kladu 3c) kladu 3d)
Maplety

Kliknutim na nésledujici odkaz si lze pomoci mapletu procvicit toto téma:
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1. Pomoci Hurwitzova kritéria rozhodne o stabilité systému linearnich diferencialnich rov-
nic prvniho radu.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Hurwitz.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Hurwitz.html
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7 Parcialni diferencialni rovnice
prvniho radu. Neékteré zakladni
pojmy a metody

7.1 Cil kapitoly

V predchozich kapitolach jsme se zabyvali obyc¢ejnymi diferencidlnimi rovncemi a jejich
vlastnostmi. Uk4zali jsme si moznosti jejich aplikaci. Resenim pro nas byla funkce zévise-
jici jen na jedné proménné, napf y = f(x). Jinymi slovy, hledali jsme feseni lezici v jedné
roviné. Pokud se ale budeme pohybovat v prostoru, potom budeme pracovat s funkci vice
proménnych a zde budeme misto derivaci pouzivat parcialni derivace.

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenare se zaklady teorie parcidlnich diferencialnich
rovnic. Stanovime si co budeme rozumét fesenim parcidlni diferencidlni rovnice a jaké
ulohy budeme fesit.

Potom se zaméfime na parcidlni diferencidlni rovnice prvniho rfadu. Zformulujeme
pozadavky kladené na pocatecni tlohu pro parcialni diferencialni rovnici prvniho fadu.

Ukéazeme nékteré zptisoby feSeni nejjednodussich parcialnich diferencialnich rovnic
prvniho fadu. Specidlné se budeme vénovat linearni homogenni parcidlni diferencialni
rovnici prvniho radu.

7.2 Pojem reSeni parcialni diferencialni rovnice

Definice 7.1. Parcialni diferencialni rovnici rozumime rovnici, ktera obsahuje nezndmou
funkci vice proménnych a jeji parcialni derivace.
Rad nejvyssi derivace, ktera se v rovnici vyskytuje, se nazyva fadem dané rovnice.
Resenim parcialni diferencialni rovnice rozumime kazdou funkci, ktera je definovana v
zadané oblasti, véetné svych parcidlnich derivaci, az do fadu rovnice vcetné, a vyhovuje
dané rovnici v zadané oblasti.

Obecny tvar parcialni diferencialni rovnice k-tého fadu ve které je hledana funkce u
funkci n nezavislych proménnych 1, xs, ..., x,, tj. u = u(xy, o, ..., ), je

ou Ou ou 0%*u Ok Ok, 0 (7.1)
R TRl Ll T ARMRY SRRl B

F(xl,...,mn,u(xl,...,xn)



PARCIALNI DIFERENCIALNI ROVNICE PRVNIHO RADU. NEKTERE ZAKLADNI POJMY A
140 METODY

Priklad 7.2. Hledejme funkci u, kterd vyhovuje rovnici

ou Gu_

oy, = (7.2)

Mame tedy parcidlni diferencidlni rovnici prvniho fadu. Jejim feSenim je funkce
U,(l’,y) =Tr—y+m,

protoze
ou ] ou
or 7 oy

v kazdém bodé roviny Oxy. Cislo 7 mizeme nahradit jinym libovolnym realnym ¢islem.

Vsimnéme si, Ze tato feseni jsou z geometrického hlediska plochami v prostoru (z,y, 2).
Obdobné se miizeme presvédcit, ze fesenim bude i funkce

_1’

U(%%Z):I_y"‘za

protoze

ou ou 0z 0z
T 1 —_ = — ]_ _— = —_— = .
Ox Oy " Oz 0 oy 0

Lehce si ovéiime, ze fesenim bude i kazda funkce

U(l’,y,Z) =Tr—y+ f<2)7
kde f je libovolna funkce proménné z.

7 uvedeného prikladu plyne jeden podstatny rozdil mezi parcidlnimi rovnicemi a
obyc¢ejnymi diferencialnimi rovnicemi. Ze zapisu obyc¢ejné diferencialni rovnice, naptiklad
Yy = x +y, okamZité pozname, Ze hledand funkce y zavisi pouze na x. Ze zapisu parcialni
rovnice (7.2) nepozname na kolika proménnych zavisi feSeni. Vime, Ze hledané funkce u
zavisi na proménnych z,y, ale nevime, zda se jednad o vSechny nezavislé proménné na
kterych ceSeni zavisi, tedy zda jde o funkci dvou, tii ¢i vice proménnych.

Pfijmeme proto hned na misté tmluvu, ze feseni dané parcialni rovnice budeme hledat
pouze mezi funkcemi téch proménnych, které se pfimo v rovnici vyskytuji. Bude-li hledana
neznama funkce zaviset i na proménnych, které se v rovnici nevyskytuji, bude to pfi zapisu
rovnice vyslovné zdtraznéno.

Priklad 7.3. Hleddme funkci dvou proménnych u(x,y), kterd vyhovuje rovnici

’u 0w
el (7.3)

Mame parcialni diferencialni rovnici druhého radu. Jejim fesenim je funkce

u(x7y) = ZE2 - y27
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protoze
0 o? 0 0?
du_y, OPu_, Ou__, Ou_
ox dy oy?

0x?
v kazdém bodé roviny Oxy.
Obdobné se miizeme presvédcit, ze fesenim budou i funkce

u(z,y) =2 —y* +ax+ by, a,b€R,

a nebo
u(x,y) = e"siny.

7.3 Zakladni problémy reseni parcialnich diferencial-
nich rovnic

Vyse uvedené priklady ukazuji na podstatnou skutecnost, ze urceni feseni parcialni dife-

vvvvvv

nich rovnic.
Podobné jako u obycejnych diferencialnich rovnic mame i u parcialnich rovnic dva
zékladni problémy

1. Najit obecné Teseni dané parcialni rovnice, tj. najit vSechna jeji feseni.

2. Najit takové Teseni dané parcialni rovnice, které vyhovuje nékterym doplnujicim
podminkam (které obvykle plynou z daného technického problému, ktery fesime a
nebo jsou soucasti zadani matematického tikolu, jako dalsi ,trapeni“ lidu student-
ského).

vvvvvv

obycejnych diferencidlnich rovnic. Parcialni diferencialni rovnice casto studujeme spolecné
s dodateénymi podminkami (pocateénimi a okrajovymi).

7.4 Parcialni diferencialni rovnice prvniho radu

Definice 7.4. Rovnici

ou Ou
f <x7y>u(xuy)7%78_y) =0. (74)

nazyvame parcialni diferencidlni rovnici pronitho tadu, kde funkce f(x,y,u,p,q) je defi-
novana na oteviené mnoziné D proménnych z,y, u,p,q.

Definice 7.5. Resenim rovnice (7.4) v oblasti G proménnjch z, y nazveme kazdou tako-
vou funkci u, definovanou a spojitou v GG, pro kterou plati:

1. Funkce u mé v oblasti GG spojité parcialni derivace prvniho rfadu.
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ou 0
2. Pro kazdé (x,y) € G plati, ze | z,y,u, —u, %) ep.
oz’ dy

0
3. Funkce u, gu au spliiuji rovnici (7.4).

ox’ Oy
Priklad 7.6. Rovnice

ou n ou Lo
T— — U =
ox y@y
ma FeSenim funkci .
— 2 T2

ktera je definovna v oblasti G = {(z,y) : * +y? # 0} (neboli funkce u je definovana pro
v8echny body roviny Oxy kromé pocatku, t.j. bodu (0,0)).

Priklad 7.7. Rovnice

ou\®  Ou 2 +y
u (%) —i—a—yln(xy) =2, In(xy)

ma jednim z feSeni funkci u = In(zy), ktera je definovana v oblasti G = {(x,y) : xy > 0},
neboli u je definovana pro vSechny vnitini body prvniho a tfetiho kvadrantu roviny Oxy.

Poznamka 7.8. Pro urceni fadu rovnice je rozhodujici, jakého Fadu jsou parcidlni deri-
vace, které se v ni vyskytuji, ne mocniny téchto derivaci.

7.5 Formulace pocatecni tulohy, pojem jejiho reseni.

U obycejnych diferencialnich rovnic jsme se mj. zabyvali poc¢atecni Cauchyovou tlohou
y = f(z.y),
y(wo) = Yo

U parcialnich diferencialnich rovnic je formulace podobné tlohy uvedena v nasledujici
definici.

Definice 7.9. Cauchyovou tlohou pro rovnici (7.4) rozumime dvojici: rovnici

0z 0z
f <x7yaza%7a_y) = 0. (75)
a pocatecni kiivku © zadanou parametricky
r=¢(t), y=v@), z=x(), te(ab). (7.6)

Funkci z = h(z,y), kterd m4 spojité parcidlni derivace v GG, nazveme feSenim Cauchyovy
ulohy (7.5), (7.6), jestlize funkce h spliiuje v G rovnici (7.5) a pro vSechna t € (a,b) kfivka

(x = @(t),y =¥(t)) lezi v G a navic plati x(¢) = h(p(t),¥(t)).
O krivce © budeme vsude dale predpokladat, ze je hladka a jednoducha.
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7.6 Nejjednodussi priklady parcialnich rovnic prv-
niho radu

0
7.6.1 Rovnice typu M = 0.
ox
Resenim rovnice D=z, y)
z(z,y)

je bud libovolné konstanta a nebo libovolna funkce zavisejici pouze na proménné y, kterd
bude mit spojitou derivaci,

2(z,y) = H(y). (7.8)
Podivejme se, jaky je geometricky vyznam rovnice (7.7).
V prostoru Oxyz jde o rovnici valcové plochy, jejiz pfimky jsou kolmé na rovinu Oyz a
jsou tedy rovnobézné s x-ovou soutradnicovou osou.

Potom lze fesit Cauchyovu tlohu pro rovnici (7.7). Mame-li danou kiivku ©, pak
kazdym bodem krivky vedeme primku rovnobéznou s osou x. Dostaneme tak plochu,
kterd je zfejmé FeSenim rovnice (7.7) a prochézi kiivkou ©.

Kfivka © pritom mtze byt i prostorova, t.j. nepozadujeme, aby byla zavisla pouze na
proménné y.

Vratme se nyni zpét k analytickému feseni Cauchyovy tlohy pro rovnici (7.7).

Necht je kiivka © zadana parametricky

r=p(t), y=9vt), z=x), a<t<b.

Predpokladejme, Ze pro funkce (t), x(t) plati, Ze maji spojité derivace v intervalu (a,b)
a Ze funkce 1 (t) je ryze monoténni (potom pro ni existuje funkce inverzni ¢)~1(t) takova,
ze Y(Y~H(y)) = y).

Predpokladejme, Ze existuje feseni z = H(y) Cauchyovy ulohy pro rovnici (7.7) a ze
zname kiivku ©. Potom dosazenim zjistime, Ze plati

x(t) = H (¥(1)) - (7.9)
Dosadime do této rovnice ¢ = 1y~ (y), dostaneme
X (v (y) = H(y), (7.10)
a protoze H(y) = z, mame
x (¥ (y) ==

Tim je dokézana jednoznacnost feseni Cauchyovy tlohy.

Z druhé strany, definujeme funkci H pomoci rovnosti (7.10). Potom ale plati
oH
ox

neboli funkce spliujici(7.10) je feSenim rovnice (7.7) a soucasné plati (7.9), coz znamena,
ze Teseni prochazi krivkou ©.

0,
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Priklad 7.10. Najdéte feSeni rovnice
0z
== =0,
ox
které prochazi kiivkou
r=pt)=t y=vt)=t> z=x({t)=1t> te (—o0,+0).
Reseni. Podle (7.10) plati, Ze jedinym feSenim této tlohy je

z=x (v (y)).

V nasem piipadé mame

Resenim je proto

Priklad 7.11. Najdéte feseni rovnice
0z
== =0,
Ox
které prochazi krivkou
=0 z=vy° ye(-11).

Reseni. Pocatecni kiivku miizeme zapsat také takto

r=9t)=0, y=9@t)=t z=x{t)=t} te(-1,1).
Ktivka © je v nasem piipadé parabola, ktera lezi v roviné Oyz. Podle pfedchoziho plati,
ze TeSenim je valcova plocha, kterd prochazi kiivkou © a je rovnobézna s z-ovou osou,
takze
2=y
je TeSenim. n
Poznamka 7.12.

. . . < voxs .
1. Zcela analogicky jako rovnice Fr 0 se Tesi rovnice
x

9z(z,y)
———==0.
dy
2. Pfedpoklad existence inverzni funkce 1)~! je nezbytny pro existenci a jednoznacénost
feseni. Pokud neni splnén, Cauchyova tloha nemusi byt fesitelna a nebo miize mit

nekoneéné mnoho fesSeni.

3. Postup pouzity pfi hledani feSeni rovnice (7.7) muzZeme zobecnit i pro parcialni
diferencialni rovnici vice nez dvou proménnych

0z(x1,x9,...,x _
(z1, 22, 20) =0 i=1{1,2,...,n}.
(9&:2-
Resenim této rovnice bude funkce z = f(z1, ..., T 1, Tip1 ..., Tp), kterd nezavisi na

Z;.
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7.6.2 Rovnice typu W = f(z,y).
x

Reseni rovnice d2(z.1)
z(x,y

— 7 = 7.11

52 f(z,y), (7.11)

za predpokladu, ze f(x,y) je spojitd funkce v oblasti G, je dano vztahem

z= /f(x,y)dx + H(y). (7.12)

Diikaz existence a jednoznacnosti feSeni se provadi stejné jako v predchozim pripadé.
Priklad 7.13. Najdéte feseni rovnice

0z
— =2’ +ay -y
ox

které prochazi krivkou
r=t, y=t, z=t, t>0.

Reseni. Kiivka O je v nasem piipadé osou prvniho oktantu. ReSeni ziskdme integraci

podle proménné x:
at Tty
r="+ 2 —xy’+ H(y).
T T Y ()
Reseni musi prochézet kfivkou ©. Dosazenim za x, v, 2 parametrické vyjadfeni kiivky ©,

dostaneme, ze musi platit

t3 3 5
t=—+— — £+ H(t
3 + 2 +H()
Odtud dostavame 5
t
H(t)=t+ —.
t)=1+"
Resenim nasi alohy je funkce
A v’
Z—E—FT—xy +y+€
O
7.6.3 Rovnice predchoziho typu s pocéatec¢ni podminkou z(0,y) =
= w(y).
Hledejme nyni feseni rovnice (7.11), které vyhovuje podmince
2(0,9) = w(y). (7.13)

Neboli feseni z = z(x, y) mé prochazet kiivkou
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kterd lezi v roviné Oyz. Podle vzorce (7.12) mé feSeni tvar

“a,y) = /0 " f(Ey)de + Hy). (7.14)

Dosadime do této rovnice podle podminky (7.13) hodnotu x = 0, dostaneme

Hledané feseni ma proto tvar

“a,y) = /0 " F(Ey)dE + w(y).

Priklad 7.14. Najdéte feSeni rovnice

0z(z,y)
ox

= 322 + ysinz,

které prochdzi k¥ivkou z(0,y) = y?.
Reseni. Podle predchoziho miizeme hned psat
2(x,y) = / (3¢* + ysin€)de +y°.
0
Po integraci dostaneme feSeni ve tvaru

z(z,y) = 2° + y* + y(1 — cosz).

O
Poznamka 7.15.
L .0z r . 0Oz
1. Analogicky jako rovnice — = f(x,y) se Tesi i rovnice — = f(z,y).
ox Jy
.. .0z : .0z oy ir s :
2. Obdobné jako u rovnice — = 0 i u rovnice pr f(z,y) se mize stéat, ze rovnice
x x
nema feseni a nebo je reseni nekone¢né mnoho.
. 0z(x
7.6.4 Rovnice typu % = fi(x) - fa(2).
x
Méjme rovnici
0z(x,y
P8D) _ @y o), (7.15)

kde funkce f; je spojité na intervalu (a, b) a f, je spojitd a nenulova (fs # 0) na intervalu
(c,d).
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Reseni parcidlni rovnice (7.15) je analogické FeSeni obycejné diferencidlni rovnice se
separovanymi promeénnymi.

0
28D _ ) 1,
1
/fz(z)dz:/fl(a:)dx+H(y).
Oznatme Fi(z) = [ fi(z)dz, Fy(z) = [ ﬁdz, potom miiZeme predchozi rovnici
2

prepsat na tvar
Fy(z) = Fi(z) + H(y).

Pokud je funkce F; ryze monotonni, potom mtzeme z rovnice vypocitat funkci z a dosta-
neme

2(x,y) = Fy ' [Fi(x) + H(y)). (7.16)
Piitom musime pozadovat, aby funkce I} (z)+ H (y) lezela v definiénim oboru funkce F} *.
Pouze tehdy ma feseni smysl.

Priklad 7.16. Najdéte feSeni rovnice

0z(z,y)

ox

=z-€ (7.17)

Reseni. Rovnici si upravime podle predchoziho.

2

Fi(x) = /xdx = %,

Fy(z) = /e_zdz =—e”

Po dosazeni mame )

T
—e_z = E -+ H(y)

Protoze na pravé strané mame ryze monotonni funkci, mtzeme rovnici roziesit vzhledem

k 2 a dostaneme )

z=—1In (—% — H(y)) , (7.18)
coz je feSeni rovnice (7.17). Vyraz bude mit smysl pouze pro
(-5 -1w)>0 = (F+a0)<0
O

Pokud v rovnici (7.15) neplati podminka fs(2z) # 0, potom mohou existovat i feSen,
ktera neziskdme pomoci vztahu (7.16).
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Priklad 7.17. Najdéte feSeni rovnice

0z

— =z 7.19

or (7.19)
Reseni. Rovnici (7.19) si upravime podle piedchoziho postupu (viz 7.16).

5’2

d
/ © / dz,
Inz=xz+H(y
5 — o¥tH (y)7
2= K(y)e,
kde K (y) = 1@,
Rovnice (7.19) m4 ale jesté feseni z = 0, které neziskdme zddnou volbou funkce H (y),
respektive K (y). O

Pravé uvedeny postup miizeme pouzit i pro ty rovnice, které obsahuji pouze jednu
parcialni derivaci, tedy pro rovnice tvaru

0z(x,y)
833 - (,O(CL',y, Z)
a nebo o ( )
2(r,y)
ay - w(x7 y7z)'

Vztah (7.16) mizeme pouzit i pro feSeni Cauchyovy tlohy pro odpovidajici typy rovnic.
Protoze obecny postup by byl prilis nepiehledny, ukazeme si pouziti na prikladu.

7.6.5 Linearni homogenni parcialni rovnice prvniho radu

Definice 7.18. Linearni parcialni diferencialni rovnici nazveme vyraz

o) Ze D e ) EE (o) sy H ). (720

kde a, b, c,d jsou funkce proménnych z,y definované na oteviené mnoziné G.
Jestlize ¢(z,y) = 0,d(z,y) = 0, potom se rovnice (7.20) nazyva homogenni.

7.7 Shrnuti kapitoly

Seznamili jsme se s tvodnimi pojmy, tykajicimi se parcialnich diferencialnich rovnic. De-
finovali jsme si obecnou parcialni diferencialni rovnici a jeji Tad.
Podrobnéji jsme se seznamili s parcidalnimi diferencialnimi rovnicemi prvniho radu.
Byla zformulovana pocatecni tiloha pro parcidlni diferencialni rovnici prvniho fadu.
Naudili jsme se Tesit nejjednodussich parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu. Pro-
toze v aplikacich se z parciadlnich diferencialnich rovnic prvniho fadu nejcastéji vyskytuje
linedrni homogenni parcialni diferencialni rovnice, vénovali jsme ji zvlastni pozornost.
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7.8 ResSené priklady

Priklad 7.19. Urcete feseni Cauchyovy tulohy

0z(x,y)
T = Z(%y),
2(0,y) = y*.

Reseni. Jde o stejnou rovnici jako v pfedchozim pifkladu 7.17. ReSeni proto bude mit
tvar

z(z,y) = K(y)e".

Dosadime do néj x = 0 a dostaneme
2(0,y) =y = K(y).
Resenim Cauchyovy tlohy je proto funkce

2(x,y) = ye”.

Priklad 7.20. Urcete feSeni Cauchyovy tlohy

0z(z,y)

o =ar+by+c-z(z,y)+d,

2(0,y) = y* + 2y,
kde a, b, ¢, d jsou konstanty, pricemz ¢ # 0.

Reseni. Budeme povazovat y za konstantu a fesime parcidlni rovnici jako oby¢ejnou
linearni diferencialni rovnici.

%—c-z:ax+by+d.
dx

Pouzijeme metodu variace konstanty. Nejdiive Fesime homogenni rovnici (o pravé strané
predpokldadame Ze je rovna nule).

j—;—c-z:o,
dz
1 =%
%:cdx
Inz =cr+ K,

z = Le™,
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kde L = e/. Nyni pfedpokladame, %e L = L(x,y), kde y je konstantou. Potom derivace
L' bude znacit derivaci podle proménné = a

2 =L"e" + Lce™,
L'e®™ + Lce®™ =ax + by + cLe®™ +d,
L'e®™ =ax + by + d,
L' =(azx + by + d)e™ .

Integraci ,per partes”“ dostaneme

u=ar+by+d u=a

/ —CT —CT _1
v=e v=e " | —
c

-1
L = (ax + by + d)e " - <—) LM
Po dosazeni dostaneme feseni ve tvaru
1 a or
z=——(ar + by +d) — — + Me™.
c c

Tim jsme ziskali feseni diferencialni rovnice. Pro feSeni parcialni rovnice je nutné misto
konstanty M brat funkci H(y).

1 a ox
z:—g(ax+by+d)—c—2—l—H(y)e :

Nyni najdeme TeSeni, které vyhovuje nasi poc¢atecni podmince. Dosazenim do predchozi
rovnice hodnoty x = 0 dostaneme

b d a
v 2y =——y——— 5 +H(y),
C C C

a odtud plyne
b d a
Hy) =y’ +2y+-y+ -+ .
c c c

Resenim Cauchyovy tlohy je tedy funkce

1 b d
z:——(ax—l—by—l—d)—%—i— (y3+ (2+—)y+—+£)ecx.
c c c c

c2
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Cviceni
1. Najdéte funkci z = z(x,y), vyhovujici diferencialni rovnici

0z(z,y)
ox

=1.

Vysledky

1. Resenim tlohy je funkce
2z, y) =2+ o(y),

kde ¢(y) je libovolné funkce.
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8  Charakteristicky systém a cha-
rakteristiky. Pfaffova rovnice.

8.1 Cil kapitoly

V predchozi kapitole jsme si definovali parcialni diferencidlni rovnici a ukéazali jsme si
feseni nejjednodussich parcialnich diferencialnich rovnic prvniho fadu.

Cilem této kapitoly je pokracovat v teorii parcialnich diferencialnich rovnic prvniho
radu.

Zavedeme si pojem charakteristického systému a charakteristik. Ukazeme si co budeme
rozumét pod pojmy obecné feSeni a prvni integral. Tyto pojmy nam budou slouzit pro
nalezeni feSeni urcitych typt parcialnich diferencialnich rovnic prvniho radu.

Posledni ¢ast bude vénovana Pfaffové rovnici a jejimu feseni.

8.2 Charakteristicky systém.

Mé¢jme nyni linedrni parcialni homogenni rovnici

a(:v,y)w + b(z, y)%@’y) = 0. (8.1)

kde a,b jsou funkce proménnych z,y definované na oteviené mnoziné GG takové, ze obé
nejsou soucasné nulové.
Uvazujme dale soustavu obycejnych diferencialnich rovnic

2'(t) = a(z(t), y(t), o' (t) = b(x(t), y(t)). (8.2)

Predpokladejme, ze partikularnim feSenim soustavy (8.2) je x = ¢(t),y = ¢(t). Toto
feSeni predstavuje néjakou kiivku © v roviné Oxy.
Vsimnéme si nyni feSeni rovnice (8.1) podél kiivky ©. Mame funkci

z=2(1) = 2(x(1), y (1)) = 2(p(t), ¥ (1))-

Pro jeji derivaci plati
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Protoze derivace je rovna nule, je derivovana funkce konstantni:

u(p(t),¥(t)) = const.

Jinak feceno - kazdé feSeni rovnice (8.1) je konstantni podél kiivky ©. Tento jev je typic-
kym jevem pro dany typ parcialnich diferencialnich rovnic.

Definice 8.1. Systém (8.2) se nazyva charakteristickjm systémem rovnice (8.1) a jeho
feseni, kterd urcuji kiivky ©, nazyvame charakteristikami.

Priklad 8.2. Najdéte charakteristiky rovnice

ou 8u_

7oy

ResSeni. Sestavime charakteristicky systém (8.2). V naSem pfipadé je a = 2,b = 1. Hle-
dame Teseni systému

Regenim je
r=2t+a, y=t+7p,

kde «, 3 jsou konstanty. Z prvni rovnice si vyjadiime parametr ¢t a dosadime do druhé.

t_l’—Oé
= 2 ,
r—
y_ 2 +/87
y_2 77

kde vy = — % je konstanta.

~ x
Resenim zadaného systému je soustava primek y = 5 + 7, které tvori hledané charak-
teristiky. n

Priklad 8.3. Najdéte charakteristiky rovnice

ou ou
9y— —4doz— = 0.
Y or dy
ResSeni. Sestavime si charakteristicky systém. Mame a = 9y,b = —4z, takZe hledame
reseni systému
a'(t) = 9y,

y'(t) = —4x.
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Prvni rovnici vynasobime 4x a druhou 9y a secteme, dostaneme
dxx’ + 9yy' = 0,

coZ je rovnice se separovanymi proménnymi. Jeji integraci dostaneme

2 2

x y
4—+9=—=C

2 + 2 ’
42% + 9y* = 2C.

Resenim zadaného systému jsou vsechny elipsy 422 4+ 9y% = 2C, C > 0, C € R, které
tvori hledané charakteristiky. O]

8.3 Prvni integraly, existence reseni, obecné reseni

Zabyvejme se systémem (8.2), ve kterém plati a® + b? # 0, ktery zapiSeme ve tvaru

& = a(e0) ),
dy
at

Pokud vylouc¢ime dt¢, dostaneme systém v kanonickém tvaru

dz  dy
@) Wy (8:3)

8.3.1 Prvni integraly

Definice 8.4. Funkci z(x,y) nazveme pronim integrdalem systému (8.3) v oblasti D,
jestlize z(x,y) je konstantni podél kazdého FeSeni systému (8.3), které celé lezi v D a
jestlize z(x,y) ma spojité parcidlni derivace prvniho fadu v D.

Priklad 8.5. Najdéte prvni integral systému

dx
5
d—?z =A4z.
Reseni. Integraci prvni rovnice dostaneme
xz(t) =2t + C.
Dosazenim do druhé rovnice dostaneme
Yyt o),

dt
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y(t) = /(875 +40)dt = 4t* + 4Ct + D.

Tim mame urceno Teseni.
Jestlize si dale vyjadiime ¢ z prvni rovnice a dosadime do druhé, dostaneme

z—C
2 )

2
y:4<%) +4C<$;C>+D,

y=2>—-C*+D.

t =

Ozna¢me D — C? = P, dostaneme y = 2% + P a nebo
y—a>=P.

Prvnim integralem je proto funkce y — x2. O

8.3.2 Veéty o existenci a jednoznacnosti Feseni

Véta 8.6. Necht z = p(t), y = (1), t € (a, B) je TesSeni soustavy (8.2) a necht funkce
z = z(x,y) je TeSenim parcidlni rovnice (8.1) a mecht pro vsechna t € («a,f) je bod
(p(t),7(t)) z definicniho oboru funkce z(x,y). Potom z = z(p(t),¢¥(t)) = C, C € R.

Vétu miizeme vyslovit i jinak: ReSeni rovnice (8.1) jsou konstantni podél charakteristik.
Kazdé feSeni rovnice (8.1) je prvnim integralem (8.2)

Véta 8.7. Jestlize funkce z = z(x,y) md spojité parcialni derivace pruniho fadu v oblasti
D a jestlize kaZdym bodem (xo,y0) € D prochdzi charakteristika soustavy (8.2) a navic
je funkce z = z(x,y) konstantni podél kaZdé charakteristiky, potom je z(x,y) Tesenim
parcialni rovnice (8.1).

Pokud obé véty shrneme dohromady, dostaneme:

Véta 8.8. Funkce z = z(z,y) je Tesenim linedrni homogenni rovnice (8.1) pravé tehdy,
kdyz je prunim integralem soustavy (8.3).

Priklad 8.9. Najdéte reSeni rovnice

0z 0z
202 | 902
oy Ty oy 0

Reseni. Sestavime si odpovidajici charakteristickou soustavu, kterd mé tvar

dz 9
a
A

dt
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Soustavu si upravime pro x # 0, y # 0 na tvar

Lde ldy

2a " pa

Od prvni rovnice odec¢teme druhou a dostaneme

lder 1dy
z2dt y2dt

neboli
d 1 n 1y 0
dt\ = y/)

. 11 , - .
To ale znamena, Ze funkce z = ——+ — ma podél charakteristik derivace podle ¢ rovnu nule
x

a je tedy zde konstantni. Proto se jedna o prvni integral. Protoze navic méa spojité parcialni
derivace (jiz dfive jsme predpokladali, Ze x # 0, y # 0), potom to podle predchozi véty
znamena, ze funkce z je feSenim nasi parcialni rovnice.

O spravnosti se miizeme presvédcit pfimym vypoctem.

1 1
gg_a(‘5+§) 1

ox ox x2’
1 1

e 25t)

oy Ay Y2

Dosazenim do ptivodni rovnice dostaneme

0z 0z 1 1

2 2 2 2

e —— ) =0.
v Ox oy ‘ x? Y ( 2)

]

Véta 8.10. O jednoznacnosti FeSeni.

Necht maji funkce a(x,y),b(x,y) spojité parcidlni derivace proniho tddu v oblasti D,
necht ddle existuje kiivka © zadand parametrickymi rovnicemi x = (t),y = ¥(t),z =
= x(t),t € (o, B) takovd, Ze jeji pramét do roviny Oxy lezi v D. Necht ddle pro t € («, 5)
plati nerovnost

a(p(t), ¥(t)) b(e(t), v(t))
0. 8.4
o () v |7 (&4
Potom existuje podoblast D1y C D obsahujici kiivku © takovd, Ze teSeni z = z(xz,y)
parcidlni rovnice (8.1), které spliiuje podminku
(), 0(t) = x(8),  pro viechna ¢ € (0, B), (8.5)

je jednoznacné urcené v Dy.
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Véta ma pouze lokalni charakter. Zarucuje ndm jednoznacnost v nékterém okoli kiivky

©.

Pokud pracujeme s funkcemi vice proménnych, postupujeme analogicky. Uvedeme nyni
ilustrativni priklad.

Priklad 8.11. Najdéte feseni rovnice

ou
(y+z—x)%+($~l—z—y)—+z——0.

ResSeni. Sestavime charakteristickou soustavu, kterd ma tvar

dq:_ n
dt_y z—u,
d

dz

— =z

dt

Nyni secteme prvni a druhou rovnici a odecteme odtud dvojnasobek tfeti rovnice a do-
staneme d
dr dy 42y
dt  dt dt
A po tpravé mame
%(x—i—y—Zz) o,
neboli funkce u = x + y — 2z ma podél charakteristik derivace podle ¢ rovnu nule a je
tedy zde konstantni a proto se jedna o prvni integral. Navic méa spojité parcialni derivace
a potom podle predchozi véty to znamena, Ze je u feSenim nasi parcialni rovnice.
O spravnosti se miizeme presvédcit pfimym vypoctem.
Existuji i dalsi moznosti, které miizeme ziskat analogickym zptisobem.
Presvédcete se sami, ze feSenim jsou i funkce

z
u; = In ,
Vi
2
U9y = .
r—Yy
O
8.3.3 Kvazilinearni parcialni diferencialni rovnice
Definice 8.12. Kvazilinearni parcialni diferencialni rovnici nazveme vyraz
9z(z,y) 0z(z,y)
a(r,y,z)—— + b(z,y, 2) ———— = c(x,y, 2), 8.6
(@9, 2)— (@.9:2) =5, (z,y, 2) (8.6)

kde a, b, ¢ jsou funkce proménnych z,y, z definované na oteviené mnoziné G.
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Reseni kvazilinearni rovnice lze prevést na feseni rovnice linearni. Predpokladejme, ze
zname funkei z(x,y), kterd je feSenim rovnice (8.6) a Ze plati

U(z,y,z) =0, (8.7)
kde funkce U ma spojité parcidlni derivace. Potom plati

ou 0U 0z

o 0zor

ou 90U 0z

— +——5=0.

dy 0z Jy
Prvni rovnici vynasobime funkci a(x, z,y) a druhou funkci b(x, y, z) a seéteme je. (Argu-
menty funkei jsou pro prehlednost vynechany.)

o, o v o
“or T Yoz oz oy oz oy

DU 000U (00
ox Oy 0z \ Ox oy

Navic podle rovnice (8.6) plati, ze zédvorka v pfedchozim vyrazu je rovna c, takze jsme

dostali

aa—U + ba—U + C@_U = 0. (8.8)

Dokazané tvrzeni lze obratit. My jej budeme pouzivat c¢astéji v obraceném tvaru:

Véta 8.13. Nechf funkce U = U(x,y, z) je definovdna v D C R, md zde spojité parcidlni

derivace, spliiuje rovnici (8.8) a 5 # 0. Necht funkce z = z(z,y) je TeSenim rovnice
2

(8.7), mad spojité parcidlni derivace a z = z(x,y) € D, potom je funkce z TeSenim rovnice

(8.6).

Priklad 8.14. Najdéte feSeni rovnice

0z 0z
— 4+ 2— =3.
ox * dy 3

Reseni. Hledame funkci U, ktera bude spliiovat rovnici (8.8). TakZe ma platit

ou ou ou
4 2-— 4322 =0.
ox * dy 3 0z 0

Sestavime si charakteristickou soustavu, ktera ma tvar

dx

g
d¢ ’
dy _,

dt ’
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dz
— =3.
dt
Nyni seCteme prvni a druhou rovnici a odecteme odtud tfeti rovnici a dostaneme
dr dy dz
J— + - — =
dt dt dt

Integraci dostaneme prvni integral
rT+y—z.

Jestlize prvni rovnici charakteristické soustavy vynasobime tfemi a odecteme od ni po-
sledni rovnici, dostaneme

dr dz
3— — — =0,
dt dt
a prvni integral je potom
3r — z.

Jestlize druhou rovnici charakteristické soustavy vynasobime tremi a odecteme od ni
dvojnéasobek tieti rovnice, dostaneme

dy dz
3——-2—=0
dt dt
a prvni integral je potom
3y — 2z.

Vyjadrime si z prvnich integralt funkci z a dostaneme tak tfi riizna feSeni nasi rovnice:

3

alzy) =z +y. .y =3, ny) =y

O spravnosti se miizeme presvédcit pfimym vypoctem. O

Priklad 8.15. Najdéte feSeni rovnice

ou ou ou
— )= — )= — ) — =0
()Gt =T =)t =0
které vyhovuje podminnce
u(0,y,2) = yz.

Reseni. Najdeme nejdiive feseni. Sestavime si charakteristickou soustavu, ktera ma tvar

dx
E:Z Y,
dy
E—SE—Z,
dz
—Z—y—u
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Secteme rovnice a dostaneme

dr dy dz
E"‘a‘i‘&—o.

Integraci dostaneme prvni integral
u(z,y,2) =c+y+ 2.

Jestlize prvni rovnici charakteristické soustavy vynasobime 2z a druhou 2y a posledni
rovnici 2z a secteme, dostaneme

dx dy dz
2258 4oy 1 9,5%
T Ty T 0

a prvni integral je potom
UQ(ZL‘, Y, Z) - .I'2 + y2 + 22'

Tim jsme ziskali dvé feSeni nasi rovnice. Navic jestlize F' je libovolna funkce dvou pro-
ménnych se spojitymi parcialnimi derivacemi, potom je feSenim nasi rovnice i funkce

u(z,y,2) = F(x +y+ 22> +9y* + 2°).
Hledéame nyni funkci, ktera spliiuje nasi podminku. Dosazenim z = 0 dostaneme
u(0,y,2) = F(y + 2,y + 27),
yz = Fly+2,y* +2°).
D4 se uhodnout, ze podminka bude splnéna, pokud F'(s,t) = %(52 — t), neboli

e = 3 (@ b+ 2P = (g ),

u(z,y,2) =xy +yz + zz.
O spravnosti se miizeme presvéd¢it pfimym vypoctem. O]

Véta 8.16. Necht funkce a,b, c maji spojité parcidlni derivace v oblasti D € R3. JestliZe
krivka © s parametrickym vyjddrenim

r=op(t), y=vt), z=x), te(ap),

lezi v oblasti D, jeji prumét do roviny Oxy oznacime T a jesté plati, Ze pro vsechna
t e (a,p) je
a (p(t), ¥(t), x(t)) b(p(t), (1), x(1)) 20
'(t) V(1) '

Potom ezistuje v roviné Ozy oblast G obsahujici kfivku T takovd, Ze teSeni z = z(x,y)
rovnice (8.6) je v G jednoznacné.

Véta ma opét pouze lokalni charakter.
Obvykle se charakteristiky rovnice (8.8) nazyvaji i charakteristikami rovnice (8.6).
Potom plati nasledujici véta.
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Véta 8.17. Necht je plocha
tvotena charakteristikami rovnice (8.6) a necht funkce f(x,y) md spojité parcialni deri-
vace. Potom je f(x,y) fesenim rovnice (8.6). Obrdcené - jestlize funkce f(x,y) je TeSenim

rovnice (8.6), potom kaZdd charakteristika, kterd md s f(x,y) aspor jeden spoleény bod,
lezi celd na plose (8.9).

Priklad 8.18. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy
Aetz)m —yly+2)5- =0,

2=,y proz=1

Reseni. Sestavime si charakteristickou soustavu, ktera méa tvar

d_x
dt
dy
dt
dz

dt

=z(z + 2),
=—y(y+ 2),
=0.

V dané rovnici se nevyskytuje parcialni derivace podle z, proto je derivace z podle ¢ rovna
nule. Integraci posledni rovnice dostaneme

z=A, A€eR.

Dosadime do zbyvajicich rovnic a dostaneme dvé obycejné diferencialni rovnice, které uz
umime Tesit. Pro prvni rovnici mame

dx
—=A A
integraci dostaneme
dx
= Adt
r+ A ’
In(z+A)=At+InB, BEeR,
r = Bedl — A.
Druh4 rovnice ndm dava
dy
= A
d
Y __ _a.
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Levou stranu rozlozime na parcialni zlomky a integraci dostaneme

Gy =)o

1 1
—(Zlny—zln(/l—l—y)> =t+C, CEeR,

y+4a A = Ke,
Y
y+ A=yKe,
B A
Y7 KeAt _1
Oznacme K = rok potom mame
A
Y= :
oAt 1
o°
AC
(N TG
Takze jsme ziskali charakteristiky
AC
r = Be — A,

y:

A z=A, A B,CeR.
Pocatecni kiivku si vyjadiime parametricky

r=1, y=&, z=¢
Najdeme nyni takovém hodnoty A, B, C, aby se charakteristiky a pocatecni kfivka pro-

tinaly. Do rovnice charakteristik dosadime za z,y, z parametrické vyjadieni pocatecni
kiivky a soucasné volime ¢ = 0.

AC
A0 2
1= Bed — A, €=m7 £ = A

Po tpravé mame

£
A=¢ B=1+4¢ COC=-——.
¢ ¢ 1+¢
Dosazenim potom dostaneme

2
$:(1+€)e£t—£, y:(l_i_gﬁ, Zzg

Prava strana vyjadieni x je rovna jmenovateli ve vyjadreni y a proto

vy =& = oy =¢,
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z rovnosti pravych stran plyne rovnost levych stran a mame

z = \/Ty.

O spravnosti se miizeme presvédcit pfimym vypoctem. O

8.4 Pfaffova rovnice.

Definice 8.19. Pfaffovou rovnici nazveme vyraz
Pdx + Qdy + Rdz = 0, (8.10)
kde P, (@, R jsou funkce proménnych x,y, z definované v oblati D.

Pro jednoduchost budeme ptedpokladat, ze plati R # 0 v D. Potom mtizeme rovnici
(8.10) upravit na tvar
dz = —%dm - %dy7 (8.11)
neboli pii feseni hledame takovou funkei z(z,y), jejiz totalni diferencial vyhovuje rovnici
(8.11).
Uvedeme si nejdrive geometricky vyznam Pfaffovy rovnice a jejiho feseni:
Trojice funkci P, @), R urcuje v kazdém bodé oblasti D vektor = smér. Jestlize

T=lt), y=u(), =) (8.12)

jsou parametrické rovnice trojice funkei, které spliuji rovnici (8.10), potom te¢na ke kfivce
zadané rovnicemi (8.12) je kolma na smér urceny vektorem (P, @), R). Stadi si jen uvédomit,
ze rovnice (8.10) pfedstavuje skalarni soucin vektoru (P, @, R) a teény (2/,v/, 2).
Analogicky, pokud je z = h(z,y) (obecné je z rovnici plochy) feSenim rovnice (8.11),
potom te¢na rovina k plose z = h(z,y) je kolma ke sméru uréenému vektorem (P, Q, R).
Takze pti feseni Pfaffovy rovnice hledame kiivku, nebo plochu, ktera je kolma ke sméru
uréenému vektorem (P, Q, R).

Véta 8.20. Je-li rovnice (8.10) fesitelnd v D a jestlize maji funkce P,Q, R spojité par-

cidalni derivace, potom v D plati
0Q OR OR OP oP 0Q
(82 8y>+Q<8x 82)+R(8y 8:6) 0 (8.13)

Podmince (8.13) se fikd podminka FeSitelnosti a nebo podminka integrability Pfaffovy
rovnice.

Véta 8.21. Jestlize maji v D funkce P,Q, R spojité parcidlni derivace a v kaZdém bodé
D je splnéna podminka (8.13), potom v D existuji funkce u = p(z,y,z) # 0 a F(z,y, 2)
takove, Ze plati

dF = p(Pdz + Qdy + Rdz),

neboli
oF oF oR

- — P = = -
ILL7 /’LQ’ aZ

Ox oy = nht
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Véta ma pouze lokalni platnost.
Funkce p se nazyva integracni faktor.

Priklad 8.22. Méjme rovnici
y?dr + ody + xy*zdz = 0.
Podminka Fesitelnosti (8.13) ma tvar

—2xy°2 + a2 + 2?22y — 1) = 0.

1
v tomto pripadé lze integracni faktor ,uhadnout®. Jestlize vezmeme y = —, potom pro
xy
x>0,y >0 mame
1 1
—dz + —dy + 2dz = 0.
Zz Y

Levéa strana je uplnym diferencidlem funkce

1 2
F:lnx———{—z—.
Y 2

Véta 8.23. Jestlize maji v D funkce P,Q, R spojité parcidlni derivace, R # 0 v D a v
kazdém bodé D je splnéna podminka (8.13). Potom kaZdym bodem D prochazi pravé jedno
reSent rovnice (8.10).

Véta ma opét pouze lokalni charakter.

Definice 8.24. Pfaffova rovnice se separovanymi proménnymi m4 tvar

Py(z) Po(y) Ps(2)de + Q1(2)Q2(y) P3(2)dy + Pa(y)Qu(z) R(2)dz = 0, (8.14)
piicemz P, ();, R jsou spojité v D a Pa(y)Ps(2)Q1(z) # 0.
Priklad 8.25. Najdéte integracni faktor pro rovnici (8.14).
Reseni. Mé&me rovnici (8.14). Vydélime ji sou¢inem P (y)Ps(2)Q:1(z) a dostaneme

Q1(z) Py(y) P3(2)

Po této tprave je koeficient u dx pouze fukei x, koeficient u dy pouze fukei y a koeficient
u dz pouze fukci z. Integraci levé strany dostaneme feseni

Py(x) Q2(y) / R(z)
dx + dy+ | ——=dz=0.
Q1(x) P (y) Ps(2)
Integracnim faktorem pro rovnici (8.14) je proto O

Py(y)Ps(2)Qu(x)
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Priklad 8.26. Urcete feSeni rovnice
Ay?22da + B2 dy + Ca?y*dz = 0,
v oblasti z > 0,y > 0,z > 0, kde A, B, C jsou kladné konstanty.

ReSeni. Separujeme si proménné - vydélime rovnici vyrazem z2y?z? a dostaneme

A B C

Integraci levé strany dostaneme feseni

_____ a—

T Yy z
neboli

A B (C

—+=—+—=k,

x oy z

kde k je néjaka kladna konstanta. Ve vétsiné pripadt pokladdame posledni rovnici za feSeni
nasi ulohy. Je sice mozné prohlasit nékterou z proménnych za zavisle proménnou a vyjadrit
ji pomoci zbyvajicich. Tento postup ale nelze pouzit vzdy. Zavisi to na tvaru feseni. V
nasem piipadé pokud prohlasime za neznamou funkci z, tak dostaneme

1
c(k_é_ﬁ)
Ty

Reseni Pfaffovy rovnice lze snadno najit v ptipadé, Ze rovnice (8.10) m4 tvar

z =

P(z,y)dz + Q(x,y)dy + R(z)dz = 0, (8.15)

neboli jestlize mame separovanou proménnou z. Podminka (8.15) mé potom tvar

Protoze vét§inou méame i pozadavek, ze R(z) # 0, mizeme podminku zapsat ve tvaru

oP _0Q _,

oy ox

neboli
or  0Q
dy  Ox
Jestlize navic maji funkce P, Q) spojité parcialni derivace, potom rovnice (8.16) je nutnou
a postacujici podminkou pro to, aby vyraz

(8.16)

Pdx + Qdy
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byl totalnim diferencidlem néjaké funkce F'(x,y). Rovnici (8.15) miizeme potom zapsat
ve tvaru

dF(z,y) + R(z)dz = 0.

Jejim fesenim potom bude funkce
F(x,y)+ /R(z)dz.

Priklad 8.27. Urcete feseni, pokud existuje, rovnice
ydx + xdy + 2zdz = 0.

Reseni. Mame P =y, Q = =, R = 2. Podminka fesitelnosti mé tvar

or  0Q\ a0

Rovnice je Tesitelnd a podle predchoziho je jeji feSeni ve tvaru

F(z,y) +/R(z)dz,

2

z
2
Najdeme si funkci F' stejnym postupem jako pii feSeni exaktni rovnice. Protoze plati
or
ax - y7
je
F=zy+e(y).
Soucasné musi platit
oF
- = xj
Ay
takze po dosazeni mame
z+¢'(y) =z,
©'(y) =0,
ply) =C

Takze jsme dostali

a feSeni nasi rovnice je funkce
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8.5 Shrnuti kapitoly

Seznamili jsme se s dalsi ¢asti teorie parcidlnich diferencialnich rovnic prvniho radu.
Ukazali jsme si, jak pomoci charakteristického systému mutizeme ziskat obecné feseni.
Naudili jsme se fesit Pfaffovu rovnici.
Vsechny pojmy byly disledné ilustrovany na piikladech.

8.6 Resené priklady

Piiklad 8.28. Najdéte integracni faktor pro rovnici (8.14).

Reseni. Mé&me rovnici (8.14). Vydélime ji sou¢inem Py (y)Ps(2)Q:1(z) a dostaneme

PE) . Q). RE)
0™ T BwY T B

Po této tpravé je koeficient u dx pouze fukei x, koeficient u dy pouze fukei y a koeficient
u dz pouze fukci z. Integraci levé strany dostaneme feseni

dz = 0.

Pi(x) Q2(y) / R(2)
—~dz + dy+ [ —=dz=0.
Qi(2) Py) ") Bz
Integra¢nim faktorem pro rovnici (8.14) je proto ) OJ
: P (8:14) Je proto s 30 @)

Priklad 8.29. Urcete feSeni rovnice
Ay?22da + B2 dy + Cay*dz = 0,
v oblasti z > 0,y > 0,z > 0, kde A, B, C jsou kladné konstanty.
ResSeni. Separujeme si proménné - vydélime rovnici virazem 2%y?2? a dostaneme
%dm + gdy + %dz = 0.

Integraci levé strany dostaneme feseni

A B (C

_____ = =k,

x Yy z
neboli

A B (C

—t =+ ==k

kde k je néjaka kladna konstanta. Ve vétsiné pripadt pokladame posledni rovnici za feSeni
nasi tlohy. Je sice mozné prohlasit nékterou z proménnych za zavisle proménnou a vyjadrit
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ji pomoci zbyvajicich. Tento postup ale nelze pouzit vzdy. Zavisi to na tvaru reSeni. V
nasem pripadé pokud prohlasime za neznamou funkci z, tak dostaneme

1
c(r-2-2)
oy

Priklad 8.30. Urcete feSeni, pokud existuje, rovnice

Zz =

ydr + xzdy + 2dz = 0.

Reseni. Mame P =y, = z, R = z. Podminka TeSitelnosti ma tvar

orP  0Q\ a0

Rovnice je Tesitelnd a podle predchoziho je jeji feSeni ve tvaru

F(z,y) —i—/R(z)dz,

F —.
Najdeme si funkci F' stejnym postupem jako pii feseni exaktni rovnice. Protoze plati
or
ax - y?
je
F=ay+e(y).
Soucasné musi platit
oF
—_ = x’
dy
takze po dosazeni mame
v+ ¢'(y) =z,
¥'(y) =0,
ply) =C

Takze jsme dostali

a feSeni nasi rovnice je funkce
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Cviceni
1. Najdéte obecné feseni rovnice
0z n 0z
T— — =z
ox oy
2. Najdéte reseni rovnice
0z 0z
2,2
+y ) +2xy— =0
(@ +y7) 5 + 22y
3.
0z n 9
2— +x2— = )
Vor T Y
prochézejici kruznici 22 + y? = 16, z = 3.
Vysledky

1. Obecné feseni ma tvar

kde 1 je libovolna diferencovatelné funkce.

Z:@Z’(xgng)»

kde 1 je libovolna diferencovatelna funkce.

2. Obecné feSeni ma tvar

3. Reseni dané tlohy je kulovou plochou

x2+y2+z2:25.
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9 Parcialni diferencialni rovnice
druhého radu

9.1 Cil kapitoly

V pfedchozich dvou kapitolach jsme se zabyvali parcialnimi diferencidlnimi rovnicemi
prvniho rfadu a jejich vlastnostmi.

Rada technickych problémii, zvlasté v elektrotechnice, se d4 popsat pomoci parcidlnich
diferencidlnich rovnic druhého fadu. Proto se jimi ted budeme vénovat samostatné.

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenafe s pojmy o parcidlnich diferencidlnich rovnic
druhého tadu.

Hlavni pozornost budeme vénovat linearnim parciadlnim diferencidlnim rovnicim dru-
hého radu. Pripomeneme si klasifikaci linearnich parcialnich diferencialnich rovnic dru-
hého fadu na rovnice eliptické, parabolické a hyperbolické. Déle si uvedeme vétu o trans-
formaci, kterd nam zajistuje, Ze kazdou linearni parcialni diferencidlni rovnici druhého
rfadu mizeme lokalni transformaci prevést na kanonicky tvar. Ukazeme si zptisoby prove-
deni transformace pro rtizné typy rovnic.

9.2 Kilasifikace rovnic na hyperbolické, parabolické a
eliptické

Definice 9.1. Parcialni diferencialni rovnici druhého fadu dvou proménnych rozumime
rovnici

ol U(I)@@a% 0%u  0%u 0
797 ay7ax7ay7ax2aaxayaay27 - Y

Definice 9.2. Parcialni diferencialni rovnici druhého fadu tii proménnych rozumime rov-
nici

P ( ) ou Ou Ou O*u *u  Pu Pu 0*u *u 0
T, Y, 2, U\T,Y,%2), 353 13> ) ) ) ) ) = U

Y Y2 op Qy’ 0z’ 0z 0xdy 0xdz 0y? Oydz 022
Priklad 9.3. Parcidlni diferenciélni rovnice druhého fadu se ¢asto pouzivaji pii popisu
fyzikalnich a technickych déji a procesii. Nasleduji nékteré parcialni rovnice, které se
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pouzivaji v elektrotechnice a pribuznych oborech.

*u  Pu  O*u

su = 0x? + Oy? + 022

=0 Laplaceova rovnice (elektrostatické pole),

Au = f Poissonova rovnice (elektrostatické pole s volnymi naboji),

Au = a®*u  Helmholzova rovnice (stacionarni vinové rovnice),

ou

Au = aa difusni rovnice ,

0%*u
Ay = QQW vlnova rovnice (8ifeni elektromagnetickych vin),
9 (v 8“) + 0 (U(‘?u) J, v=wv(]gradu|) rovinné stacionarni magnetické pole
_ _ _ —_— = — = V.
Oxr \ Or oy \ 9y ’ |
u  0*u 0 . Jemity st
PR rovinice pro Kmity struny,
oxr?  Ot?
0 0?
8_? — 8—2; = (0 rovnice vedeni tepla.
x

Definice 9.4. Kvazilinearni parcialni diferencialni rovnici druhého fadu dvou promén-
nych rozumime rovnici

0*u 0*u 0?u

A B K= 1

92 " dxdy * Cay2 i 0 (9:1)
Ju Ou

7%7a_y'

kde funkce A, B, C, K jsou funkcemi x,y, u

Definice 9.5. Linearni parcialni diferencialni rovnici druhého fadu dvou proménnych
rozumime rovnici
0%u 0u 0? 0 ou

u u
a(w, y)@ +b(x, y)axay +c(, y)a—y2 +d(, y)a—x +e(z,y) o +g(z,y)u = f(z,y). (9.2)

Funkce a,b,c,d, e, g, f jsou spojité v oblasti Q C R2, pficemz aspon jedna z funkci a, b, c
je nenulova v kazdém bodé (z,y) € €.

Resenim rovnice (9.1) v oblasti Q2 rozumime kazdou funkci u(z, y) € C?(Q2), kterd v Q
identicky spliuje (9.1).

Analogii pocatecnich podminek pro obycejné diferencialni rovnice druhého fadu je
predepsani funkéni hodnoty feSeni na néjaké kiivce spolu s predepsanim hodnoty deri-
vace feSeni v n€jakém smeéru rizném od tecného sméru k¥ivky na niz jsou tyto hodnoty
predepsany, to jest u(z,y) = h(z,y) a v’y = s(z,y) pro [z,y] € I = {[z(t),y(t)],t € I}.
Podobné jako u parcialnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu nemohou byt tyto kiivky
voleny libovolné. V tomto pripadé neni diivodem skutec¢nost, zZe by hledané feseni mélo
predepsané hodnoty na téchto kiivkéach, ale zamérime se na moznost jednoznac¢né urcit
hodnoty parcialni derivaci druhého radu feseni studované rovnice.
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V dalsich tvahach budeme predpokladat existenci vsSech pozadovanych derivaci,
abychom se mohli zabyvat Taylorovym rozvojem feSeni, pfesnéji se omezime na moznost
z pocatecnich podminek jednoznac¢né urcit hodnoty druhyjch parcidlnich derivaci feseni
u(z,y) na kiivce . Pro vétsi prehlednost zapiseme rovnici (9.2) ve tvaru:

" " n o !/ /
a - Uy, + 20wy, + ¢ uy, = P, y,u, uy, ).
Dale zavedeme dvé funkce jedné realné proménné

P1(t) = uy (x(t), y(1)) P2(t) = u,(x(t), y(t)),

pro jejichz derivace plati vztahy

Pl =i+ ullj P2 =l i+ ul,y,

Z

" " " .
zxy Uy Uyy:

které spolu s rovnici (9.2) tvoii soustavu 3 linearnich rovnic o neznamych u
" " "o
Ay, +2buy, +cuy, =P
/4 /)
TU, YUy, =P1
.o A
Ty, +Yu,, =P2.
Poznamenejme, ze funkce stojici v rovnicich vpravo tj, P, P1, P2 jsou jednoznac¢né urceny
pocatecnimi podminkami, tedy aby bylo mozno jednoznacné urcit hodnoty vSech parcial-
nich derivaci druhého radu musi byt determinant matice soustavy nenulovy. V opacném
pripadé tj.

a 2b c
iy 0|=a(y)?—2biy+c(i)’ =0,
0 = gy
lze obdrZenou rovnici pfepsat na charakteristickou rovnici s vyuZitim vztahu y' = Q
T
a(y)? —2by +c=0. (9.3)

Tato rovnice je obycejnou diferencialni rovnici prvniho fadu v implicitnim tvaru. Vzhle-
dem k derivaci y/(z) se jednéd o rovnici kvadratickou a podle znaménka diskriminantu
D = b? — 4ac této kvadratické rovnice klasifikujeme linearni parciilni diferencilni rov-
nice.

Definice 9.6. Rekneme, linearni parcialni diferencialni rovnice druhého fadu je:

e hyperbolického typu, jestlize D > 0,
e parabolického typu, jestlize D = 0,
e cliptického typu, jestlize D < 0.

Podobné jako u parcialnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu nam znalost Teseni
charakteristické rovnice nebo-li znalost charakteristik umoznuje v mnohych pripadech
dané rovnice fesit a to tak, Zze danou rovnici prevedeme do kanonického tvaru, ktery je
obvykle vhodnéjsi pro urceni feSeni. Tyto kanonické tvary jsou jsou clenény ve shodé s
vyse uvedenou klasifikaci.



9.3 KANONICKE TVARY 173

9.3 Kanonické tvary

Predpokladejme, Ze vSechny dil¢i alohy potiebné k pfevodu na kanonické tvary budeme
schopni Tesit. Jedna se predevsim o nalezeni feseni obycejné diferencidlni rovnice 1. fadu,
o které budeme predpokladat, Ze jeji feseni existuje a je jediné.

9.3.1 Hyperbolicky typ

V tomto pripadé mé charakteristicka rovnice feseni ve tvaru dvou jedno parametrickych
soustav kiivek urcenych implicitné rovnicemi

o(x,y) = Cy U(z,y) = Cy,

které vyhovuji charakteristické rovnici (9.3). Déale predpokladejme, Ze k substituci zadané
rovnicemi

§=p(z,y) n=v(x,y),

existuje ve studované oblasti inverzni transformace a miizeme tedy definovat novou funkci
U(&,n) vztahem

u(z,y) = U(p(z,y), ¥(z,y)).

Po substituci obdrzime pro funkci U(,n) diferencidlni rovnici, kterou miizeme zapsat ve
tvaru 3

Ué;”] = P(§7 T]7 U’ Ué? U’r/])’
ktery je jednodussi, nebot obsahuje pouze jednu parcidlni derivaci druhého fadu. Cely
postup budeme ilustrovat na piikladu. Pro jeho pochopeni je vhodné si pripomenout

vztahy mezi derivacemi funkci vice proménnych, které jsou obsazeny ve slozené funkci
vice proménnych:

o, = ULE, + Ul ul, = UL, + Ul
které lze symbolicky odvozovat s vyuzitim znalosti diferencialu funkce vice proménnych.

Priklad 9.7. Provedte klasifikaci linedrni parcidlni diferencidlni rovnice druhého fadu

el = Byl + 2y, + i+ i, + 2y, = 0 (04

a prevedte ji na kanonicky tvar.

ResSeni. Tato rovnice mé charakteristickou rovnici ve tvaru
2% (y)? + 3ayy + 247 = 0.

Jedné se hyperbolicky typ, protoze D = (3zy)? — 4222y* = 2%y* > 0 s vyjimkou podatku.
Dané charakteristickd rovnice mtze byt chapana jako dvojice obycejnych diferencialnich
rovnic:

y = oY

22 () + 3ryy + 202 = (2 + )2y +29) = 0=¢/ = — ;

Y

_ Y
s
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Jedna se rovnice se separovanymi proménnymi, které obé maji obecné feseni ve tvaru
jedno parametrického systému kfivek:

C 1 02
y=— =

T YT
Tedy transformace prevadéjici zadanou rovnici na kanonicky tvar je dana:
£ =y n=ay
a pro prvni derivace plati:
u,, = Ugy + U, 2y u, = Utz 4+ U2,
Vypocet parcidlnich derivaci druhého fadu budeme ilustrovat na derivaci u” :

oUly U 2xy
Uy = 8; + 51, = (Ugey + Ug2xy) y + (Upey + Uy 2ay) 20y + U 2y =

Ugey® + Ugdxy® + Uy dx’y® + U, 2y.
Analogicky dostavame:
" "

uy, = Ugery + Ué’n3x2y + U7/7'772x3y + Ué + U7'72x ugy = Ug”gﬁ + Ué’n2x3 + U,’]’nx4.

Po dosazeni do rovnice (9.4) ziskdme kanonicky tvar:
"o
Ug, =0,

u kterého je mozné nalézt obecné feseni. O

9.3.2 Parabolicky typ

Existuje jedna jedno parametrickd soustava kfivek urcené implicitné rovnicemi
p(z,y) =C,
které vyhovuji charakteristické rovnici (9.3). V tomto ptipadé pfevedeme substituci
§=w(z,y) n=y
danou parcialni diferencialni rovnici do kanonického tvaru:
Uy = P(&n, U UL UL
Priklad 9.8. Provedte klasifikaci linearni parcidlni diferencialni rovnice druhého fadu
w*ul, + 2xyul), + yPul, =0 (9.5)

a prevedte je na kanonicky tvar.
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Reseni. Tato rovnice mé charakteristickou rovnici ve tvaru

2 () = 22y +y* = 0.

Jedné se parabolicky typ, protoze D = (2xy)? — 42%y?> = 0 s vyjimkou po¢atku. Dané
charakteristicka rovnice je obycejnou diferencialni rovnici:

x%df—zwy+yh=@M—yV=05y*:%
Obecné teseni je ve tvaru jedno parametrického systému kiivek:

y = Cu.
Tedy transformace prevadéjici zadanou rovnici na kanonicky tvar je dana:

fz% n=y

Vypocet parcidlnich derivaci druhého fadu je obdobny jako v predchozim ptikladeé:
R e e e i
Po dosazeni do rovnice (9.5) ziskdme kanonicky tvar:

U7, = 0.

u kterého je mozné nalézt obecné feseni. O]

9.3.3 Elipticky typ
Jednd se o pripad kdy charakteristickd rovnice (9.3) méa feSeni v implicitnim tvaru
oz, y) £ijp(z,y) = K.
V tomto ptipadé prevedeme substituci
§=p(z,y) n=1(z,y)
danou parcialni diferencialni rovnici do kanonického tvaru:
Ule + U} = P(&,n, U, UL UY).

V nasledujicim prikladé ukazeme, ze linearni parcialni diferencialni rovnice druhého fadu
muze byt soucasné vSech typt v jednotlivych oblastech.

Priklad 9.9. Provedte klasifikaci linearni parcialni diferencialni rovnice druhého fadu

1
Uy, + YUy, + 2u;—0
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Reseni. U tohoto piikladu ponechdme meziv§pocty na ¢tenafi a pouze uvedeme viysle-
dek, ktery zavisi znaménku proménné y.

e Pro y < 0 hyperbolicky typ, transformace £ =z — 2\/—y, n = x + 2y/—vy,

1
V=Y
uy, = Ufe +2U5, + U
1 —2 1 1
"o 1 / /
Uyy Ei_y +Ug &y + Unn__y + (Ug — Un)2(_y)—3/2

iy = (UL~ UL)

kanonicky tvar: Uj, =0
e Pro y = 0 parabolicky typ a rovnice je pfimo v kanonickém tvaru
e Pro y > 0 elipticky typ, transformace § = 2,/y, n =z

1 -1
/ U W U ——
3 2y3/2

1
= U/— u;;m =
3 \/ﬂ nm vy y

kanonicky tvar: Ul + U, =0

9.4 D’Alambertova metoda

Skutecnost, ze kanonické tvary linearnich parcialnich diferencialnich rovnic druhého fadu
jsou vhodnéjsi pro nalezeni feseni téchto rovnic je zakladem D’Alambertovy metody feseni
téchto rovnic, nékdy je tato metoda nazyvana metodou charakteristik. Tuto metodu je
mozné zejména uplatnit u pocatecnich tloh. Princip této metody lze shrnout do tii krok:

1. Pfevedeme rovnici na kanonicky tvar

2. Nalezneme obecné feseni LPDR (obvykle zavisi na 2 libovolnych funkcich dvou
proménnych).

3. Aplikaci pocatecnich podminek urcéime konkrétni partikularni reseni

Jednotlivé kroky postupu jsou netrividlni matematické ulohy, které nemusi byt fesitelné,
proto budeme metodu demonstrovat na jednoduchych ptikladech. Abychom zkratili délku
pouzijeme rovnice u kterych jsme prvni krok provedli vyse.

Priklad 9.10. Naleznéte feseni LPDR 2. fadu

2//

T — 3wy, + 2y2 "

, +aul, 4 2yuy, = 0

urcené pocatecni podminkou u(z, 1) = 227, ) (z,1) = 3z°
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Reseni. 1. V piikladg 9.7 byla dand rovnice transformaci £ = xy, n = 2%y pfevedena
do kanonického tvaru

ug, (§,m) = 0.

2. Tato rovnice mé obecné feseni ve tvaru u(§,n) = ¢(&) + ¥(n). Po dosazeni zpétné
transformace dostavame obecné feseni dané rovnice:

u(@,y) = p(zy) + ().
3. Pro zatim nezndmé funkce dosazenim pocatecnich podminek ziskdme dvé rovnice:
207 = u(x,1) = p(x) +(2®)  32? =) (z,1) = ¢/ (x)x + ¢ (a®)2?

Druhou rovnici vydélime proménnou = a nasledné integrujeme spolu s prvni rovnici
tak dostavame soustavu dvou linearnich rovnic pro dvé neznamé:

2 = o(x)+ ()
3 o

S = o)+ ()

Tato soustava méa feseni vzhledem k neznamym f(z), g(z?):

pla) =2 YPa®) =2 e Pt) =t

Dosazenim téchto funkci ziskdme partikularni feseni

u(z,y) = (zy)* + 2y = 2°y(y + 1).
O

Poznédmka 9.11. Pokud by byla v tomto piikladu zvolena wu (x,1) na misto u;(z,1) a
tak by platilo, Ze je zadana derivace ve sméru tecného vektoru, bylo by mozné dovodit:

(u(z, 1)) = uy (2, 1).

V pripadé, ze by tato podminka platila, méli bychom pouze jednu pocatecni podminku a
tedy by nebylo mozné jednoznacné urcit vsechny druhé parcidlni derivace a tedy feseni
by nebylo jednoznac¢né. Jestlize by tato podminka nebyla splnéna, feseni by neexistovalo.

Priklad 9.12. Naleznéte feseni LPDR 2. f4du

2.1 " 2.1 _
T Uy, + 22y Uy, + Y Uy, =0

uréené pocatecni podminkou u(z, 2*) = 2 + z + 1, u (z, ) ==,
x
Reseni. 1. V prikladé 9.8 byla dand rovnice transformaci £ = y/x, n = y pfevedena
do kanonického tvaru

uy, (&,m) = 0.
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2. Tato rovnice ma obecné Feseni ve tvaru u(&,n) = (&) + np(€). Po dosazeni zpétné
transformace dostavame obecné feseni dané rovnice:

u(r,y) = ¢ (y> + ¢ (%) :

x
3. Pro zatim nezndmé funkce dosazenim pocatecnich podminek ziskame dvé rovnice:

Pl = u(z, ) = o) 49, © = uy(a,7°) = ¢ (@) )+ ()

Nyni prvni rovnici derivujeme a druhou rovnici vynasobime vyrazem 2x?:
2041 = ¢/ (2%)2x +32%(2?) + 23 (2¥)20 22 = ¢'(2?)22 + 207 (2%) + 2%/ (2?)

Rozdil téchto rovnic urcuje funkei :

1
2

—_

I

S

N
<
8

[N}
S~—
Il

I
=
&
N
Il
<
—
=

|
| =

8

Dosazenim do prvni poc¢ate¢ni podminky uréime i druhou funkcei ¢:

1
m2+x+1:<p(x2)+x3;Ex2+1:<p(x2)5gp(t):t+1.

Dosazenim téchto funkci ziskdme partikularni feseni
_Y _
u(z,y) ==+ 1tyg =-—+1+z

]

Poznamka 9.13. Pokud by byla v tomto ptikladu zvolena kfivka na niz by byly pod-
minky zadavany ve tvaru y = Cux, tj. podminka by byla zadavana na charakteristice,
nebylo by mozné z takto modifikovanych podminek urcit funkce ¢, ¥:

u(e,Ca)) = 9(C)+ Cog(C)  u{,Ca) = $(C)5 +¥(C) +¥(C)5,

nebot bychom dostali pro funkce ¢, 1) podminky pouze v jedné hodnoté argumentu.

9.5 Resené priklady

Priklad 9.14. Najdéte kanonicky tvar rovnice

0*u 0*u 0*u
15 =0
0x? + 883:83/ + oy?

a jeji Teseni.
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Reseni. Mame A =1, B = 8,C = 15. TakZe plati
B* —4AC =8 —4-1-15=64—60 =4 > 0.
Rovnice je hyperbolického typu. Rovnici ptiradime charakteristickou rovnici:
N —8A+15=0

a urcime si jeji koreny. Dostaneme

Podle predchoziho volime
{=y—3z, n=y-—oz
Urc¢ime si parcialni derivace
0%u 02U 02U 0*U
=9 30 25
R TR T M OR
0%u B _332[] _g 0*U B 582U
oxdy 0€? 0Eon on?’
Pu U 0*U  0*U

= 2 .
02 02 " “ocon T o

Po dosazeni dostaneme

o’U 0
oo
Budeme nyni hledat feseni této rovnice. Zvolme
ou
— =.
on
Potom 5
o _
23
a proto je v = f(n), kde f je libovolna funkce. Takze mame
oU
—=1 (77)7

on
U= / f(n)dn = F(n) + G(€),

kde F,G jsou funkce se spojitymi parcialnimi derivacemi. Dosazenim za &, dostaneme
reseni nasi rovnice ve tvaru

u= F(y —5x) + G(y — 3x).
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Priklad 9.15. Prevedte na kanonicky tvar rovnici

0%u 0%u 0%u
4 12 13 = 0.
ox? + 0xdy + 0y?

ReSeni. Mame A =4, B = 12, C = 13. Takze plati
B? —4AC =12° —4-4-13 = 144 — 208 = —64.
Rovnice je eliptického typu. Rovnici pritadime jeji charakteristickou rovnici:
AN =120+ 13 =0

a urcime si jeji koreny. Dostaneme

12++/144—4-4-13 12+ +/—64 3:|:'
= = = 1.
8 8 2

A2 =

3
Méame o = 2 B = 1. Podle ptedchoziho volime

3
{=y—357 n=-

Urcime si parcialni derivace
Pu 90°U 0?U  0*U
= — +3 + ;
0x? 4 0&? o&on — On?
Pu 3 82_U B 0*U
oxdy 2062 0on’

Pu  PU
oy?  0€2’
Po dosazeni dostaneme 52 52 52
U U U
4 12 13 =0
Ox? + Oxdy + oy? ’

J (20U G OU CUN (30U FUN L (PUN
10e2 " “oean " o2 20e2 9y oez )~

02U 02U 02U 02U 02U 02U
12 4 — 18— — 12 1 — | =
Y9 T 25ean "o~ Bag ~ Pagan T <a£2> &
02U 02U
0*U  0*U
=0,
&2 On?
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Cviceni

1. Najdéte kanonicky tvar rovnice

2. Najdéte kanonicky tvar rovnice

Vysledky

1. Kanonickym tvarem dané rovnice je rovnice
Pu 10w _
oo 260n

2. Kanonickym tvarem dané rovnice je rovnice
o e
02¢ - 0?n
Maplety

Kliknutim na nésledujici odkaz si lze pomoci mapletu procvicit toto téma:

1. Uréi typ linearni parcialni diferencialni rovnice druhého fadu a urci transformaci pro
prevod na kanonicky tvar.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/kanonicke_tvary.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/kanonicke_tvary.html

182 VLNOVA ROVNICE, D’ALEMBERTUV VZOREC A FOURIEROVA METODA

10 Vlnova rovnice, D’Alembertuv
vzorec a Fourierova metoda

10.1 Cil kapitoly

Budeme pokracovat ve studiu parcialnich rovnic druhého radu.

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenare s vinovou rovnici a jednim ze zptisobt nalezeni
jejiho teseni. VInova rovnice je rovnici hyperbolického typu.

Uvedeme si tvary okrajovych a pocatecnich podminek, které se pouzivaji pro popis
kmitd struny a které potiebujeme je pro nalezeni jednoznac¢ného feSeni dané tlohy.

Odvodime si d’Alemberttv vzorec, ktery ndm popisuje jednu z moznosti, jak ziskat
feSeni. Reseni rovnice vedeni tepla spolu s okrajovymi podminkami budeme hledat Fou-
rierovou metodou separace proménnych.

V nékterych tlohach je potifeba rozvinout do Fourierovych fad pocate¢ni nebo okra-
jové podminky. Proto je pripojeno strucné zopakovani nékterych poznatkii o konstrukci
Fourierovych rad.

10.2 Vlnova rovnice

Casto je tato rovnice nazyvana téz rovnici pro kmity struny. Méjme idealni strunu zaujima-
jici tisecku na ose x mezi hodnotami x = 0 a x = [. Jestlize vychylime strunu z rovnovazné
polohy, za¢ne kmitat. Pfedpokladejme, Ze kmitd v jedné roviné Oxy a oznaéme u(x,t)
odchylku struny v bodé = a ¢ase t. Rovnici kmitu struny je mozno zapsat ve tvaru

Pu 0%

Pro jednoznacnou Tesitelnost musime jesté pozadovat splnitelnost dalsich podminek. Pri-
béh pohybu struny bude jednozna¢né urcen, pokud budeme znat pohyb koncovych bodu
a pocatecni polohu a rychlost kazdého bodu. Matematicky to znamena, Ze potiebujeme
znat jesté okrajové a pocatecni podminky.

u(0,t) = pi(t), (10.2)
(

u(l,t) = pe(t), (10.3)
u(z,0) = p(z), (10.4)



10.3 D’ALEMBERTUV VZOREC 183

= (). (10.5)

1, f2, ©, 1 jsou zadané funkce.
Pocatecni tloha pro rovnici struny je tiloha nalezeni feseni u = u(z, t), kterd mé spojité
parcialni derivace druhého fadu, spliiuje podminky (10.4) - (10.5) a rovnici (10.1).

10.3 D’Alembertuv vzorec

Hledejme nyni feSeni rovnice (10.1) vyjaddfené pomoci znamych funkei ¢, 1), které jsou
definovany pro vSechna realnd ¢isla, tj. jedna se strunu nekonec¢né délky. Rovnice (10.1)
je hyperbolického typu a substituci &€ = x + at, ( = © — at pfevedeme na kanonicky tvar

1

& — Y

Tato rovnice ma obecné feseni ve tvaru

U(&:¢) = f1(§) + f2(0), (10.6)

kde fi, fs jsou libovolné dvakrat spojité diferencovatelné funkce jedné proménné. Zpétnym
dosazenim ptvodnich proménnych dostavame obecné feseni ptuvodni parcidlni diferenci-
alni rovnice 10.1 ve tvaru

u(z,t) = filz + at) + fo(z — at). (10.7)
Dosazenim pocéte¢nich podminek do rovnice (10.4) (10.5) dostaneme

u(z,0) = fi(z) + fa(z) = ¢(z) (10.8)
u(2,0) = afi(z) —afy(x) = ¥(z) (10.9)

Integraci rovnice (10.9) podle proménné = dostaneme
1 x
fi@) ~ fola) =+ [ w(ryar
Zo

Odtud a z rovnice (10.8) uréime funkce

1 Y C

fle) = o) =5 [ wiodr-5

a dosazenim pozadovanych argumenti dostavame

r—at
filz +at) = %w(w + at) + i/ W(r)dr + ¢

2a 2
1 1 r—at C
folz —at) = Egp@ —at) — %/ (r)dr — 3
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xr+at r—at xr+at

coz s vyuzitim vztahu pro integraly / — / = / umoznuje odvodit z 10.7 feSeni

xo xo rx—at
pocatecni tlohy ve tvaru
z+at
1 1
u(z,t) = E(go(x +at) + Y(z — at)) + o / W(T)dr. (10.10)
r—at

Tento vztah se nazyva d’Alemberttv vzorec.

10.4 Fourierova metoda separace proménnych

Okrajova uloha pro rovnici struny je uloha nalezeni feSeni v = wu(x,t) definovanou pro
0<x<I,t>0, kterd zde ma spojité parcialni derivace prvniho fadu, spliuje podminky
(10.2) - (10.5) a v oblasti 0 < x < [, t > 0 ma spojité parcialni derivace druhého fadu a
splituje zde rovnici (10.1).

Plati

Véta 10.1. Pocdatecni uloha pro rovnici struny md nejvyse jedno resenid.

P1i feSeni nékterych parcialnich diferencialnich rovnic se pouziva i metoda separace
proménnych (Fourierova metoda, metoda separace proménnych). Zakladni myslenkou této
metody je, Ze FeSeni pfedpokldddme ve tvaru soucinu dvou (respektive t¥1) funkei, z nichz
kazdé zavisi pouze na jedné nezavislé proménné. Pokud se ndm podaii timto zpisobem
separovat jednotlivé proménné v Laplaceové rovnici, rozpadne se ptivodni parcialni rovnice
na nékolik obycejnych diferencidlnich rovnic. Umime-li najit jejich obecné feseni, budeme
umét i vytesit puivodni Laplaceovu rovnici.

10.4.1 Fourieriovy rady

Definice 10.2. Piedpokladejme, Ze f je funkce definované na intervalu [—7, 7| a Ze pro
tuto funkci existuji véechny nize uvedené integréaly. Cisla

1 ™

ay, = —/ f(z)cosnxdr, n=0,1,2,...
™ —Tr
1 [7 .

b, = —/ f(z)sinnxdx, n=1,2,3,...
™ —Tr

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f(z). Rada

% + ;(an cos nx + by, sin nx)

se nazyva Fourierova fada funkce f(z).
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10.4.2 Dirichletovy podminky
Definice 10.3. Funkce f(z) spliiuje na intervalu [—m, 7] Dirichletovy podminky,

jestlize ma na intervalu [—m, 7] koneény pocet maxim a minim a jestlize je na tomto
intervalu spojita s vyjimkou kone¢ného poc¢tu bodt nespojitosti prvniho druhu.

Nékdy jsou Dirichletovy podminky formulovany také takto:

Definice 10.4. Funkce f(z) spliiuje na intervalu [—m, 7| Dirichletovy podminky,
jestlize lze tento interval rozdélit na konecény pocet subintervalil takovych, ze uvnitt kaz-
dého z nich je f(x) monotonni a ohranic¢enA.

Poznamka 10.5. Analogicky muzeme formulovat Dirichletovy podminky pro libovolny
interval [a, b].

10.4.3 Dirichletova véta

Véta 10.6. Jestlize funkce f(z) spliuje Dirichletovy podminky, pak v kaZdém bodé in-
tervalu [—m, w| Fourierova tada konverguje a plati

DN | —

Qg :
[f(x—0)+ f(x+0)] = 5 Z an, cos nx + by, sinnx)

a v obou kragnich bodech intervalu [—m, 7| je soucet Fourierovy fady roven

[f(=m+0) + f(x = 0)].

N | —

10.4.4 Rozvoj funkce s libovolnou periodou

Predpokladejme, Ze funkce f(z) je definovand na intervalu [—[, (], kde | > 0. Fourierova
fada pak ma tvar

o0

nmwx
n b _> )
—|— Z <a COS —i— sin ]

kde

1 l
e ot
-l

1 l
27/ f(x)sinnlﬂda:, n=1,2,3,....
-
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10.4.5 Priklad

Rozvinme do Fourierovy fady funkci

o) = -1, for —7m <z <0,
N 1, for O0<z<m.

Tato funkce je nespojitd v bodé x = 0 a spliiuje podminky Dirichletovy véty. Navic,
protoze se jedna o lichou funkci, mame a,, = 0. Vypocitejme koeficienty b, :

2 [T 2 2
bn:—/ l-sinnrder = —— cosm:\g:——(cosnﬂ—l);
T Jo nmw nmw
4 4 4
blz—’b2:07b3:—’b4zo’ b5:—’b6:0,
T 3T o

Tedy
f()4'+1'3+1'5+1'7+
Xr)— — [SInx — SIN O — SIN O —SINn (T I
T 3 5) 7

10.4.6 Riemannova véta

Véta 10.7. Jestlize f(x) splriuje Dirichletovy podminky, pak:
b
lim [ f(zx)cosprdr =0

pP—00 a

b
lim f(z)sinprdx = 0.

p—o0

V disledku této véty pro koeficienty Fourierovy fady a,, b, dostavame:

lim a, =0, lim b, =0.
n—0o0 n—oo

Ukazme tuto vlastnost na predchozim prikladu. Snadno uvidime, ze

-2
lim b, = lim —(cosnm —1) =0

lim a, = lim 0 =0.
n—oo n—oo

10.5 Fourierova metoda pro vlnovou rovnici

Fourierovu metodu mtizeme s tspéchem pouzit i pro rovnici kmitt struny

Pu  ,0%u
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u(x,t) u(z,0) = T(0)X(z)
u(z,1) =T(1) X (2)
u(z,2) =T(2)X (2)
0 1 -

Obr. 10.1: Separace proménnych pro vlnovou rovnici.

kde a je nenulova konstanta. Opét budeme hledat feseni u ve tvaru soucinu dvou funkeci,
z nichz kazda zavisi pouze na jedné proménné:

u(z,t) = X(x) - T(t).

Danou situaci si mtzeme ilustrovat na obrazku 10.1.
Dale budeme ptedpokladat, ze plati X(z) # 0,7(t) # 0. Potom mé& rovnice (10.11)

tvaru
X"(2)T(t) = éX(m)T”(t).

Po tpravé dostaneme
X"(x) 1 71"t

X(zr) a® T()’
Maéame rovnici jejiz leva strana zavisi pouze na = a prava pouze na t. Obé strany rovnice
se mohou sobé pouze tehdy, jestlize se obé rovnaji jedné a téze konstanté \. Tedy

X//(:L,) _ T//(t)
X(x)  a®T(t)

=\

Odtud dostaneme dvojici obycejnych diferencialnich rovnic
X"(z) — AX (z) =0,
T"(t) — a®* T'(t) =O0.

Tyto rovnice umime vyftesit, proto dostavame i feSeni rovnice (10.11). Obvykle nehle-
dame libovolné tesSeni, ale takové, které spliuje zadané pocatecni a okrajové podminky.
Konkrétni aplikaci této dilezité metody uvadime v ¢asti 11.8.

10.6 Vzorce odvozené Fourierovou metodou pro vl-
novou rovnici

Ptredpokladejme, ze vlnova rovnice je zadana ve tvaru

Pu ,0%u

o~ " o2
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kde a je nenulova konstanta. Jsou-li dany pocatecni podminky

ou
ulmg = (), —-| = 1(z)
t=0 8t o
a okrajové podminky
ul,_o=0, ul,_,=0,

potom Ize najit feSeni ve tvaru nekonecné rady

= kmat krat k
u(z,t) = Z (ak cos 7;@ + by sin Za ) sin 77 :
k=1

kde

2 ! k k
ap = —/ ©(x) sin —mjdx / () sin —dex.
0 ~ kma

l l

Odvozeni téchto vzorct je podrobné uvedeno nize v prikladu 10.11.

10.7 Shrnuti kapitoly

(10.12)

(10.13)

Vénovali jsme se vlnové rovnici. Ukazali jsme nékteré jeji vlastnosti a také okrajové a po-
¢atecni podminky, které se pouzivaji pti hledani jejiho feseni. Odvodili jsme d’Alemberttv

vzorec pro nalezeni jejiho feSeni.

10.8 Resené piiklady

Priklad 10.8. Najdéte feseni rovnice

Pu  Pu
otz Ox?
za predpokladu, ze
ou
2
= — =0.
u|t=0 T, 82f o

~

Reseni. Protoze ze zadani prikladu vyplyva ¢ = 0 dostavame

u(z,t) = 5 (p(z+1) +o(x — 1)),

DN | —

kde ¢ = z%. Proto

u(z,t) = ((:L‘ + 1) + (z — t)2) )

L\DI)—t

Po tpravé dostavame
u(z,t) = 2% + 2.
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Priklad 10.9. Najdéte profil struny, kmity které jsou popisovany rovnici

Pu  Pu
otz Ox?

pro hodnotu ¢asu t = 7/2 za predpokladu, ze
ou

=1.

ul,_, =sinz, =
=0

ot

Reseni. Dosazenim do vztahu (10.10) dostavame

(sin(a: +1t) +sin(x — t) + /W dz) :

x—1

u(z,t) =

DN | —

Odtud méame

1
u(z,t) =sinx - cost + 5 e

Po tpravé dostavame
u(z,t) =sinx - cost +t.

]

Priklad 10.10. Kmitajici struna je upevnéna v bodech x = 0ax =1, > 0. V pocatecni
moment méla tvar paraboly
4h
u= (g o (I —x)

Najdéte profil struny za predpokladu, ze plati podminky (10.12).
Reseni. Vyuzijeme rozklad do fady (10.13). Mame

o= (%h.x-(z—x)), a y(z)=0.

Najdeme koeficienty ve vzorci (10.13).
2 [ k 8h [' k
ap =- / o(z) - sin BT e = &2 (lz — %) - sin T
0

l l A l
by, =0.

Abychom vypocetli koeficienty a,, pouzijeme dvakrat metodu per partes. Nejprve ozna¢me

uy = lv —2°, duy = (I — 27)dw,

l k k
V] = —— COS ﬂ, dv; = sin %dx.

km )
Pak dostavame
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ho [ k
+ s /(Z—Qx)-cosﬂda:
0

kml? l
8h [ kmx
:W/O (l — 21’) + COS de

Dale oznadime
Uy =1 — 2z, duy = —2dx,

Vg = L sin kﬂ, dvy = cos kﬂdaz.
k [ [
Pokracujeme ve vypoctu:
1
ag :k28—:2l(l — 21) sinkm—x )
16h ' . knx
+ m/o sin Td:c
16h  krx|
=15 cos - )

Dosazenim ay, a b, do vztahu (10.13) dostaneme

=, 16h krat . krx
u(:v,t)zzkgﬂg-[1—(—1)k]cos T sin——.

k=1

Je-li k = 2n, pak plati
1—-(-1)"=0

a v pripadé, ze k = 2n + 1 méame
1—(-1DF=2.
Proto mizeme posledni vyjadfeni funkce u(z,t) zjednodusit:

1 (2n+ Dmat . (2n+ 1)7x
u(z,t) = 3 2 G 1y - cos l sin l :

O
Piiklad 10.11 (Fourierova metoda pro vlnovou rovnici). Najdéte feSeni rovnice

Pu 0%

o~ o2

¢ € R je nenulové konstanta, v oblasti, kde

O<zx<l!l, t>0
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za predpokladu, ze

u(z,0) =p(x), 0<a<lI, (10.14)
uy(x,0) =9(x), 0<z<l, (10.15)
w(0,t) =u(l,£) =0, > 0. (10.16)

Reseni. Podminkam (10.14), (10.15) fikdme pocatecni (jsou formulovany pro poc¢atecni
moment jevu - ¢as t = 0) a podminky (10.27) nazyvame okrajové (vyjadiuji uchyceni
struny na obou koncich béhem celé doby trvani kmitii). Nasim cilem je najit FeSeni tlohy
pouzitim Fourierovy metody. Predpokladejme, Ze feSeni lze nalézt ve tvaru

u(z,t) = X(x) - T(t),

kde X (z) a T(t) jsou vhodné funkce proménnych x a ¢. Dosazenim do vlnové rovnice
dostaneme
X(x)T"(t) — X" (2)T(t) =0

nebo po Uprave
()  X"(x)
= =\ 10.17
A7) X(x) ( )

Z okrajovych podminek
u(0,t) = X(0)T'(t) =0, u(l,t)=X({)T(t)=0

vyplyva
X(0)=X()=0.

Proto funkce X (z) vyhovuje okrajové tloze

X"(z) = AX(z) =0, 0<z<l, (10.18)
X(0)=X(I) =0. (10.19)

Ukézeme, ze okrajova uloha (10.18), (10.19) mé& netrivialni feSeni pouze tehdy, kdyz A < 0.
Predpokladejme nejprve, ze A > 0. Potom charakteristicka rovnice, prislusna homogenni
diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty (10.18) je (hledany kofen rovnice ozna¢ime
&, nebot obvyklé pismeno A jiz bylo pouzito)

E-1=0 (10.20)
a jeji kofeny jsou (bereme do tivahy A > 0)
G =V &=—-V\
Obecné feseni rovnice (10.18) mé tvar

X(ZL’) = C’leﬁw + Oge_ﬁm,
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kde C; a (5 jsou libovolné konstanty. Jejich volbu provedeme na zakladé okrajovych
podminek (10.19):

$:0:>C1+02:0,
r=101= Cleﬁl“—CQe_ﬁl = 0.

7 prvniho vztahu mame C5 = —C1 a z druhého dostavame

e (em - e*m) ~ 0. (10.21)

Protoze pro kazdé [ > 0 plati
eﬁl 7é e—\f/\l

(zdivodnéte proc) je vztah (10.22) splnén pouze tehdy, kdyz C; = Cy = 0. Tyto hodnoty
vedou na trividlni feSeni okrajové tlohy (10.18), (10.19), které je vSak pro nas nezajimavé.
Proto nemtize byt A > 0.

Predpokladejme tedy, ze A < 0. Za tohoto predpokladu ma charakteristickd rov-
nice (10.20) pfislusnd homogenni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty (10.18)

koreny
§1=1 V ‘)"7 §o=—1 |>"7

kde 7 je komplexni jednotka (i*> = —1). Obecné fesen{ rovnice (10.18) m4 tvar
X(x) = Cycos /| Az + Cysiny/ ||z,

kde C'; a (s jsou libovolné konstanty. Jejich volbu opét provedeme na zakladé okrajovych
podminek (10.19):

r=0=— C), =0,
x=1= Cysin/|\|l = 0.

Z prvniho vztahu mame C; = 0 a z druhého (opét povazujeme moznost Cy = 0 za
nezajimavou)

sin \/|A[l =0 (10.22)
odkud

VIMNl=nm, n=0,£1,42,...

2
A = (?) o n=0,41,42, ...

Poslednim vztahem jsou fakticky ur¢eny mozné hodnoty ¢isla A. Protoze je jich nekone¢né
mnoho, budeme je indexovat a také budeme brat do ivahy, ze to musi byt zaporna cisla.

Proto )
An:—<?) =12 ..
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Uzavieme zkoumani okrajové tlohy (10.18), (10.19) s tim, Ze mé nekoneéné mnoho riz-
nych netrivialnich feseni tvaru

Xn(x):ansinn—;m, n=12...

odpovidajici hodnotam

2
)\:)\n:—<n77r> n=12 ... (10.23)

Dosazenim (10.23) do (10.17) dostavame pro hledanou funkci 7" a pro kaZdou hodnotu
indexu n = 1,2, ... obycejnou diferencialni rovnici

nme\ 2
T"(t) + (T) T(t) = 0,
kterd mé obecné feSeni (tentokrat vynechame detaily jeho nalezeni, typové je rovnice

shodna s rovnici (10.18))

nmc

l

a by, c; jsou libovolné konstanty. Proto jsou funkce

« . nmc
t+c,simm—t

T,(t) = b}, cos l

nme nme nmx
up(z,t) = X, (2)To(t) = (b:; cos Tt + ¢ sin Tt) a, sin -
= (An cos wt + B, sin nﬂct> sin mr:v’
l l l
kde jsme preznacili A, = b%a, a B, = c¢a, (nyni jsou A, a B, libovolnymi konstantami)
feSenimi ulohy

Py _
o2 0z’
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0,

0<a<l t>0,

tj. feSenimi vychozi tlohy ale bez pocatecnich podminek (10.14), (10.15). Abychom nasli
feSeni vychozi tlohy, které by vyhovovalo i témto pocatecnim podminkdm budeme ho
hledat ve tvaru

u(z,t) = ; up(z,t) = ; (An cos ?t + By, sin nTmt> sin nlﬂ : (10.24)
Funkce (10.24) bude vyhovovat pocateénim podminkam, jestlize
- nmwx
0) = = A, sin ——. 10.25
0 0) =) = 3 Ausin ] (10.25)

a déale

ou ad nwe\ . NTT
5 (@0 =v(x) = ; B, (T> sin —— (10.26)



194 VLNOVA ROVNICE, D’ALEMBERTUV VZOREC A FOURIEROVA METODA

Definujme na intervalu [—[, ] liché funkce

co={ 00 S
(ze zadani dlohy vyplyva, ze p(0) = 0 (zdivodnéte proc)) a

ern Y(x) e (0,1,
Vi) = { —(—z) € [-L0)

Rozvitime funkce ¢*(x) a ¢*(x) do Fourierovych fad podle vzorci pro rozvoje lichych
funkci, definovanych na intervalu [—[,[], které jsou uvedeny v ¢asti 10.4.1 Protoze na
intervalu [0, [] plati p(z) = ¢*(z) a na intervalu (0, ] je ¥(z) = ¥*(z) mizeme Fourierovy
rady zapsat takto

Zb sin 0z e [0,1], (10.27)
kde Fourierovy koeficienty b, jsou
9
b, = —/ o(z)sin L da (10.28)
L Jo [
a o0
v(@) =Y b, sin?, z € (0,1, (10.29)
n=1
kde Fourierovy koeficienty b, jsou
9 i
= / b() sinnlﬂdx. (10.30)
0

Dva rozvoje funkci pro ¢ (rozvoje (10.25), (10.27)) a v (rozvoje (10.26), (10.29)) musi
byt stejné. Jejich porovnanim a uzitim vztaht (10.28), (10.30) dochazime k zavéru, ze

nmwx

2 l
A, =b, = —/ o(x) sianx,
0

I 2
By, = b, = w< )sin"lﬂdx

n
nmc nmc

Reseni ulohy je zakonceno a jeho tvar, vyhovujici vS§em pocateénim a okrajovym podmin-
kam je

> nm nmct
Z [( / sdex> CoS ] +

n=1
/ ne: sin—dx sin T | i L (10.31)
nmwe [ l
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Na zavér jesté ucinime poznamku o jednoznacnosti feseni. Lze dokézat, ze pokud je
funkce ¢ dvakrat spojité diferencovatelna na [0, (], ¢ (x) je po ¢astech spojita, funkce v
je spojité diferencovatelna na [0,1], 1" (x) je po ¢astech spojita a

©(0) = ¢"(0) = p(I) = ¢"(I) = 0,
¥(0) = (1) = 0,

pak je nalezené feseni (10.31) s uvedenymi koeficienty jedinym fesenim formulované tlohy.
O

Cviceni
1. Kmitajici struna je upevnéna v bodech x =0 a xz =1, [ > 0. V pocatecni moment méla tvar
lomené cary
2h
l
2h l
T (l—z) jestlize

2
Najdéte profil struny za predpokladu, ze plati podminky (10.12) a ¢(z) = 0.

DO | =~

-z jestlize 0<z<

<z <l

2. Najdéte feseni rovnice

0%u B 0%u
otz Ox?
za predpokladu, ze
| ou
Ul,_og=x, — = —x.
t=0 6t =0
3. Najdéte feseni rovnice
0*u 5 0%
—_— = —
ot2 Ox?
za predpokladu, ze
| 0 ou
ul,_og=0, — = cos .
t=0 at 0

Vysledky

1. Funkce u(z,t) je ddna sou¢tem rady:

u(m,t)zﬁ $C0S — — —5sin— - ¢

8h (. 7mx Tat 1 . 3mz o 3rat
sin — S
l l 32 l l

+ sln —— - COS sln —— - COS

i . bmx Srat _i . Trmx Trat n
52 l l 72 l l '

2. Dana uloha ma reSeni
u(z,t) = x(1 —1t).
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3. Dan4 tloha m4 reSeni .
cos x sin at
u(z,t) = ———.
a
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11 Rovnice vedeni tepla a Lapla-
ceova rovnice

11.1 Cil kapitoly

Budeme pokracovat ve studiu parcialnich diferencialnich rovnic druhého fadu. Nyni bu-
deme studovat nékteré rovnice parabolického a eliptického typu, které se ¢asto v aplikacich
vyskytuji - rovnici vedeni tepla a Laplaceovu rovnici.

Ukéazeme si jejich zakladni vlastnosti a také, jaké se kladou okrajové a pocatecni pod-
minky, aby jimi bylo feSeni urceno jednoznac¢né.

Reseni Laplaceovy rovnice budeme hledat Fourierovou metodou separace proménnych.

11.2 Rovnice vedeni tepla

Teplota homogenniho izotropniho télesa se da popsat rovnici
coou Pu  Pu  O*u
—— = + + ;
kot 0x2 0y*> 022

(11.1)

pfi¢emz u(x,y, z,t) oznacuje teplotu télesa v bodé [z,y, z] v dobé t, k je koeficient vodi-
vosti tepla, ¢ je specifické teplo a ¢ je hustota télesa. Pokud si zavedeme substituci

T=—
co
potom se rovnice zjednodussi na tvar

ou Pu  Pu  u
or 02 o Lo (11.2)

Regenim této rovnice prohlasime kazdou funkci, kterd ma spojité druhé parcialni derivace
podle proménnych z,y, z a spojitou prvni derivaci podle 7.
Pokud budeme ptredpokladat, ze funkce u zavisi pouze na jedné prostorové proménné,
dostaneme tzv. rovnici pro vedeni tepla v tyci
ou  0%u

pritom pro jednoduchost jsme oznacili 7 jako .
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11.3 Dirichletova tuloha pro rovnice vedeni tepla

V praxi jsou diskutované parcialni rovnice feSeny za riznych pocatecnich a okrajovych
podminek. Velice ¢asta je tzv. Dirichletova tloha. Nyni uvedeme jednu z jejich formulaci:
Najit feSeni u(z, t) rovnice (11.3), které je spojité pro 0 < z < [, ¢ > 0 a splituje poc¢atecni
podminku

u(z,0) = ¢(x), (11.4)
a okrajové podminky

w(0,t) = ui(t), (11.5)

u(l,t) = po(t), (11.6)

kde o, 111, p1o jsou zadané funkce.

11.4 Princip maxima pro rovnici vedeni tepla

Nésledujici véta dava moznost vniknout do vlastnosti Feseni rovnice (11.3).

Véta 11.1. Jestlize u(z,t) je fesenim rovnice (11.3), které je spojité na uzaviené oblasti

potom funkce u nabyvd svého maxima bud pro t = 0, nebo pro x nebo pro x = 1.

Fyzikalni smysl principu maxima je zfejmy: teplota tyce je nejvétsi bud na zacatku
sledované doby ( tj. ¢ = 0) a nebo na krajich tycde. Sta¢i si uvédomit, Ze se ty¢ nikde
nezahiiva a sledujeme jen vedeni tepla. V piipadé zahtivani tyce by jsme museli pro popis
pouzit rovnici

ou  0%u
a == @ + f(I,t), (11.7)

kde funkce f(z,t) je nezdporna a kladna asponi pro nékteré hodnoty z a t.

11.5 Laplaceova rovnice

Budeme-li pfedpokladat, Ze vyse studované parabolické rovnice popisuji stacionarni (na
Case nezavislé) jevy, potom budou parcialni derivace feseni podle ¢asu nulové a parabolické
rovnice prejdou v rovnice eliptického typu. Nyni uvedeme casto se vyskytujici eliptické
rovnice, nazyvané Laplaceovymi.

Laplaceova rovnice mé v pfipadé dvou nezavislych proménnych tvar

’u  O%u B

57 T3 0 (11.8)
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Casto uvazujeme také Laplaceovu rovnici v piipadé, Ze hledana funkce zavisi na tiech
proménnych. Potom je jeji tvar:

0*u  0*u  O*u
52 + 0 + i 0. (11.9)

Obé rovnice (11.8) a (11.9) jsou rovnicemi eliptického typu. Casto je zapisujeme ve tvaru
Au =0,

kde symbolem Awu rozumime v pfipadé rovnice (11.8) operator

0*u N 0*u
ox?  Oy?’
a v ptipadé rovnice (11.9)) operator
Pu  Pu  u

Ox? + Oy? + 022

Priklad 11.2. Reseni Laplaceovy rovnice Au = 0 pro u = u(x,y) lze vyjadfit ve tvaru
rady

u = Z a; sin (ix + ;) sinh (iy + ;) ,

1=0

kde a;, B;,v; € R.

11.6 Fourierova metoda separace proménnych pro
Laplaceovu rovnici

Také pii Feseni Laplaceovych rovnic se pouziva metoda separace proménnych (Fourierova
metoda) o které jsme jiz hovorili v ¢asti 10.4. Budeme jeji pouziti ilustrovat na piikladu.

Priklad 11.3. Hledejme feSeni Laplaceovy rovnice Au = 0 pro v = u(z,y) metodou
separace proménnych.

ResSeni. Mame rovnici Au = 0 a predpokladéme, ze plati v = u(z,y) = ©(z)1(y). Potom
po dosazeni do Laplaceovy rovnice dostaneme

Pu  Pu 0
a2 o
Po(x)ily)  Pel@)ely) _
Ox? Oy? ’
o? 0?
U(y) ai(f ) +p(z) ;Jygy) =0.
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Budeme dale predpokladat, ze funkce ¢, ¥ jsou nenulové, potom miizeme posledni rovnici
vydélit jejich souc¢inem. Prislusné parcialni derivace budou obycejnymi derivacemi, protoze
jde o parcialni derivovani funkci jedné proménné. Dostaneme
SOI/(:E> + w//(y)
p(x)  P(y)
V posledni rovnici mame na levé strané soucet dvou ¢initeld, z nichz prvni zavisi pouze

na proménné x a druhy pouze na proménné y. Jejich soucet se bude rovnat nule pouze
v piipadé, ze se oba sCitance rovnaji konstanté s opa¢nym znaménkem. Oznacme ji \.

Potom mame
()0//(1,) _ )\ w//(y) _)\
p(x) 7 P(y) ’

=0.

neboli
©"(x) = Ap(x), V'(y) = =M(y).

Tyto rovnice umime fesit. Reseni zapiSeme ve tvaru ve tvaru

AeV™ 4 Be~VAw pro A >0,

or(x)=¢ Ax+ B pro A =0,
AelVAT 4 BemiVTAE pro A <0,

ClelVN 1 De=iVM pro A >0,
Ua(y) =< Cy+D pro A=0,
CeV™ 4 De VN pro A <0.

Reseni lze také zapsat ve tvaru

asinh(VAz + 8) pro A >0,
orx) =1 azr+p pro A =0,
asin(v—Azx + ) pro A <0,

~sin(vV Ay + 0) pro A >0,
Uay) =9 w+o pro A =0,
ysinh(v=A\y +d) pro A\ < 0.
Integracni konstanty A, B, C, D, «, 8,7, zavisi na veli¢iné \.
Z poslednich vzorci mimo jiné plyne, Ze feSeni dvojrozmérné Laplaceovy rovnice ne-
mize byt soucasné periodické ve sméru x a y. O]

11.7 Shrnuti kapitoly

Pokracovali jsme ve studiu parcialnich diferencialnich rovnic druhého radu. Vénovali jsme
se rovnicim parabolického a eliptického typu = rovnici vedeni tepla a Laplaceovu rovnici.

Seznamili jsme se s jejich zédkladnimi vlastnostmi. Ukézali jsme si jaké se pouzivaji
okrajové a pocatecni podminky pro nalezeni jednoznac¢ného feseni dané tilohy.

Pro urceni reseni Laplaceovy rovnice jsme pouzili Fourierovou metodou separace pro-
ménnych.
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11.8 Resené piiklady

11.8.1 Fourierova metoda pro rovnici vedeni tepla
Priklad 11.4. Najdéte feSeni rovnice

o _ w0
8t_a0x2

pro

za predpokladu, ze

ResSeni. Nasim cilem je najit feseni tlohy pouzitim Fourierovy metody. Piedpokladejme,
ze se proménné daji rozdélit takto:

u(z,t) = X(x) - T(t).
Dosazenim do rovnice dostaneme
X(2)T'(t) — o*X"(2)T(t) = 0
nebo po Uprave

i) X'(z)
a?T(t) X(x)

=\ (11.10)
7 okrajovych podminek
u(0,t) = X(0)T'(t) =0, u(l,t)=X{)T(t)=0

vyplyva, ze
X(0)=X()=0.
Proto funkce X (z) vyhovuje okrajové tloze

X"(x) = AX(z) =0, 0<z<l, (11.11)
X(0)=X()=0. (11.12)

Funkce 7T'(t) vyhovuje rovnici
T'(t) — AT (t) = 0. (11.13)

Hleddme takové hodnoty A, které vedou k netrividlnim feSenim uvedené rovnice. Jsou
mozné nasledujici tii pripady:
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(i) Necht A = 3%, 8 > 0. Pak m4 tiloha (11.11) obecné feseni tvaru

X(z) = c1 exp(Bz) + co exp(—fz).
Z okrajovych podminek (11.12) dostavame

Cc1+ co = 0,
c1exp(Bl) + cyexp(—pl) = 0.

Odtud méame c¢; = ¢y = 0. Proto je tento pfipad nezajimavy.
(ii) Necht A = 0. Pak m4 tloha (11.11) obecné FeSeni tvaru
X(x) =z + co.
Z okrajovych podminek (11.12) dostéavame

62207
cil 4+ ¢y, = 0.

Odtud opét mame ¢; = ¢3 = 0. Tento piipad je proto také nezajimavy.
(iii) Necht A = —f3?%, 8 > 0. Pak m4 tiloha (11.11) obecné feSeni tvaru
X(z) = ¢ cos S + cosin fu.
Z okrajovych podminek (11.12) dostéavame

C1 = 0,
c1cos Bl + ¢y sin Bl = 0.
Odtud mame
c1 =0, sinfpl=0.

Proto
Bl = nm.

Uloha (11.11), (11.12) mé netrivialni feSeni pouze v ptipadé, kdyz

2
)\:An:—<?> n=12 ..

Toto feSeni ma tvar
nmT

X, (z) = aysin -

Cisla A\, nazyvame vlastnimi ¢isly a funkce X,(z) vlastnimi funkcemi. ReSeni rov-
nice (11.13), ve které je polozeno A = \, je

T, (t) = b, exp (— (@)215) .
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Proto jsou funkce

2
un(z,t) = Apexp (— (@) t) -sin#

resenimi ulohy

ou_ P
ot " 9z
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0.

0<az<l t>0,

Abychom nasli feSeni vychozi ilohy budeme jeji feseni hledat ve tvaru
= nmwo\ 2 nmwx
=54, —-(-———) t) - sin 22 11.14
u(z,t) Z exp ( i ) sin — ( )

Funkce (11.14) bude vyhovovat pocateénim podminkam, jestlize
nwT
0)=p@)=Y Ausin o0, 0<z<L.
u(z,0) = p(x) sin — r <

Rozvinutim funkce ¢(z) do Fourierovy fady dostaneme hodnoty koeficientii

2 nmwT

I
A, = —/ (x) sin —dz, .
A l

Na zaveér jesté uc¢inime poznamku o jednoznacnosti feseni. Lze dokéazat, ze pokud je funkce
¢ spojitd na [0,1], ¢'(x) je po ¢astech spojitd a

pak je nalezené feseni (11.14) s uvedenymi koeficienty jedinym FeSenim formulované tlohy.
O

Cviceni
1. Najdéte reseni rovnice
0*u  0%u
—_— 4 — = 0
0x?  Oy?
pro
O<ax<a, O<y<d

za predpokladu, ze
u(z,0) =u(x,b) =0, 0<z<a,

me—ﬁ@%gﬂmw—h@%oéysb
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2. Najdéte reseni rovnice

pro

za predpokladu, ze

ou

3. Najdéte feseni rovnice

pro

za predpokladu, ze

U(O, y) =

Vysledky

o o
oz O0y2

O<z<m O<y<m

ou ou

ou
%(x70) - @(xaﬂ) - %(an) - 07 %(ﬂ-ay) - C083y.

o o
oz 0yz

O<z<m O<y<m

ou ou 3z

y($,0)—|—u(x,0):8—x(7r,y): , =—(x,m) =sin—.

ox 2

1. Funkce u(z,y) je dana souc¢tem u(x,y) = ui(x,y) + uz(zx,y), kde

oo
uy(z,y) = Z an (cosh ? — tanhnﬂasinhnzx> sin Y ,
n=1

a pro koeficienty plati

2. Reseni je dano vztahem

3. ReSeni je dano vztahem

b b

2 1 b Y
=—.———— [ h(y)sin —=dy.
N cosh ¢
b
cosh 3z
u(z,y) = 3smhar <% 3y.

3 3
3 cosh ?y — 2sinh ?y

u(z,y) = 5+ COS 3y.

3
3 cosh g — 2sinh -
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12 Metoda konec¢nych diferenci pro
PDR

12.1 Cil kapitoly

V predchozich kapitolach jsme se seznamili s teorii parcidlnich diferencialnich rovnic prv-
niho a druhého fadu a s nékterymi analytickymi metodami jejich feseni.

Nevyhodou analytického Teseni je, Ze se neda pouzit vzdy. Existuje velmi siroka tiida
rovnic, které neumime analyticky fesit. V téchto pfipadech musime pouzit numerické
metody Teseni.

Cilem této kapitoly je sezndmit ctenare s moznosti numerického reseni nékterych typt
parcialnich diferencialnich rovnic druhého fadu pomoci metody konec¢nych diferenci.

12.2 Princip metoda konec¢nych diferenci pro PDR

Vezméme si nejjednodussi pripad: Méjme parcialni linearni diferencialni rovnici eliptického
typu
———T—i—a(x,y)u:f(a:,y), (12.1)

kde u = u(z,y),Q2 = {(z,y) : a <z < bc<y<d}o(x,y) >0Vr,y € Q, o,f jsou
spojité na €.
Necht je splnéna tzv. Dirichletova okrajova podminka na hranicich oblasti Q:
u(z,c) =p(z), u(x,d)=q(@), a<z<b,
u(a,y) =r(y), ulby)=sly), c<y<d,
p(a) =r(c), p(b) = s(c), q(a) =r(d), q(b) = s(d).
Posledni fadek nam zabezpecuje spojitost okrajovych podminek v ,rozich® oblasti €2.
Viz obrazek 12.1.
Vytvotime sif na oblasti {2 (nejéastéji se pouzivaji ¢tvercové a nebo obdélnikové sité).
b—a
n+1’
d—c
m+1

ri=a+1th, 1=0,1,....,nn+1, h=

yi=c+jk, 7=01,....mm+1, k=
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Y

p q(z)
7(y) Q s(y)
. p()
a b ]

Obr. 12.1: Metoda konec¢nych diferenci

Uzly jsou pak body (x;,y;). Ozna¢me u;; = u(x;,y;). Za predpokladu, Ze plati

0*u
< My, 0_y4

ot

2t §M4,M4ER,M4<OO,

t.j. u(z,y) je spojitd a ma ohranicené parcialni derivace do ¢tvrtého fadu véetné. Pak
muzeme vyjadiit derivace pomoci diferenci a dostaneme

_ Pu(wi,y;) N e A e Y h_2u(4)(§. )
—axQ h2 12 79 yj )

_82u(:1:i, yj) _ [ Wi+ — 24 + U1 . k—Qu(4)(x- )
—ayz k2 12 (3] 77] }

kde z;_1 < & < miy1, yj—1 <1 < yjt1. Jestlize pfedpokladame spojitost u(z,y), pak
pro dostatené malé h, k mizeme zanedbat chybové funkce. Potom dosazenim do (12.1)
dostavame prot=1,2,...,n, 7 =1,2,...,m:

255 — Uip1j — i1y | 2U5 — Ujj1 — Uij—1

h? k2

+ oy = fij-

Vynasobenim této rovnice koeficientem hk dostaneme

h k k h
(2 (E + E) + hkgij) Ujj — E(ui-i-l,j + ui-15) — E(ui7j+1 +u;j1) = hkfij.
Dosadime podle pocate¢nich podminek

U0 = Piy Uim+1 = G, Ugj; = T5, Unt1j = Sy,
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kde p; = p(x;), ¢; = q(x;),m; = r(y;), s; = s(y;), dostaneme tak soustavu linedrnich alge-
braickych rovnic a po jejim vyfeseni ziskdme hodnoty u,;. V piipadé pravidelné ¢tvercové
sité, t.j. h = k, se tato soustava dale zjednodussi na tvar

(4 + h2gij) Ui — WUit1,5 — Ui—1,5 — Ui 41 — Ujj—-1 = h2fij- (122)

Vsimnéte si, Ze matice soustavy je v obou piipadech pro o;; # 0 diagondlné¢ dominantni
a proto miiZeme pouzit i itera¢ni metody feSeni. V piipadé o;; = 0 jde o soustavu, kde
je diagonalni dominantnost neostra, ale je ostra pro vsechny rovnice, v nichz je aspon
jeden hrani¢ni bod. Pro takovéto matice ndm bude opét konvergovat Gauss-Seidelova
metoda, ale obecné dosti pomalu. Pti vétsim poc¢tu rovnic se vyplati pouzivat relaxac¢ni
nebo superrelaxa¢ni Gauss-Seidelovu metodu, které ndm podstatné zlepsuji konvergenci
a hlavné rychlost vypoctu. Zvlasté v tomto piipadé, kdy matice koeficient soustavy je
ridka (t.j.obsahuje velké mnozstvi nulovych prvki).

Analogicky postup muZzeme pouzit pro numerické feseni vSech linedrnich parcidlnich
diferencidlnich rovnic druhého fadu. Postup feseni je vzdy stejny: derivace nahradime
diferencemi a hleddame feseni soustavy linearnich algebraickych rovnic.

Pro dalsi parcialni derivace se pouzivaji aproximace:

au(ﬂfi:?/j) _ Uiy1,5 — Uij au(%ﬂj) _ Ui j+1 — Uiy

ox h 7 dy k 7
ou(x;, y;) _ Wiy — Uil au(%‘ayj) _ Wig T Wi
Ox h ’ dy k 7
31&(%%‘) _ Wig1j — Uic1 du(z;, yj) _ Wig+1 T Wil
Ox 2h ’ dy 2k ‘
O*u(w;, ;) _ Wit1j41 — Wit1,j-1 — Yim1j41 F Uie1j1
0xdy 2h2k .

Problémy pii feseni mohou vznikat, pokud oblast €2 neni obdelnikova.

Definice 12.1. Bod P;; = (z;,y;) sité na oblasti {2 nazveme wvnitinim, jestlize vSechny
body tsecek spojujicich jej se sousednimi body P41, P j+1 lezi v Q a nazveme jej hra-
nicnim v opacném pripadé.

Pro urc¢eni hodnoty funkce u v hrani¢nich bodech se nejcastéji pouziva linearni inter-
polace ¢i extrapolace.
Necht hrani¢ni bod ) lezi na spojnici uzli P, P14 j, ve vzdalenosti § od bodu P;;. Necht
se hodnoty funkce © méni linearné podél této spojnice. Potom

u(Q) — u(Py) _ u(Py) — U<Pi—1,j)
) h ’

Protoze podle definice 7?7 muzeme psat u(Q) = ¢(Q) a dale u(P;;) = wu;;, tak po upravé
dostaneme

) )
e(Q) = (1 + E) Uij = 3 Ui-1
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a nebo
th(Q) + 5Ui_17]‘ o h 5

T i e SR e SR
protoze zname hodnotu v bodé @) a potiebujeme dopocitat hodnotu v bodé F;;.

uij =

Pro rovnice jinych typt je postup analogicky. Vzdy pozadujeme, aby vyslednd soustava
linearnich algebraickych rovnic byla jednozna¢né feSitelna. Z této podminky plynou i
pozadavky na tvar rovnice, které nam potom zaruci jednoznacnost a konvergenci feseni.

Postup si ukazeme na rovnici parabolického typu, ptijde o zobecnéni rovnice vedeni
tepla (11.3), kdy ptidame jesté dalsi ¢len,

ou  0%u
E — @ + f(l’,t), (12.3)
pocatecni podminka
u(z,0) = o(x), (12.4)
a okrajové podminky
u(0,4) = m (8), (12.5)
u(l, t) = pa(t), (12.6)

kde f, oy, u1, o jsou zadané spojité funkce, r €< 0,1 >, t €< 0,T >.
[
Rozdélime si interval < 0,1 > na n dild délky Az = —. Na ose t si zvolime velikost
n
kroku At tak, aby platilo At = pAxz?. Diivod bude ziejmy z dalsiho vykladu. Derivace v

rovnici (12.3) nahradime diferencemi a dostaneme

Uikl — Wik Uik — 2Uik + Ui 1k b F(ait)
— 1)
At Ax? !

Nyni vynasobime celou rovnici vyrazem At = pAx? a dostaneme po tpravé

ui7k+1 = (]. — 2@)1/4"]@ + Q(ui_l’k + ui+1,k) —+ Atf(l’,, tk>. (127)

Dosazenim do pocatec¢nich a okrajovych podminek dostaneme

uip = (i), vo = p1(tr), k) = pa(te). (12.8)

Tim jsme ziskali soustavu linearnich algebraickych rovnic. Pro jeji feSitelnost je treba volit
0 < 1/2. V opatném piipadé nastdva numerickd nestabilita a vypocet se bude vyrazné
lisit od skutecnosti.

12.3 Shrnuti kapitoly

Seznamili jsme se pouziti numerické metody konec¢nych difertenci pro urceni feseni nékte-
rych typt parcidlnich diferencialnich rovnic druhého fadu.

Zakladem metody je diskretizece proménnych, pficemz krok nemusi byt na obou sou-
fadnicovych osach stejny. Misto spojitého feseni hledame diskrétni funkci definovanou na
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koneéném poctu bodi. Uloha nalézt feseni parcialni diferencialni rovnice druhého fadu je
prevedena na tlohu nalézt feseni soustavy linearnich algebraickych rovnic. Konstruke fe-
Seni nam zarucuje, ze ziskana soustava linearnich algebraickych rovnic bude jednoznacné
fesitelna. Ziskana diskrétni funkce v limité konverguje k presnému feseni nasi tlohy.

12.4 Reseny priklad

Priklad 12.2. Metodou konec¢nych diferenci feste okrajovou tlohu
Uggy + Uyy = 8T
u(@,0) =2, w(0,y) =0, u(z,y)l,2y,0 50 = 102(y +1),
kde oblast €) je vnitini ¢ast ¢tvrtkruhu
x>0, y>0, 22 4+y* < 10.
Reseni. Rovnici si upravime na stejny tvar jako (12.1)

’u  0*u

Zvolme ¢tvercovou sit s krokem h = 1.Potom méme hrani¢ni body

u(0,0) =0, u(1,0) = 1,u(2,0) = 8,u(3,0) = 27,
u(0,1) =u(0,2) = u(0,3) =0,
u(1,3) =40, u(3,1) = 60.

Jesté potfebujeme znat hodnotu v bodé P, ,. Protoze je
Q = (2.449;2), p(Q) = 73.485, 6 = 0.449,

, linearni interpolaci dostaneme

1-73.485 +0.449 - uy 5
u pr—
2,2 1+ 0.449

— 50.697 + 0.310u 5.

Nyni pro 3 vnitini uzly sestavime sifové rovnice podle (12.2), pfitom hrani¢ni uzly jsou
podtrzeny.

dury —ug1 — Uz — U1 — U = —8,
4U1,2 — U131 — U3 — U2 — U2 = -8,
4U2,1 — U1 — U331 — U0 — U22 = —16

a pak pridanim odvozeného vztahu pro uss dostaneme soustavu 4 rovnic o ¢tyfech ne-
znamych. Po tpraveé

1 1
Uy = Z(O +ugy +14us) — 187



210 METODA KONECNYCH DIFERENCI PRO PDR

1 1
U1 = Z(U1,1 + Uz + 60 + 8) — 116,

1 1
Ul = 1_1(0 +40 4+ w11 + ug2) — 187

U292 = 50.697 + O.SIOULQ.

Jejim fesenim je pak

upy = 12.384,
Uz, = 30.768,
15 = 25.768,
Ug.s = 53.688.

Dalsi postup je pak obvykly, t.j. zmensime krok a opakujeme vypocet az se nam odchylky
v uzlovych bodech ustali.
Necht je h = 1/2. Potom dostaneme sitové rovnice pro 19 vnitinich bodu a jesté musime
dopocitat hodnoty 5 hrani¢nich uzlt lineadrni interpolaci. Dostaneme tedy soustavu 24
rovnic o 24 neznamych. Pritom kazda rovnice obsahuje nejvyse 5 nenulovych hodnot
promeénnych.
Pro hranic¢ni uzly méame

Ue,1 = 37.651 + 0.196U571,

us3 = 44.388 + 0.223uy4 3,

Ug g = 38.717 + 0.473u3 4,

uz s = 36.196 + 0.446u; 5,
a pro posledni hodnotu bereme bud

1
Uy = 5( 0,6+ Uz6) = 20,

nebo si tuto hodnotu vypocitdme, pfitom bereme sousedni uzly po vertikale ( doposud
jsme je brali po horizontale), pak dostaneme rovnici

upe = 16.567 + 0.196u; 5.
Pro vnitini uzly pak budeme mit soustavu
—4duqy + uer + 1o + U1 + urz = 1,

—4uyg + Ugy + ury + Ugp + Uz = 1,
—4uy3 + Up3 + Urg + Uz + Urg = 1,
—4uyg + Ups + U3 + Ugg + Uz = 1,
—dugs + ups + 14 + ugs + uie = 1,

—4ugy + w1y + ugp + Uz + Uz = 2,
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—4dugz + 12 + ug1 + uz2 + ugz = 2,
—4ugz + 13 + Uz + usz + uge = 2,
—dugy + Urg + U3z + Usg + Ugs = 2,
—dugs + U5 + ugg + ugs + uge = 2,
—dugy + ug1 + uzo + ua1 + uz2 = 3,
—dugy + uge + uzy + uge + uzz = 3,
—4uzs + ugs + Uz + Usz + uze = 3,
—4dugy + Ugq + U3z + Ugg + Uss = 3,
—dugy + usy + ugo + usy + us2 =4,
—dugy + usz + g1 + Usz + ugz = 4,
—duyz + uzz + g2 + us3z + ugg = 4,
—dusy + uq1 + uso + U1 + us2 =5,
—dusz + ug2 + us1 + ug2 + usz = 5.
Tim méame celou soustavu hotovou a zbyva ji ,jen“ vyresit. O

Cviceni
1. Metodou konec¢nych diferenci feste okrajovou tlohu

Uy + Uyy = 8T

u(z,0) = 22, u(0,y) =0, (@, y)|y2 210 = 102(y + 1),

kde oblast € je vnitini ¢ast ctvrtkruhu
>0, y>0, 224142 <9.

2. Co to jsou hrani¢ni body sité?

Vysledky
1. Postupujte podobné jako v feseném prikladu 12.2.

2. Tento pojem je uveden v definici 12.1.
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13 Metoda koneénych prvkia pro
PDR - reseni pomoci Matlabu

13.1 Cil kapitoly

Cilem této kapitoly je predvést, jak mizeme parcidlni diferencidlni rovnice numericky fe-
Sit s pouzitim Matlabu. Matlab nepouziva pro feseni PDR metodu konec¢nych diferenci,
popsanou v predchozi kapitole, nybrz metodu konecnych prvki, ktera je jednou z nejdi-
rovnic. Princip této metody zde bude nastinén jen velmi, velmi zhruba, protoze na po-
drobnéjsi vysvétleni bohuzel neméame prostor.

13.2 Metoda konec¢nych prvku

Metoda kone¢nych prvka (MKP, anglicky FEM — | finite element method“) méa mnoho
spole¢nych ryst s metodou koneénych diferenci (MKD). Opét hledame feseni néjaké parci-
alni diferencialni rovnice na zadané oblasti 2. Matlab umoziiuje fesit parcidlni diferencialni
rovnice druhého fadu na rovinnych oblastech (tj. hledané funkce u zavisi na prostorovych
proménnych x a y a piipadné na case t), ale obecné 1ze metodou koneénych prvki fesit
i rovnice vyssiho nez druhého fadu a ve vyssich dimenzich nez v roviné (ovSem uz v tii-
rozmérném prostoru se problém technicky velmi zkomplikuje). VSude dal v této kapitole
budeme uvazovat pouze rovinné oblasti.

Stejné jako u metody konec¢nych diferenci oblast €2 pokryjeme siti. Na rozdil od MKD
se vsak v zakladni verzi metody konecnych prvkia pouzivaji trojuhelnikové sité, viz obra-
zek 13.1. Rikdme, Ze oblast ) ztriangulujeme. Na obrazku vidime, Ze sit nemusi byt
nikterak pravidelna. Je vSak vhodné, aby jednotlivé trojihelniky nebyly prilis ,placaté®,
tj. aby jejich vnitini thly nebyly prilis malé.

Vyhodou trojthelnikovych siti (oproti obdélnikovym, které se pouzivaji u MKD) je
to, ze mohou dobfe vystihnout i velmi slozité oblasti. Tim odpadaji problémy s realizaci
okrajovych podminek, které jsme fesili u MKD (viz piiklad 12.2).

Dalsi analogie s metodou kone¢nych diferenci je v tom, Ze puvodni parcialni di-
ferencialni rovnici prevedeme na soustavu algebraickych rovnic (linearnich ¢i
nelinearnich, dle povahy ptvodni dlohy) s nezndmymi g, us, .. ., u,, kde u; je priblizna
hodnota Teseni v i-tém uzlu sité a n je pocet uzli. Postup, jakym je tato soustava tzv.
diskretizacnich rovnic ziskéna, je vSak zcela odlisny a daleko komplikovanéjsi nez u MKD
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0.4

0.2 b

0.1 b

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Obr. 13.1: Triangulovana oblast 2

a popisovat jej zde nebudeme. Soustavu diskretiza¢nich rovnic vyfeSime — tim ziskame
hodnoty feseni v uzlovych bodech — a za pfiblizné feseni rovnice na celé oblasti {2 bereme
desti¢kovou plochu (coZ je prostorova analogie lomené ¢ary v roviné, viz obrazek 13.2)
danou témito hodnotami. To, Ze ziskame Teseni na celé oblasti, a nikoli jen v uzlech sité,
je dalsi vyhodou metody kone¢nych prvkt oproti MKD.

Pro ilustraci slouzi obrazek 13.2, na kterém vidime ptiblizné feseni rovnice —Au = 4
na oblasti 2 z obrazku 13.1 s okrajovou podminkou u(z,y) = 2 — 2% — y* na 92. Snadno
bychom ovérili, ze pfesnym feSenim této rovnice s touto okrajovou podminkou je funkce
u(x,y) = 2—x? —y?. Grafem FeSeni tedy je rotacni paraboloid. Vidime, Ze piiblizné fesent
nalezené metodou kone¢nych prvki tvarem paraboloidu vcelku odpovida, pro presnéjsi
srovnani bychom museli porovnat pfislusné numerické hodnoty. Prostorovy graf nemusi
byt ovSem zrovna nejpiehlednéjsi, feSeni se proto cast€ji znazornuje pomoci vrstevnic, viz

obrazek 13.3.

14

-0.5 -0.5 0 05
Obr. 13.2: Graf pfiblizného feseni Obr. 13.3: Ptiblizné Teseni téze rovnice
znazornéné pomoci vrstevnic
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13.3 Priklad reseny pomoci Matlabu

Poznamka 13.1. VSem jazykovym puristiim se omlouvame za to, ze v dalsim textu bu-
deme do ¢estiny michat rizné anglické slova (a obcas je jesté navic potvorit skloriovanim).
Autofi z vlastni zkuSenosti soudi, Ze v oblasti pocitacovych programi je ptilis disledny
preklad do cestiny spi$ na skodu véci.

V Matlabu lze parcidlni diferencidlni rovnice fesit velmi snadno, mame-li nainstalovany
tzv. PDE Toolbox (PDE = ,partial differential equations®). Nejpohodlnéjsi je pracovat
s grafickym uzivatelskym rozhranim (GUI). UkdZeme zde FeSeni jednoho pfikladu pravé
v tomto prostfedi. Budeme fesit témér totozny priklad, jako byl ten v predchozi kapitole
(pf. 12.2).

Priklad 13.2. Pomoci Matlabu feste metodou kone¢nych prvki okrajovou tlohu

Pu  O*u

02 + 8_y2 =8r mna {2, (13.1)

kde oblast €2 je ¢tvrtina kruhu se stfedem v pocatku soufadné soustavy a polomérem 3,
ktera lezi v prvnim kvadrantu:

Q={(z,y): x>0, y >0, 2° +y* <9},

s Dirichletovymi okrajovymi podminkami

u(r,y) = * na 'y = {(z,y) : 0 <z <3,y =0},
u(z,y) = 0 na 'y = {(z,y) : 2 =0,0 <y < 3}, (13.2)
u(r,y) = 9r(y+1) naly={(z,y):2>0,y>0,2°+y* =9}

Oblast 2 s vyznacenymi ¢astmi hranice I'y, I'y a I'3 vidime na obrazku 13.4.

Reseni. Spustime Matlab. Do ptfikazového okna napiSeme piikaz k otevieni prostiedi pro
feSeni parcialnich diferencidlnich rovnic:

>> pdetool

Otevre se nésledujici okno
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0 0.5 1 15 2 2.5 3

Obr. 13.4: K prikladu 13.2: Oblast €2 a jeji hranice, rozd€lenad na tfi ¢asti

PDE Toolbox - [Untitled]
file Edt Options Draw Boundsry FDE Pesh Solve Flot window Help &

0| B O[S 3| = | m| o] 2] = | Blo[== e v

Set formula: ‘

04 —

02— —

D2k -

04 |

08l |

oak -

Reseni piikladu v tomto prostiedi popiseme krok za krokem. Kazda akce, kterou je
tfeba provést, bude oznacena symbolem e.
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Zadani oblasti ()

Oblast, na které fesime parcidlni diferencialni rovnici, mizeme zadat interaktivné. Na
bilou plochu uprostied muzeme umistovat rtizné geometrické obrazce (obdélniky, kruhy,
elipsy a polygony) a pak z nich pomoci mnozinovych operaci (sjednoceni, priniku a roz-
dilu) sestavit pozadovanou oblast. Nasi oblast (¢tvrtkruh) dostaneme jako prinik kruhu
se stfedem v pocatku a polomérem 3 a ctverce, ktery ma levy dolni vrchol v pocatku a
stranu o délce 3 (pfipadné cokoli vétsiho nez 3).

Rozmezi os na plose neodpovida nasim potiebam, a proto je musime zménit:

e V menu v polozce Options vybereme Axis Limits. .. a nastavime spravné rozmezi
- pro nas priklad mtizeme zadat pro obé osy napr. meze -1 az 4.

Dale nastavime, aby se ukazovala mtizka a aby se body, které budeme za chvili klikanim
zadavat (vrcholy ¢tverce a pod.) k miizce pfichytavaly.

e V Options klikneme na polozku Grid.
e V Options klikneme na polozku Snap (,snap to grid“ = ,pfilnout k miizce*).
Nyni zaddme kruh:

e Klikneme na tlacitko se symbolem . Tim budeme zadavat elipsu, s tim, ze prvni
bod, na ktery klikneme, je jejim stiedem.

e Najedeme mysi na bod (0,0), stiskneme tlacitko mys$i (diky tomu, Ze jsme zvolili
,snap to grid“, se nemusime trefit Gplné presné) a tdhneme - objevi se obrys elipsy.
Tahneme, az elipsu (v nasem pfipadé vlastné kruh) natdhneme do pozadovanych rozméri.

Podobnym zpiisobem zadame ctverec:
e Klikneme na tlacitko se symbolem [ . Tim budeme zadavat obdélnik.

e Opét najedeme na bod (0,0) (levy dolni roh ¢tverce) a dotdhneme kurzor do bodu
(3,3) (pravy horni roh).

Vysledek by mél vypadat néjak takto:
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-} |PDE Toolbox - [Untitled]

Fie Edt Options Draw Boundary PDE Mesh Solve Plot Window Help ¥
O @3] O @] 3| o | e | A 2] = | ]| O [oroese ElEE
et formiula: [
C1+5a
1 1 T 1 1 1 1 1
BB e, s : : e s
S I S S N S SN SR S S
5
25 B =
.0
150 e
0 .
05 L e
o I
05 osommanmssnmesnelistususstuiere —~
4 i I
-1 -05 o 0s 1 15 2 25 3 35 4
Into: Continug drawing or edit set formula. _
Exit

Kdybychom néktery z objekti zadali jinak, nez jsme chtéli, mtizeme jej vcelku snadno
opravit: Nejprve na pozadovany objekt klikneme a tim jej vybereme pro dalsi apravy
(aktudlné vybrany objekt mé ¢erné zvyraznénou hranici). Je-li nevhodné umistén, ale ve-
likost ma pritom spravnou, mizeme jej pomoci mysi pfetdhnout na jiné misto. Chceme-li
zménit velikost, sta¢i, kdyZ na vybrany objekt ,doubleklikneme“ (Jak je tohle spravné
Cesky? Poklepneme? Dvojklikneme?). Otevie se dialog, ve kterém mizeme zménit roz-
méry, umisténi i ndzev. Pokud jsme to zkazili iplné, miizeme vybrany objekt stisknutim
klavesy Delete odstranit a zacit znovu.

Zatim jsme jen zadali kruh a c¢tverec, ale nijak jsme pocitaci nesdélili, Ze nas zajima
jejich prunik. To provedeme nyni. Podivame se na policko nadepsané Set formula. Do
tohoto policka zaddvdme mnozinovy vzorec (,set* méa kromé mmnoha jinych i vyznam
y2mnozina“, ,formula“ snad preklddat netfeba), pomoci néhoz je z jednotlivych zadanych
oblasti sestavena oblast vyslednd. Muzeme pouzivat operdtory + (sjednoceni), * (pri-
nik) a — (mnozinovy rozdil). P¥i nasem zadavani kruhu a ¢tverce se v poli Set formula
automaticky objevil text C1+SQ1. Kdybychom to tak nechali, za oblast {2 by se vzalo
sjednoceni oblasti C1 (C jako ,circle = kruh) a SQ1 (SQ jako ,square® - ¢tverec). My
ale potfebujeme prinik, a proto

e zmdénime text v edita¢nim poli Set formula na C1*SQ1. Navenek nepoznidme zad-
nou zmeénu, obrazek bude vypadat porad stejné.

Nyni nastal vhodny okamzik pro ulozeni vydobytki nasi prace.

e Ulozime rozpracovanou tlohu napf. jako soubor priklad1l.m (klasicky: v menu File,
Save as...).
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Mitzeme se do ulozeného souboru podivat, napt. v editoru Matlabu nebo tieba v
Poznamkovém bloku, jak kdo chce. Uvidime, ze Matlab automaticky vytvoril pomérné
dlouhy soubor, v némz vétsiné véci nerozumime, a proto do néj nebudeme vrtat.

Pti dalsi praci je vhodné ¢as od casu tlohu opét ulozit, déle jiz to zdiraznovat nebu-
deme.

Zadani okrajovych podminek

Pokracujeme zadanim okrajovych podminek. Nejprve si nechame zobrazit hranici oblasti.
e Klikneme na tla¢itko se symbolem 0f2. (Jind moznost: v menu Boundary, pak

Boundary Mode.) UkéZe se nam hranice oblasti:

) IPDE Toolbox - PRIKLAD1.M DEx
File Edt Options Draw Boundary PDE Mesh Solve Plot window Help =
Ol m| ol @ 5| alm| A L] = | ] S eaesses | R
Seirfnvmula: | = _ n
4 1 T 1 1 1 1 1
T N S— i i RS S—— SR—: S— .

e IOL TR

T 0 U A e SN
T e s s R R B R R L e e s s e \ S R R -

s i 5 e S S S - .

Info. Click to Select boundiaries. Doukle-click to open houndary condiion dislog o,

Postupné zadame okrajové podminky podle predpisi (13.2). Nejprve zadame pod-
minku na vodorovné ¢asti hranice I'y (viz téz obrazek 13.4).

e Doubleklikneme na vodorovnou ¢ast hranice. Otevie se dialog pro zadavani okra-
jové podminky. Jind moznost: Na pfislusnou ¢ast hranice klikneme (jednou). Tim bude
tato ¢ast hranice vybrana pro dalsi praci. Pak vybereme v menu Boundary a Specify
Boundary Conditions...

V dialogu nyni zaddme okrajovou podminku u(z,y) = z*. V Matlabu lze zad4vat dva
zékladni druhy okrajovych podminek, Dirichletovy (je pfimo zadano, ¢emu se ma feseni
na hranici rovnat) a Neumannovy (které obsahuji téz derivaci feseni ve sméru normaly
k hranici). Nage okrajové podminky jsou Dirichletova typu.
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e V dialogu proto vybereme (¢i spi§ nechdme nastaveno) Condition type na Di-
richlet.

Matlab ocekava nyni podminku ve tvaru (viz horni ¢ast dialogu) h-u = r, kde h a
r jsou zadané funkce, pripadné konstanty. Pro nasi podminku u(z,y) = 23 je h = 1 a
r(z,y) = 23

e V dialogu vyplnime kolonku pro funkci r vyrazem x."3. (Funkce A je na jednicku
nastavend automaticky.) Vyplnény dialog by mél vypadat takto:

<} Boundary Condition
Eoundary condition equatian: H*u=r
Condition type: Coefficient Walle Description
) Meumann I
(&) Dirichlet |
h 1 I
i %3 I

Podobnym zptisobem zadame okrajové podminky na ostatnich ¢astech hranice:

e Doubleklikneme na svislou ¢ast hranice. V dialogu zkontrolujeme, zda je zatrzen
Dirichlettiv typ okrajovych podminek a vyplnime kolonku pro funkci r vyrazem 0.

e Totéz provedeme pro obloukovou ¢ast hranice, tentokrat zaddme 9*x.* (y+1).

Zadani rovnice
Nyni zadame samotnou parcialni diferencialni rovnici, kterou chceme vyTtesit.

e Klikneme na tlac¢itko PDE nebo v menu vybereme PDE a pak PDE Specifi-
cation...

Otevie se dialog pro zadani rovnice. V levé ¢asti dialogu vybirame typ rovnice - na
vybér mame rovnici eliptickou, parabolickou, hyperbolickou a problém vlastnich cisel.
Nase rovnice (13.1) je typu eliptického, proto

e vybereme (pfipadné jen zkontrolujeme, zda je vybran) z moznosti pro Type of
PDE typ Elliptic.

Rovnice je nyni o¢ekdvana (viz horni ¢ast dialogu) ve tvaru
—div(c- gradu) + au = f (13.3)
a po nas se chce, abychom doplnili funkce ¢, a a f. Doufame, Ze tvarem (13.3) nejste prilis

zaskoceni, pro jistotu vSak pfipomenme, ze je-li f funkce proménnych zq, xo, ..., z,, pak
gradient funkce f je

gradf:(ﬁf of 3f)’

Oxy Oxy’ 7 Ox,
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a jsou-li g1, 9o, ..., g, funkce proménnych xq,xs,...,z,, pak divergence zobrazeni g =
= (g1,---,90) Je 0 )
. g1 92 Gn
divg=—+—"+---+ .
g 8371 8272 Gxn

Téz si snad pamatujete, ze

o (0 o [0 o2 92
diV(gradf)z—(a—:i)erJra (f):axJ;Jr...Jr_f:Af.

0xq T, \ 0Ty, ox?

Resena rovnice (13.1), tj. % + 327”; = 8z, po snadné upravé —Au = —8x, se tedy do

tvaru (13.3) pfepise jako
—div(l-gradu) +0-u = —8x.

Proto dialog pro zadani rovnice doplnime takto (nékteré z uvedenych hodnot uz tam
mozné jsou ,samy od sebe“, pak je pochopitelné nechdme byt):

e Do kolonky pro funkci ¢ doplnime konstantu 1, do kolonky pro a napiseme nulu a
do kolonky pro f napiSeme -8*x.

Cela véc by pak méla vypadat nasledovné:

-} PDE Specification

Ecyuation: -divic*gradiu))+atu=f

Type of PDE: Coefficient Walle
) Elliptic & o
) Parabolic a 0o
() Hyperbalic f i:B*x
() Eigenmodes E

Triangulace oblasti
Oblast 2 ztriangulujeme:

e Kliknéte na tlacitko s trojuhelnikem nebo v menu vyberte Mesh a pak Initialize
Mesh

Chceme-li mit sit jemnéjsi, mizeme

e kliknout na tlacitko s trojuhelnikem rozdélenym na ¢tyfi mensi trojuhelniky nebo
v menu vybrat Mesh a pak Refine Mesh.

Zjemnénou sif pak mtizeme jesté ponékud vylepsit (zpravidelnit, odstranit z ni nékteré
tzké trojuhelniky) pomoci funkce Jiggle. (Pivodni vyznam slova ,,jiggle“ je ,pohupovat®
¢i ,trhané se pohybovat®, v souvislosti se siti se tim mysli zhruba to, ze uzly sité se trosku
poptemistuji, kazdy uzel se pfesune do praméru svych sousedi.)

e Mizeme v menu vybrat Mesh a pak Jiggle Mesh - tuto operaci mtizeme provadét
i opakované.
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Pokud se ndm to, co se se siti déje, nelibi, mizeme tpravy brat zpét pomoci menu:
Mesh, pak Undo Mesh Change. Prvni navrh sité mizeme ovlivnit pomoci nastaveni para-
metr (v menu Mesh, Parameters...). Zde miZeme napf. nastavit maximalni povolenou
délku hrany (maximum edge size).

Jestlize jsme zjemnéni a ,,jigglovani“ provedli pravé jednou, méli bychom mit na ob-
razovce toto:

} PDE Toolbox - PRIKLADT.M E@El

Fle il Options Draw Boundary FDE plesh Sove Flot window Help ~
l:l= O @ = T sm Tese A & — @ G)\ Generic Scalar ;jl X 08 v, A

Set formula:

2 R e S

28 e s B A ' s s S .

o & DR B

Infr Jiggled mesh consists of $52 nodes and 1028 triangles.

Sit mtzeme exportovat pro jeji pfipadné dal$i pouziti: v menu Mesh, pak Export
Mesh. ... Sit bude ulozena pomoci tii matic, jejichZ jména si mtizeme vybrat. Matlab nam
nabizi jména p, e a t. Prvni matice bude obsahovat informace o uzlech sité (points),
druha o hranach (edges) a tfeti o trojuhelnicich (triangles). S témito maticemi pak v
Matlabu mtzeme dale pracovat dle potieby, napft. si jejich prvky miizeme nechat vypsat
do souboru, ktery pak mizeme prenést a pouzivat v jiném programu.

Reseni rovnice a jeho grafické znazornéni
Ted kdyZ méme vSechno pripravené, miZeme konecné najit ptriblizné feseni rovnice.
e Klikneme na tlacitko s rovnitkem nebo v menu vybereme Solve, pak Solve PDE.
Reseni bude asi chvilku trvat (je nutno ne zcela jednoduchym zptisobem sestavit a pak
vyresit systém zhruba 500 rovnic o 500 neznamych — pokud pracujeme se siti, ktera je na
predchozim obrazku). Az je pocita¢ hotov, feSeni se zobrazi pomoci dvourozmérného ob-
razku — hodnoty feseni na oblasti ) jsou rozliSeny pomoci barev, vpravo mame zobrazenu
stupnici (angl. colorbar), pomoci niz poznéme, jaka barva odpovidé jaké hodnoté feSeni.
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Chceme-li feseni exportovat pro dalsi pouziti, udélame to pres menu: Solve, pak Export
Solution. ... Reseni je ulozeno ve formé vektoru (jméno si mtizeme vybrat, automaticky se
nabizi u), jehoz slozky jsou hodnoty feSeni v jednotlivych uzlech sité. Chceme-li s timto
feSenim dale pracovat, piipadné je (pfes soubor) pfenést do né&jakého jiného programu,
musime k nému samoziejmé mit i p¥islusnou sit, hlavné jeji uzly, jinak je zcela bezcenné.

Parametry zobrazeni feseni mtizeme ménit. Formular pro nastaveni parametrti se nam
zobrazi po stisknuti tlac¢itka s 3-D grafem, pripadné se k nému dostaneme z menu: Plot,
Parameters. .. Zde jiz nechame kazdému c¢tenaii prostor pro experimentovani. O

Cviceni
1. Pomoci Matlabu najdéte ptiblizné feseni tlohy
—Au = 5sin (10arctg %) na €,
kde €2 je ¢ast mezikruzi o polomérech r = 1, R = 3, kterd lezi v prvnim kvadrantu,
Q={(z,y): x>0,y >0,1<z?+¢% <9},

s okrajovymi podminkami

u(z,y) = 0 naly={(z,y):z>0,y>02"+y*> =1},
w(z,y) = 5 naTy={(z,y):2>0,y>02°+y> =09},
n-gradu = 0 nal3={(z,y):1<2<3,y=0}aly={(z,y):x=0,1<y<3}
Vysledky

1. SpisSe nékolik poznamek a tipt:
Pozor na okrajovou podminku zadanou na I's a I'y. Symbolem - se zde nemysli obycejné
nasobeni, ale skaldrni sou¢in. Podminka mohla byt téz zapsana jako Ou/07 = 0. Jedna se
o homogenni Neumannovu okrajovou podminku, které se téz rika podminka kolmosti. Az
budete mit FeSeni, nechte si zobrazit vrstevnice (contours) a pokuste se odhadnout, pro¢ se v
souvislosti s touto podminkou zminuje zrovna kolmost.
Pii zadavani této podminky si muzete vSimnout, ze v Matlabu bude ocekdvan tvar
nxc*grad(u)+qu=g. Pismenem n se mysli norméala 7, takze nezadédvame nic. Funkce c je
tataz jako v rovnici (viz (13.3)) a zaddame ji (nebo spi§ nechdme nastavenou na 1) az pfi
zadavani rovnice. Jediné, co musime zadat ptimo zde, jsou funkce ¢ a g.
Pravéa strana rovnice je ponékud komplikovana, ale neni to ze zlomyslnosti, spi$ k tomu vedla
snaha o to, aby vysledny obrazek byl zajimavéjsi nez u FeSeného prikladu. Pozor na spravny
zapis operatorti - nezapomente na patiicné misto napsat tecku. Funkce arctg se v Matlabu
zadavé jako atan, ne tfeba arctan! Z toho, Ze zlomek y/x na ¢asti hranice oblasti {2 neni
definovén, si nemusite délat hlavu - Matlab si s tim poradi, zvlast, kdyz se tento zlomek dale
dosazuje do funkce arctg.
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Autonomni systém, 109

Bernoulliova rovnice, 16
Besselova rovnice, 89
Besselovy funkce, 92
prvniho druhu, 92
Bod
Hyperbolicky, 113
Ohnisko, 115
Sedlovy, 113

Cauchyova tuloha, 53, 54

Charakteristicka rovnice, 28
Reélné a riazné kotfeny, 63

Clairautova rovnice, 19

Dirichletova véta, 160

Dirichletovy podminky, 159
Dynamicky rovinny systém, 109

Dynamicky systém, 109
Fazovy prostor, 109
Trajektorie, 109

Exponenciala matice, 48
Exponencidla matice, 52

Fazova rovina, 109
Fazovy obraz, 110
Fourierobva metoda, 176
Fourierova metoda, 165

Fourierova transformace, 159

Fourierova tada, 159

Sudé a liché funkce, 160

Fourierovy fady, 159

Fundamentalni systém, 71

Konstrukce, 71
Priklady, 72
Fazovy prostor, 109

Homogenni linearni rovnice

Konstantni koeficinty, 28
Hyperbolicky bod, 113

Komplexni vlastni ¢isla, 65

Linearni systém v roviné, 109
Linearni rovnice
Vyssiho radu
Transforméce na systém, 55
Linearni rovnice
Obecné feseni
Konstantni koeficienty, 28

Matice
Exponencidla matice, 52
Maticova exponenciala
Metoda vypoctu, 52
metoda
kone¢nych diferenci pro PDR, 181
kone¢nych prvkd pro PDR, 187
Metoda neurcitych koeficienti, 29
Metoda odhadu, 29
Metoda variace konstant, 32

Nehomogenni line4rni rovnice
Metoda neurcitych koeficienti, 29
Metoda odhadu, 29
Metoda variace konstant, 32

Nestabilni ohnisko, 115

Neurcité koeficienty, 29

Néasobna vlastni cisla, 70

Obecné feseni, 28

Ohnisko, 115

Picardova metoda postupnych aproximaci,
20

Pocatecéni uloha, 54

Pocatecéni uloha, 53

princip maxima, 175
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Prostor
Fazovy, 109

Reélna a rtzna vlastni ¢isla, 63
Riccatiova rovnice, 17
Riemannova véta, 162
Rovinny systém
Resgeni, 110, 111
Rovnice
Bernoulliova, 16
Besselova, 89
Charakteristicka, 28
Clairautova, 19
Laplaceova, 175
Riccatiova, 17
vedeni tepla, 174
vlnova, 163
Vyssiho radu
Transforméce na systém, 55

Sedlovy bod, 113
Soustavy linearnich rovnic

Zakladni pojmy, 62
Stied, 114

Trajektorie, 109
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Nestabilni, 112, 116
Stabilni, 112, 120

Variace konstant, 32
Vlastni vektory
Metoda, 71
Priklady, 72
Zobecnéné, 70
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Komplexni, 65
Nésobna, 70
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D’Alembertiv, 163
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Weyrova metoda
Tabulka, 81
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