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Predmluva

Predmét Numerickd matematika a pravdépodobnost vyucovany na Fakulté informacnich
technologii VUT v Brné byl po nékolik poslednich let vyucovan podle ucebniho textu
Fajmon, B., Ruzickova, I.: Matematika 3, ktery byl pro tyto tcely vzdy povazovan za pro-
vizorni a ktery musel byt vzdy doplnovan dalsimi u¢ebnimi materialy a jinymi zdroji. Text,
ktery nyni dostavate do rukou, je konec¢né prizptisoben nejen obsahové naplni predmétu
Numerickd matematika a pravdépodobnost ale i tomu, ze je urcen studenttim studijniho
programu Informacni technologie.

Pti pripraveé tohoto ucebniho textu jsme se inspirovali dosavadnim textem Matematika 3,
avsak v obou castech — jak v numerické matematice, tak v pravdépodobnosti — jsme
podstatnym zptisobem zménili styl i formu vykladu latky. Provedli jsme také obsahovou
revizi textu.

Byli bychom radi, kdybyste text povazovali nikoliv za uzavieny celek, ale za vychozi bod
dalsich tivah z numerickych metod a pravdépodobnosti a statistiky. Ucebni text je proto
doplnén celou fadou interaktivnich studijnich opor. V prvni fadé obsahuje tzv. maplety,
programy, které jsou zaméreny na procviceni a lepsi znazornéni celé fady pojmi z prav-
dépodobnosti a které usnadni nékteré dil¢i vypocty numerickych metod. Déle jsme text
provazali se samostatné spustitelnymi exe soubory, programy pfipravenymi v grafickém
rozhrani softwaru MATLAB, se kterym se ve svém dalsim studiu (a zejména praxi) zcela
jisté mnohokrat setkate.

Protoze se jedna o text novy, uvitdme vase naméty, pripominky i pripadné postiehy o
preklepech.

31.3.2014 Autor



8 UVOD DO NUMERICKE MATEMATIKY

1 Uvod do numerické matematiky

V predmétech prvniho roc¢niku jste ziskali zakladni povédomi o nékterych ¢astech matema-
tiky — matematické logice, diskrétni matematice, linearni algebie a zejména matematické
analyze. Vybér témat v téchto predmeétech byl takovy, aby vam umoznil fesit nejcastéjsi
problémy inzenyrské praxe nebo alespon porozumét (zakladtim) jejich FeSeni. Protoze se
vsak jednalo o naprosty tivod do dané problematiky, mohlo se zdat, ze vzdalenost mezi
matematickymi pojmy a readlnym technickym zadanim je pftilis velika.

V této ¢asti skript se pokusime tuto vzdalenost zkratit. Budeme definovat nékolik matema-
tickych problémi, které byvaji béznou soucasti postupti pro feseni problémi, se kterymi
se jako budouci inzenyti (tj. nikoliv matematici) setkate. Ukazeme si, jak je mozné se k
feseni téchto problému postavit se znalostmi pojmu z prvniho ro¢niku. Pritom velmi casto
zjistime, zZe je to komplikované, zdlouhavé nebo dokonce nemozné. To vSak nebude nic mé-
nit na situaci, ze zadany problém budeme muset vytesit. Proto budeme volit zcela odlisny
pristup nez ten, se kterym jste se doposud setkavali — budeme vyuzivat numerické metody.
Tento postup nam pomiize zdanlivé nefesitelné problémy vytesit relativné jednoduchym
(a hlavné algoritmizovatelnym) postupem. AvSak bez porozuméni problematice uvadéné
v pfedmétech prvniho ro¢niku by se pouziti numerickych metod stalo velmi nebezpec¢nou
zalezitosti, protoze muze realné hrozit, ze ziskané vysledky budou nejen nespravné nebo
dokonce tplné nesmyslné, ale zejména proto, ze tuto skutecnost nebudeme umeét odhalit.

1.1 Analytické vs. numerické reseni

Kazdy student stfedni skoly zna vzorec pro vypocet korenii kvadratické rovnice. Vétsina
maturantii by si méla (nedlouho po maturité) vzpomenout na postup feseni kubické rov-
nice. Néktefi si mozna vzpomenou na postup reseni rovnice ¢tvrtého stupné a na postup
feseni reciprokych rovnic do stupné 8, resp. 9. Jak ale vypada obecny postup feseni rovnic
stupné pét a vyssiho? Takovy postup neexistuje. Ne proto, ze nebyl objeven, ale proto,
ze bylo dokazano, ze existovat nemuze. To vSak nic neméni na situaci, ze nalézt koreny
algebraickych rovnic stupné 5 a vyssich nékdy potfebujeme. Piikladem mtize byt situace,
kdy potfebujeme urcit tzv. vlastni ¢isla matice.

Z prvniho ro¢niku znate pojmy neurcity a urcity integral. Tak napiiklad umite vypoci-

tat fog cos rdx — nejspis budete hledat primitivni funkci k funkci cosinus, dosadite horni a
dolni mez, odectete a rozdil téchto ¢isel prohlasite za vysledek prikladu. Z prvniho ro¢niku
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si vSak také pamatujete, ze k nékterym funkcim primitivni funkce neexistuje. Prikladem
takovéto funkce je funkce f(z) = e, co7 je jedna ze zékladnich funkci pouZivangch v
teorii pravdépodobnosti, kde vypocet urcitého integralu umozni urcit hledanou pravdépo-
dobnost. V p¥ipadé funkce f(z) = e™*" vak ur¢ity integral v obecnych mezich a, b najit
pomoci primitivni funkce neumime.

V linearni algebfe jste poznali, jak lze Tesit soustavy linearnich rovnic, pficemz Gaussovu
eliminaci a Cramerovo pravidlo jste aplikovali nejcastéji na feSeni soustav 3 rovnic o
3 neznamych. Lze tento postup aplikovat i na soustavy sto (tisic) rovnic o sto (tisici)
neznamych, jejichz koeficienty se ¢asto vzajemné lisi o nékolik fadu?

Postupy feseni matematickych tloh uvadénych v prvnim ro¢niku souhrnné oznacme jako
analytické nebo klasické. Tyto postupy budete pfi feseni problémi vyuzivat velmi casto.
Nekdy se vsak ukéaze jako vhodné zvolit naprosto odlisny piistup — numericky. Jestlize
napriklad uvazime definici pojmu integral a geometrickou interpretaci pojmu urcity inte-
grdl, mizeme se misto hledani primitivni funkce k funkei f(x) = e~ pokusit ur¢it obsah
plochy pod grafem této funkce v zadanych mezich a,b. Neurcime jej pochopitelné zcela
presné, ale je mozné, ze uplna presnost v daném piipadé ani nebude nutna. Podobné u
zminovanych rovnic stupné 5 a vyssich si mizeme napfiklad uvédomit, ze hledat jejich
feseni znamend hledat body, ve kterych ptislusné polynomy nabyvaji nulovou hodnotu. To
lze ovSem provést mnoha zptisoby — muzeme napiiklad vykreslit prislusny graf a hledané
body s jistou toleranci odhadnout.

1.2 Problém a jeho reseni

Studium matematiky na technické vysoké skole se od studia matematiky na prirodovédec-
kych nebo pedagogickych fakultach univerzit v mnoha aspektech odlisuje. Tim nejdtilezi-
téjsim je, ze absolvent techniky neni matematik ale inzenyr. Problémy, se kterymi se setka
matematik, jsou matematického razu — najit feSeni rovnice, aproximovat funkci, rozhod-
nout o Tesitelnosti soustavy rovnic v zavislosti na parametrech a podobné. Problémy, se
kterymi se setkava inzenyr, jsou razu technického — sestrojit néjaké funkéni zafizeni, zvolit
vhodny material, vybrat nejlepsi konstrukéni postup a podobné. Jestlize je dan néjaky
realny technicky problém, na jeho feseni lze v zasadé aplikovat néasledujici postup:

1. Problém vyjadiime v fec¢i matematiky, tj. sestavime pfislusné rovnice pozadovaného
typu a urc¢ime, v jaké formé ma vypadat hledané feseni; zapiSeme, Ze nasim tikolem
je najit extrém néjaké funkce; zjistime, Ze mame za kol ,vyhladit“ néjakou kiivku,
najit prisecik néjakych geometrickych objekti atd.

2. Podle situace, pozadavkt na ziskané feSeni, okolnosti a dalsich faktord se rozhod-
neme, zda matematickou tlohu budeme fesit analyticky nebo numericky (nékdy lze
vyuzit obou téchto moznosti).

3. Zvolime vhodny zptisob feseni, v pfipadé numerického feseni vhodnou numerickou
metodu.
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4. Zapiseme matematickou tlohu do feci zvolené numerické metody, tj. algoritmu. Tedy
na zakladé technickych parametr tlohy urc¢ime prislusné konstanty a jiné vstupni
udaje dané numerické metody.

5. Zacneme ulohu fesit, tj. spustime algoritmus dané numerické metody, a poté jej ve
vhodnou chvili ukonc¢ime.

6. Se znalosti redlného problému vhodné interpretujeme ziskané vysledky.

Zatimco matematik dostava na stil problém jiz vyjadieny v fe¢i matematiky, tj. ve stavu 2
nebo dokonce 4, a opousti jej ve stavu 5, inzenyr musi umét projit vSemi fazemi tohoto
postupu. Ke zvladnuti bodi 1 a 6 jsou tieba znalosti, které ziskate pozdéji v odbornych
predmétech. My budeme v dalsim textu k zadanym tlohédm pfistupovat jako matematici
—ovsem s védomim, ze matematicky zformulované tlohy, které budeme fesit, jsou zapisem
realnych inzenyrskych problémt. Budeme se tedy na mnoha mistech ptat, v jaké formé
miizeme ocekavat konkrétni zadani, jak presné bychom provadeéli néktera oveérovani, co by
mohly znamenat ty nebo ony vysledky, jakych hodnot mohou nabyvat nékteré proménné
nebo vstupni nebo vystupni iidaje apod.! Diilezitou soucasti feseni (af inZenyrského nebo
matematického) problému je schopnost obhé&jit zvoleny postup. V nasem piipadé to bude
znamenat, ze budeme muset ukazat, pro¢ numericka metoda, kterou jsme zvolili pro feseni
néjakého problému, je ta nejvhodnéjsi a ze dava nejpresnéjsi vysledky, nebo zda bychom
mohli pouzit i n€jakou jinou s pripadné jinymi vstupnimi parametry, kterd umozni ziskat
presnéjsi vysledky efektivnéjsim zptisobem.

Priklad 1.1. Uvazme nésledujici formulace zadani:

1. Najdéte prusecik kruznice se stfedem v bodé S = [1;—1] a polomérem r = 2 a
elipsy se stiedem v bodé S = [1;—2], hlavni poloosou a = 5 a vedlejsi poloosou
délky b = 3.

2. Najdeéte Teseni soustavy rovnic

Py 2042y = 2
0,042% +0,Ty® — 0,082 + 0,4y — 0,5155555556

3. Nalanech, jejichz jeden konec je pevné ukotveny, jsou upevnéna dvé zatizeni. Jestlize
vhodné zvolime kartézskou soustavu soutradnic, pak situaci 1ze popsat takto: Prvni
lano mé délku r = 2 a je pevné ukotveno v bodé L; = [1; —1]. Na jeho druhém konci
je zafizeni, které se pohybuje po kruhové draze. Druhé zarizeni je ukotveno na dvou

! Jednu ukazku rozdilného pohledu inZenyra a matematika na tentjz problém predstavuje problematika
konvergence numerickjch metod pouzitych pii feSeni soustavy rovnic v kapitole 5.2. Je matice soustavy
rovnic na str. 93 ostied fadkové diagondlné dominantni nebo neni? Matematik, ktery fesi ulohu bez ja-
kychkoli souvislosti, musi vzit v ivahu obecné h, tedy odpovi, ze neni, ovsem inZenyr vi, Ze h oznacuje
délku kroku, a je tedy (za pfedpokladu, Ze jsou uzly sefazeny podle velikosti) kladné, takZe soustava ostie-
rfadkové diagonalné dominantni je. Tedy matematikovi nezbyva nez prohlasit, ze konvergence Jacobiho
metody pomoci tohoto kritéria zarucena neni, zatimco inZenyr vi, Ze zarucena je.
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lanech, na jejichz druhych koncich jsou navijaky, takze délku lan lze podle potieby
ménit. Prvni navijék je ukotven v bodé N; = [5; —2], druhy v bodé Ny = [—3; —2].
Navijaky ovliviiujici délku lan jsou nastaveny tak, aby soucet délek obou lan byl
vzdy s = 10. Druhé zafizeni se d4 do pohybu. Mize dojit ke kolizi obou zafizeni?
(Lana jsou kotvena tak, ze se vzajemné neblokuji.)

4. Stejné formulace jako v bodé 3, jen s tim rozdilem, ze zohlednime c¢as. Tedy: v case
t; se da& do pohybu zafizeni upevnéné na jednom lané. V case t5 se d4 do pohybu
zafizeni upevnéné na dvou lanech. Po kolika otackach prvniho / druhého zafizeni
dojde ke kolizi a v jakém bodé tato kolize nastane?

5. Stejna formulace jako v bodé 3, jen s tim rozdilem, Ze s trochou fantazie a nadsazky
budeme za zarizeni na jednom lané povazovat kocku a za zafizeni na dvou lanech
psa. Urcete oblast, kde se mtze pohybovat kocka, aby ji pes nemohl nikdy pokousat.

Reseni. Zdkladem vsech tiloh je totés: urcit priseciky kruznice a elipsy. Prislusné kiivky
jsou pritom ve vSech formulacich zadani steyné. Numerickym metodam, které vam umozni
tyto priiseciky hledat, se budeme vénovat v kapitole 4. V dalsim textu budou tlohy pro jed-
noduchost zadavany ve tvaru 2 (a pro snazsi vypocty budeme pouzivat ¢isla zaokrouhlend
na ,rozumny“ pocet desetinnych mist, nejlépe ¢isla celd). Uvédomte si v8ak, ze formu-
lace 1 (stejné jako 3!) vyuzivaji jen bézné stfedoskolské znalosti, a nalezeni pfislusnych
rovnic by vam tedy nemélo ¢init zadné problémy.

Soucasné si rozmyslete, jakym nejrychlejsim zptisobem lze v tomto konkrétnim pripadé
najit prisecik vyse uvedenych kiivek. Je timto nejrychlejsim zptsobem opravdu vypocet?
Pokud neni, jak lze ovérit spravnost ziskaného vysledku? Jak lze toto ovéreni provést
nejpresveédcivéjsim moznym zptsobem? O

1.3 Problematika presnosti

Pokud se rozhodneme néjaky matematicky zapsany problém fesit numericky, musime
pocitat s tim, Ze zadany problém nevytesime zcela presné. Co ale tento pojem znamena?
Resp. jinak — je nutné problémy ftesit zcela presné? Pokud se vratime k popisu feSeni
technického problému na str. 9, bude zifejmé, Ze chyb se muzeme dopustit v kazdém
kroku. Totiz:

1. Realny technicky problém nevyjadiime v fec¢i matematiky presné.

2. Numericky zptisob feseni je jisté lakaveéjsi, protoze je algoritmizovatelny a znacnou
¢ast prace lze vykonat strojové. To ovSem mize byt spise nevyhoda nez vyhoda.

3. I sebevhodnéjsi numerickd metoda je pouze pribliznym vyjadienim nepfesné zapsa-
ného realného problému.

4. Vstupni udaje vétsinou ziskdme pomoci méfeni nebo na zakladé jinych vypocti. Lze
tedy ocekavat, ze vstupni idaje budou zatizené chybou.
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5. V algoritmu se nutné dopoustime celé fady zaokrouhlovacich chyb, které se mohou
noty, resp. hodnoty, které byly ziskdny (nepfesnym zptisobem na zakladé nepfes-
nych udaji) jako vysledky jinych algoritmi. O okamziku ukonceni algoritmu navic
rozhodujeme my, a to na zakladé odhadt presnosti.

Ptitom tyto chyby se mohou kumulovat, pifipadné vyrusit. Navic se miize stat, ze cela
tloha je takového razu, ze kazdé jeji feseni bude (po)chybné — viz Ptiklad 1.6 v kapitole 1.5.

Formalné tedy mizeme rozlisovat nasledujici druhy chyb:

- Chyby matematického modelu — vznikaji nahrazenim realné situace matematic-
kym modelem. Miize se jednat napiiklad o popis néjakého fyzikalniho déje pomoci
diferencidlni rovnice.

- Chyby vstupnich dat — jsou zptsobeny nepfesnostmi pii méteni fyzikalnich veli-
¢in.

- Chyby numerické metody — vznikaji pfi ndhradé puvodni matematické ulohy
jednodussi ilohou numerickou. Casto se jedna o nahradu nekone¢ného procesu pro-
cesem konecnym, napft. pii vypoctu hodnoty nékteré elementarni funkce pomoci
souc¢tu nékolika prvnich ¢lent jeji nekonecné Taylorovy fady nebo pfi aproximaci
urc¢itého integralu souc¢tem konec¢ného poctu funkénich hodnot. Odhad této chyby
je dilezitou soucasti feseni kazdé numerické tlohy.

- Chyby zaokrouhlovaci — vznikaji tim, Ze pii vypoctech pracujeme s ¢isly zao-
krouhlenymi na urcity, relativné nevelky, pocet mist. Pti velkém poctu operaci je
posouzeni vlivu téchto chyb velmi naroc¢né.

Zkusme nyni problém presnosti redukovat na tuto otazku: Néjaké cislo oznacime za resent
dané ulohy. Jak moc se lisi od skutecného Teseni? Odpovéd, resp. jeji vyznam, zavisi na
konkrétni situaci.

Je-li & presnd hodnota néjakého cisla a x jeji aproximace, jejich rozdil

nazyvame absolutni chyba aproximace. Obvykle se budeme zabyvat odhadem této
chyby, ale je-li pfesnéd hodnota veliciny velmi mal4d nebo velmi velkd, ma vétsi vyznam
uzivat relativni chybu

ktera se téz Casto vyjadiuje v procentech.

Napiiklad absolutni chyba 10° se mfize na prvni pohled zdat velmi velka. Je-li ovSem
piesnd hodnota veli¢iny ¥a4dul0', uz se chyba tak zdvazna nejevi. Tento fakt lze nejlépe
vyjadiit pomoci relativni chyby, v tomto piipadé je RE(z) = 1072 = 1077 %.
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Ptesnou hodnotu chyby zpravidla nezname — nejcasté€ji proto, zZe nezname presné feseni
(protoze kdybychom ho znali, nebylo by nutné poéitat FeSeni pfiblizné). Proto jsou dilezité
odhady chyb.

Kazdé nezaporné ¢islo M E(x), pro které plati
|2 — x| < ME(z) ,tj. 2 € (x — ME(z),z + ME(x))

nazyvame odhad absolutni chyby aproximace x nebo mezni absolutni chyba.

Kazdé nezéporné ¢islo M R(x), pro které plati

| — =]

2 < MR(z), x #0

nazyvame odhad relativni chyby nebo mezni relativni chyba.

Casto uzivame symbolickych zapisit

T=x+ ME(x), resp. & =x(1+ MR(z)).

V nasledujicim textu budeme vsechny tlohy fesit s danou presnosti . Co presné tento
pozadavek bude znamenat a jak budeme jeho dosazeni kontrolovat, bude uvedeno vzdy u
dané numerické metody.

1.4 Zaokrouhlovani. Sifeni chyb p¥i vypoctu

Je-li 2 realné ¢islo, které méa obecné nekonecné dekadické vyjadieni, pak ¢islo z(®, které
mé d desetinnych mist, je spravné zaokrouhlenou hodnotou d¢isla x, plati-li

1
|z — 2P| < §1o—d (1.1)

Tedy napifklad mé-li byt () spravné zaokrouhlend hodnota ¢isla = na jedno desetinné
misto, nesmi se od x lisit o vice nez o % 1071 =0, 05.

Jestlize ¢islo x, které chceme zaokrouhlit na d desetinnych mist, ma pravé d+1 desetinnych
mist, z nichz posledni je pétka, Casto se pouziva pravidlo, ze pétka po liché dislici se
zaokrouhluje nahoru, po sudé dolu. Lze ale také (a nékteré pocitacové programy tak ¢ini)
volit vZdy zaokrouhleni nahoru nebo vzdy zaokrouhleni dol.

P1i numerickych vypoctech pracujeme se zaokrouhlenymi ¢isly. Vysledky pocetnich ope-
raci s témito Cisly jsou opét zaokrouhlovany a déle se s nimi pracuje. Tim se zaokrouhlovaci
chyby Sifi.

Priklad 1.2. Predpokladejme, Ze uvniti néjakého algoritmu pracujeme s vyrazem x; =

= %_l, kde k je konstanta (napf. 10) a a, b jsou hodnoty ziskané v kazdém kroku cyklu

a_ b
néjakym vypoctem. Algoritmus pritom opakujeme, dokud neni splnéna néjaka podminka,
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coz muze znamenat naptiklad 30 opakovani. V jistou chvili ziskdme a = 625, b = 624,
tedy

k
B S
625 624

= —3900000.

€T; =

Jak se projevi zaokrouhleni ¢isel % a % na 12, resp. na Sest desetinnych mist? Jaka bude
absolutni a relativni chyba?

ReSeni. Pii zaokrouhleni na 12 desetinngch mist je - = 0,001600000000 a & =

= 0,001602564103. Pokud do vyse uvedeného vzorce dosadime tato ¢isla, dostavame

k
" =, 001600000000 — 0, 001602564108 > 027% 35T:

na Sest desetinnych mist, dostavame

k
P = —3333333, 333
v 0,001600 — 0, 001603
Absolutni chyba je tedy v prvnim ptipadé —0,663 a ve druhém —566666,667. Relativni
chyba je v prvnim piipadé 0,17 x 1079, tj. zanedbatelnd, a ve druhém 0, 1452991454, tj.

uz priblizné 14, 5%. O

Pokud vsak zaokrouhlime = 6

Zabyvejme se proto nyni otazkou, jak se zaokrouhlovaci chyby sifi pti zédkladnich aritme-
tickych operacich. Necht z a y jsou aproximace Cisel Z a .

Pro chybu souc¢tu a rozdilu plati

| E(x+y)] = [(@+7) - (z+y)|

= [ (2 | (1.2)
= | E(x) £ E(y)| < |E(@)| + [E(y)| < ME(x

\_/||

+ ME(y)

Odhad chyby soucinu a podilu je o néco pracnéjsi. Pro chybu souc¢inu plati

|E(z-y)| = |2§—ay|l=|E() -y+Ey) =+ E(x)- E(y)| < (1.3)
< |y|- ME(x) +|z| - ME(y) + ME(z) - ME(y)

Protoze souc¢in M E(z) - M E(y) byva vzhledem k ostatnim s¢itanciim zanedbatelny, do-
stavame pro relativni chybu soucinu

E(x)-y+ E(y)-x
Ty

| RE(ey)| ~ ]

< MR(z) + MR(y) (1.4)

Podobné pro chybu podilu plati

v+ E@) x| _ 'E@)-y—as-E(y)‘ |yIME() + | 2| ME(y)
y+EQW) oy y(y + E(y)) lyl(lyl = ME(y))
a je-li M E(y) zanedbatelnd vzhledem k y, pak pro relativni chybu podilu dostaneme

(1.5)

R(2)

() + MR(y)
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Piiklad 1.3. Je ddna funkce f(z) = 3¢ + 42 + 2z + 2 (kterd mize byt napt. Fesenim
nékteré z pocatecnich tloh uvadénych v kapitole 9 nebo 10). Urcete jeji funkéni hodnotu
v bodech zg = 2, 71 = 5, 75 = 10 a dale v bodech zq + 3, 1 +J a x5 + 0, jestlize § = 1075,
Totéz zopakujte pro § = 107°. Déle urcete | f(z; + ) — f(x;)| pro i = 0, 1,2 a obé hodnoty
J.

Reseni. Prislusné hodnoty ziskané softwarem Maple s implicitné nastavenou pfesnosti
pro § = 1078 jsou

’ T; z; +0 \ J(z;) ‘ fa;+0) ‘ |f(zi +0) — f(a))] ‘
2 | 2,000000001 66101,39737 66101,39737 0.
5 | 5,000000001 | 0,2160146981 - 10*% | 0,2160146981 - 10*2 0.
10 | 2,000000001 | 0,1555411659 - 10%% | 0,1555411659 - 10?3 0.

Hodnoty ziskané stejnym zpiisobem pro § = 107° jsou

ElEET S (i) | fxi +9) | [f (i +6) = flxi)] |
2 | 2,000000001 66101,39737 66101,43043 0.
5 | 5,000000001 | 0,2160146981 - 10'% | 0,2160148061 - 10** 108000

10 | 2,000000001 | 0,1555411659 - 103 | 0,1555412436 - 102 0,777 - 10'°

Ptitom oznaceni 0. vyuziva Maple pro oznaceni zaokrouhleni numericky ziskané hodnoty,
tj. prakticky 0. = 0.

Pti vyhodnocovani vyznamu vyse uvedenych odchylek musime samoziejmé prihlédnout k
problematice relativni a absolutni chyby. O]

Nyni se proto jesté musime zminit obecné o chybé pfi vypocétu funkéni hodnoty.
Méame stanovit, jaké chyby se dopustime pii vypoctu hodnoty funkce f(z1,xso,...,2,)
v bodé [, Za, ..., T,), jestlize pFesné hodnoty #; nahradime pfibliznymi hodnotami ;.
Chybu i-té proménné oznacime F;. Plati

. L “L0f 1, 0 \2
f(1’1,952,---,l’n)—f(l’1,9€2,---,l’n)+;E¢8—%+§<;Eia—%> foge-

kde parcidlni derivace se berou v bodé [z1,xs,...,x,]|. Protoze obvykle budeme moci
predpokladat, ze ¢leny obsahujici souciny chyb jsou malé ve srovnani s ostatnimi ¢leny na
pravé strané, mizeme psat

5o

f([i‘l,lﬁ%...,li‘n)—f(lEl,CCQ,...,[En) %Z Zal“ (16)
i=1 v

Vsimnéme si, ze 1.2, 1.3 a 1.5 jsou specidlnimi pripady tohoto vzorce.
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Zde je na misté zminit se obecnéji o problému, ktery jsme ukézali v Prikladu 1.2. Pii
odecitani dvou sobé blizkych ¢isel se mtize velmi zvétsit relativni chyba. Pokud pak takto
ziskany vysledek pouzijeme dale jako délitele, miize dojit k podstatnému zvétseni absolutni
chyby.

Priklad 1.4. Necht x = 2,78493 a y = 2,78469 jsou aproximace Cisel & a ¢ ziskané
zaokrouhlenim téchto ¢isel na pét desetinnych mist. Urcete odhady absolutni a relativni
chyby rozdilu z — y.

Reseni: Mezni absolutni chyby x a y jsou podle 1.1 ME(x) = ME(y) = %10_5. Tedy
podle 1.2 | E(x — y)| <1075 = ME(x — y).

, . ’ 3 1107_5
Mezni relativni chyba = je MR(x) = 22’78493

zatimco pro rozdil miize byt relativni chyba radové vyssi, jeji odhad je roven

_ _107% - 102
_0,00024_472 1077

= 1,8 - 107% (MR(y) vyjde skoro stejné),
ME(z—y)
z—y

Priklad 1.5. Necht z = 1,23456 je aproximace ¢isla Z ziskana zaokrouhlenim tohoto
¢isla na pét desetinnych mist. Urcete odhad chyby podilu ziy, kde = a y jsou disla z
prikladu 1.4

Reseni: Z pifkladu 1.4 zndme odhad chyby jmenovatele. Dale vime, ze M E(z) = % 107°.
Pro odhad chyby podilu stac¢i dosadit do 1.5:

‘E( z )’ < lz—yl-ME@) + |2 ME(x —y) _
r—y)| =  |r—yl(|lr -yl - ME(x—y))
0,00024 - 1 -107° +1,23456 - 10~°

= =2.2.10%
0,00024 - (0,00024 — 10-5) ’

Tedy, zatimco vstupni hodnoty z,y a z mély chybu fadové v stotisicinach, vysledek muze
mit chybu fadové ve stovkach.

1.5 Podminénost numerickych dloh
a numericka stabilita algoritmu

Udaje, které se vyskytuji v matematickém piepisu problému, jeho feseni néas zajima, ¢asto
ziskavame jako vysledky méreni nebo jako vysledky néjakych dalsich vypocti. Velmi ¢asto
tedy byvaji zatizeny chybami, které se pfi zpresnovani méfreni nebo vypoctu snazime kori-
govat. Pfi numerickém feSeni rtiznych tloh proto musime zkoumat, jaky vliv na vysledek
maji malé zmény ve vstupnich hodnotach nebo zaokrouhlovani béhem vypoctu.

Reseni numerickych tloh mtzeme povazovat za postup, kterym pritazujeme vstupnim
udajim vystupni data. Je-li toto pritazeni spojité zobrazeni, pak fikame, Ze numericka
uloha je korektni tiloha, v opa¢ném piipadé se jedna o ilohu nekorektni.
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Pro tyto tlohy mé zasadni vyznam relativni citlivost vysledku na malé zmény ve vstupnich
parametrech tlohy. Korektni tiloha je dobfe podminéna, jestlize malym relativnim
zménam vstupnich tdajf odpovidaji malé relativni zmény vystupnich udaji. Cislo

relativni chyba vystupnich udajt

p

relativni chyba vstupnich tdajt

nazyvame ¢islo podminénosti tlohy. Pro dobie podminéné tlohy je ¢islo C, blizké
¢islu 1.

Pokud malé relativni zmény na vstupu zptsobi velké relativni zmény na vystupu, pak
mluvime o Spatné podminéné tiloze. Reseni $patné podminénych tloh je nejlépe se
vyhnout, protoze vysledky jakéhokoli algoritmu jsou velmi nespolehlivé.

Podobné fekneme, ze algoritmus je dobfe podminény, je-li malo citlivy na poruchy ve
vstupnich datech. Kromé nepftesnosti ve vstupnich tdajich ovliviiuje vysledek pouzitého
algoritmu i zaokrouhlovani ¢isel béhem vypoctu. Je-li vliv zaokrouhlovacich chyb na vy-
sledek maly, mluvime o numericky stabilnim algoritmu. Algoritmus dobfe podminény
a numericky stabilni se nazyva stabilni.

Priklad 1.6. Analytickym fesenim soustavy rovnic

4,14+ 2,8y = 4,1
9,7t +6,6y = 9,7

jsou ¢isla x = 1, y = 0. Pokud vsSak ¢islo 4,1 na pravé strané prvni rovnice nahradime
Cislem 4,11, ziskame Teseni z = 0,34, y = 0, 97!

Jestlize tato soustava rovnic je zapisem néjakého redlného inzenyrského problému, pak
feSeni rozhodné nekonci ve chvili, kdy oznamime vysledek. Musime védét, resp. se ptat,
jaky je puvod koeficientti v soustavé (vysledek méfeni? vysledek numerického (tedy prav-
dépodobné nepiesného), resp. analytického (tedy pravdépodobné piesného) vypoctu?) a
zvazit moznost, zda nemiize v zadané situaci dojit k tomu, ze nékteré koeficienty budou
ytrochu® jiné. Spravnym zavérem v podobnych situacich totiz nemusi byt ani vysledek
x =1,y = 0anivysledek z = 0, 34, y = 0,97, ale zjiSténi, Ze tloha je takového charakteru,
ze ji dostupnymi prostfedky nemiizeme Tesit, nebo Ze viibec neméa smysl ji chtit Fesit.

Problematika ¢isla podminénosti tllohy nebo rozhodnuti, zda je tiloha korektni, je natolik
komplexni, Ze presahuje ramec tohoto textu. Ve vsech déle uvadénych piikladech proto
budeme diskusi na toto téma vynechavat. Uvédomte si vsak, ze problém korektnosti zadani
je slozitéjsi, nez se zda pri letmém pohledu na Piiklad 1.6. Vime totiz, jaky je ptvod
koeficientl v této soustavé? Nemohla napriklad byt tato konkrétni soustava sestavena na
zakladé néjakych vzorct v i—tém kroku algoritmu, pficemz v nékolika predchozich krocich

se tento problém neobjevil?
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1.6 PouzZivani matematického softwaru

Numerické metody jsou ze své povahy algoritmy. Problémy, které budete Tesit ve své inze-
nyrské praxi, budou casto velmi slozité, takze k jejich feSeni budete samoziejmé vyuzivat
vypocetni techniku. V této souvislosti je nutné, aby si ¢lovék byl védomy nedokonalosti
matematického softwaru. U kazdé numerické metody byste proto méli mj. zvazit, jakym
zpusobem software zadanou tlohu fesi. Dohledat odpovéd na tuto otdzku je ¢asto velmi
pracné nebo dokonce uplné nemozné — a pritom bychom ji znat meéli. V nasledujicich
kapitolach si proto tuto otazku pribézné pokladejte a ptejte se, jak software, resp. uziva-
tel, ktery pomoci softwaru bude zadanou tlohu fesit, ovéruje pripustnost zadani, v jaké
formé chysta vstupni data, jak interpretuje ziskany vysledek, jak ovéri, ze strojové ziskany
vysledek je spravny, na zakladé ¢eho mize usoudit, Ze spravny neni apod.

Obecné lze totiZ Tici, Ze pokud za vyreseni néjakého problému povaZujeme nalezeni vhod-
ného prikazu vhodného matematického softwaru, pak to znamend, Ze se bud jednd o trivi-
alni problém, nebo Ze podstaté problemu viubec nerozumime.

Ukazme si nyni nékolik piikladt chyb, které vyplyvaji ze skutecnosti, ze uzivatel prilis
spoléha na strojové ziskané vysledky.

Priklad 1.7. Urcete soucet fady > L.
n=1

Reseni. Z prvniho roéniku vite, Ze tato fada je divergentni, a soucet tedy neexistuje.
Predpokladejme, Ze si tento poznatek nevybavite. Pokud pracujete se softwarem Maple,
ptikaz sum(1/n,n=1..infinity) spravné vypise vysledek oco. (Otdzky: Znamena to, Ze
soucet je nekonec¢no nebo ze fadu nelze se¢ist? Nebo tyto dva pojmy znamenaji totéz?)
Software MATLAB tento symbolicky zapis nezna. Jak zadate pozadavek na secteni neko-
necného poctu ¢lenti této fady? Lze nekonecno ,aproximovat® néjakym dostatecné velkym
¢islem? O]

Pokusme se v Maple piiklad 1.7 modifikovat. Vysledkem pfikazu sum(1/n~2,n=1..infinity)
bude odpoveéd %2, vysledkem piikazu sum(1/n"~4,n=1..infinity) bude odpovéd g—;, ale
vysledkem pfikazu sum(1/n"3,n=1..infinity) bude odpovéd ((3). Co tato odpovéd
znamena?’

Priklad 1.8. Najdéte pruseciky funkeci fi(z,y) = sin(z+y) + e — 1 a fo(z,y) =
= cos (x — y) —Iny—1, které lezi v oblasti (—10, 10) x (0, 20). Priseciky urcete na zakladé
grafického vystupu softwaru Maple.

Reseni. Ozna¢me funkce jako v zadani. Obréazek vlevo jsme ziskali pomoci piikazu
implicitplot ([f1,£f2],x=-10..10,y=0..20,color=[red,blue]),
obrazek vpravo pomoci ptikazu

implicitplot ([f1,£f2],x=-10..10,y=0..20,color=[red,blue] ,grid=[150,150]).
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Pouziti funkci pfedchézi nahrani knihovny plots piikazem with(plots). Je mozné se
spolehnout na to, Ze uzivatel na prvni pohled pozna, ze obrazek vlevo je nesmyslny? Proc
Maple zobrazuje jen oblast (—10,10) x (0, 1), kdyz jsme pozadovali oblast (—10,10) x
x (0,20)7
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Obr. 1.1: K prikladu 1.8: Soustava nema Obr. 1.2: .. .nebo jich ma (moiné)}{ neko-
feSeni ... nec¢né mnoho?
O

Priklad 1.9. Strojové vyhledejte body nespojitosti funkce y = tg% na intervalu (—%, 7).

Pted tim si nejprve peclivé rozmyslete, jaky postup pouzijete.

U nasledujiciho integralu si sami rozhodnéte, zda se jedna o chybu nebo o spravny vysle-
dek, a zdtvodnéte si, proc jste ziskali nize uvedené ,podivné* vysledky.

Piiklad 1.10. Vypoététe [ Inzda.

Reseni. Po zadéni piikazu int (log(x),x=0..1) vypise Maple vysledek -1. Je tato hod-
nota spravna? Nemd byt spravna odpovéd, Ze integral diverguje? Vime, Ze f Inzdxr =
= xlnz—2x. Oznacme £ :=x*log(x). Po dosazeni x = 0 ptikazem subs (x=0,f) dostavame
odpovéd 0. Na piikaz 0*x1log(0) pritom dostavame chybové hlaseni. Pro¢? O
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1.7 Studované typy uloh
V dalsim textu se budeme zabyvat nasledujicimi typy tloh:

- hledani resSeni soustavy linearnich rovnic — ukdzeme, jak hledat feseni velkych
soustav rovnic, které neni vhodné nebo mozné fesit pomoci metod znamych z prv-
niho ro¢niku; pozadavek na feseni soustavy linearnich rovnic se bude také objevovat
v rdamci postupu feseni nékterych jinych tloh,

- hledani feSeni jedné nelinearni rovnice — ukédzeme, jak feSit rovnice, které
presahuji ramec stfedoskolského studia, resp. rovnice, které analytickymi postupy
obecné fesit nelze,

- hledani feseni soustav nelinearnich rovnic — ukézeme, jak fesit soustavy rovnic,
které se skladaji z nékolika nelinedrnich rovnic (viz napf. soustava z Ptikladu 1.8),
nebo soustav rovnic, které vzniknou z pozadavku urcit bod, ve kterém funkce kom-
plexni proménné nabyva pfedem dané hodnoty,

- hledani pribliZzného vyjadieni funkce — znamymi body budeme prokladat ne-
znamou funkci, pfi¢emz jimi miZzeme prokladat bud jednu funkci nebo sadu funkci
podobného typu,

- urcovani neznamé funkce znamého typu — jestlize budeme znat zpusob, jakym
zavisi jedna proménna na druhé, budeme na zakladé vysledktt méfeni usuzovat, jak
presné tato zavislost vypada,

- derivovani a integrovani neznamych nebo komplikovanych funkci — budeme
derivovat a zejména integrovat funkce, jejichZz derivovani je pracné a integrovani
pracné nebo nemozné; navic budeme derivovat a integrovat funkce zadané nikoli
funkénim predpisem ale jen tabulkou funk¢énich hodnot v nékolika bodech,

- hledani numerického feseni diferencialnich rovnic — ukaZeme si postupy na
feSeni rovnic, ve kterych vystupuji misto ¢isel nové funkce a jejich derivace, pficemz
nejprve v kratkosti naznac¢ime nékteré analytické postupy na feseni jednoduchych
typt takovych rovnic a poté ukadzeme, jak lze tyto postupy nahradit numerickymi

postupy.
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2  Numerické reseni
soustavy linearnich rovnic

S pozadavkem fesit soustavu linearnich rovnic jste se setkali jiz nékolikrat. Na stifedni
skole jste Tesili soustavy 2 rovnic o 2 neznamych. V prvnim roc¢niku jste se seznamili s
Gaussovou elimina¢ni metodou a Cramerovym pravidlem — metodami, které umoznovaly
resit i rozsahlejsi soustavy. Pri feseni soustav linearnich rovnic jste vyuzivali poznatky z
linearni algebry, které vam umoznovaly rozhodnout, zda méa soustava zadné, jedno nebo
nekonecné mnoho feseni. Vite, jak popsat vSech nekone¢né mnoho feSeni dané soustavy
rovnic a vite, jaky je algebraicky vyznam takové mnoziny reSeni, resp. vektorti, které tuto
mnozinu popisuji.

V prvnim roc¢niku jste se vsak nezabyvali otazkou pidvodu zadané soustavy rovnic ani
otazkou puvodu a vyznamu koeficientt, které se v ni vyskytuji. VSechny soustavy rovnic,
se kterymi jste se setkali, byly ,hezké* a ,rozumné velké“ a mély ,hezké“ (tj. celo¢iselné
a v absolutni hodnoté relativné malé) koeficienty.

Nyni si ukazeme, ze v ptipadé ,nehezkych“ soustav Gaussova eliminace a Cramerovo
pravidlo ¢asto narazeji na limity své pouzitelnosti. Ukazeme dva zpiisoby numerického
feseni soustav Ax = b, kde matice A je ctvercovd, tj. soustav, které mohou mit jen jedno
feSeni. Ukazeme, pro¢ a kdy tyto metody funguji a kdy je jejich pouzitelnost omezena.

Formulace problému

Najdéte reseni soustavy n linedrnich rovnic o n neznamych.

2.1 Motivace a zakladni pojmy

Oznaceni

Pripomerime, Ze soustavu n linedrnich rovnic o n nezndmych x1,xs, ..., x, nejcastéji zapisu-
Jjeme jednim ze dvou zpiisobi: pouZivame bud ,dlouhy* zapis
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1121 + 19T + ... + a1, T, = by

A21T1 + A22%2 + ... + QopTy = bQ (2].)

Ap1T1 + AQpa®e2 + ... + QppTp = bn

nebo pouzivdme zkraceny maticovy zapis
Ax =D, (2.2)
kde A = (a;;),i,5=1,...,n, b= (b1, bs,...,b,)T, x je vektor nezndmych.

2.2 Diskuse o poc¢tu reseni

V této kapitole se budeme zabyvat feSenim soustavy n linearnich rovnic o n neznamych.
Budeme tedy ignorovat pripady, kdy je pocet rovnic jiny nez pocet neznamych, tedy
pripady soustav, které nemaji zadné feseni nebo naopak maji nekone¢né mnoho feseni.

Z prvniho ro¢niku vite, ze soustava n lineadrnich rovnic o n neznamych nemusi mit vzdy
pravé jedno feSeni. Naopak, miize mit jak pravé jedno, tak také zadné nebo naopak ne-
konecné mnoho feSeni. Nové metody, které si v této ¢asti ukazeme, povedou k nalezeni
jednoho konkrétniho feseni — pfi nespravném pouziti i v situaci, kdy feSeni je nekonecné
mnoho. V pripadé souhry nahod mohou tyto metody dokonce neznalému fesiteli nazna-
c¢ovat podobu neexistujiciho feseni. Pfed tim, nez zde uvadéné metody pouzijete, byste si
proto méli overit, ze zadana soustava mé prave jedno feseni. Nékdy bude odpovéd vyply-
vat z kontextu technického zadani problému. Nékdy tomu tak nebude a miize se stat, ze
praktické zjistovani poc¢tu feSeni dané soustavy bude velmi obtiZné.

2.3 Priklady realnych zadani

Jeden z nejbéznéjsich vyskytt soustavy linearnich rovnic je v teoretické elektrotechnice,
kdy se casto setkavame s pozadavkem vypocitat proudy ve vSech vétvich elektrického ob-
vodu s danymi parametry. Poté, co na dany obvod aplikujeme Ohmiv a dva Kirchhoffovy
zakony, ziskame soustavu linearnich rovnic pro nezndmé proudy ix. Obecné je téchto rov-
nic vice nez neznamych. Diky poznatktim z teoretické elektrotechniky umime vybrat prave
tolik rovnic, kolik je neznamych. Najit feSeni soustavy linearnich rovnic pak znamena urcit
prislusné proudy iy.

Uloha hledéni feSeni soustavy linearnich rovnic bude souc¢asti nékterjch dalsich problémi
uvadénych v tomto textu. Setkate se s ni pfi feSeni soustav nelinearnich rovnic nebo pfi
uloze o aproximaci pomoci splajni nebo pomoci metody nejmensich ¢tvercti. Z pokroci-
lejsich témat ji vyuzivaji napriklad tlohy o numerickém feseni diferencialnich rovnic nebo
soustav diferencialnich rovnic.
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2.4 Primé metody

Metody rfeseni soustavy linearnich rovnic, se kterymi jste se seznamili v prvnim roc¢niku,
nazyvame primé. Gaussovou elemina¢ni metodou nebo Cramerovym pravidlem najdeme
(v idedlnim ptipadé) presné feSeni zadané soustavy, a to po pfedem daném koneéném
poctu krokt.

2.4.1 Gaussova elimina¢ni metoda

Gaussova eliminaéni metoda

Zakladem této metody je uprava soustavy na trojihelnikovy tvar pomoci elementarnich
uprav.

Pro jednoduchost oznacovéani priddme v soustavé 2.1 vektor pravych stran b jako (n+1)-ni
sloupec k matici A. Pak mizeme soustavu prepsat ve tvaru

a11®r1 + a2 + -0 4+ A Tn = G1p41
A1 T1 + QT2 + - + AT = A2p41
aAp1T1 + GpaT2 + -+ + ATy, = Gy n+1

Nyni se pomoci pfi¢itani vhodnych nasobkl prvni rovnice budeme snazit z ostatnich
rovnic eliminovat x;. (Je-li a;; = 0, vyménime prvni rovnici s prvni takovou rovnici, ktera
na prvnim misté nulu nema.)

Odecteme-li postupné prvni rovnici, vynasobenou ¢islem 22 od i-té rovnice, potom pro
aii
1 =2,3,...,n, dostaneme

ai1ry + a2z + 0+ ATy = Glp4l
fon + o+ ol - i,
ag T o+ o+ oablT, = agr)zﬂ

, . . v . 1 ) . .
Nové koeficienty jsou vypocteny jako az(-j) = a;;— Zﬁ ayj, t=2,3,...,n,7=2,3,...,n+1.
Nyni budeme pomoci vhodnych nasobkt druhé rovnice eliminovat x, ve tfeti, ¢tvrté, ...
. . a1 (1 . . . ) wr .
n-té rovnici. Opét, je-li aéz) = 0, vyménime druhou rovnici s prvni z dalsich rovnic, ve
které u x9 nula neni.

Tim dostaneme

annr1 + apx2 + aizx3 + -+ ATy = A4l
a w4 ayws £ o oayw. = agy
a:%) xrs + -+ + aéi) T, = a:(fgﬂ

a$123)x3 + o+ CLT(ZQTZ‘ITL = Qpppn
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(1)
kde a)) = al) — “%ay), i =3,4,....n,j =3,4,....n+ 1L

g g Y2

Pokracujeme-li dale stejnym zptisobem, dostaneme po n — 1 krocich soustavu v trojuhel-
nikovém tvaru

a1 ry + ai2ry + aizrz + -+ A1 Tp = Aiptl
1) (1) 1) _
2 2 2

azz T3 + -+ + a3, Tp = Az,

(n—1) o (n—1)

nn Tn = nn+1

7 této soustavy snadno urc¢ime hledané reseni:

a(n—l{
o nn+
Tn = oD (2.3)
Ann
_ 1 (n-2) (n—2)
Tn—1 = (n—2) Ap—1n+1 — Ap—1n Tn
a’nfl n—1
1
Ty = _a <a1n+l —Q12T2 — Q133 — - — A1p $n>
11

Postup vedouci k soustavé 2.3 se nazyva Gaussova eliminace, vypocet neznamych dle

2.3 zpétna substituce nebo téz zpétny chod. Cislo a,(clzfl) nazyvame hlavni prvek.

Priklad 2.1. Pomoci Gaussovy eliminace vyfeste soustavu rovnic

1,6721 — 0,152 + 2,5lzy = —0,84
2,152, + 3,02z — 0,172 = 2,32
1,712, — 2,832y + 14523 = 1,26

Reseni. Koeficienty soustavy zapiSeme do matice:

1,67 —0,15 2,51 —0,84
2,15 3,02 —0,17 2,32
1,71 —2,83 1,45 1,26

Od druhého tadku odecteme prvni fadek vynésobeny % a od tfetiho vynasobeny %
(vSechny mezivysledky jsou zaokrouhlovany na pét desetinnych mist):
1,67 —0,15 2,51 -0, 84

0 3,21311  —3,40144 3,40144
0 —2,67641 —1,12012 2,12012

—2,67641
3,21311

Nyni od tietiho radku odecteme druhy vynasobeny . Tim dostaneme

1,67 —0,15 2,51 —0,84
0 3,21311 —3,40144 3,40144 |,
0 0  —3,95339 4,95339
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coz uz odpovida soustaveé v trojihelnikovém tvaru

1,672y — 0,152, + 2,51z = -0,84
3,21311 2y — 3,4014423 = 3,40144
— 3,9533973 = 4,95339
Reseni této soustavy je
4,95339

= 299999 ) 95005
3 395339 !
1
— _— (3.40144 +3.40144 - (—1.252 )i— 9
- 3721311(3, 0144 + 3,40144 - (—1,25295)) = —0, 26777
1
o m<—0,84+0,15-(—0,26777)—2,51-(—1,25295)>£1,35613

O

Reseni ziskané Gaussovou elimina¢ni metodou by bylo piesné, kdybychom se v priibéhu
vypoctu nedopoustéli zaokrouhlovacich chyb. Vsimnéte si, ze béhem vypoctu neustale
pracujeme se soucty, rozdily, souciny a podily ¢isel, ktera musime vice ¢i méné zaokrouh-
lovat. Dopoustime se tedy pfesné téch chyb, o kterych hovoii kapitola 1.4 a priklady 1.2,
1.4 a 1.5. Problému se vyhneme jen v idealnim pfipadé ,dobie pripravenych® soustav
rovnic, se kterymi jste se setkavali v prvnim roc¢niku. V realnych technickych zadénich,
kde koeficienty matice A, resp. slozky vektoru b, ziskdvame jako vysledky méfeni nebo
néjakych jinych vypoctl, vsak problém zaokrouhlovani mize i pii vypoc¢tu pomoci kvalit-
niho softwaru zptsobit zna¢né problémy. Algoritmus Gaussovy eliminace se proto nékdy
modifikuje néasledujicim zpiisobem.

Eliminace s vybérem hlavniho prvku

Eliminace s vybérem hlavniho prvku je modifikace Gaussovy elimina¢ni metody, ktera
slouzi ke zmenseni zaokrouhlovacich chyb.
(i-1)

Je-li absolutni hodnota nékterého z délitelt @;; ~ mald ve srovnani s absolutni hodnotou

prvki ag[l), k > 1, mize hrozit nebezpeci velkych zaokrouhlovacich chyb. Zaokrouhlovaci
chyba v absolutni hodnoté malého ¢isla totiz zptisobi velkou chybu v jeho prevracené

hodnoté, tedy i v ¢islech, jimiz nasobime radky pfi eliminaci.

Abychom se vyhnuli déleni ¢isly, ktera jsou mala vzhledem k ostatnim veli¢inam, pouzi-
jeme postup zvany vybér hlavniho prvku:

V prvnim kroku eliminace najdeme rovnici, kterd mé u x; v absolutni hodnoté nejvétsi ko-
eficient. Vyménime ji s prvni rovnici a pak pomoci jejich nasobkt eliminujeme x; z ostat-
nich rovnic. Ve druhém kroku najdeme mezi vS§emi rovnicemi kromeé prvni tu rovnici, ktera
mé v absolutni hodnoté nejvétsi koeficient u x5. Vyménime ji s druhou rovnici a pomoci
jejich nasobki eliminujeme x5 z dalSich rovnic. Obecné v k-tém kroku eliminace najdeme
mezi poslednimi n — k + 1 rovnicemi tu, ktera mé nejvétsi koeficient u zj, vyménime ji s
k-tou rovnici a pak pomoci ni eliminujeme.
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Priklad 2.2. Soustavu z ptikladu 2.1 feSte eliminaci s vybérem hlavniho prvku.

Reseni. Postupujeme podobné jako v piedchozim pifkladu. Vybrany hlavni prvek je vzdy
v ramecku.

1,67 —-0,15 2,51 —0,84 2,15 3,02 -0,17 2,32
215 | 3.02 —0.17 2.32 N 0 —2,49577 2,64205 —2.64205 |
171 -2.83 1.45 1.26 0 -5,23195 | 1.58521 —0, 58521
2,15 3,02 —0,17 2,32
0 —5,23195 1.58521 —0,58521
0 0 1,88586 —2,36289
Néasledovala by zpétna substituce. O]

.....

nym vybérem hlavniho prvku.

Uplny vybér hlavniho prvku spoéiva v tom, Ze v k-tém kroku volime za hlavni prvek
ten, ktery je nejvétsi v absolutni hodnoté v submatici vytvorené vynechanim prvnich k£ —1
radkt a sloupctl v upravované matici. Nutnost hledat nejvétsi prvek v celé submatici a
vymeénovat fadky i sloupce zptisobuje vétsi ¢asovou (a programatorskou) naroc¢nost této
metody. Gaussova elimina¢ni metoda s ¢asteénym vybérem je proto obvykle efektivnéjsi
nez metoda s Gplnym vybérem hlavniho prvku.

Poznamenejme, Ze svou roli hraje také ¢asova narocnost vypoctu, protoze napt. u Gaus-
sovy eliminace s iplnym vybérem hlavniho prvku je nutné provést az n®/3 aritmetickych
operaci, coz je v piipadé velkych hodnot n (tisice, desetitisice rovnic) nérocné i pro pro-
fesionalni matematicky software.

2.4.2 Cramerovo pravidlo

Je-li matice soustavy 2.2 regularni, tj. jeji determinant je nenulovy, pak feSeni soustavy
lze vypocitat jako

D, D, D,
nEp oM o T
kde D je determinant matice soustavy A a Dy, k = 1,...,n jsou determinanty matic, které

vzniknou z matice A nahrazenim k-tého sloupce této matice vektorem pravych stran b.
Priklad 2.3. Pomoci Cramerova pravidla najdéte feSeni soustavy rovnic

2561 + 3&32 =5
—T1 + 21‘2 = 8
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Reseni. Determinant matice soustavy je
2 3

a determinanty matic vzniklych nahrazenim prvniho, resp. druhého sloupce matice sou-
stavy vektorem pravych stran jsou
5 3 2 5
Dl_‘ > '__14, D2_’ 20 ‘_21.

Reseni soustavy je tedy

[]

Cramerovo pravidlo je vhodné pouze pro velmi malé soustavy rovnic, napf. pro
soustavu dvou rovnic s ,08klivymi* koeficienty. Pro vétsi soustavy by bylo nutné pocitat
mnoho determinanti vysokého fadu, coz je velmi pracné. Proto se pro feseni velkych
soustav rovnic tato metoda nepouziva.

2.5 Iteracni metody

V prechézejici kapitole jsme vidéli, ze pouziti pfimych metod hledani feseni soustavy n
linearnich rovnic o n neznamych mé& mnohé tuskali. UkdZeme si nyni jeden numericky
pristup k hledani feSeni soustavy linedrnich rovnic — itera¢ni metody. Tyto zpusoby
nepovedou k presnému teSeni po konec¢ném, predem daném poctu kroki, ale postupné se
k nému priblizuji za pomoci algoritmu, ktery v jistou chvili po splnéni néjaké podminky
ukonc¢ime, ¢imz dostaneme p7iblizné Teseni soustavy. Na jednom misté feSeni budeme
moci postupovat dvéma riznymi cestami, a sice Jacobiho nebo Gauss Seidelovou
metodou. Uvedenymi metodami nebudeme moci najit feseni libovolné soustavy, ale jen
takové soustavy, kterd bude spliiovat jisté podminky — tzv. podminky konvergence.

Jacobiho a Gauss-Seidelova metoda zdaleka nejsou jedingmi numerickymi metodami na hledani feseni
soustavy n linearnich rovnic o n neznamych. V technické praxi zavisi volba metod na mnoha faktorech —
kromé velikosti soustavy také napf. na tom, zda matice neni né€jakého specialniho typu, poctu nulovych
koeficientti apod. Jacobiho a Gauss-Seidelova metoda se pouzivaji zejména pro tzv. 7idké matice, tj.
matice se znaénym poc¢tem nulovych koeficientd. V kapitole 5.2 si ukdzeme, ze napt. iloha o aproximaci
pomoci splajnt vede na soustavu linearnich rovnic, ktera je tzv. tridiagondlni, kterd ma nenulové prvky jen
na hlavn{ diagonéle a na diagonalach nad a pod hlavni diagondlou (matice tohoto typu jsou oznacovéany
jako pdsové). Pro feSeni soustav s malym poétem nenulovych koeficient se ¢astéji vyuzivaji jiné metody,

napiiklad metoda sdruZenych gradienti.
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2.5.1 Iterac¢ni tvar soustavy rovnic

Budeme opét pracovat se soustavou linearnich rovnic 2.1, tj. se soustavou

an T + aip2xe + o A+ apT, = b
as1T1 + Aexy + - 4+ ag, T, = by
Ap1 1 + ApaX2 + -+ A+ App Ty, = bn

Jestlize nyni z prvni rovnice vyjadiime i, ze druhé rovnice x5 atd., dostaneme

1
Ty = — <b1 — Q12T2 — A13X3 — - — A1p, $n> (2-4)
a1
1
To = —|(by—aox1 —aggTs— - — Qg Ty
22
1
Tp = bn_anl X1 —ApaTy — *+* — Appn—-1Tn-1
a’TL'I’L

Pokud nyni zvolime néjaké pocatecni hodnoty neznamych z; ... x,, a dosadime je do pravé
strany vyjadreni 2.4, budeme schopni pomoci téchto vztahi vypocitat jiné hodnoty tychz
neznamych. Pokud tyto nové hodnoty opét dosadime do vztaht 2.4, budeme moci cely
proces libovolné dlouho opakovat.

Prvni volbu hodnot nezndmgych z; . . . x,, budeme nazyvat poc¢atecni aproximace a ozna-

¢ime ji x© = (xgo), xéo), . ,x,(lo))T. Hodnoty nezndmych x1,...,z, ziskané vypoctem v

r-tém kroku vypoctu oznacime x() = ( Y), xg), . 7957({“)):[’ a nazveme r-tA aproximace.
Vipocet samotny budeme oznacovat jako itera¢ni proces. Dale uvedené vztahy 2.5,
resp. 2.6, budeme nazjvat itera¢ni vztahy. Posloupnost x@, x® . . x() x+D)
... budeme nazyvat posloupnost postupnych aproximaci a budeme chtit zajistit, aby

konvergovala k pfesnému feseni zadané soustavy linearnich rovnic.

Vsimnéte si, ze pfi vypoctu druhé a kazdé dalsi neznamé mame k dispozici vzdy dveé
obecné rizné hodnoty jiz difive vypoctenych neznamych: jednak hodnotu z pfedchoziho
kroku iteracniho procesu, jednak hodnotu, kterou jsme vypocetli v pravé provadéném
kroku.

Vzorce pro vypocet r + 1 aproximace ze znamych hodnot r-té aproximace tedy mohou
vypadat bud takto

, 1 r r
a:'g L — (bl — Q12 xé ) 13 32% fo - A1n 37;”) (2:5)
11
, 1 r r
:cé o= _(52—0621955)—G2337g)_"'_a2”x$;)>
22
(r+1) 1 ( (1) (r) (r) )
xn = — bn — Qp1 ﬂjl — Qp2 372 — = Apn-—1 xn—l )
ann
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nebo takto
T 1 r T
xg L <b1 — Q12 xé ) a3 xé F - A1n %(zr)> (2.6)
11
1
;[‘;r+1) = — <b2 — Q91 J}Y—i_l) — Q93 IL'gr) — s — Agp [L'SLT)>
22
1
L0 = L <b3 = a2 —agy el gy, xg))
a33
1 I8 IS T
137(1T+1) - (bn — An1 Ig +1) — Up2 'Ig +1) T Oan-d xilj_ll)>’
Ann

Pokud pro vypocet vzdy pouzivame vztahy 2.5, hovorime o Jacobiho metodé, za-
timco pokud pouzivame vztahy 2.6, hovorime o Gauss-Seidelové metodé.

Pro ilustraci postupu feseni mizeme uvést nasledujici dva priklady.

Priklad 2.4. Jacobiho metodou feSte soustavu

15 T — T2 + 21‘3 = 30
2I1 — 10 Ty + T3 = 23
r1 + 3xy + 18x3 = —22

Reseni. Iteracni vztahy jsou

r+1 1 r r
3:§+) = —15<30+x;)—2x§)>

r 1 T T
xé AR 1 (23 — 2x§ ) Z‘g ))

r—+1 1 r r
a::(),Jr) = —18<—22—x§)—3xg)>

Pokud jako pocatecni aproximaci zvolime x = (0,0,0)%, pak

1
(1)
! =(30+0-2-0)
(1) 1
- ——(23-2-0—-0)=-2,3
(1) 1 5
= —(=22-0-3-0)=—1,2.

Tato a dalsi aproximace jsou shrnuty v tabulce:
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T (L’gr) ZEgT) ZEgT)
0 0 0 0
1| 2 —2,3 | —1,2222
2 [2,0006 | —2,0222 | —0, 9500
31,9918 | —1,9930 | —0,9968
4 12,0000 | —2,0013 | —1,0007

Lze odhadnout, Ze posloupnost postupnych aproximaci konverguje k feseni soustavy (2,-

2-1).

]

Priklad 2.5. Reseni soustavy z P¥ikladu 2.4 hledejte Gauss-Seidelovou metodou.

Reseni. VypiSeme itera¢ni vztahy

T ]' T T
xg ) B (30 + xé ) _ ng )>
e 1 T T
a:é ) _ 10 (23 — 21’5 ) _ xé )>
T 1 A T
ZL’g A 2 (—22 — xg T 3x§ +1)>

a jako pocateéni aproximaci opét zvolime x = (0,0, 0)%. Pak

M 1
z =(30+0-2-0)
1
(1)
2 0% 0) Y
1

18

Tato a dalsi aproximace jsou shrnuty v tabulce:

r| 2 2 )
0 0 0 0

1 2 -1,9 -1,0167
2 12,0089 | -1,9999 | -1,0005
3 12,0001 | -2,0000 | -1,0000
4| 2,0000 | -2,0000 | -1,0000

Vidime, ze posloupnost postupnych aproximaci konverguje ke stejnému feseni jako v pri-
kladé 2.4 a navic ponékud rychleji. O]

Z uvedenych ptikladi je vidét, ze vypocet pomoci iterac¢nich vztaht 2.5, resp. 2.6, mtze
byt vcelku efektivni. Problémy ovSem nastavaji s pouzitelnosti téchto metod, jak bude
patrné z nasledujiciho prikladu.
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Priklad 2.6. Jacobiho metodou najdéte Feseni nasledujici soustavy rovnic, ktera vznikne
ze soustavy v Prikladu 2.4 preskladanim radk:

r1 + 3xy + 18x3 = =22
15 rT — ) + 2%’3 = 30
2x1 — 10xy 4+ 23 = 23,

Reseni. Pifslusné itera¢ni vztahy vypadaji takto:

Y = 22320 — 182
xgﬂ) = —30+15 ng) +2 x:(f)

2 = 23— 22 1100

a davaji tuto posloupnost postupnych aproximaci:

xgr) xg") x:())r)
0 0 0

-22 -30 23
-346 | -314 | -233
5114 | -5686 | -2425

WIN| = O3

Na prvni pohled je zfejmé, Ze k FeSeni soustavy (2, —2, —1) touto cestou nedojdeme. [

Je proto nutné, abychom uvedené metody a zejména jejich pouzitelnost zkoumali z teo-
retického hlediska.
2.5.2 Teoretické zdiivodnéni iteracnich metod

Pfepsanim soustavy rovnic Ax = b do tvaru 2.4 dostavame vyjadieni
x=Cx+d, (2.7)

kde prvky matice C a vektoru d jsou

Q5 . .
Cij = —— proi#j, ¢;=0
(0773
b,
d = —.
Qg4

Jestlize se dale soustfedime jen na Jacobiho metodu®, mfizeme itera¢ni vztah 2.5 prepsat
jako
x ) = C,;xM +d, (2.8)

1V pifpadé Gauss-Seidelovy metody bychom museli vztahy 2.6 prepsat do ponékud jiné podoby a
museli bychom uvézit diagonalni a tzv. dolni a horni trojihelnikovou matici a vyuzit tzv. LU-rozklad.
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kde C; je stejnd matice jako matice C ze vztahu 2.7 (jen pro pfehlednost oznacend
indexem J).

Jestlize nyni ozna¢ime pravou stranu tohoto nového maticového zépisu 2.7 jako F(x),
tedy polozime-li

F(x)=C;x+d, (2.9)
pak skutecnost, ze hledame feseni soustavy Ax = b, znamend, ze hledame takovy vektor
x, pro ktery plati x = F(x).

Pozadavek najit vektory (body, matice, funkce apod.) s touto vlastnosti je v matematice i v mnoha
aplikacich velmi ¢asty. Vénujme se mu proto ponékud podrobnéji.

Definice 2.7. Rekneme, Ze F je zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y, pieme F : X — Y, jestlize
kazdému prvku x € X je pomoci F pfifazen pravé jeden prvek y € YV, y = F(x). Prvek z € X se
nazyva pevny bod zobrazeni F': X — X, jestlize plati

F(x) = .

Vidime, zZe pfi feSeni soustavy n linedrnich rovnic o n neznamych Jacobiho nebo Gauss-Seidelovou me-
todou mame za kol najit pevné body zobrazeni F' : X — X, kde X je mnozina n-rozmérnych vektori.
Musime nejprve umét odpovédét na otazku, za jakych podminek takové body viibec existuji. K tomu po-
tfebujeme znat nékteré pojmy z matematické analyzy tykajici se posloupnosti a musime zobecnit pojem
vzdalenosti dvou bodt.

Definice 2.8. Bud X mnozina (prvkii jakéhokoli typu). Rekneme, Ze na této mnoziné je definovana
metrika d, jestlize kazdym dvéma prvkim z,y € X je pfifazeno realné ¢islo d(z,y) tak, ze

1) d(z,y) >0 Vr,yeX , dx,y)=0sz=y
2) d(z,y) =d(y,z) Vr,yeX
3) d(x,z) <d(z,y) +d(y,z) Vx,y,z€ X (trojuhelnikov4 nerovnost)

Mnozinu X s metrikou d nazyvame metricky prostor.

Pokud naptiklad v prostoru R? definujeme vzdalenost dvou bodé x = (z1,22,73) ay = (y1,¥2,¥3)
obvyklym zpisobem pomoci vztahu

de(%,y) = V(21 — 11)% + (22 — y2)2 + (23 — y3)2, (2.10)

definujeme tim metricky prostor (R3,d.). Vlastnosti definice 2.8 viak miZe na R3 spliiovat celd fada
jinych funkei d(x,y), napt.

dmaz(X,y) = |21 — 41| + |22 — yo| + | 23 — y3] (2.11)
nebo
oo (x,) = max(| 21 = ], |22 — 9, | 25 — vs]). (2.12)
Tim ziskdme metrické prostory (R3, dpaz) a (R3, duo).
Z prvniho roéniku vite, Ze limita posloupnosti {a, }22 ; predstavuje ¢islo, ke kterému se ¢leny posloupnosti

pro n blizici se nekoneé¢nu v néjakém smyslu priblizuji. Protoze se v definici limity objevuje pojem
vzdalenost, uvedeme tuto definici v obecném tvaru pro libovolnou metriku.
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Definice 2.9. Bud X metricky prostor s metrikou d a {z,} -, posloupnost prvki z X. Rekneme, ze

z € X jelimitou této posloupnosti, pisSeme lim x, = z, jestlize ke kazdému £ > 0 existuje pfirozené ¢islo
n—oo

N tak, ze pro vSechna n > N plati d(z,, z) < e. Posloupnost, kterd ma limitu, se nazyva konvergentni.

Kromé pojmu konvergentni posloupnost zavedeme jesté pojem cauchyovskd posloupnost. Jeho definice je
velmi podobné. !

Definice 2.10. Bud X metricky prostor s metrikou d a {x,} ., posloupnost prvki z X. Rekneme,
7e tato posloupnost je cauchyovska, jestlize ke kazdému e > 0 existuje pfirozené ¢islo N tak, Ze pro
v8echna n > N a kazdé ptirozené &islo k plati d(z,, Tnik) < €.

Nyni z mnoziny metrickych prostort vyclenime ty, se kterymi bude vyhodné pracovat.

Definice 2.11. Metricky prostor se nazyva uplny, jestlize je v ném kazda cauchyovska posloupnost
konvergentni.

Prikladem tuplnych metrickych prostort je napf. prostor R™ pro libovolné n € N s kteroukoliv z me-
trik 2.10, 2.11, 2.12, tedy napt. (R?,d,), tj. prostor vSech dvojic realnych &isel s obvykle definovanym
pojmem vzddlenost bodi v roviné.

Pfed tim, nez rozhodneme o existenci pevného bodu, tj. bodu z € X, pro ktery plati = F(x), jesté
musime popsat vlastnosti zobrazeni F': X — X.

Definice 2.12. Bud X metricky prostor. Rekneme, Z7e zobrazeni F' : X — X je kontraktivni
(kontrakce), jestliZe existuje a € (0, 1) tak, Ze pro kazdé dva prvky z,y € X plati

d(F(x), F(y)) < ad(z,y) (2.13)

Cislo a nazyvame koeficient kontrakee.

Ponékud nepfesné miizeme Fici, Ze kontraktivni zobrazeni je takové, u néjz jsou si obrazy (funkéni hodnoty)
bliz&i, nez byly vzory. Situace pro prostor (R?,d.) je znazornéna na Obr. 2.1, resp. Obr. 2.2. (Pevnymi
body téchto funkci y = f(z) by byly jejich pruseciky s pfimkou y = x.)

0] T X9

Obr. 2.1: Funkce, kterd je kontraktivni

Nyni jiz mizeme rozhodnout otézku existence pevného bodu a zptisobu jeho nalezeni.

1Sami si najdéte rozdil a promyslete si situaci, kdy mame nap¥. posloupnost éisel a; = 3, as = 3,1,
as = 3,14, ay = 3,141, a5 = 3,1415, ktera konverguje k ¢islu n. Pfitom za X uvazte jednak mnozinu
vSech redlnych jednak vSech racionalnich ¢isel.
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0] T Lo

Obr. 2.2: Funkce, ktera neni kontraktivni

Véta 2.13. Bud X dplnyg metricky prostor a F' : X — X kontraktivni zobrazeni. Pak existuje prdvé
jeden pevny bod tohoto zobrazeni &, pro ktery plati

z= lim z,, (2.14)

n—oo

kde (2,)22, je tzv. posloupnost postupnijch aproximaci, kterd je definovdna takto:

xq je libovolny prvek z X a dalsi cleny posloupnosti jsou definovdany predpisem

Th+1 :F(.’Ek)7 kZO,l,... (215)

Dale pro vsechna prirozend c¢isla n plati:

=
2>
8

<
IN

T—a d(Xp, Tp—1) (2.16)

n

11—«

=
>
8

i
IN

d(zo, 1), (2.17)

kde « je koeficient kontrakce.

Z véty 2.13 plynou dva dtlezité zaveéry:

e Kdykoliv budeme pracovat s mnozinou objektt, na které lze definovat metriku tak, abychom
ziskali Gplny metricky prostor, pak jestlize budeme schopni zadani tlohy prevést na lohu nalezeni
pevného bodu néjakého kontraktivniho zobrazeni, mizeme k nalezeni feseni zadané tlohy pouzit
Vétu 2.13.

e Véta 2.13 je implikaci. Rik4, Ze jestliZe jsou splnény jisté podminky, pak pevny bod existuje a
udava navod, jak ho urcit. To vSak neznamend, ze pokud tyto podminky splnény nejsou, pevny
bod neexistuje — viz napt. Obr. 2.2, z néhoZ je zfejmé, Ze pevny bod funkce y = f(z) existuje; je
jim prusecik této funkce s pfimkou y = z.

Pokusme se nyni aplikovat myslenku existence a hledani pevného bodu na pfipad feSeni soustavy n
linearnich rovnic o n nezndmych. Pfipomenme, Ze rovnici Ax = b, kde A je ¢tvercova matice realnych
¢isel a b vektor, jehoz n slozek jsou redlna! ¢isla, jsme prevedli na tvar x = F(x), kde F(x) = C;(x)+d.

IMtZeme misto redingch koeficientit matice A a vektoru b obecné uvazovat i komplexns koeficienty?
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Potiebujeme tedy zjistit, kdy je zobrazeni F' : R™ — R"™ kontraktivni a zda Ize na R™ definovat metriku
tak, abychom ziskali Gplny metricky prostor.

Z prvniho ro¢niku znéte pojem vektorovy prostor. Vite, Ze se jednd o pomeérné slozitou algebraickou struk-
turu, kterd spojuje mnozinu s jednou operaci (vétsinou oznac¢ovanou +, prvky této mnoziny oznacujeme
jako vektory) a ¢iselnou mnozinu se dvéma operacemi, typicky (R, 4+, -), které jsou vzajemné spojeny tzv.
unéjsi operaci - oznacovanou jako nasobeni vektoru c¢islem. Na této mnoziné mame definovano scitani
vektoril, ndsobeni vektoru éislem a je pfifazen vyznam operacim ,(éislo + éislo) - vektor* a ,(éislo -
¢islo) - vektor“. Mezi piiklady vektorovych prostort jste si uvadéli prostor R™, tj. mnozinu vSech n-tic
realnych c¢isel s obvyklymi operacemi, nebo mnozinu vSech ¢tvercovych matic redlnych ¢isel, tedy praveé
ty mnoziny, se kterymi pracujeme, kdyz hleddme feSeni soustavy n linedrnich rovnic o n neznamych.

Na vektorovych prostorech nyni definujme pojmy norma vektoru a normovany vektorovy prostor.

Definice 2.14. Bud V vektorovy prostor. Rekneme, Ze na tomto prostoru je definovina norma, jestlize
kazdému prvku v € V je pfifazeno reilné ¢éislo ||v|| (norma v) tak, ze

1) v >0 YoeV , |v|=0&v=0
2) |[k-oll = k[ [lvl VveV,VEeR

3) ||v1 + vz < ||v1|| + |lv2]] Voi,v2 €V (trojihelnikova nerovnost)

Prostor V' pak nazyvame normovany vektorovy prostor.

Je znamo, ze absolutni hodnota rozdilu dvou realnych c¢isel udava vzdalenost téchto ¢isel na ¢iselné ose.
Podobné si lze normu rozdilu dvou prvki vektorového prostoru ||u — v|| pfedstavit jako vzdélenost téchto
dvou prvkid. To znamenad, Ze na vektorovém prostoru mizeme definovat metriku predpisem

d(vl, Uz) = || v — ’()2”. (218)

Je-li v = (v1,v9,...,0,) € V,,, pak metriky 2.10, 2.11, 2.12 miZzeme vyjadiit jako normy

vl = JoR g2 (2.19)
[vili = Jovil+[v2| + -+ v (2.20)
[vllw = max(Jvi],|val,....|val) (2.21)

U matic lze normu pocitat podobné jako u vektort. Jestlize A je matice typu (m,n) s prvky a;;,1 =

=1,...,m, j=1,...,n, pak miZzeme pracovat napt. s témito normami
n
lAll.c =  max Z | aijl fadkova norma (2.22)
=1 .4.,mj=1
m
AL = jax Z | aijl sloupcova norma (2.23)
=1.n

Pro diskusi o pouzitelnosti Jacobiho a Gauss-Seidelovy metody je dale podstatné, zZe plati:

| AV|o
I Avy

< Al - [ vlloo
< Al vl

Rikédme, Ze fadkova norma matice je pfidruZena vektorové normé 2.21 a sloupcova norma matice je
pridruzend vektorové normé 2.20.
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Tim jsme odpovédéli na otazku, zda je mozné mnozinu matic nebo vektora chapat jako metricky prostor.
Ano, mozné to je. Lze odhadnout, Ze v pfipadé realnych nebo komplexnich koeficientti bude prostor s
vySe uvedenymi metrikami navic tplny. Nyni musime rozhodnout otazku, kdy lze iteracni vztahy 2.4
povazovat za kontraktivni zobrazeni.

Méame zobrazeni F : V, — V,, kde V,, je prostor vSech usporddanych n-tic redlnych ¢isel. Na tomto
prostoru zavedeme metriku predpisem

d(X,y) - || X = yHa
kde || - || je néktera z norem 2.20, 2.21. Plati

d(F(x), F(y)) [Fx) - Fy)l=lCsx+d-(Cry+d)=[Csx-y)<
ICsI- 1% =yl = ICsl - d(x,y),

IN

kde ||C ;|| je norma matice pfidruzena pouzité normé vektoru. Uvazime-li definici kontraktivniho zobrazeni
ze str. 33, pak hledanou podminku mtzeme shrnout do nasledujici véty.

Véta 2.15. Mejme danu soustavu n linedrnich rovnic o n nezndmich zapsanou vektorovée jako Ax = b.
Vyjddieme tuto soustavu v iteracnim tvaru x = F(x), kde F(x) = Cyx + d (viz vztahy 2.4). Je-li
IC |l < 1, je zobrazeni F kontraktivni s koeficientem kontrakce oo = |C ;|| a je zarucdeno, Ze posloupnost
postupnych aprozimact ziskand Jacobiho metodou p7i libovolné volbé pocdtecni aproximace konverguje k
pevnému bodu zobrazent 2.9. (Je-li ||Cy|| > 1, o konvergenci ¢i divergenci iteracniho procesu nevime nic.)

Analogické tvrzeni by se dalo zfromulovat i pro Gauss-Seidelovu matici, jen bychom museli vzit v tivahu,
ze jejl iteracni matice Cg je jiného tvaru — viz poznamka ke vzorci 2.8 na str. 31.

2.5.3 Podminky konvergence iteracnich metod

Lze ukazat, ze jak pro Jacobiho tak i pro Gauss-Seidelovu metodu lze Vétu 2.15 prepsat
do slabsiho (ale ¢asto pouzivaného) tvaru, diky kterému mtizeme relativné snadno roz-
hodnout, zda posloupnost pocatecnich aproximaci bude konvergovat k hledanému feseni
zadané soustavy rovnic.

Véta 2.16. Je-li matice A soustavy n linedrnich rovnic o n nezndmych zapsané ve
tvaru Ax = b ostre radkove nebo ostre sloupcovée diagondlné dominantni, pak Jacobiho
i Gauss-Seidelova metoda konverguji k presnému tesent soustavy, a to pro libovolnou
volbu pocatecni aproximace.

Pritom pojmy ostfe Fadkoveé, resp. ostfe sloupcové diagonalné dominantni, jsou
definovany takto:

Definice 2.17. Matice A se nazyva radkové ostre diagonalné dominantni praveé
tehdy, kdyz

n

| ai;| > Z lai;] proi=1,...,n (2.24)
J=Lj#i
(neboli kdyz je v kazdém Fadku matice absolutni hodnota prvku na diagonéle vétsi nez
soucet absolutnich hodnot vSech ostatnich prvka v onom radku)
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a sloupcové ostfe diagonalné dominantni pravé tehdy, kdyz

n

laj;l > Y layl proj=1,....n (2.25)
i=1,i%£]

(neboli kdyz je v kazdém sloupci matice absolutni hodnota prvku na diagonéle vétsi nez
soucet absolutnich hodnot vSech ostatnich prvki v onom sloupci).

Pro soustavy, kde je matice A ostie radkoveé nebo sloupcové diagonalné dominantni, navic
plati nasledujici véta. Sami si rozmyslete, jaky je jeji dusledek pro pocet reseni zkoumaneé
soustavy rovnic.

Véta 2.18. Je-li matice A ostre radkové nebo ostre sloupcové diagonalné dominantni,
pak je requldarny.

Ukazme si nyni, jak ostra fadkova, resp. ostra sloupcova diagonalni dominance matice A souvisi s poza-
davkem, aby norma itera¢ni matice C; byla mensi nez 1.

Pocitame-li fadkovou normu matice C;, bereme soucty absolutnich hodnot prvki v jednotlivych fadcich
a z nich pak vybirdme maximum. Soucet absolutnich hodnot prvkt prvniho fadku je

_aﬂ _ |a12|+‘(113|+"'+‘a1n|

a1

a11

Jestlize predpokladame, Ze matice A je ostie radkové diagonalné dominantni, musi byt
lai1] > [aia] + |a13| + - - + | a1n|

a tedy soucet absolutnich hodnot prvkt prvniho fadku matice C; musi byt mensi nez 1.
Uplné stejné se ukaze, ze i soucty v ostatnich radcich jsou mensi nez jedna.
Rédkova norma matice Cy, coby nejvétsi z ¢isel mensich ne jedna, bude uréité také mensi nez jedna.

Proto, je-li A fadkové diagonalné dominantni, je podle véty 2.15 zaruceno, ze Jacobiho metoda konverguje.

Podobné se da ukazat, ze je-li A ostie sloupcové diagonalné dominantni, je sloupcovd norma matice C
mensi nez 1, a Ze tedy i v tomto piipadé je podle véty 2.15 zaruceno, Ze Jacobiho metoda konverguje.

Véta 2.16 je implikaci, tj. pokud matice A neni ani fadkové ani sloupcové ostie dia-
gonalné dominantni, nevime o konvergenci Jacobiho, resp. Gauss-Seidelovy metody nic.
Podminky konvergence ve tvaru ekvivalence existuji, jsou vSak pfili§ komplikované (je na-
priklad nutné hledat vlastni ¢isla matice C, resp. Cg, coz témét vzdy predpoklada pouziti
numerickych metod, ¢asto velmi pracnych). Pro rozsédhlé soustavy je navic praktické ové-
feni podminky z Véty 2.16 problematické, resp. je problematické soustavu preskladat tak,
aby tuto podminku splnovala.

Ukazeme si proto bez ditkazu navod, jak zajistit konvergenci i u soustav rovnic, které
podminku véty 2.16 nespliuji. Tento navod vSak bude fungovat jen pro Gauss-Seidelovu
metodu.

1Opét se budeme vénovat jen Jacobiho metodé, odvozeni pro Gauss-Seidelovu metodu by bylo po-
dobné.
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Predpokladejme, Ze matice A v zapisu soustavy Ax = b je regularni.’ Vynasobime-li
soustavu rovnic Ax = b zleva matici A7, dostaneme novou soustavu

ATAx = ATb,

pro kterou jiz bude Gauss-Seidelova metoda konvergovat, a to opét pro libovolnou volbu
pocatecéni aproximace. V pripadé takto ziskanych soustav vSak Gauss-Seidelova metoda
muze konvergovat k pfesnému feseni velmi pomalu.

Vzniklad matice AT A je tzv. pozitivné definitni, coz pro konvergenci Gauss-Seidelovy metody staéi i v
pfipadé, ze matice AT A neni ostie diagonalné dominantni. OvéFeni, zda je néjaks matice A sama o sobé
(tj. bez nasobeni AT A) pozitivné definitni, je pro velkd n obtizné. Fakt, Ze matice pozitivné definitni je,
nicméné Casto vyplyne naptiklad z kontextu zadéani technické tlohy.

2.5.4 Odhady chyb itera¢nich metod

Itera¢ni metody jsou aplikaci véty o pevném bodé, tj. Véty 2.13. Pro odhady chyb proto mj. plati odhady
uvedené v této vété. Prepsany pro tlohu o FeSeni soustavy linearnich rovnic jsou

") _ | <« MGy o-) 9,98

1% - x) < LT - x0-0) (2.26)
" _ gl < NCH" 1 0 _ L) 59

I —x < L5 12 - x0) (2.27)

Pomoci odhadu 2.26 mtzeme rozhodnout, kdy zastavit iteracni proces, chceme-li mit jistotu, ze se pfi-
blizné feseni od presného v pouzité normé nelisi vic nez o pfedem dané . Odhad 2.27 miZe poslouzit k
urceni po¢tu kroktt metody, ktery bude stacit pro dosazeni presnosti €. Pro velké soustavy rovnic je vsak
vypocitat normu matice C; relativné pracné.

Priklad 2.19. Odhadnéte, o kolik se nanejvys lisi pfiblizné feseni ziskané v prikladu 2.4 od pfesného
feSeni v normé || - [|co-

Reseni. K odhadu chyby pouZijeme vzorec 2.26. K tomu musime vypocitat fadkovou normu iteracni
matice C ;. Nejprve vypiSeme samotnou itera¢ni matici:

1 2
0 5 35
C, = 2 0 1
J 10 10
1 _3 0
18 18

HCJHoo:max(%,l%,l‘l—S) :1%:0’3_

Dale vypocteme normu rozdilu poslednich dvou ziskanych aproximaci
x() = (1,9918; —1,9930; —0,9968) a x(*) = (2,0000; —2,0013; —1,0007) :

| x® —x®)| ., = max(|0,0082]; | — 0,0095|; | — 0,0039]) = 0,0095
Nyni dosadime do 2.26

0,3

(4) _ <

-0,0095 = 0,0041

To znamené, ze kazda ze slozek piiblizného feseni x(* se od odpovidajici slozky presného Feseni miize
lisit nanejvys o 0,0041. O

1Jak tento pozadavek souvisi s poétem Feseni dané soustavy?
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Pro zastaveni vypoctu se ¢asto pouziva kriterium
Ix0 - x| <,

i kdyZ jeho splnénim neni zaruceno, Ze bude platit || x(") — x|| < €, tj. Ze ziskdme TeSeni s
pozadovanou presnosti €.

2.6 Reseni pomoci Matlabu

Hledat feseni soustav linearnich rovnic lze pomoci MATLABu mnoha rtznymi piikazy.
Vychozim bodem hledéni v ndpovédé programu je (v riznych verzich rtizné umisténé
a pojmenované, typicky vSak) heslo User Guide > Mathematics > Linear Algebra >
Systems of Linear Equations, resp. Functions > Mathematics > Linear Algebra >
Linear equations. Nejbézn€ji pouzivanym piikazem je piikaz linslove, jehoz parame-
try jsou matice A a vektor b ve vyjadieni ilohy Ax = b. Tento piikaz vSak nemodeluje
praci Jacobiho, resp. Gauss-Seidelovy metody, ale pouziva jiné, pokrocilejsi metody. K
dalsim prikaziim, které lze pro hledani feseni soustav linearnich rovnic vyuzit, patii napf.
prikazy mldivide, pfip. vyuziti inverzni matice pomoci ptikazu inv nebo pinv. Vzdy je
v8ak nutné presné nastudovat dokumentaci k danému piikazu (aby bylo zfejmé, co presné
dany piikaz déld) a ovéfit splnéni pfipadnych specifickych podminek a vlastnosti matice
A a vektoru b.

Transponovani matice potiebné u Gauss-Seidelovy metody, zajisti pfikaz transpose.

Specidlnimu ptipadu 7idkych matic se vénuje (v rtuznych verzich rizné umisténé a pojme-
nované, typicky vSak) heslo napovédy User Guide > Mathematics > Linear Algebra
> Sparse Matrices. Pfehled iterac¢nich metod pro fidké matice (opét pokrodilejsich nez
Jacobiho, resp. Gauss-Seidelova) je mozno nalézt pod (v rtiznych verzich rizné umis-
ténym a pojmenovanym, typicky vSak) heslem népovédy Functions > Mathematics >
Sparse Matrices > Linear Equations (Iterative Methods).

V kazdém piipadé je vsak nutné umét zadat vstupni idaje v pozadované formé — u soustav
linearnich rovnic matici A a vektor b z vyjadieni ilohy Ax = b.

2.7 Cvicleni

Maplety

Priklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce prikladi. Pomoci na-
sledujicich mapletii si muzete usnadnit nékteré diléi vypocty, nebo zkontrolovat jejich
spravnost.

1. Vypocet determinantu

2. Analytické feseni soustavy linearnich rovnic


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Determinant.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SoustavaLinRovnic.html
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3. Nasobeni matic

Spustitelné aplikace prostredi Matlab

Pred spusténim téchto soubort je nutné nainstalovat MATLAB Compiler Runtime ve
verzi R2013a, 32-bit pro Windows (400 MB). Podrobné informace o MATLAB Compiler
Runtime ziskate v napovédé na webu firmy Mathworks. Nezapominejte, Ze tyto aplikace
nemohou (a ani to nedélaji!) postihnout vSechny nuance probirané latky!

1. Numerické metody feSeni soustav linearnich rovnic


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/nasobeniMatic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://www.mathworks.com/products/compiler/mcr/index.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/Soustavy_linearnich_rovnic.exe
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3  Numerické reseni
jedné nelinearni rovnice

Na stfedni skole jste si ukazali postupy feseni nékterych algebraickych rovnic — kvadra-
tické, pravdépodobné kubické a mozné i rovnic ¢tvrtého stupné a reciprokych rovnic do
stupné 9, resp. 10 vcetné. Dale jste fesili rovnice logaritmické, exponencialni a goniomet-
rické. V této chvili v§ak neumime Tesit rovnice, kde se vyskytuji soucasnée funkce rtiznych
typti, napt. e” + sin(z) = 1 nebo z + cosz = 3 nebo In(x) + (zr — 1)> + 2 = 0 apod.
Vétsinu takovychto rovnic ani neni mozné vyfesit pfesné — je vSak mozné najit jejich
priblizné feseni.

V této kapitole si ukazeme nékteré zptisoby reseni téchto ,kombinovanych® rovnic. Me-
tody, které budeme uvadét, bude samoziejmé mozné pouzit i na feseni znamych typi
rovnic. Kromé prikladi metod, které si budeme uvadét, existuje navic ve specialnich pii-
padech (napf. pro algebraické rovnice) i celd fada specidlnich numerickych metod.

Formulace problému

Je ddna redlnd funkce f jedné redlné proménné x jiného tvaru nez f(x) = ax+b, kde a,b € R.
Najdéte vsechny body ¢ € R, pro kter€ plati, ze f(¢) = 0.

3.1 Priklady realnych zadani

Nejjednodussi aplikaci, ktera vede na hledani feSeni nelinedrni rovnice je pochopitelné
uloha samotnd — to znamena stanoveni nulovych bodid néjaké nelinedrni funkce. Poza-
davek najit TeSeni jedné nelinearni rovnice se vSak také vyskytuje napriklad pii feSeni
optimalizacnich tloh ve chvili, kdy mame za kol stanovit extrémy funkci, pfip. inflexni
body.

Priklad 3.1. Najdéte lokalni extrémy funkce y(z) = sin (22 + 4x).

Reseni. Ziejmé y/(r) = (2x+4) cos (2% + 4z). Body, ve kterych mohou nastévat extrémy,
tedy mizeme v tomto pfipadé uré¢it na zdkladé sttedoskolskych znalosti, protoze y'(z) = 0
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pro x = —2 a dale pro body, kde cos (2% + 4z) = 0, tj. tam, kde 2% + 4z = 3+ km, kde
ke Z. m

Priklad 3.2. Najdéte lokalni extrémy funkce y(z) = sin (2? + 4x) + 22.

ReSeni. V tomto piipadé je y/(r) = (27 + 4)cos (2% + 4x) + 27 a pi¥i feSeni rovnice
y'(z) = 0 jiz analyticky postupovat nemtizeme. Musime tedy vyuZit apardtu numerickych
metod. O

3.2 Odhad polohy reseni

Pokud bychom zjednodusSené popsali postup feSeni nelinearnich rovnic znamych typu
(napt. logaritmickych, exponencidlnich nebo goniometrickych), ktery jste pouzivali na
stfedni skole, mohli bychom fici, Ze jste nejprve nasli defini¢ni obor funkci, které v rov-
nici vystupovaly, poté jste aplikovali znamy postup FeSeni a timto postupem jste dané
feSeni bud nalezli, nebo jste ukézali, Ze zadané rovnice zadné feSeni nemd. Nakonec jste
zkontrolovali, zda ndhodou ziskané feseni neodporuje informaci o definiénim oboru nebo
podminkam, za kterych jste provedli nékteré ipravy v postupu feseni.

Numericky pristup k feseni nelinearnich rovnic je ponékud odlisny. Najit defini¢ni obory
prislusnych funkci je sice dilezité, nicméné musime také urcit alespon priblizny interval, na
kterém budeme néjaké feseni hledat. Teprve poté mizeme vlastni hledani feseni zahajit.
Numerické metody, které si budeme uvadét v dalsim textu, se lisi ve zptisobu, jakym
hledaji feSeni zadané rovnice. Pied jejich pouzitim vsak musime védét, kde toto TeSeni
méame hledat.

Odpovédeét na tuto otazku neni v realnych situacich viibec jednoduché.

Priklad 3.3. Rozhodnéte, kolik feSeni mé rovnice In (tg /1 — z) - sin 2 =

Reseni. Pokud budeme chtit rozhodovat na zakladé obrazku, vykresleného poéitacovim
programem, musime védét, na jakém intervalu mame ptislusnou funkci vykreslit. Jak to
vak pozname? Na obrézcich 3.1 a 3.2 je znézornén graf funkce f(z) = In (tg+/1 — x)-sin 2
na intervalech (—100,10) a (0,1). Pomohou takovéto obrazky v rozhodovani? Existuji
kladnd FeSeni vétsi nez 10?7 Pokud ano, kde lezi? Kolik je feSeni na intervalu (0, 1)7

Pti rozhodovani o intervalech, na kterych lezi néjaké feSeni zadané rovnice, nam jisté
pomtze znalost defini¢niho oboru prislusné funkce. V nasem ptipadé musi soucasné platit
podminky 1 -2 >0, V1 -2 # k3, k € Z, tgv/1 —x > 0 a x # 0. Tedy dostdvame, Ze ma
soucasné platit x <1, 2 #0, v # 1 — /{;2%2 pro viechna k € Z a navic jesté r < 1 — k22
ar>1-— (%H) =272 pro véechna k € Z. O
Problematické mize byt také pouzivani softwaru nebo webovych encyklopedii bez zna-
losti informaci o jejich fungovani, resp. bez hlubsich matematickych znalosti. Nasledujici
priklad popisuje stav v roce 2013.
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Obr. 3.1: K ptikladu 3.3: kolik ma rov- Obr. 3.2: ... A jaké je nejmensi kladné?

nice feseni? ...

Priklad 3.4. Najdéte interval délky nejvyse 10, na kterém lezi néjaké kladné feseni
rovnice In (cos (¢3* + 5)) + (2% + 1) sina? — 10 = 0.

Reseni. K ziskani informaci o zadané funkci miizeme pouzit populdrni nastroj Wolfram
Alpha. Do pole na webové stréance zadavame text (v tomto ptipadé funkci) a vysledkem
jsou informace o hledaném textu z riznych hli pohledu (v tomto piipadé grafy, nulové
body, rozvoje do fad apod.).

Po zadani textu
1n(cos(exp(3*x)+5))+(x"3+1)*sin(x"2)-10=0

ziskame graf v rozsahu na ose x od cca —4 do cca 3, ktery osu x protina v hodnoté cca
—3.

Po zadani textu
1n(cos(exp(3*x)+5))+(x"3+1)*sin(x~2)-10

ziskame dva obrazky. Na kazdém z nich je modra a oranzova funkce s popiskem ,real part®
a ,imaginary part“. Prisecikt realné ¢asti s osou z je nekonecné mnoho, imaginarni ¢ast
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se v obrazku témér ztraci, takze kvalifikované nemiizeme rozhodnout nic. O

Ukazme si proto nyni nékteré z postupi, které mohou odhady pfiblizné polohy feseni
nelinearni rovnice usnadnit.

Véta 3.5. Je-li funkce f spojitd na intervalu (a,b) a maji-li f(a) a f(b) opacnd
znamenka, tj. plati-li

fla) - f(b) <0, (3.1)

pak v intervalu {(a,b) lezi alespori jedno teseni rovnice f(x) = 0.

Vyznam podminky ve Vété 3.5 je zfejmy z obrazku 3.3. Pfed pouzitim Véty 3.5 je sa-
moziejmé nutné overit jeji predpoklady a uvédomit si, ze véta nehovori o situaci, kdy
f(a) a f(b) maji stejnd znaménka. Véta navic hovofi o tom, Ze na uvedeném intervalu
existuje alesporn jedno feseni dané rovnice. Napft. pro funkci y = % a interval (—1,1) je
podminka 3.1 sice splnéna, ale funkce neni na tomto intervalu spojita. Dale, sami si zkuste
aplikovat Vétu 3.5 napf. na funkci y = sinx a rtizné intervaly.

y = f(x)

—

Obr. 3.3: Je-li funkce na (a,b) spojitd, pak splnéni podminky f(a) - f(b) < 0 zarudi
existenci kofene

Jinou moznosti, jak provést odhad polohy feSeni, je pfevedeni tlohy f(z) = 0 na
tvar fi(z) = fo(z). V tom pfipadé jiz nehleddme prisecik funkce f(x) s osou x, ale
prisecik dvou funkei — a mtize se stét, ze zatimco graf funkce f(z) je obtizné vykreslit,
vykresleni graft funkei fi(z) a fa(x) do jednoho obrézku problematické jiz neni.

Priklad 3.6. Je déna rovnice 10sin2z — x — 1 = 0. Sefadme jeji kladné Feseni podle
velikosti a ozna¢me je g, x1, T2, .... Urcete x4 a xg této posloupnosti.

Reseni. Graf funkce 10sin2x — 2 — 1 = 0 naértnout neumime. V prvni fazi dokonce ani
nevime, kde mame uvedené feseni hledat — na intervalu (0, 10)? Nebo (10, 100)? Nebo né-
jakém jiném? Pokud si vSak do jednoho obrazku nakreslime grafy funkci f;(z) = 10sin 2z
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a fo(r) = x + 1, zjistime, Ze tloha Fik4, Ze hleddme priseciky ,upravené“ funkce sinus a
ptimky, ktera svira s kladnou poloosou x ostry thel (viz Obr. 3.4). Je tedy zfejmé, Ze Zadna
jind kladna feseni nez ta, ktera jsou na obrazku, rovnice nem4. Regeni g tedy neexistuje.
Co se tyka feseni x4, je zfejmé, Ze lezi nékde mezi 27 a %7‘(‘. Pritom tento obrazek neni
nutné vykreslovat strojové, protoze je mozné jej nacrtnout na zakladé stredoskolskych
znalosti. O

y = f2(x)
101

Ofxg w1 T|To T3 Ty T \
y = fi(z)
+—10

Obr. 3.4: Kofeny rovnice 10sin2x —z —1 =0

Dalsi moznosti, jak odhadnout polohu feseni, je vyuzit poznatkt, které vyplyvaji z tech-
nického zadani tlohy, vyuzit zkuSenosti apod. Napfiklad studujeme zavislost proudu /
napéti / teploty na case / odporu / jiné fyzikalni veli¢ingé. Pfitom muzZe byt zfejmé, ze k
udalosti, ktera nas zajima (tj. kterd predstavuje Feseni dané nelinedrni rovnice), dochézi
vzdy cca po 5 minutéach, cca pii ur¢itém napéti / teploté (vzdy s jistou toleranci) apod.
K tomu, abyste umeéli provést odhady tohoto typu, vSsak potfebujete znalosti prekracujici
ramec matematickych predmeétii.

3.3 Zkracovani intervalu

Jestlize vime, Ze hledané feseni zadané rovnice lezi na néjakém intervalu I = (a,b), na
kterém je funkce f(z) spojitd, pak muzeme hledané feSeni najit tak, Ze tento interval
budeme vhodné zkracovat a pii tom si budeme priibézné ovérovat, ze hledané teseni lezi
i v tomto zkraceném intervalu.

Toto ,zkracovani“ intervalu muzeme provést mnoha rtiznymi zptlisoby, ¢imz dostaneme
rizné numerické metody. Ukazeme si nyni nékteré postupy, které jsou jednoduse algorit-
mizovatelné.
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3.3.1 Metoda puleni intervalu

Ptedpokladejme, Ze na né&jakém intervalu I = (a,b) je funkce f(z) spojitd.! Déle pied-
poklddejme, Ze na tomto intervalu lezi alesponi jedno feSeni rovmice f(z) = 0. (Tuto
skutefnost muzeme ovéfit napi. pomoci Véty 3.5.) Jestlize interval I rozdélime na polo-
viny, bude funkce f(x) na kazdé z takto vzniklych ¢asti opét spojitd a mizeme se ptat
(napt. za pouziti Véty 3.5), na které z téchto ¢asti hledané feSeni lezi. Takto muZeme
pokracovat, dokud neni ptleny interval dostatecné maly.

Pro prehlednost budeme pocatecni body intervalii oznacovat jako ay, koncové body jako
b a stfedy intervali jako xj, pficemz ve vSech pripadech je k = 0,1, ..., n, kde n je takové
¢islo, ze délka intervalu (a,, b,) je mensi nez 2¢, kde ¢ je pozadované pfesnost vypoctu.

Stred intervalu vypocteme podle vzorce xp = @

Jestlize bude délka posledniho, tj. n-tého, intervalu mensi nez 2¢, je ziejmé, ze stied
posledniho intervalu, tj. bod x,, se bude od presné hodnoty feSeni lisSit o méné nez o
pozadované €. Samoziejmé se béhem vypoc¢tu mize stat, ze pro néjaky bod a; (nebo by
nebo ;) bude platit f(ax) = 0 (nebo f(bx) = 0 nebo f(zx) = 0). V tom pfipadé jsme
primo nalezli feseni zadané rovnice a mizeme ukoncit vypocet.

P¥i volbé intervalu, na kterém lezi pravé jedno feSeni a na kterém je funkce f(z) spo-
jita, bude metoda pileni intervalu vzdy konvergovat k hledanému feseni. Animace vyse
uvedeného postupu je zachycena na Obr. 3.18

Obr. 3.5: Metoda ptleni intervalu

Priklad 3.7. Metodou piileni intervalu najdéte kladny koren rovnice

e +12—-3=0

1 Jak vypada spojitost vné intervalu I neni podstatné!
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s presnosti € = 0, 01.

Reseni. Nejprve uréime, ze kladny kofen zadané rovnice lezi v intervalu (0, 1). To zjistime
napiiklad vykreslenim funkci fi(z) = e a fo(x) = 3 — 22 do jednoho obrazku.

Poté mtzeme zahajit vlastni vypocet. Postupné vypocitavané hodnoty ay, by, zr budeme
zapisovat do tabulky. Je vhodné si také zapisovat znaménka funkcénich hodnot funkce
f(z) = e® + x? — 3 v téchto bodech.

k| a b, T flag) | f(bx) | f(zx)
010 1 0.5 - i -
105 1 0,75 - ¥ -
210,75 1 0,875 - + +
310,75 0,875 0,8125 - + -

4 10,8125 0,875 0,84375 - + +
5 10,8125 0,84375 | 0,828125 - + -

6 | 0,828125 | 0,84375 | 0,8359375

Nyni miizeme vypocet ukondit, protoze bg — ag < 2 - 0,01. ReSeni rovnice e* + 22 —3 =0
s presnosti 0,01 je xg = 0, 84.

]

3.3.2 Metoda regula falsi

Princip metody regula falsi je velmi podobny jako u metody ptleni intervalu. Opét po-
stupné zuzujeme interval obsahujici feseni rovnice f(x) = 0. Tentokrat ale délicim bodem
neni polovina intervalu, nybrz prusec¢ik se¢ny vedené body [ax, f(ax)] a [bk, f(bx)] s osou
x — viz Obr. 3.6 nebo animace na Obr. 3.19.

Tento priise¢ik vypocitdme podle vzorce!

by, — ax

f(bx) — f(ax)

Z intervalt (ay,xy), (zg,br) pak vybereme ten, v jehoz krajnich bodech maji funkéni
hodnoty funkce f opacna znaménka.

Plati-li f(ax) - f(xx) < 0, polozime apy1 = ag,bpy1 = xg, plati-li f(bg) - f(xx) < 0,
polozime apy1 = g, bpr1 = bg. V piipadé, Ze f(zx) = 0, nasli jsem kofen rovnice a
vypocet ukoncime.

S (be) (3.2)

xk:bk—

Ve vypoctu pokracujeme tak dlouho, dokud nenarazime na kofen, nebo dokud neplati
|l’k — C(]k_1| < g,

kde € > 0 je predem dané ¢islo. Splnénim tohoto kritéria ale bohuzel neni zaruceno, ze
presna hodnota kofene ¢ se od jeho aproximace zj 1isi o méné nez €.

17Zkuste si ho sami odvodit za pouZiti podobnosti vhodnych trojthelnik!
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Obr. 3.6: Metoda regula falsi

Chceme-li se presvédéit, ze |z, — &| < €, mizeme vypocitat f(z, +¢) a f(zg — ). Plati-li
flzg) - flzp +€) < 0, resp. f(xy) - fzp —e) < 0, je jisté, Ze kofen & lezi v intervalu
(g, ) + €), resp. (xp — e, xy) , a tedy se od xp nemuze lisit o vice nez e.

V situaci, kdy se pohybujeme na intervalu, na kterém lezi pravé jedno feseni zadané
rovnice f(z) = 0, pfi¢emz na tomto intervalu je funkce f(z) spojita, metodou regula falsi
vzdy najdeme hledané feseni. Metoda byva rychlejsi nez metoda ptileni intervalu, avsak
existuji pripady, kdy je pomalejsi.

Priklad 3.8. Metodou regula falsi najdéte kladné feSeni rovnice
e’ +2°-3=0
s presnosti € = 0, 01.
Reseni. Mohli bychom vyjit z néjakého intervalu nalezeného metodou ptileni v pifkladu

3.7, ale pro srovnani obou metod za¢neme opét s intervalem (0, 1) . U metody regula falsi
budeme potifebovat i funkéni hodnoty v bodech ayg, by a i, nejen jejich znaménka.

k| a b | Tp f(ax) f(br) f(zr)

010 1 10,73576 | -2 0,71828 | -0,37159
1]0,73576 | 1 | 0,82585 | -0,37159 | 0,71828 | -0,03414
21082585 |1 | 0,83375 | -0,03414 | 0,71828 | -0,00291

Plati | zo — 21| < 0,01, proto vypocet ukon¢ime. Pfiblizné feSeni rovnice je z5 = 0, 83.
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Vsimnéte si rozdilu ve vysledcich prikladt 3.7 a 3.8, které maji stejné zadani. Protoze
presné Teseni dané rovnice nezname, nemuzeme s nasimi dosavadnimi znalostmi ani
tvrdit, jak moc se od n€j priblizna feseni v prikladech 3.7 a 3.8 lisi. Oba postupy feseni
jsou algoritmy, které jsou ukonceny vhodnou ukoncovaci podminkou — a vzdy je nutné
posoudit, zda splnéni této podminky zaruci, ze se vysledek numerického algoritmu od
presného feseni lisi nejvyse o ndmi pozadovanou hodnotu. Toto je nutné mit na pamétu
u vSech dalsich numerickych metod.

3.3.3 Neékolik poznamek

Jestlize pracujeme na intervalu, na kterém ma spojita funkce f(z) pravé jeden prisecik s osou
x, bude metoda pileni intervalu i metoda regula falsi konvergovat k hledanému feSeni.

Musime v8ak zvazit, na zékladé jakych skute¢nosti usuzujeme na to, ze dané rovnice f(x) =0
ma na intervalu I = (a,b) pravé jedno reSeni. Jestlize tak usuzujeme z podminky ve Vété 3.5, tj.
z faktu, ze f(a)- f(b) < 0, mohou nastat problémy. Z této podminky totiz plyne, Ze na intervalu
I lezi alespori jeden koren, nikoliv prdvé jeden. Pfi praktickém vypoctu se tak muze stat, Ze
rozhodovani na zakladé znamének funkénich hodnot nemusi byt vibec tak jednoznacné, jak by
se mohlo zdat z ptikladid 3.7 a 3.8.

Priklad 3.9. Najdéte feseni rovnice cos3z + § — 2 = 0, které lezi na intervalu (r, 27).

Reseni. Funkce f(z) = cos3z+ % —2 je na intervalu (m, 27) spojita. Plati, ze f(m) = —1,43 < 0
a f(2r) = 2,14 > 0, tj. podle Véty 3.5 na tomto intervalu lezi alespon jedno feSeni zadané
rovnice.

Pokud zvolime pro feSeni metodu pileni intervalt nebo regula falsi, budou obé konvergovat k
feseni x = 3,71.

Je to vSak prave to feSeni, které jsme chtéli? Uvedena rovnice ma totiz na tomto intervalu feseni
celkem t¥i. Podobné napf. na intervalu (0, 27) m4 rovnice celkem 5 feSeni. O

Kromé metody ptleni intervalu a metody regula falsi existuje cela fada dalsich numerickych
metod, které pracuji na podobném principu. Jednou z nich je napi. metoda secen.

3.4 Metody vychazejici z bodu

Nékteré numerické metody na hledani feseni nelinearni rovnice f(x) = 0 pracuji na poné-
kud odlisném principu. Opét predpokladame, Ze pracujeme s intervalem, na kterém lezi
pravé jeden prisecik spojité funkce f(x) s osou x. Nyni vSak nebudeme tento interval
zkracovat. Misto toho si v tomto intervalu podle néjakych pravidel vybereme jeden bod,
ze kterého se postupné budeme k hledanému feseni priblizovat. Metody, které si budeme
uvadét, budou takové, ze budou konvergovat jen v nékterych situacich — jen pro nékteré
funkce, nékteré intervaly a nékteré body.
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3.4.1 Newtonova metoda (metoda tecen)

Uz sam nazev metody Tika, ze budeme pracovat s tecnami ke grafu funkce f. Proto vsude
v této kapitole budeme predpokladat, ze funkce f ma na intervalu, na kterém budeme
pracovat, derivaci.

Newtonovu metodu miizeme popsat graficky takto:

Zvolime poc¢ateéni aproximaci kofene . Bodem [x¢, f(x)] vedeme te¢nu ke grafu funkce
f. Jeji prisecik s osou x ozna¢ime z;. Pak vedeme teénu bodem [xy, f(z1)], jeji prusecik s
osou x oznacime x atd. — viz Obr. 3.7 nebo animace na Obr. 3.20 (pro konkrétni hodnoty).

%2 /xl aco

Obr. 3.7: Newtonova metoda

Obr. 3.8: Newtonova metoda miize divergovat

Pritsecik teény v bodé [z, f(x))] s osou x vypocitame jako!

f($k)

Tky1 = Tk — f’(ffk)

Vypocet provadime tak dlouho, dokud neni splnéna podminka

|~Tk_xk—1| < €

17Zkuste si tento vzorec sami odvodit! Pokud si uvédomite, jaky je geometricky vyznam derivace funkce
v bodé€ a jak je definovana funkce tangens, je to snadné.
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Pfi splnéni této podminky vSak nemusi platit |zp — £| < . Kdybychom si chtéli byt
opravdu jisti, Ze se ) od Feseni £ 1isi o méné nez ¢, mohli bychom pouzit dale uvedeny
odhad 3.4, pfipadné vypocitat f(x) a f(zr£e) a pouzit postup popsany u metody regula
falsi.

Newtonovu metodu lze odvodit i pomoci Taylorova vzorce. Ukazeme nyni jak, protoze stejny postup
pozdéji zobecnime i pro soustavu rovnic.

Predpokladejme, ze zname k-tou aproximaci feseni xp. Pak mizeme psat

F&) = flar) + f'(k) (§ —ax) + R,
kde R je zbytek v Taylorové vzorci.
Zanedbame-li tento zbytek a uvédomime-li si ze f(£) = 0 (protoze & je feSenim rovnice f(x) = 0), miZeme
z predchozi rovnice priblizné vyjadfit feseni & jako
. f ()
fran)’

coZ je pravé 41 nalezené diive popsanym zptisobem.

2

7 Taylorova vzorce lze také odvodit odhady chyby k-té aproximace kotene ziskané Newtonovou metodou.
Maé-li funkce na intervalu I obsahujicim x i kofen £ druhou derivaci, plati

|§—a| < Trnl(xk_xkfl) (3.4)
E-ml £ g (€-mon), (35

kde My = max |f"(z)| a mq = min|f'(z)| pro z € I.

Newtonova metoda je z metod pro feSeni nelinearnich rovnice nejefektivnéjsi,
nemusi vSak konvergovat — viz obrazek 3.8.

7 obrazkt 3.7 a 3.8 plyne, Ze konvergence, resp. divergence, Newtonovy metody zavisi
nejen na volbé pocateéni aproximace xg ale i na chovani funkce v okoli xy, resp. na
intervalu, ve kterém lezi jak xq tak i hledané feSeni. Situace je zachycena v nasledujici
vete.

Véta 3.10. Necht je ddna rovnice f(x) =0 a interval I = (a,b), na némz lezi pravé
jedno vesent této rovnice. Necht jsou splnény ndsledujici podminky:

e funkce f(x) md na intervalu I spojitou proni a druhou derivaci f'(z) a f"(x),
e na intervalu I je f'(x) # 0 a soucasné f”(x) nemeéni znaménko.

Pak zvolime-li pocatecni aproximaci xo € I tak, Ze plati
o f(xo) - f"(20) >0,

Newtonova metoda bude konvergovat.
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Poznamka 3.11. Vyznam Véty 3.10 je patrny z obrazka 3.9 az 3.12. Na obréazku 3.13
je uvedena situace, kdy f” méni znaménko a podminka f(z¢) - f”(z9) > 0 konvergenci
metody v dané situaci nezarucuje.

a = x

Obr. 3.10: f(zg) > 0, f"(zo) >

Obr. 3.11: f(xo) <0, f"(z9) <0

Priklad 3.12. Newtonovou metodou najdéte zdporné feSeni rovnice
e+ —-3=0
s presnosti € = 0, 01.

Reseni. Odhadneme (napf. tak, Ze do jednoho obrazku nakreslime funkce fi(z) = e a
fo(x) = 3—1?), 7Ze hledané zaporné feseni lezi v intervalu (—2, —1) . Ovéfime, Ze na tomto
intervalu jsou splnény predpoklady Véty 3.10.

Vypocteme prvni a druhou derivaci funkce f(z) = e®* + 22 — 3 :

flx)y=e"+2x , f'(x)=€"+2
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Obr. 3.13: Samotna platnost podminky f(zg) - f”(x¢) > 0 konvergenci zarucit nemusi.

Na celém intervalu (—2,—1) je f'(z) < 0 a f”(x) > 0 (tzn. prvni derivace neni nikde
nulovd a druhd derivace zde neméni znaménko). Jak to pozndme? Rozmyslete si sami
zejména situaci pro f'(x).

Nyni z intervalu I vybereme pocate¢ni aproximaci xg tak, aby byla splnéna podminka
3.10. Protoze f(—2) =e2+1>0a f(-1)=e'—2 <0, zvolime 2y = —2.

Dalsi aproximace feSeni budeme pocitat pomoci iteracniho vztahu

f(xy) et + a7 — 3
T =T, — =, - —
k+1 k f/<xk:) ek + 214,
Dostaneme
g — -2
r1 = —1,70623
ro = —1,67752
ryg = —1,67723

Nyni mizeme vypocet zastavit, protoze |r3 — z3| < 0,01. VSimnéme si, ze t¥i kroky by
nam stacily i pro dosazeni pfesnosti 0,001. Newtonova metoda je obvykle velice rychla.

Ptiblizné feseni rovnice je x5 = —1,68 [

Jestlize xy nevybereme podle podminky z Véty 3.10, Newtonova metoda konvergovat
muize a nemusi. Promyslete si, co by se stalo, kdybyste si na obrazcich 3.9 — 3.12 zvolili
za pocatecni aproximaci opacny konec zobrazeného intervalu.
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Pii pouziti véty nejprve najdeme néjaky interval, o kterém vime, ze na ném lezi
pravé jedno FeSeni dané rovnice. Poté najdeme prvni a druhou derivaci funkce f(z) a
ovéfime, 7Ze na uvazovaném intervalu jsou derivace definovany a jsou na ném spojité.
Déle ovéfime, ze na tomto intervalu plati f'(z) # 0 a f”(z) neméni znaménko. Pokud
tomu tak neni, interval pripadné ztzime, aby vSechny podminky splnény byly. Z takto
upraveného intervalu pak vybereme néjaky bod z a ovéfime, ze plati f(zo)- f”(zo) > 0.

Praktické ovéfovani toho, Ze derivace na intervalu neni nulova, resp. neméni znaménko,
vsak miize byt pomérné komplikované. Castecné to bylo patrné jiz z Piikladu 3.12; v
dalsim prikladu se tento problém ponékud rozvine.

Priklad 3.13. Newtonovou metodou najdéte s presnosti € = 0,01 feseni rovnice e —
—(lnz)>-3=0.

Reseni. Lehce se ovéfi, Ze rovnice mé jedno kladné feseni. Bez vétsich obtizi zjistime,
Ze toto TeSeni je mensi nez cca 2. Mame tedy interval I = (0,2). Pokud bychom chtéli
pracovat s intervalem uzavienym z obou stran, mizeme volit napt. I = (0,01;2).

Jestlize f(z) = e” — (Inz)? — 3, pak f/(z) = e” — 22 g f"(z) = ¢* — % + 21T Jgk
nyni pozndme, zda na celém intervalu I plati f'(x) # 0, resp. Ze f"(x) neméni na I
znaménko? Pokud bychom chtéli najit body, ve kterych je prvni, resp. druhd, derivace

nulovd, znamenalo by to hledat Teseni dalsi nelinedrni rovnice!

Ukéze se, 7ze zatimco prvni derivace neni problematicka, v bodé cca 0, 9248 je f”(x) nulova
— pro mens$i hodnoty je hodnota druhé derivace zaporna, pro vétsi je kladna. Interval
tedy musime patfi¢né upravit. Jak, kdyZ resent zadané rovnice je cca 1,1018, a leZi tedy
relativné blizko ,problematickému® bodu? Interval mizeme upravit napt. na I = (1,2).
Z tohoto intervalu poté vybirame vhodny bod z , pro ktery plati f(xo) - f"(zo) > 0. O

Vzhledem k vySe uvedenym problémim se ¢asto v prazi (ne na zkousSce!) postupuje
tak, Ze se neménnost znamének derivaci na intervalu I neovéfuje. Tento postup je vSak
riskantni a mize vést k nespravnym zavértim. Jako cviceni si zkuste sami najit nejmensi
IR . z 1 _ . ve v « ;.

kladné feseni rovnice 2 cos § — = 0. Ignorujte pfitom predpoklady Véty 3.10 a vychazejte
z riznych pocatecnich aproximaci.

Pti strojovych vypoctech Newtonovou metodou se casto pripadna divergence osetiuje tak,
ze predem stanovime pocet krokd vypoctu. Je-li prekrocen, vypocet ukonc¢ime s tim, ze
pro tuto volbu metoda diverguje (i kdyz to samoziejmé nemusi byt pravda).

Poznamka 3.14. Newtonova metoda pro komplexni kofeny

Ulohu o hledéani feseni jedné nelinearni rovnice jsme formulovali pro situaci, kdy f(z) je realna funkce
jedné realné proménné. Pii odvozovani vySe uvedenych metod jsme vychazeli z obrazkt nebo situaci,
které predpokladaly, Zze hleddme realné feseni téchto rovnic.

Newtonovou metodou vSak mtzeme hledat i komplexni feSeni rovnice f(z) = 0, pficemz f mlze byt jak
realnd tak komplexni funkce komplexni proménné. Postupuje se plné stejné jako pii hledani realnych
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Obr. 3.14: Fraktal vznikly feSenim rov- Obr. 3.15: Fraktal vznikly fesenim rov-
nice 2% =1 nice z — e* =0

kofentl, jenom je potfeba poditat s komplexnimi ¢&isly. Zvlast pocatecni aproximaci zp je nutno zvolit
komplexni, chceme-li dojit ke komplexnimu FeSeni v situaci, kdy f je redlna funkce komplexni proménné.
Podminky, za kterych Newtonova metoda v komplexnim oboru konverguje, jsou uvedeny napt. v [?].

Vzhledem ke tvaru vzorce 3.3 je tieba pracovat s funkcemi, které maji na jisté oblasti derivaci. Zajisténi
platnosti této podminky vSak neni v komplexnim oboru ¢asto jednoduché.

Pro zajimavost se zminime o jednom aspektu Newtonovy metody v komplexnim oboru.

Resend rovnice f(z) = 0 miize mit vice kofenti. Na piiklad rovnice 24 —1 = 0 m4 ¢tyfi kofeny: 1, —1,5 a —j.
Ktery z nich pomoci Newtonovy metody najdeme, zalezi na zvolené pocatec¢ni aproximaci zg. Obarvime-li
v komplexni roviné vSechny body, z nichz dojdeme k prvnimu korenu, jednou barvou, vSechny body, z
nichz dojdeme k druhému kofenu, dalsi barvou atd., dostaneme velmi zajimavy obrazek - fraktal.

Jelikoz se ve vzorci 3.3 pouziva derivace funkce f(x) a my nyn{ uvazujeme x komplexni, musime vyuzit
znalosti o derivovani funkci v komplexnim oboru.

3.4.2 Metoda prosté iterace

Myslenka metody prosté iterace je jednoducha — jedna se o primou aplikaci Véty 2.13,
tj. véty o pevném bodu. V kapitole 2 jsme tuto vétu pouzivali pro teoretické zdivodnéni
pouzitelnosti Jacobiho metody. Zejména jsme vSak ukéazali, ze se jednd o velmi obecny
nastroj, ktery lze za vhodnych predpokladi (kontraktivni zobrazeni na tiplném metrickém
prostoru) pouzit v mnoha riznych situacich.

Jednou z nich bude i situace, kdy se budeme pohybovat na tplném metrickém prostoru
spojitych funkei.! ReSeni rovnice f(z) = 0 pfevedeme na feSeni rovnice z = g(z) a pro
vypocet posloupnosti postupnych aproximaci pouzijeme navod uvedeny ve Vété 2.13. Bu-
deme vSak muset nejprve ovérit, ze jsou splnény pozadavky kladené v této vété na zobra-

!Piikladem metriky na tomto prostoru je napf. ,bodové definovana vzdalenost funkci f(x) a g(z)“,
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zeni g(z). Pfi tom vSak nebudeme ovéfovat pfimo podminku kontraktivity, protoze by to
bylo obtizné, ale pouzijeme podminku, kterd se ovéfuje snadnéji a ze které kontraktivita
vyplyva.

Opét se budeme pohybovat na intervalu I, na kterém lezi pravé jedno feseni zadané
rovnice f(z) = 0, resp. rovnice = g(z), kterou z ni ziskdme.

Ptipomenme, ze Véta 2.13 1iké, ze za splneni urcitych predpokladi existuje na inter-
valu I pravé jedno feSeni rovnice x = g(x), které je limitou posloupnosti postupnych
aproximaci tvorené body

Trr1 = g(zk), (3.6)

pricemz pocatecni aproximaci miizeme z intervalu I volit libovolné.

Jestlize se zamérime na Uplny metricky prostor spojitych funkci, pak tyto predpoklady,
tj. pozadavky kladené na chovani funkce ¢g(z) intervalu 7, jsou shrnuty v nasledujici vété.

Véta 3.15. Necht funkce g zobrazuje interval (a,b) do sebe a md na tomto intervalu
derivaci. JestliZe ezistuje c¢islo a € (0,1) tak, Ze

|d(z)| <a Ve ab), (3.7)

pak v intervalu (a,b) existuje pevny bod & funkce g a posloupnost postupnijch apro-
ximact ziskand predpisem 3.6 k nému konverguje pro libovolnou pocdatecni aprorimaci
zo € (a,b).
Ddle plati

«

|z, — ¢ < 1_a|Ik—$k—1| (3.8)
o

|z — €] < | 21 — 2o (3.9)

l—«

Odhad 3.8 Ize pouzit pfi rozhodovani o zastaveni itera¢niho procesu. Protoze vSak ovéfeni podminky 3.7
a nalezeni a muze byt obtizné, jako kritérium pro zastaveni vypoctu se opét spise pouzivd podminka

|117k—33k—1| <e

(ktera ovSem opét nezarucuje, ze |z — &| < €).

Méme-li pouziti metody prosté iterace zalgoritmizovat, je ovéfeni podminek konvergence problematické.
Proto je (podobné jako napf. u Newtonovy metody) vhodné stanovit maximalni pocet krokt a je-li
prekrocen, vypocet ukoncit. Pak je potfeba zvolit jinou itera¢ni funkci nebo jinou metodu.

tj.
d(f,g9) = max | f(z) - g(z)|.

z€(a,b)

pro kazdé = € I, kde I = (a,b) je interval, na kterém jsou obé funkce f(x), g(x) spojité.
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Uziti metody si ukdzeme na TeSeni rovnice z prikladu 3.12.

Priklad 3.16. Metodou prosté iterace najdéte zaporny kofen rovnice
e +2°-3=0
s presnosti € = 0, 01.

ReSeni. Vime, 7e kofen lezi v intervalu (—2, —1). Budeme hledat vhodnou itera¢ni funkci
g. Jedna moznost, jak ze zadané rovnice vyjadrit z, je

?=3-¢" = z=43—e¢"
Protoze hledame zaporny koten, je
g(r) = —v3—e

Ovéfime, je-li splnéna podminka 3.7. K tomu je potfeba funkci g zderivovat. Dostaneme

633

0= e

Nyni budeme hledat maximum |¢'(z)| na intervalu (—2,—1). Na tomto intervalu je
/ _ e’ : Z . e*(6—e”) . .

ld'(z)] = 375= Derivace této funkce je o)t To je funkce na intervalu (—2, —1)

kladné, tedy |¢'(z)| je na tomto intervalu rostouci a svého maxima nabyvd v pravém

krajnim bodé tohoto intervalu. Hodnota maxima je |¢/(—=1)| = ——— < 0,12 < 1. To

7’ v 4 . v 2 3_671 -
znamena, ze podminka 3.7 je splnéna.

Jesté bychom méli ovérit, ze funkce g zobrazuje interval (—2, —1) do sebe. Protoze je na
tomto intervalu ¢'(x) > 0, je funkce g rostouci a staci ovétit, Ze hodnoty ¢ v krajnich
bodech intervalu do tohoto intervalu patfi. (Kdyby ¢ nebyla monotonni, museli bychom
hledat jeji maximum a minimum na zkoumaném intervalu — jen dosadit krajni body by
nestacilo.)

Protoze g(—2) = —1,69 € (—=2,—1) a g(—1) = —1,62 € (—2,—1), funkce g zobrazuje
zkoumany interval do sebe.

Konvergence iteracniho procesu je tedy zarucena. Muzeme zvolit napt. xg = —2. Dalsi
aproximace pak budeme pocitat podle predpisu

Tra = gla) = —V3— e
Dostaneme

To = —2

—V3 — "2 = —1,69253

9 /3 — 169253 = 1 67808
r3 = —/3— e L6T08 = _1 67728

T
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Nyni miZzeme vypocet zastavit, protoze |z3 — x2| < 0,01. PfibliZné feSeni rovnice je
T3 = —1, 68.

Itera¢ni metoda v tomto pripadé konverguje docela rychle, protoze hodnota a = 0,12 je mald. Obecné
plati, Ze ¢im je derivace funkce g v absolutni hodnoté v okoli pevného bodu mensi, tim rychleji metoda

prosté iterace konverguje. ]

7 tohoto prikladu je vidét, Ze zatimco vlastni vypocet postupnych aproximaci podle
vzorce 3.6 je jednoduchy (jednd se jen o vypocty funkénich hodnot), sloZité je ovéfovani
splnéni podminek konvergence.

T2 X1 ZTo

Obr. 3.16: Metoda prosté iterace

Y
Glag) oo oo 5
y=g(z)
Yy==x
gl o
glao) e :
/ JI(I) ;?1 .7;2 l‘ig

Obr. 3.17: Metoda prosté iterace mize divergovat

Navic musime vzit v tvahu, ze pfevod rovnice f(z) = 0 na tvar x = g(z) nemusi byt
jednoznac¢ny. Mohou se také vyskytnout dalsi problémy vyplyvajici z pozadavku vyjadrit
neznamou x.
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Priklad 3.17. Metodou prosté iterace najdéte libovolné FeSeni rovnice e*+3 sin x—2 = 0.

Reseni. Prevod na tvar x = g(r) mizZeme provést napf. osamostatnénim ¢lenu e” nebo
¢lenu 3sinz. V prvnim piipadé dostavame e* = 2 — 3sinz, tj. po zlogaritmovani © =
= In (2 — 3sinz). Ve druhém piipadé dostavame 3sinz = 2 — e”, tj. po Gpravé =z =

= arcsin (2 — ze”).

Zatimco definiénim oborem funkce f(z) jsou vSechna redlné ¢isla, pro definiéni obory
funkei g(x) — at v prvni nebo druhém piipadé — to neplati! Pomoci téchto itera¢nich
tvari z = g(z) tedy rozhodné nemiZeme najit libovolné feseni, ale jen nékterd z nich.
Je pfitom zifejmé, Zze zadanéd rovnice ma nekoneéné mnoho zapornych Feseni (sami si
rozmyslete procl). ]

Poznamka 3.18. Jedna z moznosti, jak libovolnou rovnici f(x) = 0 pfevést na tvar x = g(x), je vydélit
rovnici f(z) = 0 derivaci funkce f (samoziejmé, pokud na celém uvazovaném intervalu existuje a pokud
je v8ude na tomto intervalu nenulovd), pak rovnici vyndsobit —1 a nakonec na obé strany priéist x.
Dostaneme

f(z)

fa)’
tj. vztah, ktery by nam mél byt povédomy. Newtonova metoda uvedena v kapitole 3.4.1 je tedy specialnim
(a obvykle nejvhodnéjsim) pfipadem metody prosté iterace.

r =T —

3.4.3 Sirsi souvislosti

Zavérem této kapitoly si ukazme jeden ,narocnéjsi“ pripad. Nez si prectete jeho Teseni,
zkuste si rozmyslet, jak byste pii jeho feseni postupovali vy. Soucasné si v§imejte, jak se
béhem teseni tohoto pfikladu prolinaji stfedoskolské poznatky, poznatky z predmétt 1.
rocniku a z numerickych metod.

Priklad 3.19. Je dana rovnice [ln (tg V3 — x)} cos § = 0. Sefadme absolutni hodnoty
vsech jejich feseni podle velikosti od nejmensiho k nejvétsimu do posloupnosti xg, x1, 22 . . ..
Potiebujeme najit x;. Pokud budete postupovat numericky, zvolte si Newtonovu metodu
nebo metodu prosté iterace. Pred jejim pouzitim ovéite vSsechny podminky konvergence.
Pracujte s presnosti ¢ = 0,01 a vypocet ukoncete, pokud se nésledujici dvé aproximace
lis1 0 méné nez €. Podle potfeby vyuzivejte matematicky software.

Reseni. Maple, piip. Wolfram Alpha nebo MATLAB ohlasi dva vysledky: 3 — 7{—; a 2m;
napt. Maple toto ohlasi po zadani piikazu solve(log(tan(sqrt(3-x)))*cos(x/4),x).
Po vykresleni funkce na nékolika riznych intervalech vsak vidime, ze vysledki je rozhodné
vice (coZ ostatné napovi i intuice, protoze v zadani se vyskytuji dvé goniometrické funkce).
Software tedy tika, ze vysledky mame chapat s jistou periodou, ale nefika s jakou. Poté,
co napi. v Maple dohledame existenci parametru _EnvAllSolutions a nastavime jeho
hodnotu na true, ziskdme vypis feSeni ve tvaru

1 1
3— 1—67r2 — 5772_21 ~ —m?_ 71~ 21 —4n_Bl ~ +871_72 ~
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Tézko posoudit, zda je primérny uzivatel Maple moudfejsi, nicméné odpovédét na zada-
nou otazku asi stale neumi.

Jestlize pouzijeme pocitacovy program k vykresleni funkce na vhodném intervalu ob-
sahujicim pocatek soustavy soutradnic, pak zjistime, ze hledané feseni lezi v intervalu
(—15,—10). Pokud bychom chtéli pouzit Newtonovu metodu, musime ur¢it prvni a dru-
hou derivaci funkce f(z) = In[(tgv/3 —z)] cosZ a najit interval I = (a,b), na kterém
soucasné plati:

- funkce f(x) ma na I pravé jedno feSeni (coZ ovéfime napft. tak, ze f(x) je na [
spojita a soucasné f(a) - f(b) <0,

- f'(x) na celém I existuje, je na ném spojita a rizna od nuly,

- f"(x) na celém I existuje, je na ném spojita a neméni znaménko.

Poté z takového intervalu I vybereme takovy bod zg, Ze f”(xg) - f(x¢) > 0, budeme moci
pouzit Newtonovu metodu s poc¢atecni aproximaci .

Ptislusné derivace vypadaji velmi ,,08klivé“, nicméné mizeme je urcit strojové. Po vykres-
leni vSech potiebnych funkci do jednoho obrazku zjistime, ze pfiblizny vysledek je sice
x = —12,4, ale vyhovét kritériim konvergence vlastné nemizeme. Sami si do jednoho ob-
razku vykreslete na vhodném intervalu funkci a jeji pruni a druhou derivaci, abyste vidéli,
proc¢ tomu tak je!

Mizeme vsak uvazovat i jinak. Ziejmé [ln (tg V3 —:1:)] cosi = 0 pravé tehdy, kdyz
In (tg V3 — :B) = 0 nebo cos 7 = 0. Ale In (tg V3 — :U) = 0 pravé tehdy, kdyz tg+/3 — x =
=1,acosi = 0 pro z = 27 + 4k7, kde k € Z. OvSem z tg+/3 — z = 1 dostavame, Ze

V3= = +kr, kde k € Z. Tedy méme, 7e v = 3 — (T — km)?, tj. v = 3 — = — br —

— k?72, kde k € Z. OvSem ne vsechny takové hodnoty lezi v defini¢nim oboru funkce
f(z) = [In (tgv/3—z)] cos 2.
A nyni uz zname skuteény vyznam toho, co se nam snazil sdélit Maple. .. Odpovéd na

zadanou otazku je tedy x; = 3 — %71‘2 = 12,421257.

Pokud bychom trvali na pouziti numerickych metod, pak mtizeme numericky hledat feseni
rovnice tg+/3 —x = 1. Zde ovSem narazime na problémy pfi ovéfovani podminek kon-
vergence Newtonovy metody, protoZe bez vyuziti softwaru je i toto ovéfovani (v nasem
piipadé ovSem jen pro druhou derivaci!) velmi sloZité. Nemusime ovSem nutné vyuZivat
Newtonovu metodu. Jestlize budeme chtit pouzit napf. metodu prosté iterace, narazime
ovsem na problém, jak urcit vhodny iteracni tvar a jak ovétrit podminky konvergence
(v pfipadé, Ze budeme hledat FeSeni rovnice [ln (tg V3 — x)] cos§ = 0) nebo naopak
zjistime, Ze vlastné vyuzivat tuto metodu ani nelze (pokud budeme hledat iteracni tvar
rovnice tg+/3 — x = 1). Tedy mtzeme pouzit napf. metodu puleni intervalti nebo regula
falsi, ovSem s védomim, Ze budeme muset mnohokrat dosazovat do ,komplikované“ funkce
a provést pravdépodobné podstatné vice kroki nez u Newtonovy metody. Nastane pro-
blém se zaokrouhlovanim? Mizeme ovSem také zkusit ,riskovat” a podminky konvergence
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neovetovat. Zkuste si sami pro nékolik pocdtecnich aprorimact, zda vibec a k jakému re-
sent bude posloupnost postupnych aprorimact pri pouziti Newtonovy metody nebo metody
prosté iterace konvergovat. O]

3.5 ResSeni pomoci Matlabu

Pted tim, nez se rozhodneme hledat feseni jedné nelineani rovnice pomoci MATLABu, si
musime uvédomit, ze zakladnim pozadavkem numerickych metod, které jsme si uvadeéli,
je, Ze hleddme FeSeni rovnice f(z) = 0 na intervalu (a, b), na kterém je funkce f(z) spojité.
Jak ale tento fakt prakticky ovéfime? Spojitost na intervalu je definovana jako spojitost
v kazdém bodé tohoto intervalu, tj. v nekone¢né mnoha bodech — strojové (prochézenim
intervalu bod po bodu) tedy spojitost na intervalu ovétit nelze!

V obecném ptipad€ se pro hledani feseni nelinearnich rovnic pouziva zejména piikaz
fzero, jehoZ vstupem je uZzivatelsky definovani funkce. ReSeni se hled4 pomoci algo-
ritmu, ktery kombinuje mj. metodu ptleni intervalti a metodu secen, a to na intervalu
(a,b), o kterém se predpokladd, Ze je na ném funkce f(z) spojitéd. Piikaz je soucésti
specializovaného baliku Optimization Toolbox.

Pro specialni piipad, kdy f(z) je polynom, lze vyuzit pfikaz roots, ktery kofeny polynomu
urcuje pomoci vlastnich ¢isel jisté specidlni matice (a to opét numericky).

Funkci f(z) lze zadat pomoci postupu popsaného pod (v rtznych verzich rizné umisté-
nym a pojmenovanym, typicky vSak) heslem népovédy User Guide > Mathematics >
Function Handles. Lze také vyuzit moznosti symbolickych proménnych v nadstavbovém
baliku Symbolic Math (a zde pfikazu sym), pFip. pracovat s polynomem jako vektorem
koeficient.

V pfipadé, Ze chceme funkce vykreslovat, je mozné pouzit piikaz plot, resp. piikazy
a postupy uvedené pod (v rtznych verzich rtizné umisténym a pojmenovanym, typicky
v8ak) heslem népovédy Getting Started > Graphics, resp. User Guide > Graphics,

resp. Functions > Graphics. Vhodnéjsi je vSak pouzit pfimo vestavény graficky nastroj
optimtool.

U pripadného derivovani (pfikazem diff) je tfeba postupovat velmi opatrné a védét, co
je vstupem piikazu, protoZe jeho aplikaci miZeme ziskat bud diferenci, resp. pribliznou
derivaci (je-li vstupem vektor), nebo vyraz (je-li vstupem symbolicky vyraz).

3.6 Cviceni

Maplety

Priklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce ptrikladi. Pomoci na-
sledujicich mapleti si muzete usnadnit nékteré diléi vypocty, nebo zkontrolovat jejich
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spravnost.

1. Vypocet funkénich hodnot
2. Grafy nékterych elementarnich funkei
3. Grafy funkci

Spustitelné aplikace prostredi Matlab

Pred spusténim téchto souborti je nutné nainstalovat MATLAB Compiler Runtime ve
verzi R2013a, 32-bit pro Windows (400 MB). Podrobné informace o MATLAB Compiler
Runtime ziskate v napovédé na webu firmy Mathworks. Nezapominejte, ze tyto aplikace
nemohou (a ani to nedélaji!) postihnout vSechny nuance probirané latky!

1. Numerické metody feSeni jedné nelinearni rovnice

3.7 Animace

Na nésledujicich animacich jsou znézornény postupy nékterych numerickych metod stu-
dovanych v této kapitole.

Animace ovlddadte tlacitky pod obrdzkem. Kvalita animaci je dana skutecnosti, Ze se jednd
o bitmapové obrazky exportované ze softwaru Maple a ndsledne vklddané do textu v jiné
velikosti. Animace se nachdzeji vZdy na samostatné strance.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/funkcniHodnoty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/KresleniElemFci.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/KresleniGrafu.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://www.mathworks.com/products/compiler/mcr/index.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/Nelinearni_rovnice.exe
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Obr. 3.18: Pileni intervalii (animace)
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Deolime interval, na kterém buderme hledat fegeni

K< > ] [+

Obr. 3.19: Regula falsi (animace)
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x1 = 3062233836
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Obr. 3.20: Newtonova metoda (animace)
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4  Numerické reseni
soustavy nelinearnich rovnic

Formulace problému

Najdéte reseni soustavy n nelinearnich rovnic o n neznamych. Pritom nelinearni rovnici rozu-
mime rovnici, jejiz reseni jsme hledali v kapitole 3.

Pruvodce studiem

S pozadavkem najit feSeni soustavy nelinearnich rovnic jste se na stfedni skole setkali v
tom nejjednodussim mozném tvaru — pii hledani priseciku primky a kuzelosecky.

V této kapitole navazeme na kapitolu 3 a ukézeme, jak lze pouziti Newtonovy metody a
metody prosté iterace rozsitit i na hledani feseni soustavy nelinearnich rovnic v obecném
pripadé.

4.1 Motivace a zakladni pojmy

Oznacdeni

Pokud budeme hovorit o soustavé n nelinedrnich rovnic o n neznamych x1, xs, . .., x,, budeme
pouZivat tyto dva zplisoby zapisu.

o ,Dlouhy” zpis

fl(l'l, .. .Cljn) =
fQ(ZL’l, .. [En) =

fn(fﬁl, .. .xn) = O
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e Vektorovy zdpis F(x) = o, kde F = (fy,..., fu)", x = (z1,...,7,)7 je vektor nezna-
mych a o je nulovy vektor.

4.1.1 Priklady realnych zadani a geometricka interpretace

V inzenyrské praxi se mnoho technickych tloh fesi pomoci funkci komplexni proménné,
tj. funkci f : Z — 7Z. Jestlize budeme pracovat s komplexnimi ¢isly v algebraickém tvaru,
tj. jestlize z = x + jy, x,y € R, pak pozadavek najit z takové, ze f(z) = konst., znamena
Fesit soustavu dvou rovnic o dvou neznamych = a y. Je-li rovnice f(z) = konst. nelinearni,
pak ziskdme také soustavu nelinarnich rovnic. V poznamce 3.14 jsme sice uvedli, Ze rovnici
f(2) = konst. je mozné fesit Newtonovou metodou — to vSak plati jen v situaci, kdy funkeci
lze na oblasti, ktera nas zajima, zderivovat. Pokud tomu tak neni, musime pracovat jinym
zpusobem — napft. takovym, jaky si ukdzeme v této kapitole.

Priklad 4.1. Je déana funkce f(z) = e + jRz — |2|Sz. Zjistéte, pro kterda z plati, ze
F@)=F aagf(z) =%

ReSeni. Ze zadani vyplyva, Ze mame najit feSeni rovnice e + jRz — |2|Sz = 1 + j.
Rozepsanim ziskame soustavu

ecosy +yv/x2+y? = 1

e“siny+x = 1

To je soustava dvou nelinearnich rovnic o dvou neznamych.

]

V ptipadé, ze hledame Teseni dvou rovnic o dvou neznamych, hledame vlastné priseciky
dvou kfivek v roviné danych implicitné rovnicemi fi(x,y) = 0 a fa(x,y) = 0 —viz Obr. 4.1.
V pripadeé soustavy tfi nelinearnich rovnic o tfech neznamych hledame spolec¢né body tii
ploch v trojdimenziondlnim prostoru — viz Obr. 4.2, kde je znédzornéna soustava

ZE2 y2 2
—+ =4+ —=—-5 =0
Tto+
12 y2
4L 49, —
4—|—6+z 0
I’2 y2 22
—— =4+ —=—=-5 =0
4 4+9

Poznamka 4.2. Pokud budeme pracovat napt. s periodickymi funkcemi, bude odpovidajici obrazek
vyrazné méné prehledny — viz Obr. 4.3. P¥i praci v komplexnim oboru nezapominejme, ze periodické jsou
kromé goniometrickych funkci také napiiklad funkce w = e* nebo w = Inz. Zkuste si sami za pouziti
softwaru Maple nebo MATLAB do jednoho obrazku vykreslit kiivky z Prikladu 4.1. Pfed tim si ovSem
projdéte Piiklad 1.8 na str. 18.
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fl (X=Y)=O fz(X,Y)=O

Obr. 4.1: Graficky vyznam feseni soustavy dvou nelinearnich rovnic

Na zacatku kapitoly 3 jsme ukazali, Ze pozadavek na hledani feSeni jedné nelinearni rov-
nice vyplyva mj. z pozadavku hledat lokalni extrémy funkci y = f(z), protoze fesime
tlohu f’(z) = 0. Jestlize misto funkce jedné promeénné budeme pracovat s funkcemi vice
promeénnych, povede totozny pozadavek na Teseni soustavy nelinearnich rovnic, protoze
budeme hledat body, ve kterych jsou nulové parcidlni derivace podle kazdé z proménnych.

4.2 Odhad polohy reSeni a pocatecni aproximace

V pripadé feseni jedné nelinearni rovnice jsme museli pred spusténim dané numerické
metody znat interval, na kterém hledané feseni lezi. Poté jsme ovérili, zda jsou na tomto
intervalu splnény podminky, za kterych bude dana numericka metoda konvergovat. Az po
tomto ovéreni jsme si mohli byt jisti, Ze hledané feSeni skutec¢né najdeme. Vybrali jsme si
vhodnou numerickou metodu a spustili jeji algoritmus.

U hledani teseni soustav nelinearnich rovnic je situace podobnd, ovSem s tim, ze jak
nalezeni odhadu polohy feseni, tak potvrzeni konvergence dané metody, jsou velmi obtizné
ukoly. Jistou predstavu o slozitosti tohoto tikolu poskytuje Obr. 4.3.

Jestlize hledame feseni soustavy dvou nelinedrnich rovnic o dvou nezndmych, mizeme
polohu feseni odhadnout na zakladé vykresleni grafti prislusnych funkci. V piipadé vétsich
soustav vsak miizeme vychézet prakticky jiz jen ze zkuSenosti nebo z kontextu zadani,
kdy napt. vime, jakého rozpéti hodnot mohou prislusné nezndmé nabyvat.

V této kapitole se budeme vénovat rozsiteni Newtonovy metody a rozsireni metody prosté
iterace na hledani feseni soustav nelinearnich rovnic. Podobné jako pro pripad jedné rov-
nice, budeme i nyni z jisté oblasti vybirat startovaci bod algoritmu (poc¢atecni aproximaci)
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Obr. 4.2: Graficky vyznam feseni soustavy t¥i nelinearnich rovnic (3d objekt)

a hledat dalsi ¢leny posloupnosti postupnych aproximaci. V pripadé soustav linearnich
rovnic bude aproximaci vzdy vektor, jehoz slozkami budou pfislusné neznamé. Pro ptripad
soustavy dvou rovnic o dvou neznamych (kterou lze nazorné interpretovat jako hledéni
pruseciku dvou kiivek v rovin€) bude poc¢atecni a kazdou dalsi aproximaci bod v roving,
resp. vektor, jehoz slozkami budou z—ova a y—ova souradnice tohoto bodu.

Priklad 4.3. Urcete oblast, na které lezi feSeni soustavy rovnic

422 +y*—6y = 6
4o — 3204+ 9y° — 72y = —64

Reseni. Pokud rovnice upravime (postupem znamym ze stfedni gkoly), zjistime, Ze za-



////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Alexander Grahn
//
// 3Dmenu.js
//
// version 20120912
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript used by media9.sty
//
// Extended functionality of the (right click) context menu of 3D annotations.
//
//  1.) Adds the following items to the 3D context menu:
//
//   * `Generate Default View'
//
//      Finds good default camera settings, returned as options for use with
//      the \includemedia command.
//
//   * `Get Current View'
//
//      Determines camera, cross section and part settings of the current view,
//      returned as `VIEW' section that can be copied into a views file of
//      additional views. The views file is inserted using the `3Dviews' option
//      of \includemedia.
//
//   * `Cross Section'
//
//      Toggle switch to add or remove a cross section into or from the current
//      view. The cross section can be moved in the x, y, z directions using x,
//      y, z and X, Y, Z keys on the keyboard and be tilted against and spun
//      around the upright Z axis using the Up/Down and Left/Right arrow keys.
//
//  2.) Enables manipulation of position and orientation of indiviual parts in
//      the 3D scene. Parts which have been selected with the mouse can be
//      moved around and rotated like the cross section as described above, as
//      well as scaled using the s and S keys.
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License, either version 1.3
// of this license or (at your option) any later version.
// The latest version of this license is in
//   http://www.latex-project.org/lppl.txt
// and version 1.3 or later is part of all distributions of LaTeX
// version 2005/12/01 or later.
//
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
//
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
// The code borrows heavily from Bernd Gaertners `Miniball' software,
// originally written in C++, for computing the smallest enclosing ball of a
// set of points; see: http://www.inf.ethz.ch/personal/gaertner/miniball.html
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//host.console.show();

//constructor for doubly linked list
function List(){
  this.first_node=null;
  this.last_node=new Node(undefined);
}
List.prototype.push_back=function(x){
  var new_node=new Node(x);
  if(this.first_node==null){
    this.first_node=new_node;
    new_node.prev=null;
  }else{
    new_node.prev=this.last_node.prev;
    new_node.prev.next=new_node;
  }
  new_node.next=this.last_node;
  this.last_node.prev=new_node;
};
List.prototype.move_to_front=function(it){
  var node=it.get();
  if(node.next!=null && node.prev!=null){
    node.next.prev=node.prev;
    node.prev.next=node.next;
    node.prev=null;
    node.next=this.first_node;
    this.first_node.prev=node;
    this.first_node=node;
  }
};
List.prototype.begin=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.first_node;
  return(i);
};
List.prototype.end=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.last_node;
  return(i);
};
function Iterator(it){
  if( it!=undefined ){
    this.target=it.target;
  }else {
    this.target=null;
  }
}
Iterator.prototype.set=function(it){this.target=it.target;};
Iterator.prototype.get=function(){return(this.target);};
Iterator.prototype.deref=function(){return(this.target.data);};
Iterator.prototype.incr=function(){
  if(this.target.next!=null) this.target=this.target.next;
};
//constructor for node objects that populate the linked list
function Node(x){
  this.prev=null;
  this.next=null;
  this.data=x;
}
function sqr(r){return(r*r);}//helper function

//Miniball algorithm by B. Gaertner
function Basis(){
  this.m=0;
  this.q0=new Array(3);
  this.z=new Array(4);
  this.f=new Array(4);
  this.v=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.a=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.c=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.sqr_r=new Array(4);
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=0;
  this.reset();
}
Basis.prototype.center=function(){return(this.current_c);};
Basis.prototype.size=function(){return(this.m);};
Basis.prototype.pop=function(){--this.m;};
Basis.prototype.excess=function(p){
  var e=-this.current_sqr_r;
  for(var k=0;k<3;++k){
    e+=sqr(p[k]-this.current_c[k]);
  }
  return(e);
};
Basis.prototype.reset=function(){
  this.m=0;
  for(var j=0;j<3;++j){
    this.c[0][j]=0;
  }
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=-1;
};
Basis.prototype.push=function(p){
  var i, j;
  var eps=1e-32;
  if(this.m==0){
    for(i=0;i<3;++i){
      this.q0[i]=p[i];
    }
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[0][i]=this.q0[i];
    }
    this.sqr_r[0]=0;
  }else {
    for(i=0;i<3;++i){
      this.v[this.m][i]=p[i]-this.q0[i];
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      this.a[this.m][i]=0;
      for(j=0;j<3;++j){
        this.a[this.m][i]+=this.v[i][j]*this.v[this.m][j];
      }
      this.a[this.m][i]*=(2/this.z[i]);
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      for(j=0;j<3;++j){
        this.v[this.m][j]-=this.a[this.m][i]*this.v[i][j];
      }
    }
    this.z[this.m]=0;
    for(j=0;j<3;++j){
      this.z[this.m]+=sqr(this.v[this.m][j]);
    }
    this.z[this.m]*=2;
    if(this.z[this.m]<eps*this.current_sqr_r) return(false);
    var e=-this.sqr_r[this.m-1];
    for(i=0;i<3;++i){
      e+=sqr(p[i]-this.c[this.m-1][i]);
    }
    this.f[this.m]=e/this.z[this.m];
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[this.m][i]=this.c[this.m-1][i]+this.f[this.m]*this.v[this.m][i];
    }
    this.sqr_r[this.m]=this.sqr_r[this.m-1]+e*this.f[this.m]/2;
  }
  this.current_c=this.c[this.m];
  this.current_sqr_r=this.sqr_r[this.m];
  ++this.m;
  return(true);
};
function Miniball(){
  this.L=new List();
  this.B=new Basis();
  this.support_end=new Iterator();
}
Miniball.prototype.mtf_mb=function(it){
  var i=new Iterator(it);
  this.support_end.set(this.L.begin());
  if((this.B.size())==4) return;
  for(var k=new Iterator(this.L.begin());k.get()!=i.get();){
    var j=new Iterator(k);
    k.incr();
    if(this.B.excess(j.deref()) > 0){
      if(this.B.push(j.deref())){
        this.mtf_mb(j);
        this.B.pop();
        if(this.support_end.get()==j.get())
          this.support_end.incr();
        this.L.move_to_front(j);
      }
    }
  }
};
Miniball.prototype.check_in=function(b){
  this.L.push_back(b);
};
Miniball.prototype.build=function(){
  this.B.reset();
  this.support_end.set(this.L.begin());
  this.mtf_mb(this.L.end());
};
Miniball.prototype.center=function(){
  return(this.B.center());
};
Miniball.prototype.radius=function(){
  return(Math.sqrt(this.B.current_sqr_r));
};

//functions called by menu items
function calc3Dopts () {
  //create Miniball object
  var mb=new Miniball();
  //auxiliary vector
  var corner=new Vector3();
  //iterate over all visible mesh nodes in the scene
  for(i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    if(!mesh.visible) continue;
    //local to parent transformation matrix
    var trans=mesh.transform;
    //build local to world transformation matrix by recursively
    //multiplying the parent's transf. matrix on the right
    var parent=mesh.parent;
    while(parent.transform){
      trans=trans.multiply(parent.transform);
      parent=parent.parent;
    }
    //get the bbox of the mesh (local coordinates)
    var bbox=mesh.computeBoundingBox();
    //transform the local bounding box corner coordinates to
    //world coordinates for bounding sphere determination
    //BBox.min
    corner.set(bbox.min);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //BBox.max
    corner.set(bbox.max);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //remaining six BBox corners
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
  }
  //compute the smallest enclosing bounding sphere
  mb.build();
  //
  //current camera settings
  //
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var res=''; //initialize result string
  //aperture angle of the virtual camera (perspective projection) *or*
  //orthographic scale (orthographic projection)
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov*180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('\n3Daac=%s,', aac);
  }else{
      camera.viewPlaneSize=2.*mb.radius();
      res+=host.util.printf('\n3Dortho=%s,', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  //camera roll
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('\n3Droll=%s,',roll);
  //target to camera vector
  var c2c=new Vector3();
  c2c.set(camera.position);
  c2c.subtractInPlace(camera.targetPosition);
  c2c.normalize();
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('\n3Dc2c=%s %s %s,', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  //
  //new camera settings
  //
  //bounding sphere centre --> new camera target
  var coo=new Vector3();
  coo.set((mb.center())[0], (mb.center())[1], (mb.center())[2]);
  if(coo.length)
    res+=host.util.printf('\n3Dcoo=%s %s %s,', coo.x, coo.y, coo.z);
  //radius of orbit
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var roo=mb.radius()/ Math.sin(aac * Math.PI/ 360.);
  }else{
    //orthographic projection
    var roo=mb.radius();
  }
  res+=host.util.printf('\n3Droo=%s,', roo);
  //update camera settings in the viewer
  var currol=camera.roll;
  camera.targetPosition.set(coo);
  camera.position.set(coo.add(c2c.scale(roo)));
  camera.roll=currol;
  //determine background colour
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('\n3Dbg=%s %s %s,', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  //determine lighting scheme
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+=host.util.printf('\n3Dlights=%s,', curlights);
  //determine global render mode
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      currender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      currender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      currender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      currender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      currender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      currender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      currender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      currender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      currender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      currender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      currender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      currender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      currender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      currender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(currender!='Solid')
    res+=host.util.printf('\n3Drender=%s,', currender);
  //write result string to the console
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Copy and paste the following text to the\n'+
    '%% option list of \\includemedia!\n%%' + res + '\n');
}

function get3Dview () {
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var coo=camera.targetPosition;
  var c2c=camera.position.subtract(coo);
  var roo=c2c.length;
  c2c.normalize();
  var res='VIEW%=insert optional name here\n';
  if(!(coo.x==0 && coo.y==0 && coo.z==0))
    res+=host.util.printf('  COO=%s %s %s\n', coo.x, coo.y, coo.z);
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('  C2C=%s %s %s\n', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  if(roo > 1e-9)
    res+=host.util.printf('  ROO=%s\n', roo);
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('  ROLL=%s\n', roll);
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov * 180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('  AAC=%s\n', aac);
  }else{
    if(host.util.printf('%.4f', camera.viewPlaneSize)!=1)
      res+=host.util.printf('  ORTHO=%s\n', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('  BGCOLOR=%s %s %s\n', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+='  LIGHTS='+curlights+'\n';
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      defaultrender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      defaultrender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      defaultrender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      defaultrender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      defaultrender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      defaultrender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      defaultrender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      defaultrender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      defaultrender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      defaultrender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      defaultrender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      defaultrender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      defaultrender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(defaultrender!='Solid')
    res+='  RENDERMODE='+defaultrender+'\n';
  for(var i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    var meshUTFName = '';
    for (var j=0; j<mesh.name.length; j++) {
      var theUnicode = mesh.name.charCodeAt(j).toString(16);
      while (theUnicode.length<4) theUnicode = '0' + theUnicode;
      meshUTFName += theUnicode;
    }
    var end=mesh.name.lastIndexOf('.');
    if(end>0) var meshUserName=mesh.name.substr(0,end);
    else var meshUserName=mesh.name;
    respart='  PART='+meshUserName+'\n';
    respart+='    UTF16NAME='+meshUTFName+'\n';
    defaultvals=true;
    if(!mesh.visible){
      respart+='    VISIBLE=false\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(mesh.opacity<1.0){
      respart+='    OPACITY='+mesh.opacity+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    currender=defaultrender;
    switch(mesh.renderMode){
      case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
        currender='BoundingBox';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
        currender='TransparentBoundingBox';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
        currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
      case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
        currender='Vertices';break;
      case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
        currender='ShadedVertices';break;
      case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
        currender='Wireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
        currender='ShadedWireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_SOLID:
        currender='Solid';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
        currender='Transparent';break;
      case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
        currender='SolidWireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
        currender='TransparentWireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
        currender='Illustration';break;
      case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
        currender='SolidOutline';break;
      case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
        currender='ShadedIllustration';break;
      case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
        currender='HiddenWireframe';break;
      //case scene.RENDER_MODE_DEFAULT:
      //  currender='Default';break;
    }
    if(currender!=defaultrender){
      respart+='    RENDERMODE='+currender+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(!mesh.transform.isEqual(origtrans[mesh.name])){
      var lvec=mesh.transform.transformDirection(new Vector3(1,0,0));
      var uvec=mesh.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
      var vvec=mesh.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
      respart+='    TRANSFORM='
               +lvec.x+' '+lvec.y+' '+lvec.z+' '
               +uvec.x+' '+uvec.y+' '+uvec.z+' '
               +vvec.x+' '+vvec.y+' '+vvec.z+' '
               +mesh.transform.translation.x+' '
               +mesh.transform.translation.y+' '
               +mesh.transform.translation.z+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    respart+='  END\n';
    if(!defaultvals) res+=respart;
  }

  //detect existing Clipping Plane (3D Cross Section)
  var clip=null;
  for(i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    if(
       scene.nodes.getByIndex(i).name == '$$$$$$' ||
       scene.nodes.getByIndex(i).name == 'Clipping Plane'
    ) {
      clip=scene.nodes.getByIndex(i);
    }
  }
  if(clip){
    var centre=clip.transform.translation;
    var normal=clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
    res+='  CROSSSECT\n';
    if(!(centre.x==0 && centre.y==0 && centre.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    CENTER=%s %s %s\n', centre.x, centre.y, centre.z);
    if(!(normal.x==1 && normal.y==0 && normal.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    NORMAL=%s %s %s\n', normal.x, normal.y, normal.z);
    res+='  END\n';
  }
  res+='END\n';
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Add the following VIEW section to a file of\n'+
    '%% predefined views (See option "3Dviews"!).\n%%\n' +
    '%% The view may be given a name after VIEW=...\n' +
    '%% (Remove \'%\' in front of \'=\'.)\n%%');
  host.console.println(res + '\n');
}

//add items to 3D context menu
runtime.addCustomMenuItem("dfltview", "Generate Default View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("currview", "Get Current View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);

//menu event handlers
menuEventHandler = new MenuEventHandler();
menuEventHandler.onEvent = function(e) {
  switch(e.menuItemName){
    case "dfltview": calc3Dopts(); break;
    case "currview": get3Dview(); break;
    case "csection":
      addremoveClipPlane(e.menuItemChecked);
      break;
  }
};
runtime.addEventHandler(menuEventHandler);

//global variable taking reference to currently selected mesh node;
var mshSelected=null;
selectionEventHandler=new SelectionEventHandler();
selectionEventHandler.onEvent=function(e){
  if(e.selected && e.node.constructor.name=="Mesh"){
    mshSelected=e.node;
  }else{
    mshSelected=null;
  }
}
runtime.addEventHandler(selectionEventHandler);

cameraEventHandler=new CameraEventHandler();
cameraEventHandler.onEvent=function(e){
  runtime.removeCustomMenuItem("csection");
  runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);
  for(i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    if(
       scene.nodes.getByIndex(i).name == '$$$$$$' ||
       scene.nodes.getByIndex(i).name == 'Clipping Plane'
    ) {
      runtime.removeCustomMenuItem("csection");
      runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 1);
    }
  }
}
runtime.addEventHandler(cameraEventHandler);

//key event handler for moving, spinning and tilting objects
keyEventHandler=new KeyEventHandler();
keyEventHandler.onEvent=function(e){
  var target=null;
  var backtrans=new Matrix4x4();
  if(mshSelected){
    target=mshSelected;
    var trans=target.transform;
    var parent=target.parent;
    while(parent.transform){
      //build local to world transformation matrix
      trans.multiplyInPlace(parent.transform);
      //also build world to local back-transformation matrix
      backtrans.multiplyInPlace(parent.transform.inverse.transpose);
      parent=parent.parent;
    }
    backtrans.transposeInPlace();
  }else{
    try {
      target=scene.nodes.getByName("Clipping Plane");
    }catch(e){
      var ndcnt=scene.nodes.count;
      target=scene.createClippingPlane();
      if(ndcnt!=scene.nodes.count){
        target.remove();
        target=null;
      }
    }
  }
  if(!target) return;
  switch(e.characterCode){
    case 30://tilt up
      tiltTarget(target, -Math.PI/900);
      break;
    case 31://tilt down
      tiltTarget(target, Math.PI/900);
      break;
    case 28://spin right
      spinTarget(target, -Math.PI/900);
      break;
    case 29://spin left
      spinTarget(target, Math.PI/900);
      break;
    case 120: //x
      translateTarget(target, new Vector3(1,0,0), e);
      break;
    case 121: //y
      translateTarget(target, new Vector3(0,1,0), e);
      break;
    case 122: //z
      translateTarget(target, new Vector3(0,0,1), e);
      break;
    case 88: //shift + x
      translateTarget(target, new Vector3(-1,0,0), e);
      break;
    case 89: //shift + y
      translateTarget(target, new Vector3(0,-1,0), e);
      break;
    case 90: //shift + z
      translateTarget(target, new Vector3(0,0,-1), e);
      break;
    case 115: //s
      scaleTarget(target, 1, e);
      break;
    case 83: //shift + s
      scaleTarget(target, -1, e);
      break;
  }
  if(mshSelected)
    target.transform.multiplyInPlace(backtrans);
}
runtime.addEventHandler(keyEventHandler);

function tiltTarget(t,a){
  var centre=new Vector3();
  if(mshSelected) {
    centre.set(t.transform.transformPosition(t.computeBoundingBox().center));
  }else{
    centre.set(t.transform.translation);
  }
  var rotVec=t.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  rotVec.normalize();
  t.transform.translateInPlace(centre.scale(-1));
  t.transform.rotateAboutVectorInPlace(a, rotVec);
  t.transform.translateInPlace(centre);
}

function spinTarget(t,a){
  var centre=new Vector3();
  var rotVec=new Vector3(0,0,1);
  if(mshSelected) {
    centre.set(t.transform.transformPosition(t.computeBoundingBox().center));
    rotVec.set(t.transform.transformDirection(rotVec));
    rotVec.normalize();
  }else{
    centre.set(t.transform.translation);
  }
  t.transform.translateInPlace(centre.scale(-1));
  t.transform.rotateAboutVectorInPlace(a, rotVec);
  t.transform.translateInPlace(centre);
}

//translates object by amount calculated based on Canvas size
function translateTarget(t, d, e){
  var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
  if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
    var scale=Math.tan(cam.fov/2)
              *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }else{
    var scale=cam.viewPlaneSize/2
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }
  t.transform.translateInPlace(d.scale(scale));
}

//scales object by amount calculated based on Canvas size
function scaleTarget(t, d, e){
  if(mshSelected) {
    var bbox=t.computeBoundingBox();
    var diag=new Vector3(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    diag.subtractInPlace(bbox.min);
    var dlen=diag.length;

    var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
    if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
      var scale=Math.tan(cam.fov/2)
                *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
                /dlen
                /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
    }else{
      var scale=cam.viewPlaneSize/2
                /dlen
                /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
    }
    var centre=new Vector3();
    centre.set(t.transform.transformPosition(t.computeBoundingBox().center));
    t.transform.translateInPlace(centre.scale(-1));
    t.transform.scaleInPlace(1+d*scale);
    t.transform.translateInPlace(centre);
  }
}

function addremoveClipPlane(chk) {
  var clip=scene.createClippingPlane();
  if(chk){
    //add Clipping Plane and place its center either into the camera target
    //position or into the centre of the currently selected mesh node
    var centre=new Vector3();
    if(mshSelected){
      //local to parent transformation matrix
      var trans=mshSelected.transform;
      //build local to world transformation matrix by recursively
      //multiplying the parent's transf. matrix on the right
      var parent=mshSelected.parent;
      while(parent.transform){
        trans=trans.multiply(parent.transform);
        parent=parent.parent;
      }
      //get the centre of the mesh (local coordinates)
      centre.set(mshSelected.computeBoundingBox().center);
      //transform the local coordinates to world coords
      centre.set(trans.transformPosition(centre));
      mshSelected=null;
    }else{
      centre.set(scene.cameras.getByIndex(0).targetPosition);
    }
    clip.transform.setView(
      new Vector3(0,0,0), new Vector3(1,0,0), new Vector3(0,1,0));
    clip.transform.translateInPlace(centre);
  }else{
    clip.remove();
  }
}

//function to store current transformation matrix of all mesh nodes in the scene
function getCurTrans() {
  var nc=scene.meshes.count;
  var tA=new Array(nc);
  for(var i=0; i<nc; i++){
    var cm=scene.meshes.getByIndex(i);
    tA[cm.name]=new Matrix4x4(cm.transform);
  }
  return tA;
}

//function to restore transformation matrices given as arg
function restoreTrans(tA) {
  for(var i=0; i<tA.length; i++){
    var msh=scene.meshes.getByIndex(i);
    msh.transform.set(tA[msh.name]);
  }
}

//store original transformation matrix of all mesh nodes in the scene
var origtrans=getCurTrans();

//set initial state of "Cross Section" menu entry
cameraEventHandler.onEvent(1);

//host.console.clear();



// arrays of specially-named sections of the model tree  
var PDObjsArray      = new Array();  
var PDPosArray       = new Array();  
var PDTransformArray = new Array();  
var PDCount = 0;  
var bbnodes = new Array(); // stores the billboard meshes 
var bbtrans = new Array(); // stores the billboard transforms 
var bbcount = 0;           // how many billboard meshes are there? 
  
var zero=new Vector3(0,0,0); 
 
var nodes=scene.nodes; 
var nodescount=nodes.count; 
for(var i=0; i < nodescount; i++) { 
  var node=nodes.getByIndex(i);  
  var name=node.name; 
  if ( name.indexOf("Billboard") > -1 ) {  
        var nodeMatrix = node.transform; 
        var c=nodeMatrix.translation; // position 
        var d=Math.pow(Math.abs(nodeMatrix.determinant),1.0/3.0); // scale 
        bbnodes.push(node); 
        bbtrans.push(Matrix4x4().scale(d,d,d).translate(c)); 
  } 
  if ( name.indexOf("LinePrettyDrawing") > -1 ) {  
    PDObjsArray[PDCount] = node;  
    PDPosArray[PDCount] = node.transform.translation.add(node.computeBoundingBox().center); 	// center position (vector3)  
    PDTransformArray[PDCount] = Matrix4x4(node.transform);  
    PDCount++;  
  }  
  
} 
bbcount=bbnodes.length; 
 
billboardHandler=new RenderEventHandler(); 
billboardHandler.onEvent=function(event) 
{ 
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);  
  var position=camera.position; 
  var direction=position.subtract(camera.targetPosition); 
  var up=camera.up.subtract(position); 
  var T=new Matrix4x4(); 
  T.setView(zero,direction,up); 
 
  for (var j = 0; j < bbcount; j++) { 
    bbnodes[j].transform.set(T.multiply(bbtrans[j])); 
  } 
 
  // Loop through all PDs shifting them slighly towards the camera position.  
  for (j = 0; j < PDCount; j++) {  
    PDObjsArray[j].transform.set(PDTransformArray[j].translate(position.subtract(PDPosArray[j]).scale(0.0001)));  
  }  
  runtime.refresh();  
} 
  
runtime.addEventHandler(billboardHandler);  
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Obr. 4.3: ReSen{ soustavy rovnic e*™¥ + cos(z — y) = 0, e* ¥ —sin(z + y) = 0

dani ulohy tiké, Ze mame za tkol najit prisecik kruznice a elipsy — viz Obr. 4.4.

Za pocatecni aproximaci tedy miizeme volit napiiklad x(© = (0,7)7, resp. naptiklad
x(® = (2,0)7, resp. n&jaky bod ,,pobliz* téchto dvou bodi. O

4.3 Rozsireni Newtonovy metody
na reseni soustav nelinearnich rovnic

Newtonovu metodu pro hledani feseni jedné nelinearni rovnice lze modifikovat i pro feseni
soustav nelinearnich rovnic. Myslenka metody pro jednu rovnici i pro soustavu rovnic je
v zasadé stejna. Zapis prislusného vzorce se vsak lisi, protoze nyni nemtzeme pracovat s
derivaci jedné funkce f(x), ale s derivacemi nékolika funkci vice proménnych. Proto se v
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Obr. 4.4: K prikladu 4.3: grafické znazornéni soustavy dvou nelinearnich rovnic

zapisu vzorci objevi parcialni derivace sestavené do jisté matice. Dale musime uvazit, ze
zatimco ve vzorci pro feseni jedné rovnice se ve zlomku objevuje ve jmenovateli hodnota
derivace, pro soustavy budeme pracovat s matici, ktera se pochopitelné ve jmenovateli
zaddného zlomku objevit nemtze, protoze takovy vyraz by nedéaval smysl.

Piedpokladejme, Ze jiz mame aproximaci feseni x®. Podobné jako u diferencovatelné
funkce jedné proménné platilo pro x; blizké ke koteni &

f&) = flag) + f'(xr) (€ — x1),

tj. ze funkci nahradime tecnou, plati pro n-tici diferencovatelnjch funkci n proménnych

F= (f17--~afn)T
F(&) =F(xM) +F/(x®) - (& —x®),

kde
on oh ... OfL
ox1 0x2 Oy
Of2 Of2 .. Of2
F/ — Ox1 Oxo Oxn
Ofn  Ofn .. Ofn
o0z Oz Ozn

a - znacl nasobeni matic.
Uvédomime-li si, ze F(§) = o, mizeme odtud & piiblizné vyjadrit, ¢imz ziskdme jeho dalsi
aproximaci x*t1). Dostaneme

xE+1) — (k) _ (F/(X(k)))’l F(x™) (4.1)

P1i vypoctu dalsi aproximace feseni vzorec 4.1 nepouzivame. Museli bychom pocitat in-
verzni matici, coz je velmi pracné, zvlast pro matice velkych rozmérti. Misto toho postu-
pujeme nasledovné:



72 NUMERICKE RESENI SOUSTAVY NELINEARNICH ROVNIC

Vzorec 4.1 prepiSeme na tvar

Oznacime
88 = x(bt1) _ x®) — (s sNT (4.2)

a vyresime soustavu rovnic
F/(x®). 50 = —F(x®) (4.3)

s neznamymi 5§k), e ,&(lk).

Resime-li dvé rovnice, hodi se pro feseni soustavy 4.3 Cramerovo pravidlo. Mame-li velky
pocet rovnic, pouzijeme nékterou z dalsich metod popsanych v kapitole 2.

Novou aproximaci feSeni pak vypocteme z 4.2 jako

XD — ) | 50

Ve vypoctu pokracujeme tak dlouho, dokud neni splnéna podminka
|x® —x*ED| < ¢ neboli ||§* V| <e,

nebo dokud neni prekrocen predem stanoveny maximéalni pocet krok (v takovém piipadé
je nutno zvolit jinou pocateéni aproximaci).

V kazdém kroku Newtonovy metody musime vyiesit soustavu linearnich rov-
nic. Z toho je vidét, ze Newtonova metoda je pracné a ¢asové naro¢na. Na druhou stranu,
zacneme-li blizko kotene, konverguje obvykle velmi rychle. Dalsim problémem, ktery plyne
z nutnosti Tesit soustavu linearnich rovnic, je to, Ze musime zajistit, aby tato soustava
rovnic méla v kazdém kroku (pro vSechny mozné vysledky piedchozich krokii) pravé jedno
feseni. To je soucasti ovéfeni podminek konvergence — ty vSak pro jejich slozitost neuva-
dime.

Poznamka 4.4. Pri praktickém pouziti Newtonovy metody na pocitaci se nékdy misto
piimého dosazovani x* do parcidlnich derivaci hodnoty téchto derivaci poéitaji pouze
priblizné, numericky. Postup, jak se numericky derivuje, ukdzeme v kapitole 7. Pii prak-
tickém pocitani je mozné Newtonovu metodu zjednodusit také tak, ze matici F’(x(®)
pouzijeme v nékolika nésledujicich krocich, protoze dosazovani do velké matice funkci je
¢asové narocné. Pokuste se tuto myslenku graficky interpretovat pro jednu rovnici: Co se

stane, kdyz misto vzorce zp.1 = xp — }c/(&)) pouzijeme pro vypocet dalsich aproximaci
_ _ flzr) 9
VZOTEC Ty1 = Lk = Ficpe)

Priklad 4.5. Newtonovou metodou najdéte feSeni soustavy rovnic

(z—1P2+y*—4 =0
s+ @y+1)*-1 = 0

s presnosti € = 0, 01.
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Obr. 4.5: K prikladu 4.5: odhad polohy kotent

Reseni. Pocet a polohu kofent mtizeme v tomto pripadé odhadnout graficky. Prvni rov-
nice je rovnici kruznice a druha rovnice je rovnici paraboly — viz obrazek 4.5.

Vidime, Ze soustava ma dvé feseni. Budeme hledat napt. koten lezici ve ¢tvrtém kvadrantu.
Jako pocate¢ni aproximaci mizeme zvolit x(©) = (0, —2).

Dale musime vypocitat matici parcialnich derivaci funkci

flzy)=(@—-17+y"—4 , flz,y)=c+@y+1)7>-1
F'— % 29_? _(2($_1) 2y )
% G2 1 2(y + 1)
1. krok

Dosadime bod x(® = (0, —2) do matice derivaci a do funkci f; a fy:

1?’(0,—2)_(_12 :3) , F(O,—2)_((1))

Soustava rovnic pro neznamé 0; a d2 (horni index, oznacujici krok, pro prehlednost vy-
nechame, je ale nutno mit na paméti, ze v kazdém kroku budeme poditat jiné d; a ds)

bude

Dostaneme

—26, — 46, = -1
61 - 252 == 0

Snadno zjistime, Ze feSenim této soustavy je d; = i =0,25,0, = % =0, 125.

Odtud x( = (0 +0,25; —2 + 0, 125) = (0,25; —1,875).

2. krok

' o _( —L1L5 =3,7 L . ( 0,07812
F’'(0,25; 1,875)—( ) _1775> . F(0,25; 1,875)_(0’01562>
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Budeme resit soustavu

—1,501 — 3,750, = —0,07812
0 — 1,750, = —0,01562

Reseni této soustavy muzeme najit pomoci Cramerova pravidla:

—0,07812 —3,75 —-1,5 —0,07812
—0,01562 —1,75 | . 1 —0,01562 | .
0 = =0,01225 , {9 = = 0,01593
-1,5 —3,75 -1,5 —3,75
1 —1,75 1 —1,75

Odtud x® = (0,254 0,01225 ; —1,875 + 0,01593) = (0, 26225 ; —1, 85907).

3. krok

: L L —1,47549 —3,71814
F'(0,26225; —1,85907) = < | _1771814)

. 0,00040
F(0,26225;—1,85907) = < 0. 00025 )
Budeme fesit soustavu
—1,475496, — 3,718149, = —0,00040
01 — 1,718146, = —0,00025
ReSenim této soustavy dostaneme §; = —0,00004, §, = 0,00012. Odtud x® =
= (0,26221;—1,85894). Protoze | 61| < 0,01 i |3 < 0,01 (tj. || §||cc < 0,01), miZeme
vypocet ukoncit. P¥iblizné feseni je (0,26; —1, 86). ]

4.4 Rozsireni metody prosté iterace
na reseni soustav nelinearnich rovnic

Podobné, jako je mozné rozsitit pouziti Newtonovy metody na hledani feSeni soustav
nelinearnich rovnic, je mozné na feSeni soustavy pouzit i metodu prosté iterace. Tak jako
u jedné rovnice vsak bude problematické vybrat vhodny itera¢ni tvar x; = ¢;(x) (pro
kazdou rovnici) a zajistit, aby vSechny funkce g;(x) (a tim i celd soustava) spliiovaly na
néjaké oblasti — kterou je samo o sobé mnohdy obtizné urcit — podminky konvergence.
Pouzitelnost této metody na feseni soustav nelinearnich rovnic proto bude omezena.

Soustavu F(x) = o upravime na tvar
x = G(x), (4.4)

kde G = (g1,...,9n)", coZ miiZeme rozepsat jako

ry = gl(xthv"‘vl’n) (45)
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T2 = 92($1,$27--~7$n)

Tp = gn($1,$27--~,$n)

Podobné jako u jedné rovnice zvolime pocateéni aproximaci x(9) a poéitame posloupnost postupnych
aproximaci z itera¢niho vztahu
xk D = G (x®)) (4.6)

Jsou-li funkce g1, ..., g, diferencovatelné, lze vyslovit podminky konvergence pro metodu prosté iterace,
podobné tém z véty 3.15.

Protoze pracujeme s n funkcemi n proménnych, v roli derivace zde bude vystupovat matice

991 991 ... On
oxq Jxo oL,
Og2 092 ... 0992
(}, ox1 Oxa Oxp,
Ogn 9gn e 9gn
Oz Oz Oy

Véta 4.6. Necht G zobrazuje uzavienou oblast D do sebe a je v této oblasti diferencovatelnd. Jestlize
existuje ¢islo o € (0,1) tak, Ze
|G| <a VxeD, (4.7)

kde || G'|| je ddkovd nebo sloupcovd norma matice G', pak v oblasti D existuje pevny bod € zobrazeni
G a posloupnost postupnych aproximaci ziskand predpisem 4.6 k nému konverguje pro libovolnou
pocdteéni aprozimaci x© € D.

Pro odhad chyby plati podobné vztahy jako 3.8, 3.9 u jedné rovnice.
Pro zastaveni vypoctu se pouziva kriterium
1) —x*=D) <e,

kde || - || je nékterd z norem 2.21, 2.20.

Priklad 4.7. Metodou prosté iterace najdéte kofen soustavy rovnic
3r+2%y—3 = 0
2> =5y = 0,
ktery lezi v oblasti D = (1/2;1) x (0;1/2) s presnosti 0,01.

Reseni. Iteracni funkce mohou byt napiiklad g; (z,y) = 1— z;—y, g2(z,y) = %2 Ovéfime, zda jsou splnény
podminky konvergence.

G = (g1,92)T zobrazuje D do sebe: Jestlize x € (1/2;1) a y € (0;1/2), pak %y € (0;1/6) a tedy
g1(z,y) € (5/6;1) C (1/2;1). Podobné ga(x,y) € (1/20,1/5) C (0;1/2).

Nyni ovéfime, zda || G| < o < 1, neboli zda \%| + |%—gyl\ <ail|Z2|+ |%—9;| < a.

2zy z2

; &y

G = 23:'"3 03
5
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Jestlize z € (1/2;1) a y € (0;1/2), pak | — 22| + | — %| <1/3+1/3=2/3<1al|%|<2/5<1. (Tedy
a = 2/3.) Podminky konvergence jsou splnény.

Jako pocateéni aproximaci miizeme zvolit nap¥. (xg,yo) = (1,0). Dalsi aproximace pak budeme podcitat
podle vzorcu

LYk
ey = g1(Th,yk) = —k?y
2
x
Y+1 = gz(fﬂk,yk):f-
Postupné dostaneme
ro = 1 Yo = 0
r1 = 1 y1 = 0,2
o = 0,933 y2 = 0,2
x5 = 0,942 y3 = 0,174
zs = 0,948 y4 = 0,177.

Protoze |z4 — 23] < 0,01 i |yg — y3| < 0,01, miZeme vypoclet ukonéit. Pfiblizné feSeni soustavy je
2 =0,95,y = 0,18. 0

Protoze ovéfeni podminek konvergence muze byt dost problematické, je vhodné predem stanovit maxi-
malni pocet kroki metody a je-li pfekrocen, vypocet ukoncit s tim, ze metoda diverguje. Pak je potfeba
zvolit jinou pocatecni aproximaci, jiné iterac¢ni funkce, nebo jinou metodu.

4.5 ReSeni pomoci Matlabu

Pro feseni soustav nelinearnich rovnic plati v zasadé to, co bylo feceno v kapitole 3.5
pro jednu rovnici. Misto piikazu fzero vSak pouzivame piikaz fsolve, ktery hleda feseni
soustavy nelinedrnich rovnic F(x) = o ze zadané pocatecni aproximace, pfi¢emz mezi
jeho volitelné parametry patii volba konkrétni metody vypoctu, resp. nastaveni vstup-
nich parametri zvolené metody. Podobné jako ptikaz fzero je i piikaz fsolve soucasti
specializovaného baliku Optimization Toolbox.

4.6 Cviceni

Maplety

Ptiklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce ptrikladi. Pomoci na-
sledujicich maplet si muzete usnadnit nékteré diléi vypocty, nebo zkontrolovat jejich
spravnost.

1. Parcidlni derivace

2. Analytické feseni soustavy lineadrnich rovnic


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/parcialniDerivace.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SoustavaLinRovnic.html
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Spustitelné aplikace prostiedi Matlab

Pred spusténim téchto souborti je nutné nainstalovat MATLAB Compiler Runtime ve
verzi R2013a, 32-bit pro Windows (400 MB). Podrobné informace o MATLAB Compiler
Runtime ziskate v napovédé na webu firmy Mathworks. Nezapominejte, ze tyto aplikace
nemohou (a ani to nedélaji!) postihnout vSechny nuance probirané latky!

1. Numerické metody TeSeni soustavy nelinearnich rovnic


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://www.mathworks.com/products/compiler/mcr/index.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/Soustavy_nelinearnich_rovnic.exe
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5 Aproximace funkci: interpolace

Jevy, které se zkoumaji v technické praxi, popisujeme pomoci funkci. Tak jako jsou nékteré
P1i popisu zkoumanych jevii musime s funkcemi pracovat — provadét s nimi rtizné bodoveé
definované aritmetické operace, derivovat je nebo integrovat — a urcovat jejich hodnoty v
bodech, které nas z né€jakého divodu zajimaji. Pfitom tato prace mutze byt ,,jednoducha®
nebo ,slozitéd" — uréete si napf. sami y”(m) nebo [ y(z)dz, jestlize y(z) = zsin (Inz + z),
resp. y(x) = .

Jestlize zkoumame jev, ktery je projevem néjaké funkéni zévislosti, mohou nastat dveé
situace: tato funkéni zévislost je bud zndmé (napf. vyplyva z aplikace fyzikdlnich zakont)
nebo neznama (a to bud zcela neznaméa nebo takova, Ze sice neznéame jeji pfesnou podobu,
ale zname alespoti jeji typ, pfip. vime, Ze je napf. periodickd, linearni apod.).

V nésledujicich dvou kapitolach se proto budeme zabyvat situacemi, kdy

e mame najit neznamy nebo jednodussi predpis funkce, ktera popisuje studovany jev
z technické praxe,

X

e mame hledat funk¢éni hodnotu ,slozité* zadané nebo dokonce skoro neznamé funkce
(tj. funkce, o které méame jen velice kusé informace, pficemz jeji funkéni predpis
nezname),

e mame derivovat nebo integrovat funkci, kterou je ,slozité“ derivovat nebo inte-
grovat, piip. funkci, kterou viibec nezname, resp. o které mame jen velice kusé
informace.

Abychom hovorili zcela jednoznacné, zformulujeme nyni presné jedno z vyse uvedenych
zadani.

Formulace problému

1. Je ddna mnoZina bodi [z;,vy;], i =0,...,n, n > 1.
Najdéte funkci f(x), kterd prochazi zadanymi body.

2. (alternativné) Je ddna funkce f(x) a interval I = (a,b).
Na intervalu I nahradte funkci f(x) funkci, kterd je ,, jednodussi”.
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Oznacdeni

V dalsim textu budeme zadané body misto [x;, y;| oznacovat jako [x;, fi], resp. [z;, f(x;)], kde

e f; bude znacit hodnotu hledané funkce f v bodé x;, tj. zde predpokladame, Ze hledame
neznamou funkci f(x) (viz zadani 1),

e f(xz;) bude znacit funkéni hodnotu funkce f v bod€é x;, tj. zde predpoklddime, Ze ke
znamé funkci f(x) hleddme néjakou jinou, , jednodussi. Toto oznacovani vyuZijeme u

prikladd, které budou formulovany stejné jako zadani 2.

Body x; budeme nazyvat uzlové body nebo také uzly interpolace.

Obé formulace problému budeme feSit stejnym postupem. Zname-li funkci a mame-li
ji nahradit na néjakém intervalu jinou, ,jednodussi“ (tj. pracujeme-li se zadanim 2), v
prvnim kroku vybereme ze zadaného intervalu nékolik bodi. Jakmile dopocitame jejich
funkéni hodnoty, ziskdme zadéani 1.

5.1 Interpolac¢ni polynom

Z formulace naseho problému vyplyva, ze hledame obecny postup na to, abychom libovol-
nou mnozinou bodi prolozili néjakou funkci f(x). Je zfejmé, Ze pred vlastnim hledanim
bec obecné resitelnd, resp. za jakych predpokladi je obecné resitelna? Pokud je obecné
resitelnd, bude zaruceno, Ze dostaneme dostatecne ,jednoduchou® funkci?

Jestlize sviij pozadavek zpiisnime a misto obecné funkce f(x) budeme hledat specidlné
polynom P,(x), ktery prochézi zadanymi body [z;,y;], i = 0,...,n, n > 1, odpovéd na
prvni otazku bude kladna. Odpovédi na druhou otazku, ktera je i v tomto piipadé ponékud
komplikovana, se budeme zabyvat na konci této kapitoly.

5.1.1 Existence a jednoznacnost

Véta 5.1. Necht jsou ddny body [z;, fi],i = 0,...n, jejichz x—ové soutadnice jsou
navzdjem ruzné. Pak existuje prdve jeden polynom P, stupné nanejvys n takovy, Ze

Dukaz. Existenci interpolacniho polynomu dokazeme tim zptsobem, Ze predvedeme po-
stup, kterym jej lze pro libovolné navzajem rtzné uzlové body zkonstruovat. Tomu bude
vénovan dalsi odstavec této kapitoly.
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To, ze interpolacni polynom prochazejici danymi body existuje pravé jeden, dokadzeme
sporem. Predpokladejme, Ze existuji dva polynomy stupné nanejvys n, oznacme je P,(x)
a R,(x) takové, ze P,(x;) = fi,i = 0,...n1 R,(x;) = f;,i = 0,...n. UkdZeme, Ze tyto
dva polynomy jsou shodné. Za tim ucelem ozna¢me Q,(z) = P,(x) — R,(z). Je vidét, ze

Qn(z) je opét polynom stupné nejvyse n a navic Q,(x;) = 0,7 = 0,...,n. Mame tedy

polynom stupné nejvyse n, ktery ma n + 1 kofenti. To je mozné jediné tak, ze Q,(z) je

identicky roven nule, @, (z) =0, a tedy P,(x) = R,(x) pro kazdé x € R O
Y

-4

Obr. 5.1: Funkce a interpola¢ni polynom

Méame tedy zaruceno, ze mame-li danu libovolnou mnozinu bodi, jejichz z—ové soutad-
nice jsou navzajem rizné, mizeme témito body prolozit pravé jeden polynom stupné
nejvyse o jedna méné, nez je pocet zadanych bodii.

5.1.2 Konstrukce interpolac¢niho polynomu

Interpolac¢ni polynom lze konstruovat obecné vice zplisoby. V dalsim textu si ukazeme
dva z nich — Langrangetiv a Newtontiv.

Myslenka Lagrangeova tvaru interpola¢niho polynomu vychézi z toho, Ze polynom
ziskame jako linedrni kombinaci

F(x) = fili(x), (5.1)

kde f; jsou hodnoty znamé ze zadani a [;(x) jsou polynomy konstruované tak, aby podle
potieby nabyvaly v ur¢itych bodech bud hodnoty 0 nebo 1.

Pfesnéji, interpola¢ni polynom dany body [x;, fi],i = 0,...n sestavime pomoci polynomu /;(z) takovych,
ze

() 1 proi=j
i(r;) =
’ 0 proi#j

Ctenaf snadno ovéfi, ze polynom
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ma v zog hodnotu 1 a v ostatnich uzlovych bodech hodnotu 0.
Podobné dostaneme i ostatni polynomy [;,7 =0,...n:

(x —x0)...(x —xi—1)(® —xi91) . .. (T — )
(.’L‘O — .’El)(ifz — .’L'()) N (LCZ — xi*l)(xi — LCZ'+1) N (LCZ — (En)

ll(x) =

Interpolaéni polynom P, (z) nyni dostaneme snadno podle vzorce 5.1.

Fo(z) = folo(z) + fili(z) + -+ + fuln(z) = (5.2)
; (x —z1)(x —29) ... (T — xp) s (x —zo)(x —23) ... (T — )

(xo — x1)(x0 — x2) . .. (To — Ty) (1 — zo)(x1 — 2) ... (1 — p)

(x —zo)(x—21) ... (T — 2pq)
(T — o) (p — 1) .. (T — Tp1)

_|_fn

Priklad 5.2. Najdéte interpola¢ni polynom v Lagrangeové tvaru dany body
fill 311021

Reseni. Mame zadany 4 body, interpola¢ni polynom bude tedy stupné nejvyse tietiho.
Pro jeho konstrukci pouzijeme vzorec 5.2:

L -0 -3) (¢~ (“))(x— 2z —3)
B =iy T 00 (D0 2103

Lo @0 =8) | (= ()02
- C)E-0e-3 B C)BE-06-2

Vysledny interpolac¢ni polynom je spolu se zadanymi body znazornén na obrazku 5.2. [J

+

P1i konstrukci interpola¢niho polynomu mtzeme postupovat i jinak. Tvar
P.(x) =ap+ a1(x — xo) + as(x — zo)(x — 1) + - + ap(x — z0)(x — 1) ... (x — 1) (5.3)

méa tu vyhodu, ze k nému miizeme podle potieby pridavat dalsi uzly, aniz je nutné cely
polynom prepocitavat. (OQuvérte si sami, Ze u polynomu v Lagrangeové tvaru to moiné
nenit!) Koeficienty a; lze uréit nékolika zpusoby, napf. pomoci pomérnych diferenc.

Pro danou funkci f a uzlové body z;, i = 0,...,n nazveme podily
flzi, zip1] = M, i=0,1,...n—1
Tit1 — T

pomérnymi diferencemi prvniho radu.

Pomoci pomérnych diferenci prvniho fadu definujeme pomérné diference druhého fadu jako

[l Tiv1, Tiga] = flwiss, @ival = f[mi’miﬂ], 1=0,1,...,n—2
Ti42 — X4
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Obr. 5.2: K ptikladu 5.2: Zadané body a vysledny interpola¢ni polynom

a obecné pomérné diference k-tého radu pro k < n definujeme takto:

flwivr, iva, o Tign] — flw, vign, . i)

f[xi7xi+17"'7xi+k]: ,Z:O,nfk
Tit+k — T4
D4 se dokazat, Ze pro koeficienty a;, ¢ = 0,1,...,n ve vyrazu (5.3) plati
ap = f(wo)
ay = f[x()axl]
ag = flwo,>1,22]
an = f[anx17'~'7xn]

Dosazenim téchto hodnot do 5.3 dostaneme Newtonav tvar interpola¢niho polynomu

Po(z) = f(zo) + flwo, z1](x — w0) + flwo, ¥1, 22](x — o) (¥ — 21) + - -~ (5.4)

oA flro, 21, xp)(@ — o) (X —21) . (@ — 1)

Cely postup si ukédzeme na prikladeé.

Priklad 5.3. Aproximujte funkci f(z) = % Newtonovym tvarem interpolac¢niho polyno-
memu v uzlech

(e [[1]2]25[32][4]

Reseni. Abychom mohli sestavit Newtontv tvar interpola¢niho polynomu, musime vy-
pocitat pomérné diference funkce f az do fadu 4. Budeme je postupné, po sloupcich,
zapisovat do tabulky. Prvni tabulka ukazuje postup vypoctu, druhé vysledné hodnoty.
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V prvni tabulce si vSimnéte, ze v citatelich zlomkii se objevuji ¢isla vzdy z predchoziho
sloupce tabulky a ve jmenovatelich vystupuji vzdy uzlové body. Ve jmenovatelich pritom
neékteré uzlové body vynechavame — velikost ,mezery“ zavisi na fadu pomérné diference.
Sloupec f(z;) oznac¢uje funkéni hodnoty funkce f v zadanych uzlovych bodech — viz ¢asti
,Formulace problému“ a ,,Oznaceni“ na str. 78.

Podtrzené hodnoty ze druhé tabulky pak pouzijeme pro interpola¢ni polynom.

i | x| f(w) || flrs, il | flre win, wice] | flos, i, - wiys] flzo, .., 24]
ol1 1 0,5—1 —0,2—(—0,5) 0,0625—0,2 —0,015625—(—0,0625)
21 251 32-1 41
0,4-0,5 ~0,125—(—0,2 0,03125—0,0625
12 0,5 25-2 3,2—(2 ) 12
0,3125-04 | —0,078125—(—0,125
212504 32-25 4-2,% )
0,25-0,3125
3|3,20,3125 | 0250315
414 10,25
v X f(ﬂh) f[xiaxi+1] f[mi,flii+1,$z'+2] f[ﬂfi,'--,l"ws] f[$o,---,9€4]
0[1 |1 20,5 0,2 -0,0625 0,015625
1|2 0,5 -0,2 0,0625 -0,015625
212504 -0,125 0,03125
313203125 || -0,078125
414 1025

Nyni dosadime do vzorce 5.4

Pyz) = 1-05(zx—1)+02(z—1)(x —2)—0,0625(x — 1)(z — 2)(x — 2,5) +

+0,015625(z — 1)(z — 2)(x — 2,5)(x — 3,2)
[

Ptibliznou hodnotu funkce f v pozadovaném bodé vypocteme dosazenim do interpo-
la¢niho polynomu. Polynom v Newtonové tvaru je vSak nejprve vhodné si postupnym
vytykanim upravit. P¥i pouziti tohoto postupu se znac¢né snizi pocet vypocetnich operaci
nutnych pro ziskani vysledku. Je-li ¢tenar obezndmen s Hornerovym schématem, mozna
najde jistou podobnost s timto postupem.

Priklad 5.4. Pomoci interpola¢niho polynomu ziskaného z uzlovych bodi z prikladu 5.3
vypoctéte pribliznou hodnotu funkce f v bodech z = 3 a x = 10.

Reseni. Ze ziskaného interpola¢niho polynomu mitizeme vytknout (z — 1), pak ve zbytku
(x — 2) a tak déle, az nakonec dostaneme
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Py(z) =1+ (z—1) ( — 0,5+ (z —2) <0,2 + (= 2,5)( — 0,0625 + (¢ — 3,2)0,015625)))

Dosazovat je vhodné ,zevniti“. V nasem pfipadé dostaneme P;(3) = 0,334, zatimco presna
hodnota je % = 0,333. Pro z = 10 vyjde P,(10) = 34,525, zatimco pfesnd hodnota je
1

- =0,1. L]
10 ,

Skutecnost, ze v prikladu 5.3, resp. 5.4, je aproximace pro x = 3 relativné presna, zatimco
pro z = 10 zcela nevhodn4, jen ilustruje fakt, ze interpola¢ni polynom nabyva stejnych
hodnot jako aproximovana funkce v uzlovych bodech, v okolich uzlovych bodi, resp. v
intervalu od nejmensiho do nejvétsiho uzlu je aproximace ,,vétsinou relativné dobra“ a k
urc¢ovani hodnot mimo interval od nejmensiho do nejvétsiho uzlu je aproximace ,,ve vét$iné
pripadi zcela nevhodna“. Vyznam pojmi v uvozovkach je samoziejmé pouze relativni a
vzdy zavisi na konkrétni situaci. Vice je patrné z obrazki 5.1, 5.3, 5.4 a 5.5.

5.1.3 Specialni pripad: ekvidistantni uzly

Skutecnost, ze mezi dvéma sousednimi uzly interpolace miize byt obecné pokazdé jina
vzdalenost, mtize v mnoha situacich ptisobit potize. Pokud by mezi dvéma sousednimi uzly
byla vzdalenost vzdy stejna, mohlo by to zejména zjednodusit nékteré strojové vypocty.

Definice 5.5. Jestlize vzdalenosti mezi sousednimi uzlovymi body jsou konstantni,
tj. plati-li ;.1 — x; = h pro vSechna 7 = 1,...n, kde h € R je konstanta, fikdme, ze
uzly jsou ekvidistantni. Konstantu h nazyvame krok.

Vsimnéme si, ze pro takovéto uzly plati

x; =x9+1th, 1=0,...,n. (5.5)

Pro ekvidistantni uzly 1ze odvodit jiny, jednodussi tvar Newtonova (i Lagrangeova) inter-
pola¢niho polynomu.

Misto pomérnych diferenci budeme pouzivat ,,obycejné* diference:

Diference prvniho ¥adu funkce f(x) se definuje jako

Af(z) = flz+h) = f(z), (5.6)

a diference k-tého fadu jako
AFf(x) = A" f(x +h) — AR f(2) (5.7)
Pro ekvidistantni uzly x;,i = 0,...,n, budeme diferenci k-tého fadu v uzlu x;, A* f(z;), znagit zkracend

jako A* f;. Plati

Afi = flwi+h) = f(@:) = f(@iy1) — f(@i) = fix1 — fi
AFf =AM - AR
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Pomérné diference lze v pripadé ekvidistantnich uzli vyjadrit pomoci obyc¢ejnych diferenci. Ziejmé plati

Af;
f[.l?i, $i+1] = h ! . (58)
Afigyn _Af Aoy
Pro pomérnou diferenci druhého fadu plati f[z;, 2i41, zi0] = —L55—"— = 2h§”.

Matematickou indukci 1ze dokazat, ze k-ta pomérna diference se da vyjadiit jako

AFF,

Tyto vztahy dosadime do Newtonova interpola¢niho polynomu 5.4. Zjednodusit vSak muzeme i vyrazy

(x — xo) -+ (v — 1), které se v tomto polynomu vyskytuji. K tomu tcelu zavedeme misto = novou

proménnou ¢ vztahem

r — X
h 9

q= neboli z = xg + gh. (5.10)

Potom
x—x90=qh, x—x1=0—29—h=_(q¢—1)h, obecné z —x = (¢ — k)h (5.11)

Vztahy 5.9 a 5.11 nyni dosadime do 5.4. Po snadné tpravé (zkraceni h) vyjde vzorec pro Newtonuv
interpolaéni polynom pro ekvidistantni uzly.

Véta 5.6. Jestlize pro uzly interpolace x;, 1 = 0,...,n plati vztah 5.5, pak

Pua) = fo+ Lap+ MY

A2f~0+m+q(q—l)---(q—nJrl)

- - A" fo(5.12)

kde q = #5*°, je interpolacni polynom pro zadané uzlové body.

Chceme-li do interpola¢niho polynomu P, (z) dosadit za z uréité ¢islo, vypocteme pfislus-
nou hodnotu ¢, a tu pak do P dosadime. Neni vhodné vyraz roznasobovat, pro dosazovani
je lepsi uprava, kterou predvedeme v ptikladu 5.7. S funkci pouzitou v tomto prikladu se
setkate v c¢asti o pravdépodobnosti a statistice u normdlniho rozdéleni pravdépodobnosti.

Priklad 5.7. Pomoci Newtonova interpola¢niho polynomu vypoctéte pribliznou hodnotu

Gaussovy funkce
2 T
G(z) = —/ e Udt
VT Jo

v bodé z = 1,17, zndme-li hodnoty G(z) v nasledujicich bodech:

z |1 1,1 1,2 1,3
G(z) || 0,8427 | 0,8802 | 0,9103 | 0,9340

Reseni. Vypocteme potiebné diference, dvakrat podtrzend ¢isla jsou pouzita v interpo-
la¢nim polynomu:
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x| G AG; | A2G; | A%G,
1 | 0,8427 | 0,0375 | -0,0074 | 0,0010
1,1 | 0,8802 | 0,0301 | -0,0064
1,2 | 0,9103 | 0,0237
1,3 | 0,9340

W N = O

Nyni dosadime do vzorce 5.12:

1 —1)(g—2
Py(z) = 08427+ % 10,0375 — % 0,0074 + 119 ?))'(q ) 0.0010
NIRRT . .
0.1

q —_=

Pro sniZeni po¢tu potiebnych pocetnich operaci miiZzeme tento polynom upravit (podobné,
jako jsme to udélali v piikladu 5.3):

1 _9
Py(z) = 0,8427 + % <0,0375 + qT (—0,0074 + qT : 0,001()))

Nyni chceme vypoéitat pfibliznou hodnotu G(1,17). Ta bude pfiblizné rovna hodnoté

interpola¢niho polynomu pro x = 1,17, tzn. pro q¢ = 1’})7;1 =1,7:

G(1,17) = P3(1,17) = 0,8427 + &% (0,0375 + % (—0,0074 + =22 - 0,0010) ) = 0,9020

Pfesna hodnota G(1,17) je po zaokrouhleni na ¢tyfi desetinnd mista také 0,9020. ]

5.1.4 Vyuzitelnost interpolac¢niho polynomu a odhad chyby

S myslenkou aproximace funkei jste se setkali jiz v prvnim roc¢niku — jist€ si vzpomenete na
pojem Taylorova rada. Jiz tehdy jste se zabyvali otazkou, kde, tj. na jaké ¢asti defini¢niho
oboru, v kterych bodech, v okolich kterych bodi, na jakych intervalech apod., 1ze ndhradu
néjaké funkce Taylorovym rozvojem povazovat za vyhovujici. Stejnou otazku si musime
polozit i na tomto miste.

Jestlize uvazime formulaci naseho problému, pohybujeme se ve dvou situacich:

1. Mame body, které pravdépodobné popisuji néjakou neznamou funkci. Sestrojime po-
lynom, ktery témito body prochézi a predpokladame, ze tento polynom , priblizné“
této neznamé funkci odpovida.

2. Mame funkci a néjaké body jejiho defini¢niho oboru. Pomoci téchto bodt a znamého
funkéniho predpisu sestrojime jinou, ,,jednodussi funkci, o které predpokladame, ze
ptvodni funkci na néjaké ¢asti jejiho definiéniho oboru s jistou pfesnosti nahrazuje.

Ptitom nesmime zapominat na tcel interpolacniho polynomu. Tim mize byt napi. poza-
davek, abychom priblizné urcili funkéni hodnotu v néjakém jiném nez uzlovém bodé.
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Potiebujeme tedy védét, za jakych podminek a na jakém intervalu, resp. v okoli kterych
bodt, bude interpola¢ni polynom ,spolehlivé® a ,rozumné“ nasi (zndmou nebo neznamou)
funkci nahrazovat.

Priklad 5.8. Jsou dany néasledujici dvojice bod:
1. [-1,-2],[1,5],[2,3], 4, —1],
2. tytéZz body a navic bod [5, 6].

Prolozte jimi interpola¢ni polynom.

Reseni. Prislusné polynomy si miZete najit sami, zde ukdzeme pouze jejich grafické
znazornéni — viz Obr. 5.3.

Obr. 5.3: Cervené je zobrazen polynom ze zadani 1, modie polynom ze zadani 2

]

Priklad 5.9. Aproximujte funkci y = leﬂ interpola¢nim polynomem v uzlech zog = —

—0,6, v1 = —0,4, x5 = —0,2, 23 = 0,1, x4 = 0,4, x5 = 0,5, xg = 1, x7 = 2. Poté
aproximujte tutéz funkci interpolacnim polynomem v uzlech zo = —5, 1 = —4, x5 = —3,
SC3:—2, SC4:—1, $5:O,$6:1,$7:2,$8:3, 513'9:4, 1'10:5.

Reseni. Pifslusné polynomy si miizete opét najit sami, zde ukazeme pouze jejich grafické
znazornéni. Na Obr. 5.4 a 5.5 je vzdy Cervené zndzornéna zadand funkce a modfte pfislusny
interpola¢ni polynom.

]



88 APROXIMACE FUNKCI: INTERPOLACE

05 O 0,5 1 1,'5\/é

—0,5+

Obr. 5.4: K prikladu 5.9: vice uzli < presnéjsi vysledky?

-1\ / ) 0 5 \J*

—0,51

Obr. 5.5: K piikladu 5.9: vice uzlti = presnéjsi vysledky?

Jak je vidét z obrazk 5.1 a 5.3, interpolacni polynom neni vhodné pouzivat mimo interval
od ,prvniho“ do ,posledniho“ uzlu (v tom piipadé bychom hovofili o tzv. extrapolaci).
I uvnitf tohoto intervalu vSak miize dochazet k problémum, jak je ostatné patrné z ob-
razkl 5.4 a 5.5. Tyto problémy cCasto nastavaji v bodech, které jsou ,daleko* od uzlovych
bodii, nebo obecné v situaci, kdy je uzlovych bodi ,hodné“, tj. kdy interpolacni polynom
muze byt ,,vysokého* stupné. Vsechny pojmy v uvozovkach jsou pochopitelné relativni a
jejich presny vyznam zavisi na konkrétni situaci.

Chybu interpolace mtzeme (teoreticky) odvodit pomoci nésledujici véty.

Véta 5.10. Necht interval I obsahuje body xo,x1,...,2, anecht [ je (n+1)-krdt diferencovatelnad funkce
na I. Necht P, (x) je interpolacni polynom n-tého stupné uréeny hodnotami funkce f v bodech xg,. .. x,,.
Potom pro libovolné x € I existuje & € I takové, Ze pro chybu interpolace E(x) plati

Fr(e)

B(@) = (@) = Pule) = =75,

(r —z0)(x —x1) ... (T — my). (5.13)
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Diikaz neni Gplné jednoduchy a lze jej nalézt napf. v [?].

Vzorec 5.13 slouzi hlavné jako teoreticky zaklad pro urceni chyby u dalsich metod, napf. u numerické
integrace. Jinak je jeho pouziti ponékud problematické, protoze bod ¢ je pro kazdé z € I jiny a jeho
nalezeni je prakticky nemozné. Chybu interpolace vSak muZzeme alespoii shora odhadnout:

Oznacime-li M1 = max] FHD ()], plati
te

Mn 1
|E(x)] = |f(z) = Pa(z)| < ﬁ [(z —xo)(z —a1) ... (2 — )| (5.14)

Najit veli¢inu M, 41 vSak také nemusi byt zrovna jednoduché.

Poznadmka 5.11. Odhad (5.14) lze pouzit v pfipadé, kdy chceme sestavit tabulku hodnot néjaké funkce
f(x) s konstantnim krokem mezi hodnotami x a ptame se, jak tento krok zvolit, aby chyba pfi interpolaci
napriklad linearnim polynomem nepfevysila dané e.

Nésledujici piiklad slouzi spiSe k oziejmeni jednotlivych veli¢in ve vzorci 5.14 a jako ukézka, ze vzorec
yunguje“, protoze v tomto pripadé muzeme urcit i pfesnou hodnotu chyby a nemusime nic odhadovat.

Priklad 5.12. Odhadnéte chybu interpolace z pfikladu 5.3 v bodé = = 3.

Reseni. Pro odhad chyby potfebujeme vypoéitat patou derivaci interpolované funkce f(z) = % (protoze
n je v tomto pfipadé 4) a najit maximum jeji absolutni hodnoty na intervalu I = (1,4) (I je nejmensi
interval obsahujici vSechny uzlové body a bod, v némz chceme odhadovat chybu).

Vyjde [ (z) = —-—5

Je vidét, ze | fO) (z)| = 120 | coz je funkce na I klesajici. Svého maxima na tomto intervalu proto dosahuje

v bodé x =1 a jeho hodnota je M5 = % = 120.
Nyni dosadime do 5.13:
[EG) < EP13-1)(3-2)(3-2,5)(3-3,2)(3-4)]=12-1-0,5-(-0,2) - (-1)| = 0,2

Odhad chyby je v tomto pfipadé dosti nadsazeny, chyba v bodé x = 3 je ve skutecnosti mnohem mensi
nez 0, 2, viz feSeni prikladu 5.4.

To, Ze teoreticky odhad chyby je pfili§ pesimisticky, je pomérné ¢asté i u jinych metod.

O

V bodech vzdalenych uzlovym bodtm nabyva vyraz (x — zo)(z — x1) ... (z — x,), ktery se vyskytuje v
odhadu chyby, velkych hodnot. Proto se interpolacni polynom pro vypocet pribliznych hodnot funkce v
takovychto bodech nehodi.

5.2 Splajn

5.2.1 Rozdil splajn vs. interpola¢ni polynom

Formulace problému, tak jak jsme ji uvedli u interpola¢niho polynomu, zistane v této
casti stejna. Co se zméni, bude pozadavek na tvar funkéniho predpisu — nebudeme nyni
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hledat jeden funkcni predpis platny pro cely interval, ktery nas zajima, ale budeme hledat
funkci, kterd bude na riznych castech tohoto intervalu definovana rtizné.

S funkcemi tohoto typu se setkavame velmi ¢asto. Napiiklad v situaci, kdy méfime zavis-
lost néjaké fyzikalni veli¢iny na case, mtze mit hledana funkce tvar:

0 t<0
f(t):{g(t) £>0 "

tj. mize byt definovana obecné ve vice ,vétvich“ — v tomto piipadé se pro kladny cas
bude chovat ,néjak® a pro zaporny cas bude nulova.

Nyni budeme postupovat tak, ze interval od nejmensiho do nejvétsiho uzlového bodu roz-
délime na nékolik podintervalii (kazdy podinterval bude vzdy tvaru (x;, z;11), tj. bude
vzdy intervalem mezi dvéma sousednimi uzlovymi body), a na kazdém z téchto podinter-
valit budeme hledat vhodnou nahradu zadané funkce.

Budeme pritom chtit, aby hledana funkce splinovala nékolik pozadavki, tj. zejména aby:

e podobné jako u interpola¢niho polynomu funkce prochéazela vsemi zadanymi body,

e vSechny ¢ésti funkece byly polynomy, a to obecné stejného typu (nékteré z koeficientt
véetné koeficientu u ¢lenu s nejvyssi mocninou pochopitelné v pribéhu vypocti
mohou vyjit nulové),

e sousedni ¢asti funkce na sebe navazovaly, pricemz tento pozadavek aby platil i pro
derivace az do jistého radu.

Pritom miizeme vychazet z obou moznych formulaci problému uvedeného na str. 86, tj.
muzeme hledat funkci, kterou nezname, nebo nahrazovat funkci, kterou zname.

Priklad takovéto funkce S(z) nahrazujici funkci f(z) je uveden na Obr. 5.6, kde je zachy-
cen nejjednodussim piiklad splajnu — linearni splajn, tj. splajn fadu 1. Funkce f(x) je
na kazdém subintervalu (x;, z;,1), i = 0,...n — 1, nahrazena tseckou', jejiz rovnice je

f(ri1) — f(x;)

P (x — ), x€ (v, Ti11)

Si(x) = f(z:) +

Nejcastéji se v technické praxi pouzivaji splajny fadu 3, tj. kubické splajny, kterych
existuje nékolik typt. V néasledujici definici zminime tzv. prirozeny kubicky splajn.

U splajnu 1. fadu pozadujeme spojitost derivaci do ¥adu 0 véetné, tj. spojitost samotné funkce S(x).
Snadno se presvédéime, ze hodnoty jednotlivych funkci S;(x) v krajnich bodech pfislusného intervalu
(i, xix1) jsou rovny f(z;), resp. f(x;+1), ¢imZ je zarueno, Ze na sebe tyto funkce v uzlovych bodech
spojité navazuji (viz obrazek 5.6). ZlepSeni aproximace dosdhneme zjemnénim intervalii mezi uzlovymi

body.
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Wik
W+

Obr. 5.6: Nahrazeni funkce linedrnim splajnem

Definice 5.13. Prirozeny kubicky splajn pro funkci f s uzlovymi body
T, X1, ..., T, je funkce S(x), kterd je kubicky polynom oznaceny S;(z) na kazdém

subintervalu (z;, x;11), i =0,1,...,n — 1, vyhovujici podminkdm
Si(z;) = ( f(z), i on—1, S, 1(x,) = f(x,) (5.15)
Si($i+1) = 1<$Z+1), 1= 0, ,n— 2 (516)
S;(xl‘f‘l) = 1(1‘24_1), 1=0,....,n—2 (517)
Si(wi1) = z+1<x’b+1)7 1=0,...,mn—2 (5.18)

a okrajovym podminkam

S"(zo) = S"(x,)=0 (5.19)

Podminky 5.16 znamenaji spojitost funkce S v uzlovych bodech, podminky 5.17 a 5.18
spojitost prvnich, resp. druhych derivaci. V technické praxi se Casto pouzivaji i jiné okra-
jové podminky. Nap¥. MATLAB ve funkci spline miuze mit zadané hodnoty S’(z¢) a
S'(x,).

Na obrazku 5.7 je zndzornéna aproximace funkce f(z) = 5 Jrlxz pomoci prirozeného kubic-
kého splajnu. Muzeme porovnat s obrazkem 5.5, kde byla tataz funkce nahrazena inter-
pola¢nim polynomem danym stejnymi uzlovymi body.
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1441 44532

6561 .2 , 2187 .3 _
3077 T 200005¢ T Te000aL T S00020% pro z < —4,

30020 |, 6684 15033 .2 , 5717 .3 _ _
10001 T 153857 T 160004~ T 8000207 pro —4 <z < -3,

147688 |, 1299 71889 .2 , 5353 .3 _ B
200005 T 3077% T 300020% T 800020% pro —3 <z < -2

508612 4 525821, 4 S5400L,2 4 IT163,3 g 9 < g < —1,
S(z) = 1- géggggmz - géggégms pro —1 <z <0,
1— Z56030%" + Fo0020%° pro 0 <z <1
300005 — 2000057 T 8000902 ~ Tgoooat’ Prol<aw <2,
500005 — 50777 T 500030%° — seooed  Pro2 <@ <3,
80020 _ 0084, 4 1503302 SUT .3 163 < g <4,

1441 44532 T+ 16 561 .2 2187 .3

- 60004% ~ 800020%

3077 ~ 200005 pro 4 < .

Obr. 5.7: Funkce f(z) = H% a jeji ndhrada prirozenym kubickym splajnem

5.2.2 Nalezeni prirozeného kubického splajnu

Nyni se budeme zabyvat problémem, jak k zadanym uzlovym bodtm a hodnotam funkce
v nich sestrojit prirozeny kubicky splajn.
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Na jednotlivych intervalech (z;,z;y1), i@ = 0,1,...,n — 1, budeme splajn hledat ve
tvaru

Si(z) = a; + bi(x — x;) + ¢;(x — ;) + di(x — 23)? (5.20)

Z podminek 5.15 dostaneme a; = f(z;),i = 0,1,...n — 1. Odtud, z podminek 5.16, 5.17,
5.18 a z okrajovych podminek S{(xg) = SV _;(x,) = 0 lze po jistém tsili odvodit soustavu

n—1
rovnic s neznamymi ¢;, 1 =0,...,n

Afi  Afia

hi hi—q

hiflcifl -+ 2(h1;1 + hz)cz -+ hiCi+1 =3 ( ) s = 1, e, — 1 (521)

co=c¢,=0

kde hz =Ti+1 — T3 A Afz = f(xi+1) - f(.l’z), 1= O, Lo, — 1.

Po rozepsani a dosazeni za ¢y a ¢, soustava vypada takto:

2(h0 + hl)Cl + hicy = 3(% — %)
hlcl + 2(h1 + hg)Cg —+ h203 — 3(Ah_22 _ Ah_ll)

hn—2cn—2 + 2(hn—2 + hn—1>cn—1 = 3(% - M)

Jedna se o tridiagonalni soustavu rovnic a lze ji vyfesit napf. pomoci Gaussovy elimina¢ni
metody prizptsobené pro tiidiagonalni soustavu. Miizeme také pouzit napi. Jacobiho nebo
Gauss-Seidelovu metodu. Konvergence je v obou pripadech zarucena, protoze vSechna ¢isla
h; oznacuji délky intervalfi, a jsou tedy kladna.!

Koeficienty b; a d; pak dopo¢itdme pomoci ¢; ze vztaht (také odvozenych z podminek
5.15 — 5.18)

. _ . . 2c;
bi _ f(szrl)h‘ f(‘rl) . Cz+1;_ C; hz Z _ 0’ - 1 (522)

d = % i=0,... . n—1 (5.23)

1 Otdzka: Cim je zaruceno, resp. jak ovéfite, Ze soustava ma pravé jedno feseni?
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Mizeme tedy shrnout, ze v pripadé, kdy hledame prirozeny kubicky splajn ve
tvaru 5.20:

1. Koeficienty a; piseme pfimo ze zadani jako funkéni hodnoty v uzlovych bodech.

2. Pro vypocet ostatnich koeficientt potiebujeme znat hodnoty h; a Af;, které
ur¢ime ze zadani jako vzdalenosti uzli a rozdily funkénich hodnot v nich.

3. Koeficienty ¢;, © = 1,...n — 1 ur¢ime jako Teseni soustavy linearnich rovnic,
pricemz cg =0 a ¢, = 0.

4. Koeficienty b; a d; dopocitame pomoci dfive vypoctenych koeficienti.

Na zavér poté musime doplnit informaci, na jakém intervalu je prislusny polynom
Si(z) ,platny*“.

Poznamka 5.14. Uvedeni informace, na jakém intervalu je piislusny polynom S;(x)
»platny“, je nezbytné. Na Obr. 5.8 a Obr. 5.9 je v bodech o = 0, z; = 0,8, x5 = 1,5,
r3 = 2,6 a x4 = 3,2 nahrazena funkce f(x) = cosx pfirozenym kubickym splajnem.

Y y = sa(z)
y = s3(x)

y = f(z)
y =) y = s4(z)

Obr. 5.8: Nahrazeni funkce f(x) = cosz pfirozenym kubickym splajnem: funkce a jednot-
livé ¢asti splajnu

Vypocet pfirozeného kubického splajnu si ukdzeme na ptikladu.
Piiklad 5.15. Funkci f(z) = /x aproximujte pfirozenym kubickym splajnem s uzlovymi

body ’ T H 1 \ 1,69 \ 2,25 \ 2,89 \ 4 ‘ a pak pomoci tohoto splajnu vypoctéte ptiblizné
hodnotu f(2).

Reseni. Dopodcitame funkéni hodnoty v uzlovich bodech a pak vypocéteme h;,i =
=0,1,2,3, tj. délky jednotlivych intervali, a Af;,7 = 0,1, 2,3. Vypoc¢tené hodnoty jsou
zapsany v nasledujici tabulce
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Obr. 5.9: Nahrazeni funkce f(x) = cosz pfirozenym kubickym splajnem: funkce a splajn

i 0] 1] 2 ] 3 [4
z; 1 [1,69]225 2894

fa)=vz, | 1 | 1,315 | 1,7 |2
h; 0,69 | 0,56 | 0,64 | 1,11
AT; 03] 020203

Vime, ze ¢y = 0. Pro neznamé cy, ¢y, c3 dostaneme podle 5.22 soustavu rovnic

2,5¢;  + 0,56¢, = —0,232919
0,56c; + 2,4co + 0,64c3 = —0,133929
0,64c; + 3,5¢c3 = —0,126689

Resenim této soustavy je ¢; = —0, 087085, ¢y = —0,027155, c3 = —0,031231.
Koeficienty b; a d;,i = 0, 1,2, 3, dopo¢itame podle vzorci 5.22 a 5.23. (Pfi vypoctu b3 a
d3 pouzijeme ¢4 = 0.)

1,3—-1 —0,087085+2-0

Tedy napt. by = -0,69 = 0, 454812

0,69 3
Ostatni koeficienty by se vypocitaly podobné. Vyjde:
? 0 1 2 3
a; 1 1,3 1,5 1,7
b; || 0,454812 | 0,394724 | 0,330749 | 0,293381
ci 0 -0,087085 | -0,027155 | -0,031231
d; || -0,042070 | 0,035672 | -0,002123 | 0,009379

Vysledny prirozeny kubicky splajn je tedy
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So(x)=140,454812(2—1)—0,042070(x—1)3 x€<1;1,69>
S1(x)=1,3+0,394724(z—1,69)—0,087085(x—1,69)%+0,035672(z—1,69)% x€<1,69;2,25>
So(x)=1,540,330749(x—2,25)—0,027155(x—2,25)%2 —0,002123(2—2,25)3 x€<2,25;2,89>
S3(2)=1,740,293381(x—2,89)—0,031231(z—2,89)2+0,009379(x—2,89)% z€<2,89;4>

S(z) =

Pfibliznou hodnotu funkce f v bodé x = 2 nyni vypocteme jako S1(2) = 1, 415058 (protoze
2 € (1,69; 2,25)). Pro srovnéani, pfesna hodnota je v/2 = 1,414214. O

5.3 ResSeni pomoci Matlabu

O interpolaci pomoci interpola¢niho polynomu, resp. pomoci splajnt, pojednava (v ruz-
nych verzich rizné umisténé a pojmenované, typicky vsak) heslo napovédy User Guide
> Mathematics > Interpolation > Interpolating Uniform Data. Lze pouzit piikazy
interpl a interplq, jejichz vstupem je vektor x—ovych a vektor y—ovych hodnot a déle
vektor z—ovych soufadnic bodd, v nichz ma byt interpolace provedena (v této kapitole
skript predpokladdme, Ze se bude jednat pravé o vSechny z—ové hodnoty). Poslednim pa-
rametrem prikazu je vybér typu metody, resp. typu splajnu, ktery bude danymi body
prolozen. Volba cubic pritom odpovida kubickému splajnu. Nalezeni vhodné interpolace
prikazem interplq je sice rychlejsi, avsak vyzaduje vstupni data ve specializovaném for-
matu. Pro interpolaci pomoci kubického splajnu lze také vyuzit specializovany ptikaz
spline.

MATLAB obecné k interpolaci pristupuje jako k problému, jak co nejlépe odhadnout
funkéni hodnoty v bodech, které lezi mezi zndmymi uzly. Z tohoto divodu nepouziva
pro nalezeni interpola¢niho polynom specializované prikazy a postupy, ale soustieduje se
spiSe na nalezeni splajnii riznych typt, prip. na prolozeni dat polynomy rtznych stupnt
mezi sousednimi uzly. Vice v dokumentaci piikazi mkpp, ppval nebo unmkpp.

5.4 Cviceni

Maplety

Priklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce prikladi. Pomoci na-
sledujicich mapleti si muzete usnadnit nékteré diléi vypocty, nebo zkontrolovat jejich
spravnost.

1. Vypocet funkénich hodnot
2. Uprava algebraickych virazt
3. Grafy funkci


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/funkcniHodnoty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/upravaVyrazu.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/KresleniGrafu.html

5.4 CVICENT 97

Spustitelné aplikace prostiedi Matlab

Pred spusténim téchto souborti je nutné nainstalovat MATLAB Compiler Runtime ve
verzi R2013a, 32-bit pro Windows (400 MB). Podrobné informace o MATLAB Compiler
Runtime ziskate v napovédé na webu firmy Mathworks. Nezapominejte, ze tyto aplikace
nemohou (a ani to nedélaji!) postihnout vSechny nuance probirané latky!

1. Interpolacni polynom a splajn


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://www.mathworks.com/products/compiler/mcr/index.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/Interpolace.exe
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6 Aproximace funkci:
metoda nejmensich ¢tvercu

V predchozi kapitole jsme pozadovali, aby interpolacni polynom, resp. splajn, nabyval
v uzlovych bodech stejnych hodnot jako funkce, jiz se snazime aproximovat. V pfipadé,
ze jsou funkéni hodnoty ziskany experimentalné, napf. jako vysledky néjakého mérent,
je interpolace nevhodna. Vysledky jsou totiz zatizeny chybami a interpolac¢ni funkce by
tyto chyby kopirovala, coz je pfesné to, ¢eho se chceme vyvarovat. Kromé toho povaha
experimentll nevylucuje moznost nékolika méfeni pri nezménéné hodnoté x, tj. nemusi
byt vSechny uzlové body navzajem rtzné. Vzhledem k témto okolnostem neni dobré po-
zadovat, aby aproximacni funkce nabyvala v uzlovych bodech pfedem danych hodnot.

V mnoha pripadech navic mame urcitou predstavu o povaze funkce, jejiz hodnoty jsme
nameérili. Totéz plati pro situaci, kdy pracujeme se statistickymi soubory, pro které je za-
vislost viceméné zfejmé nebo znaméa (napf. je linedrni nebo kvadratickd), a je evidentni, Ze
hledat funkci, ktera by prochazela kazdym jednotlivym bodem, je nesmyslny pozadavek.
Konecné mohou nastavat situace, kdy typ zavislosti sice nezname, ale z diivodu zjedno-
duseni chceme tlohu napft. linearizovat, tj. prevést na situaci, kdy je zavislost linearni.

Ve vsech téchto situacich hleddme mezi vsemi funkcemi daného typu takovou, kterd pro-
chazi k zadanym bodtim v jistém smyslu nejblize.

Formulace problému

Je ddna mnoZina bodi [x;,y;], © = 0,...,n,n > 1. Je zndmo, Ze hodnoty y; jsou nepresné.
Najdéte funkci y = f(x), kterd ,co nejlépe” vystihuje skutecnou zavislost proménné y na
proménné x.

Pted tim, nez pristoupime k vlastnimu vypoctu, je nutné, abychom si ujasnili, jakého typu
je zavislost mezi proménnymi, jejiz ,,co nejlepsi“ podobu hledame. Vykresleni namérenych
hodnot a jejich rozlozeni v roviné nemusi byt vzdy spolehlivym voditkem. Piesny typ
zavislosti vétsinou pozname ze zkuSenosti, ze znalosti redlného technického problému,
diky aplikaci fyzikalnich zakontd a vzorct apod.

Na Obr. 6.1 je zakresleno nékolik bodi, které lezi na kiivce y = x +sin x. Jestlize budeme
mit k dispozici pouze tyto body (napft. jako vysledky méfeni), jaké je funkce, kterd témito
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body prochézi ,,co nejlépe“? Je to néjaka primka y = ax+b nebo néjaka periodicka funkce
typu y = ax + bsin (cx + d)? Nebo funkce néjakého jiného typu?

gl
6--
4--
2--
) ) X
_ i O = 27 ﬁ 5 T
3 3 3 3 3 3
Z 9l

Obr. 6.1: Metoda nejmensich ¢tvercii: pomoci ¢eho aproximovat?

V této kapitole si ukdzeme, jak pomoci metody nejmensich ¢tverct najit nejvhodnéjsi
linearni zavislost, tj. pfimku y = co+cix, a nejhodnéjsi kvadratickou zavislost, tj. parabolu
y = co + c11 + cox?. UkdZeme si také, jak v nékterych situacich najit nejvhodn&jsi kiivku
typu y = be®, resp. y = ae’. Navic podame navod na nalezeni obecného typu zavislosti.
Vzdy je vSak tfeba mit na paméti, ze prvotni je vzdy informace, jaky typ zavislosti
danou situaci popisuje nebo méa popisovat. Teprve poté mizeme aplikovat ptislusné vzorce,
pomoci kterych , jen“ upresnime pozadované koeficienty.

6.1 Aproximace algebraickymi polynomy

6.1.1 Aproximace pomoci primky

Nejprve podrobné rozebereme nejjednodussi pripad — aproximaci primkou.

Jsou dany body z;, 7 = 0,...,n, a funkéni hodnoty v nich oznac¢ené y;. Budeme hledat
primku o rovnici

yzco—i—clx, (6].)
kterd bude ,co nejlépe“ prochézet mezi body [z;,v:], i =0,... n.

Oznacme e; chybu aproximace 6.1 v i-tém bodé, tj.

€ =Y — y(-rz) =VY; — C — 1Ty,
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viz téz Obr. 6.3. Jelikoz body [x;, y;] jsou dany, chyba zavisi pouze na koeficientech p¥imky
Cop A Cq.

Ukazuje se, ze vhodné kritérium pro urceni onoho ,co nejlepsiho“ prochézeni je, aby
soucet druhych mocnin (neboli étvercti) chyb v jednotlivich bodech byl minimélni. Tento
soucet zna¢ime p?. Chceme tedy minimalizovat funkci

p2(co,e1) = (yo—co—c1mo)® + (Y1 — co — c121)? 4 -+ -+ (Yo — o — 1)
= Z(?/z —Co— 01%’)2
=0

Veli¢inu p? nazyvame kvadraticka odchylka.

Yy =co+c1x

—t t t t
o L1 i) PN Tn—1 ey

Obr. 6.2: Odchylky e;

Yy =co+ 1

—t t t t t t
To L1 i) PN Tpn—1 ey

Obr. 6.3: Hledame pfimku, pro niz je soucet
obsahtl ¢tvercit minimalni.
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Z diferencidlniho poctu funkei vice proménnych je znadmo, Ze nutnou podminkou pro to, aby p?(co,c1)
nabyvala minima, je splnéni rovnic

d(p?) a(p?)

600 =0 a 861

Parcialni derivaci podle ¢y vypoc¢teme podrobné; derivaci podle ¢; ur¢ime analogicky.

a(p*)
8(:0

= 2yo—co—c1x0)(—1) +2(y1 —co — crx1)(=1) + -+ 2(yn — co — c12,)(—1) =

= —2((yo—co—c1zo) +(y1 —co —c121) + -+ + (yn — co — C12y)) =
= 2(yo+vyi+-+yn)—co(l+1+-+1)—cr(zo+z1+ - +x,) =

n

= =2 Zyz —con+1)—c Z%)
i=0 n=0
n

%) D20y —co — ) (—wi) = =2 (wiys — comi — rw}) =

=0 =0
n n n

2

= =2 E x¢y¢—60§ xi—clg x5
i=0 i=0 1=0

Koeficient u ¢, tj. (n 4+ 1), je dan tim, Ze uzly se indexuji od nuly a posledni z nich m4 index n. S¢itali
jsme tedy celkem n + 1 jednicek.

Polozime-li nyni vypoctené parcidlni derivace rovny 0, po snadné tipravé (vydélenim -2 a pfevedenim
nékterych sum na druhou stranu rovnic) dostaneme tzv. normalni rovnice s nezndmymi ¢y a c;.

Hledana primka y = co+ c1x je takova, ze jeji koeficienty ¢y a ¢; jsou fesenim soustavy
rovnic:
n n
con+1) + E T, = E i
i=0 i=0
n n n
2

Co E T + G E Ty = E iy

i=0 i=0 i=0

Ptitom n + 1 je pocet uzli.

(6.2)

Samoziejmé se musime ptat, za jakych podminek mé soustava 6.2 pravé jedno fesSeni.
Odpovéd je prizniva — staci, pokud mezi uzly z; najdeme alesponn dva razné (tj. pokud
neni o = x; = - - - = x, neboli pokud jsou vektory (1,1,...,1) a (zg,z1,...,x,) linedrné
nezavislé).

Priklad 6.1. Funkci zadanou néasledujici tabulkou bodi aproximujte metodou nejmen-
sich ¢tvercti pomoci ptrimky.

o 02 ] 05 ] 09 | 16 | 20 | 29 | 35
i |1 16,58 | 19,30 | 18,12 | 20,04 | 20,90 | 24,66 | 24,50

Reseni. Koeficienty piimky ziskdme jako feseni soustavy rovnic 6.2. Pro pfehlednost si
vSechny potfebné hodnoty zapiseme do tabulky:
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2

0 ] 02 ] 1658 | 0,04 | 3316
1 105 | 1930 | 0.25 | 9,650
2 0,9 | 1812 | 0,81 | 16,308
3 1,6 | 20,94 | 2,56 | 33,504
4 2,0 | 20,90 | 4,00 | 41,800
5t 2,9 | 24,66 | 8,41 | 71,514
6 | 35 | 2450 | 12,25 | 85,750
S | 11,6 | 145,00 | 28,32 | 261,842

Nyni miizeme sestavit normalni rovnice. Pfipomenme, Ze koeficient u ¢y v prvni rovnici,
n + 1, udava celkovy pocet uzli, v nasem pripadé tedy 7.

Tco + 11,6¢c; = 145
11,6co + 28,32c¢; = 261,842

Jejich fesenim je ¢y = 16,788 , ¢ = 2,370.

Hledana primka je tedy y = 16,788 + 2,370 x. Zadané body jsou spolu s touto primkou
zobrazeny na obrazku 6.4.

257

201

15

0 1 2 3 4

Obr. 6.4: K prikladu 6.1: zadané body a nalezena pirimka

6.1.2 Aproximace pomoci paraboly

Aproximace parabolou se fesi velmi podobné jako aproximace piimkou, viz Obr. 6.5.
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K zadanym bodtum [z;,y;], i = 0, ..., n, hleddme parabolu o rovnici

2
Y = Co + C1T + Cax”,

pro niz je minimalni kvadratickd odchylka

n

p*(co,c1,c2) = Z(yz — ¢ — 1 — a1} )%
i=0

L+ 2T 4 00 = fi

To T1 T2

Tp—1

Tn

Obr. 6.5: Mezi vSemi parabolami hledame tu, pro kterou
je soucet obsahti ¢tvercli nejmensi mozny.

Normalni rovnice dostaneme zcela analogickym postupem jako u primky.

Hledana parabola y = co + 1z + c22? je takovd, Ze jeji koeficienty co, 1 a ¢y jsou

resenim soustavy rovnic:
C()(’I"L + 1) +
n
Co E r; +
i=0
n
Z 2
Co r; +
i=0

Ptitom n + 1 je pocet uzli.

n
Clg xT; +
i=0
n
2
015 r; +
i=0
n
3
015 r; +
i=0

n
Co Z Ilz
=0
n
Co Z CL’?
=0
n
Co Z l’?
=0

Z Yi

i=0

= Z Lili
i=0

= Z w3y
i=0




104 APROXIMACE FUNKC{: METODA NEJMENSiCH CTVERCU

6.1.3 Obecny pripad

Zatim jsme se zabyvali aproximaci pomoci piimky, tj. polynomem stupné 1, a parabolou,
tj. polynomem stupné 2. Chceme-li aproximovat obecné polynomem stupné m, tzn. funkci

Po(x)=cy+caz+- -+ cpz™,

postupujeme Uplné stejné jako u primky a paraboly. Soustava normalnich rovnic pak
vypada nasledovné (n + 1 je opét pocet uzli):

con+1) + ClZfEi + ... + cmZﬁ” = Zyi
1=0 =0

i—0
n n n n
2 1
o E T, + E T, o+ ...+ o E It = E Y
i—0 i—0 i—0 i—0

n n n
1 2
Co E "+ o E M+ L+ e E " o= E 'y,
=0 =0 i=0

1=0

6.1.4 Jiny zpusob odvozeni vzorcu

Ukazeme nyni trochu jiny postup, kterym je mozné ziskat normalni rovnice. Za¢neme opét nejjednodussim
pfipadem, kdy mame body [z;,y;], i =0, ...,n a hleddme aproximujici pfimku

Yy =co+cir.

Pro tuto pfimku, resp. jeji koeficienty ¢y a ¢, by mélo platit

Yo = co+cixg
Y1 = co+cr
Yn = Co+C1Tn.

Tento fakt muzeme prepsat maticové jako

Yo 1 o
. Y1 1 Iy co
y=%2c, kde y=| .|, Z=]|. . a c= .
: Do !
Yn 1 z,

Budeme ptedpokladat, Ze zadané body jsou alespoii tii (pro dva bychom p¥imku jimi danou nasli snadno,
pro jeden by tloha neméla jednozna¢né feseni). Piedstavime-li si, ze misto ,=“ mame vSude rovnost,
méame soustavu rovnic, ve které je vice rovnic nez neznamych. Takovéto soustavé se Fika pFeurcena.
,Opravdové®“ Teseni by méla pouze v tom vysoce nepravdépodobném pripadé, ze by vSechny zadané body
[, v:] leZely na jedné piimce. Jinak feseni nem4, tzn. neexistuje vektor ¢, pro ktery by vSechny rovnice
byly splnény. Budeme se proto hledat vektor c, pro ktery soustava rovnic sice neni splnéna presné, ale
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aspon v jistém smyslu co nejlépe. Bude to takovy vektor c, pro ktery je minimalni soucet druhjch mocnin
rozdilu levych a pravych stran soustavy, tj.

n
Z(yz — o — cri).

=0

A jsme zase tam, kde jsme byli v kapitole 6.1.1, kde se pfimka hledala pomoci geometrické predstavy se
¢tverecky. Soustavu normaélnich ted mizeme zapsat pomoci matice Z jako

Z%7c =7vy. (6.4)
Ze soustavy 6.4 pak mizeme neznamy vektor c vyjadrit jako

c=(2"z)"' Zz"y. (6.5)

Podobné u aproximace parabolou miizeme normélni rovnice 6.3 prepsat jako

ZY7c =7"y,
kde
1 =z l‘% Yo
1 oz 2 co v
Z - . 9 Cc = C1 a y =
: cs
1 z, 22 Yn

6.2 Obecna aproximace metodou nejmensich ¢tvercu

Zdaleka ne vzdy je zavislost mezi naméfenymi (nebo jinak ziskanymi) hodnotami z a y
polynomialni. Napi. pokud tyto hodnoty vykazuji periodické chovani, je vhodnéjsi pouzit
trigonometrické polynomy. Aproximaci pak mizeme hledat tfeba ve tvaru

Y = Co+ €1 co8T + Co8in T + €3 cos 22 + ¢4 sin 2.

Popiseme nyni, jak vypada aproximace metodou nejmensich ¢tvercti obecné.

Formulace problému

Jsou dany body x;, © =0, ...n, a funkéni hodnoty v nich oznacen€ y;. Dale jsou dany funkce
i, i =0,...,m, m < n. (Pro pfimku by to byly funkce po(x) =1 a p1(x) = x, pro parabolu
by k nim navic pribyla funkce po(x) = x2.) Mezi véemi funkcemi tvaru

Pu(z) = copo(x) + crp1(z) + -+ + com (), (6.6)

Cos - - -, Cmy JSou redlnd Cisla, hledame takovou, pro niz kvadraticka odchylka

n

pe(cos - Cm) = Z(% — P(z:))?

=0
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nabyva minimalni hodnoty.

Takovou funkci pak nazyvame nejlepSi aproximaci experimentalnich dat v, ...y, v dané
tridé funkci ve smyslu metody nejmensich ctvercu.

Postup pro nalezeni nejlepsi aproximace uz jsme v podstaté predvedli u pfimky. Kvadratickd odchylka

n

= (i — copo(@:) — crpa(ws) — -+ — Cmpm (1))

=0

je minimalni v tom bodé (co, ¢, ..., ¢,), v némz jsou splnény rovnice
P p2 P n ,
a(c_) = aT[Z(yz — copo(wi) — crpr (i) — - — Cm<Pm(l‘i))2} =0, 7=0,...,m.
J J =0

Nyni provedeme totéZ, co jsme délali u pfimky, s obecnymi funkcemi. Zderivovanim dostaneme

n

22(% —copo(wi) — c1p1(wi) — -+ = Cmpm () (—p;(z:)) =0, j=0,...,m.

Rovnice vydélime —2 a rozdélime na jednotlivé sumy:

Zyis"j( Zcowo (i) () - Zcmgom Dei(z) j=0,...,m
i=0

=0

Z kazdé sumy muzeme vytknout odpovidajici koeficient cx. Snadnou tGpravou pak dostaneme normalni
rovnice pro neznamé cg, ..., Cp, :

n

COZSQO(IJ()O](:Q) +-tcom Z@nz Xy Sﬁj Iz qu(pj IZ ] = 0, o, m.
1=0 1=0

Tato soustava rovnic po rozepsani vypada takto:

COZSO() xz +Clz¢1 € SDO(:EZ)_‘__I_CmZSDm xz QDO xz Zyzwﬂ xz

=0
602900 i) () +C12901 ;) +"-+CmZ@m(ffﬁi)@l(ﬂfi):zyﬁ@l(ﬂ?i)

1=0 i=0

co ) wo(xs)om(xi) +e1 Y pr()em(@) +- -+ em Z P (i) = Z Yiom (i)

=0 i=0

Ziskana soustava rovnic sice vypada ponékud komplikované, ale jiz jsme vidéli, ze s konkrétnimi funkcemi
;i to nebylo tak zlé.

Da se ukazat, ze tato soustava ma jediné feseni, pokud jsou vektory

$o = (900(550)7990(‘%1)’"'a@O(xn))
e = (p1(zo), p1(x1),- .., p1(70))

Cm = (Pm(@0), om(21),s -, Pm(T0))
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linedrné nezavislé.

Soustavu lze opét zapsat i ve tvaru

Z%7c =77y, (6.7)
kde
wo(zo) ... @m(xo)
4100(371) o Spm(ml)
Z = ) ) :
o) o emlen)

6.3 Aproximace kiivkou y = ae®™

Castym piipadem jiné nez polynomialni zévislosti je situace, kdy hledame nejlepsi kiivku
y = ae’®, kterou je mozné prolozit zadanymi body [z;,v;], i = 0,...,n, n > 1. Pozname-
nejme, ze plati:

“i
acx — aelnc — aexlnc — alebr’

kde b = Inc, takZe v zasadé nezalezi na tom, zda pracujeme s kiivkou y = ae®® nebo s
krivkou y = ac”®.
Pokud bychom na tuto situaci aplikovali stejny postup jako u aproximace primkou nebo

parabolou, tj. kvadratickou odchylku chapali jako funkci dvou proménnych, napi. pro
aproximaci y = ac” jako proménnych a a c,

n

p*a,0) = (y; — ac™)’ (6.8)

=0

a hledali jeji minimum, ziskali bychom po derivaci podle a a podle ¢ soustavu dvou
nelinearnich rovnic o dvou nezndmych. (Ovérte si sami véetné pripadu, kdy y = ae®®.)

nas stavajici — viz kapitola 4.

Uloha se proto casto fesi pfevedenim na piipad aproximace pomoci piimky. Rovnici y =
= ae®” zlogaritmujeme a dostaneme

Iny =Ina+ bx. (6.9)

Po substituci ¢g = lna, ¢; = b miZeme pouZit stejné vzorce jako pro pripad aproxi-
0 )

mace pomoci primky. Misto y; samoziejmé bude pracovat s Iny;, takze musime ovérit, ze

prislusné logaritmy existuji. Hodnoty a a b nakonec ziskdame jako a = e® a b = ¢;.

Priklad 6.2. Metodou nejmensich ¢tverci prolozte body z tabulky exponencidlou y =

= ael®.

7 11,010 20] 20] 30 40
vi | 7.6 | 8,8 | 21,4 | 22,2 60,5 | 163,8
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Reseni. Piislusné soustava rovnic je

6 co + 13 ¢ = 19,56767271
13 ¢ + 35 49,23238117

Jejim feSenim ziskame ¢y = 1,094, ¢, = 1,0, a = e®© = 2,986, b = ¢, takZe rovnice hledané
exponencily je y = 2,986 - e1:07,

O

6.4 Obecna nelinearni aproximace metodou nejmen-
Sich ¢tvercu

Funkci y = ac®, resp. y = ae?® z predchozi kapitoly jsme dokazali pomoci zlogaritmovani pievést na
linearni pfipad. Slovem linedrni nyni nemyslime to, Ze jsme hledali néjakou pfimku, ale skutecnost, ze
hledana funkce byla linedrni kombinaci zndmych funkei o(z) =1 a p1(x) = x. V praxi se v8ak vyskytuji
i pfipady, kdy jsou hledané koeficienty cg,cy ..., ¢y, sVAzany nelinedrné, napt. y = c¢o + ¢ sinca(x + c3).
V takovych pripadech pro nalezeni téchto koeficientd nestaci vyresit soustavu lineadrnich rovnic. Pouziva
se tzv. Levenberg — Marguardtiv algoritmus. Jeho popis vsak presahuje ramec tohoto predmétu.

6.5 Problematika presnosti

Otézka presnosti vypoctu je u metody nejmensich ¢tverct zdanlivé nedilezita. Je vSak tfeba si rozmyslet,
jakym zptisobem budeme feSeni piislusnych soustav rovnic hledat. Pokud budeme postupovat analyticky
(coZ je pro pfimku, resp. parabolu, asi logickd volba), ziskdme pfesné feSeni. Pokud bychom vsak v
néjakém priipadé (napf. pro polynomy vyssich stupiidi, pfip. pro obecnou aproximaci) pouzili iteracéni
metodu, bude otézka pfesnosti hrat roli. V nasledujicim prikladé predpoklddame, Ze jsme néjakou iteracni
metodu vyuzili i u aproximace parabolou.

Piiklad 6.3. Piedpokladejme, Ze méame za kol nékolika body z intervalu (40; 50) prolozit nejvhodné&jsi
parabolu y = ¢+ c12 + cox?. Reseni piislugné soustavy rovnic hleddme s pfesnosti € = 0, 1. Miizeme tedy
napi. ziskat tyto dvé kiivky: y; = —3 + 5z + 0,122, yo = —2,95 + 4,92z + 0,000122. Na Obr. 6.6 jsou
tyto kfivky vykresleny na intervalu (40;50), na ktery se soustfedujeme.

6.6 ReSeni pomoci Matlabu

Ptikazy vyuzivajici metodu nejmensich ¢tverct jsou shrnuty ve specializovanych balicich
Curve Fitting a Optimization Toolbox. MATLAB rozlisuje celou fadu tloh (linedrni,
nelinearni, s nezdpornymi hodnotami apod.), na jejichz feseni pouziva specializované pii-
kazy jako napi. 1sqcurvefit, 1sqlin nebo lsqnonneg a dalsi. Pfed pouzitim konkrétniho
prikazu je tedy nutné tilohu spravné analyzovat a zvolit odpovidajici postup feseni. Kazdy
z prikazl obsahuje fadu volitelnych parametri, které déle specifikuji postup feseni — jejich
popis a vysvétleni jejich funkce presahuje ramec tohoto textu.
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Obr. 6.6: Dtisledek nepresnosti pfi vypoctu koeficientid u metody nejmensich ¢tverct

6.7 Cvicleni

Maplety

Priklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce prikladi. Pomoci na-
sledujicich mapletii si muzete usnadnit nékteré dil¢i vypocty, nebo zkontrolovat jejich
spravnost.

1. Analytické feSeni soustavy linearnich rovnic
2. Vypocet determinantu

3. Uprava algebraickych vijrazt

4. Grafy funkci

Spustitelné aplikace prostiedi Matlab

Pted spusténim téchto soubort je nutné nainstalovat MATLAB Compiler Runtime ve
verzi R2013a, 32-bit pro Windows (400 MB). Podrobné informace o MATLAB Compiler
Runtime ziskate v napovédé na webu firmy Mathworks. Nezapominejte, Ze tyto aplikace
nemohou (a ani to nedélaji!) postihnout vSechny nuance probirané latky!

1. Metoda nejmensich ¢tvercii


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SoustavaLinRovnic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Determinant.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/upravaVyrazu.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/KresleniGrafu.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://www.mathworks.com/products/compiler/mcr/index.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/Metoda_nejmensich_ctvercu.exe
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7 Numerické derivovani

V této a nasledujici kapitole se budeme zabyvat otazkou, jak vypocitat derivaci a integral
z funkce, ktera je zadana pouze tabulkou bodi nebo pro kterou by byl analyticky vypocet
prilis slozity. Zakladni myslenkou je nahradit funkci interpola¢nim polynomem, poptipadé
jinou aproximaci, a derivovat ¢i integrovat aproximujici funkeci.

Formulace problému

1. Je ddna mnozina bodi [z;, fi], t = 0,...,n, n > 1. Najdéte derivaci neznamé funkce
f(x), pro kterou plati f(x;) = fi pro¥Vi € {0,...,n}.

2. (alternativné) Je ddna takova funkce f(x), Ze urcit jeji derivaci analyticky by bylo obtizné.
Najdéte numericky jeji derivaci f'(z).

Oznacdeni

Budeme predpokladat, Ze vzdalenost mezi kazdymi dvéma sousednimi uzly je konstantni —
budeme ji oznacovat h a nazyvat krok.

Jestlize budeme zadanymi body proklddat interpola¢ni polynom P,(x) sestaveny z uzli
X, ... Ty, abychom poté rekli, ze priblizné plati

f'(x) = P(x), (7.1)

resp.
fO(x) = PP(2), (7.2)

musime oSetrit nékolik skutecnosti.

Predné si musime ujasnit, v jakém tvaru budeme interpolac¢ni polynom hledat. Déale musi
byt jasné, z kolika bod budeme interpolacni polynom sestavovat. Vice bodi muze zna-
menat nejen presnéjsi aproximaci, ale také napt. problémy, o kterych jsme diskutovali v
prikladech 5.8 a 5.8 na str. 87. Soucasné vsak musime vzit v ivahu, Zze pokud budeme
chtit timto zptsobem numericky urcovat derivace vyssich tadid, budeme pfi derivovani
interpola¢niho polynomu snizovat jeho stuper, takze napt. tfeti derivaci pomoci interpo-
la¢niho polynomu sestaveného ze tii uzlii neur¢ime. Myslenka nastinéna vzorcem 7.2 tak
pochopitelné plati jen pro s < n.
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Poznamenejme, ze v uzlovych bodech se hodnoty derivaci funkce a interpola¢niho po-
lynomu nemuseji shodovat. Pro ilustraci mize poslouzit opét obrazek 5.5 na str. 88, na
kterém je dobie vidét, ze zatimco funkéni hodnoty v uzlovych bodech jsou u funkce a inter-
pola¢niho polynomu stejné, smérnice tecen k témto dvéma grafim (tj. hodnoty derivaci)
jsou v uzlovych bodech velmi odlisné.

Poznamka 7.1. V této kapitole budeme hovofit pouze o numerickém derivovani pomoci
interpolacniho polynomu. V pripadé funkci, jejichz hodnoty byly ziskdny napf. experi-
mentalné a jsou zatizeny nezanedbatelnymi chybami, se doporucuje nejprve tyto hodnoty
metodou nejmensich ¢tverci ,,vyrovnat® a potom teprve funkci derivovat.

7.1 Neékteré Casto pouzivané vzorce pro numerické
derivovani

Uvedeme zde nékteré jednodussi, ¢asto uzivané vzorce pro prvni a druhou derivaci v uzlo-
vych bodech. V tomto textu se s nimi jesté setkdme v kapitolach vénovanych numerickému
feseni diferencidlnich rovnic.

Jako posledni je v kazdém vzorci uveden chybovy clen, ktery pfi samotném vypoctu
zanedbavame. Cim vy$$i mocnina kroku h se v ném vyskytuje, tim je chyba mensi (a
tedy vzorec lepsi), nebot h byva zpravidla malé ¢islo, h < 1, a pro takova ¢isla plati
h>h?>h®>...

Nejjednodussi vzorec pro derivaci prvniho fadu dostaneme zderivovanim interpola¢niho
polynomu prvniho stupné daného uzly x¢ a x1 = z¢ + h.

Interpolacni polynom v Lagrangeové tvaru danymi témito body je

_ T —x9—h - T — To
Ll(x)—f(l"o)ixo_xo_h‘Ff( 0+h)a:0+h—a:0
tj. )
L1($):E[f(%‘f'h)(x—fo)—f(ffo)(x_xo_h)]

Po zderivovani podle x dostavame

Li(x) = 3 (o +h) ~ F(a0)),

coz je konstatni polynom, takze jestlize tvrdime, ze f'(z) = P, (x), je
1
f'(xo) = f'(wo + h) = E (f(zo + h) — f(20)) .
Interpolacni polynom v Newtonové tvaru pro vyse uvedené uzly xg, x1 je

f(@1) = f(x0)

1 — Xo

Py(x) = f(wo) + (z — o)

a jeho derivovanim podle x dostaneme

Pl(e) = S =S n)
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coz je stejny vysledek jako ten, ktery jsme ziskali derivovanim interpola¢niho polynomu v Lagrangeoveé
tvaru, protoze uzlové body jsou zadany tak, ze z1 = xg + h.

Ma-li funkce f druhou derivaci na intervalu (xo, z1), pak existuji body &, & € (o, 1)
tak, ze plati

f(ﬂh) - f(%) hf
h 2

f(w1) — f(zo) R
h B Ef

"(&0) (7.3)
(&) (7.4)

Tyto vzorce lze téz odvodit pomoci Taylorova rozvoje funkce f.

Derivovanim interpola¢niho polynomu druhého stupné daného uzly zy = x; — h,z; a
T9 = x1 + h dostaneme presnéjsi vzorce pro prvni derivaci v téchto uzlovych bodech.
Interpolacni polynom pro vyse uvedené uzly budeme vyuzivat také pro odvozovani v néasledujici kapitole.

Proto jej na tomto misté neuvadime.

Méa-li funkce f ¢tvrtou derivaci na intervalu (zg,x2), pak existuji body
o0,&1, & € (T, 19) takové, Ze

f’(xo) _ —3f({L‘0) + 4212(‘@1) — f(mZ) f; f/”(§ ) (75)
JIC I et O (7.6)
f/(xg) _ f(xo) — 4f(2:21) + 3f(l’2) f; f///<£2) (77)

Pomoci druhé derivace téhoz interpola¢niho polynomu dostaneme vzorec pro druhou de-
rivaci funkce f v bodé x;.

Ma-li funkce f péatou derivaci na intervalu (zg,xs), pak existuje bod & € (zo,x2)
takovy, ze

(e = L= 2P 2 7lmn) 1 o (7.8)

Na obrazcich 7.1 a 7.2 je zachycen geometricky vyznam vzorct 7.4 a 7.6. Hodnota derivace
funkce f v bodé x4, tj. smérnice te¢ny ke grafu funkce v tomto bodé (tecna je na obrazcich
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Y se¢na
teCna
y= f(z)
f((El) """"""""""""""""""""
flxo)L_—7.
—
~
; ' x
ZTo h X1
Obr. 7.1: Ilustrace ke vzorci (7.4)
Yy
te(::na
sefna
f(372)“' ................................................. = f(:E)
JQrp)
flxo)L—7".
—
—
i z L
To h X1 h

Obr. 7.2: Tlustrace ke vzorci (7.6)

nakreslena ¢erné), je priblizné rovna smérnici se¢ny dané body zg a x1, resp. zg a 2 (tyto

seCny jsou na obrazcich nakresleny Sedé).

Priklad 7.2. Je déna funkce y = % Numericky urcete y'(2).

ReSeni. Pfesna hodnota ziskané analyticky je y/(2) = —

pak numericky ziskame tyto vysledky:

e 1/(2) = —0,2273 podle vzorce 7.3, kde xg = 2,21 = 2,2,
e y/(2) = —0,2778 podle vzorce 7.4, kde xg = 1,8, 21 = 2,
e y/(2) = —0,2525 podle vzorce 7.6, kde xg = 1,8, 19 = 2, 2.

0, 25. Jestlize pouzijeme h = 0, 2,
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7.2 Poznamka o zaokrouhlovaci chybé

Mohlo by se zdat, ze zmensovanim kroku h lze dosdhnout pii numerickém derivovani
libovolné presnosti. Bohuzel se vSak ukazuje, ze pti piili§ malém A muze velmi nartst vliv
zaokrouhlovaci chyby.

To je vidét uz z nejjednodussiho vzorce 7.4. Pro malé h mize byt f(zo) = f(x1) a tedy
v Citateli zlomku odc¢itame dvé sobé velmi blizka ¢isla, vysledek pak navic opét délime
malym cislem. To jsou operace vzhledem k zaokrouhlovaci chybé velmi riskantni, viz
kapitolu o chybéach.

Naopak, pfi velkém kroku h nelze ocekavat velkou presnost vzhledem k chybé metody.
Proto je potieba volit kompromis, vice o tom v [?].

7.3 Cviceni

Maplety

Priklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce prikladi. Pomoci na-
sledujicich maplet si muzete usnadnit nékteré diléi vypocty, nebo zkontrolovat jejich
spravnost.

1. Vypocet funkénich hodnot

2. Derivovani


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/funkcniHodnoty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Derivovani.html
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8 Numerické integrovani

V prvnim roc¢niku jste urcity integral fab f(z)dx vycislovali tak, Ze jste nejprve nasli pri-
mitivni funkei k funkei f(x), do ni jste poté dosadili horni a dolni mez a ziskana ¢isla jste
odecetli. Protoze vSak existuji funkce, ke kterym primitivni funkce neexistuje, nelze tento
postup pouzit vzdy.

V této kapitole si ukazeme, jak lze k vypoctu urcitého integralu pfistupovat za vyuziti
numerickych metod. Vyuzijeme pfitom stejné myslenky jako v pfedchézejici kapitole, t;j.
funkei f(z) nahradime na intervalu (a, b) interpola¢nim polynomem F,(z) a fekneme, Ze

/a ’ fla)ds = / b Py (x)dz. (8.1)

Budeme pfitom muset vyjasnit nékolik véci — zejména jakého stupné ma byt polynom
P,(x) a v jakych uzlovych bodech ho budeme konstruovat.

Formulace problému

Je ddna funkce f(x) a Cisla a,b € R takovd, Ze a < b. Urcete fabf(a:)dx

Pritom budeme integrovat zejména funkce, k nimzZ je nalezeni primitivni funkce obtizné, resp.
nemozné.' Podobné jako v predchazejici kapitole miizeme pracovat i s funkcemi, které jsou
zadany nikoliv funkénim predpisem ale jen tabulkou bodL.

Oznacdeni

Podobné jako v predchazejici kapitole budeme i pfi numerickém integrovani predpokladat, Ze
vzdalenost mezi kazdymi dvéma sousednimi uzly, jimiz budeme prokladat interpolacni poly-
nom(y), je konstantni — opét ji budeme oznacovat h a nazyvat krok.

IP¥ikladem funkci, ke kterym primitivni funkce neexistuje, jsou napf¥. funkce y = e’IZ, y = Jxe
nebo y = =%
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8.1 Lichobéznikova metoda: interpolac¢ni polynom ze
dvou uzla

Funkci f(z) nahradime na intervalu (a,b) linedrnim interpola¢nim polynomem danym
body [a, f(a)], [b, f(b)] (zde zapsanym v Lagrangeové tvaru):

x—>b T —a

L(x) = () =] + f(0) T,

tj.

Integraci tohoto polynomu podle x dostavame

/:L(x)dx _ aib [f(a) (x; - b:c) + 1) <$22 - axﬂb

Po tpravé dostaneme vztah pro (jednoduchou) lichobéznikovou metodu.

/ab fz)de = /ab L(z)dz = b ; a (f(b) 1 f(@) (8.2)

Priklad 8.1. LichobéZznikovou metodou vypoctéte f; cos 6x + In xdz.

ReSeni. Pracujeme s uzly a = 2, b = 3 a s funkci f(x) = cos6x + Inz. Vypocteme f(2)
a f(3), dosadime do vzorce 8.2 a dostavame f;’ cos 6z + Inzdxr = 1, 65. O]

8.2 Simpsonova metoda: interpolac¢ni polynom ze tri
uzli

Jestlize k uzltim a, b pfidame jako tfeti uzel stied intervalu (a, b), ktery oznac¢ime c, tj. k
bodtm [a, f(a)], [b, f(b)] pfidame bod [c, f(c)] = [%2, f(“$)], a dale budeme postupovat
stejné jako u lichobéznikové metody, ziskdme vzorce pro numerickou integraci pomoci
Simpsonovy metody.

Interpolacni polynom je v tomto pfipadé tvaru

(x —c)(x —b)

~ g C(x—a)(x—b
S(J})—f( )(a—c)(a—b) +f( )(C a)(c—b +f(b) b— )(b—c ’
coz lze po substituci a = ¢ — h, b = ¢ + h upravit na tvar
$(a) = f(a) EAE TN gzt e nl) | g le et e
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Jestlize poté S(x) pfevedeme do tvaru vhodného pro integraci a zintegrujeme podle z, dostaneme

/ab f(z)de = /:S(x)dx _b . a (f(a) +Af(et) + f(b)). (8.3)

Piiklad 8.2. Simpsonovou metodou vypoctéte f;’ cos 6 + In zdx.

Reseni. Jedna se o stejnou funkci a stejné integracni meze jako v prikladé 8.1. Pracujeme
suzly a =2, b =3, c= %2 =25 as funkef f(z) = cos6z + Inz. Vypocteme f(2), f(2,5)
a f(3), dosadime do vzorce 8.3 a dostavame f; cos 6z + In zdz = 0,65. O

Je ziejmé, ze rozdily mezi vysledky prikladi 8.1 a 8.2 vyzaduji blizsi komentat. O to vice,
pokud analytickym vypoctem zjistime, ze f;’ cos 6x + In xdz = 0,87.

8.3 Geometricka interpretace

Z prvniho ro¢niku vite, ze jednou z aplikaci urcitého integralu fab f(z)dx je vypocet obsahu
plochy ohrani¢eného osou x, funkei f(z) a pfimkami z = a a x = b — viz Obr. 8.1.

a b
Obr. 8.1: Pfipomenuti vyznamu urcitého integralu
P1i lichobéznikové metodé nahrazujeme funkci interpolacnim polynomem stupné nejvyse

jedna, tj. primkou. Pfi Simpsonové metodé nahrazujeme funkci interpola¢nim polynomem
stupné nejvyse dva, tj. parabolou (nebo — ve velmi specidlnim piipadé — opét piimkou).
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Na obrazcich 8.2 a 8.3 je ukazano, ze chyba, ktera plyne z tivahy ,integral z interpola¢niho
polynomu se pfiblizné rovnd integralu z funkce“ miize byt zna¢na.!

Poznamenejme, Ze z 8.2 je zfejmé, Ze vzorec 8.2 neni nutné odvozovat integraci interpo-
laéniho polynomu. Staci pouzit zndmy vztah pro obsah lichobé&znika S = (A + C)v, kde
A a C jsou délky podstav lichobéZnika a v je jeho vyska. Musime si ovSem uvédomit, ze
v tomto piipadé je lichobéznik obracen, tj. Ze jeho podstavy jsou svisle.

a b
Obr. 8.2: Lichobéznikova metoda

a (a +;b) /2 b

Obr. 8.3: Simpsonova metoda

Nasledujici priklad je ukdzkou toho, ze bychom nikdy neméli poustét ze zietele teoretické
poznatky o problémech, jejichz feSeni hleddme pomoci numerickych metod.

Piiklad 8.3. LichobéZnikovou metodou urcete f02 3e37,

11, resp. Lo na obrazcich naznacuje, Ze jde o interpola¢ni polynom v Lagrangeové tvaru stupné
nejvyse jedna, resp. nejvyse dva.
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Reseni. Dosazenim do vzorce zjistime, Ze

2 2 -0
/ 3e 3" = T(360 +3e7%) = 3,0074.
0

Z obrazku 8.2 (a poté, co si na intervalu (0,2) vykreslime funkci f(z) = 3e73*) lze
odhadnout, ze tento vysledek bude zatizen velkou chybou. Problém je vSak jinde: jak
zjistite v kapitole 19.2, funkce f(x) = 3¢73* je funkci hustoty ndhodné veli¢iny, kterd méa
exponencialni rozdéleni s parametrem A\ = 3. Pozadavek urcit f02 3e73% neznameni v této
souvislosti nic jiného, nez urcit pravdépodobnost, zZe tato ndhodnéa veli¢ina nabyva vsech
hodnot z itervalu (0,2). Vzhledem k tomu, Ze pravdépodobnost néjakého jevu je vzdy
¢islo z intervalu (0, 1), je nas vysledek numerického integrovani nikoli zatizeny chybou ale
naprosto zcestny. |

8.4 Zpresnovani vysledku

Vysledky ziskané lichobéznikovou, resp. Simpsonovou metodou muzeme zpiesnovat tak,
ze budeme zvysSovat pocet uzli, z nichz budeme nasledné sestavovat interpola¢ni polynom,
ktery bude nahrazovat integrovanou funkci. Pfiblizna hodnota integralu vzdy vyjde jako
soucet urcitych nasobkt funkénich hodnot v uzlech. Obecné je tento uzavieny Newton-
Cotestiv vzorec tvaru

[ Ha)de= b= 0) 3" Hifw), (8.4

kde n je stupen pouzitého interpola¢niho polynomu, H; jsou tzv. Cotesovy koeficienty a
x; jsou uzly, pro néz plati x; = a +ih,i =0,...,n, (h = b’Ta je krok mezi uzly).

Ptehled Cotesovych koeficientti az do n = 8 1ze nalézt napft. v [?].

Chyba Newton-Cotesovych vzorcu se vypocte integraci chyby interpolace 5.13,

b
b= (nil)'/ FUDE) (@ —wo) - (2 —aa)da

ZjednoduSeni tohoto vyrazu je dosti obtizné, je ho potieba provést zvlast pro n sudé a pro n liché.
Podrobnosti lze nalézt v [?].

Pro n sudé plati

RO
=Tt [ ) e (8.5)
a pro n liché
RO
BTGt ), (oo o) (5.

kde n € [a, b]. Integraly v téchto vzorcich lze pro konkrétni n vypocitat (byt je to ponékud pracné).
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Napf. Chyba. lich()béinlk()\/e me‘()dy p()mOCi vzZorce 8.6 Vy.de
E _- — = b — a ’ 8 ;

V kapitole o interpolaci jsme ukazali, ze interpola¢ni polynomy vyssich stupnt mohou
oscilovat a nemuseji dobtfe vystihnout chovani interpolované funkce. Také vypocet Cote-
sovych koeficientti je pro velka n slozity. Proto se Newton-Cotesovych vzorci vysokych
radl uziva ziidka.

Misto toho vyuzijeme, Ze pro a < ¢ < b (sami si pripomerite, za jakych predpokladil)

plati b b
/af(x)dmz/acf(x)dx+/c Fa)da.

Na této myslence jsou zalozeny tzv. slozené kvadraturni vzorce.

Interval (a,b) rozdélime na vétsi pocet stejnych dilki a na kazdém z nich pouzijeme
vybranou jednoduchou metodu.

a=xp T To ee. Xp—1 Tp=0b

Obr. 8.4: Slozené lichobéznikové pravidlo

8.4.1 SloZena lichobéZnikova metoda

Interval (a,b) rozdélime na m subintervalt délky h = % — viz obrazek 8.4. Na kazdém
subintervalu pouzijeme jednoduchou lichobéznikovou metodu. Plati

/abf(:c)dx = /:f(x)dx+/xj2f(x)dx+..._i_/x:”jlf(x)dx;
h

= 2 (Fo) @) + 5 (P + f) 4ot

. (Fnea) + fln))
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Celkem tedy

/abf(a:) Ao =0 (5 F@o) + F@) 4 fm) + 4 @) =L (88)

Je zfejmé, Zze ¢im jemnéji interval (a, b) nadélime, tim presnéjsi bude vysledek.
Chyba integrace na kazdém diléim intervalu (z;_1,z;) je podle 8.7 E; = —3& h3 f" (n;).
Celkova chyba je tedy

3

E=——
12

(77 m) + 1" (o) -+ 1))
Je-1i funkee f” na intervalu [a, b] spojitd, existuje bod n € (a,b) tak, Ze plati

f'm) + f(m2) + -4 £ () = mf" (n)

Dohromady dostaneme pro chybu sloZené lichobéZnikové metody

(b—a)®
12m3

(b—a)®
12m?2

h3 1 1
E=—gmf'(n)=- mf"(n) = —

1" (). (8.9)

Podobné jako u chyby interpolace, je prakticky nemozné urcit bod 7. Lze-li nalézt My = max;¢(q,p) | f” ()],
miuZeme chybu alespon shora odhadnout. Plati totiz

(b—a)?®

FE| <
Bl < 12m?2

M (8.10)

Tento odhad lze pouzit téz pro urceni vhodného poc¢tu déleni m, chceme-li, aby chyba integrace nepiesahla
néjaké zadané e.

Pro dosazeni zddané presnosti ¢ mizeme bud odhadnout chybu a podle toho zvolit déleni
intervalu (a, b), nebo pouzit jiny postup, kdy konstruujeme posloupnost Li, Ly, Ly, .. ..
Jeji vipocet je velmi tisporny, protoze vsechny funkéni hodnoty pouzité v néjakém L, se
pouziji i pii vypoctu Ls,. Plati

1 b—a

Lo = 5L+ 5 (@) + J @) -+ ().

kde v zavorce je pouze soucet funkcnich hodnot v novych délicich bodech, které ptvodni
déleni zjemnuji.

Vypocet zastavime, jakmile je splnéna podminka |Ls,, — L,,| < €. Splnénim této podminky
ale neni zaruceno, ze se Ly, od presné hodnoty integralu lisi o méné nez ¢.

Priklad 8.4. Vypoctéte pribliznou hodnotu integralu f02 e dz pomoci slozené lichobéznikové metody
pro m = 4. Odhadnéte, jaké chyby se pfi tomto vypoctu nanejvys miazeme dopustit.
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Reseni. Dosadime do vzorce 8.8. Délka kroku h je v tomto piipadé % = 0,5. Pfibliznd hodnota
integralu je tedy

Ly =05 (3£(0) + £(0,5) + F(1) + F(1,5) + 1/(2)) =

=0,5- ( e¥+e 02 peml 47225 4 26_4) = 0, 8806
Odhad chyby dostaneme pomoci vzorce 8.10. Musime vypodéitat druhou derivaci funkce f(x) = e
Ta vyjde f”(z) = e~ (422 — 2). Nyni najdeme maximum jeji absolutni hodnoty na intervalu (0,2).
Vyuzitim poznatkii z prvnfho semestru matematiky zjistime, ze funkce f”(x) nabyvé lokdlniho minima

v bodé z = 0 a lokalniho maxima v bodech = = i@. Nas vsak zajima maximum absolutni hodnoty na
intervalu (0, 2) . Vypoéteme hodnoty f” ve vSech ,podezfelych® bodech:

V6

f10)=-2 f(5) =089 f"(2)=0,26

V absolutni hodnoté je z téchto ¢isel nejvétsi —2, tedy My = | — 2| = 2.

Celkem je tedy absolutni hodnota chyby nanejvys rovna (?2_ 2%3 -2 = iz =0,0833

O

Priklad 8.5. Zjistéte, jakou délku kroku je tfeba zvolit pii vypocétu integralu fo -2 dg (téhoz jako
v piikladu 8.4) pomoci slozené lichobéznikové metody, chceme-li, aby chyba integrace nebyla veétsi nez
0,001.

Reseni. Piehlednéjsi je najit nejprve vhodny poéet déleni m, z néj jiz délku kroku uréime snadno.

h—
Vime, Ze pro chybu FE plati |E| < %Mz. V ptikladu 8.4 jsme zjistili, ze M, = 2. Najdeme-li m tak,
aby vyraz na pravé strané predchozi nerovnosti byl mensi nez 0,001, bude zaruceno, Ze i chyba E bude
dostatecné mala. Ma tedy platit

(2-0)°
- .2< 1
12m? = 0,00
Odtud snadno dostaneme, Ze
m2 > L
— 12-0,001
m > 36,51

Zvolime-li tedy m = 37 (nebo jakékoli vétsi), je zaruceno, Ze chyba bude mensi nez 0,001. Hledana délka
kroku muze byt tedy %

Poznamenejme, ze takto ziskany pocet déleni m muze byt zbytecné velky. V tomto ptikladu by ve sku-
teCnosti pro dosazeni zadané presnosti stac¢ilo uz m = 5 — to ale bez znalosti pfesné hodnoty integralu
nejsme schopni rozeznat. S poétem déleni ziskanym pravé predvedenym postupem mame sice mozné vice
préce, ale zato jistotu, Ze vysledek bude dost ptesny.

O

Priklad 8.6. Vypoctéte Loy, Ly a Lg pro f;’ cos 6x + In xdx.

ResSeni. Jedna se o stejnou funkci jako v piikladech 8.1 a 8.2. Vime, 7e L, = 1,6480 a
analyticky ziskany vysledek je (po zaokrouhleni na dvé desetinnéd mista) 0, 87.

Hledané hodnoty jsou L, = 0,9023, Ly = 0,8799, Lg = 0,8753. O
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8.4.2 Slozena Simpsonova metoda

b—a

Interval (a,b) rozdélime na sudy pocet m dilka délky h = a postupné na dvojicich

sousednich dilki pouzijeme jednoduchou Simpsonovu metodu.

Po tpravé dostaneme

/ f(z)dx (8.11)

( Flo) + 4 (1) + 2 (w2) + 4F (@) -+ 2f (wn-2) + 4F (2noa) + F ()] = S

OJID

Pro odhad chyby FE se pouzije vzorec 8.5 a podobné tivahy jako pii odvozovani chyby slozené lichobéz-
nikové metody. Vyjde
(b—a)®

E=_Y"9
180 m4

fPm), neab) (8.12)

a pro horni odhad chyby

E| < b—a) 1F D ()] (8.13)
— 180m* z€(a,b)

Priklad 8.7. Bude doplnéno.

8.5 Dalsi metody

Lichobéznikovd a Simpsonova metoda jsou piiklady tzv. uzavienych Newton-Cotesovych metod, tj.
metod, ve kterych krajni body a a b vystupuji jako uzly, z nichZz sestavujeme interpolacni polynom.
Miuzeme vSak pouzit i tzv. otevirené Newton-Cotesovy metody, ve kterych krajni body nebereme za uzly
kvadratury a uzly jsou rozloZeny symetricky podle stfedu intervalu (a,b). Nejjednodussim piikladem
otevienych metod je obdélnikova metoda.

Kromé Newton-Cotesovych kvadraturnich vzorcd existuje i mnoho dalsich. Dilezité jsou napt. Gaus-
sovy kvadraturni formule. V nich se pfiblizna hodnota integralu opét pocité jako linearni kombinace
funkénich hodnot,

b n
/ f(z) dxiZHif(fﬂi)-
@ i=0

Koeficienty H; € R a uzly z; € (a,b) jsou uréeny tak, aby vzorec byl pfesny pro integrovéni polynom
do stupné 2n + 1 véetné.

Poznamka 8.8. Numericky vypocet neur€itého integralu [ f(z)dz spociva v nalezeni funkce
x
= [, ft)dt
o

Tato tloha je ekvivalentni s nalezenim feseni Cauchyovy pocatecni tlohy
y' = f(@), y(zo)=0.

Metodam numerického feSeni takovychto tloh bude vénovana kapitola 10.
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a (a +=b)/2 b
Obr. 8.5: Obdélnikova metoda

8.6 ReSeni pomoci Matlabu

Pro numerickou integraci existuje v MATLABu celéd fada prikazi, které jsou obvykle sva-
zény s konkrétni metodou. Napf. piikaz trapz vydcisluje integrdl pomoci (slozené) li-
chobéznikové metody, zatimco piikaz quad pomoci (sloZené) Simpsonovy metody. Vstu-
pem téchto ptikazi jsou dva vektory — z; a y;, kde z; je déleni intervalu (a,b) a y; = f(x;),
pti¢emz fesime tlohu f; f(z)dx. Pfikazy lze pouzit jak pro déleni intervalu (a, b) s danym
krokem h (jak predpokladame v této kapitole) tak i pro déleni ndhodné.

Tento postup samoziejmé predpokladd, ze funkce f(x) je na intervalu (a,b) integrace
schopna. Pii ru¢nim pocitani neumi vyse uvedené metody pripadné body nespojitosti
odhalit, resp. odhali je jen viceméné ndhodné v pripadech, kdy néktera z hodnot x; pfi
déleni intervalu pripadne pravé na bod nespojitosti. V MATLABu je tato nedokonalost
uvedenych metod oSetfena tak, ze pokud neni mozné pozadované presnosti dosdhnout ani
s velmi malym krokem, MATLAB uzivatele upozorni, Ze na intervalu (a, b) pravdépodobné
funkce neni spojita.

8.7 Cvicleni

Maplety

Priklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce ptrikladi. Pomoci na-
sledujicich mapletii si muzete usnadnit nékteré dil¢i vypocty, nebo zkontrolovat jejich
spravnost.

1. Vypocet funkénich hodnot
2. Integrovani: vypocet urcitého integralu

3. Integrovani: hledani primitivni funkce


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/funkcniHodnoty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/UrcityIntegral.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Integrovani.html
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Spustitelné aplikace prostiedi Matlab

Pred spusténim téchto souborti je nutné nainstalovat MATLAB Compiler Runtime ve
verzi R2013a, 32-bit pro Windows (400 MB). Podrobné informace o MATLAB Compiler
Runtime ziskate v napovédé na webu firmy Mathworks. Nezapominejte, ze tyto aplikace
nemohou (a ani to nedélaji!) postihnout vSechny nuance probirané latky!

1. Numericky vypocet urcitého integralu


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://www.mathworks.com/products/compiler/mcr/index.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/Numericky_integral.exe

126 OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

9 Obycejné diferencialni rovnice

Pruvodce studiem

V této a nasledujici kapitole rozsifime pojem rovnice z oblasti vztahi mezi Cisly na vztahy mezi
funkcemi. Rovnicemi, ve kterych jsou koeficienty i resenimi Cisla, jste se zabyvali na stredni
skole, prip. jsme o nich hovorili v kapitole 3. Nyni se nebudeme zabyvat vztahy mezi Cisly ale
mezi funkcemi. Z tohoto velmi Sirokého rozsireni, do néhoz spadaji napr. rovnice funkciondlni,
diferencidlni nebo integrodiferencialni si vybereme jen velmi tzky segment rovnic, ve kterych
vystupuji funkce jedné proménné a jejich derivace prvniho, prip. druhého fadu. V predmétu
Numerickd matematika a pravdépodobnost byste se méli naucit resit nékteré rovnice tohoto
typu numericky. ProtoZe jste se vsak s pojmem diferencialni rovnice dosud nesetkali, uvedeme
nejprve v této kapitole o diferencidlnich rovnicich nékolik zakladnich pojmii a nastinime, jak
Ize takovéto rovnice resit analyticky. Teprve v dalsi kapitole budeme hovorit o jiném pristupu
k reseni téchto rovnic — o jejich numerickém reseni.

9.1 Zakladni pojmy

Ze stfedni skoly je vSem dobfe znam pojem rovnice. Rovnici se zde rozumi tzv. algebraicka
rovnice, tj. rovnice, jejiz koeficienty i feseni jsou ¢isla. Na komplexni popis fyzikalnich jevi
vsak algebraické rovnice nestaci.

Definice 9.1. Obycejnou diferencialni rovnici n-tého fadu nazyvame rovnici, v niz
se vyskytuje neznamé funkce jedné proménné a jeji derivace az do fadu n. Zapisujeme ji
obecné ve tvaru

F(z,y,y,...y™) =0, (9.1)

kde F je funkce n + 2 proménnych definovana na oteviené mnoziné ) C R"*2. Tento tvar
rovnice nazyvame nerozieSeny vzhledem k nejvyssi derivaci nebo-li implicitni.

Specidlnim pfipadem rovnice (9.1) je rovnice, ktera se da zapsat ve tvaru

y" = fle,y s yT ), (9.2)

kde f je funkce n 4 1 proménnych definovana na oteviené mnoziné 2 C R**!. Tento tvar
rovnice nazyvame rozieseny vzhledem k nejvyssi derivaci nebo-li explicitni.



9.1 ZAKLADNI POIMY 127

Vsude v této kapitole i v kapitole 10 budeme predpokladat, ze y je funkci proménné x.
Misto y(z), ¢'(x), ¥"(z) ...budeme psat jen y,y',y”,.... V redlnych aplikacich se pfitom
pouziva oznaceni, které vyplyva z povahy FeSeného problému (a tedy je znaéné rtiznorodé).
Jako ilustrace této skutecnosti miize slouzit priklad 9.9.

Priklad 9.2. Priklady obycejnych diferencialnich rovnic riznych radu, které se daji za-
psat ve tvaru (9.2):

(i) v’ + 2y = cosz je oby¢ejnou diferencialni rovnici prvniho fadu,
(i) " + y*y + 3y = = je obyCejnou diferencidlni rovnici druhého fadu,

(iii) 3y® +sin2y” +5Inzy” —y'%' = 0 je obydejnou diferencialni rovnici osmého fadu.

Pojem feSeni diferencialni rovnice mé na rozdil od algebraickych rovnic nékolik vyznama.

Priklad 9.3. M¢jme danu rovnici ' = y. Je zfejmé, Ze funkci, ktera se rovna své prvni
derivaci, je funkce y = e”. Neni vsak jedind, tutéz vlastnost ma funkce y = 2¢”, y = 3e”,
resp. libovolna funkce y = ce®, kde ¢ € R.

Definice 9.4. ReSenim obycejné diferencialni rovnice fadu n na intervalu I nazjvame
kazdou n—krat diferencovatelnou funkci na intervalu I, ktera vyhovuje dané rovnici.
Obecnym feSenim obycejné diferencialni rovnice rozumime obecny piedpis zavisejici
na n riznych parametrech ¢y, co, ..., ¢y, [c1,Ca,...,¢y] € M C R™, kde libovolnou volbou
téchto parametri dostaneme konkrétni feseni, které nazyvame partikularnim (éastec-
nym) FeSenim.

Poznamka 9.5. Néktera feSeni diferencidlnich rovnic fadu n nelze ziskat z obecného
feseni zadnou volbou konstant ¢y, cs,...,c,. Takova TeSeni, kterd se vyskytuji pouze u
nékterych rovnic, popf. v nékterych bodech definicniho oboru dané rovnice, oznacujeme
jako singularni (vyjimecnd). Se vSemi typy feSeni se setkdme pozdéji na konkrétnich
prikladech.

Ne vzdy se feSeni diferencilni rovnice podaii vyjadrit ve tvaruy = f(z), tj. v explicitnim
tvaru. Casto feseni y(z) dostaneme ve tvaru F(z,y) = 0, tj. v tzv. implicitnim tvaru.

Piiklad 9.6. Rozhodnéte, zda funkce y(z) vyjadiend implicitné rovnici
ef+e V=1

je TeSenim diferencialni rovnice

Reseni. Pfi ovéfovani musime derivovat funkci y(z) jako funkci zadanou implicitné. Do-
staneme
ef—e V=0 = oy =€ ¢,

coz vyhovuje dané rovnici. O]



128 OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

V pripadé, Ze na obecné feseni néjaké obycejné diferencialni rovnice klademe dalsi doda-
tecné podminky, pak dostavame nasledujici pojem.

Definice 9.7. Ulohu najit feseni y(x) diferencialni rovnice (9.1) definované na intervalu
I a splnujici podminky

y(@o) =v0, Y'(x0) =11, .-, y(nfl)(xo) =Yn-1, To€I (9.3)

nazyvame pocateéni (Cauchyho) tilohou nebo pocateé¢nim (Cauchyho) problé-
mem. Podminky (9.3) se nazyvaji poc¢ateéni podminky.

Priklad 9.8. Ovéite, Ze funkce y = cle_2m—|—cgem+%$e“’ je obecné feSeni rovnice 3"+ —
— 2y = e”. Urdete konstanty c; a ¢ tak, aby byly splnény pocéateéni podminky y(0) = 4,

Reseni. Dvojim zderivovanim funkce y a dosazenim do diferencialni rovnice snadno oveé-
Iime, ze y je jejim FeSenim. Ma-li platit y(0) = 4, musi byt

1
y(0) = c1e 20 4 e + 3 0-e’=4.

Ma-li platit y/(0) = %, je tfeba dosadit do derivace y a opét porovnat. Dostavame

_o. 1 1 4
y/(O):—che 20+C260+§€0+§'0‘60:§.

Po upravé vyse uvedenych rovnic dostavame, ze hledané konstanty c;, co jsou fesenim
soustavy rovnic

C1+02:4,

—201+02+é:§.

Odtud ¢; = 1, ¢; = 3 a feseni zadané pocatecni tlohy je tedy y = e 2 + 3e® + %xef’:. O

Na nasledujicim praktickém prikladé ukézeme, jak lze pro konkrétni problém sestavit
obecnou diferencialni rovnici a specifikovat jeji konkrétni feseni.

Priklad 9.9. Je dan elektricky RL obvod s civkou o samoindukénosti L, ohmickym
odporem R a napétim U. Popiste priibéh proudu ¢ v zavislosti na case t.

Reseni. Podle prvniho Kirhoffova zékona je soucet vSech elektromotorickych sil v uza-
vieném obvodu roven nule a hledané funkce i(t) je feSenim obyéejné diferenciélni rovnice
prvniho fadu

Li'(t) + Ri(t) = U.

Reseni vyse uvedené rovnice (ziskané postupem, ktery uvedeme v dalsim odstavci této
kapitoly) je

r, U

i(t) =ce !t + =,

®) R
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kde proud i je funkci ¢asu t a ¢ € R je libovolna konstanta. Tato zavislost ¢ na ¢ predstavuje
obecné Feseni (tj. popis obecné situace) dané diferencidlni rovnice.

Pocatecni velikost proudu byva obvykle znama. V c¢ase t = 0 je proud obvykle nulovy.
Tato podminka Fikd, Ze mame najit funkci i(t) v situaci, kdy i(0) = 0. Dosazenim zjistime,

ze v tomto pripadé ¢ = —%, tj. hledana zavislost ¢ na ¢ je potom
U R
i(t) = =(1—e 2
()= H(1—e 8
a predstavuje partikuldrni reseni zadané diferencialni rovnice. O

Uloha ,,Najdéte feseni diferencialni rovnice (resp. pocatecni tilohy)“ neni obecné fesitelna.
V teorii obycejnych diferencialnich rovnic se proto zavadi pomérné podrobna klasifikace
typt diferencialnich rovnic. Postup hledani feSeni dané rovnice pak zavisi na tom, jakého
konkrétniho typu dana rovnice je. Regit piitom umime jen rovnice nékterych typt. S témi
nejzakladnéjsimi se seznamime v dalsich odstavcich této kapitoly.

V pripadé, zZe je nalezeni feseni néjaké pocatecni tlohy obtizné nebo nemozné, miizeme
Y )
priblizné reseni nalézt pomoci numerickych metod, z nichz nékteré uvadime v kapitole 10.

9.2 Diferencialni rovnice prvniho radu
V tomto odstavci se budeme zabyvat nejzndméjsimi typy diferencidlnich rovnic prvniho
radu rozfesenymi vzhledem k prvni derivaci.

Definice 9.10. Necht M C R? a f : M — R? je funkce dvou proménnych. Potom
diferencialni rovnici prvniho fadu (roziesenou vzhledem k prvni derivaci) nazyvame
rovnici

y = f(z,y). (9-4)

Poznamenejme, 7e z Definice 9.4 vyplyva, Ze obecné FeSeni rovnice (9.4) zavisi na jedné
konstanté c.

Nez se viibec zacneme zabyvat metodami fesni konkrétnich rovnic, tak by nas z praktic-
kého hlediska mély zajimat tyto otazky.

1. M4 konkrétni zadané rovnice feseni?
2. Na jaké mnoziné je definovano?

3. Je feSeni jejiho pocateéniho problému jednoznacéné (tj. existuje pravé jedno reseni
prochéazejici predem danym bodem)?

Na tyto otazky se nyni pokusime odpoveédét.
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Véta 9.11 (Existenéni). Necht f(x,y) je spojitd na oteviené mnoziné M C R2. Pak
pro kaZdé [xg, yo] € M md dloha

y = f(z,y), y(wo) = Yo (9.5)

alesponi jedno Teseni definované na néjakém otevieném intervalu J C (a,b), xg € J.

Spojitost tedy zarucuje, ze kazdym bodem oblasti M prochézi alespon jedno feseni. Toto
feseni nemusi byt jediné, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 9.12. Uvazujme pocatecni ilohu

y = 2v/]yl, y(0) =0.

Pak y = x? je partikularni feseni (vzniklé z obecného feSeni y = (z — ¢)? volbou ¢ = 0) a
y = 0 je singularni feseni, jak se lze snadno presvédcit dosazenim do rovnice.

v/

Existuje fada podminek, které zarucuji jednoznacnost feseni. Nejznaméjsi je tzv. Lipschi-
tzova podminka, kterou uvedeme jako soucast nasledujici véty:

Véta 9.13 (O existenci a jednoznacnosti feSeni). Necht f(x,y) je spojitd na oteviené
mnoziné M C R? a v kazdém bodé mnoziny M je splnéna Lipschitzova podminka, tj. existuje
L > 0 tak, Ze plati

|f(oy1) = fzy2)| < Ly — 2 (9.6)

pro kazdé dva body [x,y1], [z, y2] z né€jakého okoli bodu [xg,yo|. Pak pro libovolny bod [xg,yo| € M
ma uloha (9.5) prdvé jedno tesend.

Poznamenejme, ze pro praktické ovéreni Lipschitzovy podminky stac¢i ovéfit ohrani¢enost parci-
alni derivace fy(z,y) v okoli bodu [zg, yol, coz je splnéno, pokud je tato derivace v tomto okoli
spojité.

9.3 Neékteré typy diferencialnich rovnic prvniho radu

Z mnoha typt diferencialnich rovnic prvniho fadu nyni uvedeme tii — rovnici se separova-
nymi proménnymi, homogenni diferencialni rovnici a linearni diferencialni rovnici. Neni
nutné, abyste ptislusné analytické postupy feseni znali, ale bude zapottebi, abyste chapali
rozdil v pfistupu k analytickému a numerickému feseni obycejnych diferencidlnich rovnic
prvniho fadu a abyste si uvédomovali, jakymi postupy a prostiedky analytické a posléze
numericka feseni hledame. Stejné tak je dulezité, abyste si uvédomavali rozdil mezi vystu-
pem, ktery ziskdme pomoci analytickych a posléze pomoci numerickych postupti reseni.
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9.3.1 Separovatelné diferencialni rovnice prvniho fadu

Definice 9.14. Separovatelnou diferencialni rovnici prvniho fadu nazyvame rov-
nici, ktera se da upravit na tvar

y = f(x)-g(y). (9.7)

Postup pri hledani reseni separovatelné rovnice.
Pokud je rovnice tvaru (9.7) nebo ji lze na tento tvar pfevést, postupujeme pii feseni

néasledovneé:

1) 3/ nahradime vyrazem —y;

dx

2) celou rovnici vynasobime dz;

3) odseparujeme proménné, tzn. Cleny, které obsahuji y, pfevedeme na levou stranu
rovnice spolu s dy a ¢leny, které obsahuji x, prevedeme na pravou stranu spolu s dx;

4) Nakonec integrujeme obé strany posledni rovnice zvIast.

1—22
Yy

Priklad 9.15. Reste separovatelnou diferencialni rovnici 3y’ =

Reseni. Postupujeme podle navodu:

) dy 1-2x
de 43
1-2
2) dy = 3xdx
Y

3) y*dy = (1 — 2z)dx

4) /y3dy = /(1 —27)dx

Z toho po integrovani dostaneme %+C = z—2°+K, kde C a K jsou integra¢ni konstanty.

Prevedeme-li konstantu C' na pravou stranu, dostaneme feSeni ve tvaru
4 v/ A v Ve .
T =x- 22 + K — C. Ozna¢ime konstantu K — C = ¢ a dostaneme obecné feseni rovnice

! 2
—=x—x +c
4
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Tuto upravu s konstantami miizete udélat pokazdé, proto staci psat integracni konstantu
pouze jednou (oby¢ejné ji piseme do pravé strany).

Reseni, ktera se dostanou pii feseni separovatelné rovnice, jsou obvykle v implicitnim
tvaru, tj. g(z,y) = 0. Upravou se nékdy podaii ziskat explicitni tvar feseni, tj. y = o(z).

Priklad 9.16. Reste separovatelnou diferencialni rovnici ' tgz = v.

d 1
Reseni. 1) tgx 4 y; 2) tgx dy = ydux; 3) —dy = COsxdx;
dx sin x

/ dy_/cosa: v aodtud / /smaj
sin x sin x

Po zintegrovani dostaneme

In|y| = In|sinz| + c.

In | sinz|+c In | sin z|

Ziskané FeSeni upravime: |y| =e =e -e¢ = e |sinz|.

Ozna¢ime C = +e€, tj. C' € R\ {0}. Jelikoz jsme pii upravé z kroku 1) na krok 2) délili
celou rovnici vyrazem y, je nutné diskutovat ptipad, ze y = 0. Jak lze snadno ovérit, y = 0
je TeSenim zadané rovnice a pravé pripustime-li C' = 0 v nasem obecném feSeni, tak toto
partikuldrni feseni dostaneme. Celkové (obecné) feseni zadané rovnice je tedy ve tvaru

y=C sinz, kde C' € R.
]

Poznamka 9.17. Nékdy pii hledani feseni diferencialni rovnice délame tpravu, ze délime
celou rovnici vyrazem v proménné y (podobné tomu bylo i v minulém piikladé). Vzdy
je pak nutné tento vyraz polozit rovno nule a dofesit vzniklou rovnici. Pokud je jejim
feSenim funkce y = ¢(z), musime se presvédéit, zda tato funkce neni FeSenim zadané
diferencialni rovnice. Pokud ano, mohou nastat tyto dva pripady:

(i) Reseni y = () je partikularni a tudiz se d4 zahrnout do obecného feseni vhodnou
volbou konstanty C' € R.

(ii) Reseniy = ¢(z) je singuldrni a tudiZ se ned4 zahrnout do obecného fegeni vhodnou
volbou konstanty C' € R.

Piiklad 9.18. Reste separovatelnou diferencialni rovnici 3y’ =

Reseni. Po odseparovani a tpravé dostaneme rovnici

dy dz

V1—1y? B V1—a?

Zintegrovanim této rovnice dostaneme obecné feseni

arcsiny = arcsinz + C.
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Nesmime vSak zapomenout, ze jsme pii ,odseparovavani rovnice provedli Gpravu déleni
vyrazem /1 — y2, ktery je nulovy pro y = +1, JelikoZ funkce y = 1 a y = —1 jsou FeSenim
zadané rovnice a nedaji se zahrnout do obecného TeSeni, jsou tyto funkce singularnim
feSenim zadané rovnice. O

Priklad 9.19. Najdéte partikularni feseni separovatelné diferencialni rovnice s pocatecni
podminkou
(1+e)yy =e, y(0)=V2

Refeni. 1) (1+¢")y——=¢%  2) (1+¢")ydy=e"dz;  3)ydy= Aty

4) fydy: fﬁdx.

Po zintegrovani dostaneme FeSeni ve tvaru % =In(l+e")+C.
2
Hledame partikularni feSeni: *[TQ =1In(1+€%) +C. Potom C'=1—1n2.
2
Partikularni feSeni je % =In(l+¢°)+1—1n2.

Po tipravé y = \/2In(1 + ) + 2 — In 4. O

9.3.2 Homogenni diferencialni rovnice prvniho radu

Definice 9.20. Homogenni diferencialni rovnici prvniho fadu nazyvame rovnici,
ktera se da upravit na tvar

y=r(%). (9.8)

Postup pri feSeni homogenni rovnice.

Nejprve zavedeme substituci

Odtud mame
y(z) =zulz) = ¥ (x) =ulx)+zd(z).

Po dosazeni do rovnice (9.8) dostaneme (piSeme bez argumentu )
u+au' = f(u),

coz je ekvivalentni se separovatelnou rovnici

kterou jiz umime vyfesit. Po vyfeSeni se vratime zpét k ptivodni neznamé y(z).
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Priklad 9.21. Reste homogenni diferencidlni rovnici 1’ + J (1 +In Q) .
x x

Reseni. Provedeme vySe uvedenou substituci a dostaneme rovnici
u+zu = u(l+Inu),

coz je ekvivalentni po Gpravé s rovnici

, ulnu
u = :
x
Po odseparovani rovnice dostaneme
du dz
ulnu x

Poznamenejme, ze u = 0, resp. y = 0 nevyhovuje zadané rovnici. Po zintegrovani (na levé
strané rovnice lze volit nap¥. substituci t = Inu) dostaneme

In|lnu| =n|z|+ C,

kde dal§imi tipravami a zpétnou substituci za u = £ mtizeme vyjadfit explicitné feseni y
jako
y = xe, ceR.

]

Poznamenejme, Ze podobnym zptisobem se daji fesit i dalsi typy diferencialnich rovnic,
kde v pfedpisu pro funkci f jsou jeji proménné x a y(x) uréitym zpusobem ,svazany“.
Jako pfiklad uvedme rovnici y' = f(ax+by+c), které se da Fesit substituci u = ax+by+-c.

9.3.3 Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Definice 9.22. Linearni diferencialni rovnici prvniho fadu nazyvame rovnici tvaru
v+ f@) -y =g(@) (9.9)

Nejprve poznamenejme, Ze pokud polozime g(x) = 0 v rovnici (9.9), dostaneme homogenni
linearni rovnici, kterd je zaroven separovatelna a jeji feSeni umime nalézt. V tomto odstavci
budeme toto homogenni feSeni znacit y,. Nejcast€ji pouzivanou metodou pro nalezeni
nehomogenniho feseni rovnice (9.9), je tzv. metoda variace konstanty.

Postup pri feSeni linearni rovnice metodou variace konstanty.

Nejprve metodou separace proménnych najdeme obecné feseni y;, odpovidajici homogenni
rovnice

Y + f(z)-y=0.
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Toto feSeni se upravi na tvar y, = C - F(x), kde C' € R je konstanta. Obecné feseni
linearni rovnice je pak ve tvaru

y=C(z)- F(z), (9.10)

kde C(x) je nezndmd funkce. Nakonec je jesté nutné predpoklddany tvar feseni (9.10)
dosadit do diferencidlni rovnice (9.9) a uré¢it C'(x). Pokud jsme postupovali spravné, vyjde
nam po dosazeni a upraveni rovnice typu C’(x) = h(x) a odtud jiz snadno integraci funkce
h(x) dopocitdme neznamou funkei C(z).

Piiklad 9.23. Reste linearni diferencialni rovnici v + 2zy = e~
Reseni. Nejdiiv vyfesime homogenni rovnici 3’ + 2zy =0 :

d 1 1

y =21y & Y _ —2zy & —dy=-2zdz <& /—dy = /—Qxdx

dx Y Y
a po zintegrovani posledni rovnice dostaneme In |y| = —z? + ¢. Potiebujeme vyjadfit v,
a proto musime dal upravovat:

y=e " o |yl=eT e o y=C-e",
kde C' = +e°. Nasli jsme obecné feseni
yp=C - e

linearni homogenni rovnice 3’ + 2xy = 0. Obecné feseni linedrni nehomogenni rovnice

T 22 C , .
budeme hledat ve tvaru y = C'(z) - e*". Abychom mohli ur¢it C'(z), musime dosadit do
diferencialni rovnice. K tomu musime nejdiiv y derivovat.

2

y=C(x)- e v = y =C'(x)- e 4 C(z)-e ™ - (—2xz).

Po dosazeni dostaneme podminku pro C'(x) :

2

C'(x)- e +Ca) e (=22)+ 2z - Clz) e =,
coz je ekvivalentni s C'(x) = 1. Z toho integrovanim dostaneme, ze C(z) = [ 1dx = z+K.
Zbyva uz jenom dosadit za C(z). Hledané obecné feseni bude

2

y=Cx)- e =@+K)- e =K-e% +z-e%.

O

xy
14 22

Priklad 9.24. Reste linearni diferencialni rovnici ' — = x s pocatec¢ni podminkou

y(0) = 2.
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Reseni. a) Hleddni homogenniho vesent:

, Ty 1 1 2z
= & —dy = - dx.
4 1+ 22 /yy 2/1—1—:c23j

Odtud po zintegrovni dostaneme In |y| = $In(1 + 2%) + ¢ =Inv1 + 22 + ¢, tedy

yp =C - V1+ 22

b) Variace konstanty:

X

y=0C(z) - V1+a? = y’:C”(as)-m—l—C(x)-—m.

Po dosazeni:

C'lx)V1i+a22=2 & C(C'(x)= \/% & COx) = /\/%dx

Substituce 1+ x? = t? vede na C(z) = V1 + 22 + K.

c) Obecné tesent dané rovnice

y=K -V1i+az2+2°+1.

d) Celkové Feseni dané rovnice Dosadime pocatecni podminku: 2 = y(0) = K -v/1+1 =
= K + 1. Z toho K =1 a hledané partikularni feseni bude

y=V1+a2+a®+1.

Reseni linearni rovnice pomoci vzorce obsahujiciho integracni faktor.

Jiny zpisob, jak lze urcit fesSeni linearni diferencialni rovnice prvniho fadu, je primé
pouziti vzorce vyuzivajici tzv. integracni faktor, tj. vyraz

el f(@dz (9.11)

Véta 9.25. Necht funkce [ a g jsou spojité na otevieném intervalu I. Pak obecné tesent
linearni diferencidlni rovnice 9.9 na I zdvisejici na jedné konstanté c je tvaru

y(x,c) = ce JF@de 4 e_ff(x)dx/ (g(x) eff(w)dx> dz. (9.12)
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Diusledek 9.26. Zavedeme-li tzv. vahovou funkci ¢(x,xy) vztahem
gb(:L‘, fEO) — e Lo f(’u)du’
mauzeme pri zachovani predpokladi Vety 9.25 turdit, Ze rovnice 9.9 s pocatecni podminkou

y(xo) = yo pro xo € I md na I partikuldrni reseni

Y = Yo d(x, o) + /Ig(u) oz, u)du.

Zo

Na zavér poznamenejme, Ze linearni diferencialni rovnice neobsahuji (narozdil od separo-
vatelnych rovnic) singularni feSeni a tudiz kazdé jejich feseni se d& zahrnout do obecného.

9.4 Priklady na procviceni

Cvicdeni

1. Najdéte feSeni separovatelnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu:

a) myy’ =1-a?

= ytgw
- —0
( - 1)(y_ 2)7

b

o

y =
Y
f (asy —|—:r:)dx + (y — 2%y)dy = 0.

e

)y
)y
d)
)
)

2. Najdéte Teseni linedrnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu:
)
a) y —i— = = 6z,

b y—i—y tgxr =

cosz’
IQ

c)y +2xy=uwze ¥,

o,

)

e) (1+ 22y — 2zy = (1+ 22)?,

)
)
) wy = ;U—|—1:
)
£)

Yy + 1y cosx = sinx cos T,

3. Najdéte feseni y(z) s pocatecni tlohou:

a) y cosx — ysinx = 2z, y(0) =0,

b) v = 6y — 4€% cos 5z + 24, y (g) = —4,
Y
frd — 1 =
)y - + 7 =2- 1 y(0)=0,
d) o = 25, y(6) = 14.
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2

cosx’
—6z\ 6z
(7—551](153: 4e )e ,

(x4+1)(z —2In|z +1]),
(5z — 16)(x — 5) = ba? — 41x + 80.

w
®

o
I

c
d

Vysledky
1. a)a2?+y?=mInC2? C >0,
b) ¥ = s
C)%2+y+ln|y—1l+— C,y=1,
d) n] |—$—|—c y=1,
e) e +e V=0,
f) 1ln(y? +1) = 3In|z? — 1| +c.
2. a)y=Y<+222
b)y=C cos:L‘+sma;
) y=e(5+0),
d) y = ;5(C+z+Inz]),
e) y = (1+2%)(C+ua),
f) y = Ce™s"% 4 sinx — 1.
)
)
)
)

Y
Y
Y
Y

9.5 Cviceni

Maplety
Dalsi priklady si mtzete sami sestavit pomoci téchto maplett.

Urceni typu diferencialni rovnice

Separovatelné diferencialni rovnice

Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu

Rozhodnuti, zda funkce je nebo neni fesenim dané diferencialni rovnice

Derivovani

ANl e

Integrovani


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/typODE_nove.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/separable.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/linearODE.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/odetest.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Derivovani.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Integrovani.html
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10 Numerické reseni diferencial-
nich rovnic

V predchozi kapitole jste si ukazali hledani feseni nékterych typi diferencidlnich rovnic.
Vite, ze pred tim, nez zacneme néjakou diferencialni rovnici fesit, bychom méli ukazat, na
jakém intervalu, resp. na jaké oblasti, bude toto feseni existovat a kdy bude jednoznacne.
Dale vite, ze feSenim diferencialni rovnice je funkce, kterd této rovnici vyhovuje. Tyto
funkce (bud jednu konkrétni v pfipadé pocateéni ulohy nebo celou sadu funkei v pripadé
obecného FeSeni) jsme hledali vétsinou pomoci derivovani a integrovani, a to tak, ze pro
kazdy specialni typ diferencidlnich rovnic urcitého fadu byl znam néjaky predem dany
postup Teseni.

Nyni si ukdzeme numerické metody na feseni diferencialnich rovnic. Jejich vyhodou bude,
ze budou pouzitelné na vice riznych specialnich typi rovnic, nebudou vyuzivat derivovani
a integrovani a zejména ze budou snadno algoritmizovatelné. Nevyhodou bude skutecnost,
ze feSeni v tomto pfipadé nehledame jako spojitou funkci, definovanou na celém zkouma-
ném intervalu (a,b), ale hodnoty pfiblizného feseni pocitdme pouze v koneéném poctu
bodi a =29 < 21 < --- <z, = b. Témto bodim Fikdme uzlové body nebo uzly sité,
mnoziné {xg, x1,. .., z,} fkame sit. Rozdil h; = z;,1 — x; se nazyva krok sité v uzlu z;.

Priblizné hodnoty feseni v uzlovych bodech, vypoctené néjakou numerickou metodou,
budeme znacit yo,y1,-..,Yn, na rozdil od hodnot pfesného feseni, které budeme zna-
¢it y(xo),y(x1), ..., y(z,). Hodnoty FeSeni v jinych nez uzlovych bodech budeme muset
stanovit jinym zptsobem — na piiklad pomoci splajnu vhodného typu nebo pomoci inter-
pola¢niho polynomu. Tyto techniky jsme ukazovali v kapitole 5.

Reseni tedy nebudeme hledat ve formé funkéniho predpisu, ale ve formé tabulky

1 O] 1 |...0n
ZT; To | L1 R
Yi || Yo | Y1 | --- | YUn

ve které x; budou znama (nami zvolend) ¢isla a hodnoty y; budeme hledat. P¥itom
u pocatecnich uloh budeme na zac¢atku vypoctu znat hodnotu yy. U okrajovych
uloh budeme na zacatku vypoctu znat hodnoty yo a yy,.
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Na obrazku 10.1 vidime pfesné feSeni diferencidlni rovnice, které je vykresleno plnou
¢ernou ¢arou a priblizné hodnoty feSeni v uzlovych bodech, vyznac¢ené krouzky nad / pod
presnym Tesenim.

Yy
: Y1 : ys {0 Y(@s) : yn Sif YN
: D y(z) : : :
Yo ¢ y(xo) :
: xr
0| xo: Ty T T3l . Ty Ty
AN A A J AN J
hy ho hs Ry

Obr. 10.1: Princip numerického FeSeni pocatecni ulohy ' = f(x,y), y(xo) = yo;
y(x) je presné feseni

Ptikladu z obrazku 10.1 zachycuje obecnou situaci. Proto v ném nebyla pouzita pravi-
delna (ekvidistantni) sif, kdy krok h mezi jednotlivymi uzly je konstantni. Nicméné,
vsude v dalsim textu, nebude-li vyslovné uvedeno jinak, budeme pracovat pouze s pravi-
delnymi sitéma.

10.1 ResSeni jedné rovnice: poéatecni tlohy

Formulace problému

Nejprve se budeme zabyvat resenim obycejné diferencialni rovnice prvniho radu se zadanou
pocatecni podminkou, tj. reSenim ulohy

y/ = f(ﬂf, y)a y($0) = Yo, (101)

kde vy je funkce proménné x.
Uvedmé podminky, které zajisti existenci a jednoznacnost feseni tlohy 10.1.
Véta 10.1. Je-li funkce f(x,y) spojitd na obdélniku R = {(x,y); |x — zo| < a, |y — yo| < b},

a > 0,b> 0, pak existuje Teseni pocdatecni ulohy 10.1 na intervalu (o — o, g + ), kde
o =min(a, &), M = maxg|f(z,y)|.

Je-li dale funkce %‘Z’y) ohranicenda na obdélniku R, pak toto veseni je jediné.
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Tato véta vSsak udava pouze postacujici podminky pro existenci jediného feseni. Také
v mnoha pripadech zarucCuje existenci a jednoznacnost feSeni pouze na velmi malém
okoli bodu x. Pti feseni konkrétniho matematického modelu technické ulohy proto exis-
tenci a jednoznacnost feseni posuzujeme i na zakladé informaci o fesené tloze, pripadné
fyzikalnich vlastnosti hledaného feseni.

V dalsim textu vysvétlime nékolik obecnych pojmi tykajicich se numerickych metod feseni
diferencialnich rovnic, ale nejprve ukazeme nejjednodussi z téchto metod, aby ¢tenar ziskal
konkrétni predstavu, jak numerické feseni diferencialnich rovnic mize vypadat.

10.1.1 Eulerova metoda

Méjme danu pocéteéni tlohu 10.1 a pravidelnou sit {xg, z1,...,z,} s krokem h. Ve vSech
bodech sité by podle rovnice 10.1 mélo platit

Y () = f(xi, y(x))

Derivaci na levé strané této rovnice muzeme nahradit diferenci podle jednoho ze vzorcu
7.4. Dostaneme ( ) ()

Y\ Zit1) — Y\&i) .
Nahradime-li y(x;) pfibliznou hodnotou y;, mizeme odtud vyjadfit pribliznou hodnotu
y(wir1) jako

Yir1 = Yi + hf (i, yi) proi=0,...,n—1 (10.2)

Pomoci tohoto vzorce vypocteme pribliznou hodnotu feseni v dalsim uzlovém bodé
pomoci hodnoty v uzlu predchozim. Hodnotu feseni v bodé xy zname z pocatecni
podminky, je rovna .

Priklad 10.2. Eulerovou metodou s krokem h = 0, 1 feSte pocatecni lohu

y=2-y , y0)=1

na intervalu (0; 0,5) .

Reseni. V nasem piipadé je o = 0, yo = 1 a f(z,y) = 2? — y. P¥iblizné hodnoty feseni
v dalsich bodech budeme pocitat podle vzorce 10.2, konkrétné

Y1 =% +0,1- (27 —y;) , i=0,....4
Vypoctené hodnoty zapiseme do tabulky. Pro srovnani jsou v tabulce uvedeny i hodnoty

presného feSeni zadané pocatecni tlohy, kterym je funkce y = —e =%+ 2% — 22+ 2; hodnoty
jsou oznacené y(z;). VSechna ¢isla v tabulce jsou zaokrouhlena na 4 desetinné mista.
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i o0 1 2 3 4 5
7 || 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 -
v |1 0,9 0,811 | 0,7339 | 0,6695 | 0,6186
y(z:) | 1 0,052 | 0,8213 | 0,7492 | 0,6897 | 0,6435

Geometricka interpretace Eulerovy metody

Pro vysvétleni geometrické interpretace Eulerovy metody pfipomenme nejprve, ze dife-
rencidlni rovnici ¥ = f(z,y) je dano tzv. smérové pole. V kazdém bodé [z, y] roviny (z,y),
kterym prochazi nékteré feseni této rovnice, je hodnota f(z,y) rovna smérnici tecny ke
grafu tohoto Feseni. Proto si smérové pole muzeme, zhruba feceno, predstavit tak, ze
v kazdém bodé roviny (x,y) stoji Sipka, kterd iikd, kterym smérem mame pokracovat,
dostaneme-li se do tohoto bodu.

P1i feseni diferencialni rovnice Eulerovou metodou postupujeme vlastné takto:

Vyjdeme z bodu [z, yo| smérem, ktery udava ,Sipka“ v tomto bodé stojici, to znamena po
ptimce o rovnici y = yo+ f (0, yo)(x — o), dokud nedojdeme do bodu s z-ovou soutadnici
x1. Ypsilonova soufadnice tohoto bodu je y1 = yo + f (%0, %0)(z1 — x0) = yo + hf(xo, Yo)-
Z bodu [x1, y1] pokra¢ujeme ve sméru daném smérovym polem v tomto bodé, tj. po pfimce
y =1y + f(x1,1)(x — x1), dokud nedojdeme do bodu s z-ovou soufadnici x5 atd. Situace
je znazornéna na obrazku 10.2. Graf pfesného feSeni vyhovujictho pocatecni podmince
y(xg) = yo, aproximujeme lomenou ¢arou, tedy linedrnim splajnem, prochazejici body
[0, yol, [z1, 0], [22, 2], - ..

Y41
yo.....
Y1 Y31
Y2

Ol xg 1 o T3 T4
Obr. 10.2: Priblizné feseni diferencidlni rovnice Eulerovou metodou

Je zTejmé, ze zalozit Teseni diferencialni rovnice jen a pouze na této ivaze, neni rozumné.
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Tato tvaha totiz predpoklada, ze mezi dvéma uzly sité se ,,nic podstatného nedéje”, tj. ze
ze znalosti situace v bodé z; mizeme odhadnout, jak bude vypadat situace v bodé ;.

Pti numerickém feseni diferencialnich rovnic musime brat v iivahu nékolik faktori: délku
intervalu, na kterém hledame feSeni, pocet uzll sité, pozadavek na presnost vypoctu a
proti tomu jdouci pozadavek na pracnost vypoctu. A samoziejmé vybrat vhodnou nume-
rickou metodu.

Priklad 10.3. Zavislost néjaké fyzikalni veli¢iny na ¢ase je popséana diferencialni rovnici
prvniho fadu. Chceme popsat prvnich deset minut chovani systému, tj. hodnoty feSeni na
intervalu (0, 600), pokud méfime ¢as v sekundach. Jaka je optimélni volba kroku?

ResSeni. Piedné je tieba si uvédomit, ze takto poloZena otdzka je nesmyslné, protoze
rozhodnuti, na jakém intervalu a s jakym krokem budeme danou pocatecni tlohu fesit, je
mozné ucinit jen na zakladé znalosti kontextu dané technické tilohy. Do naseho obecného
zadani mtzeme dodat takové doplnujici informace, ze jednou bude vhodna volba h = 60s
a jindy zase bude naprosto nezbytné volit h = 1s.

Volba kroku A = 60s, h = 10s nebo h = 1s vyrazné ovlivni jak presnost vypoctu tak
mnozstvi operaci, které je nutné provést. Co kdyby néas zajimala prvni hodina chovani
systému? O

10.1.2 Typy a vlastnosti metod pro reseni pocatec¢nich tuloh

Jak jsme vidéli na prikladu Eulerovy metody, pii numerickém teseni pocatec¢ni tlohy 10.1
mizeme vypocitat pribliznou hodnotu feseni v dalsim uzlovém bodu pomoci hodnoty
reseni v uzlovém bodu predchozim. U nékterych jinych metod sice postupujeme poné-
kud dimyslnéji nez u metody Eulerovy, ale stale vyuzivame pouze informace z jediného
predchoziho kroku. Takovymto metodam fikaime metody jednokrokové.

U jinych metod vyuzivame informace z nékolika predchozich kroki. Témto metodam
fikime metody vicekrokové.

Je vcelku zfejmé, ze nakolik se pfiblizime k pfesnému feseni, zavisi na délce kroku h, ktery
pouzijeme.

Zakladni vlastnost, kterou od pouzitelné numerické metody pozadujeme, je, aby numerické feseni ziskané
touto metodou pro h — 0 konvergovalo k pfesnému feSeni dané tlohy.

Definice 10.4. Rekneme, Ze metoda je konvergentni, jestlize pro libovolnou poéateéni tilohu 10.1 plati
pro kazdé = € (a,b)
lim y, = y(x),kde x = 29 + nh .

h—0
n—oo

U kazdé metody je dilezita otazka, jak se pfiblizné feSeni ziskané touto metodou lisi od feseni pfesného,
neboli jak vypada globalni diskretizaéni chyba

ei = y(xi) — i
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Pro ziskani pfedstavy o globalni diskretiza¢ni chybé byva mnohdy velmi uziteéné znat tzv. lokalni dis-
kretiza¢ni chybu dané metody. Je to chyba, které se dopustime v jednom kroku dané metody za pted-
pokladu, ze vsechny hodnoty, které jsme pfi vypoctu pouzili, byly presné. Lokalni diskretizacni chybu v
i-tém uzlu budeme znacit d;. Na obrazku 10.3 vidime globalni diskretizacni chybu e; a lokalni diskreti-
zaéni chybu d; u piiblizného FeSeni ziskaného Eulerovou metodou. Lokalni chyba Eulerovy (i jakékoli jiné
jednokrokové) metody v uzlu z; je rozdil pfiblizného feSeni a feSeni, které splituje po¢atecni podminku
y(xio1) = yi—1-

) y(‘r7x0ay0)
Yo-ooeee :
/y(wyxiflvyifl)
/ €;
/
: Vv
yi—l' .......... ......................... d7
yi ......... .......................... , .............. : -
x
) Ti—1 T

Obr. 10.3: Globalni a lokalni chyba

Pti numerickém feSeni diferencialni rovnice se dopoustime lokalni diskretiza¢ni chyby v kazdém kroku.
Globélni diskretiza¢ni chyba je tedy vysledkem nakupeni lokdlnich chyb, pfi¢emz je tfeba brat v tvahu,
ze kazdy krok vychazi z hodnot, které uz jsou zatizeny chybou z predeslého priibéhu. Je zadouci, aby u
dané metody nedochéazelo ke katastrofalni akumulaci lokalnich diskretizacnich chyb.

Pro popis rychlosti konvergence metody pouzivime pojem fad metody. Zhruba feceno je fad metody
pfirozené ¢&islo p takové, Ze pro mala h je lokalni diskretiza¢ni chyba d; fadové velikosti h?T1. Ptesnéjsi
definici 1ze nalézt napf. ve skriptech [?]. U jednokrokovych metod p-tého ¥adu lze dokédzat, Ze globalni
diskretiza¢ni chyba je fadové velikosti hP.

Eulerova metoda je fadu prvniho. V dalsich dvou kapitolach ukézeme nékolik jednokrokovych metod
vyssich rada.

10.1.3 Modifikace Eulerovy metody

Myslenku Eulerovy metody mtzeme modifikovat takto: informaci ziskanou ze znalosti
chovéni feseni v bodé x; budeme rtiznymi zpisoby korigovat, resp. dopliiovat informacemi
z dalsich bodu z intervalu (x;, z;41).

V prvni fazi budeme zpracovavat informace z jednoho dalsiho bodu. Nejprve vzdy vypoc-
teme pomocné hodnoty k; a ks a pomoci nich pak pribliznou hodnotu feseni v dalsim
uzlovém bodé.

U prvni modifikované Eulerovy metody pocitame podle vzorcu

ki = f(xi,y)
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ke = flzi+3hyi+3hk)
Yiv1 = Vi + hka, (10.3)

u druhé modifikace podle vzorcu

kl = f($27y1)
k2 = f(l'¢+h,yl-+hk1)
Yit1 = Yi+ % h(ky + ka), (10.4)

a to v obou ptipadech proi=0,...n — 1.

Obé modifikované Eulerovy metody jsou druhého fadu.

Geometricka interpretace

Geometricky lze tyto metody interpretovat podobné jako Eulerovu metodu. Na obréazcich
10.4, resp. 10.5 vidime jeden krok prvni, resp. druhé modifikované Eulerovy metody.

U prvni modifikace nejprve najdeme pomocny bod P, a to tak, ze z bodu [x;, y;] vyjdeme
po pfimce se smérnici f(x;,y;), tj. stejné jako u Eulerovy metody, ale dojdeme jen do
bodu s z-ovou soufadnici x; + % Ptibliznou hodnotu feseni v bodé z;,; pak ziskdme tak,
ze z bodu [x;,y;] jdeme po piimce se smérnici uré¢enou smérovym polem v bodé P, dokud
nedojdeme do bodu s z-ovou soutradnici x;; 1.

U druhé modifikace zkonstruujeme dva pomocné body P; a P,. Bod P; dostaneme jednim
krokem obycejné Eulerovy metody. Bod P, pak ziskdme tak, ze z bodu [z;,y;] jdeme po
piimce se smérnici danou smérovym polem v bodé P; do bodu s x-ovou soufadnici x;, 1.
Novy bod [x;11,yi+1] pak lezi ve stiedu usecky Py P;.

Yn+14
Yn+

P

Tn Tn+h/2 Tpp Tn Tnal

Obr. 10.4: Prvni modifikace Obr. 10.5: Druhd mod:

Eulerovy metody

Eulerovy m
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10.1.4 Rungovy-Kuttovy metody

Prvni a druha modifikovace Eulerovy metody jsou jejich jednoduchymi specidlnimi pii-
pady.
Obecny tvar Rungovy-Kuttovy metody je

Yirr = Yi + h(wiky + - + wiks), (10.5)
proi=0,...,n, kde
kr = flxi,y) (10.6)
k, = f(:ci—l—ozrh,yl-—l—hilﬁrjkj) ., r=2...,8
j=1

a wy, o, a f3; jsou konstanty volené tak, aby metoda méla maximalni rad.

Vice o zpusobu volby téchto konstant lze nalézt napf. v [?] nebo [?].

a

Poznamka 10.5. U prvni modifikované Eulerovy metody bylo w; = 0,wy = 1,0 = %

fo1 = %, u druhé modifikace w; = wy = %,042 =1lafy=1
Nejznamnéjsi je nasledujici metoda Runge-Kutta 4. fadu. Casto, mluvi-li se o Rungové-
Kuttové metodé, mysli se tim pravé tato konkrétni metoda.

Yirr = Yi+ 2 h(ky + 2k + 2ks + ky) (10.7)
ki o= f(xi,y)
ke = f(zi+3hy+ 35 hki)
ks = flzi+3hy+ 3 hks)
ks = f(zi+h,yi+ hks)

Priklad 10.6. Rungovou-Kuttovou metodou feste pocatecni tlohu
y =2~y , y(0)=1

s krokem h = 0, 1 na intervalu (0; 0,5) . Jedna se o stejnou po¢atecni tlohu jako v pfikladu
10.2.

Reseni. Prvni krok metody pfedvedeme podrobné, vysledky dalsich krokt pouze zapi-
seme do tabulky.
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Zname xy = 0,y = 1, budeme pocitat y;, tj. pribliznou hodnotu feseni v bodé z; = 0,1.
K tomu potiebujeme ki, ko, k3, k4. Ta vypocteme podle vzorcta 10.7:

ki
ko
ks
k4
Y1

f0;1)=0*-1=-1

= f(0+30,1;1+20,1(—1)) = f(0,05;0,95) = —0,9475
fO+20,1;1+120,1(—0,9475)) = £(0,05;0,952625) = —0,950125

= f(040,1;1+0,1(—0,950125)) = f(0,1;0,9049875) = —0,8949875

= o+ 5 0,1(k1 + 2k + 2k3 + kq) = 0,9051627.

V kazdém dalsim kroku budeme opét pocitat Cisla ki, ko, k3 a k4 a pomoci nich pak
pribliznou hodnotu feseni v dalsim uzlovém bodé€. Ve sloupcich tabulky oznacenych x a y
jsou soufadnice bodt, v nichZ vyéislujeme funkei f(z,y) = 22—y pfi vypoctu k; (srovnejte
s prvnim krokem). Pro srovnani vypiseme i hodnoty pfesného feseni y = —e ™ +x2—22+2.
Tentokrat jsou ¢isla zaokrouhlovana na 7 desetinnych mist.

010 1 1 0 1 k= -1
0,05 | 0,95 ko = —0,9475
0,05 | 0,952625 | k3 = —0,950125
0,1 | 0,9049875 | ky = —0,8949875
1 10,1/ 0,9051627 | 0,9051626 | 0,1 | 0,9051627 | k; = —0,8951627
0,15 | 0,8604046 | ky = —0,8379046
0,15 | 0,8632675 | k3 = —0,8407675
0,2 | 0,8210860 | k4 = —0,7810860
210,21 0,8212695 | 0,8212693 | 0,2 | 0,8212695 | k; = —0,7812695
0,25 | 0,7822060 | ky = —0,7197060
0,25 | 0,7852842 | k3 = —0,7227842
0,3 | 0,7489911 | k4 = —0,6589911
310,31]0,7491822 | 0,7491818 | 0,3 | 0,7491822 | k; = —0,6591822
0,35 | 0,7162230 | ko = —0,5937230
0,35 | 0,7194960 | k3 = —0,5969960
0,4 | 0,6894826 | ky = —0,5294826
4 10,4 | 0,6896804 | 0,6896800 | 0,4 | 0,6896804 | k1 = —0,5296804
0,45 | 0,6631964 | ky = —0,4606964
0,45 | 0,6666456 | k3 = —0,4641456
0,5 | 0,6432659 | ky = —0,3932659
510,51 0,6434699 | 0,6434693

Vysledky mizeme porovnat s hodnotami pfiblizného feSeni vypoc¢tenymi Eulerovou me-
todou v piikladu 10.2 (kde se TeSila tataz pocatecni tloha). Vidime, Ze feSeni ziskané
metodou Runge-Kutta 4. fadu je podstatné presnéjsi.

]
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10.1.5 Odhad chyby. Rizeni délky kroku

Teoretické odhady chyb zde uvedenych jednokrokovych metod lze nalézt v literatufe. Jejich pouziti v
praxi je vSak problematické. Proto se pouziva spiSe tzv. metoda polovi¢niho kroku, kterou nyni velmi
zjednodusené popiseme.

Méjme numerickou metodu pro feSeni pocatecnich tloh, ktera je fadu p. Pro ucely této kapitoly zménime
ponékud dosud uzivané znaceni. Pfesné feseni tlohy budeme stile znacit y(z). Jako y(z,h) oznacime
pfibliznou hodnotu feseni v bodé x, kterou jsme dostali pouzitim nasi numerické metody s krokem h.

Protoze metoda je p-tého fadu, pro chybu plati
y(z) —y(z,h) =c-I”,
kde c¢ zavisi na z, ale nikoli na h, neboli

y(z) =y(z, h) +c-hP. (10.8)

Do stejného bodu =z mizeme dojit i pomoci poloviéniho kroku. V tomto pripadé plati
. P
y(z) :y(:c,g) —|—c(%) . (10.9)

Rovnici 10.9 mizeme vynésobit 2P a odecist od rovnice 10.8. Tim se vylou¢i ¢len obsahujici nezndmou
konstantu ¢ a po mirné tpravé dostaneme nové piiblizné vyjadieni y(z),

- 2P y(x, %) - y(xv h)
2r —1 ’

y(x) (10.10)

které je pfesnéjii nez obé pfiblizné hodnoty y(z, h) a y(z, &). Z posledniho vztahu miizeme vyjadiit chybu
v bodé x pro krok %

y(@) —y (2, 5) = 21,171

(v (2, 5) —y(a,n)) . (10.11)

resp. pro krok h
P

y(x) - y(xvh) = w1

(y (=, %) —y(,h). (10.12)

Odhad chyby 10.12 lze pouzit pro Fizeni délky kroku h. Vypoéteme vzdy pfibliznou hodnotu feSeni
v bodé z; jednim krokem metody s pouzitim kroku h a dvéma kroky metody s pouzitim kroku %
Pak muzeme pomoci téchto dvou hodnot odhadnout chybu. Je-li prilis velka, vratime se do predchoziho
uzlového bodu a pokrac¢ujeme s poloviénim krokem, je-li chyba vzhledem k nasim pozadavkim na presnost
prilis malé, pokracujeme déle s vétsim krokem, napf. dvojnasobnym. Jako vyslednou aproximaci pak
miizeme vzit kombinaci obou hodnot vypoctenou podle vzorce 10.10. Tato metoda je dosti pracna, ale
acinna.

V praxi se téz pro fizeni délky kroku pouziva kombinace dvou rtznych metod. Pfiblizné feSeni v bodé z;
najdeme dvéma riznymi jednokrokovymi metodami (napf. MATLAB v jedné ze svych funkci pro feSeni
diferencidlnich rovnic kombinuje metodu Runge-Kutta étvrtého a patého fadu). Na zakladé téchto dvou
vysledkl je odhadnuta chyba. Je-li dostateéné mald, muzeme pokracovat, je-li prilis velka, vratime se a
pokracujeme s mensim krokem.

Priklad 10.7. Metodou Runge-Kutta ¢tvrtého fadu najdéte hodnotu feSeni pocateéni tlohy
y'=ye", y(0)=1

bodé z = 0,2 s ptesnosti 1077,
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Reseni. Pouzijeme metodu poloviéniho kroku. Za¢neme s krokem h = 0,2, provedeme jeden krok meto-
dou Runge-Kutta. Vyjde y(0,2;0,2) = 1,24782070.

Nyni dojdeme do bodu 0,2 pomoci dvou krok metody R-K s krokem h = 0,1. Vyjde y(0,2;0,1) = 1,24782556.

Podivame se, je-li chyba dostatecné mala:
ﬁ(y(O,?; 0,1) — (0,2;0,2)) =3-1077 > 1077

S vysledkem se tedy nemuzeme spokojit. Musime zacit znovu od zacatku a pouzit mensi krok, h = 0,1.
Vypocteme hodnotu feseni v bodé 0,1 nejprve pomoci jednoho kroku metody s h = 0,1 a pak pomoci
dvou krokt metody s h = 0,05 :

y(0,1;0,1) = 1,11090035, (0,1;0,05) = 1,11090046

Odhadneme chybu:

57 (4(0,1;0,05) — y(0,1;0,1)) = 7-1072 < 107",

Zatim je vSechno v pofadku, mtzeme pokracovat se stejnym krokem. Jako piibliznou hodnotu feseni v
bodé 0,1 vezmeme kombinaci

y = 201005 —y(O10) = 11090047. (Mohli bychom ale pracovat i s (0,1;0,05).)

Udélame dalsi krok — tim se dostaneme do bodu 0,2. Pak se do téhoz bodu dostaneme dvéma kroky s
h =0,05: y(0,2;0,1) = 1,24782569, y(0,2;0,05) = 1,24782589,

7707 (¥(0,2;0,05) — 4(0,2;0,1)) =102 < 107".

Hodnota feseni zadané pocateéni tilohy v bodé 2 = 0,2 s piesnosti 1077 je tedy

y(0,2;0,05) = 1,2478259 (ptipadné bychom mohli pouzit i kombinaci y(0,2;0,05) a y(0,2;0,1), ta je jesté
presnéjsi). O

10.2 ResSeni soustav diferencialnich rovnic

Reseni soustavy obyéejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu s po¢ateénimi podmin-
kami

yi = fl(l‘7y1;y2,--';yn> yl(on) =

Yo = fa(z, 41,92, Un) Ya(m0) = M2

y;l = fn(x>y17 Y2, ... 7yn) yn(l'O) = Mn
kde y; jsou funkce proménné x, se hleda velmi podobné jako feseni jediné diferencialni
rovnice s poc¢atecni podminkou.

Soustavu 10.13 muzeme piepsat vektorové jako
y' =f(z,y), y(zo)=mn, (10.13)
kde Yy = (yla"'7yn)Ta f= (fl?"'afn)T an= (nla'-'ann)T~

Pro jeji numerické feseni muzeme pouzit kteroukoli z dfive popsanych metod, jen je po-
tfeba pracovat s vektory.

Eulerova metoda pro soustavu je tvaru
Yit+1 ZYZ+hf(xzyyz>’prOZZOa177n_ 1 (1014)
Rungova-Kuttova metoda 4. Fadu pro soustavu vypada nasledovné:

Yit1 = Yi+ % h(kl + 2k2 + 2k3 + k4) (1015)
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R
|
-

= f(zi,y:)

ky = f(zi+3ihyi+1ihk)
ks = f(zi+3hyi+3hko)
ky = f(z;+h,y; + hks)

atoopét proi=0,1,...,n—1

Resime-li soustavu dvou rovnic, je jednodussi oznacit neznamé funkce jako y a z a funkce
na pravé strané jako f a g, abychom se vyhnuli nepfijemné praci s mnoha indexy. Resen4a

soustava pak je .
y o= [flz,y.2) ylzo) = uo (10.16)
2 = g(l/’,y?Z) Z(l’o) = %o

Eulerovu metodu pak mtzeme zapsat jako

Yirn = Y+ hf(xi, v, 2i) (10.17)
Ziv1 = 2+ hg(xi, v, 2),

metodu Runge-Kutta 4. fadu jako

zi+ 2 h(ly + 2l + 25 + ),

Zi+1
vzdy pro ¢ = 0,1, ldots,n — 1, kde
ki =[x,y 2) b= g(xi, v, 2)
ko Tit+ thoyi+ bk, 2+ 10l 1 = g+ Lh,y + L hk,z + 2 hly)

( (
S (
ks = flxi+shyi+shks, zi+5hly) Iy g(zi + 5 hyi + 5 hka, 2z + 5 hly)
/{34 = f(l’z + h, Yi -+ hk’g, Zi -+ hlg) l4 = g(xz + h, Y; —+ h]fg, Zi + hlg)

Priklad 10.8. Soustavu diferencidlnich rovnic s pocateénimi podminkami

y = z—y—z y0)=1
2 = ye* 2(0)=0

feste Eulerovou metodou s krokem h = 0, 05. Provedte 2 kroky.
ReSeni. V tomto piipadé je f(z,y,2) =z —y — 2, g(x,y,2) = ye*, yo = 1 a z = 0.

Ptiblizné hodnoty feSeni v uzlovych bodech x; = 0,05 a 25 = 0, 1 vypocteme podle vzorct
10.17:

gy =1+0,05(0—1—-0)=0,9 2 =0+0,05-1-¢"=0,05
yo = 0,95 + 0,05 (0,05 — 0,95 — 0,05) = 0,9025 2z, = 0,05+ 0,05 - 0,95 - %% = 0, 0999
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10.3 Reseni pomoci Matlabu

Hledéni feSeni diferencidlnich rovnic je popsdno pod (v rtznych verzich rizné umis-
ténym a pojmenovanym, typicky vSak) heslem napovédy User Guide > Mathematics
> Calculus > Ordinary Differential Equations, resp. Demos > Mathematics >
Differential Equations. MATLAB vyuziva systému specializovanych fesi¢ii diferencial-
nich rovnic (angl. solver) — v pfipadé poc¢atecénich tloh pro obycejné diferencidlni rovnice
se jedna o piikazy typu odexxx, v pripadé okrajovych tloh pro obycejné diferencialni
rovnice se jedna o prikazy typu bvpxxx, kde xxx je idaj o pouzitém postupu feseni.

Vstupem téchto fesicu je funkce definovand nékterym z postupt uvedenym v (v rtznych
verzich rizné umisténém a pojmenovaném, typicky vsSak) hesle ndpovédy User Guide
> Mathematics > Function Handles. Tato funkce pritom pfredstavuje pravou stranu
diferencilni rovnice pifi vyjadieni y'(z) = f(z,y(x)), resp. takovém, kdy na levé strané
ponechavame pouze derivace nejvyssiho fadu z neznamé funkce. Dale je vstupem Tesice
interval, na kterém hledame feseni zadané rovnice, a poc¢atecni nebo okrajové podminky.

Pted pouzitim konkrétniho fesSice je nutné tlohu spravné analyzovat a podle typu tulohy
vybrat vhodny feSi¢ a nastavit jeho vhodné vstupni parametry. Pro obycejné diferencialni
rovnice prvniho fadu, resp. jejich pocateéni tlohy, jsou Rungovy—Kuttovy metody (viz
kapitola 10.1.4) vyuzivany napf. v Fesi¢ich ode45 nebo ode23.

10.4 Cviceni

Maplety

Priklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce ptrikladi. Pomoci na-
sledujicich mapletii si muzete usnadnit nékteré diléi vypocty, nebo zkontrolovat jejich
spravnost.

1. Vypocet funkénich hodnot
2. Uprava algebraickych virazt

3. Analytické feseni soustavy linearnich rovnic

Spustitelné aplikace prostiedi Matlab

Pred spusténim téchto souborti je nutné nainstalovat MATLAB Compiler Runtime ve
verzi R2013a, 32-bit pro Windows (400 MB). Podrobné informace o MATLAB Compiler
Runtime ziskate v napovédé na webu firmy Mathworks. Nezapominejte, Ze tyto aplikace
nemohou (a ani to nedélaji!) postihnout vSechny nuance probirané latky!

1. Jednokrokové numerické metody feSeni pocatecnich tloh


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/funkcniHodnoty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/upravaVyrazu.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SoustavaLinRovnic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://www.mathworks.com/products/compiler/mcr/index.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/Diferencialni_rovnice.exe
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10.5 Animace

Na nésledujicich animacich jsou znazornény nékteré aspekty numerickych metod studo-
vanych v této kapitole.

Animace ovlddadte tlacitky pod obrdzkem. Kvalita animaci je ddna skutecnosti, Ze se jednd
o bitmapové obrdzky exportované ze softwaru Maple a ndsledné vklddané do textu v jiné
velikosti. Animace se nachdzeji vZdy na samostatné strance.

krak: h=1
5_
4
3_
Y]

24 @

' ?
" o

9 ?

I 1 2 3 4 3

R4 > =+

Obr. 10.6: Vliv délky kroku na presnost numerického feSeni pocatecni tulohy; analytické
feSeni znazornéno zelené, pouzita Eulerova metoda (animace)
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11 Zaklady statistického zpraco-
vani dat

Popisna statistika se zabyvé shromazdovanim, t¥idénim a popisem souborti dat. Nékdy se
pod pojmem statistika mysli pfimo nashromazdéna data, jindy spise ¢innost spojena s je-
jich ziskdavanim a zpracovanim. Predmétem statistiky je také hledani zdkonitosti v téchto
datech a predpovéd budouciho vyvoje. V zavéru naseho kurzu se seznamite s testovanim
statistickych hypotéz. Zde, na zacatku, definujeme zakladni pojmy a budeme se vénovat
riznym popisnym charakteristikdAm souboru dat.

Ve statistickém Setfeni zkouméame vlastnosti ur¢ité skupiny objekti. Tyto objekty mohou
byt rizného druhu: zaméstnanci podniku, u kterych sledujeme napi. jejich vykonnost,
vzdélani a plat; pokusné mysi, u kterych sledujeme reakci na podanou latku; vyrobky,
u kterych sledujeme jejich kvalitu, apod.

Zkoumané objekty nazyvame statistickymi jednotkami. Mnozinu vsech statistic-
kych jednotek nazveme statistickym souborem. Vlastnosti statistickych jednotek
vyjadiuji statistické znaky.

Zjistujeme-li u kazdé statistické jednotky pouze jeden statisticky znak, ziskavame tak
soubor jednorozmérny. Zjistujeme-li dva nebo vice znakt a zkoumame-li jejich vza-
jemné vztahy, hovofime o souborech dvourozmeérnych, resp. vicerozmeérnych.

Cilem statistického zkoumani je ziskani poznatkii o vlastnostech celého statistického sou-
boru (napi. vSech ob¢antt CR, vSech vyrobkt urcitého zavodu, apod.). Casto je viak ne-
mozné prozkoumat vSechny statistické jednotky a musime se omezit pouze na vybranou
podmnozinu (vybér) souboru vsech definovanych jednotek (populace).

Podle rozsahu mtzeme zkoumané soubory rozdélit na dva typy:

e Zakladni soubor (populace) — obsahuje vSechny vymezené jednotky.

e Vybérovy soubor (vybér) — obsahuje pouze nékteré jednotky.

Z vlastnosti vybérového souboru se snazime zobecnit zaveéry na cely zakladni soubor. Proto
si pfi vybéru prvki musime pocinat opatrné, vybérovy soubor by mél byt reprezentativni.
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Priklad 11.1. Jestlize zvolime za statistickou jednotku studenta VUT, lze tuto jednotku
charakterizovat napt. pomoci znakl udavajicich ro¢nik, fakultu, na které studuje, vazeny
studijni primeér, atd. Vidime, ze znaky mohou byt nékolika rtznych typta. Nekteré lze
popsat ¢iselnou hodnotou, pro nas priklad by to byl ro¢nik a primér. Vyjadrit fakultu
¢islem vsak v podstaté nelze. Mohli bychom sice zavést oznaceni napt. FIT= 1, FEKT= 2,

.., ale takto zvolena cisla by pak slouzila pouze jako indexy. Nemélo by vyznam pocitat
napi. ,priumérnou fakultu“ vSech studenti.

Statistické znaky rozlisujeme:

e Kvantitativni — jsou popsané ¢iselnou hodnotou. Tyto znaky mizeme dale rozdélit
na

e spojité — mohou nabyvat kterékoli hodnoty z urcitého intervalu (napf. spo-
tieba elektfiny),

e nespojité (diskrétni) — mohou nabyvat pouze hodnot z urcité koneéné nebo
spocetné mnoziny, ¢asto se jednd o celo¢iselné hodnoty (napf. pocet déti
v roding).

e Kvalitativni — jsou popsany slovné.

Zde se budeme zabyvat prevazné znaky kvantitativnimi.

11.1 Rozdéleni éetnosti

Budeme zkoumat jednorozmeérny statisticky soubor o celkovém rozsahu n statistickych
jednotek. Cilem je zjistit, jak ¢asto se v souboru vyskytuji jednotlivé hodnoty sledovaného
kvantitativniho znaku x. Soubor sefadime podle velikosti z. Dalsi postup se vSak trochu
lisi pro znaky spojité a nespojité (diskrétni).

11.1.1 Diskrétni znaky

Ptredpokladejme, Ze v souboru o rozsahu n miize sledovany znak x nabyvat k rtiznych
hodnot (variant) 1, s, ..., 7. Cetnost varianty z; je pocet vyskytt této hodnoty
ve sledovaném souboru a oznacime ji n;, ¢ = 1,..., k. Pak plati

ny+ng+---+ng=n.
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Casto je prehlednéjsi pracovat spiSe s relativnimi ¢etnostmi. MiiZzeme pak porovnavat
rozdeéleni cetnosti znaku dvou soubori o rizném rozsahu.

Relativni ¢etnost varianty z; zavedeme jako

Pro relativni cetnosti plati

n
f1+""|‘fk:?1+"'

n;

fi=2

Relativni cetnost se casto vyjadiuje v procentech.

Uziteéné jsou také kumulativni €etnosti (opét absolutni nebo relativni). Ty udéavaji,
kolik jednotek ma hodnotu znaku mensi nebo rovnou vybrané varianté x;.

Varianta znaku Cetnost Kumulativni ¢etnost
absolutni ‘ relativni absolutni ‘ relativni
X ny f 1 ni f 1
T3 No fa ny + No fi+ fa
Tk Nk fk nl—l—"-—i—nk:n f1+"'+fk:1

Tab. 11.1: Tabulka ¢etnosti a kumulativnich ¢etnosti

Pro zobrazeni ¢etnosti se u diskrétnich kvantitativnich znaku pouziva spojnicovy graf

(zvany téz polygon Cetnosti) nebo sloupcovy graf, viz obrazky 11.1 a 11.2.

Priklad 11.2. Zkoumame vék studentt nastupujicich do 1. ro¢niku vysoké skoly. Mame
k dispozici tabulku, v niz jsou pofadova ¢isla studentt a jejich stafi (vyjadiené v celych

letech):

ID | Vék || ID | Vék || ID | Vék || ID | Veék || ID | Vék || ID | Vék || ID | Vek
1 19 ]| 11 19 || 21 19 || 31 19 || 41 20 || 51 19 || 61 19

2 19 || 12 19 || 22 19 || 32 19 || 42 19 || 52 22 || 62 19

3 19 || 13 20 || 23 20 || 33 23 || 43 20 || 53 19 || 63 20

4 19 || 14 19 || 24 21| 34 20 || 44 20 || 54 19 || 64 20

5 19 15 19 25| 20| 35| 18| 45| 19| 55 19 | 65| 19

6] 19| 16| 19| 26| 19| 36| 19| 46| 19| 56| 19| 66 | 20

71 20| 17| 21| 27 19 37| 20| 47| 20 || 57 19 ] 67| 20

8 20 || 18 19 ] 28 | 20 || 38 19 || 48 19 || 58 20 || 68 21

9 19 || 19 19 | 29 19 || 39 19 | 49 19 || 59 19 || 69 19
10 22 || 20 19 || 30 19 | 40 20 || 50 19 || 60 20 || 70 19
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Najdéte rozdéleni cetnosti véku studentii.

ResSeni. Vidime, 7e studentt je celkem n = 70 a Ze vk nabyva hodnot z mnoZiny
{18, 19, 20, 21, 22, 23}. OsmnaActilety student je jeden, devetenactiletych je 44, atd. Tabulka
Cetnosti proto bude vypadat takto (relativni ¢etnosti jsou zaokrouhleny na 3 desetinnéa
mista):

Vék Pocet Relativni | Kumulativni | Kumulativni
studenta | studentti | cetnost absolutni relativni
T n; fi cetnost Getnost
18 1 0,014 1 0,014
19 44 0,629 45 0,643
20 19 0,271 64 0,914
21 3 0,043 67 0,957
22 2 0,029 69 0,986
23 1 0,014 70 1,000

Graficky jsou absolutni cetnosti znadzornény na obrazcich 11.1 a 11.2. Podobné by
vypadal obrazek pro relativni ¢etnosti.

(ns) (m4)
4071 407
301 30l
20 | 20 |
104 104
18 19 20 21 22 23 vek (z;) 18 19 20 21 22 23 vek (x;)
Obr. 11.1: Spojnicovy graf Obr. 11.2: Sloupcovy graf

[]

Vyse popsané zptsoby zpracovani ¢etnosti jsou vhodné pro diskrétni znaky, které nabyvaji
pouze malého poctu hodnot. Zkoumame-li diskrétni znak, ktery nabyvad mnoha rtznych
hodnot, je lepsi hodnoty seskupit do intervalii a pracovat s témito intervaly. Je to stejny
postup, jaky se pouziva pro spojité znaky.

11.1.2 Spojité znaky

Spojité znaky mohou nabyvat jakékoli hodnoty z uréitého intervalu (zélezi na povaze
zkoumaného znaku a na stupnici méfeni). Tabulku éetnosti popsanou v pfedchozi kapi-
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tole nemiizeme proto dost dobfe sestavit. Mtze se stat, ze mame soubor velkého rozsahu,
ale zddna hodnota se v ném neopakuje. Proto pro spojité znaky nebo pro znaky sice dis-
krétni, ale s velkym poctem moznych variant, konstruujeme intervalové rozdéleni ¢etnosti.
Zde je dtlezita otazka, do kolika intervalti mdme hodnoty roztiidit. Ptili§ maly pocet in-
tervalti vede k velmi hrubému pohledu na rozdéleni ¢etnosti. Velky pocet intervali vede
k tomu, ze graf je ,stfapaty“ a nevyniknou zakonitosti charakteristické pro dany sou-
bor. Pro orienta¢ni odhad vhodného poctu intervalti se pouzivaji rtizna pravidla, z nichz

v/

nejpouzivanéjsi je Sturgesovo (viz ramecek).

Pri konstrukci intervalového rozdeéleni Cetnosti stanovujeme pocty vyskyta hod-
not znaku, které nalezi do predem vymezenych intervald. Pro stanoveni poctu intervali
se Casto pouziva tzv. Sturgesovo pravidlo

k=1+logon =1+ 3,3logn.

Pro grafické zobrazeni intervalového rozdéleni ¢etnosti se pouziva histogram. Jsou-
li vSechny intervaly stejné Sitky, pak je histogram sloupcovy graf, kde nad kazdym
intervalem sestrojime obdélnik, jehoz vyska je rovna prislusné cetnosti. Histogram se
nékdy také normuje, aby soucet obsahti vSech obdélniki dal jednicku.

Priklad 11.3. Zkouméme prumeérnou spotiebu benzinu u automobilt urcité znacky. Tes-
tovanim 80 automobill jsme ziskali nasledujici hodnoty (v litrech na 100 km):

6,23 16,86 ] 6,98 7,12 7,31 [ 7,60 | 7,80 | 8,60 | 8,33 [ 8,41 | 8,57 | 9,35
6,38 | 6,91 | 7,00 | 7,12 | 7,37 | 7,68 | 7,82 | 8,12 | 8,35 | 8,41 | 8,66 | 9,66
6,48 | 6,94 | 7,00 | 7,14 | 7,40 | 7,69 | 7,82 | 8,13 | 8,35 | 8,45 | 8,88 | 10,49
6,76 | 6,95 | 7,50 | 7,14 | 7,42 | 7,69 | 7,83 | 8,14 | 8,35 | 8,48 | 8,02
6,79 | 6,95 | 7,80 | 7,23 | 7,46 | 7,71 | 7,88 | 8,22 | 8,35 | 8,48 | 8,95
6,80 | 6,96 | 7,11 | 7,24 | 7,47 | 7,72 | 7,90 | 8,24 | 8,37 | 8,54 | 9,20
6,82 | 6,98 | 7,11 | 7,29 | 7.53 | 7,76 | 7,98 | 8,28 | 8,40 | 8,55 | 9,25

Najdéte intervalové rozdéleni cetnosti a znazornéte je pomoci histogramu.

Reseni. Mame n = 80 hodnot v rozmezi 6,23 az 10,49. Mtzeme je rozdélit napt. do
intervali (6;6,5), (6,5;7), atd., az (10;10,5) (podle Sturgesova pravidla by intervali mélo
byt zhruba 1 + 3,31og80 = 7, my jich mame 9). V prvnim intervalu lezi 3 hodnoty, ve
druhém 12, celkem tabulka intervalovych cetnosti vyjde takto:
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Pocet | Relativni | Kumulativni | Kumulativni

Interval aut Cetnost absolutni relativni
n; fi Cetnost cetnost

(6;6,5) 3 0,0375 3 0,0375
(6,5;7) 12 0,1500 15 0,1875
(7,7,5) 19 0,2375 34 0,4250
(7,5;8) 15 0,1875 49 0,6125
(8;8,5) 19 0,2375 68 0,8500
(8,5;9) 7 0,0875 75 0,9375
(9;9,5) 3 0,0375 78 0,9750
(9,5; 10) 1 0,0125 79 0,9875
(10;10,5) 1 0,0125 80 1,0000

Na obrazku 11.3 vidime pfislusny histogram. Histogram na obrazku 11.4 vznikl
normovanim: vzali jsme relativni cetnosti a vydélili je délkou dil¢iho intervalu, tj. 0,5.
Vyska prvniho sloupce je tedy 2 -0,0375 atd.

(n:)

20+

15+

10+

6 7

8

9

10

spotieba

Obr. 11.3: Histogram cetnosti

0,8 +

0,6

0,4 +

0,2t

6 7 8 9 10 spotieba

Obr. 11.4: Normovany histogram

11.2 Charakteristiky polohy

Charakteristiky polohy (nebo téz trovné) popisuji, kolem jakych hodnot se zkoumany
znak zhruba pohybuje.

11.2.1 Aritmeticky pramér

Aritmeticky praimér patii mezi nejznaméjsi charakteristiky statistického souboru.
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Méme-li soubor rozsahu n a zjisténé hodnoty znaku jsou zy,...,x,, pak jejich arit-
meticky prumér je

n
n n “
=1

Jestlize sledovany znak z mtze nabyvat k riznych hodnot zq,xs,...,2, a pro kazdou
hodnotu x;, 2 = 1,..., k, zndme jeji Cetnost n;, resp. relativni ¢etnost f;, pak pro zjisténi
aritmetického primeéru nemusime vSechny hodnoty secitat. Plati totiz

Nn1-krat ng-krat N -krat
7 % Y 7 % yﬁ
_ T1+- -+ T+ T2+ F+ Lo+ T+ T+ T ni N
n n n
Aritmeticky primér znaku, ktery nabyva hodnot 1, xs, ...,z s Cetnostmi n; a rela-
tivnimi ¢etnostmi f;, i = 1,...,k, lze vypocitat jako

1 k k
=1 i=1

Jestlize zkoumame spojity znak a zname rozlozeni intervalovych c¢etnosti, miizeme je pro
vypocet aritmetického priméru vyuzit podobné jako v piipadé (11.1). Za hodnoty znaku
bereme stiedy intervali. Aritmeticky primeér vsak timto zpisobem nedostaneme tplné
presné.

Priklad 11.4. Celkem n = 200 studentt psalo pisemku, na kterou bylo mozno ziskat
maximalné 15 bodti. V nize uvedené tabulce je tspésnost studentti — Cetnosti n; a relativni
Cetnosti f; jednotlivych po¢ti bodl. Vypocitejte prumérny pocet bodt z pisemky.

’ body ‘ 1 ‘ i H body ‘ N ‘ Ji H body ‘ U ‘ Ji H body ‘ 1 ‘ i ‘
0 310,015 4 6 | 0,030 8 24 | 0,120 12 17 | 0,085
1 5 | 0,025 5) 13 | 0,065 9 16 | 0,080 13 20 | 0,100
2 210,010 6 11 | 0,055 10 18 | 0,090 14 12 | 0,060
3 310,015 7 14 | 0,070 11 21 1 0,105 15 15 | 0,075

Reseni. Pramérny pocet bodi je

S
|

1
ﬁ(O-S—i—l'5+2~2+--~+13-20+14~12+15~15):

= 0-0,015+1-0,025+2-0,010+---+ 13- 0,100 4+ 14 - 0,060 + 15 - 0,075 = 9,375

]
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Priklad 11.5. Vypocitejte primérnou spotiebu benzinu pro hodnoty z pfikladu 11.3.

Reseni. Vyuzijeme-li intervalové rozloZzeni ¢etnosti a jako reprezentanta kazdého inter-
valu vezmeme jeho stfed, dostaneme

1

5g(6:25-3 4675124+ +975- 141025 1) = 7,74,

T =

Jestlize vSak pouzijeme vSechny hodnoty z tabulky a vypocitame primeér klasicky, vyjde
hodnota lehce odlisna:

1
5 (0:23+6.38+ 6,48 4 ) = 7,78,

T

Dulezité vlastnosti aritmetického priumeéru

1. Jestlize ke vSsem hodnotam znaku pricteme konstantu a € R, pricte se a také k pru-
mérné hodnoté:
r+a=7+a. (11.2)
2. Jestlize kazdou hodnotu znaku vynéasobime konstantou a € R, vysledny primeér
bude a-nasobkem ptvodniho primeéru:

a-T=a-T. (11.3)

3. Jestlize v tomtéz statistickém souboru sledujeme dva znaky = a y (stejné povahy),
pak primér z jejich souctu je soucet prumért:

T+y=7T+7y (11.4)
Pravé uvedené vztahy neni tézké dokézat. Jsou-li zjisténé hodnoty znaku zi,...,z,, resp.
yl?""yn’pak
N 1 1 1 _
r+a = ;((3&1+a)+(a:2+a)+---+(a:n+a)):ﬁ(ml—i----—l—xn)—i—a(n-a):x—&-a,
1 a _
a-z = E(a-x1+---—|—a-:rn):E(m1+-~+wn):a-x,
TP = S (@Av)+@atm) ot (et ))—1n '+1Zn:4—*+*
rTy = o T1TUY1 T2 T Y2 Ln T Yn _n'1xz nllyz—ﬂﬁ Y.
= 1=

Ohledné (11.4) zdiraznéme, Ze musime mit stejny pocet x-ovych a y-ovych hodnot stej-
ného vécného vyznamu (nemuzeme ,s¢itat jablka a hrusky“). Pro dva soubory ¢isel o riiz-
ném rozsahu vztah (11.4) samoziejmé neplati!
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Priklad 11.6. a) Pramérny plat v ur¢itém oddéleni podniku byl 24 000 K¢&. Pak dostali
vsichni 1000 K¢ pridano. Nyni je primérna mzda 25000 K¢.

b) Studenti u profesora A. dostali na pisemku priimérné 5 bodt. Profesor A. pak zjistil, Ze
byl pti hodnoceni mnohem prisnéjsi nez profesor B., a rozhodl se, ze kazdému studentovi
body zvysi 1,2-krat. Nyni maji studenti primérné 6 bodi.

c¢) Bylo provedeno statistické Setfeni u 3000 domdacnosti. Bylo zjisténo, Ze prumérné vy-
daje za bydleni jsou 5000 K¢ na mésic a primérné vydaje za jidlo jsou 4 500 K¢ na
meésic. Kdybychom u kazdé domaéacnosti brali vydaje za bydleni a za jidlo jako jednu
polozku, dostali bychom primeérnou hodnotu 9 500 K¢ na domécnost a mésic.

V nékterych pripadech ndm aritmeticky primér nemusi dat dobrou predstavu o typické
urovni hodnot souboru. Jestlize napf. mame soubor, tfeba i velkého rozsahu, ktery obsa-
huje nekolik extrémné velkych ¢isel, mize tim byt primeér znacné vychylen oproti obvyk-
Iym hodnotam.

Priklad 11.7. V jisté firmé pracuje 10 fadovych pracovniku s platem 15000 K¢, zatimco
feditel ma 100000 K¢. Primérny plat je pak priblizné 22 727 K¢, ale zkuste to Tict tém
,dole“. ..

Proto se kromé aritmetického primeéru uzivaji i dalsi charakteristiky arovné, které nékdy

vvvvvv

charakterizovat polohu znaku s nesymetrickym rozdélenim.

11.2.2 Modus

Modus statistického znaku znac¢ime Z a je to hodnota, ktera se v souboru vyskytuje
nejcastéji.

U spojitych znaki — zname-li intervalové rozdéleni ¢etnosti — stanovujeme tzv. modalni
(nejcetnéjsi) interval. Za pribliznou hodnotu modu pak mtzeme brat stfed modélniho
intervalu.

Priklad 11.8. Modus statistického souboru z ptikladu 11.2 (vék studenti) je & = 19,
modus souboru z piikladu 11.4 (vysledky pisemky) je & = 8 a modalni intervaly souboru
z piikladu 11.3 (spotfeba benzinu) jsou dva: (7;7,5) a (8;8,5).

11.2.3 Median

Median rozdeéluje statisticky soubor hodnot sefazenych podle velikosti na dvé stejné po-
¢etné casti. Mize mit vétsi vypovidaci hodnotu nez primér, viz piiklad 11.7.
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Median statistického znaku zna¢ime Z nebo téz (v souladu s oznacenim pouZzitym
v kapitole 11.3) Zo5. Je to prostfedni hodnota ze souboru uspotradaného podle
velikosti:

Oznacime-li prvky usporadané podle velikosti jako x1, s, ..
liché cislo, pak je median pfimo prostiedni hodnota, t;j.

., T, a pocet prvka n je
T =Tmin))2-
Je-li rozsah souboru n sudé cislo, je median primeér ze dvou prostiednich prvki, tj.

T = (In/Q + x(n/2)+1) .

NN

Poznamka 11.9. Medidn 7 je tedy takové éislo, ze alesponn 50 % hodnot souboru je
mens$ich nebo rovnych & a alespon 50 % hodnot souboru je vétsich nebo rovnych 7, viz
téz priklad 11.10.

Priklad 11.10. Urcete median, jestlize zjisténé hodnoty zkoumaného znaku jsou

4,7,3,5,2,4,8,6,3,4,7,2,4,5,5.

Reseni. Setiidénim podle velikosti dostaneme
2,2,3,3,4,4,4,4,5,5,5,6,7,7,8.

Hodnot je celkem 15, median tedy bude osma (prostfedni) z nich, tj. & = 4.

Jestli nékoho zarazilo slovo ,alespon“ v poznamce 11.9 a ocekaval by, ze pod i nad me-
didnem lezi presné 50 % hodnot, pak zde mizeme na ukizku uvést, Ze v nasem prikladu
mame 8 hodnot mensich nebo rovnych medidnu, coz je zhruba 53 %. Vétsich nebo rovnych
medidnu je dokonce 11 hodnot neboli pfiblizné 73 %. O

Priklad 11.11. Urcete median statistického souboru z ptikladu 11.4 (vysledky pisemky).

ResSeni. Vime, 7e soubor mé n = 200 prvki, mediin tedy bude primér ze 100. a 101.
prvku. Zatim ale nevime, jakou hodnotu 100. a 101. prvek maji. Ze zadani piikladu mame
k dispozici tabulku ¢etnosti. Pomoci ni nyni budeme pocitat kumulativni ¢etnosti, dokud
nedosahneme hodnoty 100:

body | ¢etnost | kumul. || body | ¢etnost | kumul. || body | ¢etnost | kumul.
cetnost ¢etnost cetnost
0 3 3 4 6 19 8 24 81
1 5 8 5 13 32 9 16 97
2 2 10 6 11 43 10 18 115
3 3 13 7 14 57
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Vidime, ze sefadime-li soubor podle velikosti, pak prvnich 97 prvk nabyva hod-
noty mensi nebo rovné 9, zatimco prvnich 115 prvka je mensich nebo rovnych 10. To
znamend, ze 100. i 101. prvek souboru je roven 10, a median je proto

T100 + Z101 . 10+ 10 .

T = = 10.

! 2 2
Priklad jsme mohli také vyresit pomoci kumulativnich relativnich ¢etnosti. V tomto pii-
padé bychom zkoumali, kdy bude dosazeno hodnoty 0,5. O]

11.3 Kvantily

V pfedchozim odstavci jsme se seznamili s medidnem, ktery rozdé€luje soubor na dvé
stejné pocetné casti. Podobné miizeme zkoumat, jaké hranice rozdéli soubor na ctyfti
stejné pocetné casti — pak mluvime o tzv. kvartilech, apod. Obecné hleddme hranici, pod
kterou lezi urcité vybrané procento hodnot celého souboru. V kapitole 18.2 se seznamime
s pojmem kvantil ndhodné veli¢iny, ktery bude jednoznac¢né definovan. Pro statistické
soubory se vSak spokojime s ponékud neurcitym popisem kvantilu:

Pro p € (0,1) je kvantil 7, neboli p-kvantil takové ¢islo, které oddéluje nejmensich
p - 100 % hodnot statistického znaku od nejvétsich (1 — p) - 100 % hodnot.

Specialni pripady kvantila:
e Median 7,5 — déli soubor sefazeny podle velikosti zkoumaného znaku na poloviny.

o Kvartily 725, %05, Zo,75 — dé€li soubor na ¢tvrtiny. Hodnotu Zg 95 nazyvame prvni
kvartil, druhy kvartil splyva s medidnem a hodnotu ¢ 75 nazyvame treti kvartil.

e Decily % 1,...,Z99 — dé€li soubor na desetiny. Mluvime o prvnim, druhém, az de-
vatém decilu.

e Percentily 71, ..., Zo99 — déli soubor na setiny.

Zbyva jesté popsat, jak se kvantil pro konkrétni data najde. Musime si uvédomit, ze defi-
nici v rdmecku kvantil neni dan jednoznacné. Riizné statistické softwary také pro nalezeni
kvantili pouzivaji rizné algoritmy, které davaji rozdilné vysledky. Popiseme zde jeden z
moznych postupt. Predpokladejme, Ze soubor uz je sefazeny podle velikosti zkoumaného
znaku, hodnoty jsou xy < x5 < --- < x,. Nejprve vypocitame poradové ¢islo prvku, ktery
oddéluje nejmensich p - 100 % hodnot. To mtizeme stanovit jako

k=(Mn+1)p nebo k=1+(n—1)p.

Pro median, tj. 0,5-kvantil, vyjde v obou pfipadech k = (n + 1)/2. Je-li takto nalezené
k celé cislo, je T, = x), a kvantil jsme nasli — v pfipadé medidnu to nastane pro n liché.
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Casto vSak k celé ¢&islo neni. Napiiklad pro median a n = 4 ndm vyjde k = 2,5. Piislusny
ydva-a-pulty* prvek urc¢ime jako primér prvku druhého a tietiho, coz miizeme téz zapsat
jako Zo5 = w2+ 0,5 - (z3 — x). Obecné, jestlize k lezi v intervalu (m,m + 1), kde m je
celé ¢islo, pak za hodnotu p-kvantilu mizeme brat

By = T+ (k= M) (@mr1 — T).

Praveé popsany postup pouzivaji nékteré specializované statistické softwary nebo také MS
Excel. V Matlabu se kvantily hledaji jesté jinym zpiisobem, zajemci si jej mohou najit
v prislusném hesle napovédy.

Priklad 11.12. Najdéte prvni a teti kvartil, jestlize zjisténé hodnoty zkoumaného znaku
jsou

3,4,5,6,6,7,7,8.

Reseni. Mame n = 8 hodnot. Poradové ¢&slo prvniho kvartilu bude & = 9 - 0,25 = 2,25.
Prvni kvartil je proto

Toos =024+ 0,25 - (3 —x2) =4+ 0,25 (5 —4) = 4,25.

Pouzijeme-li druhy uvedeny zptisob vypoctu k, dostaneme Zgo5 = 4,75, zatimco Matlab
dava Vysledek i’0725 = 4,5
Pokud jde o tfeti kvartil, tak zde v kazdém ptipadé vyjde Zp 75 = 7. [

11.4 Charakteristiky variability

Charakteristiky variability popisuji rozptylenost hodnot. Zajiméa nas, jestli se znak pohy-
buje nejcastéji jen v urcitém nevelkém intervalu, nebo zda je jeho rozpéti siroké. Nejcastéji
zkoumame, jak jsou hodnoty znaku rozptylené kolem aritmetického primeéru, existuji vsak
i jiné charakteristiky variability.

11.4.1 Variacni rozpéti a kvartilové rozpéti

Nejjednodussi, ale i nejhrubsi mirou variability je variac¢ni rozpéti.

Variacni rozpéti je rozdil nejvétsi a nejmensi hodnoty znaku:

R = Lmax — Lmin-

Varia¢ni rozpéti vypocitame velmi snadno, ovsem jeho nevyhodou je, Ze extrémni hodnoty
mohou byt nahodilé a je mozné, Ze naprosta vétsSina hodnot znaku lezi v intervalu daleko
uzsim.
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Priklad 11.13. Varia¢ni rozpéti hodnot z piikladu 11.3 (spotfeba benzinu) je 10,49 —
— 6,23 — 4,26.

Dalsi charakteristikou variability je mezikvartilové rozpéti. Udava, v jak sirokém intervalu
se nachazi ,prostfedni“ polovina vSech hodnot.

Mezikvartilové rozpéti je rozdil tretiho a prvniho kvartilu:

To,75 — To,25-

11.4.2 Rozptyl a smérodatna odchylka

Ve vétsineé pripadit dava statistickd praxe prednost takovym miram variability, jejichz
velikost je zavisla na vSech hodnotach statistického souboru. Zajimavé také je, jak moc
jsou hodnoty ,nahusténé“ kolem aritmetického primeéru.

Tteba vas napada, ze by nebylo marné zkoumat prumér z hodnot (z; — =), ¢ = 1,...,n. Tudy
vsak cesta bohuzel nevede, protoze vysledek je vzdy roven nule:

1 & 1 & 1 & 1
Y (wi—T) ==Y m—-» T=T——-n-T=0.
nizl nizl nizl n

Dalsim kandid4dtem na rozptyl je primérnd absolutni odchylka %Z |z; — Z|. Ta uz je nenulova
(samoziejmé kromé pfipadu, Ze vSechny hodnoty x; jsou stejné) a jakousi informaci o variabilité
sdéluje. Problém je vSak v tom, Ze soucet absolutnich hodnot je obtiZzné matematicky zpraco-
vatelny (napf. obtizné se derivuje, apod.). Proto se nej¢astéji pouzivd prumérnd kvadraticka
odchylka, nazyvana rozptyl.

Rozptyl statistického znaku v populaci oznadime o2 a definujeme jej jako

o? = %Z(wi—E)Q. (11.5)

Rozptyl udava, jak se hodnoty statistického znaku primeérné lisi od primeérné hodnoty,
ovsem ve druhé mocniné. Vysledek je proto ve ¢tvercich pouzité mérné jednotky, coz
ztézuje jeho interpretaci. Abychom se dostali zpatky na ptvodni jednotky, rozptyl od-
mocnime, ¢imz ziskame tzv. smérodatnou odchylku:
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Smeérodatna odchylka ¢ je odmocnina z rozptylu:

Neni tfeba se obavat, ze bychom dostali odmocninu ze zaporného ¢isla, protoze rozptyl
) )
jako primérna hodnota z druhych mocnin zaporné vyjit nemtze.

Vypocet rozptylu je méné pracny, jestlize pouZijeme o néco jednodussi vzorec, nez je (11.5).
Jeho odvozeni neni slozité. Nejprve roznasobime (x; — 7)%a sumu rozdélime na diléf tii sumy:

1 1 < 1 < 2 < 1 <
02:EZ(:EifEV:EZ(JU372E-:U¢+§2):HZx?fﬁZf-xi+EZ§2
1 =1 =1

=1 i=1 1=

Z druhé sumy vytkneme primér Z. Posledni suma je rovna nZ (s¢itdme n-krat tutéz hodnotu
. Celkem méame

21n271n 72n1n27272
0:—2 :UZ»—2:B—E :UH—:L‘—:—E Ty =227 +7T°.
i=1 i=1 i=1

Tim se dostavame k findlnimu vzorci:

Rozptyl 1ze vypocitat jako rozdil priméru druhych mocnin x; a druhé mocniny pri-
meéru,

1 n
2| = 2 — 7% 11.6
= | t) - (11.6)

Podobné jako u priméru mitizeme pfi vypoctu rozptylu pouzit ¢etnosti jednotlivych vari-
ant znaku.

Rozptyl znaku, ktery nabyva hodnot zq,xs, ...,z s Cetnostmi n; a relativnimi cet-
nostmi f;, i =1,...,k, Ize vypocitat jako
1o 1o
02:—2(@-—5)2-7%: —fonl — 7%
n n
i=1 i=1

pripadné jako

k
=1
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Obrazky 11.5 a 11.6 ilustruji vyznam rozptylu. Zkoumali jsme dva statistické znaky se
stejnym primérem, ovSem druhy z nich ma vétsi rozptyl nez prvni. Vidime, Ze rozdéleni
relativnich ¢etnosti druhého znaku je Sirsi a plossi nez u znaku prvniho.

(fs) (fs)

04 04
03 0.3
02 0.2
0.1 0,1
T 4 6 8 10 12 14 16 (x) 2 4 6 8 10 12 14 16 (x)

Obr. 11.5: Relativni cetnosti pro znak  Obr. 11.6: Relativni c¢etnosti pro znak
s priimérem T = 9 a rozptylem 0% = 1 s priimérem T = 9 a rozptylem o2 =7

Obvykle nemame k dispozici data pro celou populaci, ale pouze pro vybrany vzorek. Uka-
zuje se, 7e jestlize mame vybérovy soubor rozsahu n a snazime se odhadnout rozptyl o celé
populace (o rozsahu podstatné vétsim nez n) pomoci vzorce (11.5), dostavame vysledky
o néco mensi, nez je opravdova hodnota populac¢niho rozptylu. Jedna se o tzv. vychyleny

vvvvvv

populac¢ni rozptyl o2.

Vybérovy rozptyl znacime s? a je definovan jako

1
2 2
5= El (x; — ). (11.8)
Vybérova smérodatna odchylka se znaci s a je to odmocnina z vybérového roz-

ptylu,

o=Vt = | > (w72 (11.9)
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Ize pro vypocet s snadno odvodit vztah podobny jako (11.6):

1 - n
2 2 2
57 = (n 1 E mz) e z°. (11.10)

i=

Priklad 11.14. Urcete prumér, vybérovy rozptyl a vybérovou smérodatnou odchylku

znaku, ktery nabyva hodnot
3,4,5,6,6,7,7,8.

ReSeni. Rozsah souboru je n = 8 a pramér je T = 5,75. Rozptyl miizeme vypoditat
podle (11.10). Souc¢et druhych mocnin je

8
Y ai= (374474 +8%) =284,
=1

takze vybérovy rozptyl je

1 8
2~ 984 — —575%=2786.
S TR 7 !

Vybérova smérodatna odchylka je s = /2,786 = 1,669.
Vybérovy rozptyl jsme samoziejmé mohli pocitat i pfimo z definice (11.8):
1
— - ((3—=5,75)* + (4 — 5,75)> + - - - + (8 — 5,75)%) = 2,786.

Vypocet by vSak byl o néco zdlouhavéjsi. Vzorec (11.10) pouzivame pravé kvuli tomu, Ze
je méné naro¢ny, i kdyz pfi pohledu na néj nevynika podstata véci — ze vlastné zjistujeme,
jak moc se hodnoty lisi od primeéru. O]

Drlezité vlastnosti rozptylu

1. Jestlize ke vSem hodnotam znaku pfi¢teme konstantu a € R, vybérovy (ani popu-
la¢ni) rozptyl se nezméni:
S2 .= so. (11.11)
2. Jestlize kazdou hodnotu znaku vynésobime konstantou a € R, vysledny rozptyl se
zméni a?-krat:
s2 . =a’ s (11.12)

Duikaz vztahu (11.11) nebudeme rozepisovat. SpiSe si uvédomme podstatu véci: jestlize ke vSem
x; pricteme konstantu, hodnoty se posunou po ¢iselné ose, posune se i jejich primeér, ale rozpty-
lenost kolem primeéru ztstane stejna.
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Vztah (11.12) lze dokézat podobné jako (11.3) s tim, Ze uz vime, ze a- = = a - Tt

1 a2 &
st = — ((azy — aZ)? + -+ (azy, — a5)2) = z:(acZ —7)? =a?- 52
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12 Klasicka pravdépodobnost

S klasickou pravdépodobnosti jste se seznamili uz na stfedni skole, ale protoze poslouzi
jako odrazovy miustek pro nase dalsi Gvahy, zopakujeme si ji. V pfikladech, na kterych
budeme zakladni pojmy vysvétlovat, se vétsinou setkame s mozna ponékud neprakticky
vyhliZzejicim hazenim kostkami, vytahovanim barevnych kulic¢ek z osudi, apod. Neberte to,
prosim, jako dalsi diikaz neuzitec¢nosti matematiky. Dtivod je ten, Ze napt. hazeni kostkou
si kazdy snadno predstavi a miizeme se pak soustfedit na matematickou stranku véci.
V praktickych tlohach byva formulace zadani ¢asto slozita a nepiehledné a ¢loveku mize
jistou dobu trvat, nez zadani rozlusti a zjisti, ze vlastné potiebuje tutéz tvahu, jako pfti
onom nudném hézeni kostkami.

Teorie pravdépodobnosti se zacala rozvijet v souvislosti s hazardnimi hrami jiz v 17. stoleti
a jejimi zakladateli byli slavni matematici Blaise Pascal (1623 — 1662) a Pierre de Fermat
(1601 — 1665).

Zakladni situace je takova, ze provadime néjaky pokus (napf. hod minci nebo kostkou,
vybér jedné karty z balicku, apod.), u kterého je n moznych vysledki, pficemz lze oceka-
vat, ze pri opakovani pokusu budou vSechny tyto vysledky nastavat stejné casto, zadny
nebude ve vyhodé proti ostatnim. Ptame se, jaka je Sance, Ze nastane vysledek, ktery je
pro nas néjakym zptsobem zajimavy (napf. padne Sestka, vytdhneme si eso, atd.). Tato
Sance odpovida poméru poc¢tu moznosti vyhovujicich tomuto ,zajimavému“ vysledku ku
poctu vSech moznych vysledki pokusu.

Priklad 12.1. Méame balic¢ek karet na Kanastu: celkem 56 karet, z toho ¢tyri zoliky. Jak
casto pri sejmuti balicku dostaneme zolika?

Reseni. Jelikoz karet je celkem 56 a zoliky 4, miizeme o¢ekavat, Ze budeme-li pokus
mnohokrat opakovat, Zolika sejmeme pfiblizné v & = < piipadi, tj. zhruba v 7 % piipadi.
m

Zatim jsme o pravdépodobnosti mluvili ponékud neurcité, nyni pojmy upfesnime.
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Definice 12.2 (Nahodné jevy). Piedpokladejme, Ze provadime pokus, ktery miize
dopadnout n stejné pravdépodobnymi zptisoby. Oznacme 2 mnozinu vSech moz-
nych vysledku tohoto pokusu, Q = {wy,ws, ..., w,}. Mnozinu 2 nazveme zakladni
prostor.

Nahodnym jevem budeme rozumét libovolnou podmnozinu mnoziny 2. Nahodné
jevy budeme zpravidla znacit velkymi pismeny (A, B, ...). Specidlné prazdnou mno-
zinu () nazveme jevem nemozZnym a celou mnozinu ) jevem jistym.

Jednoprvkové podmoziny, tj. mnoziny {w;}, i = 1,...,n, nazveme elementarni jevy.

Definice 12.3 (Klasicka pravdépodobnost). Pravdépodobnost jevu A ozna-
¢ime P(A) a definujeme ji jako

P(A) = pocet movinos’Ei pfizni\v/ych :]'evu A _ @ | (12.1)
pocet vSech moznosti 19|
kde symbolem |- | zna¢ime pocet prvki mnoziny.

Protoze pocet priznivych moznosti nemiize byt vétsi nez pocet vSech moznosti a pocty
prvki mnozin rozhodné nemohou byt zaporné, pravdépodobnost nemiize byt zaporna ani
presahnout jednicku:

Pro pravdépodobnost libovolného ndhodného jevu A plati

0< P(A) < 1.

P1i stanoveni poc¢tu moznosti velmi ¢asto pracujeme s riznymi kombinatorickymi pojmy,
jako variace s opakovanim ¢i bez opakovani, kombinace, apod. Stru¢ny prehled kombina-
toriky najdete ve sbirce prikladt z pravdépodobnosti.

Priklad 12.4. Hodime dvéma homogennimi hracimi kostkami, bilou a ¢ervenou. Urcete
pravdépodobnosti nasledujicich jevi:

A .. .na bilé kostce padne Sestka,

B ...soucet ok na obou kostkach bude vétsi nez 10,

vvvvv

Reseni. Pfi zkoumani pravdépodobnosti jevu A bychom se na ¢ervenou kostku nemuseli
ohliZet a mohli bychom rovnou fict, ze P(A) = %, protoze ze Sesti moznosti, které mohou

padnout na bilé kostce, jevu A vyhovuje jedina. Protoze vsak u dalsich jevi musime
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pracovat s obéma kostkami, zavedeme zakladni prostor 2 o 36 prvcich. Jednotlivé prvky
budou usporadané dvojice udavajici, co padlo na bilé a co na cervené kostce:

Q={(1,1),(1,2),...,(6,6)}.
Néahodné jevy A, B a C jsou pak

A={(6,1),(6,2),...,(6,6)}, B ={(5,6),(6,5), (6,6)},
C={(2,1),(3,1),(3,2),....(6,5)}.

Mnoziny 2, A, B a C' jsou znazornény na obrazku 12.1.

K (1,2)  (1,3)  (1,4) \ Q)

(1,5) (1,6)

(4,3)

(5,1) A (5,2) (5,3) (5,5) (5,6)
(6, 1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5 (6, 6)
\& >0

Obr. 12.1: Zakladni prostor 2 a jevy A, B, C z piikladu 12.4

Poéty moznosti odpovidajicich jevim A a B jsou na prvni pohled patrné: |A| = 6 a
|B| = 3. Pocet moZnosti vyhovujicich jevu C' miiZzeme ur¢it riiznymi zptsoby. Z obrazku
vidime, ze |C| = 14+2+3+4+5 = 15. Nebo si mizeme uvédomit, ze vylou¢ime-li pfipady,
kdy na obou kostkach padlo stejné ¢islo, tak ze zbyvajicich 30 pripadi tvoii ty, kdy je
vetsi ¢islo na bilé kostce, polovinu, takze opét |C| = 30/2 = 15.

Hledané pravdépodobnosti jsou tedy

D3 . 0,417.

1 1
P(A) = o = £ 0,167, P(B)= S oL g0ss P - ==

36 12

Tyto vysledky mtzeme interpretovat tak, ze kdybychom mnohokrat hodili dvéma kost-
kami, jev A by nastal zhruba v 16,7 % piipadu, jev B zhruba v 8.3 % pripadi a jev C
zhruba v 41,7 % pripadi. V predchozi vété zdiraznéme slova ,,mnohokrat* a ,zhruba®,
protoze rozhodné nemtzeme ocekavat s jistotou, ze by napf. ze 36 pokust pravé tiikrat
padl soucet vétsi nez 10 (i kdyz stat se to samoziejmé mize). ]
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12.1 Operace s nahodnymi jevy

V této kapitole probereme riizné operace, které lze s nadhodnymi jevy provadét. Jelikoz
jsme jevy definovali vlastné jako mnoziny, budou tyto operace splyvat s mnozinovymi
operacemi, které byste méli znat jiz ze zékladni skoly.

12.1.1 Jev opacny

U nékterych ndhodnych jevt je snazsi urcit pravdépodobnost, Ze se takovy jev nestane,
nez pocitat pravdépodobnost zkoumaného jevu ptrimo.

Priklad 12.5. Hodime dvéma kostkami. Jaka je pravdépodobnost, Ze soucet ok na obou
kostkach bude vétsi nez 47

Reseni. Ozna¢me jev popsany v zadani jako A. Uz vime, Ze pro hod dvéma kostkami
mame 36 moznych vysledkti. Kdybychom meéli probrat vSechny moznosti vyhovujici A,
bylo by to pracné. Jednodussi je vyloucit pripady, kdy soucet vétsi nez 4 neni. Pohledem na
obrazek 12.1 (nebo i z hlavy) zjistime, Ze takovych moznosti je celkem 6. Pravdépodobnost
jevu A je tedy

36-6 30 5

P(A) = ———=— = - =10,833.
(4) 36 36 6 ’

V tomto ptikladu jsme vyuzili tzv. opacny jev:

Definice 12.6 (Jev opa¢ny). Opacny jev (nebo téz doplnék) k jevu A je jev, ktery

nastane pravé tehdy, kdyz nenastane jev A. Oznacime jej jako A a plati

A=0\4

(operace \ je mnozinovy rozdil), viz obrazek 12.2.

Z ptikladu 12.5 uz jste mnozi vytusili, jaky bude vztah mezi pravdépodobnostmi jevi A a
A. Nyni tento vztah odvodime obecné. Vyuzijeme toho, Ze pocet moznosti nevyhovujicich
jevu A dostaneme tak, ze od poctu vSech moznosti odeCteme pocet moznosti jevu A
vyhovujicich:

_ Al _ A Al

PO=la = " "o @ W
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pN

Obr. 12.2: Opacny jev

Pro pravdépodobnost jevu opac¢ného k jevu A plati

P(A)=1— P(A). (12.2)

12.1.2 Prunik jeva

Mnohé jevy jsou zadané nékolika riznymi podminkami, které maji platit zaroven.

Definice 12.7 (Pranik jevi). Prunik jevia A a B je jev, ktery nastane pravé
tehdy, kdyz nastanou jevy A a B soucasné, viz obrazek 12.3. Oznacime jej jako

ANB.

Jestlize jevy A a B soucasné nastat nemohou, tj. AN B = (), pak mluvime o jevech
nesluéitelnych nebo téz disjunktnich.

Priklad 12.8. Popiste pruniky jevii A a B a A a C z ptikladu 12.4 (hod dvéma kostkami)
a urcete jejich pravdépodobnosti.

Reseni. Jev A N B nastane, jestlize na bilé kostce padne Sestka a zarovenn bude soucet
ok vétsi nez 10. Tomu odpovidaji dvé moznosti, AN B = {(6,5),(6,6)}, a tedy

2 1
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Jev AN C nastane, jestlize na bilé kostce padne Sestka a zaroven bude na bilé kostce vétsi
¢islo nez na Gervené. Takovych moznosti je 5, ANC = {(6,1),...,(6,5)}, a tedy

P(ANC) = 2 = 0,139,

36
O
Q Q
AUB
ANB
Obr. 12.3: Prinik jevt Obr. 12.4: Sjednoceni jevii

Poznamka 12.9. Mozné si néktefi z vés ze stfedni Skoly vybavuji vzorec P(AN B) =
= P(A) - P(B). V této kapitole jej vsak zatim do zadného rdmecku psit nebudeme,
dockame se jej az v kapitole 15.2, kde vysvétlime, za jakych podminek plati. Na tomto
misté si povSimnéme, ze jeho platnost neni univerzalni — v praveé uvedeném ptikladu nam

vyslo P(AN B) = 1/18, zatimco P(A) - P(B) = (1/6) - (1/12) = 1/72!

12.1.3 Sjednoceni jeva

Definice 12.10 (Sjednoceni jevil). Sjednoceni jeva A a B je jev, ktery nastane
prave tehdy, kdyz nastane alespon jeden z jevii A a B, viz obrazek 12.4. Oznacime jej
jako

AU B.

Piiklad 12.11. Popiste sjednoceni jevii A a B z prikladu 12.4 (hod dvéma kostkami)
a urcete jeho pravdépodobnost.

Navic popiste sjednoceni jevu B s jevem D popsanym podminkou ,soucet ok bude roven
10“ a urcete pravdépodobnost tohoto sjednoceni.
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Reseni. Jev A U B nastane, jestlize na bilé kostce padne Sestka nebo bude soucet ok
vétsi nez 10 (pfipadné nastanou oba tyto jevy soucasné). Uz vime, ze jevu A odpovida
6 moznosti, jevu B vyhovuji 3 moznosti, takze by se mohlo zdat, Ze jevu A U B bude
odpovidat 6 + 3 = 9 mozZnosti. Z obrazku 12.1 vsak vidime, Ze jev A U B se sklada
ze 7 prvka: AU B = {(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6), (5,6)}. Kdybychom mecha-
nicky secetli poc¢ty prvki A a B, tak by moznosti, které jsou obsazeny v obou jevech,
byly zapocitany dvakrat. Abychom dostali spravny vysledek, musime jejich pocet odecist.
Dohromady mame 6139 .
+3— .
P(AUB) = 36 =36 = 0,194.

Jev B U D nastane, jestlize soucet ok bude vétsi nebo rovny 10. Tentokrat jevy B a D
nemohou nastat soucasné, takze sta¢i seCist moznosti vyhovujici jevu B a D (ty jsou 3)

a dostavame, ze
3+3 6 1
P(BUD)=——=—=-=0,167.
(BUD) 36 36 6 0,167

]

Zobecnime-li pravé provedenou tivahu o poctech prvki dil¢ich jevi a poctu prvka obéma

jevim spole¢nym, dostaneme

_|[AuB| A+ [B|-|AnB|
] €2

P(AUB) P(A)+ P(B)— P(AN B).

Pro pravdépodobnost sjednoceni jeva A, B plati
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB). (12.3)
Jsou-li jevy A a B neslucitelné, tj. nemohou-li nastat soucasné, pak

P(AUB) = P(A) + P(B). (12.4)

Maplety
Odkazy na nékteré maplety:

1. Kombinatorika — zjisténi poc¢tu a vypis vSech variaci, kombinaci, atd.
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13 Dalsi pravdépodobnostni mo-
dely

Klasické pravdépodobnost, kterou jsme si pripomnéli v kapitole 12, neni jediny pouzivany
pravdépodobnostni model. Zde si ukazeme dva dalsi: diskrétni a geometrickou pravdépo-
dobnost. Uvidime, ze klasicka pravdépodobnost je specidlnim pfipadem diskrétni pravdé-
podobnosti.

13.1 Diskrétni pravdépodobnost

Klasické pravdépodobnost pracuje se situaci, kdy pokus mé kone¢ny pocet moznych vy-
sledk, které jsou z hlediska pravdépodobnosti rovnocenné, tj. pti velkém poctu opakovani
pokusu nastavaji se stejnou relativni c¢etnosti. Mize se vSak stat, ze mame stale konecny
pocet moznosti, které ale rovnocenné nejsou. Nebo je pocet moznosti dokonce nekonecny,
ovsem muzeme je usporadat do posloupnosti — v takovém piipadé mluvime o spocetné
mnozine.

Definice 13.1. Mnozina 2 se nazyva spocetna, jestlize jeji prvky lze usporadat do

nekonec¢né posloupnosti, tj.
Q= {wl,w2,. . }

Je-li mnozina kone¢né nebo spocetna, nazyva se nanejvys spocetna.

Spocetnd mnozina je tedy takova, Ze na jeji prvky si lze jednotlivé ,ukazovat®, lze je
,pocitat neboli ocislovat je pfirozenymi ¢isly. Prikladem spocetné mnoziny je mnozina
vSech pfirozenych ¢isel {1,2,3,...}, mnozina vSech celych ¢isel, mnoziny {2,4,6,...},
{1;0,1;0,01;0,001;... }, apod. Pfikladem nespocetné mnoziny je t¥eba interval (0, 1) nebo
mnozina vsech realnych cisel.

Jestlize moznosti nejsou rovnocenné ve svém vyskytu, nemizeme jiz pro vypocet pravdé-
podobnosti pouzit vztah (12.1). Mame-li néjaky jev A, nestaci zjistit, kolik moznosti je
v ném obsazeno, ale musime vzit v potaz i to, jakou ,vahu“ tyto moznosti maji. To nas
vede k nasledujici definici diskrétni pravdépodobnosti:
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Definice 13.2 (Diskrétni pravdépodobnost). Predpoklddejme, Ze mnozina vSech
moznych vysledkd pokusu €2 je nanejvys spocetna a jednotlivym elementarnim jevim
{wi}, 1 = 1,2,... jsou pfifazeny pravdépodobnosti P({w;}) > 0, které mohou byt
navzajem ruzné a které spliuji

> Pw}) =1.
weN
Pravdépodobnost jevu A C €2 pak definujeme jako

P(A) =) P({w}). (13.1)

w€EA

Pravdépodobnost jevu A tedy pocitame tak, ze se¢teme pravdépodobnosti vSech elemen-
tarnich jevi, které do jevu A spadaji. MuZete si rozmyslet, ze vztahy (12.2), (12.3) a (12.4),
které jsme odvodili pro klasickou pravdépodobnost, ztistavaji v platnosti. Klasicka pravdé-
podobnost, definovand pomoci (12.1), je specidlnim ptipadem diskrétni pravdépodobnosti
s tim, ze P({w;}) = 1/n pro vSechna i =1,...,n.

Priklad 13.3. Mame kostku, kterd neni homogenni, takZe Sestka na ni pada s pravdé-
podobnosti 0,75. Jednicka pada jen s pravdépodobnosti 0,01. U vSech ostatnich ¢isel jsou
pravdépodobnosti stejné. Jaka je pravdépodobnost, Ze na této kostce padne sudé ¢islo?

Reseni. Mnozina viech vysledkf pokusu je Q = {wi,...,ws}, kde w; znadi, Ze na kostce
padlo ¢islo 4, ¢ = 1,...,6. Oznac¢me pro strucnost pravdépodobnost jednicky jako pq,
pravdépodobnost dvojky jako ps, atd. Vrzeni sudého ¢isla oznacme jako jev A. Pak A =
= {wq,wy,ws}.Uz vime, ze pg = 0,75, pravdépodobnosti dvojky a ¢tyfky ale nezname,
jen vime, ze budou obé stejné. Pro jejich vypocet pouzijeme vlastnost, ze soucet vsech
pravdépodobnosti musi dat jednicku:

p+-+p=1 = 001+4p,+0,75=1 = py =0,06.
Pravdépodobnost, Ze padne sudé cislo, je tedy

P(A) = py + ps + ps = 0,06 + 0,06 + 0,75 = 0,87.

Zde byla mnozina vsech vysledkti konecna. V dalsim prikladu se to zméni.

Priklad 13.4. Hézime minci, dokud nepadne lic. Jakd je pravdépodobnost, Zze budeme
muset hodit vice nez t¥ikrat?

Reseni. V tomto pfipadé je mnozina vech vysledki nekonecna,

Q= {L,RL,RRL, RRRL, RRRRL,...}
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(L znamen4 lic a R rub). Oznacime-li jev, ze hodime vice nez tfikrat (tj. alespori ¢tytikrat),
jako A, pak
A={RRRL,RRRRL,...}

Pro vypocet P(A) by bylo potieba seist nekonecnou fadu ¢isel, ale nastésti se tomu
muizeme vyhnout. Pouzijeme pravdépodobnost jevu opacného, tj. toho, ze lic padne diive
nez na ¢tvrty pokus. Pravdépodobnost, Zze padne hned napoprvé, je 1/2. Pravdépodobnost,
ze padne nejprve rub a pak lic, je 1/4, protozZe pro dvojici hodid mame ¢ty¥i rovnocenné
moznosti: LL, LR, RL a RR. Podobné pravdépodobnost dvou rubti nasledovanych licem
je 1/8. Takze

—1- <=
8

1 1 1 7 1
2 4 8

P(A)zl—(—+—+—

Zkuste k tomuto vysledku dojit jesté jednodussim zptisobem. Také sami ovétte, ze soucet
vSech pravdépodobnosti zde opravdu dava jednicku. O

13.2 Geometricka pravdépodobnost

Nyni se od nanejvys spocetnych mnozin {2 presuneme k mnozindm nespocetnym. Jisté si
dovedete predstavit pokus, kde vSechny mozné hodnoty vysledku tvori urcity interval.

Priklad 13.5. Na semaforu pro chodce sviti vzdy jednu minutu zelena a tfi minuty
¢ervena. K semaforu mohu prijit se stejnou pravdépodobnosti v kterémkoli okamziku.
Jaka je pravdépodobnost, ze zrovna bude zelena?

ResSeni. Intuice napovida, ze vysledek by mél byt 1 /4, protoze zelend je na semaforu ¢tvr-
tinu ¢asu. Podivejme se, jak by v tomto pfipadé mohla vypadat mnozina 2. Za vysledek
pokusu ted muZeme povazovat dobu v minutach, kterd ubéhla od posledniho naskoceni
zelené. Vsechny vysledky tedy tvori interval Q2 = (0,4). Tomu, Ze je zelend, odpovida in-
terval A = (0, 1), ktery tvori ¢tvrtinu 2. P(A) je podil délky intervalu A a délky intervalu
Q. O

V predchozim prikladu byl dilezity predpoklad, Ze na kiizovatku mutzeme piijit kdykoli
se stejnou pravdépodobnosti. Znamena to, ze se vracime k pozadavku, ktery jsme méli
u klasické pravdépodobnosti, totiz ze vSechny mozné vysledky pokusu jsou stejné prav-
dépodobné. V nasem piikladu byla mnozina €2 jednorozmeérna. Jindy to vsak miize byt i
néjaka oblast v roviné, prostoru nebo i ve vicerozmérném prostoru. V tom pripadé bychom
nevystacili s délkou, ale potfebovali bychom obsah, pfipadné objem. Ale co s vicerozmeér-
nym prostorem? Nebo jak viibec vSechny tyto piipady shrnout do jednoho? Odpovéd
dava tzv. mira oblasti. Definici miry najdete v kapitole 14. Pro tuto chvili se spokojime s velmi
nepresnym popisem, zZe mira mnoziny je veli¢ina, ktera udava jakousi ,,velikost* této mno-
ziny. Ted uz miZeme zavést slibenou geometrickou pravdépodobnost:
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Definice 13.6 (Geometrickd pravdépodobnost). Jestlize mnozina vsSech vy-
sledki pokusu €2 tvoii oblast v R™, vSechny jeji prvky jsou stejné pravdépodobné
a 1(€2) < oo, pak pravdépodobnost jevu A C Q definujeme jako

_ A
PM%_MW’

kde symbolem () myslime miru oblasti, tj. pro jednorozmérnou oblast jeji délku, pro
dvourozmérnou obsah a pro tfirozmérnou objem.

Priklad 13.7. Honza a Marek chodi vencit své psy na louku pied domem. Kazdy z nich
tam prichdzi nékdy mezi osmou a devatou hodinou (kazdy okamzik pfichodu je stejné
pravdépodobny) a je na louce 15 minut. Jaka je pravdépodobnost, Ze se Honza s Markem
setkaji?

Reseni. Ozna¢me
8 4+ x ... ¢as pfichodu Honzy (v hodinéch);
8 +y... cas prichodu Marka.
Vime, Ze oba pfijdou urcité do deviti hodin, tedy 0 < z < 1,0 <y < 1. VSechny moznosti
tak tvori mnozinu
Q={(z,y):0<2x<1,0<y <1},

coz je ¢tverec v roviné, viz obrazek 13.1. Obsah (neboli mira) tohoto ¢tverce je
w()=1-1=1.

Oznac¢me dale jako jev A to, ze se Honza a Marek setkaji.
Piipadim pfiznivim jevu A odpovidaji ty ptichody (z,y) obou chlapct, ve kterych se x
od y lisi nanejvys o 15 minut, coZ je 1/4 hodiny. To znamend, Ze musi platit souc¢asné

Xz X .
l_y7 y_ l

Body splnujici tyto podminky jsou na obrazku 13.2.
Jev A lze tedy vyjadfit jako mnozinu bodi v roviné:

1 1
AZ{@w%0§x§L0§y§Ly§x+ly2x—1}

Obsah (miru) mnoziny A snadno vypocteme tak, Ze od celkového obsahu mnoZiny €
odec¢teme obsah ,zbytku“, ktery v A nelezi. Vidime, ze tato oblast je slozena ze dvou
rovnoramennych pravothlych trojihelniki s odvésnami o délce 3/4. Kdybychom tyto
trojihelniky piilozili k sobé&, dostaneme ¢tverec o obsahu (3/4)?. Tedy

3\? 9 7
A=1-(2) =1-2=2L
#A) (J 16 16
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Obr. 13.1: Mnozina vsech vysledkt 2 z pti-  Obr. 13.2: Mnozina vSech pfiznivych vy-
kladu 13.7 sledki

Pravdépodobnost jevu A ted uréime jako podil miry mnoziny pfiznivych piipad a miry
mnoziny vsech moznych ptipadi:
(A

7
H 16
PA) =20 216 o O

]

Zvidavéjsiho ¢tendre mozna napadne otazka, co délat, kdyZ vSechny moznosti nejsou stejné
pravdépodobné. V takovém piipadé je nutno, podobné jako u diskrétni pravdépodobnosti, néjak
zapocitat ,vahy“ jednotlivych moznosti, coz zde vede na integral, piipadné i vicerozmérny.
Regeni jednorozmérného piipadu bude v podstaté obsahem kapitoly 18.

Uréeni obsahu (miry) mnoziny A bylo v predchazejicim prikladu velmi jednoduché. Obecné tomu
tak vSak zdaleka byt nemusi.

Priklad 13.8. Nahodné vygenerujeme dvé ¢isla z intervalu (0, 1), pfi¢emz vSechny hodnoty
z tohoto intervalu mohou byt vygenerovany se stejnou pravdépodobnosti. Jaka je pravdépodob-
nost, ze soucet tretich mocnin obou ¢isel bude mensi nebo roven jedné pétiné a soucasné soucet
jejich druhjch odmocnin bude vétsi nebo roven jedné?

Reseni. PiifeSeni budeme postupovat stejné jako v predchizejicim p¥ipadé. Vechny moznosti
opét tvori mnozinu
Q={(z,y):0<x <1 0<y<1},

takze () = 1. Pfi urovani mnoziny A vyuzijeme podminek ze zadani. Dostaneme

1
A={(z,y) €Q:2"+y’ < o Vat Vy > 1}
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Jak vypadé oblast A geometricky? Méli byste védét, ze z2+y? = 72 je rovnice kruznice se stfedem
v pocatku soufadné soustavy o poloméru r. Rovnice 23 + 9% = 1/5 a /z + V¥ = 1 popisuji
podobné kiivky, viz obrazek 13.3. Jen pro zajimavost: Obecné je nerovnici |z[? + |y|? < 1, kde p > 1,
popsand oblast, nékdy nazyvana p-koule. Pro p = 1 je to ¢tverec v vrcholy [0, —1],[1,0],[0,1] a [-1,0]. Pro
p = 2 je to kruh. Se zvySujicim se p se oblast postupné pfiblizuje ¢tverci s vrcholy [1,1],[-1,1],[-1, —1]
a[1,—1]. Je-li p € (0,1), je oblast dand nerovnici |z|? + |y[? < 1 nekonvexni, pfipomina ¢tyfcipou hvézdu.

a b 1 =
Obr. 13.3: Oblast A z prikladu 13.8

Obsah (miru) mnoziny A vypoéteme jako

u(A) = /: ({’/; — a8 (1- m?) e,

kde a,b jsou pruseciky obou kfivek (viz obrazek 13.3). Urc¢it meze a vypocitat integral nebude

jednoduché. Meze a, b jsou x-ovymi soufadnicemi feseni soustavy rovnic

1

3, .3

z° + = =
Y 5

1.

Vet Vy =

Tuto soustavu nelze vytesit pfesné. Je nutno pouzit n€kterou z numerickych metod z kapitoly 4.
Primitivni funkci k {/1/5 — 23 nelze vyjad¥it pomoci elementarnich funkei, takze integral bude
také nutno vypocitat numericky, napf. nékterou z metod uvadénych v kapitole 8. Celkovy vy-
sledek nakonec bude pfiblizné

P(A) =0,150.

O

Jestlize se rozhodneme piislusné obsahy (miry), pfipadné integra¢ni meze, urcovat numericky,
zacne velkou roli hrat problematika pfesnosti téchto metod. V ptikladu 13.8 si zkuste sami
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ménit presnost vypoétu integra¢nich mezi a porovnavejte vysledky integrovani (véetné situace,
kdy integral hledate riiznymi numerickymi metodami). Navic si uvédomte, ze v piikladu 13.8 je
u(2) =1, tedy P(A) = pu(A). Porovnejte si chybu v hledané pravdépodobnosti pro pfipad, ze
generovand Cisla budou z intervalu (0, 2), tj. u(£2) = 4, nebo pro pfipad, ze budou z (0; 0,8), tj.
() = 0,64.
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14 Axiomaticka definice pravdépo-
dobnosti

V kapitolach 12 a 13 jsme v definicich pravdépodobnosti (12.3, 13.2 a 13.6) v predpokladech
vzdy pouzili slovo ,pravdépodobnost® nebo formulaci ,,vSechny moznosti jsou stejné pravdeé-
podobné. .. “. Pro intuitivni pochopeni pojmu pravdépodobnosti to tak (doufejme) stacilo, ale
definice byly jakési zacyklené. V této kapitole se pokusime sjednotit vSechny predchozi pripady
pravdépodobnosti a vyhnout se onomu ,,zacykleni“. Pfedvedeme, jak 1ze pravdépodobnost defi-
novat formalné presné a ukazeme tak zvanou axiomatickou definici pravdépodobnosti. VSechny
dfive zavedené typy pravdépodobnosti pak budou jeji zvlastni pripady. Tato kapitola je vhodna

N

ji v nasem rychlokurzu mohou s klidnym svédomim pfeskocit.

Nejprve musime piepracovat definici ndhodného jevu. V kapitole 12 jsme méli zakladni pro-
stor ) a za ndhodny jev jsme povazovali jakoukoli jeho podmnozinu. Zde vybudujeme systém
podmnozin mnoziny €2, ktery nemusi nutné obsahovat vSechny podmnoziny.

Definice 14.1 (Jevové pole). Bud Q # () a S systém podmnozin mnoziny 2, ktery ma
tyto vlastnosti

1. QeS,
2. jestlize A € S, pak také A =Q\ A€ S,

[o.¢]
3. jestlize Ay, € S, k=1,2,..., pak také |J Ay € S.
k=1

Pak S nazveme mnozinovou o-algebrou a dvojici (€2, S) nazveme jevovym polem.
Mnozinu A C Q nazveme ndhodnym jevem, jestlize A € S.

D4 se ukazat, ze z podminek 1., 2., 3. vyplyva, Ze s kazdymi dvéma mnozinami A, B € S
obsahuje o-algebra nejen jejich doplitky (viz podminka 2.), ale i jejich sjednoceni, prinik a
rozdil, tj. o-algebra je systém uzavieny na obvyklé operace s mnozinami. Z podminek 1. a 2.
také plyne, Ze kazda o-algebra musi obsahovat prazdnou mnozinu (.

Priklad 14.2. Pro mnozinu €2 = {1, 2,3} by pfikladem o-algebry byl systém vsSech jejich pod-
mnozin, tj. S = {0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}, nebo také systém podmnozin
Sy = {@7 {1}7 {27 3}? {17 2, 3}}
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Piiklad systému podmnozin, ktery neni o-algebrou, by byl S3 = {0, {1}, {2}, {1,2,3}}, protoze

doplnék mnoziny A = {1}, tj. A = {2,3}, neni prvkem S3. Podobné sjednoceni posloupnosti
mnozin A; = {1}, Ay = {2}, Ay, = 0 pro k = 3,4,..., tj. mnozina {1, 2}, neni prvkem S;.

Definice 14.3 (Axiomaticka definice pravdépodobnosti). Necht (Q,S) je jevové
pole. Pak zobrazeni P: & — R nazveme pravdépodobnosti, jestlize spliiuje nasledujici ti
axiomy:

1. P(Q) =1,
2. P(A) > 0 pro kazdé A € S,

3. jestlize Ay € S, k = 1,2,..., jsou navzdjem disjunktni jevy, A, N A; = 0 pro i # j,
pak P(Aj UAsU---) = P(A1) + P(Ag) + - - -.

Pro libovolny ndhodny jev A ¢islo P(A) nazveme pravdépodobnosti jevu A.
Trojice (€2, S, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

Pravdépodobnost jsme tedy definovali jako funkci, ktera kazdé mnoziné ze g-algebry S pritazuje
jakousi ,velikost“, pficemz ,velikost* celé mnoziny {2 je rovna jedné.

Timto zptsobem zavedend pravdépodobnost je specidlnim pfipadem miry, o které jsme jiz mluvili v kapi-
tole 13. Pro definici miry také potfebujeme mit mnozinovou o-algebru, slozenou z podmnozin zakladniho

prostoru Q. Misto o jevovém poli zde v8ak mluvime o méfitelném prostoru (€2, S) a misto o jevech mluvime
o méritelnych mnozinach.

Definice 14.4 (Mira). Nechf (2,S) je méfitelny prostor. Pak zobrazeni p: & — R nazveme mirou,
jestlize spliiuje nasledujici tfi axiomy:

L p(®) =0,
2. u(A) >0 pro kazdé A € S,

3. jestlize Ay € S, k=1,2,..., jsou navzajem disjunktni jevy, A; N A; = 0 pro i # j, pak
AL UAg U~ ) = p(Ar) + p(Ag) + .

Pro libovolnou mnozinu A € S ¢islo p(A) nazveme mirou mnoziny A.
Trojice (2, S, 1) se nazyvé prostor s mirou.

Kazdé méritelné mnoziné je takto prifazeno cislo, které udéava ,velikost“ této mmnoziny. Je prirozené
pozadovat, aby velikost prazdné mnoziny byla nulova, aby velikost nemohla byt zaporna a aby v pfipadé,
7e se mnozina da rozepsat jako sjednoceni vice disjunktnich (nepfekryvajicich se) mnozin, platilo, ze
velikost sjednoceni je sou¢tem velikosti jednotlivych mnozin. Pravdépodobnost je vlastné specidlni piipad
miry, kdy navic pozadujeme, aby mira celé mnoziny ) byla jednotkova.

Jestli vam pfijde zvlastni, ze v pozadavcich na pravdépodobnost neni P(()) = 0, tak vézte, ze
tato odekdvand podminka vyplyva z axiomu 1. az 3.: Plati Q = QU QU DU ..., a tedy, podle
tfetiho axiomu, P(2) = P(QUOUDU...) = P(Q) + P(0) + P(0) + - - - . Protoze podle prvniho
axiomu je P(Q) = 1, pfedchozi rovnost mize byt splnéna jediné tak, ze P(()) = 0.
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Sami si rozmyslete, Ze klasickd pravdépodobnost definovand pomoci (12.1), kde za jevové pole
bereme systém vsSech podmnozin zakladniho prostoru €2, splituje vSechny tfi axiomy pravdépo-
dobnosti. Stejné tak diskrétni pravdépodobnost definovand pomoci (13.1).

7 axiomul pravdépodobnosti vyplyvaji vlastnosti, které jsme v kapitole 12 odvodili specialné pro
klasickou pravdépodobnost:
P(A) = 1-P(4)
P(AUB) = P(A)+ P(B), jestlize ANB =10
P(AUB) = P(A)+P(B)—-P(ANDB)

0< P(A) <1
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15 Podminéna pravdépodobnost.
Zavislost a nezavislost nahod-
nych jevi

U mnoha pokust se pravdépodobnost zkoumaného jevu lisi v zavislosti na tom, jaké byly
vychozi podminky. Nebo se mtzeme ptat, jaka je pravdépodobnost néjakého vysledku,
kdyz uz vime, ze prvni faze pokusu dopadla urc¢itym zptusobem. Abychom byli schopni
takovéto situace popisovat, zavedeme pojem podminéné pravdépodobnosti. Dale se bu-
deme v této kapitole zabyvat otazkou, zda se vybrané jevy navzajem ovliviiuji. Ukazeme,
ze v pripadé tzv. nezavislych jevi se né€které vypocty daji zjednodusit. Podminénou prav-
dépodobnost a nezavislost jevil popiseme u klasické pravdépodobnosti, oba tyto pojmy
vsak lze rozsifit i pro obecny piipad.

15.1 Podminéna pravdépodobnost

Priklad 15.1. Zkousku délali studenti dvou oborti: Automatizace a Silnoproud. Ze stu-
dentt Automatizace uspélo 80 %, ze studentt Silnoproudu 75 %. Jestlize nahodné vybe-
reme jednoho studenta, jaka je pravdépodobnost, ze uspél?

Reseni. Zalezi na tom, ze kterého oboru vybrany student je. Je-li z Automatizace, je
odpovéd 0,8. Pokud je ze Silnoproudu, pak 0,75. Ale jak to symbolicky zapsat? Oznacime-1i
jako jev A to, ze vybrany student je z Automatizace, jako S to, Ze je ze Silnoproudu, a
jako Z to, ze udélal zkousku, pak pravdépodobnost jevu Z za podminky, Ze nastal jev A,
zapiSeme jako P(Z|A). Tedy P(Z|A) = 0,8. Podobné P(Z|S) = 0,75 je pravdépodobnost,
ze student udélal zkousku, kdyz vime, ze je ze Silnoproudu. Jestlize ale nevime, z jakého
oboru student je, pravdépodobnost Z na zakladé informaci ze zadani nejsme schopni urcit,
zalezi na tom, v jakém poméru byly pocty studenttt obou obort. O]



188 PODMINENA PRAVDEPODOBNOST. ZAVISLOST A NEZAVISLOST NAHODNYCH JEVU

Pravdépodobnost jevu B za podminky, Ze nastal jev A, nazveme podminénou prav-
dépodobnosti a oznacime ji

P(B|A).

Pro lepsi objasnéni ukazeme jesté jeden priklad, kde vyuzijeme klasickou pravdépodob-
nost.

Piiklad 15.2. Vypoditejte podminéné pravdépodobnosti P(A|B), P(B|A) a P(B|A)
pro jevy A a B z piikladu 12.4 (hod dvéma kostkami: A...na bilé kostce padla Sestka,
B...soucet na obou kostkéch je vétsi nez 10).

ResSeni. Pfipometime, 7e jevy A a B jsou znazornény na obrazku 12.1.

P(A|B) je pravdépodobnost, Ze na bilé kostce padla Sestka, jestlize vime, Ze soucet ok je
vétsi nez 10. Muselo se tedy stét, ze padlo bud (5,6), nebo (6,5), nebo (6,6). Z téchto t¥i
moznosti jevu A vyhovuji 2, a proto

2
P(A|B) = 3 = 0,667.

Podobné P(B|A) je pravdépodobnost, ze padl soucet vétsi nez 10, jestlize vime, Ze na bilé
kostce je Sestka. Mame 6 moznosti, které mohly nastat, a z nich jevu B vyhovuji 2, takze

2 1
P(B|4) = ¢ = 5 =0333.

Pro vypocet P(B|A) si sta¢i uvédomit, Ze nyni mame celkem 30 moznosti, kdy na bilé
kostce neni Sestka, a z toho v jediné je soucet vétsi nez 10, takze

1
P(B|A) = 55 = 0,033.

]

Podivejme se ted, jak jsme pocitali zadané podminéné pravdépodobnosti. Misto ptivod-
niho poctu vSech moznosti, tedy poc¢tu prvki mnoziny {2, jsme do jmenovatele zlomku
dosadili poc¢et moznosti vyhovujicich jevu z podminky. Pak jsme zjistili, kolik z téchto
moznosti vyhovuje jevu, jehoz pravdépodobnost pocitame, tj. uréili jsme pocet moznosti
vyhovujicich obéma jeviim. Zapsano matematicky, mame P(B|A) = |AN B|/|A|. Jestlize
tento zlomek rozsifime vyrazem 1/|€2|, dostaneme

ANB
P(B‘A):\AmBy:mmB\_ﬁ:'@'_P(AmB)
AT A L @ T T P@

€2 1Q

Ukazali jsme, zZe u klasické pravdépodobnosti plati:
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Jestlize P(A) # 0, pak pro podminénou pravdépodobnost jevu B za podminky, Ze
nastal jev A, plati

P(B|A) = %. (15.1)
Ze vztahu (15.1) plyne
P(ANB) = P(A)- P(BJA). (15.2)

Vztah (15.1) neni radno pouzivat otrocky vzdy, kdyZz mame pocitat podminénou pravdé-
podobnost. Casto je lepsi ur¢it tuto pravdépodobnost jednoduchou tivahou, jako jsme to
udélali v piikladu 15.2. Vztah (15.2) je naopak velmi uzite¢ny pro vypocet pravdépodob-
nosti priniku.

Priklad 15.3. Mame sadu vyrobk, z nichZ jedna tfetina nefunguje. Déle vime, Ze jedna
¢tvrtina z celkového poctu vyrobkd ma poskozeny obal. Z téch, které maji poskozeny obal,
jich nefunguje 80 %. Jestlize ndhodné vybereme jeden vyrobek, jaké je pravdépodobnost,
ze ma poskozeny obal a nefunguje?

Reseni. Musime zjistit, jaka ¢ast vyrobkil ma obé vlastnosti. Ozna¢me jako jev A to, ze
vyrobek mé poskozeny obal, a jako B to, Ze nefunguje. Ze zadani vime, ze P(A) = 1/4,
P(B) =1/3 a P(B|A) = 0,8 = 4/5. Pak podle (15.2) plati

1 4 1

P(ANB)=P(A)-P(B|A)=---=-=0,2.

4 5 5
Vsimnéme si, ze informace, ze z celkového poc¢tu vyrobkl nefunguje tietina, byla nadby-
tecna, takova ,lest pro zmateni nepritele“. To je, bohuzel, v praktickych tlohach zcela

bézné. [l

15.2 Zavislost a nezavislost nahodnych jeva

V prikladu 15.2 jsme vidéli, ze pravdépodobnost jevu B byla silné ovlivnéna tim, zda
nastal ¢i nenastal jev A. V jinych piipadech ale mame jevy, které se navzajem nijak
neovliviuji. Piikladem takovych jevi jsou tieba vysledky pti dvou hodech minci, vysledky
prvniho a druhého tahu Sportky, apod.

Priklad 15.4. Hodime dvéma kostkami, bilou a ¢ervenou. Oznac¢me jevy

A...na bilé kostce padla Sestka,

B...na cervené kostce padlo sudé ¢islo.

Vypoéctéte P(B), podminéné pravdépodobnosti P(B|A) a P(B|A) a nakonec P(A N B).

Reseni. Ziejmé plati P(B) = 0,5. Zkoumejme nyni podminéné pravdépodobnosti. Intui-
tivné muzeme hned Tict, ze obé budou také rovny 0,5, protoze vysledek na cervené kostce
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neni nijak ovlivnén vysledkem na bilé. Jestlize véc probereme dtisledné a budeme podmi-
néné pravdépodobnosti pocitat pies pocty moznosti pro obé kostky (viz obrazek 12.1),
podobné jako v ptikladu 15.2, dostaneme

3 15
P(B|A) = ¢ =05, P(B[A) = 35 =05.

Jak se dalo piedem tusit, plati P(B) = P(B|A) = P(B|A) — pravdépodobnost jevu B
nezavisi na tom, zda nastal jev A.

Pro vypocet P(AN B) si sta¢i vS§imnout, Ze jevu AN B vyhovuji 3 moZnosti z celkovych 36
((6,2),(6,4), (6,6)), ale mizeme také pouzit vzorec (15.2) s tim, ze uz vime, ze P(B|A) =
= P(B):

P(ANB) = P(A) - P(B|A) = P(A) - P(B) =

Praveé jsme videéli priklad tzv. nezavislych jevi.

Muzete zkusit (pomoci poéti prvka pfislusnych mnozin) dokézat, Ze z toho, Ze nastoupeni ¢i
nenastoupeni jevu A nijak neovlivni pravdépodobnost jevu B, plyne, Ze je tomu i naopak, tj. ze
pro jevy A, B, které maji nenulovou pravdépodobnost, plati

P(B|A)=P(B) < P(A|B) = P(A).

Jevy A a B, které maji nenulovou pravdépodobnost, nazveme nezavislé v pripadé,
ze pravdépodobnost jevu B neni nijak ovlivnéna tim, zda jev A nastal nebo nenastal
(a naopak), tj. plati-li

P(B|A) = P(B), P(A|B) = P(A). (15.3)
Je-1li pravdépodobnost nékterého z jevit A, B nulova, pak jevy A, B také oznac¢ime za

nezavislé.
Jestlize jevy A, B nejsou nezavislé, pak jsou zavislé.

Jestlize nyni ve vzorci (15.2) vyuzijeme podminku (15.3), dostaneme se k popularnimu
vzorci pro pravdépodobnost priniku:

Pro navzajem nezavislé jevy plati

P(ANB) = P(A) - P(B). (15.4)

Pro jevy zavislé rovnost (15.4) neplati, zato lze pouzit (15.2).
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Moznéa se divite, pro¢ jsme definovali jako nezavislé i dvojice jevi, z nichZ jeden mél nulovou
pravdépodobnost. Je to jednak proto, Ze pravdépodobmnost takového jevu ziistane nulovd, at
jakykoli jiny jev nastal nebo nenastal, a jednak v podstaté ,pro poradek“, aby rovnost (15.4)
platila opravdu pouze pro jevy nezavislé. Je-li napt. A =), pak i AN B = () a (15.4) plati.

Poznamka 15.5. U klasické pravdépodobnosti pti vipoctu P(A) vlastné uréujeme, jakou
¢ast (nebo jaké procento) vSech prvkd mmnoziny 2 tvofi prvky mnoziny A. Pocitame-
li podminénou pravdépodobnost P(A|B), ptame se, jakou ¢ast prvki mnoziny B tvori
prvky, které soucasné patiii do A (viz piiklad 15.3). Jestlize jsou jevy A, B nezavislé, lze
to interpretovat tak, ze omezime-li se jen na prvky mnoziny B, tak prvky A v nich tvori
stejnou ¢ast, jakou ptivodné zabiraly v celé mnoziné €.

15.3 Obecna definice podminéné pravdépodobnosti a
nezavislosti nahodnych jevt

Zatim jsme podminénou pravdépodobnost P(A|B) poéitali ivahou — védéli jsme, Ze né&jaky jev
B nastal, tim byl omezen pocet vSech moznosti a z nich jsme vybirali ty, které vyhovovaly
ijevu A. U axiomatické definice pravdépodobnosti se neda mluvit konkrétné o néjakych poctech
moznosti, ale zato mame pravdépodobnost definovanou jako ,,velikost“ mnoziny. Proto si mtizeme
(analogickou tivahou jako v poznamce 15.5) podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky
B predstavit tak, Ze zkoumame, jakou ¢ast B tvori ANB. Tim se dostavame k definici podminéné
pravdépodobnosti:

Definice 15.6 (Podminéna pravdépodobnost). Necht (2, S, P) je pravdépodobnostni
prostor, A, B € S, P(B) > 0. Pak ¢islo

P(ANB)

P(AIB) = =

nazveme pravdépodobnost jevu A za podminky B.

Nezavislost jevil jsme zatim také posuzovali podle konkrétniho zadéni. Z podstaty véci jsme
vidéli, jestli se néjaké jevy A, B navzdjem ovliviiuji ¢i nikoli. Ukazali jsme, Ze u klasické prav-
dépodobnosti pro nezavislé jevy plati rovnost (15.4). Tuto rovnost ted pouZijeme pro definici
nezavislosti pro piipad, ze pracujeme s abstraktnim pravdépodobnostnim prostorem, kde jevy
slovné nijak popsany nejsou.

Definice 15.7 (Nezavislost jevil). Rekneme, Ze ndhodné jevy A, B jsou nezéavislé, jestlize

P(ANB) = P(A) - P(B).
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Priklad 15.8. Vime, ze P(A) =04, P(B) =0,6 a P(AU B) = 0,7. Jsou jevy A, B nezavislé?

Reseni. Nejprve uréime pravdépodobnost priniku zadanych jevi:
P(AUB) = P(A)+P(B)-P(ANB) = P(ANB) = P(A)+P(B)—P(AUB) = 0,440,6—0,7 = 0,3.
Vidime, ze

P(A)-P(B)=10,4-0,6=0,24 0,3,

takze jevy A, B nezévislé nejsou. O

15.4 Uplna pravdépodobnost a Bayestiv vzorec

Vratme se nyni k piikladu 15.1 a dopliime zadéani:

Priklad 15.9. Zkousku délali studenti dvou oborti: Automatizace a Silnoproud. Studentt
Automatizace bylo celkem 60 a uspélo jich 80 %, studentti Silnoproudu bylo 40 a uspélo
75 %. Jestlize ndhodné vybereme jednoho studenta, jaka je pravdépodobnost, ze uspél?

Reseni. Pouzijeme oznaceni jevii A, S a Z z ptikladu 15.1. K uréeni P(Z) musime
spocitat, kolik studentii z celkového poctu 100 uspélo. Vidime, ze to bylo 60-0,8+40-0,75 =
= 78. Vysledek je tedy P(Z) = 0,78, ale vypocet jesté jednou rozepiSeme, protoze se
snazime dojit k obecnéjsimu vzorci:

~60-0,8+40-0,75 60 40

Pz — .08+ — - 0,75 = P(A) - P(Z|A) + P(S) - P(Z]S).
(2) 100 g 08+ 1og 075 = P(A) - P(Z]A) + P(5) - P(Z]S)

[]

Zobecnéme nyni situaci z prikladu 15.9. Pfedpoklddejme, Zze mnozinu vSech vysledki €2
lze rozepsat jako sjednoceni navzajem disjunktnich jevi Hy, ..., H,, tzv. hypotéz. Hypo-
tézami se mysli mozné vychozi stavy, v predchozim ptikladu by to byly obory, ze kterych
student mohl byt. Budeme zkoumat pravdépodobnost urcitého jevu A, kdyz zname pod-
minéné pravdépodobnosti pfi platnosti jednotlivych hypotéz P(A|H;), i = 1,...,n. Od-
vodime nyni vzorec podobny tomu, ktery jsme ukazali v prikladu 15.9. Jev A mizeme rozdélit
na Casti, které spadaji do jednotlivych hypotéz, viz obrazek 15.1, tj.

A=(HNA)UH2NA)U---U(H,NA).
Jevy H;N A, i = 1,...,n, jsou navzajem disjunktni, takze pravdépodobnost sjednoceni mii-
zeme rozepsat podle (12.4) jako soucet jednotlivych pravdépodobnosti. Na kazdy sé¢itanec pak
aplikujeme pravidlo o pravdépodobnosti pruniku (15.2):
P(A)=PH NA)+---+PH,NA)=P(Hy) - P(A|Hy)+---+ P(H,) - P(A|lH,).

Shrnutim pravé popsanych tvah je véta o iplné pravdépodobnosti.
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Obr. 15.1: Uplna pravdépodobnost

Véta 15.10 (O aplné pravdépodobnosti). Necht Hy, Hs, ..., H, jsou navzdjem
disjunktni nahodné jevy (tzv. hypotézy) takové, Ze P(H;) > 0 proi = 1,...,n a Ze
HUH,U---UH, =.

Pak pro kazdy ndhodny jev A plati

P(A) = P(H,)-P(A|H,)+ P(H;) - P(A|Hy) +---+ P(H,) - P(A|H,)(15.5)

- ZP(Hi) - P(A|H;) .

Zavisi-li tedy pravdépodobnost jevu A na tom, kterd z moznych vychozich hypotéz nastala,
miizeme ji pocitat podle vzorce (15.5), podobné jako v piikladu 15.9. Nékdy jsme postaveni
pred opacny problém: uz vime, jak pokus dopadl, a ptame se na pravdépodobnost nékteré
z hypotéz.

Priklad 15.11. V situaci z pfikladu 15.9 jsme ndhodné vybrali jednoho studenta, a ten
nam radostné oznamil, ze zkousku udélal. Jaka je pravdépodobnost, Ze je ze Silnoproudu?

ResSeni. Reseni je snadné: uz vime, ze zkousku udélalo 78 studentti, z ¢ehoZ ze Silno-
proudu jich bylo 30. Tedy pravdépodobnost, Ze student je ze Silnoproudu, kdyz vime, ze
zkousku udélal, je P(S|Z) = 30/78. Ted si pfedstavme, Ze nevime, Ze studentii je celkem
100, ale pouze to, ze z Automatizace jich je 60 % a ze Silnoproudu 40 %. Chceme-li opét
vypocitat P(S|Z), staci uréit, jakou ¢ast studenti, ktefi zkousku udélali, tvoii studenti
ze Silnoproudu. Z celkového poétu (at uz je jakykoli) zkousku udélalo 78 % a téch, kdo
jsou ze Silnoproudu a maji zkousku, je 30 %. Vysledek tedy bude tentyz. RozepiSeme, jak
jsme k nému dosli, protoze za chvili situaci zobecnime.

P(SNnz) 0,4-0,75
P(Z)  06-08+04-0,75"

P(5)2) =
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]

Obecné pro vypocet tzv. aposteriorni pravdépodobnosti (,aposteriori“ = ,po* provedeni
kontroly, experimentu, apod.) nékteré z hypotéz plati:

Véta 15.12 (Bayesuv vzorec). Jestlize P(A) > 0, pak pro kazdé j = 1,...,n plati

P(Hj) - P(A|H;) P(H;) - P(A|Hj)

PULIA) = = b0 = (i) - PAHY) + -+ P(H,) - P(AH,)

(15.6)

Vzorec (15.6) je disledkem (15.1), (15.2) a (15.5):

PH;NA) _ P(Hj) - P(A|H;)
P(A) P(Hy) - P(A|Hy) + -+ P(Hy) - P(A|H,)

P(H;|A) =

Priklad 15.13. Vime, ze pravdépodobnost, ze Honza na péalce pti baseballu dobie od-
pali mic, je 0,1. Pravdépodobnost, Ze kdokoli jiny z jeho tymu dobfe odpali, je rovna
0,3. V jednom tymu je celkem devét hract. Z radia se dovidame, Zze Honztv tym je na
palce, a slysime: . Je to zasah!“ Jaka je pravdépodobnost, ze rozhlasovy reportér mluvi
o Honzovi?

vvvvvv

zadné konkretnl pocty kusii. Pfedstava vedouci k vysledku je tato. Kdyby se ,,pokus® ze
zadani mnohokrat opakoval (tj. opakované bychom nédhodné vybrali jednoho hrace, ktery
by odpalil), jakou ¢ast pfipadi, kdy byl mi¢ zasazen, by tvofily ptipady, kdy byl na palce
Honza? Neboli: jakou ¢ast pravdépodobnosti, ze mi¢ bude zasazen, tvori pravdépodobnost,
ze mi¢ bude zasazen Honzou? Kazdopadné musime urcit pravdépodobnost, ze mi¢ bude
zasazen. Pouzijeme k tomu vzorec pro uplnou pravdépodobnost (15.5).

Oznac¢me jevy H; ...Honza je na palce, Hy ...nékdo jiny z Honzova tymu je na palce.
Tyto dva jevy tvori disjunktni pokryti, protoze vycerpavaji vsechny situace, které nas
zajimaji, a pfitom nemohou nastat soucasné. Dale A ... Honzv tym zasahl mic.

P(A) = P(H,) - P(A|H,) + P(Hs,) - P(A|Hy) = % 0,1+ g 0,3,

Nagim tkolem je zjistit P(H;|A), k tomu pouzijeme (15.6):

= 0,04.
P(A) 0, 0.0

+0,1
+5-03
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16  Diskrétni nahodné veliCiny

Zatim jsme zkoumali vysledky nahodnjch procesti, které jsme popisovali slovné, naptiklad
y,nahodné vybrany student udélal zkousku“. Nyni se zamérime na nahodné procesy, jejichz
vysledek se da popsat pomoci jediného cisla.

16.1 Nahodné veli¢iny — Gvod

Procesti, kde néas zajima ciselny vysledek, je celd fada. Mtzeme sledovat zivotnost vy-
robku, pocet pristupt na pocitacovy server, atd.

Nahodna veli¢ina (nebo téZ nahodnéd proménnd) je veli¢ina X, jejiz hodnota je
jednoznacné urcena vysledkem nahodného pokusu.
Je to funkce, ktera prvkiim mnoziny €2 pfifazuje redlné cisla,

X: 0 —=R.

Néhodné veli¢iny budeme znacit velkymi pismeny, nejcastéji X.

,Védecka“ definice nahodné veli¢iny pracuje s pravdépodobnostnim prostorem zavedenym v ka-
pitole 14.

Definice 16.1 (Nahodna veliéina). Necht (2, S, P) je pravdépodobnostni prostor. Funkce
X: Q — R takova, ze pro kazdé = € R je {w € Q: X(w) < z} € S, se nazyva nahodna veli¢ina
na pravdépodobnostnim prostoru (2, S, P).

Priklad 16.2. Hodime dvéma mincemi. Ndhodnd veli¢ina X udéava, kolikrat padl lic.
Mnozina €2 vSech moznych vysledki pokusu mé 4 prvky,

Q= {RR,RL, LR, LL},

kde R znamend rub a L lic. Nahodné veli¢ina X jednotlivym moznostem prifazuje ¢iselné
hodnoty:

X(RR)=0, X(RL)=1, X(LR)=1, X(LL)=2.
Néahodny jev, ktery by byl slovné popsan ,lic padl prave jednou”, lze nyni vyjadrit pomoci
nédhodné veli¢iny X jako [X = 1]. Podobné jev ,lic padl aspori jednou* se pomoci X zapise
jako [X > 1].
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Obecné zépisem [X = z]| rozumime nédhodny jev slozeny ze vSech w € Q, pro ktera je
X(w) =z, tedy [X = 2] = {w € Q: X(w) = z}, analogicky pro nerovnost [X < z] =
= {w € Q: X(w) < z}, apod. Jak asi tusite, hlavnim cilem bude po¢itat pro ndhodné
veli¢iny rizné pravdépodobnosti. Abychom se vyhnuli nadmérnému mnozstvi zavorek,
nebudeme pravdépodobnosti zapisovat ve tvaru P(|X = 1]), ale pouze P(X = 1), a
podobné.

Zapis P(X = xz) ¢teme: ,Pravdépodobnost, ze ndhodné veli¢ina velké X nabude

hodnoty malé z.“
Podobné pro P(X < z), P(X > x), atd.

Priklad 16.3. Pro ndhodnou veli¢inu X z piikladu 16.2 plati

3
=05, P(X<1)=7=075.

16.1.1 Zakladni typy nahodnych velicin

Nahodné veli¢iny lze rozdélit velmi podobné jako ¢iselné statistické znaky, o kterych jsme
mluvili v kapitole 11. Nékteré mohou nabyvat pouze konec¢né mnoha hodnot, typickym
prikladem jsou pocty prvki s urcitou vlastnosti. Jiné se mohou rovnat libovolné hodnoté
z néjakého intervalu, prikladem by byla jiz zminéné Zivotnost vyrobku.

Vv

e diskrétni — mohou nabyvat pouze hodnot z uré¢ité konecné nebo spocetné mnoziny

e spojité — mohou nabyvat kterékoli hodnoty z urc¢itého intervalu

Podotknéme, ze v ramecku je pouze hruba charakteristika, nikoli pfesna definice diskrétni
a spojité nahodné veli¢iny. Pro zékladni pfedstavu to vsak postaci. Metody riznych vy-
poctl se budou lisit podle toho, jakého typu zkoumana nahodna veli¢ina bude.

Déle se v této kapitole budeme vénovat diskrétnim nahodnym veli¢inam. Spojité budou
obsahem kapitoly 18.
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16.2 Diskrétni nahodné veliciny

Definice 16.4 (Diskrétni ndhodna veli¢ina). Ndhodna veli¢ina X se nazyva dis-
krétni, jestlize jeji obor hodnot je nanejvys spocetnd mnozina. To znamenad, ze X se
bud miiZe rovnat jen koneéné mnoha hodnotdm, nebo sice nekoneéné mnoha hodno-
tam, ale tyto hodnoty lze sefadit do posloupnosti.

Hodnoty, kterych diskrétni nahodna veli¢ina miize nabyvat, oznacime xq, x5, ... a je-
jich pocet oznacime n, pricemz n mize byt i oco.

Diskrétni ndhodnou veli¢inou je napriiklad:

e pocet lict pri dvou hodech minci,
e soucet ok pfi hodu dvéma kostkami,
e pocet kvalitnich vyrobkt ve vyrobené denni davce 100 kusi,

e pocet pfistupi na server za minutu.

16.2.1 Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce

P1i popisu ndhodnych veli¢in diskrétniho typu nas budou zajimat pravdépodobnosti, ze
se nahodna veli¢ina bude rovnat jednotlivym moznym hodnotam — tzv. rozdéleni pravdé-
podobnosti.

Definice 16.5 (Pravdépodobnostni funkce). Pravdépodobnostni funkce dis-
krétni ndhodné veli¢iny X je funkce p: R — (0, 1), ktera je definovana jako

p(z) = P(X =x) (16.1)

pro vSechna z z oboru hodnot ndhodné veli¢iny X a p(z) = 0 jinak.

Vztah (16.1) ¢teme: ,Hodnota funkce malé p v bodé malé x je rovna pravdépodobnosti,
ze ndhodna veli¢ina velké X se bude rovnat malému z.“

Jestlize se¢teme hodnoty pravdépodobnostni funkce pro vSechna x; z oboru hodnot na-
hodné veli¢iny X (i = 1,...,n; n miZe byt i co), musime dostat jednicku: Nahodna
veli¢ina se nemulze rovnat zadnym dvéma riznym x;,x; soucasné a nemiize se rovnat
nicemu jinému nez nékterému z;, a proto

Zp(xz) =1.
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Poznamka 16.6. Nékdy se misto nazvu pravdépodobnostni funkce pouZiva oznaceni
frekven¢ni funkce a misto malého p se funkce znac¢i malym f.

Priklad 16.7. V televizni soutézi dostava soutézici postupné otazky, u kterych jsou vzdy
tFi moznosti odpovédi na vybér. Jestlize soutézici ur¢i odpovéd spravné, dostane dalsi
otazku. Jestlize odpovéd neuhodne, soutéz konc¢i. Nanejvys vsak takto miZze dostat ¢tyii
otazky, pak soutéz konci kazdopadné.

Néahodné velicina X udava, na kolik otazek soutézici spravné odpovi, jestlize vSechny
odpovédi pouze ndhodné tipuje.

Najdéte pravdépodobnostni funkci nahodné veliciny X. Pak vypoctéte pravdépodobnost,
ze soutézici spravné odpovi alespon na dvé otazky.

Reseni. Nahodn4 veli¢ina X miiZe nabjvat pouze hodnot z mnoziny {0, 1,2, 3, 4}. Uréime
nyni prislusné hodnoty pravdépodobnostni funkce. Podstatné pro nas bude, ze u jedné
otazky ma soutézici Ssanci 1 : 3, Zze uhodne.

Hodnota p(0) udava pravdépodobnost, Ze soutézici neuhodne ani jednu otédzku. To se stane

pouze v piipadé, kdy na prvni otazku odpovi Spatné (pak uz zaddnou dalsi nedostane).

Tedy
2

Hodnota p(1) udava pravdépodobnost, Ze spravné odpovi na jednu otazku. To znamena,
ze na prvni otadzku musi odpovédét dobre, ale na druhou uz ne:

1 2 2
HN=PX=1)==---=—-.
Podobné pravdépodobnosti dvou a tii spravnych odpovédi budou

112 2
3 3 3 27

Po ¢tvrté otazce uz zadna dalsi nenasleduje, takze

p(4) = P(X = 4) = (%):%

Pro kontrolu ovéfime, Ze soucet vsech pravdépodobnosti dava jednicku:
2 2 2 2 I 54+18+6+2+1

3To T T te T 81

1.

Jesté si uvédomme, Ze pro jakoukoli hodnotu = ¢ {0,1,2,3,4} je p(z) = 0. Hodnoty
pravdépodobnostni funkce muzeme zapsat do tabulky:

T 011 2| 3] 4 |jinak
2 (2] 2 [ 2 |1
p@) || 5|5 |2 s s| O
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Graf pravdépodobnostni funkce je na obrazku 16.1. Pravdépodobnostni funkce se vSak
¢asto znazornuje i pomoci sloupcového grafu, viz 16.2.

Jesté zbyva vypocitat pravdépodobnost, ze soutézici uhodne alespon dvé odpovédi. Tomu
odpovidaji moznosti, ze uhodne dveé, t¥i nebo ¢tyfi, a tedy

P(X>2) = P(X=2)+P(X =3)+P(X =4)=p(2) +p(3) + p(4) =
2 2 1 1,
= - tgte =g =0l

]
y
o
0,61
041
021 ¢
[ ]
b ]
1 2 3 4 T 1 2 3 4 z

Obr. 16.1: Graf pravdépodobnostni funkce ~ Obr. 16.2: Sloupcovy graf pravdépodob-
z prikladu 16.7 nostni funkce

Poznamka 16.8. Kdyby se soutéze popsané v predchozim piikladu zicastnilo n souté-
zicich (kazdy by odpovédi jen tipoval) a zaznamenali bychom, na kolik otédzek odpovédéli
spravné, dostali bychom statisticky soubor o rozsahu n, ve kterém by sledovany statisticky
znak nabyval hodnot 0 az 4. Relativni ¢etnosti téchto hodnot by pro velké n byly blizké
hodnotam pravdépodobnostni funkce. Na obréazcich 16.3 a 16.4 vidime relativni ¢etnosti
pro n = 100 a n = 10000 soutézicich (hra byla simulovédna na pocitaci). Hodnoty prav-
dépodobnostni funkce jsou v obrazku vyznaceny cervenymi hvézdickami. Vsimnéte si, ze
pro vyssi n jsou relativni ¢etnosti hodné blizké hodnotam funkce p.

Kromé pravdépodobnostni funkce se k popisu nadhodnych veli¢in pouziva distribuéni
funkce. Je to jist4 analogie kumulativnich relativnich cetnosti, se kterymi jsme se setkali
v kapitole 11.

Definice 16.9 (Distribu¢ni funkce). Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X je
funkce F': R — (0, 1), ktera je definovéna jako

F(z)=P(X <x). (16.2)
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4 T 1 2 3 4 T

Obr. 16.3: Relativni ¢etnosti pro simulaci ~ Obr. 16.4: Relativni ¢etnosti pro simulaci
se 100 soutézicimi s 10000 soutézicimi

Vztah (16.2) ¢teme: ,Hodnota funkce F' v bodé malé x je rovna pravdépodobnosti, Ze
nahodna veli¢ina velké X nabude hodnoty mensi nebo rovné malému z, tj. hodnoty z in-
tervalu (—oo, z).“ Definice 16.9 plati univerzalné pro vSechny ndhodné veli¢iny, nejen pro
ty diskrétni. Zdaraznéme, ze pismeno I’ v oznaceni funkce je velké. Funkci oznacenou
malym f budeme pouzivat u spojitych nahodnych veli¢in a bude mit jiny vyznam.

Poznamka 16.10. Nékdy se pouziva také definice F(x) = P(X < x), tj. s ostrou
nerovnosti. Tuto definici Ize nalézt i ve starsich skriptech pro FEKT a FIT i ve starsi
verzi sbhirky z pravdépodobnosti. A proto pozor: kdyz budete zkoumat néjaky priklad ze
starsi verze sbirky, resp. ze starSich zadani pisemek, mtize se stat, ze predvadéné feseni
nebude v souladu s definici (16.2). My se vSak striktné budeme drzet definice s nerovnosti
neostrou!

Priklad 16.11. Najdéte distribucni funkci ndhodné veli¢iny z prikladu 16.7.

Reseni. Nejprve najdeme hodnoty distribu¢ni funkce v bodech z mnoziny {0, 1,2,3,4}
a potom se podivame, jak se distribu¢ni funkce chova jinde. Hodnota distribu¢ni funkce
v bodé x = 0 je F(0) = P(X < 0). Pocet uhodnutych odpovédi mize byt mensi nebo
roven nule jediné tim zptsobem, Ze je roven nule, a proto

F(O):P(XSO):P(X:O):p(O)z;

Hodnota v bodé x = 1 je P(X < 1). M&-li byt poc¢et uhodnutych odpovédi mensi nebo
roven 1, znamené to, Ze muze byt bud nula, nebo jedna, a proto

F1)=P(X<1)=P(X=0)+PX=1)=p0)+p(1) =

wl o
_l’_
©l
I
©| o
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Podobné pokracujeme dal. Pfi vypoc¢tu vzdy mizeme vyuzit hodnotu funkce F' v pred-

chozim bodé:

2 2 2 26

F(2) = PXS2)=p(0)+p()+p(2) = F()+p(2) = 5+ 5+ = 2,
F(3) = P(X<3) = p(0) +p(1) +p(2) +p(3) = F2) +p(3) = 32 + = = 0.
F(4) = P(X <4)=p(0) +p(1) +p(2) +p(3) + p(8) = F3) + p(4) = 5 + 5 = 1

Tabulka hodnot pak je

x 0|1] 2| 3 |4]jnak
F(z) % g % S—(l) 1 | viz niZe

Na rozdil od pravdépodobnostni funkce distribu¢ni funkce v jinych nez tabulkovych
bodech neni nulovad (nebo aspon ne vsude). V nasem piikladu je F'(x) rovno nule pro
v8echna = < 0, protoZze napf. F'(—1) by byla pravdépodobnost P(X < —1) a pocet
spravnych odpovédi mensi nebo roven —1 byt nemtze. Dosadime-li do F' jakékoli ¢islo
vétsi nez 4, dostaneme jednicku: napf. F(6) = P(X < 6) = 1, protoze pocet spravnych
odpovédi je zarucené mensi nez 6 (otazky byly maximalné 4). Jesté zbyvaji hodnoty,
které lezi mezi tabulkovymi body. Dosadime-li napiiklad do F' néjaké = € (2, 3), feknéme
xr = 2,5, dostaneme F'(2,5) = P(X < 2,5). Pocet spravnych odpovédi je mensi nebo roven
2,5, jestlize nabyva nékteré z hodnot 0, 1,2, takze F'(2,5) je stejnd jako F'(2). Podobné

F(3,1) = F(3), atd. Dohromady dostavame

(0 proz € (—00,0),

2 proze(0,1),

8

5 proz e (1,2),
F(x) = 4 gﬁ <2 3)

27 pI‘Ol’G(, )7

8 prox e (3,4),

(1 proz e (4,00).

Graf distribu¢ni funkce je na obrazku 16.5, vénujte pozornost plnym a prazdnym krouz-

kim v tabulkovych bodech.

]

Zobecnénim uvah z predchoziho prikladu lze ukazat, ze distribucni funkce diskrétni na-

hodné veli¢iny méa nésledujici vlastnosti:
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? ) )
1 2 3 4 T
Obr. 16.5: Graf distribuc¢ni funkce z prikladu 16.11

Vlastnosti distribuc¢ni funkce diskrétni nahodné veli¢iny
L F(z) = X plx)
r; <z
2. Graf funkce F' méa schodovity tvar: je po ¢astech konstantni, schody jsou v bodech
x; a jejich vysky jsou hodnoty pravdépodobnostni funkce p(z;), tj.

p(z;) = F(z;) — lim F(x).

Jsou-li hodnoty z;, i = 1,...,n, sefazené vzestupné podle velikosti, tj. z1 < x5 <
< x3 < ..., lze posledni vztah (mozné srozumitelnéji) zapsat jako

p(r1) = F(z1), p(x;) = F(x;) — F(x;—y) proi =2,3,...

Z definice distribuc¢ni funkce coby ,kumulativni“ pravdépodobnosti vyplyvaji dalsi vlast-
nosti, které plati univerzalné, tj. nejen pro diskrétni ndhodné veli¢iny.
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Vlastnosti distribuc¢ni funkce jakékoli nahodné veli¢iny
1. 0 < F(z) <1 pro kazdé z € R,
2. F je neklesajici, tj. kdyz a < b, pak F(a) < F(b),
3. lim F(z)=0, lim F(x) =1,
z——00 z—y00
4. P(X >a) =1— F(a) pro kazdé a € R,
5. Pla < X <b)=F(b) — F(a) pro kazdé a,b € R, a < b
6. I je zprava spojita, tj. tl_l)rg F(t) = F(x).

Body 1. az 5. vysvétlime podrobnéji.

1. F(x) udéavé pravdépodobnost, takze musi byt mezi 0 a 1.
2. Je-li a < b, pak F(b) udava pravdépodobnost jevu ,Sirstho“ nez F(a):
>0
Fb)=P(X<b)=P(X<a)+Pla<X<b)=F(a)+Pla< X <bh).
Tedy F'(b) nemize byt mensi nez F'(a).

3. S rostoucim x se rozsifuje oblast, kam nahodné veli¢ina X muZe spadat. Pro x — oo se
jev [X < z] ,blizi“ jevu jistému, takze F(x) — 1. Pro x — —oo se [X < z] ,blizi“ jevu
nemoznému, a tedy F'(xz) — 0. Uz jsme vidéli, Ze pro ndhodnou veli¢inu s ohrani¢enym oborem
hodnot je F(x) = 0 pro kazdé z < z; a F'(z) =1 pro x > x,,.

4. [X > a] je jev opacny k [X < a], takze
P(X>a)=1—-P(X <a)=1-F(a).

5. Jev [a < X < b] dostaneme tak, ze z jevu [X < b] ,odfizneme“, tj. mnozinové odecteme, jev
[X <a]. Tedy Pla< X <b)=P(X <b)— P(X <a)=F(b) — F(a).

16.2.2 Zavislost a nezavislost nahodnych veli¢in
Podobné, jako jsme v kapitole 15.2 zkoumali zavislost a nezévislost nahodnych jevi, mi-
zeme zkoumat i zavislost ¢i nezavislost ndhodnych velicin.

Priklad 16.12. Hodime dvéma kostkami. Nahodné veli¢ina X udéva pocet ok na prvni
kostce, nahodné veli¢ina Y pocet ok na druhé kostce a ndhodna veli¢ina Z soucet ok na
obou kostkach.

Intuitivné je ziejmé, ze ndhodné veliciny X a Y jsou nezavislé, zatimco dvojice X, Z a
Y, Z nezavislé nejsou.

Uz jsme ukézali, Ze pro nezavislé jevy plati

P(AN B) = P(A) - P(B).
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Presnéji: v kapitole 15.3 byla nezévislost pomoci tohoto vztahu definovana. Podobné zavedeme
nezavislost dvou nahodnych veli¢in. Nasledujici definice se tyka vsech nahodnych velicin,
nikoli pouze diskrétnich.

Definice 16.13 (Nezavislost nahodnych veli¢in). Dvé ndhodné veliciny XY
nazveme nezavislé, jestlize pro kazdé dva intervaly I, > C R jsou nezavislé nahodné
jevy [X € I1] a [Y € L] neboli jestlize

P([Xell]ﬂ[yejg]):P(XE]l)P(YGIQ)

Pro diskrétni ndhodné veli¢iny mizeme nezavislost popsat také pomoci pravdépodob-
nostni funkce.

Diskrétni ndhodné veliciny X a Y jsou nezavislé, jestlize pro kazdé x,y € R plati

16.2.3 Stfedni hodnota

Stredni hodnota nahodné veli¢iny je analogie aritmetického primeéru statistického znaku.

Vratme se k piikladu 16.7. Kdybychom soutéz mnohokrat opakovali a zaznamenavali
pocty spravnych odpovédi, dostali bychom fadu éisel z mnoziny {0,1,2,3,4} (viz téz
poznamka 16.8). Piedstavme si, Ze z téchto ¢isel chceme spoéitat aritmeticky primeér.
Podle (11.1) pro vypocet pruméru mizeme pouzit relativni ¢etnosti jednotlivych variant
znaku. Je-li pocet pokust velky, jsou tyto relativni cetnosti blizké hodnotam pravdépo-
dobnostni funkce.

Definice 16.14 (Stfedni hodnota diskrétni nahodné veli¢iny). Stfedni hod-
notu diskrétni ndhodné veli¢iny X oznac¢ime EX (jind pouzivané znaceni: E(X), u(X),
1) a definujeme ji vztahem

EX = sz - p(z;). (16.3)

Stredni hodnota je tedy vazeny primér moznych hodnot ndhodné veli¢iny X.
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Poznamka 16.15. Oznaceni E pochézi z latinského slova ,expectatio® = ,ocekdavani“.
Anglicky se stfedni hodnota fekne ,expected value“ =, ocekavana hodnota“ nebo téz
,mean“ = ,hlavni hodnota“.

Priklad 16.16. Vypoctéte stiedni hodnotu ndhodné veli¢iny X z piikladu 16.7.

Reseni. 5 5 5 5 ) 10
EX=0-241-242- = +3- 25 +4+4.— = — =0,494.
3+ 9+ 27jL 81 81 81 ’

Pti mnoha opakovanich soutéze tedy lze ocekavat, ze primérna hodnota poc¢tu uhodnutych
odpovédi bude nékde kolem 0,494. O]

Stfedni hodnota (coby o¢ekdvany primér) musi vzdy vyjit v mezich oboru hodnot ndhodné
veliciny X . Kdyby nam u ptfedchoziho prikladu vyslo napt. EX = 5, byla by to neklamna
znamka néjaké chyby pri vypoctu, protoze soutézici by tézko mohli primérné uhodnout
5 otazek z maximalné 4 polozenych.

U mnoha ndhodnych veli¢in je stfedni hodnota blizkd nebo dokonce rovna nejpravdépo-
dobnéjsi hodnot€, viz kapitoly 17.2 nebo 20. Neni to vSak pravidlo, viz kapitola 19.2.

Pro aritmeticky prumér platily vztahy (11.2)—(11.4). Analogicky pro stfedni hodnotu
plati:

Vlastnosti stfedni hodnoty

1. Jestlize X a Y jsou ndhodné veli¢iny, pak
E(X+Y)=EX +EY. (16.4)
2. Jestlize X je ndhodna veli¢ina a ¢ € R, pak
E(cX) = cEX. (16.5)
3. Jestlize X a Y jsou ndhodné veli¢iny a a, b, c € R, pak
E(a 4+ bX + ¢Y) = a+ bEX + cEY.
4. Jestlize X a Y jsou nezavislé ndhodné veliciny, pak

E(X-Y)=EX-EY.

16.2.4 Rozptyl

S pojmem rozptyl uz jsme se setkali u statistickych souborti. Pro nahodné veli¢iny je si-
tuace analogicka: zkoumame, jak jsou mozné hodnoty ndhodné veli¢iny rozptyleny kolem
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stfedni hodnoty EX. U statistickych znakii jsme rozptyl mohli poc¢itat pomoci relativnich
¢etnosti podle vzorcii 11.7. Nahradime-li relativni cetnosti teoretickymi pravdépodob-
nostmi, dostaneme rozptyl diskrétni ndhodné veli¢iny.

Definice 16.17 (Rozptyl a smérodatna odchylka diskrétni ndhodné veli¢iny)
Rozptyl ndhodné veli¢iny X je
DX = E(X — EX)% (16.6)

Pouzivé se té7 termin disperze nebo variance a jind oznadeni jsou V(X), o2

Smeérodatné odchylka o je odmocnina z rozptylu:
oc=VvDX.

U diskrétnich ndhodnych veli¢in rozptyl poc¢itame jako

n

DX =) (z; — EX)* - p(x;) = (Z a2 -p(m) — (EX)2. (16.7)

=1

Priklad 16.18. Vypoctéte rozptyl a smérodatnou odchylku ndhodné veli¢iny X z pii-
kladu 16.7.

Reseni. Pro vypocet rozptylu potfebujeme znat stiedni hodnotu EX. Tu uz jsme spoci-
tali v piikladu 16.16, EX = 40/81. Rozptyl je tedy

2 2 2 2 1 40\*> 76 [40\Z
DX=0"-2412. 242 — 43 =44 — (=) == (=] =069
st gt gyt g Y g 81 81 81 ’

Smeérodatna odchylka je o = /0,694 = 0,833. O

Podobné jako pro rozptyl statistického znaku (viz (11.11), (11.12)) plati pro rozptyl né-
hodné veli¢iny:
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Vlastnosti rozptylu
1.DX >0

2. Jestlize a € R, pak
D(a+ X)=DX.

3. Jestlize a € R, pak
D(aX) = a®’DX. (16.8)

4. Jestlize a,b € R, pak
D(a +bX) = *DX.

5. Jestlize X a Y jsou nezavislé ndhodné veli¢iny, pak

D(X +Y) =DX +DY. (16.9)




208 VYZNAMNA DISKRETNI ROZDELENT PRAVDEPODOBNOSTI

17 Vyznamna diskrétni rozdéleni
pravdépodobnosti

Nékteré modely rozdéleni pravdépodobnosti maji casté vyuziti v praxi, a proto maji
vlastni nazvy. Pro takova rozdéleni zname jejich vlastnosti — pravdépodobnostni funkci,
stfedni hodnotu a rozptyl, pfipadné i dalsi charakteristiky. Statistické softwary mivaji
pro praci s témito rozdélenimi specialni funkce. Pti feseni praktickych problému pak staci
rozeznat typ rozdéleni modelu, kterému se realna situace blizi, a dosadit do prislusnych
vzorctl.

17.1 Alternativni rozdéleni

Nejjednodussi rozdéleni je alternativni, kdy ndhodna velicina nabyva hodnoty 0 nebo 1 podle
toho, zda se pokus podaril nebo nepodaril. Takova ndhodna veli¢ina by sama o sobé moc zaji-

~evs

Priklad 17.1. St¥elec vystfeli do terée, pravdépodobnost zdsahu je 0,8. Ndhodné veli¢ina X
udava, jestli trefil: polozime X = 1, jestlize ano, X = 0, jestlize ne. Najdéte pravdépodobnostni
funkci, vypoc¢téte stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny X.

Reseni. Pravdépodobnostni funkce je

T 0 1 | jinak
p(z) || 0,2 | 0,8 0

Stfedni hodnota je EX =0-0,2+4+1-0,8 = 0,8 a rozptyl je
DX =0%-02+1%2-0,8-0,82=0,8-(1 —0,8) = 0,16. O

Jestlize praveé uvedeny pfiklad zobecnime — nebude fe¢ zrovna o stfileni a pravdépodobnost
uspéchu nebude konkrétné 0,8, nybrz néjaké p € (0,1), pak bude pfislusnd ndhodné veli¢ina
popsana takto:
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Provadime pokus, u kterého uspéch nastane s pravdépodobnosti p a netspéch s pravdépo-
dobnosti 1 — p. Nahodna veli¢ina X, kterd udava, zda tspéch nastal (X = 1), nebo nenastal
(X =0), mé alternativni rozdéleni pravdépodobnosti, piseme

X ~ A(p).

Pravdépodobnostni funkce: p(0) =1 — p, p(1) = p,
stfedni hodnota EX = p, rozptyl DX = p(1 — p).

17.2 Binomické rozdéleni

Uvazujme experiment takové povahy, Zze mohou nastat jen dva rtzné vysledky, které se
navzajem vylucuji (nemize k nim dojit soucasné): ,ispéch” a ,netspéch“ (,aspéch“ ne-
musi znamenat nic svétoborného; oznacuje se timto terminem proto, Ze se jedna o ten ze
dvou moznych vysledki, na ktery se ve svych uvahach chceme zaméfit). Pravdépodobnost
uspéchu je p, pravdépodobnost netispéchu 1—p. Tento pokus n-krat nezavisle zopakujeme.
Slovo ,nezavisle® znamena, ze vyskyt tspéchu pii jednom opakovani experimentu nemé
vliv na to, zda pfi druhém a dalsich opakovanich nastane tispéch nebo ne. Za této situace
budeme pocitat, kolikrat v celkovém poctu n pokusii nastal aspéch. Nahodna veli¢ina X
udavajici pocet ispéchti v n nezavislych pokusech ma binomické rozdéleni pravdépodob-
nosti, coz budeme zapisovat jako
X ~ Bi(n, p).

Dobry modelovy priklad pro tuto situaci je opakované hazeni kostkou:

Priklad 17.2. HéZzeme c¢tyfikrat kostkou. Nahodné velicina X udéva, kolikrat pritom
padne Sestka. Najdéte pravdépodobnostni funkci ndhodné velic¢iny X a urcete jeji stfedni
hodnotu a rozptyl.

Reseni. Pravdépodobnost, Ze pii jednom hodu padne Sestka, je p = 1/6, a pravdépo-
dobnost, Ze Sestka nepadne, je 1 — 1/6 = 5/6. Hody jsou navzdjem nezavislé, tj. pokud
v prvinim hodu padla Sestka, nema to vliv na to, zda ve druhém hodu padne nebo ne.
Tedy velicina X, kterd méii pocet Sestek pii ¢tyfech hodech, ma binomické rozdéleni
pravdépodobnosti s parametry n =4, p = 1/6.

Pro nazornost muzeme vypsat vSechny moznosti, které pti ¢tyfech hodech mohou nastat.
Symbolem o myslime ¢islo jiné nez Sestku:

0000 6000 6600 6660 6666
0600 6060 6606
0060 6006 6066
0006 0660 0666
0606
0066
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Vysledky jsou usporadané tak, aby v prvnim sloupci nebyla zadna Sestka, ve dru-
hém jedna, atd., az v poslednim jsou samé Sestky. Moznosti je celkem 16, ale nejsou
vSechny stejné pravdépodobné. Napriklad

1551 (1) /5)° 5515 (1) (5)°

P(6006) = = - = .= .= (=) . (2 tf Ploo6o) = = -2 .-.2 =(Z2).(2) .
(6006) =555 5 (6) (6) , zatimeo P(oobo) = -5+ 5 5 (6) <6>

Nyni se pustime do vypoc¢tu hodnot pravdépodobnostni funkce. Hodnota p(0) je pravdé-
podobnost, Ze nepadne zadna Sestka, tj. zZe ve vSech ¢tyfech hodech padne néco jiného:

5\* 625
:PX: — e — e — e — — — = —.
PO =PX=0=55"55 <6) 1296

Hodnota p(1) je pravdépodobnost, Ze Sestka padne jednou a tiikrat néco jiného. Nestaci
vzit (1/6) - (5/6)3, protoZe to by byla pravdépodobnost, Ze Sestka padne konkrétné v prv-
nim hodu. Musime probrat vSechna mozna potradi, kdy Sestka mohla padnout, viz druhy
sloupec rozpisu:

U p(2) budeme postupovat podobné. Maji padnou dvé Sestky a dvé ,neSestky*. Uz jsme
vidéli, ze pravdépodobnost, ze Sestka padne v jedné konkrétni dvojici hodt ze ctyft, je
(1/6)* - (5/6)2. Tuto pravdépodobnost ted musime vzit tolikrat, kolik je moznych dvojic
hodi, ve kterych padla Sestka (viz prostfedni sloupec rozpisu). Pocet takovych dvojic je
vyjaddien kombina¢nim ¢islem (;L) Celkove je

- sue-a (). -+ (0 (- 2

Podobné p(3) dostaneme tak, ze pravdépodobnost tii Sestek a jedné ,nesestky* v konkrétni
trojici hodd, tj. (1/6) - (5/6), vyndsobime po¢tem vsech moznych trojic, které lze vybrat
ze ¢tyT hodd, tj. opét kombinacnim ¢islem:

=== ()- () £+ 1 2
Konecné p(4) je 4
pd) = P(X = 4) = (é) _ ﬁ

Vysledné zlomky jsme tmyslné nekrétili, aby bylo (relativné) snadno vidét, ze soucet
vSech pravdépodobnosti d4 jednicku.

Vsimnéme si, ze kombinac¢ni ¢islo jsme mohli pouzit také pii vypoctu p(1) (vybirali jsme

jednoprvkové podmnoziny ze Cty¥, jejich pocet je (‘ll)) a dokonce i pii vypoctu p(0) a p(4)
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((é) = (i) = 1), i kdyz tam se to zdé zbytec¢né. Pravdépodobnostni funkci tedy mizeme
zapsat jako

r 0 1 2 3 4
(@) | ) (&) ()

nebo pomoci predpisu

- () () ()" kmonan

Graf pravdépodobnostni funkce a také distribuc¢ni funkce vidime na obrazcich 17.1 a 17.2

y Yy
[ ] 1 B ]
07477 °
0,2 + :
[ J
1 2 3 T . | | | |
1 2 3 4 T

Obr. 17.1: Graf pravdépodobnostni funkce  Opr. 17.9: Graf distribucni funkce z pii-
z prikladu 17.2 kladu 17.2

Stfedni hodnota ndhodné veliciny X je

625 500 150 20 1 2
EX= k-pk)=0——+1- 2. 3. 44— ==,
D k- p(k) 1206 © 1206 7 1206 T ° 1296 1296 3

Rozptyl je

625 500 150
+1%—— 2% 43

4 20 1 2\* 5
DX =Y k2p(k)—(EX)? = 0> : =3 ) =5
% p(k)=(EX) 1296 1206~ 1206 ° 1296~ 1296 \3) 9

]

Zobecnime-li ivahy provedené pii hledani pravdépodobnostni funkce pro libovolny pocet
pokusti n a libovolnou pravdépodobnost tspéchu v jednom pokusu p, dostaneme:

n e
p(k) = (k)]?k(l—p) Ko k=0,1,...,n.
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Pro stfedni hodnotu z jednoho pfikladu asi nic nevyvodime. Nebo ptece? Vyslo 2/3 =
= 4/6. Hazeli jsme ¢tyfikrat, pravdépodobnost tispéchu byla vzdy jedna Sestina. Vysledek
EX = 4/6 nam fik4, Ze ve ¢tyfech hodech padne Sestka priamérné (4/6)-krat. Markantnéji
by se zékonitost pro stfedni hodnotu binomického rozdéleni projevila, kdybychom pocitali
s dvanécti hody. Tam by EX vyslo 12/6 = 2 — ve dvanacti hodech padne Sestka pramérné
dvakrat, coz bychom asi skuteéné o¢ekavali. Ctenaf uz mozna tipuje, Ze stiedni hodnota
by mohla byt np. Ohledné rozptylu z jednoho prikladu asi skute¢né nic nepozname, ale
i pro vypocet rozptylu lze odvodit jednoduchy vzorec.

Odvozeni stifedni hodnoty a rozptylu binomického rozdéleni

Stfedni hodnota binomického rozdéleni se da odvodit pomoci postupnych tprav prislusné sumy,

tj. vyrazu
n n n
EX =) kplk)=> k F(1—p)nk.
TR (3)ta-»

Svédomity ¢tenar si to muze zkusit sam, je zapotiebi rozepsat kombinac¢ni ¢islo, néco zkratit,
néco vytknout a pak vyuzit toho, ze Y, _,p(k) = 1. Odvozeni rozptylu by bylo podobné, ale
jesté o néco komplikovanéjsi.

Elegantnéjsi zptisob je rozepsdnim nahodné veli¢iny s binomickym rozdélenim na soucet neza-
vislych ndhodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim.

Vratme se k piikladu 17.2 a uvazujme ndhodné veli¢iny X7, Xo, X3 a X4, kde X; udava, jestli
v i-tém hodu padla Sestka, tj. X; = 1, pokud ano, a X; = 0, pokud ne. Celkovy pocet Sestek ve
¢tyrech hodech pak dostaneme jako soucet X;, i =1,...,4.

X =X1+ X+ X3+ X4

(Jestlize napf. Sestka padla pouze ve druhém hodu, pak Xo = 1, X; = X3 = X4 = 0 a dohromady
X =0+140+0=1, coz souhlasi.)

Kazdé z dil¢ich ndhodnych veli¢in X; ma alternativni rozdéleni s parametrem p = 1/6. Z kapi-
toly 17.1 jiz vime, ze stfedni hodnota alternativniho rozdéleni je p, takze

EX, = EX; = EX3 = EX, =

1
6
Dale z kapitoly 16.2.3 vime, Ze stiedni hodnota souctu je soucet stfednich hodnot. Tedy

1 2
EX:E(X1+X2+X3+X4):EX1+EX2+EX3+EX4:4'6:§,

coz odpovida vysledku ziskanému v piikladu 17.2 pomoci univerzalniho vzorce (16.3).

Obecné nédhodnou veli¢inu X ~ Bi(n,p) mizeme rozepsat jako soucet ndhodnych veli¢in X;,
1=1,...,n, kde kazda z dil¢ich nahodnych veli¢in X; udava, zda v i-tém pokusu nastal ispéch.
Vsechny tyto ndhodné veli¢iny maji alternativni rozdéleni s parametrem p a stfedni hodnotou
také p. Proto

EX =EX; +---+EX,, =np.
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P1i odvozeni hodnoty rozptylu pouzijeme stejnou taktiku, ovSem musime si uvédomit, ze ndhodné
veli¢iny X; jsou nezavislé. Jinak bychom rozptyl souctu nemohli pocitat jako soucet rozptyla
(viz kapitola 16.2.3)! Rozptyl ndhodné veli¢iny s alternativnim rozdélenim je p(1 — p), a proto

DX =D(X;+--+X,) =DX;+---+DX,, =np(1 —p).

Pouzijeme-li vysledny vztah pro vypocet rozptylu z prikladu 17.2, dostaneme

1 1 1 5 5
DX_4-6-<1—6>_4.6._9

— srovnejte s vysledkem ziskanym pomoci univerzalniho vzorce (16.7).

Zakladni udaje o binomickém rozdéleni mizeme shrnout nasledovné:

Postupné n-krat nezavisle opakujeme pokus, u kterého tispéch nastava s pravdépodob-
nosti p. Nahodna velicina X udavajici, kolikrat v téchto n pokusech nastal tispéch,
mé binomické rozdéleni pravdépodobnosti s parametry n a p, piSeme
X ~ Bi(n, p).
Jeji pravdépodobnostni funkce je
n
p(k) = (k)pk(l—p)”_k, k=0,1,...,n. (17.1)
Stiredni hodnota a rozptyl jsou
EX = np, (17.2)
DX = np(1—p). (17.3)

Ukazme si jesté graficky tvar binomického rozdéleni pomoci sloupcovych grafi. V pripadé
p = 0,5 je rozdéleni symetrické, viz obrazky 17.3 a 17.4. Pro p # 0,5 rozdéleni symetrické
neni, viz obrazek 17.5. Pro pevné n plati, Zze ¢im vice se p lisi od 0,5, tim méné symetrické
rozdéleni je. Na obrazku 17.1 uz jsme vidéli priklad vylozené nesymetrického rozdéleni. S
rostoucim n se vSak tvar rozdéleni priblizuje symetrickému i pro malé p, jak vidime na
obrézku 17.6, kde n = 50 a p = 0,1 (hodnoty p(k) jsou nenulové pro k € {0,1,...,50},
pro k > 15 jsou vsak jiz zanedbatelné malé). Na vSech obrézcich si vS§imnéte, ze nejvyssich
hodnot pravdépodobnostni funkce p(k) dosahuje pro k blizké stfedni hodnoté EX = np
(pfipadné piimo pro k = np, pokud je np celé ¢islo).

17.3 Hypergeometrické rozdéleni

Hypergeometrické rozdéleni se pouziva naptiklad pii kontrole kvality vyroby.
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Obr. 17.3: Sloupcovy graf pravdépodob-  Obr. 17.4: Sloupcovy graf pravdépodob-

nostni funkce pron =5ap=0,5 nostni funkce pron =10ap =0,5
y Y
0,2

5 10 15 =

Obr. 17.5: Sloupcovy graf pravdépodob-  Obr. 17.6: Sloupcovy graf pravdépodob-
nostni funkce pron =10a p =1/3 nostni funkce pron =50 a p=0,1

Priklad 17.3. Mame 12 vyrobki, z nichz 4 jsou vadné. Nahodné vybereme 3 vyrobky.
Néhodna veli¢ina X udéva, kolik vyrobkl z vybrané trojice je vadnych. Najdéte pravdé-
podobnostni funkci nahodné veli¢iny X a urcete jeji stfedni hodnotu a rozptyl.

ResSeni. V prvni fadé si uvédomme, kolik ma nas ,pokus* (vybér 3 vyrobku z celko-
vych 12) moznych vysledki. Predstavime-li si, Ze vyrobky jsou oznacené ¢isly 1,...,12,
mtizeme si vybrat napiiklad trojice {1,2,3}, {1,2,4}, {5,9,12}, a podobné. Na poradi
nezalezi, protoze nam jde pouze o to, kolik je ve vybrané trojici vadnych kust. Jaka-
koli takovato trojice je z hlediska pravdépodobnosti rovnocenna s ostatnimi. Celkem je
tedy tolik moznosti, kolik je t¥iprvkovych podmnozin, které lze vybrat z dvanactiprvkové

mnoziny, tj.
12 12!
= ——=220
( 3 ) 39!
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Déle budeme zkoumat pravdépodobnosti, Ze mezi vybranymi tfemi vyrobky nebude zadny
vadny, jeden vadny, atd. Jestlize zadny vyrobek neni vadny, pak se celd vybrana trojice
sklada pouze z dobrych vyrobkt. Téch je celkem 12 — 4 = 8 a pocet moznosti pro vybér
trojice slozené ze samych dobrych vyrobkt je (2) = 56. Proto

Je-li jeden vyrobek vadny, pak k nému musime doplnit jesté dva dobré. Jeden vadny
vyrobek mizeme vybrat (411) = 4 zpusoby. Dva dobré vyrobky lze vybrat (S) = 28 zplsoby.
Dohromady tedy mame 4 - 28 trojic, které se skladaji z jednoho vadného a dvou dobrych
vyrobki, a tedy

(- 428 112 28
p(1) = (3~ 220 220 55

B0 48 12 54 1
p(2) = © =990 55’ p@)—m—%—%-

Miizeme se presvédcit, ze soucet vSech hodnot pravdépodobnostni funkce je roven jedné.

Stfedni hodnota a rozptyl nahodné veli¢iny X budou podle vzorci (16.3) a (16.7)

14 28 12 1
EX = 0-—+1-—42.243.—=1
O tlmt2mtis=h

1 6

14 2 12
: 2.8 2 2 e L O

DX = 0*. =
55+ 55+ 55 55 11

Vyslednéa stfedni hodnota odpovida nasemu ocekavani: vadné vyrobky tvori tfetinu z cel-
kového mnozstvi (4/12 = 1/3). Vybrali jsme 3 vyrobky, takze ofekdvame, Ze zhruba
tfetina z nich, tj. 1, bude vadny. O]

Zakladni udaje o hypergeometrickém rozdéleni mizeme shrnout nasledovné:
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Méme mnozinu o N prvcich, z nichz M ma sledovanou vlastnost a zbyvajicich N — M
ji nemé. Ndhodné vybereme (najednou nebo postupné, ale bez vraceni) n prvki.
Néahodnéa veli¢ina X udavajici, kolik z vybranych n prvkd mé sledovanou vlastnost,
mé hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti s parametry N, M a n, piSeme

X ~ Hg(N, M, n).
Jeji pravdépodobnostni funkce je
(%) - ()
()

Stredni hodnota a rozptyl jsou

p(k) = k = max{0,n — (N — M)}, ..., min{n, M }. (17.4)

EX = n—, (17.5)

(1 _ %) N-n (17.6)

DX = n

Stredni hodnota hypergeometrického rozdéleni se pocita podobné jako u rozdéleni bino-
mického (viz (17.2)) s tim, Ze za p dosadime pravdépodobnost, Ze pii vybéru jediného kusu
vybereme prvek se sledovanou vlastnosti, p = M /N. Rozptyl se od rozptylu binomického
rozdéleni lisi ¢lenem (N —n)/(N — 1), je tedy o néco mensi.

Odvozeni stifedni hodnoty hypergeometrického rozdéleni

Pro odvozeni vztahu (17.5) miZzeme pouzit stejné tivahy jako pfi odvozeni vztahu pro vypocet
stfedni hodnoty binomického rozdéleni:

Vratme se k piikladu 17.3 a predpokladejme, Ze jsme vyrobky vybirali po jednom (ovSem bez
vraceni). Uvazujme nadhodné veli¢iny X, Xs a X3, kde X; udava, jestli je i-ty vybrany vyrobek
vadny, tj. X; = 1, pokud ano, a X; = 0, pokud ne. Celkovy pocet vadnych vyrobku z vybrané
trojice pak dostaneme jako soucet X;, ¢ = 1,2, 3,

X=X1+ X0+ Xs.

Kazdé z dil¢ich ndhodnych veli¢in X; mé alternativni rozdéleni s parametrem p = 4/12 = 1/3.
Pro X je to zfejmé; rozmyslete si, Ze i pro Xo a X3 je p opét 1/3. Tentokrat ovSem (na rozdil
od binomického rozdéleni) ndhodné veli¢iny X1, X2 a X3 nejsou nezavislé. Pravdépodobnost, ze
druhy vyrobek bude vadny, zavisi na tom, zda prvni vyrobek vadny byl nebo nebyl:

P([Xs = 1]|[X1 = 1]) = &, zatimco P([X, = 1]|[X; = 0]) = &.

Z kapitoly 17.1 vime, Ze stfedni hodnota alternativniho rozdéleni je p, takze

1
EX:E(X1+X2+X3):EX1+EX2+EX3:3§:1,
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coz odpovidé vysledku ziskanému v piikladu 17.3 pomoci univerzélniho vzorce (16.3). Zobecné-
nim dostaneme vztah (17.5).

Vztah pro vypocet rozptylu bohuzel timto zptisobem odvodit nelze, protoze nahodné veliciny
X jsou zavislé a rozptyl souctu je souctem rozptylti pouze pro nezavislé ndhodné veli¢iny. Pro
odvozeni vztahu (17.6) bychom mohli vyuzit univerzalni vzorec (16.7) s dosazenim (17.4), ale
vypocet je technicky ponékud komplikovany a pfedvadét jej nebudeme.

17.3.1 Vztah binomického a hypergeometrického rozdéleni

Hypergeometrické rozdéleni popisuje vybér n prvkt z mnoziny o N prvcich, pficemz prvky
nevracime zpét, takze druhy prvek pak vybirdme uz jen z N — 1 kust, tfeti z N — 2, atd.
Uvazme nyni situaci, kdy vybrany prvek pokazdé vratime zpét (a prvky néjak zamichame,
aby pravé vraceny nebyl pfi dalsim vybéru ,prvni na rané“). Pfi kazdém jednotlivém
vybéru pak mame stale N moznosti na vybér, z cehoz M mé sledovanou vlastnost. Tudiz
pii kazdém pokusu je nezavisle na pfedchozich pokusech vzdy pravdépodobnost p =
= M/N, ze vybereme prvek s danou vlastnoti. To je ovSem pfesné situace, kterou popisuje
binomické rozdéleni.

Priklad 17.4. Mame balic¢ek 16 karet, z toho 4 esa. Ndhodné postupné vybereme 5 karet,
pricemz

a) karty do balicku nevracime,

b) vybranou kartu vzdy do balicku vratime a karty zamichéame.

Néahodné veli¢ina X popisuje pocet es ve vybrané pétici karet. Najdéte jeji pravdépodob-
nosti funkci.

Reseni. V piipadé a) se jedna o nahodnou veli¢inu s hypergeometrickym rozdélenim s pa-
rametry N = 16, M = 4 an = 5. Tato nahodn4 veli¢ina miize nabyvat hodnot 0,1, 2, 3, 4,
protoze esa jsou jen ¢tyfti, takze celou pétici vybranych karet z nich nesestavime. Pravdé-
podobnostni funkce je proto
(5) () ()
p(0) = (156) , p(1) = 1(16)4 , p(2) =

5

QE) g _
(16) , p(3) (16) , p(4) (16)

5

V pfipadé b) se jedna o binomické rozdéleni pravdépodobnosti s parametry n = 5 a
p = 4/16 = 1/4. Nahodna veli¢ina mtze nabyvat hodnot od 0 do 5. Pravdépodobnostni
funkce je

- () =) ) - Q) ()

Pro srovnani uvedeme numerické hodnoty obou pravdépodobnostnich funkeci:
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z| o 1 2 3 4 5
a) p(z) | 0,181 | 0,453 | 0,302 | 0,060 | 0,003 | 0
b) p(z) || 0,237 | 0,396 | 0,264 | 0,088 | 0,015 | 0,001

Obé funkce nabyvaji maxima pro x = 1 a se zvySujici se vzdalenosti od jednicky se
jejich hodnoty zmensuji, ale jinak toho moc spoleéného nemaji. Srovnani vidime téz na
obrazku 17.7. O

Predstavme si ted, Ze vybirdme jen nékolik prvki z obrovského celku, kde i pocet ,zaji-
mavych” prvkia M je velky. To znamena, ze cislo n je v porovnani s N a M velice malé.
V tomto ptipadé€ vraceni ¢i nevraceni vybranych prvki nehraje velkou roli. Tim padem
nebude velky rozdil v hodnotach pravdépodobnostni funkce binomického a hypergeome-
trického rozdéleni.

Priklad 17.5. V Kocourkové se chystaji volit starostu a k volbam je odhodlano jit 1000
obyvatel. Pan Konsel kandiduje na starostu a mysli si, Zze jej z tohoto poc¢tu bude volit
¢tvrtina, tj. 250 lidi. Predpokladejme, ze ma pravdu. Nahodné vybereme 5 lidi a zeptame
se jich, jestli budou volit pana Konsela. Nahodna veli¢ina X udava, kolik z nich odpovi
kladné. Najdéte jeji pravdépodobnostni funkci.

Reseni. Nahodné veli¢ina X mé hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti s para-
metry N = 1000, M = 250 a n = 5. Hodnoty jeji pravdépodobnosti funkce proto muzeme

pocitat jako yor s
() Go)

1 000) y
('
Protoze je vSak n v porovnani s N a M malé, nebudou se tyto hodnoty pfilis lisit od hodnot

pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny s binomickym rozdélenim s parametry n =5
a p=250/1000 = 0,25, tj.

p(k) = k=0,...,5.

5
p(k) = (k> 0,25% . 0,75°7*,

Srovnani numerickych hodnot obou pravdépodobnostnich funkci vidime v tabulce a na
obrazku 17.8. Hodnoty se lisi az na tfetim nebo ¢tvrtém desetinném misté. Pfitom vypocet
pomoci binomického rozdéleni je mnohem pohodInéjsi nez pomoci hypergeometrického.

x 0 1 2 3 4 5
Hg: p(x) || 0,2365 | 0,3963 | 0,2642 | 0,0876 | 0,0144 | 0,0009

Bi: p(x) || 0,2373 | 0,3955 | 0,2637 | 0,0879 | 0,0146 | 0,0010

Jestlize ndhodn4 veli¢ina X ma hypergeometrické rozdéleni, X ~ Hg(N, M,n), kde n
je v porovnani s N velmi malé (N > 20n), pak se pro popis X mize vyuZit binomické
rozdéleni s parametry n a p = M/N.
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Hg(16,4,5) ) Hg(1000,250,5)
*  Bi(5,1/4) % Bi(5,1/4)
041 % R S—
0,31 0,3+
* *
021 021
0,11 v 0,11 %
1 2 3 4 5 z 1 2 3 4 5 z
Obr. 17.7: Porovnédni Hg a Bi z pii- Obr. 17.8: Porovnani Hg a Bi z pii-
kladu 17.4 kladu 17.5

Diky tomu se ndhodné veli¢iny s hypergeometrickym rozdélenim daji za jistych predpo-
kladt priblizné popsat i normalnim rozdélenim, ale o aproximaci binomického rozdéleni
normalnim rozdélenim se doctete az v kapitole 20.3.

17.4 Poissonovo rozdéleni

Budeme zkoumat vyskyt jistého typu ndhodné udalosti — touto udalosti muiize byt prichod
zékaznika do fronty, piijezd automobilu na parkovisté, prijeti zpravy SMS, narozeni ditéte
v jisté porodnici, apod. V této situaci opakovaného vyskytu nahodné udalosti miizeme
méfit hodnoty dvou velic¢in: pocet vyskytd udalosti za casovou jednotku a dobu mezi
dvéma po sobé jdoucimi vyskyty udalosti. Prvni z téchto veli¢in je diskrétniho typu a v této
kapitole se zamétfime prave na ni, zatimco druhé je spojita, ma tzv. exponencialni rozdéleni
a jesté se k ni vratime v kapitole 19.2.

Néhodné udélosti, kterymi se budeme zabyvat, nemohou byt Gplné libovolné. Musi spl-
novat nasledujici predpoklady:

e V jednom okamziku miZe nastat nanejvys jedna udélost (tedy nemohou nastat dvé
zcela soucasné).

e Udalosti pFichazeji nezéavisle na sobé (pocty vzniklych udalosti v disjunktnich ¢aso-
vych intervalech jsou nezavislé).

e Pravdépodobnost, ze udalost nastane v intervalu (¢,¢ + h), zavisi na h (délce inter-
valu), ale nikoli na ¢ (umisténi intervalu na ¢asové ose).
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Néhodné veli¢ina, kterd bude udavat pocet takovychto udalosti za jednotku casu, ma
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti.

Odvozeni pravdépodobnostni funkce, stfedni hodnoty a rozptylu
Poissonova rozdéleni

Pravdépodobnostni funkci Poissonova rozdéleni lze odvodit na zakladé pravdépodobnostni
funkce rozdéleni binomického.

Zkoumejme napft. ndhodnou veli¢inu X udavajici pocet hovort, které prepoji telefonni Gistfedna
béhem jedné hodiny, pficemz vime, ze primérné prichazi A = 20 hovori za hodinu. Hovor miize
prijit v kterykoli okamzik, ale pro zacatek situaci jakymsi zpiisobem zjednodusime. Hodinovy
interval rozdélime na jednotlivé tiseky po minutach a budeme predpokladat, Ze v jednom takovém
casovém Useku nemtize prijit vice nez jeden hovor a Ze pravdépodobnost, zZe hovor ptijde, je pro
kazdy jednotlivy tsek rovna p.

Za uvedenych predpokladd méa nédhodna veli¢ina X binomické rozdéleni pravdépodobnosti —
provadime n = 60 pokust (pro kazdou minutu), v kazdém tomto pokusu hovor bud pfijde (coz
povazujeme za uspéch), nebo neptijde. Pocitame tspéchy v téchto 60 pokusech, takze

X ~ Bi(60,p).

Na ukézku vypocéteme pravdépodobnost, zZe béhem hodiny piijdou préavé 4 hovory: Podle (17.1)
je

P<X:4):<4 4l

V kombinaé¢nim ¢isle jsme zkratili (60 — 4)!. VSimnéte si téz, Ze v ¢itateli zlomku pak nasobime
pravé 4 ¢isla — tuto tivahu pak pouzijeme i obecné.
Pro k hovort, k € {0,...,60}, mdme

P(X = k) = <6k()>pk a1 —p)"—4 _ 60...(6(1!— k+ l)pk (1 _p)Go_k.

60 4, 60-59-58.57 .
>p4 1-p)% = ————pt(1—p)* "

Stfedni hodnota nahodné veli¢iny X je podle (17.2)
EX =np = 60p.

Zaroven vime, ze prumérné prichézi A = 20 hovort. Stfedni hodnota je ocekavany prumér, takze
60p=20ap=1/3.

Nyni déleni intervalu zjemnime na sekundové tseky a podobné jako predtim budeme predpokla-
dat, ze hovory mohou pfichazet pouze v téchto oddélenych tsecich, v kazdém nanejvys jeden.
Dale budeme pozadovat, aby stiedni hodnota EX = A\ = 20 ziistala zachovana. V tomto ptipadé
by ndhodna veli¢ina X méla binomické rozdéleni s parametry n = 3600 (pocet sekund v hodiné)
ap=A/n=1/180 (aby np bylo stale A = 20).

Jestlize budeme déleni dale zjemtiovat, tj. n — oo, pfi¢emz p = A\/n (aby stfedni hodnota
zustavala stale stejnd), budeme se piiblizovat idealnimu stavu, kdy hovor mize pfijit ve kterykoli
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okamzik. Pak bude pro pevné zvolené k

e () () (-3t (- ()

Zlomky preskupime:

-1 — k41 Nk A\ " A\ 7F
P(X =kl n—l. kY (1—) <1—> .

n n n k!

Nyni provedeme limitni pfechod pro n — oo. Limita kazdého z prvnich k zlomku je rovna 1
o . —k . , v 2 Py . Sy

a stejné tak lim, o (1 — %) , protoze vyraz uvnitt zavorky se blizi k 1 a k je pevné dislo.

Limita z (1 — %)n je vsak typu 1°°. Z prvniho semestru matematiky vime, ze

takze dohromady méme P(X = k) — & e~ a pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni
je
p(k)=—e", k=0,1,2,...

Pravdépodobnostni funkce byla sestavena tak, aby stfedni hodnota byla EX = A. Mizeme se
vSak pomoci (16.3) pfesvédcit, ze tomu tak opravdu je. Za tim ti¢elem pfipomenme rozvoj funkce
e® do Taylorovy rady:

oo

n=0
Stredni hodnota nahodné veli¢iny s Poissonovym rozdéleni pravdépodobnosti je

EX = ) kp(k)=) A S A e AR X =
- plk) =2 kopen =0re il qre i b2 greta s gret e =
A2 A3 A2
= _)\ —_— —_— )\ s _)\ —_— = _AA:
= det+ret et e <1+1,+2,+ ) de et = .

Rozptyl vypocitdme pomoci vzorce (16.7), tj

DX =Y k’p(k) - (EX)* = ZkQHe A\
k=0 k=0

Sumu z k%p(k) vypocitdme zvlast. Pouzijeme k tomu trik: k2 rozepiseme jako k(k — 1) +k a
sumu pak rozdélime na dvé.

00 k [e's] es]
;kﬁ!e*:;(k(k—nme Zk —1 _A~|—Zk
=0 =0

Druhou sumu uz jsme urcili pti vypoctu EX: je rovna A. Zbyva vypocitat prvni sumu. Jeji ¢leny
pro k =0 a k = 1 jsou oba nulové, takze zbude

ZOO N ,A RS A )\4
=0
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= A\ <1+)\+/\2+...> — A2 2N — )2
B 1 2 = =
Celkem
Zkgyeﬂ =N+ A
k=0 :

a rozptyl je
DX =X+ X- X =\

Tohle je celkem vyjimecny fakt — Poissonovo rozdéleni je na rozdil od vétsiny jinych takové, ze
jeho stfedni hodnota je stejna jako jeho rozptyl.

Zakladni udaje o Poissonové rozdéleni miizeme shrnout nasledovné:

Nahodna veli¢ina X, ktera udava pocet udalosti za jednotku c¢asu, kdyz vime, Ze prii-
mérné nastava A udalosti za jednotku ¢asu, ma Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti
s parametrem A, piseme

X ~ Po(N).
Jeji pravdépodobnostni funkce je
)\kz
p(k)=P(X =k) = He*A, k=0,1,2,...

Stiredni hodnota a rozptyl Poissonova rozdéleni je

EX=) DX=\

Dodejme, ze Poissonovo rozdéleni se nékdy pouziva i v pripadé, kdy jde o jiné nez casové
jednotky, mohou to byt jednotky délky, obsahu, apod.

Ukazky sloupcovych grafti pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni jsou na obraz-
cich 17.9 a 17.10. Pravdépodobnostni funkce je nenulova pro vsechna k = 0,1, 2, ..., avsak
pro velkd k uz je zanedbatelné mald. Nejvyssi hodnoty dosahuje pro k = [A] (][] znamena
celou ¢ast ¢isla, napt. [5,9] = 5). Jestlize je A celé ¢islo, je maximum pravdépodobnostni
funkce dosazeno ve dvou bodech, kK = X a k = X\ — 1, viz obrazek 17.10.

Priklad 17.6. Zdravotnicky trad shromazduje tdaje o nové narozenych détech. Pri-
meérné kazdé dveé hodiny se narodi dalsi dité. Urcete

a)
b)

c) Pravdépodobnost, Ze v jednom dnu se narodi 20 déti.

Primérny pocet narozenych déti za rok.

Pravdépodobnost, Ze v daném dnu se nenarodi zadné dité.

d) Pravdépodobnost, ze za 3 hodiny se narodi aspon 4 déti.
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5 10 15 z 5 10 15 =

Obr. 17.9: Sloupcovy graf pravdépodob-  Obr. 17.10: Sloupcovy graf pravdépodob-
nostni funkce pro A = 5,9 nostni funkce pro A =4

ReSeni. a) Z tohoto tikolu nebudeme délat védu. Primérné jedno dité za dvé hodiny
dava dvanact déti za den a 365 - 12 = 4380 déti za rok.

b) Zékladem spravného vyuziti Poissonova rozdéleni je zvolit si vhodnou ¢asovou jed-
notku. Pokud hledame urcity idaj za den, zvolme casovou jednotku jeden den. Druhym
krokem po volbé casové jednotky je vypocteni parametru A. V nasem pripadé A = 12
déti za den (jednd se o primérny tidaj za ¢asovou jednotku). Ozna¢me X nédhodnou veli-
¢inu, ktera udava pocet narozeni za jeden den. X ma Poissonovo rozdéleni s parametrem
A =12, ¢ili hledana pravdépodobnost je rovna

120
P(X =0)=p(0) = o e 2 =0,00000614.
¢) Vyuzijeme veli¢iny X zavedené v b) a dosadime:
1 20
P(X =20) = p(20) = 0T e 2 =0,00968

d) Posledni tkol tohoto piikladu je analogicky, ovSem otazka je polozena tak, Ze nas
zajima udaj dosazeny za 3 hodiny. Musime tedy zménit ¢asovou jednotku na 3 hodiny.
Tim padem se méni primérny pocet narozeni za ¢asovou jednotku na A = 1,5 — tento
priklad slouzi téz jako ukazka, ze A nemusi byt celé ¢islo. Oznacime-li nyni X pocet déti
narozenych za 3 hodiny, plati X ~ Po(A = 1,5). A tedy

P(X=4) = p(4)+pB)+p6) +p(7) + - =
1= (p(0) +p(1) + p(2) + p(3)) =

| _ 15 159 15 15% 153

0! 1 2! 3!

Misto sec¢itani nekonecné fady jsme odecetli pravdépodobnost opacného jevu od jed-

nicky. Pokud sec¢itame nékolik pravdépodobnosti Poissonova rozdéleni, je vhodné ¢len
e~ vytknout, uSetiime si praci.

) = 0,0656

O
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Priklad 17.7. Na posté maji byt instaloviany automaty na prodej znamek, které po vho-
zeni mince vydaji pfesné za deset sekund zadanou znamku. Predpokladame, Ze primérné
bude chtit pouzit automatu Sest osob za minutu. Kolik automattt bychom méli instalovat,
aby s pravdépodobnosti 0,95 byl i v dobé nejvétsi frekvence obslouzen kazdy zajemce bez
¢ekani?

Reseni. V dnesni hektické dobé jsou i ekonomické pozadavky netprosné: ekat deset
sekund je nepfijatelné, na 95 % musi byt automat k dispozici okamzité. Klicem k tomuto
prikladu je zjistit, pro jaky pocet prichozich béhem deseti sekund — to je totiz doba, kdy
automat eventuelné nékoho obsluhuje a kazdy dalsi prichozi musi ¢ekat — je presazena
hranice 0,95. Zvolme tedy v prvé radé c¢asovou jednotku rovnu deseti sekundam. Ve druhé
fadé pro tuto casovou jednotku uréime primeérny pocet prichozich zakazniki: jestlize
primérné prijde Sest za minutu, za deset sekund pfijde jeden, ¢ili A = 1. Ozna¢me X
pocet prichozich zdkaznik béhem deseti sekund. Pak X ~ Po(1).

Nyni budeme hledat m, pro které by platilo P(X < m) > 0,95 neboli P(X > m) < 0,05.
Jestlize bude instalovano m automati, bude pravdépodobnost, Ze béhem deseti sekund
ptijde vic nez m zakazniki (a tedy néktery bude muset ¢ekat), mensi nez 5 %. Budeme
postupné séitat hodnoty pravdépodobnostni funkce a hlidat, kdy je poprvé presazena
hodnota 0,95:

1 1!

P(X <1) = p0)+p(l)=e! (a T

> =e H(1+1)=0,73<0,95

2

1
P(X <2) = p(0) +p(1) +p(2) =073 +e ' 5 =092 < 0,95

13
P(X <3) = p(0)+p(1) +p(2) +p(3) =092 +e ' 57 = 0,98 > 0,95

K uspokojeni pozadavku ze zadani staci tfi automaty. O

Poissonovo rozdéleni se pouziva také v feseni tloh teorie front.

Maplety
Odkazy na nékteré maplety:

1. Binomické rozdeéleni

2. Aproximace binomického rozdéleni normélnim (teoreticky zaklad je az v kapitole 20)
3. Geometrické rozdéleni

4. Hypergeometrické rozdéleni

5. Poissonovo rozdéleni


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstBinomicke.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstBinomNorm.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstGeometricke.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstHypergeometricke.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstPoissonovo.html
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18 Spojité nahodné veliciny

Nyni se budeme vénovat spojitym nahodnym veli¢inam, tedy takovym, které mohou na-
byvat nespocetné mnoha hodnot. Spojitou ndhodnou veli¢inou mize byt naptiklad:

e Zivotnost baterie,
e nameérena hodnota napéti v siti,

e délka casového intervalu mezi dvéma pristupy na server.

U diskrétnich ndhodnych veli¢in jsme pravdépodobnost, Zze nadhodna velicina X padne
do urcitého intervalu, pocitali pomoci souc¢tu hodnot pravdépodobnostni funkce. Napft.
u nédhodné veli¢iny z piikladu 17.2 (pocet Sestek ve ¢tyfech hodech) by P(2 < X < 4)
byla p(2) + p(3) + p(4). U spojitych ndhodnych veli¢in pro vypocet P(a < X < b) také
musime projit vSechny moznosti, které do zadaného intervalu spadaji. Protoze je téchto
moznosti nespocetné mnoho, se sumou uz zde nevystacime.

Definice 18.1 (Spojita nahodna veli¢ina). Nahodna veli¢ina X se nazyva spo-
jitd, jestlize existuje nezédpornd funkce f: R — R takovd, ze pro kazdé a,b € RU{oo},
a < b, plati

Pla< X <b) = /b f(z)dz. (18.1)

Funkce f se nazyva hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X.

Podobné jako soucet vsech hodnot pravdépodobnostni funkce musel byt roven 1, i zde
plati

/ f(z)de =1 (18.2)

neboli obsah plochy mezi grafem hustoty a osou x musi byt roven 1.

Z toho, ze se pravdépodobnost u spojité ndhodné veli¢iny poc¢ita podle (18.1), plyne jedna
diilezita a na prvni pohled podivna vlastnost spojitych nahodnych velicin.
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a b T

Obr. 18.1: Geometricky vyznam vztahu (18.1)

Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X s hustotou f pro kazdé a € R plati

P(X =a)= /a f(z)dz = 0. (18.3)

To znamena, ze pravdépodobnost, ze se spojita ndhodna veli¢ina bude rovnat konkrétni
vybrané hodnoté a, je vzdy nulova! Zhruba to lze vysvétlit tak, ze u spojitych nahodnych
veli¢in mame na vybér tak obrovské mnozstvi moznosti — cely interval, Ze jedna se v tom
poctu uplné ztrati. Kdybychom vsak pro vybrané a pocitali pravdépodobnost, ze X bude
v rozmezi, feknéme, a £ 0,0001, vysledek by uz nulovy byt nemusel.

Pokusime se vztah (18.3) vysvétlit jesté podrobnéji a také ukdzat souvislost mezi hustotou na-
hodné veli¢iny a relativnimi intervalovymi ¢etnostmi spojitych statistickych znakd. Predstavme
si, ze jsme zkoumali Zivotnost ur¢itého typu zafivek (v hodindch) a nashromazdili jsme velké
mnozstvi idaji. Pro zjisténé Zivotnosti uréime intervalové rozdéleni cetnosti, pficemz budeme
brat postupné intervaly délky 100, 50 a 10 hodin, viz obrazky 18.2, 18.3 a 18.4. Se zkracujicimi
se intervaly se pochopitelné zmensuji relativni cetnosti. Napt. v intervalu (500, 600) je Zivotnost
zhruba 32 % zarivek, v intervalu (500, 550) uZ je to jen 20 % a v intervalu (500, 510) 4 %. Jestlize
intervaly dale zkracujeme, relativni ¢etnosti se dale zmensuji.

Na dalsich obrazcich (18.5, 18.6 a 18.7) jsou normované histogramy — relativni ¢etnost jsme vzdy
vydélili délkou intervalu, aby celkova plocha vsech obdélniki byla rovna 1. Vidime, Ze zakladni
tvar zlistava zhruba stejny. Hustotu pravdépodobnosti si mtizeme pfedstavit jako kiivku, ke které
se pfiblizuje obrys normovaného histogramu, jestlize zjemnujeme déleni. (Tohle ovSem funguje
jen v pripadé, ze méme pro sestrojeni histogramu opravdu velké mnozstvi dat a se zjemnovanim
to nepiezeneme. Pro pfili§ jemné déleni je histogram kostrbaty — na obrazku 18.7 uz se to za¢ina
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0,1 0,1 0,1
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Obr. 18.2: Relativni éetnosti Obr. 18.3: Relativni ¢etnosti Obr. 18.4: Relativni ¢etnosti
pro intervaly délky 100 pro intervaly délky 50 pro intervaly délky 10

projevovat.)

0,005 0,005 0,005

0,004 0,004 0,004

0,003 0,003 0,003

0,002 0,002 0,002

0,001 0,001 0,001

100 200 300 400 500 600 700 w ’ 100 200 300 400 500 600 700 x

100 200 300 400 500 600 700 x

Obr. 18.5: Normovany histo- Obr. 18.6: Normovany histo- Obr. 18.7: Normovany histo-
gram pro intervaly délky 100 gram pro intervaly délky 50 gram pro intervaly délky 10

Kromé hustoty je pro praci se spojitymi nahodnymi veli¢cinami mimoradné uzitecna dis-
tribuéni funkce. Pripomenme z kapitoly 16, ze je to funkce definovana jako

F(z) = P(X <x).

U diskrétnich ndhodnych veli¢in jsme pfi vypoctu hodnoty distribu¢ni funkce v daném
bodé x séitali hodnoty pravdépodobnostni funkce, ted budeme misto toho integrovat:

Fz) = P(X <) = P—00o < X < 1) — / F(H)dt.

Odtud plyne, ze zname-li distribu¢ni funkci F', pak hustotu f vypocteme jako jeji derivaci.
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Vztah distribuéni funkce s hustotou u spojité nahodné veli¢iny
Distribu¢ni funkci F' vypocteme pomoci hustoty f jako

Fla) = / F#)dt, (18.4)

zatimco hustota f se z distribu¢ni funkce F' spocita jako

f(x) = F'(z). (18.5)

V bodech, kde F'(x) neni definovana, mizeme f(x) zvolit libovolné.

Distribuc¢ni funkce spojité nahodné veli¢iny je spojita.

V kapitole 16 uz jsme predvedli, ze pomoci distribucni funkce muzeme pocitat rizné
typy pravdépodobnosti. Protoze u spojitych ndhodnych veli¢in budeme distribu¢ni funkci

vvvvvv

Vypocéty pravdépodobnosti pomoci F
Je-li X libovolnd ndhodné veli¢ina (tj. ne nutné spojitd) s distribuéni funkei F', pak

P(X<b) = F(b), (18.6)

P(X >a) = 1-F(a), (18.7)

Pla< X <b) = F(b)— Fla). (18.8)

U spojité ndhodné veli¢iny mizeme diky vztahu P(X = z) = 0 vSechny neostré

nerovnosti nahradit ostrymi a naopak.

U spojité ndhodné veli¢iny mizeme napi. vztah (18.8) vysvétlit i ndzorné pomoci obrazku.
Na obrazku 18.8 je znazornéna hustota néjaké spojité ndhodné velic¢iny X . Chtéli bychom
vypocitat pravdépodobnost, ze a < X < b. Podle (18.1) je tato pravdépodobnost rovna
integralu z hustoty v prislusnych mezich neboli obsahu plochy pod grafem hustoty na
intervalu (a, b). Déle, hodnota distribu¢ni funkce v bodé a, tj. pravdépodobnost, ze X < a,
je rovna obsahu plochy pod grafem hustoty na intervalu (—oo,a). V nasem obrazku je
tato plocha vyznacena srafovanim. Podobné, hodnota distribu¢ni funkce v bodé b je rovna
obsahu plochy, kterd je v obrazku 18.8 Sedé vybarvena. Nas zajima obsah plochy, ktera
je Sedé, ale nikoli Srafovand. Opét se dostavame k tomu, Ze od sebe musime odecist F(b)

a F(a).

Priklad 18.2. Zivotnost uréitého typu soucastek (méfend ve stovkach hodin) je ndhodna
veli¢ina X s hustotou
2
Ze=7"/4 prox >0,

fx) = {(2) pro x < 0.
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a b z a b z

Obr. 18.8: Vysvétleni vztahu (18.8)

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze soucéastka vydrzi 1 az 3 stovky hodin?
b) Jaké je pravdépodobnost, Ze soucastka vydrzi nanejvys 2 stovky hodin?

c) Najdéte distribucni funkci a pravdépodobnosti z ¢asti a) a b) pak vypoctéte znovu
pomoci F.

Reseni. Protoze budeme muset integrovat hustotu f, najdeme k ni nejprve primitivni

funkeci:
subst. )

/ge$2/4dx: _%2:25 :_/etdt:_et:—ex‘l—i—c
—5dr=dt

Ted uz muzeme pocitat jednotlivé pravdépodobnosti.
a)
273

3 3
Pl<X<3)= / f(z)dr = / ge—”fQ/‘* dr = [_e—%] = —e Y —(—e V%) = 0,673.
1 1

1

b) Obecné bychom integrovali v mezich od —oo do 2, ale protoZze hustota je pro zéporna

x nulova, integrac¢ni meze se zredukuji:
2 2 X 2 12 2
P(X <2)= / flz)de = / Ee_‘” Mdr = [—e_T] =—e ' — (=€) =0,632.
—00 0 0

c¢) Pro nalezeni distribu¢ni funkce vyuzijeme (18.4).
Protoze hustota je definovand po castech, bude po castech definovana i distribucni

funkce. Pro x < 0 je
Fla) = / F(#)dt = / 0dt = 0,
Prox > 0 je

' ° T o
F(r) = / f(t)dt:/ 0dt+/ e t/A gt — [—e_T] _
—co oo 0 2 0
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— —e_§ — (—eo) =1—- e_% .

N

Pti hledani distribu¢ni funkce nesmime zapomenout dosadit dolni mez integralu. Obli-
bené chyba studentti je, Ze za distribuc¢ni funkci vyhlési neurcity integral z f s vynecha-
nym ,+c“, tj. pro nas priklad —e /4, To by nebylo dobfte, konkrétné pro tento priklad
by pak hodnoty funkce F' — tj. pravdépodobnosti — vychazely zaporné!

Nalezena distribuc¢ni funkce v nasem pripadé je

1— —x2/4 >0
Flz) = e pro z > 0,
0 pro x < 0.

Vsimnéte si, Ze jednotlivé ¢asti funkce F' se na sebe v bodé x = 0 spojité napoji.
Grafy hustoty a distribuc¢ni funkce jsou na obréazcich 18.9 a 18.10. Na obrazku 18.10
jsou dobfte vidét vlastnosti typické pro distribucni funkci spojité nahodné velic¢iny: je
spojita, neklesajici, limita v —oo je 0 a v +00 je limita 1.
Pl<X<3)=F@3)—F(1)=1—e®/" —(1—e /) =e /491 =0673.
P(X<2)=F@2)=1—-e?/=1—e1=0,632.

Dospéli jsme ke stejnym vysledkiim, a to cestou o poznani pohodlnéjsi. U spojitych
nahodnych veli¢in je distribu¢ni funkce pro vypocty pravdépodobnosti velmi uzite¢na!

L]
y
1
0,81
0,6
y= f(z)
041
0,21
1 2 3 4 5 T 1 2 3 4 5 x

Obr. 18.9: Graf hustoty f z prikladu 18.2  Obr. 18.10: Graf distribu¢ni funkce F
z prikladu 18.2

18.1 Stredni hodnota a rozptyl spojité nahodné veli-
¢iny

U diskrétni nahodné velic¢iny jsme stfedni hodnotu a rozptyl pocitali pomoci soucti. Zde
budeme integrovat:
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Stfedni hodnota spojité nahodné veli¢iny X se vypocita jako
EX = 7xf(x)dx (18.9)
a rozptyl jako 7
DX = 7(:6 —EX)?f(z)dx = 7x2f(x)dx — (EX). (18.10)

Priklad 18.3. Vypoctéte stiedni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku nahodné
veli¢iny z prikladu 18.2.

ResSeni. Zopakujme, %e hustota nadhodné veli¢iny X z piedchoziho piikladu je

fa) = %e_””Q/‘l pro x > 0,
o pro x < 0.

Stfedni hodnota EX je podle vztahu (18.9)

00 0 00 1 o
EX = / zf(z)dr = / x - 0dx + / x g ey = 0+ 5/ 2% e "4y,
—00 0 0

— 00

Tento integral bohuzel nelze spocitat ,rucné“, primitivni funkci nelze vyjadfit pomoci
elementarnich funkci. Pouzitim vhodného matematického softwaru zjistime, ze

1 o
EX = 5/ 22 e Ay = /7 = 1,77.
0

Neboli o¢ekavana primérna doba zivotnosti soucastky je asi 177 hodin.
Rozptyl je podle (18.10) roven
s 2 oo —22/4 [ —a2/4
DX = 2 f(x)dx — (EX)” = z° e dx—7r=§ x’e dz — 7.
—0 0 0

Tento integral ,,ru¢né“ spocitat lze, i kdyz to da trochu prace. Nejprve zavedeme substituci
(pozor na zménu mezi), dalsi integréal pak vypocteme metodou per partes, detailni vypocet
prenechame c¢tenaii. Nebudeme rozepisovat ani vypocty limit pfi dosazovani nekonecné
meze.

1 [ 1 [
—/ ey = —/ 22y dg
2 /o 2 /o

2 —00
¢ / :
z = te'dt =
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—4([te],™ = [,) =400~ (0~ 1)) = 4.
Rozptyl a smérodatna odchylka ndhodné veli¢iny X jsou tedy

DX =4—7=086 o=vDX =0,93.

18.2 Kvantil nahodné veli¢iny

V kapitole 11.3 uz jsme se seznamili s pojmem kvantil statistického souboru. Napt. Zg 25
byla hodnota, kterd oddélovala dolni ¢tvrtinu dat sefazenych podle velikosti. Kvantil
nahodné veli¢iny je néco podobného.

Definice 18.4 (Kvantil nahodné veli¢iny). Jestlize X je ndhodna velic¢ina, jejiz
distribu¢ni funkce F' je prostd, a o € (0,1), pak a-kvantilem nahodné veli¢iny X
nazveme to ¢islo z, € R, pro které plati

P(X < ,) = F(z4) =a neboli z,=F"!(a). (18.11)

Obecné, tj. i kdyz distribu¢ni funkce prostd neni (jako je tomu napf¥. u diskrétnich
ndhodnych veli¢in), definujeme a-kvantil jako to ¢islo z, € R, pro které plati

P(X <z,)>a asoutasné P(X <z,) <a. (18.12)

Specialné 0,5-kvantil se nazyva median nahodné veli¢iny X.

Pripomenme z prvniho semestru matematiky, ze funkce je prosta, jestlize se nemuze stat,
ze by pro dva rtzné body x1, x5 z jejiho defini¢niho oboru vysla stejna funkéni hodnota.

Vztahem (18.11) je a-kvantil dan jednoznacéné. U vztahi (18.12) se v nékterych ptipa-
dech mize stat, ze jimi kvantil jednozna¢né dan neni — uvedenym nerovnostem vyhovuje
vice ¢isel x,. V takovém pripadé bereme za a-kvantil to ¢islo x,, které je z ¢isel vyho-
vujicich (18.12) nejmensi. Mozna ted mate z definice kvantilu trochu zamotanou hlavu, a
proto véc jesté radéji vyjadrime jinymi slovy: a-kvantil si mizeme ptredstavit jako hranici,
na které distribu¢ni funkce F' poprvé dosdhne (ptfipadné pfesdhne) hodnotu a.

Priklad 18.5. Pod jakou hranici bude Zivotnost souc¢astek z ptikladu 18.2 s pravdépodob-
nosti 0,757 Neboli: najdéte 0,75-kvantil (horni kvartil) ndhodné veli¢iny X z ptikladu 18.2.

Reseni. Hleddme hodnotu %o,75, pro kterou bude

P(X < xo75) = F(xo75) = 0,75,
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viz téz obrazky 18.11 a 18.12. V piikladu 18.2 uz jsme zjistili, ze distribu¢ni funkce
nahodné veli¢iny X je pro z > 0 rovna F(z) = 1 — e **/4, Hleddme proto feSeni rovnice

1— e %m/4 = 0,75,

které je (podrobny vypocet pfenechdme ¢tenéii)

Xo,75 = V/ —4 -In 0,25 = 2,35

neboli (protoze méfime ve stovkach hodin) zhruba 235 hodin. O
y
11
0,75
y=f(=)
1 2 zors 3 4 5 1 2 ;;0,75 3 4 5

Obr. 18.11: K piikladu 18.5: zobrazeni  Obr. 18.12: K pftikladu 18.5: zobrazeni
kvantilu pomoci hustoty kvantilu pomoci distribuc¢ni funkce

Poznamka 18.6 (Kvantil diskrétni nahodné veli¢iny). U spojitych nahodnych ve-
li¢in vétsinou vysta¢ime s jednoduchou definici kvantilu pomoci (18.11). U diskrétnich
ndhodnych veli¢in je situace jind — hodnota, pro kterou by pfesné platilo P(X < z,) = «,
vétsinou neexistuje. Proto musime pracovat s definici (18.12). Kdybychom napfiklad hle-
dali 0,9-kvantil ndhodné veli¢iny z piikladu 16.11, vysledek by byl 299 = 2, protoze
F(2) =26/27 = 0,963 je prvni hodnota distribu¢ni funkce, ktera je vétsi nebo rovna 0,9.

Maplety
Odkazy na nékteré maplety:

1. Vypocet distribucni funkce z hustoty
2. Vypocet neurcitého integralu

3. Vypocet urcitého integralu

4. Integrovani metodou per partes

5. Substituce v integralu


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstHust2Distr.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Integrovani.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/UrcityIntegral.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/IntPerPartes.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/IntSubst.html
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19 Vyznamna spojita rozdeéleni
pravdépodobnosti

Asi nejvyznamnéjsi ze spojitych rozdéleni pravdépodobnosti je normélni rozdéleni, kte-
rému se budeme vénovat podrobnéji az v dalsi kapitole. Zde projdeme rozdéleni rovno-
mérné a exponencialni.

19.1 Rovnomeérné rozdéleni

S rovnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti jsme se uz setkali v kapitole o geometrické
pravdépodobnosti (kapitola 13.2). Jedné se o pfipad, kdy ndhodna veli¢ina X mtZe na-
byvat jakékoli hodnoty z uré¢itého intervalu (a, b), pficemz vSechny hodnoty jsou ,stejné
pravdépodobné®, neboli hustota f je na intervalu (a,b) konstantni a vSude jinde je nu-
lové, viz obrazek 19.1. Konstanta, které je f(x) rovno pro x € (a,b), je urena tak, aby
platilo (18.2) neboli aby obsah obdélnika na obrazku 19.1 byl roven 1.

Y Y
1,

y=f(2)

a b T a b x

Obr. 19.1: Hustota rovnomérného rozdéleni  QOpbr. 19.2: Distribu¢ni funkce rozddleni
Ro(a, b) Ro(a, b)

Priklad 19.1. Nejmenovany student bydlici v Bystrci jezdi vyhradné tramvaji ¢islo 1.
Ovsem nikdy se doma nediva do jizdniho radu, kdy tramvaj jede — to je pod jeho Groven.
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Tramvaj jezdi v Sestiminutovych intervalech. Student prijde vzdy na zastavku naprosto
nahodné a ceka, az tramvaj pojede. Dobu X jeho c¢ekani na tramvaj lze popsat rovno-
mérnym rozdélenim na intervalu (0; 6). Hustota tohoto rozdéleni je

flz) = % pro z € (0,6),
0 jinak,

viz téZ obrazek 19.1 (sa=0a b= 6).

a) Vypoctéte pravdépodobnost, Ze bude ¢ekat déle nez 4 minuty.
b) Najdéte distribu¢ni funkci ndhodné velic¢iny X.
¢) Vypoctéte stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veli¢iny X.

Reseni. a) Je zfejmé, 7e P(X > 4) = 1/3, protoze interval (4,6) tvoii jednu t¥etinu
celkového intervalu. Integraci vyjde totéz:

1

00 6 0o
P(X>4):/4 f(x)dx:/4 édx+/6 Odr = ¢ [of} = 2

b) Distribu¢ni funkce je pro z < 0 rovna 0. Pro z € (0,6) je

x 0 x
F(x):/ f(t)dt:/ 0dt+/0 édt:é[t]gzéx.

Pro x > 6 mtizeme rovnou fict, ze F'(xz) = 1. Kdo nevéri, ma zde vypocet rozepsany:

F(m):/_;f(t)dtz/_(;Odt—i—/oﬁédt—l—/;Odt:1.

Graf distribu¢ni funkce pro obecny pripad vidime na obrazku 19.2.
¢) Stfedni hodnota je podle (18.9)

> 61 1[221° 1
/_Ooxf(x)dx /0 Gxdaj 5 {2]0 6( 8—0)=3

Vysledek je celkem ocCekdvany: jestlize tramvaj jezdi po 6 minutach a ¢lovék na zastavku
prichézi ndhodné, bude c¢ekat primérné 3 minuty.
Rozptyl je podle (18.10)

0o 6 3716
DX:/ fo(x)da:—(EX)2:/ %xde—gzé[fc—} —9=3.
—00 0

EX a DX vysly stejné pouze ndhodou, obecné vzorce pro jejich vypocet jsou v ramecku
nize. O
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Néhodna veli¢ina X s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (a, b),
X ~ Ro(a,b),

ma hustotu f a distribu¢ni funkci F'

0 proxz < a
1 Y
b—a € ) b 3
floy={5s POTE@N pey_Lee boge (o),
0 jinak, @
1 pro x > b,

viz obrazky 19.1 a 19.2.
Stredni hodnota a rozptyl rovnomérného rozdéleni jsou

)2
_a+b DX:(b a)'

EX :
2 12

19.2 Exponencialni rozdéleni

Exponencialni rozdéleni je izce svazano s rozdélenim Poissonovym a uz jsme se o ném
zminili v kapitole 17.4, ted se k nému vratime. Predpokladejme, stejné jako u Poisso-
nova rozdéleni, ze zkoumame udalosti, které prichazeji nezavisle na sobé a priimeérné jich
nastava A\ za jednotku casu. VSechny predpoklady, které maji byt splnény, jsme uvedli
v kapitole 17.4. Nyni nas ale nebude zajimat, kolik udalosti za jednotku casu nastane,
nybrz casovy odstup mezi dvéma po sobé jdoucimi udalostmi, resp. doba ¢ekani na dalsi
udalost. Nahodna veli¢ina, ktera popisuje tuto dobu, ma exponencialni rozdéleni.

Distribu¢ni funkei (a z ni pak i hustotu) exponencialniho rozdéleni 1ze celkem snadno odvodit
pomoci pravdépodobnostni funkce rozdéleni Poissonova. V kapitole 17.4 jsme uvedli, Zze ndhodna
veli¢ina, kterda udava (za jistych predpokladi) pocet udalosti, které nastanou za jednotku casu,
ma& Poissonovo rozdéleni s pravdépodobnostni funkci

k
p(k) = %6”
Ted se zabyvame dobou ¢ekéani na dalsi udalost. Pravdépodobnost, Ze na udéalost budeme ¢ekat
déle nez x Casovych jednotek, je stejnd jako pravdépodobnost, Ze za x Casovych jednotek se
zéddna udalost nestane. Oznac¢me jako X dobu ¢ekani a jako Y pocet udalosti za x jednotek casu.
Nahodna veli¢ina Y ma Poissonovo rozdéleni, Y ~ Po(Az) (A byl pramérny pocet udalosti za
jednu jednotku ¢asu, takze za z jednotek nastava primérné x\ udalosti). Podle vyse uvedeného
je

P(X > 2) = P(Y = 0) = p(0) = (AO’“;)Oe—M — e,

Distribucni funkce exponencialniho rozdéleni je tedy pro = > 0

Fz)=P(X<z)=1-P(X>z)=1-e
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Pro x <0 je F(z) =0, protoze X (doba ¢ekani) nemtize byt zdporna.

Hustotu exponencialniho rozdéleni pak ziskdme jako derivaci distribu¢ni funkce.

Necht plati stejné predpoklady jako u Poissonova rozdéleni.

Néhodna veli¢ina X, kterd udava dobu mezi dvéma vyskyty urcité udalosti (nebo téz
dobu ¢ekani na dalsi udalost), kdyz vime, Ze primérné nastava A udalosti za jednotku
¢asu, ma exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem A, piSeme

X ~ Exp(]A).

Hustota exponencidlniho rozdéleni je

Ae ™ pro x > 0,
fz) =
0 pro z < 0.

Distribu¢ni funkce je

F(z) =

1—e™ proax >0,
0 pro xz < 0.

Stredni hodnota a rozptyl jsou

Vypocet stfedni hodnoty a rozptylu se provede pomoci (18.9) a (18.10) a pfenechame je
¢tenari jako cviceni. Grafy hustoty a distribuc¢ni funkce exponencialniho rozdéleni pro dvé
rizné hodnoty parametru A vidime na obrazcich 19.3 a 19.4.

Priklad 19.2. Pfistroj ma poruchu v priméru jednou za 2000 hodin. Veli¢ina X pred-
stavujici dobu ¢ekani na poruchu méa exponencialni rozdéleni.

a) Jaké je pravdépodobnost, Ze piistroj bude mit poruchu dfive nez za 1000 hodin?

b) Urcete dobu 77 tak, aby pravdépodobnost, Ze pfistroj bude pracovat delsi dobu nez
T1, byla 0,9.
c¢) Do jaké doby se pfistroj pokazi s pravdépodobnosti 0,97

d) Piistroj uz pracuje bez poruchy 1000 hodin. Jaka je pravdépodobnost, ze vydrzi pra-
covat jesté alespon 2000 hodin?

Reseni. V prvé fadé stanovime asovou jednotku. Nabizi se jednotka 2000 hodin, tj. bu-
deme ted pocitat s ¢isly, kdy hodnota 1 odpovida 2000 hod. Za druhé stanovime A, tj.
priamérny pocet poruch za ¢asovou jednotku: v nasem piipadé A = 1. A tak X ~ Exp(1).
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y y
351 ]
2 B
y = f(x)
\\ ‘ I . 5 >
1 2 T

o 5 Obr. 19.4: Distribu¢ni funkce exponencial-
Obr. 19.3: Hustota exponencialniho rozdé- ntho rozdéleni pro A = 2 (dernd) a A = 3.5

leni pro A =2 (Cerné) a A = 3,5 (Sedé) (Sed?)

a) Pro vypocet pouzijeme distribu¢ni funkeci. 1000 hodin je polovina zvolené ¢asové jed-
notky. Proto pravdépodobnost, ze zarizeni vydrzi méné nez 1000 hodin, je

P(X <05)=F(0,5) =1—e "% =0,394.

(Distribu¢ni funkce je sice definovana jako P(X < z), vime vSak uZ, Ze u spojitych
ndhodnych veli¢in se pfidanim ¢ odebranim hrani¢niho bodu pravdépodobnost nezméni.)
b) Pravdépodobnost 0,9 je dost vysoka - proto doba T bezporuchového provozu s touto
pravdépodobnosti bude mnohem nizsi nez 2000 hodin. Podle vysledku ¢asti a) vidime, ze
bude nizsi i nez 1000 hodin. Uréeme nyni 73 pfesné. Chceme, aby P(X > 77) = 0,9. Na
obrazku 19.5 je tato hodnota vyznacena. Obsah vysrafované plochy by mél byt 0,9. Pro
vypocet vyuzijeme opét distribuc¢ni funkci F":

P(X>Ty) = 09

1-— (X<T1) = 09

F(Ty) = 09

F(Ty) = 0.1

l—e?=1-e" = 01
Ty = 0,105

(mezi poslednimi dvéma Fadky je nékolik kroki vynechéno, ale absolvent prvniho roéniku
by si s nimi mél poradit). Nasli jsme tedy dobu 77, po kterou zafizeni bude pracovat
bez poruchy na 90%. OvSem musime tento udaj prezentovat v rozumnéjsich jednotkach:
Pokud 1 odpovida 2000 hodin, tak

T7 = 0,105 - 2000 hodin = 210 hodin.

c) Nyni hleddme T, tak, aby pravdépodobnost, Ze se piistroj pokazi diive nez za T
jednotek, byla 0,9. Obsah Sedé vybarvené oblasti na obrazku 19.5 by tedy mél byt 0,9.

P(X<Ty) = 09
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F(TQ) - 0,9
l1—-e 2 = 09
T, = 2,303-2000 hodin = 4606 hodin.

d) Mame vypocitat pravdépodobnost, ze ptistroj vydrzi jesté 2000 hodin (neboli 1 jed-
notku ¢asu), za predpokladu, Ze uz vydrzel 1000 hodin (= 0,5 jednotky). Celkova doba
bezporuchového provozu tedy musi prekrocit 3000 hodin (= 1,5 jednotek). Pocitame tedy
P([X > 1,5]|[X > 0,5]) — podminénou pravdépodobnost. Tu poc¢itdme podle vzorce (15.1).
V nasem piipadé je A = [X > 05| a B = [X > 1,5]. Prinik jevi A a B je [X > 1,5].
Tedy

P(X>15) 1-F(15) e oo

P([X > 1,5]|[X > 0,5]) = PX =05~ 1_F(05) 005~ =e ' =0,368.

Obrazek 19.6 slouzi jako ilustrace k této ¢asti: pocitame, jakou ¢ast sedé plochy zabira
vysrafovana plocha. Na tomto piikladu neni ani tak zajimavy numericky vysledek, jako
spis$ krok tésné pied jeho dosaZenim. Zjistili jsme, ze P([X > 0,5+ 1]|[X > 0,5]) = 71,
coz ale neni nic jiného nez pravdépodobnost, ze zafizeni vydrzi pracovat bez poruchy déle
nez 1 ¢asovou jednotku:

PX>1)=1-F1)=1-(1—-e?)=¢".

To, 7Ze zaTizeni uz néjakou dobu pracovalo bez poruchy, se nijak neprojevilo na pravdépo-
dobnosti, ze bude pracovat dalsi jednotku casu. O

I P 05 15 —
Obr. 19.5: K prikladu 19.2, ¢asti b) (Srafo-  Obr. 19.6: K ptikladu 19.2, ¢ast d) (podmi-
vand plocha) a c¢) (Seda plocha) néna pravdépodobnost)

V ¢asti d) predchoziho prikladu jsme ukézali, Ze ndhodnd veli¢ina s exponencialnim roz-
délenim ,nemé pamét*: Pravdépodobnost, Ze budeme na dalsi udalost ¢ekat déle nez t
jednotek, nezavisi na tom, jak dlouho uz jsme ¢ekali. Matematicky zapsano

P(X > a+1)|[X > a]) = P(X > 1) (19.1)

Pomoci exponencialniho rozdéleni lze modelovat zivotnost nékterych zarizeni. Je to vSak
mozné pouze u takovych zafizeni, kterd byvaji poskozena zasahem néjakého vnéjsiho
vlivu a nepodléhaji opotiebeni — jinak by to bylo v rozporu se vztahem (19.1). Zivotnost
soucastek, které opotiebeni podléhaji, 1ze modelovat pomoci tzv. Weibullova rozdéleni.
Toto rozdéleni uz jsme pouzili v prikladu 18.2; aniz bychom se zminili o jeho nazvu.
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Maplety
Odkazy na nékteré maplety:

1. Exponencialni rozdéleni


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstExponencialni.html
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20 Normalni rozdéleni

Normdlni (nebo téz Gaussovo) rozdéleni pravdépodobnosti je nejvyznamnéjsi ze vSech
pravdépodobnostnich rozdéleni. Jeho hustota méa tvar tzv. Gaussovy kiivky (viz obré-
zek 20.1). Normalnim rozdélenim lze popsat napf. veli¢iny, jejichz hodnoty jsou ovlivnény
velkym mnozstvim nepatrnych navzajem nezavislych faktorti. Predstavme si tfeba au-
tomatizovanou vyrobu néjakych soucastek. Vysledny tvar by meél byt u vSech soucastek
viceméné stejny, je vSak ovlivnén odchylkami ve vlastnostech materialu, teplotou pfi opra-
covani, opotfebenim ¢i znec¢isténim pouzitych nastroji, vibracemi a mnoha dalsimi vlivy.
Dtlezité oblasti, kde se normalni rozdéleni pouziva, je zpracovani chyb vzniklych pri mé-
feni néjaké fyzikalni veli¢iny a kontrola kvality vyroby. Vyznam normalniho rozdéleni
spociva také v tom, ze pomoci néj lze aproximovat fadu dalsich rozdeéleni, jak uvidime
v kapitole 20.3.

Néhodn4 veli¢ina X s normélnim rozdélenim se stfedni hodnotou EX = p (u € R)
a rozptylem DX = 0?2 (0 > 0) m4 hustotu

1 (z—p)?
r)=——-¢ 222 . xR 20.1
fl@) = (20.1)
Zapisujeme
X ~ N(N702)
Y

w— 30 p—0o @ p+o w+ 30 x
Obr. 20.1: Graf hustoty normalniho rozdéleni

Graf hustoty normaélniho rozdéleni je soumérny kolem stfedni hodnoty pu, kde funkce téz
nabyva svého maxima. V bodech x = p1 £ o jsou inflexni body (funkce se méni z konvexni
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v konkévni, resp. naopak). Funkce f je kladné pro vSechna redlné z, avSak mimo rozmezi
p £ 30 uz graf s osou z témét splyva (tzv. pravidlo tii sigma, viz téz piiklad 20.2). Na
obrazku 20.2 pak jsou grafy hustoty pro 02 = 1, zatimco stfedni hodnota y je postupné
—2, 3 a 8. Vidime, Ze tvar se neméni, ale graf se posouva po ose x v zavislosti na hodnoté
. Na obrazku 20.3 je 1 = 6 a méni se hodnoty rozptylu o2, postupné mame smérodatnou
odchylku o = 0,5, 1, 2. P¥i malém rozptylu je graf hustoty vysoky a tzky, pro vétsi rozptyl
hustota nabyva nizsich funkénich hodnot, ale interval s hodnotami vyznamné odlisnymi
od nuly je Sirsi. Obsah pod celym grafem hustoty je vzdy roven 1.

Y

/R

x |
z

Obr. 20.2: Hustota normalniho rozdéleni Obr. 20.3: Hustota norméalniho rozdéleni
pro rizné stiedni hodnoty p pro riizné rozptyly o2

Funkéni predpis hustoty na prvni pohled nema piijemny tvar, ale nastésti se ukaze, ze in-
tegrovani funkce f se budeme moci vyhnout. Pti praktickych vypoctech budeme pracovat
s tzv. standardizovanym norméalnim rozdélenim.

Normélni rozdéleni s parametry u = 0, 0 = 1 se nazyva standardizované (nebo téz
normované) normalni rozdéleni. Nahodnou veli¢inu s timto rozdélenim budeme znaéit
U (v anglické literatufe se pouziva oznaceni 2),

U ~ N(0,1) (pfipadné Z ~ N(0,1)).

Hustota nahodné veli¢iny U je

flu) = = -e_g7 u € R. (20.2)

Distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny U oznacime &,

O(u) = P(U < u) = \/% /_u o Tt

Funkci ®(u) nelze vyjadiit pomoci elementarnich funkei, avsak statistické pocitacové
programy (i nékteré kalkulacky) s ni umi pracovat. Navic jsou hodnoty funkce &
tabelovany, viz tabulky na stranach 277 a 278.
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Hustotu a distribuc¢ni funkei standardizovaného normalniho rozdéleni vidime na obraz-
cich 20.4 a 20.5.

)

u -3 T 2 3 u
Obr. 20.4: Hustota standardizovaného Obr. 20.5: Distribu¢ni funkce standardi-
normaélniho rozdéleni zovaného normalniho rozdéleni

Priklad 20.1. IQ obyvatel Kocourkova méa normalni rozdéleni se stiedni hodnotou p =
= 105 a rozptylem o2 = 50. Jak4 je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany obyvatel
Kocourkova bude mit 1Q nizsi nez 1107

Reseni. Mame nahodnou veli¢inu X ~ N(105,50), navic poznamenejme, Ze smérodatné
odchylka je ¢ = v/50. Zadanou pravdépodobnost bychom mohli pocitat integraci hus-
toty (20.1):

(z—105)2
T 250 da.

110 1
P(X <110) = / —Fe
( ) —oo V21 -+/50
Tuto funkci bohuzel analyticky zintegrovat nelze, takze integral by se musel pocitat napt.
nékterou z numerickych metod z kapitoly 8. Zavedeme substituci za (x—105)/4/50 (obecné
za (r — p)/o), pozor na zménu integracnich mezi:

1 5/VE0 1 [V
= ——-v50 e 2dt = — e 2dt.
V 27T vV 50 —00 V 27T /—oo

2105 _ 4

P(X <110)=| V%

To je integrél z hustoty standardizovaného normalniho rozdéleni U, viz (20.2), ktery udava
pravdépodobnost, Ze ndhodnd veli¢ina U je mensi nez 5/+/50, neboli — vyjadfeno pomoci
distribuéni funkce — ®(5/4/50). Tuto hodnotu nalezneme v tabulce na strané 277:

P(X <110) = P (U < %) — <\/%) = &(0,71) = 0,761.
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V préavé predvedeném piikladu jsme vidéli, Ze transformovana ndhodné veli¢ina (X — p)/o
ma standardizované normalni rozdéleni U ~ N(0,1). Tohoto faktu budeme vyuzivat pfi
vSech dalsich vypoctech s normalnim rozdélenim a zadné integraly uz rozepisovat nebu-
deme. Pravdépodobnost, ze ndhodné veli¢ina U je v urc¢itém rozmezi, jsme vzdy schopni
ur¢it z hodnot jeji distribucni funkce ® (obecné vzorce pro préci s distribuéni funkci
viz (18.6), (18.7) a (18.8)).

Jestlize X je ndhodné veli¢ina s normalnim rozdélenim se stfedni hodnotou p a roz-
ptylem o2, X ~ N(u,0?), pak transformaci

(20.3)

ziskdme nahodnou veli¢inu se standardizovanym normalnim rozdélenim U ~ N(0, 1).
Vypocty pravdépodobnosti pro X pak provadime pomoci distribu¢ni funkce ndhodné
veli¢iny U:

P(X <b) = P<U<b_“)=q><b_“> (20.4)

P(X >a) = P<U>“Z“)1c1>g(“a“) (20.5)
Pla<X <b) = P<“;”<U<b;“)=<b(b;“)—q>(“;”>(20.6)

Ke vztahtm (20.4)—(20.6) jesté pfipomerime, Ze u spojitych ndhodnych velic¢in pfidani ¢i
odebrani hrani¢niho bodu (neboli ostré ¢i neostra nerovnost) nehraje roli.

Jediny problém, ktery nam zbyva vyftesit, je ten, ze v tabulkich na stranach 277 a 278
jsou uvedeny hodnoty ®(u) pouze pro u > 0. Jestlize potfebujeme ziskat hodnotu funkce
® v néjakém zadporném bodu, vyuzijeme symetrie hustoty ndhodné veli¢iny U, viz obra-
zek 20.6. Obé vybarvené oblasti v tomto obrazku maji stejny obsah. Obsah oblasti vlevo
udava pravdépodobnost P(U < —u), zatimco obsah pravé oblasti je P(U > w). Tedy
P(U < —u) = P(U > u) a vyuzitim vlastnosti distribu¢ni funkce (18.6) a (18.7) mame

O(—u) =1— 0(u). (20.7)

Vztah (20.7) je vidét i ze symetrie grafu distribuéni funkce, viz obrazek 20.7.

Piiklad 20.2. Nahodni veli¢ina X udévajici spotiebu barvy na 100 m? natirané plo-
chy mé normalni rozdéleni se stiedni hodnotou p = 9 litri a rozptylem o? = 0,16,
X ~N(9;0,16). S jakou pravdépodobnosti bude spotieba barvy
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Y

O(—u)
7{L 214 u 7111 iL u
Obr. 20.6: Vysvétleni vztahu (20.7) ze Obr. 20.7: Vysvétleni vztahu (20.7) ze
symetrie hustoty symetrie distribuc¢ni funkce

a) vétsi nez 9,5 litru,

b) v intervalu 8,6 az 9,3 litru,

c¢) v intervalu (u — 30; pu + 30)7

d) Pod jakou hranici lezi spotfeba barvy s pravdépodobnosti 0,997

Reseni. Protoze X ~ N(9;0,16), pouZijeme transformaci (20.3) ve tvaru

X-9_X-9_,
V016 04

Pozor na jmenovatel zlomku. Je v ném smérodatné odchylka o, nikoli rozptyl o%. Césti
a), b) a ¢) nyni budeme pocéitat pomoci vztaht (20.4)—(20.6) a (20.7), hodnoty funkce &
vzdy najdeme v tabulkich na stranach 277 a 278:

a) P(X > &5)::})(U:>%§§) = P(U > 1,25) = 1—®(1,25) = 1— 0,894 = 0,106
Vypocitali jsme obsah vysrafované plochy na obrazku 20.8.
mp@ﬁgxgwpﬂ%%ngg%?):mqugmm:
= ®(0,75)—?(—1) = ®(0,75)—(1—-P(1)) = ¢(0,75)—1+P(1) = 0,774—1+40,841 = 0,615
Vypocitali jsme obsah sedé vybarvené plochy na obrazku 20.8.

¢) Zde nebudeme dosazovat konkrétni hodnoty 1 a o, vypocet provedeme obecné:

,u—3a—,u§U§u+3a—u
o o

= ®(3) — B(—3) = ®(3) — (1 — B(3)) = 28(3) — 1 = 0,997.

P(u—3a§X§u+3J):P( ):P(—SSUS?)):

U normalniho rozdéleni naprosta vétsina hodnot (99,7 %) lezi v intervalu (i — 30, 1 + 30)
(= tzv. pravidlo tii sigma, viz téz obrazek 20.1).
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d) Hleddame z, pro které plati P(X < x) = 0,99, neboli 0,99-kvantil ndhodné veli¢iny
X, viz obrazek 20.9. Musime tedy postupovat zpétné. Kdybychom x znali, vypocitali
bychom k nému piislusné u = (z — 9)/0,4 a platilo by

P(X < 2) = P(U < u) = (u) = 0,99.

Najdeme u, pro které je ®(u) = 0,99. Pohledem do tabulky na strané 278 zjistime, Ze
je to priblizné u = 2,33. Takze

-9
”0 5233 = 2=233-0449=0932 litru
y y
P(X <z)=0,99
86 9395 z =7 <z
Obr. 20.8: K piikladu 20.2, ¢ast a) (Sra- Obr. 20.9: K piikladu 20.2, ¢ast d)

fovana plocha) a b) (Seda plocha)
[

20.1 Rozdéleni souc¢tu a priumeéru nahodnych velic¢in
s normalnim rozdélenim

Vysledky tohoto a nasledujiciho odstavce pouzijeme pozdéji v kapitole o statistickych
testech. V pifkladu 20.1 jsme ukdzali, Ze pro X ~ N(u,0?) mé transformovand ndhodna
veli¢ina (X — u)/o také normalni rozdéleni, a to se stfedni hodnotou 0 a rozptylem 1.
Podobnym zptisobem by se ukazalo:

Véta 20.3. Jestlize a € R a X; a X5 jsou nezavislé ndhodné veliciny s normdlnim

rozdélenim, X, ~ N(u1,02) a Xy ~ N(ug, 03), pak plati

((ZX) ~ N(a#b azaf), Y = (Xl + X2) ~ N(Nl + e, U% + JS)
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Poznamka 20.4. V piipadé, Ze nahodné veliciny X; a X, nezavislé nejsou, mé jejich
soucet také normalni rozdéleni, ovsem jeho rozptyl uz neni souc¢tem ptvodnich rozptyld.

MozZné se vam tvrzeni predchozi véty zda samoziejmé. To ale tak docela neni. Za ziejmy mutzeme
povazovat fakt, Ze stfedni hodnota soué¢tu bude u; + 2, to ostatné vyplyva z (16.4). Podobné
pro rozptyl. Co vSak jasné rozhodné neni, je to, Ze nasobek, resp. soucet ma opét normélni
rozdéleni. Pro jina rozdéleni to totiz platit nemusi: predstavme si situaci, ze pétkrat hodime
dvéma kostkami, ¢ernou a bilou. Nahodna veli¢ina X7 udava, kolikrat na bilé padla Sestka, a na-
hodné veli¢ina X», kolikrat na ¢erné padlo sudé ¢islo. Pak maji obé veli¢iny binomické rozdéleni,
X1 ~ Bi(5,1/6) a Xo ~ Bi(5,1/2). Soucet X1+ X2 vSak binomické rozdéleni nema. (Kdybychom
na ¢erné kostce také pocitali Sestky, soucet by binomické rozdéleni mél, a to Bi(10,1/6).)

Véta 20.5. Jsou-li Xi,...,X, nezdvislé ndhodné veliciny, X; ~ N(u,c?) pro kazdé
1=1,...,n, pak pro jejich prumér plati

_ 1 <& o2
X =- XzNN s ]
S X ()

tj. prumér md opét normdlni rozdéleni se stredni hodnotou a rozptylem

Tvrzeni této véty je disledkem véty 20.3. Zastavme se chvili u rozptylu O'Qy. Jednak, kde
se vzalo ve jmenovateli n? Vyplyva to z pravidel (16.9) a (16.8):

1 1
D(E(X1+...+Xn)) ZED(Xl"‘""f“Xn):_'nU = —.

Se zvySujicim se n se tedy ox zmensuje (viz téz obrazek 20.10). To bychom asi intuitivné
ocekavali. Pfedstavme si, ze zkoumame primeérnou inteligenci n ndhodné vybranych oby-
vatel Kocourkova (viz ptiklad 20.2). Ocekavame, ze ziskanad hodnota se bude pohybovat
nékde kolem p = 105, oviem je-li vybrany vzorek Kocourkovantt maly, mize se X od
105 dost lisit. Cim vice obyvatel vybereme, tim vy$§i mame Sanci, Ze jejich priimérna
inteligence bude hodné blizko ,idealnimu priméru®“ u, neboli o¢ekavame, ze vysledky pro
velké n budou kolem p rozptyleny jen malo.

Priklad 20.6. IQ obyvatel Kocourkova méa normalni rozdéleni se stiedni hodnotou p =
= 105 a rozptylem o2 = 50. Nahodné vybereme n Kocourkovanti. Jak4 je pravdépodob-
nost, ze primérné IQ tohoto vybéru bude alespon 1077 Vypodcet provedte pro

a) n =10, b)n=40.
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Reseni. a) Pro n = 10 m4 primérna hodnota IQ X normalni rozdéleni se stfedni hod-
notou a rozptylem
a2 50
v=p=105 o%=—=—=5.
ix = H X T T 10
Tudiz podle (20.3) je

X —105

V=75

a hledané pravdépodobnost je podle (20.5)

107 — 105
V5

b) Vypocet bude analogicky s jedinym rozdilem: rozptyl je pro n = 40 roven 0% =50/40 =
=1,25.

P(X >107)=P <U > ) = P(U >0,89) = 1 — ®(0,89) = 1 — 0,813 = 0,187.

107 — 105
V1,25

Situace je znazornéna na obrazku 20.10, na kterém je jasné vidét, ze pro n = 10 bude
vysledek mnohem vétsi nez pro n = 40. [

P(X>107) =P <U > ) = P(U>1,79) =1 — ®(1,79) = 1 — 0,963 = 0,037.

x1£u—d 1 xQ:‘u—&—d T

105 107 T

Obr. 20.10: K prikladu 20.6, hustota

pruméru X pro rizna n

Obr. 20.11: K prikladu 20.9, hledani
mezi

Poznamka 20.7. Predstavme si nyni (celkem realnou) situaci, ze v pfedchozim ptikladu
hodnotu p nezname, ale zato mame k dispozici vysledky 1Q testu n nahodné vybranych
obyvatel Kocourkova. Z nich snadno vypocitdme primérnou hodnotu z. Toto T nam
muze slouzit jako odhad stfedni hodnoty u. Jestlize jsme T vypocitali z velkého vybéru,
lze ocekavat, ze se bude od p lisit jen malo, zatimco pro maly rozsah vybéru n pfilis
velkou presnost ¢ekat nemiizeme.
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20.2 Centralni limitni véta

Uz jsme Tekli, Ze normalni rozdéleni dobfe popisuje veli¢iny, jejichz vysledna hodnota
vznikéa ptisobenim mnoha nezavislych vlivii. Nyni toto tvrzeni formulujeme piesnéji. Pfed-
pokladejme, Ze mame n navzajem nezavislych ndhodnych velicin X, Xo, ..., X,,, které
maji vSechny stejné rozdéleni (libovolné, ne nutné normélni) se stfedni hodnotou EX; = p
arozptylem DX; = 02,7 = 1, ..., n. Budeme zkoumat soucet a primér viech téchto veli¢in

Podle pravidel pro po¢itani se stfedni hodnotou a rozptylem (viz (16.4)—(16.9); zdiraz-
néme, ze X; jsou nezavislé) mame

EY =nu, DY =no?, EX =pu, DX =2,
n

Ukazuje se, ze pro vzristajici n se rozdéleni nahodnych veli¢in Y a X pfriblizuje normal-
nimu rozdélen{ se stfedni hodnotou py = npu, resp. jw = p, a rozptylem o2 = no?, resp.

0% = 0”/n, neboli rozdéleni transformovanych nahodnych veli¢in

Y —nu X —pu X —pu
resp.

N o2 o

se priblizuje standardizovanému normdlnimu rozdéleni N(0,1). A to je pravé obsahem
centralni limitni véty.
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Véta 20.8 (Lindenberg-Lévyho). Jestlize X, Xs, ..., X, jsou navzdjem nezdvislé
nahodné veliciny, které maji vsechny stejné rozdéleni se stredni hodnotou EX; = u a
konecnym rozptylem DX; = o2, pak pro soucet a primeér téchto ndhodnijch veli¢in

platt

pro kazZdé u € R.
Jingmi slovy, pro dostatecné velké n (za prijatelné se povazuje n > 30) je

Yy —np

u = Tno
u) = ®(u), kde u:\/ﬁ-x_nu.

g

P(ng)=P<Y_”“gu) = B(u), kde

no
X —p
ag

IN

P(Ygx)zp(\/ﬁ-

Priklad 20.9. Zivotnost uréitého typu soucastek (méfend ve stovkach hodin) je ndhodna
veli¢ina X s hustotou
. efx2/4
pro x > 0,

f(x) - {8 pro x < 0.

Nejedné se tedy o ndhodnou veli¢inu s normalnim rozdélenim. V piikladu 18.3 uz jsme
zjistili, Ze stfedni hodnota Zivotnosti takovéto soucastky je EX = p = /7 = 1,77 a
rozptyl je DX =02 =4 — 7 = 0,86.

Néhodné vybereme 50 soucéstek.

a) Jakd je pravdépodobnost, Ze primérna zivotnost téchto 50 soucastek bude vyssi nez

170 hodin?

b) Najdéte interval soumérny kolem stfedni hodnoty, ve kterém bude primérna zivotnost
vybranych 50 soucastek s pravdépodobnosti 0,95.

ReSeni. Primérna zivotnost vybranych 50 sou¢astek ma podle véty 20.8 piiblizné nor-
malni rozdeéleni,

2
— piibl. o 4 —
XY N(MY? sz)? Hx = pH = \/E7 Uzy = — =
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Pouzijeme tedy transformaci

a) Protoze méfime ve stovkach hodin, 170 hodin odpovida 1,7 jednotky. Hledana pravdé-
podobnost je priblizné

— 1,7 —
PX>17=P|U> J = P(U > —0,55) =1 — ®(—0,55) = (0,55) = 0,709.
4—m
50

b) Hleddme hranice z; a x5 soumérné kolem stfedni hodnoty u, pro které je
Pl <X <m)=Pp—d<X < pu+d) =095

Prohlédnéme si obrazek 20.11. Obsah vybarvené plochy by mél byt roven 0,95. Protoze
obsah pod celym grafem hustoty je roven 1, musi byt obsah zbyvajicich nevybarvenych
¢asti roven 0,05. Jelikoz je graf soumérny a meze také, znamena to, ze obé nevybarvené
Casti maji stejny obsah, a to 0,05/2 = 0,025. Proto plati P(X > x5) = 0,025, a tedy
P(X < x5) = 0,975. Nyni jsme v situaci, ve které uz jsme byli v ¢asti d) pitkladu 20.2, a
budeme tedy postupovat analogicky.

O(u) =097 = wu=196 = 2,=196- 45_—07T + /7 = 2,029
neboli horni hranice je zhruba 202,9 hodiny. Jesté zbyva vypocitat dolni hranici. Vyuzi-
jeme symetrie kolem stfedni hodnoty: x; bude lezet stejné daleko od i jako xs, ale na
opacné strané:
4—7
50

neboli zhruba 151,6 hodiny. Primérna zivotnost 50 soucastek tedy s pravdépodobnosti
95 % lezi v intervalu (151,6;202,9) hodin. O

29 = /7 — 1,96 - = 1,516

20.3 Aproximace binomického rozdéleni normalnim
rozdélenim

Vratime se nyni k jednomu z vyznamnych diskrétnich rozdéleni — binomickému.
Nalistujeme-li zpét obrazky 17.3-17.6, vidime, ze jejich tvar ponékud pfipomina
Gaussovu kiivku. Binomické rozdéleni lze skuteéné piiblizné nahradit (aproximovat)
rozd€lenim normalnim, a to tim lépe, ¢im je pocet pokusit n vétsi. Pfipomenme, ze
stfedni hodnota a rozptyl binomického rozdéleni pravdépodobnosti jsou

EX = np, DX =np(1l —p).
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Véta 20.10 (Moivre-Laplaceova). Necht ndhodnd velicina X uddvd pocet uspéchi
v sérit n nezdvislych pokusi, kde v jednom pokusu uspech nastdvd s pravdeépodobnosti
p e (0,1), tj. X ~ Bi(n,p). Pak pro kazdé x € R plati

lim P(X < z)=® (M> .

Moivre-Laplaceova véta je dtsledkem centralni limitni véty. Ndhodné veli¢ina s binomickym
rozdélenim je totiz souctem n nezavislych ndhodnych veli¢in s rozdélenim alternativnim, jak uz
jsme ukazali pfi odvozovani vzorcu pro jeji stfedni hodnotu a rozptyl, viz kapitola 17.2.

.....

Jestlize X m4 binomické rozdéleni, X ~ Bi(n,p), kde pocet pokusi n je velky a p
neni prilis blizké 0 ani 1, pak 1ze X priblizné popsat norméalnim rozdélenim se stejnou
stfedni hodnotou a rozptylem, jako mélo ptivodni binomické rozdéleni, tj.

iw=FEX = np, 0 = DX =np(l —p).

To znamena, ze plati

PXx<o)op(ve T N _g( = )
np(1 = p) np(1 - p)
podobné pro vypocty pravdépodobnosti s jinymi nerovnostmi.
Aproximace je dobra, jsou-li splnény podminky

np >5 asoucasné n(l—p)>>5.

Presnéjsi vysledky dava aproximace s korekci nespojitosti, viz nize.

Na obrazcich 20.12 a 20.13 vidime srovnani binomického rozdéleni Bi(20; 0,3) s normalnim
rozdélenim s odpovidajici stiedni hodnotou j = 20-0,3 = 6 a rozptylem 0% = 20-0,3-0,7 =
=4,2.

Piiklad 20.11. Firma vyrabi balicky ofecht po 200ks, pfi¢emz 3/4 ofiskt jsou burské
a 1/4 liskové, dokonale se promichaji, a pak se teprve sypou do balick. Jestlize koupime

jeden balicek ofecht, jaka je pravdépodobnost, Zze pocet liskovych ofechti je v intervalu
(47,56)7

Reseni. Nihodna veli¢ina X udavajici pocet liskovych ofecht v jednom balicku mé roz-
déleni Bi(200;0,25). Pfimy vypocet

P(AT< X <56) = P(X =47) + P(X =48) +--- + P(X = 56) =
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2 4 6 8 10 12 I - 5 1 6 3 0 12 =
Obr. 20-121. Pravdépodobnostni funkce Obr. 20.13: Distribu¢ni funkce binomic-
rozdéleni Bi(20;0,3) (sloupcovy graf) a kého a odpovidajiciho normalniho roz-
hustota rozdéleni N(6; 4,2) déleni
200 200 200
= 0,2570,75'%% 0,250,752 4. .. 0,25°90,75'4* = 0,572
(47) e T R T R ’

byl proveden pomoci vhodného matematického softwaru, ,ru¢né“ bychom k tomuto vy-
sledku dosli jen tézko.

Nyni vypocet zopakujeme pomoci nahrady binomického rozdéleni normalnim rozdélenim.
Nejprve najdeme stiedni hodnotu a rozptyl:

EX = p =200-0,25 = 50, DX = 0% =200-0,25- 0,75 = 37,5.

Ted pocitame stejné, jako kdyby X mélo normélni rozdéleni:

47 — 50 56 — 50
PAT<X<56)=P| — < U< —— ) = ?(0,98) — ¢(—-0,49) =
< x <502 P (T5rp <0 < U] <0009 - o0

— ©(0,98) — (1 — ®(0,49)) = 0,524.

Je vidét, ze chyba od presného vysledku je v fddu procent (druhé desetinné misto).
Pokud bychom pouzili korekei (viz nasledujici piiklad 20.12), dostali bychom vysledek
P(46,5 < X <56,5) = 0,569, jehoz odchylka od pfesného vysledku je v fadu desetin pro-
centa (tfeti desetinné misto). O

Zkusme nyni priklad s malym poctem pokusii.

Priklad 20.12. Nahodna veli¢ina X udava pocet lici pii ¢tyfech hodech minci. Vy-
poctéte pravdépodobnost, Ze pocet licti ve ¢tyfech hodech bude jeden nebo dva,

a) presné pomoci binomického rozdélen,

b) pomoci normalniho rozdéleni.
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Reseni. a) Ndhodn4 veli¢ina X mé binomické rozdéleni s parametry n =4 a p = 0,5, a
proto

4 4
P1<X<2) =p1)+p?2) = <1> -0,5'-0,5% + <2> -0,5% - 0,5% = 0,625.

b) Aproximujme binomické rozdéleni normalnim rozdélenim N(u, 0?), kde = 4-0,5 = 2
a02=4-05-(1—05)=1:

Hodnota b) se od hodnoty a) vyrazné lisi! Kde se udéla tak velka chyba? Podivejme se
na obrazek 20.14. Pravdépodobnost vypoc¢tenou v a) muzeme graficky interpretovat jako
obsah plochy dvou vybarvenych obdélnikti histogramu (Sifka kazdého z nich je 1, vyska
je p(1), resp. p(2), takze obsah je 1 - p(1) + 1 - p(2)). Tento obsah jsme aproximovali
pomoci obsahu plochy pod grafem hustoty na intervalu (1,2) (Srafovand plocha). Od
takovéto aproximace nic dobrého ¢ekat nemuzeme. Avsak nahradime-li tyto dva obdélniky
obsahem podgrafu na intervalu (0,5; 2,5), viz obrazek 20.15, aproximaé¢ni chyba se zmensi.
Toto rozsiteni intervalu o 0,5 na obou stranach nazyvame korekci. Pro nas priklad uzitim
korekce dostaneme:

PI<X<2)=P(1-05<X<2+0,5)=P(0,5<X <25)=

0,5—2 2,5 —2 ,
=P ( ] <UK< ] ) = ®(0,5) — ¢(—1,5) = 0,624,

coz je docela dobra aproximace presné hodnoty 0,625. Je vidét, ze pomoci korekce lze
popsat binomické rozdéleni normalnim i pro mala n. O

y y

4 N 04 D

7/ /
0,3 \ 031 / \
0,2 1 02t

)/ \\\ /PZ

1 2 3 4 T 1 2 3 4 T

Obr. 20.14: K prikladu 20.12: ,o0by- Obr. 20.15: K prikladu 20.12: aproxi-
¢ejna“ aproximace mace s korekci
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Pro zpresnéni vysledkll aproximace binomického rozdéleni pomoci normalniho rozdeé-
leni se doporucuje tato korekce:
Jestlize X ~ Bi(n,p) a a,b € {0,...,n}, pak

Pla<X<b)=Pla—05<X <b+05)=

- p a—0,5—np<U<b—|—O,5—np _ b+0,5—np & a—0b5—np .
Vvnp(1 —p) Vvnp(1 —p) np(l — p) np(l —p)

Poznamka 20.13. Opodstatnéni korekce je vidét také z grafu distribucni funkce (obré-
zek 20.13). Oznacme na chvili jako Fp; distribu¢ni funkci binomického rozdéleni (schodo-
vity graf) a jako Fy distribuéni funkei normélniho rozdéleni (spojity graf). Podivame-li se
na hodnoty distribu¢nich funkci obou rozdéleni napt. v bodé = = 4, vidime, Zze hodnota
Fx(4) je zietelné mensi nez Fg;(4), avSak hodnota Fx(4,5) je k Fg;i(4) velmi blizka.

Maplety

Odkazy na nékteré maplety:

1. Normalni rozdéleni — vypocet pravdépodobnosti
2. Normalni rozdéleni — vypocet kvantilu

3. Aproximace binomického rozdéleni norméalnim


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstNormalni.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstNormKvantil.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstBinomNorm.html
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21  Statistické testy

Obcas nékde ¢teme nebo slySime formulaci ,Je statisticky dokazéno, ze ...“ Nyni se
dozvime, jak se to déla — jakym zptisobem se napt. ovétuje, jestli inovace néjakého vyrob-
niho procesu skutecné prinasi zlepseni, jestli procento lidi s urcitou vlastnosti je v jedné
populaci vétsi nez ve druhé, apod.

21.1 Zakladni principy statistického testu

Priklad 21.1. Soudni proces jako priklad rozhodovaciho procesu. Uvazujme jed-
noduchy soudni proces, ve kterém existuje pouze jediny mozny trest a soud rozhodne, zda
se tomuto trestu obzalovany podrobi nebo ne. A navic proti rozhodnuti soudu neexistuje
zadné odvolani. Jedna se o jakysi rozhodovaci proces, u kterého mohou nastat ¢tyfi mozné
vysledky:

1. Obzalovany je vinen a soud jej odsoudi.
2. Obzalovany je nevinen a soud jej osvobodi.

3. Obzalovany je nevinen a soud jej odsoudi. Jedna se o chybné rozhodnuti — tuto
chybu budeme oznacovat jako chybu prvniho druhu.

4. Obzalovany je vinen a soud jej osvobodi. Toto rozhodnuti je rovnéz chybné — budeme
tuto chybu oznacovat chybou druhého druhu.

V kazdém soudnim procesu se musi hledat jistd rovnovaha mezi tvrdosti a mirnosti.
Jednim extrémem je benevolentni soudce, ktery k usvédceni obzalovaného vyzaduje
velké mnozstvi dikazi. Takovy soudce jen z¥idka odsoudi nevinného (zfidka se dopusti
chyby prvniho druhu), ale dosti ¢asto osvobodi vinika (chyba druhého druhu). Druhym
extrémem je prisny soudce, kterému k usvédceni staci jen nékolik dikazt. Takovy soudce
posild do vézeni i jen pii stinu podezieni, ¢ili ¢astéji odsoudi nevinného (chyba prvniho
druhu), ale zfidka osvobodi darebaka (= zfidka se dopusti chyby druhého druhu).

druhu. Vseobecné se méa za to, ze zavazné€jsi je uvéznit nevinného, nez osvobodit dare-
baka. A proto se chybé odsouzeni nevinného prisuzuje druh ¢islo 1 a vénuje se ji vétsi
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pozornost. Ale nékde musi byt stanovena jista hranice, po jejimz prekroceni uz soud
pristoupi k rozhodnuti ,vinen*“ a bez skrupuli ¢lovéka potresta.

Vsimnéme si jedné véci, kterd plati jako obecny princip. Pokud se soudce snazi byt
mirny a odsoudi ¢lovéka az po nahromadéni velkého mnozstvi diikazi (snizuje tim moz-
nost vyskytu chyby prvniho druhu), sou¢asné narista nebezpeci, ze i kdyz je obzalovany
vinen, potifebné mnozstvi diikazii se nenajde a soud jej osvobodi (roste moznost vyskytu
chyby druhého druhu). Tj. sniZovanim moZnosti vyskytu chyby prvniho druhu roste
moznost vyskytu chyby druhého druhu — a naopak: pokud zvysujeme moznost vyskytu
chyby prvniho druhu, snizuje se moznost vyskytu chyby druhého druhu. Je vidét, ze
zddnou z chyb neni mozné naprosto vyrusit: pokud totiz snizujeme moznost vyskytu
chyby prvniho druhu az témétr na nulu, roste tim moznost vyskytu chyby druhého druhu
do obludnych rozméri a rozhodnuti u¢inéna timto stylem jsou nerozumna, az nemoudra.
Strategii v rozhodovacich procesech tohoto typu je tedy zvolit pravdépodobnost vyskytu
chyby prvniho druhu malou, ale ne prili§ malou.

Prejdéme nyni ke konkrétnéjsimu, i kdyz moznad méné vzletnému piikladu:

Priklad 21.2. Dva bratii, Vasek a Ondra, se porad hadali, ktery z nich vynese odpadky,
az jim otec nafridil, aby si vzdycky hodili korunou. Dokonce jim na to vyhradil jednu
starou, uz neplatnou minci. Kdyz padne lic, je na fadé Vasek. Kdyz rub, tak Ondra.
Vaskovi se zda, Ze lic pada podeziele ¢asto a ze ta mince je néjaka divna. Chtél by to
dokézat.

ReSeni. Reseni se celkem nabizi: Vasek minci mnohokrat hodi (pfi¢emz se bude snazit,
aby hody byly navzajem nezéavislé) a bude pozorovat, jak ¢asto pad4 lic a jak ¢asto rub.
Dejme tomu, ze hodil padesatkrat a lic padl tiicetkrat. Presvéd¢i nas to, ze na minci pada
lic ¢astéji? Nechame ted Vaska hazet a podivame se na matematickou stranku véci.

Oznac¢ime X nahodnou veli¢inu udavajici pocet licii pfi 50 hodech minci. Tato ndhodna
veli¢ina ma binomické rozdéleni s parametry n = 50 a p = 0,5 — to ovSem v pripadé,
Ze mince je vyvazena a lic na ni pada stejné casto jako rub. Budeme pro tuto chvili
predpokladat, ze mince vyvazena je, tj. ze opravdu p = 0,5. Za tohoto predpokladu
najdeme hranici, nad kterou se pocet licii dostane jen s velmi malou pravdépodobnosti.
Jestlize bude experimentem ziskanych 30 licti nad touto hranici, stalo se néco nec¢ekaného
a ucinime zavér, ze na minci lic pada opravdu podeziele Casto a ze parametr p bude vétsi
nez 0,5. Bude-li 30 pod nalezenou hranici, fekneme, ze vysledek neni prikazny a ze 30 licti
z 50 hodi je u vyvazené mince jesté v ocekavanych mezich. Hrani¢ni pravdépodobnost
neni nijak ,shiry ddna“, tu si volime a v praxi se vét$inou voli 5 %. Budeme tedy hledat
k, pro které je

P(X > k)=0,05 neboli P(X <k)=0,95.

Pfipomenme, Ze této hodnoté se fiké 0,95-kvantil. (Protoze X mé diskrétni rozdélen,
hleddme spis nejmensi hodnotu k, pro kterou bude pravdépodobnost 0,95 piekrocena,
protoZze presné 0,95 ndm pro zadné k vyjit nemusi.)
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Kdybychom pracovali pfimo s binomickym rozdélenim, bylo by nalezeni kvantilu pii ruc-
nim vypoctu velmi pracné az nemozné. Nastésti si mtizeme praci zjednodusit pomoci
normalniho rozdeéleni. Stfedni hodnota a rozptyl ndhodné velic¢iny X jsou

EX =p4=50-05=25 DX=0>=50-0,5-(1—05)=125.

Néhodn4 veli¢ina X mé proto pfiblizné normélni rozdéleni N(25;12,5), a tedy

g X2
12,5

Pfi hledéni meze k budeme postupovat podobné jako v piikladu 20.2 d). Najdeme 0,95-
kvantil ndhodné velic¢iny U a pak jej zpétné transformujeme:

PX<k)=PU<u)=®u) =09 = u=165

E

—25
12,5

=165 = k=3

Hledana hranice, ktera bude prekrocena pouze s pravdépodobnosti 0,05, je tedy 31 lict
(z 50 hodti). Protoze Vaskovi padl lic 30-krat a 30 lezi pod nalezenou mezi, nevyvazenost
mince se tésné, ale prece nepotvrdila. Kdyby Vaskovi padl lic tieba 35-krat, uz by to bylo
opravdu podezielé a zavér by byl, Ze mince vyvazena neni. O]

Nyni postup predvedeny v predchozim pfikladu jesté jednou projdeme s pouzitim odborné
terminologie. Testovali jsme tzv. nulovou hypotézu Hy: p = 0,5 (lic padé stejné ¢asto jako
rub), proti alternativni hypotéze H;: p > 0,5 (lic pada ¢astéji nez rub). Rozhodovali jsme
podle hodnoty testového kritéria — poctu licti pti 50 hodech. Predpokladali jsme, ze plati
Hy, a za tohoto predpokladu jsme nasli kriticky obor, do kterého testové kritérium padne
jen s velmi malou pravdépodobnosti, za tuto pravdépodobnost jsme zvolili a = 0,05.
Pro nas priklad vysel kriticky obor (31,50). Protoze hodnota testového kritéria ziskana
experimentem, tj. 30, do kritického oboru nepatfila, hypotéza H; testem nebyla prokazana.

Obecné se testovani provadi v téchto krocich:
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1. Vyslovime nulovou hypotézu H, a alternativni hypotézu H;.

2. Stanovime testové kritérium — nahodnou veli¢inu 7', podle které chceme o plat-
nosti nulové hypotézy H, rozhodnout.

3. Predpokladame, ze plati Hj, a najdeme kriticky obor W, do kterého testové
kritérium 7" padne jen se zvolenou malou pravdépodobnosti . Hodnotu « nazyvame
hladinou vyznamnosti testu. Kriticky obor W je tedy stanoven tak, aby

P(T € Wiplati Hy) = a,

a jeho hranici (hranice) tvoii odpovidajici kvantil (kvantily) ndhodné velic¢iny 7T'.

4. Zjistime hodnotu testového kritéria (zpracujeme vysledek konkrétniho pokusu ¢i
méfent).

5. Jestlize empirickd (tj. pokusem ziskand) hodnota kritéria lezi v kritickém oboru,
zamitame hypotézu H, ve prospéch alternativni hypotézy H; — hypotéza H; byla
prokazana. Pokud nameérend hodnota v kritickém oboru nelezi, hypotézu Hy neza-
mitame a hypotéza H,; se neprokazala.

Nulova hypotéza by méla jednoznacné urcovat rozdéleni zkoumaného znaku. Zpravidla
byva tvaru 0 = 6y, kde 0 je uréity parametr, napiiklad w,p,02,..., a 6y je konkrétni
hodnota. Hy tedy mtze byt p = 0,5, u = 4, apod. Nemiize byt tvaru p < 0,5, pro-
toze pak bychom nemohli presné najit kriticky obor. Naproti tomu alternativni hypotéza
casto popisuje to, co se snazime testem prokazat, a byva ve tvaru nerovnosti, pfipadné
tvaru 6 # 6y, napiiklad p > 0,5, u # 4, apod. Podle toho, jaké hodnoty T svédci ve
prospéch alternativy H; (nizké, vysoké, ptipadné oboji), rozliSujeme testy jednostranné a
oboustranné.
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Jestlize testujeme nulovou hypotézu Hy: 6 = 6, proti alternativni hypotéze
Hy: 0+ 0y,
provadime oboustranny test. Kriticky obor je pak tvaru (viz obrazek 21.1)
W = (tmin, ta2) U (t1—a/2, tmax) -
Jestlize je alternativni hypotéza tvaru
Hi: 0> 0,

provadime jednostranny, a to pravostranny test. Kriticky obor je pak tvaru (viz
obrazek 21.2)
W = (tlfaa tmax) .

Jestlize je alternativni hypotéza tvaru
Hll 9 < 00,

provadime jednostranny, a to levostranny test. Kriticky obor je pak tvaru (viz
obrazek 21.3)
W = (tmina ta) .

V prikladu 21.2 jsme tedy provadéli pravostranny test.

a/2 /2

kriticky obor t,/s obor pfijeti ti_a/2  kriticky obor

Obr. 21.1: Oboustranny test

V prikladu 21.1 jsme popsali mozna $patna rozhodnuti pii testovani. Re¢ byla o chybé 1.
a 2. druhu. Jak tedy miize testovani dopadnout? Mame ¢tyfi moznosti:
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kriticky obor ¢, obor prijeti

obor piijeti t1_qo kriticky obor

Obr. 21.2: Pravostranny test Obr. 21.3: Levostranny test

skutecnost: Hy plati | skutecnost: H; plati

rozhodnuti: Hy nezamitame spravneé chyba 2.druhu

rozhodnuti: Hy zamitame chyba 1.druhu spravneé

Chyba 1. druhu nastane, jestlize nulova hypotéza H, plati, ale my ji zamitneme.
Pravdépodobnost chyby 1. druhu je rovna hladiné vyznamnosti testu «,

P(H, zamitneme|H, plati) = a.

Chyba 2. druhu nastane, jestlize nulova hypotéza H, neplati (¢ili plati Hy), a pfitom
Hy neni zamitnuta. Pravdépodobnost chyby 2. druhu oznacime 5. S chybou 2. druhu
souvisi tzv. sila testu. Je to pravdépodobnost, Ze spravné zamitneme Hy, kdyz plati
alternativni hypotéza Hq,

sila jednostranného testu = P(H, zamitneme|H, neplati) = 1 — f.

Sila testu je pozitivni pojem — ¢im je sila testu vétsi, tim je tento test vhodnéjsi k na-
lezeni zavislosti mezi danymi proménnymi. Ovsem silu testu vétsinou nezname, protoze
pravdépodobnost § ¢asto nedokazeme urcit — k tomu bychom museli znat rozdéleni tes-
tového kritéria za predpokladu, ze plati alternativni hypotéza H;. Se silou testu souvisi
i nasledujici véc: pokud naméfena hodnota kritéria nepiekroci teoretické kritické hod-
noty, rikdme, ze ,hypotézu H, nezamitame*, nikoliv ,hypotézu H, prijimame®“. Pokud
totiz nas pouzity statisticky test mél malou silu, mohlo se stat, ze ackoliv zavislost mezi
veli¢inami nenalezl, ona ve skutecnosti existuje a Hy neplati. Z tohoto divodu se pouziva
tato ,opatrna“ terminologie.
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Dalsi obrat jsme uz také pouzili: pokud zamitame Hy, nekdy se tika, ze vysledek testu
je statisticky vyznamny (resp. zévislost mezi studovanymi veli¢inami je statisticky vy-
znamnd, nebo vliv jedné veli¢iny na druhou je statisticky vyznamny).

21.2 Testovani pomoci p-hodnoty

Nyni ukazeme jesté jeden zptsob, kterym lze rozhodnout o zamitnuti ¢i nezamitnuti nulové
hypotézy. Tato metoda byva implementovana ve statistickém softwaru a pracuje se v ni
s pojmem p-hodnota (anglicky p-value). Princip této metody si vysvétlime na piikladu
s Ondrou a Vaskem a hazenim minci, viz priklad 21.2.

Priklad 21.3. Vasek 50-krat nezavisle na sobé hodil minci a z toho m-krat mu padl lic.
Na hladiné vyznamnosti o = 0,05 testujte, zda na minci lic pada vyznamné castéji nez
rub, jestlize

a) m = 30,
b) m = 36

Reseni. Stejné jako v feeni piikladu 21.2 budeme pro zacatek pracovat s pfedpokladem
(hypotézou) Hy, Ze mince je vyvazena, a s ndhodnou veli¢inou X udévajici pocet lictt v 50
hodech. Jiz jsme zjistili, Ze hranice kritického oboru je 31 lict, plati P(X > 31) = a =
= 0,05. Je zfejmé, ze kdyz budeme brat ¢isla vétsi nez 31, napiiklad 33, pak P(X >
> 33) bude mensi nez . A naopak, pro ¢isla mensi nez 31 bude takova pravdépodobnost
vetsi nez a. Tim se dostavame k podstaté testovani pomoci p-hodnoty: zname vysledek
pokusu a chceme zjistit, zda spadé do kritického oboru, nebo do oboru pfijeti nulové
hypotézy, viz obrazek 21.2. Pro toto zjisténi nemusime hledat konkrétni hodnotu hranice
kritického oboru, nybrz vyuzijeme vysledek pokusu a vypocitame pravdépodobnost, ze
testové kritérium nabude hodnoty stejné nebo extrémneéjsi nez je tento vysledek. Tuto
hodnotu oznacime p — nezaménujte s parametrem p binomického rozdéleni! V nasem
pripadé bude p-hodnota udavat pravdépodobnost, ze X bude vétsi nebo rovné m ze zadani
prikladu. Jestlize tato pravdépodobnost vyjde mensi nez «, je zfejmé, ze jsme se dostali
za kritickou hranici (aniz bychom tuto hranici znali), a nulovou hypotézu Hy zamitneme.
Je-li pravdépodobnost vétsi nez «, pak nejsme za kritickou hranici a Hy nezamitame.

Pro vypocet v nasem ptipadé opét pouzijeme aproximaci binomického rozdéleni normal-
nim s korekci na nespojitost:

X ~Bi(50; 0,5) = piiblizné X ~ N(25; 12,5), U =

a) Vypocitame pravdépodobnost, Ze lic padne alespori 30-krat:

29,5 — 25

P(X >30)=P(X >295) =PU
(X 230) = P(X > 205) = P(U > =

) =1—®(1,27) = 0,102.
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V tomto pripadé je p-hodnota rovna 0,102 > o = 0,05. Tedy 30 v kritickém oboru nelezi
a hypotézu H, nezamitame. Neprokazalo se, Ze lic padéa castéji nez rub.

b) Vypoéitdme pravdépodobnost, Ze lic padne alespon 36-krat:

35,56 — 25

P(X >36) = P(X >35,5) = P(U
(X2 36) = P(X > 355) = P(U > =

)=1-9(3)=14-10"".

Tento vysledek mtizeme interpretovat tak, ze padnuti 36 nebo vice licii by bylo za pred-
pokladu, Ze je mince vyvazena, vysoce nepravdépodobné. Tentokrat jep = 1,4-1073 < «,
a to znamend, ze 36 je vyrazné za hranici kritického oboru. Proto hypotézu H, zami-
tame. Potvrdilo se, Ze mince je nevyvazena a lic na ni pada castéji nez rub.

Hodnota p vlastné udava posledni hladinu vyznamnosti, na které bychom Hj jesté zamitli:
V ¢&asti b) predchoziho piikladu vidime, Ze kdybychom test provadéli na hladiné vyznam-
nosti o = 0,01, nulovou hypotézu bychom pro 36 licti také zamitli, podobné pro oo = 1073,
zatimco pro hladinu vyznamnosti @ = 10™* bychom H, nezamitli (takto malé hladiny
vyznamnosti se vSak v praxi nevoli, protoZze by prili§ vzrostlo riziko chyby 2. druhu).

Reseni pomoci p-hodnoty ndm dava v jistém smyslu lepsi informaci nez feseni pomoci
hledani hranic kritického oboru. Prti testovani popsaném v predchozi kapitole pouze ro-
zezname, zda vysledek pokusu lezi nebo nelezi v kritickém oboru W. Podle velikosti
p-hodnoty ale navic pozname, nakolik je vysledek pokusu pritkazny. Je-li p mnohem mensi
nez «, pak muzeme Hj zamitnout ,ddraznéji“ nez v pripadé, Ze je p jen tésné mensi nez
a.

p-hodnota je pfesna nebo téz pozorovana hladina vyznamnosti. Udava nejmensi hod-
notu hladiny vyznamnosti, na které bychom nulovou hypotézu H, zamitli.

p=P(T >t)

kriticky obor
«

kriticky obor

«@
p

tea

i i1,(¥

Obr. 21.4: Testovani pomoci p-hodnoty, Obr. 21.5: Testovani pomoci p-hodnoty,
pravostranny test, Hy nezamitame pravostranny test, Hy zamitame
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21.3 Test hypotézy o parametru p binomického roz-
déleni

Tento test se téz oznacuje jako test podilu. Uz jsme jej v podstaté predvedli v pii-
kladu 21.2, kde jsme testovali, zda lic pada s pravdépodobnosti p = 0,5, nebo zda je
p > 0,5. Dalsim ptikladem pouZiti je situace, kdy chceme zjistit, jaky podil (kolik procent)
populace méa urcitou vlastnost. Miize se jednat o to, kolik procent lidi kupuje produkty
néjaké firmy, jaky je podil zmetkt mezi vyrobky, kolika procentiim pacientti poméaha ur-
¢ity 1ék, apod. Snazime se prozkoumat, jestli by toto procento mohlo byt rovno konkrétni
hodnoté pg. Nulova hypotéza zde vidy bude Hy: p = po. Alternativni hypotéza H; mize
byt p > po, p < po nebo p # po. Jako vzdy u statistického testovani, pro zacatek predpo-
kladame, ze plati H.

Predpokladejme tedy, Ze po-100 % lidi (nebo jinych objekti, které jsou zrovna predmétem
zkoumani) mé urcitou vlastnost, oznac¢me ji V. Nahodné vybereme n lidi — s tim, Ze n
je relativné velké, ovSem vzhledem k celkovému rozsahu populace malé (napf¥. vybirdme
10000 obcantt Ceské republiky). Pak miizeme nahodnou veli¢inu X uréujici pocet lidi
s vlastnosti V' popsat pomoci hypergeometrického rozdéleni, ovsem — podle kapitoly 17.3.1
— i pomoci binomického rozdéleni,

X ~ BI(TL, pO)

V kapitole 20.3 jsme ukazali, ze X ma piiblizné normalni rozdéleni,

Fibl.
X "7 N(npo, npo(1 — po))-

Za testové kritérium muzeme zvolit pravé nahodnou velicinu X udéavajici pocet objekti
se zkoumanou vlastnosti V' mezi n ndhodné vybranymi objekty. V praxi se ale castéji jako
testové kritérium pouziva jeji normovana hodnota. Jiz vime, zZe

X —npy  pribl.
_ & r

npo(1 — po) N1

Ve zlomku jesté mizeme citatel i jmenovatel vydélit n a dostaneme

X — Po ¥ibl
U=—2—2% . /"2 N(,1).
Po(1 — po)

Vyraz X/n udava, jakd ¢ast (kolik procent) z celkového poétu objektt méa vlastnot V.
Hodnoty ziskané pokusem pak oznac¢ime malymi pismeny: x znaci, kolik objekti ma vlas-
nost V', a u je odpovidajici normovana hodnota. Tyto empirické hodnoty pak porovnavame
s prislusnymi kvantily ndhodné veliciny X, resp. ndhodné veli¢iny U. Jesté pfipomenme,
ze pro kvantily standardizovaného normalniho rozdéleni plati u, = —uq_,.
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Test hypotézy o parametru p binomického rozdéleni
Nulova hypotéza: Hy: p = pg
Testové kritérium je
X — £ Fibl.
- o BN, 1), (21.1)
v/ npo(l = po) po(1 — po)

kde nahodna veli¢cina X udava, kolik objekti z celkového poc¢tu n ma vlastnost V.
Empiricka hodnota je u.

e Oboustranny test

Alternativni hypotéza Hi: p # po

Kriticky obor: W = (—oo,ua/g) U (ul_a/g, oo) = {u: |ul > ui_q2}

Obor prijeti Hy: <ua/2,u1,a/2> = <—u1,a/2,u1,a/2> ={u: |u| <ui_qy2}

—U1—a/2 LU < Ui_qj2 = Hy nezamitame; [u| > U1_qj2 = Hy zamitdme.
e Pravostranny test

Alternativni hypotéza Hy: p > py

Kriticky obor: W = (u1_q4,00) = {u: u > uy_4}

Obor prijeti Hy: (—00,u1_q) = {u: u < up_qo}

u < Uui_o = Hy nezamitame; U > Ui_o = Hy zamitame.

e Levostranny test
Alternativni hypotéza Hy: p < po
Kriticky obor: W = (—o00,uq) = {u: u < uy}
Obor piijeti Ho: (Ua,00) = {u: u > uy}
u > u, = Hy nezamitame; u < u, = Hy zamitame.

Priklad 21.4. V Kocourkové kouti 40 % lidi. Ministerstvo zdravotnictvi by chtélo toto
procento snizit, a proto spusti osvétovou kampan. Po probéhnuti kampané byl proveden
prizkum mezi 1000 obyvatel. Bylo zjisténo, ze kouii 360 z nich. Testujte na hladiné
vyznamnosti a = 0,05, zda se pocet kuraki vyznamné snizil.

Reseni. Nulova hypotéza bude, Ze pocet kuraku zustal na Ctyficeti procentech, a alter-
nativni hypotéza, ze se snizil:

Hy: p=04, H;: p<04,

provadime levostranny test.

Ptedvedeme 3 mozné postupy. Ctendf si pak pro své vlastni vypocéty miiZze vybrat ten,
ktery mu nejlépe vyhovuje.

I) Jako kritérium pouzijeme veli¢inu X, kterd popisuje pocet kufaki mezi 1000 ndhodné
vybranych lidi. Za pfedpokladu platnosti Hy je X ~ Bi(1000;0,4), EX = 1000-0,4 = 400,
DX =1000-0,4-0,6 = 240, a tedy piiblizné X ~ N(400, 240).
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Protoze provadime levostranny test, hleddme kritickou hodnotu, pod kterou bude X s

pravdépodobnosti a:
P(X < X};) =0,05

Kritickd U-hodnota je pro a = 0,05 rovna g5 = —ug,95 = —1,65. Tedy
X =400 — 240 - 1,65 = 374
a kriticky obor je
W =(0,374).
Hodnota ziskana prizkumem je 360, coz v kritickém oboru lezi. Nulovou hypotézu H,

tedy zamitame, zavér je, ze pocet kurakt se snizil.

IT) Pouzijeme postup vyse popsany v ramecku, tj. za testové kritérium bereme normovanou
hodnotu podle (21.1).

360,/1000 — 0,4 ,
- V1000 = —2.58
b /0406 ’

Provadime levostranny test, najdeme proto ugos = —up95 = —1,60.

Protoze —2,58 < —1,65, ocitli jsme se v kritickém oboru a Hy zamitame, kuraki je méné
nez diiv.

Postupy I a II jsou zcela ekvivalentni a musi vést ke stejnému zavéru (viz téz obrazky 21.6
a 21.7, vSimnéte si predev§im méfitka na obou osach).

0451

0.03r
0.4
0.025 035l
0.02r 0.3r 0‘95
0.25-
0.015
0.2
0.011 0.151
0.005} o1 0,05
0.05-
o
or 1
—2,58 —1,65 0 "
-0.005 . . . : : ) -0.05 ' . . . . . . )
340 360 380 400 420 440 460 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Obr. 21.6: Test podilu, postup I Obr. 21.7: Test podilu, postup II

IIT) Test miizeme provést i pomoci p-hodnoty (viz kapitola 21.2). Vypocitame pravdépo-
dobnost, Ze pocet kuidkt mezi vybranym 1 000 lidi nabude hodnoty 360 nebo extrémnéjsi,
tj. v nasem piipadé nizsi:

P(X < 360) = P(U < —2,58) = ®(—2,58) = 0,005 < a = 0,05.

Tedy 360 urcité lezi v kritickém oboru a H, zamitame.
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21.4 Test stfedni hodnoty priumeéru meéreni pri zna-
mém rozptylu nebo velkém rozsahu vybéru

V kapitolach 20.1 a 20.2 jsme ukézali, ze mame-li n nezavislych nahodnych velicin X;
se stejnym rozdélenim (tim padem se stejnou stiedni hodnotou p a rozptylem o?), pak
primér X z té&chto nadhodnych veli¢in ma bud piimo normélni rozdéleni (v piipadé, Ze
X; ~ N(u,0?)), nebo (pro velké n) se jeho rozdéleni k normalnimu blizi. Tohoto faktu ted
vyuzijeme pii testovani hypotéz o stfedni hodnoté.

21.4.1 Test hypotézy o stiredni hodnoté

Mame k dispozici n empiricky ziskanych hodnot 1, xs, ..., x,. Mize jit napriklad o hod-
noty ziskané méfenim n rtznych vyrobki téhoz typu. ,Méfenim“ ted myslime zkoumani
vlastnosti, kterd nas zrovna zajima — rozmeért, zivotnosti, obsahu urcité latky nebo nej-
riznéjsich jinych parametri. Na zakladé téchto n méfeni se snazime rozhodnout, jestli
stfedni hodnota zkoumané nahodné veli¢iny miize byt rovna urcitému pg, nebo jestli do-
sahuje prokazatelné vyssi/nizsi/jiné hodnoty. Pfitom pro zacatek budeme pfedpokladat,
ze rozptyl 0% zndme (coz bohuzel neni piili§ realistické).

Ptedpokladejme, Ze zkoumand ndhodna veli¢ina X m4 normdlni rozdéleni, X ~ N(u, o?),
nebo si nejsme jisti, jestli je ma, ale mame k dispozici velky pocet méreni. Jako testové
kritérium muzeme pouzit bud pfimo ndhodnou veli¢inu

2
7~N(u,“—),
n

nebo, podobné jako v pfedchozi kapitole, ji mizeme normovat, coz se pouziva cCastéji.
V tom pripadé jako testové kritérium bereme

X — X
U: //l/:

;“\/HN N(0,1).

o2

n

Jestlize rozptyl o nezndme, coz je v praxi obvyklé, pak pouZijeme jeho odhad s? vypoci-
tany podle (11.8). Komplikace je v tom, ze ndhodn4 veli¢ina

X_“\/ﬁ, kde S?— 1 (X —X)?,

T —
V52 n_lizl

uz nema normalni rozdéleni, ale tzv. Studentovo t-rozdéleni s (n — 1) stupni volnosti,
T ~ t(n—1). Mame-li k dispozici tabulku kvantilti Studentova rozdéleni, resp. statisticky
software, poradime si i s timto problémem. Protoze se uz ale blizZime ke konci naseho
uvodniho kurzu pravdépodobnosti a statistiky, nechame si Studentovo rozdéleni na pristi,
jiz jen vybérovy predmét o statistice - MPSO v navazujicim magisterském studiu. Nastésti
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se pro velké n Studentovo rozdéleni priblizuje k norméalnimu, takze jsme zase tam, kde
jsme byli.

Test hypotézy o stiedni hodnoté p, jestliZe rozptyl zname nebo je rozsah
vybéru velky

Nulova hypotéza: Hy: 1 = o

Testové kritérium je pfi znAmém rozptylu o>

X\/;_Q”O - /n ~N(0,1), (21.2)

nebo pii neznamém rozptylu a velkém rozsahu vybéru

U:

X_,UO pribl.
U=2"H0 m PN, 1). 21.3
AN ) 219

Empiricka hodnota je u.

e Oboustranny test
Alternativni hypotéza Hi: u # g
Kriticky obor: W = (—oo,ua/g) U (Ul_a/g, oo) = {u: |ul > ui_qy2}
Obor prijeti Hy: <ua/2,u1,a/2> = <—u1,a/2,u1,a/2> ={u: |u| <ui_qy2}
—U1—a/2 < U < Ui_qj2 = Hy nezamitame; [u| > u1_qj2 = Hy zamitdme.

e Pravostranny test
Alternativni hypotéza Hi: > g
Kriticky obor: W = (uj_4,00) = {u: u > u1_4}
Obor pitijeti Hp: (—o0,ui—q) = {u: u <uj_o}
u < Ui_o = Hy nezamitame; U > Ui_o = Hy zamitame.

e Levostranny test
Alternativni hypotéza Hy: pu < g
Kriticky obor: W = (—00,uq) = {u: u < uy}
Obor piijeti Ho: (Ua,00) = {u: u > uy}
u > u, = Hy nezamitame; u < U, = Hy zamitame.

Test 1ze provadét taktéz pomoci p-hodnoty.

Priklad 21.5. V ramci testovani vysledk naseho skolstvi se pfed néjakou dobou usta-
novilo, ze vsichni Z4ci posledniho ro¢niku zakladnich skol v Ceské republice pisi srovnéavaci
test z matematiky. Je znamo (z vysledkt v predchozich letech), ze ohodnoceni testu ma
normaélni rozdéleni se stiedni hodnotou p = 500 bod a smérodatnou odchylkou o = 100
bodu (jedné se o teoretické rozdéleni celé populace zaki).

Jako soucast projektu dotovaného Evropskou unii vyvinuli akademicti pracovnici program
INTEL, jehoz cilem je zlepsit znalosti matematiky zactva, zejména pak zlepsit vysledky
souhrnného testu.
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Chtéji sviij program INTEL otestovat, a proto ndhodné vybrali 25 zakt z CR a program
zaslali kazdému z nich. Po provedeni testu z matematiky se ukazalo, ze primér ohodnoceni
danych 25 zakt je T = 540. Otazka zni: lze nyni Tict, ze program INTEL zlepsuje vykon
v testu, nebo se jen ndhodou vybralo 25 studentd s vysSsim vykonnostnim primérem
v matematice? Jako hladinu vyznamnosti testu zvolime pro zménu a = 0,01 a budeme
predpokladat, ze smérodatna odchylka ztistala nezménéna, tj. o = 100.

Reseni. Budeme testovat nulovou hypotézu, Ze pramérny pocet bodi ziskanych v testu
se nezmeénil,
Hy: p= 500,

proti alternativni hypotéze, Ze se zvysil (jednostranny test - miZzeme piedpokladat, ze
program znalosti matematiky nezhorsuje),

Hy: p> 500.
Podobné jako v prikladu 21.4 predvedeme t¥i moznosti feSeni: piimo s hodnotou 7, s jeji
normovanou hodnotou (postup z ramecku) a pomoci p-hodnoty.
I) Jako kritérium zvolime nahodnou veli¢inu X, ktera popisuje primér hodnot 25 ndhodné

vybranych zaki. Za predpokladu platnosti Hy je

— 1002 -
X ~N(500,—= ). i X ~N(500,400)

Kriticka hodnota je 0,99-kvantil nahodné veli¢iny X:
500 + V400 - 2,33 = 547,
kriticky obor je tedy
W = (547, plny pocet bodi z testu)

Hodnota ziskana pokusem je 540 bodti, coz v kritickém oboru nelezi. Protoze 540 < 547,
Hy nezamitame a uzavirdme, Ze program ,ve skutecnosti“ (resp. na hladiné vyznamnosti
a = 0,01) matematické schopnosti studentt nezlepsuje. Kdybychom ovSem test provadéli
na hladiné vyznamnosti 0,05, Hy bychom zamitli (vypocet pfenechdme ¢tenéii). Vidime,
ze hladina vyznamnosti predstavuje jakousi ochotu pripustit, ze doslo ke zméné — ¢im
mensi «, tim jsme opatrnéjsi pri zavrhovani Hy.

IT) Vypocitame normovanou hodnotu podle (21.2):

540 — 500
T
Y 100

Hranice kritického oboru je
U0,99 = 2,33

Protoze 2 < 2,33, naméfena hodnota v kritickém oboru nelezi a Hy nezamitame.
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I1I) Vypoéitame p-hodnotu neboli pravdépodobnost, ze X nabude hodnoty 540 nebo
extrémnéjsi, v nasem pripadé veétsi:

P(X >540) = P(U >2) =1— ®(2) = 0,023

Tato hodnota je vétsi nez a = 0,01, a proto 540 nelezi v kritickém oboru a Hy nezamitame.
Zde snadno vidime, Ze na hladiné vyznamnosti 0,05 bychom H, zamitli, viz komentar
k postupu I.

]

21.4.2 Test hypotézy o rovnosti dvou stfednich hodnot

Snazime se porovnat stfedni hodnoty u dvou riznych populaci. Mtze jit o dvé skupiny
vyrobkl zpracovanych jinou technologii, dvé skupiny pacientii, z nichz kazda je lécena
jinou metodou a pod.

Budeme mit k dispozici n; méreni ndhodné veli¢iny X; popisujici prvni populaci a no
méfeni nahodné veli¢iny X5 popisujici druhou populaci, pficemz X; a X5 jsou nezavislé.
Jsou-li rozsahy vybérid malé, musime predpokladat, ze X; a X5 maji normalni rozdéleni.
Je-li n; a ny velké, predpoklad normality muzeme vynechat. Cilem bude rozhodnout,
zda jsou stiedni hodnoty obou vybérovych primért X; a X, stejné, nebo zda je jeden
z nich v&tsi/mensi/jiny nez druhy. Opét budeme piedpokladat, Ze rozptyly o2 a o2 zname.
V piipadé velkého poc¢tu méfeni je znit nemusime, miZeme pouZit jejich odhady s? a
s2 a pritom zlstat u normalniho rozdéleni (viz tvod kapitoly 21.4.1). Kdyby rozsahy
vybért byly malé, muselo by se pfi pouziti odhadu rozptylu opét pracovat se Studentovym
t-rozdélenim.

Pro v{bérové priméry X; a X, plati

2 2
— o — o
XlNN(/J’lv_l)v X2NN(M27_2>
nq U]
Piedmétem naSeho zijmu bude ndhodna velidina X; — X,. Podle véty 20.3 mé tato
nahodna veli¢ina také normalni rozdeéleni,

71 - 72 ~ N(,LL, 02)7

kde podle pravidel pro pocitani se stfednimi hodnotami a rozptyly ((16.4) a (16.9)) je

2 2
p=EX) ~Xa) = — o, 0>=D(X; - Xa) =2+ 2,
1 Mo

Chceme-li testovat, zda jsou obé stfedni hodnoty stejné, volime nulovou hypotézu
Hy: py = po neboli_ Hy: o= — f2 = 0 a jako testové kritérium bychom mohli pouzit
nahodnou velicinu X — X, avsak prakticky se pouziva spiSe normovana verze
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Test miizeme samoziejmé provést i pomoci p-hodnoty.

nebo je rozsah vybéru velky
Nulova hypotéza: Hy: 1 = j13 — i = jio
Testové kritérium je pti zndmych rozptylech o2 a o2

nebo pri neznamych rozptylech a velkych rozsazich vybérta

Empiricka hodnota je u.

e Oboustranny test

Alternativni hypotéza Hi: p # 0 neboli py # o

Kriticky obor: W = (—oo,ua/g) U (ul,a/Q, oo) ={u: |[u| > u1_q/2}

Obor prijeti Hy: <ua/2,u1_a/2 = —Ul_a/g,ul_a/2> = {u: |u| <ui_qy2}

—Ui—q/2 S U < Up_q/2 = Hy nezamitame; [u| > u1_qj2 = Hy zamitdme.
e Pravostranny test

Alternativni hypotéza Hy: p > 0 neboli pg > po

Kriticky obor: W = (u3_4,00) = {u: u > u1_4}

Obor piijeti Ho: (—00,u1—q) = {u: u < uj_o}

u < uy_o = Hp nezamitame; U > Uj_q = Hy zamitame.

e Levostranny test
Alternativni hypotéza Hy: p < 0 neboli p; < o
Kriticky obor: W = (—00,u,) = {u: u < uq}
Obor ptijeti Hp: (Ug,00) = {u: u > uy,}
u > u, = Hy nezamitame; u < U, = Hy zamitame.

Test hypotézy o rovnosti dvou stfednich hodnot, jestlize rozptyly zname

X, -X
U="~—2 ~N(0,1) (21.4)
P

X1 — X5 pribi.
U= == 7 N(0,1). (21.5)

Priklad 21.6. Vratme se k situaci z pfikladu 21.5. Komeréni softwarova firma rovnéz
vyvinula program pro vyuku matematiky (s ndzvem KILL) a chce jej skolam prodévat.
Reditel gkoly zvazuje, zda program koupit, nebo zda vyuzivat program INTEL (v testu
z predchoziho prikladu se spokojil s hladinou vyznamnosti a = 0,05 a véfi, zZe program
INTEL poméhd). Chtél by proto zjistit, ktery z obou konkurenénich programt INTEL a

KILL je lepsi, tj. ktery vice zvySuje iroven matematickych znalosti.

Ziskal testovaci verzi programu KILL a pfedal ji 32 ndhodné vybranym studentim. Jinych
32 ndhodné vybranych studenttt mélo pracovat s programem INTEL. Po provedeni testu
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z matematiky ziskal od téchto 64 studentl vysledky jejich ohodnoceni a spocetl prameéry
ptislusnych hodnot. U programu INTEL Z; = 600, u programu KILL 7, = 533 (v obou
ptipadech velikost vzorku n; = ny = 32).

Aby zjistil, do jaké miry je jeho méfeni reprezentativni a zda rozdil primeéra neni pouze
nahodny (tj. zpusobeny napf. tim, ze program INTEL byl rozdan mezi studenty, ktetfi byli
nahodou chytfejsi, ale ne tim, ze by INTEL byl lepsi nez KILL), sdhne ke statistickému
testu na hladiné vyznamnosti o = 0,05. Budeme i nadale predpokladat, ze smérodatna
odchylka se nezménila, tj. o0y = 09 = 100.

Reseni. Budeme testovat nulovou hypotézu, Ze pramérny pocet bodt ziskanych v testu
je u obou skupin stejny

Ho: p=p1 —p2 =0,
proti alternativni hypotéze, ze se stfedni hodnoty od sebe lisi (musime pouzit oboustranny
test, protoZze nevime, ktery z programu je lepsi),

H1/1,7é0

Tentokrat predvedeme jen dvé moznosti feseni: postup z rdmecku a test pomoci p-hodnoty.

Vypoé¢itame normovanou hodnotu podle (21.4):

y— 600 — 533 _ 268,
2 2

Kriticky obor bude u oboustranného testu rozdéleny na dvé ¢asti (viz obrazek 21.1),
budeme hledat kvantily pro «/2 = 0,025 a 1 — /2 = 0,975. Tyto kvantily jsou

U975 = 1,96, w025 = —1,96

a kriticky obor je
W = (—o0; —1,96) U (1,96; o).

Protoze 2,68 > 1,96, namérena hodnota lezi v kritickém oboru a Hy zamitame. Na hladiné
vyznamnosti a = 0,05 se ukézalo, ze p; > po, tzn. program INTEL je lepsi nez program
KILL.

Nyni jesté test zopakujeme pomoci p-hodnoty. U oboustranného testu si musime trosku
rozmyslet, co délat, doporucujeme ¢tenari, aby si nakreslil obrazek. Protoze 7, = 600 >
> 533 = T», vysledek pokusu nemiize lezet v levé ¢asti kritického oboru. Budto je v
jeho pravé ¢asti, nebo je v oboru piijeti. Vypod¢itame proto pravdépodobnost, ze X; —
— X, nabude hodnoty 600 — 533 = 67 nebo extrémnéjsi, v nasem piipadé vétsi. Tuto
pravdépodobnost pak porovndme s /2 (zde je zména oproti jednostrannym testtim).

P(X,— X3 >67) = P(U >2,68) =1— ®(2,68) = 0,004.

Tato hodnota je mensi nez /2 = 0,025, a proto 67 lezi v kritickém oboru a Hy zamitame.
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Jestlize je ¢tenar zmaten a chtél by pro test pomoci p-hodnoty u oboustranného testu
néjaky algoritmictéjsi postup, ktery by mohl aplikovat bez porozuméni véci a bez kresleni
obrazki, mtize pocitat p = 2P(T > |t|) a vysledek porovnat s . V piipadé, Ze p < a, Hy
zamitame, v opa¢ném pripadé Hy nezamitame. O

Testy uvedené v této kapitole jsou prikladem prvnich ,praktickych® statistickych testi,
které jsou uzivany. Uz jsme ale vidéli, ze v pripadé, Ze rozptyl nezname a mame jen
maly rozsah vybéru, nevystacime jiz pouze s normélnim rozdélenim. Kdybychom chtéli
zkoumat i rovnost rozptyld u dvou populaci, potiebovali bychom tzv. Fisher-Snedecorovo
rozdéleni. Jindy zase chceme ovérit, zda nahodny vybér pochazi z urcitého typu rozdéleni.
Pak se provadi tzv. test dobré shody, kde se vyuziva Pearsonovo x? rozdéleni. Je zfejmé,
ze statistiku jsme zatim zahlédli jen letmo a mame jesté spoustu zajimavych naméta pro
dalsi praci. VSem, které pravdépodobnost a statistika zaujala (autofi neztréceji nadéji, ze
se nékdo takovy najde), doporuc¢ujeme predmét MPSO v névazném magisterském studiu.

Maplety
Odkazy na nékteré maplety:

1. Normaélni rozdéleni — vypocet kvantilu


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstNormKvantil.html
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22 (Generovani nahodnych cdisel
z vybraného rozdéleni

Pro simulaci riiznych procesii je nékdy potifeba vygenerovat fadu ndhodnych ¢isel, ktera
budou mit urcité rozdéleni pravdépodobnosti. Vétsina programovacich prostiedi ma k dis-
pozici funkci pro generovani pseudonahodnych ¢isel, obvykle se tato funkce jmenuje rand
nebo random. Tyto funkce nékdy generuji cela ¢isla v urc¢itém rozmezi, napi. v jazyku
C funkce rand generuje celé ¢islo mezi 0 a konstantou RAND MAX (kterd muze mit
rtiznou hodnotu, zpravidla 32767), jindy desetinna ¢isla mezi 0 a 1 — napt. funkce rand
v Matlabu. At tak ¢i onak, tato ¢isla mivaji rovhomérné rozdéleni a néjakym zptisobem
se daji znormovat na interval (0,1). My se nebudeme zabyvat algoritmy pro generovani
téchto cisel, ac¢ je to téma také zajimavé, ale budeme se snazit zaridit, aby se z cisel
rozdé€lenych rovnomérné stala ¢isla se zadanym rozdélenim pravdépodobnosti.

22.1 Metoda inverzni transformace

Dale popsany postup by teoreticky mohl byt univerzalni pro Sirokou skupinu nadhodnych
veli¢in, kdyby nenarazel na praktickd omezeni. Pfedpokladejme, ze mame k dispozici
funkci, ktera generuje rovnomérné rozdélend ndhodna ¢isla z intervalu (0, 1). Chceme tato
¢isla transformovat tak, aby predstavovala hodnoty ndhodné veli¢iny X se znamou distri-
buéni funkci. Vyuzijeme toho, ze distribu¢ni funkce predstavuje prechod mezi hodnotami
pravdépodobnosti z intervalu (0;1) a hodnotami, kterych nabyva veli¢ina X. Abychom
ziskali hodnotu veli¢iny X, ndhodné vygenerujeme hodnotu p z intervalu (0,1). Jestlize
je distribuéni funkce prosta (coz u ,rozumnych“ spojitych ndhodnych veli¢in vétsinou je),
pak této hodnoty p nabyva v jediném bodé t,, ktery se nazyva p-kvantil — viz obrazek
22.1, na kterém je distribu¢ni funkce exponencialniho rozdéleni. Vyfesime tedy rovnici

F(tp) =p (22.1)

a za vygenerovanou hodnotu pak vezmeme pravé toto t,.

Problém je v tom, Ze u mnoha ndhodnych veli¢in m4 distribu¢ni funkce piedpis bud slozity,
nebo dokonce viibec nelze vyjadfit pomoci elementarnich funkei (napf. u normdlniho
rozdéleni). Resenf rovnice (22.1) je pak sloZité, ne-li tiplné nemozné.
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tp T
Obr. 22.1: Nalezeni hodnoty ¢, pro dané p € (0, 1)

Z probranych rozdéleni lze tento postup snadno pouzit u rozdéleni rovnomérného a ex-
ponencialniho. U rovnomérného rozdéleni na intervalu (a, b) jde €isté o to, ,roztdhnout*
nahodna ¢isla z intervalu (0, 1) na interval (a,b). To se podafi pomoci tranformace

t,=a+(b—a)-p.

U exponencialniho rozdéleni je pro # > 0 distribu¢ni funkce F(z) = 1 — e, takze je
nutno vyresit rovnici

p=1-— e_)"tp,

coz vede k vysledku

t, = —% In(1 — p). (22.2)

Pro normaélni rozdéleni by Sla rovnice (22.1) fe$it jen velmi tézko, bylo by nutno pouzit
vhodnou numerickou metodu. Proto se pro generovani normalné rozlozenych ndhodnych
¢isel pouzivaji specialni algoritmy, jejichz popis presahuje ramec naseho kurzu.

22.2 Generovani nékterych diskrétnich nahodnych
velicin

Pro generovani ndhodnych c¢isel s nékterymi diskrétnimi rozdélenimi existuji postupy, na
které byste asi pfi trose premysleni prisli sami.
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22.2.1 Generovani hodnot binomického rozdéleni

Chceme-li generovat ndhodny vybér z binomického rozdéleni s parametry n a p (pfipo-
menme, ze n je pocet pokust a p pravdépodobnost tspéchu v jednom pokusu), pak staci
vygenerovat ndhodné ¢islo r € (0,1). JestliZze je vygenerované ¢islo mensi nebo rovné
p, bereme to jako uspésny pokus. Jestlize je vétsi, nastal netispéch. Toto celkem n-krat
zopakujeme a spocitame, kolik bylo tispéchi.

V nékterych ptipadech nemusime generovat ndhodnd ¢isla z intervalu (0, 1) a porovnévat
je s p, ale mizeme se drzet vécné podstaty pokusu. Chceme-li simulovat hézeni hraci
kostkou (zkoumana nahodnd veli¢ina by mohla udavat tfeba pocet Sestek v 10 hodech),
muzeme generovat piimo celd ¢isla z mnoziny {1,...,6}, apod.

22.2.2 Nahodné generovani hodnot Poissonova rozdéleni

Pfi ndhodném generovani hodnot veli¢iny X s Poissonovym rozdélenim Po(\) vyuZzijeme
vztahu mezi exponencialnim a Poissonovym rozdélenim — opakované generujeme hodnoty
veliiny s exponencidlnim rozdélenim (viz (22.2)), tj. doby ¢ekdni na dalsi udélost, a
sC¢itame je, dokud nepfesdhnou danou casovou jednotku; pak ndhodna hodnota velic¢iny
X je rovna poctu téchto opakovani zmensenému o jednicku.

Priklad 22.1. Vygenerujte ndhodnou hodnotu z Poissonova rozdéleni s parametrem \ =
=3.

Reseni. Postupné generujeme nahodné hodnoty veli¢iny s exponencialnim rozdélenim
podle (22.2), ziskdvame

0,1626 0,0176 0,2447 0,1318 0,9436.

Nyni soucet téchto péti hodnot presahl ¢asovou jednotku 1, a proto ndhodné ziskana
hodnota Y je rovna 5 — 1 = 4.

Podrobnéji 1ze tento vysledek interpretovat takto: na prvni udalost jsme cekali 0,1626
jednotky c¢asu, na druhou 0,0176 jednotky casu, tj. b€hem 0,1626 + 0,0176 jednotek c¢asu
prisly 2 udalosti, podobné pro tieti udalost. Prvni ¢tyii udéalosti nastaly béhem 0,1626 +
40,0176 4+ 0,2447 40,1318 = 0,5567 jednotek casu, zatimco pata pfisla az v case 0,5567 +
+ 0,9436 = 1,5003. Tedy celkem béhem jednotky casu nastaly 4 udalosti. O

Maplety
Odkazy na nékteré maplety:

1. Generovani vzorku z vybraného rozdéleni


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstGenerovaniVzorku.html
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Hodnoty distribu¢ni funkce ®(u) - 1.¢ast

®(u)

®(u)

®(u)

®(u)

®(u)

0,00
0,01
0,02
0,03
0,04
0,05
0,06
0,07
0,08
0,09
0,10
0,11
0,12
0,13
0,14
0,15
0,16
0,17
0,18
0,19
0,20
0,21
0,22
0,23
0,24
0,25
0,26
0,27
0,28
0,29

0,5000000
0,5039894
0,5079783
0,5119665
0,5159534
0,5199388
0,5239222
0,5279032
0,5318814
0,5358564
0,5398278
0,5437953
0,5477584
0,5517168
0,5556700
0,5596177
0,5635595
0,5674949
0,5714237
0,5753454
0,5792597
0,5831662
0,5870604
0,5909541
0,5948349
0,5987063
0,6025681
0,6064199
0,6102612
0,6140919

0,30
0,31
0,32
0,33
0,34
0,35
0,36
0,37
0,38
0,39
0,40
0,41
0,42
0,43
0,44
0,45
0,46
0,47
0,48
0,49
0,50
0,51
0,52
0,53
0,54
0,55
0,56
0,57
0,58
0,59

0,6179114
0,6217195
0,6255158
0,6293000
0,6330717
0,6368307
0,6405764
0,6443088
0,6480273
0,6517317
0,6554217
0,6590970
0,6627573
0,6664022
0,6700314
0,6736448
0,6772419
0,6808225
0,6843863
0,6879331
0,6014625
0,6949743
0,6984682
0,7019440
0,7054015
0,7088403
0,7122603
0,7156612
0,7190427
0,7224047

0,60
0,61
0,62
0,63
0,64
0,65
0,66
0,67
0,68
0,69
0,70
0,71
0,72
0,73
0,74
0,75
0,76
0,77
0,78
0,79
0,30
0,81
0,82
0,33
0,84
0,85
0,36
0,87
0,38
0,89

0,7257469
0,7290691
0,7323711
0,7356527
0,7389137
0,7421539
0,7453731
0,7485711
0,7517478
0,7549029
0,7580363
0,7611479
0,7642375
0,7673049
0,7703500
0,7733726
0,7763727
0,7793501
0,7823046
0,7852361
0,7881446
0,7910299
0,7938919
0,7967306
0,7995458
0,8023375
0,8051055
0,8078498
0,8105703
0,8132671

0,90
0,91
0,92
0,93
0,94
0,95
0,96
0,97
0,98
0,99
1,00
1,01
1,02
1,03
1,04
1,05
1,06
1,07
1,08
1,09
1,10
1,11
1,12
1,13
1,14
1,15
1,16
1,17
1,18
1,19

0,8159399
0,8185887
0,8212136
0,8238145
0,8263912
0,8289439
0,8314724
0,8339768
0,8364569
0,8389129
0,8413447
0,8437524
0,8461358
0,8484950
0,8508300
0,8531409
0,8554277
0,8576903
0,8599289
0,8621434
0,8643339
0,8665005
0,8686431
0,8707619
0,8728568
0,8749281
0,8769756
0,8789995
0,8809999
0,8829768

1,20
1,21
1,22
1,23
1,24
1,25
1,26
1,27
1,28
1,29
1,30
1,31
1,32
1,33
1,34
1,35
1,36
1,37
1,38
1,39
1,40
1,41
1,42
1,43
1,44
1,45
1,46
1,47
1,48
1,49

0,8849303
0,8868606
0,8887676
0,8006514
0,8925123
0,8943502
0,8961653
0,8979577
0,8097274
0,9014747
0,9031995
0,9049021
0,9065825
0,9082409
0,9098773
0,9114920
0,9130850
0,9146565
0,9162067
0,9177356
0,9192433
0,9207302
0,9221962
0,9236415
0,9250663
0,9264707
0,9278550
0,9292191
0,9305634
0,9318879
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TABULKA HODNOT DISTRIBUCNI FUNKCE NORMALNIHO ROZDELEN{

Hodnoty distribu¢ni funkce ®(u) - 2.¢ast

®(u)

®(u)

®(u)

®(u)

®(u)

1,50
1,51
1,52
1,53
1,54
1,55
1,56
1,57
1,58
1,59
1,60
1,61
1,62
1,63
1,64
1,65
1,66
1,67
1,68
1,69
1,70
1,71
1,72
1,73
1,74
1,75
1,76
1,77
1,78
1,79

0,9331928
0,9344783
0,9357445
0,9369916
0,9382198
0,9394392
0,9406201
0,9417924
0,9429466
0,9440826
0,9452007
0,9463011
0,9473839
0,9484493
0,9494974
0,9505285
0,9515428
0,9525403
0,9535213
0,9544860
0,9554345
0,9563671
0,9572838
0,9581849
0,9590705
0,9599408
0,9607961
0,9616364
0,9624620
0,9632730

1,80
1,81
1,82
1,83
1,84
1,85
1,86
1,87
1,88
1,89
1,90
1,91
1,92
1,93
1,94
1,95
1,96
1,97
1,98
1,99
2,00
2,01
2,02
2,03
2,04
2,05
2,06
2,07
2,08
2,09

0,9640697
0,9648521
0,9656205
0,9663750
0,9671159
0,9678432
0,9685572
0,9692581
0,9699460
0,9706210
0,0712834
0,9719334
0,9725711
0,9731966
0,9738102
0,9744119
0,9750021
0,9755808
0,9761482
0,9767045
0,9772499
0,0777844
0,9783083
0,9788217
0,9793248
0,0798178
0,9803007
0,9807738
0,9812372
0,0816911

2,10
2,11
2,12
2,13
2,14
2,15
2,16
2,17
2,18
2,19
2,20
2,21
2,22
2,23
2,24
2,25
2,26
2,27
2,28
2,29
2,30
2,31
2,32
2,33
2,34
2,35
2,36
2,37
2,38
2,39

0,9821356
0,9825708
0,9829970
0,9834142
0,9838226
0,9842224
0,9846137
0,9849966
0,9853713
0,9857379
0,9860966
0,9864474
0,9867906
0,9871263
0,9874545
0,9877755
0,9880894
0,9883962
0,9886962
0,9889893
0,9892759
0,9895559
0,9898296
0,9900969
0,9903581
0,9906133
0,9908625
0,9911060
0,9913437
0,9915758

2,40
2,41
2,42
2,43
2,44
245
2,46
2,47
2,48
2,49
2,50
2,51
2,52
2,53
2,54
2,55
2,56
2,57
2,58
2,59
2,60
2,70
2,80
2,90
3,00
3,20
3,40
3,60
3,80
4,00

0,9918025
0,9920237
0,9922397
0,9924506
0,9926564
0,9928572
0,9930531
0,9932443
0,9934309
0,9936128
0,9937903
0,9939634
0,9941323
0,9942969
0,9944574
0,9946139
0,9947664
0,9949151
0,9950600
0,9952012
0,9953388
0,9965330
0,9974449
0,9981342
0,9986501
0,9993129
0,9996631
0,9998409
0,9999277
0,9999683

4,50
5,00
5,50

0,9999966
0,9999997
0,9999999
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23 Nez pujdete ke zkousce...

... byste se méli dobfe pripravit. Zkuste si odpovédét na néasledujicich nékolik otazek,
prip. si otazky modifikovat, nebo vymyslet dalsi otazky podobného typu.

1. Udejte priklad soustavy 3 rovnic (pocet neznamgych si zvolte sami), kterd ma prave
jedno feSeni. Odpovéd zdivodnéte. Pri zdpisu soustavy Ax = b musi mit matice A
vsechny koeficienty nenulové.

2. Udejte pfiklad soustavy 3 rovnic (pocet neznamych si zvolte sami), ktera je fesitelna
Jacobiho metodou. Odpoved zdivodnéte. Pri zdpisu soustavy Ax = b musi mit
matice A vsechny koeficienty nenulove.

3. Je dana soustava rovnic

ZE1+21E2 = 5
3.1’1"‘41’2 =

P¥i pouziti Gauss-Seidelovy metody miiZeme soustavu ,nasobit matici AT“. V tomto
konkrétnim pripadé provedte.

4. Udejte priklad nelinearni rovnice, ktera mé praveé jedno kladné feseni. Odpovéd zdii-
vodnéte. Jako odpoved nend pFipustnd kvadratickd rovnice ani rovnice typt reSenygjch
na stredni skole (exponencidlni, logaritmickd, goniometrickd,).

5. Udejte piiklad nelinearni rovnice, kterd nemd zadné feseni. Odpovéd zdivodnéte.
Jako odpovéd neni pripustnd kvadratickd rovnice ani rovnice typi TeSenych na
stredni skole (exponencidalni, logaritmickd, goniometricka).

6. Urcete interval délky nejvySe 2, na kterém lezi néjaké zaporné feseni rovnice
In(z+3)+ (z+2)2—-3=0.

7. Hleddme nulové body funkce f(x) = 23+ 2z + 4. Zvolili jsme si Newtonovu metodu.

(a) Najdéte interval I, na které lezi néjaky nulovy bod této funkce a na kterém jsou
soucasné splnény podminky konvergence Newtonovy metody. Odpovéd zdivod-
néte.

(b) Z intervalu I vyberte vhodnou poé¢ateéni aproximaci Newtonovy metody. Od-
povéd zdivodnéte.
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8. Je dano f(x,y) = sin (22 — 3y) +e” ¥ +23y?. Urcete %' Jinyj zdpis téhoZ pozadavku
je napt. f, nebo f,.
9. Do jednoho obrazku nacrtnéte funkci f(x) dle vlastniho vybéru, body zg, x1 a

také dle vlastniho vybéru a interpola¢ni polynom, ktery tuto funkci nahrazuje v
uvedenych trech bodech.

10. Do jednoho obrazku nacrtnéte funkci f(x) dle vlastniho vybéru, tolik bodi z;, kolik
Si(x)

je nutnych k sestaveni splajnu S(x) = ¢ Sa(x) a linedrni splajn, ktery tuto funkci
S3(x)

nahrazuje v uvedenych bodech.

11. Ve tvaru P,(z) = _ a;x* vyjadfete interpolaéni polynom, ktery je sestaveny pravé
i=0
z bodu [0, —1], 1, 2].

12. V nasledujich odrazkach je f(x) = sin 2.
(a) Pomoci primitivn{ funkce pfesné vypoctéte [ f(z)dz.
0

(b) Simpsonovou / lichobé&znikovou metodou (jednoduchou, ne slozenou) vypoctéte
f rya.
0

(c) Pokud existuje rozpor mezi pfesnym fesenim a fesenim ziskanjym danou meto-
dou, vysvétlete ho. Mizete pouzit slovni komentar, rozpor zdivodnit spravné
popsanym obrazkem, piip. pouzit kombinaci obou moznosti. Pokud jsou vy-
sledky zcela shodné, okomentujte (slovy nebo obrazkem), pro¢ tomu tak je.

13. V nésledujich odréazkach je f(x) = cos4uz.

K
(a) Pomoci primitivni funkce presné vypoctéte [ f(x)dz.
0

(b) Simpsonovou / lichobéznikovou metodou pro m = 2 (tj. interval délime na dvé
¢éasti a na kazdou z nich pouzijeme Simpsonovu / lichobé&znikovou metodu)

K
vypoctéte [ f(x)dz.
0
(c) Pokud existuje rozpor mezi pfesnym feSenim a feSenim ziskanym danou meto-
dou, vysvétlete ho. Mizete pouzit slovni komentar, rozpor zdivodnit spravné

popsanym obrazkem, piip. pouzit kombinaci obou moznosti. Pokud jsou vy-
sledky zcela shodné, okomentujte (slovy nebo obrazkem), pro¢ tomu tak je.

14. Udejte priklad

(a) diferenciélni rovnice prvniho fadu.

(b) pocatecni ulohy fesitelné Eulerovou metodou na intervalu I = (5, 6).
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(c) pocéte¢ni ulohy fesitelné metodou Runge-Kutty 4. fadu na intervalu I = (7, 8).
15. Hazime béznou Sestisténnou kostkou, dokud nepadne dvojka, nejvyse vsak ttikrat.
(a) Popiste zékladni prostor.

(b) Mnozinové zapiste jev A ve druhém hodu padla pétka.
(c) Porovnejte pravdépodobnost jevi B = {[3,2]} a C' = {[6, 2], [6, 3, 2]}.

16. Pro ndhodnou veli¢inu X je déano:

(%)x pro x € {1,2,3}
p(r) =4 a prox =4
0 jinak
(a) Urcete a tak, aby p(z) byla pravdépodobnostni funkei X.
(b) Urcete P(X = 2).
(c) Uréete F'(3).
17. Pro nadhodnou veli¢inu X je dano:
r+a prozx e (1;2)
flx)y=< b pro x € (3;4)
0 jinak
(a) Urcete a a b tak, aby f(z) byla hustotou pravdépodobnosti X.
(b) Desetinnym cislem vyjadiete P(X € (2;3)).
(c) Desetinnym ¢islem vyjadiete EX.

18. Pro ndhodnou veli¢inu X je dano:

0 pro x < a,
F(z)={ —sinz prox € (a,3m),
1 pro x > %7?.

(a) Urcete konstantu a tak, aby F'(x) byla distribu¢ni funkei X.
(b) Urcete hustotu pravdépododobnosti X.
(c) Desetinnym cislem vyjadiete P(X € (2;4)).
19. Je dano A ~ Exp(1), B ~ Exp(2), C' ~ Exp(5), D ~ Exp(8), G ~ Exp(9). Najdéte
nejvetsi z ¢isel P(A < EA), P(B < EB), P(C < EC), P(D < ED), P(G < EG)

a pro ndhodnou veli¢inu, pro kterou je hledana pravdépodobnost nejvétsi, urcete
P(nahodna veli¢ina € (—1;0)) a rozptyl této ndhodné veli¢iny.

20. Je ddno X ~ Roz(a,b), kde Roz jsou jednotliva rozdéleni pravdépodobnosti probi-
rand v tomto textu a a, b jejich vhodné paramatery.
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(a) Pro diskrétni ndhodné velic¢iny urcete P(X € {2,4,6}).

(b) Pro spojité ndhodné velic¢iny uréete P(X € (2,3)), a to jak pomoci hustoty
pravdépodobnosti tak pomoci distribuc¢ni funkce.

(c) Urcete T tak, ze P(X >T) =0,6.
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