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Uvod

Uvod

Cilem tohoto textu je slouzit jako prednaskovy studijni material k pfedmétu Diskrétni
matematika pro 1. ro¢nik na Fakulté informacnich technologii VUT v Brné. Obsah pred-
métu je dan specifickymi pozadavky studia a proto v sobé zahrnuje zakladni poznatky
rady matematickych disciplin, které byvaji tradicné prednaseny oddélené a pochopitelné
také — jako napfiklad v matematicky zaméfeném studiu univerzitniho typu — do pod-
statné vétsi hloubky. V rozsahu, ktery v celém studiu na Fakulté informacnich technologii
tento predmeét zaujima, neni takto podrobny vyklad mozny. Proto naptiklad dikazy ob-
doporucenou specializovanou literaturu. Uvadéna je vétSina dikazt vét stiedni obtiznosti.
Jejich studium je velmi dilezité k pochopeni pfednasené latky i k péstovani schopnosti
matematického mysleni a vyjadfovani. Stejné tak nebylo upusténo od tradi¢ni formy vy-
kladu ,,definice-véta-dikaz”, ktera pres vSechny kritiky nematematikd, jiz se ji v posledni
dobé dostava, zistava nejpiehlednéjsi a v podstaté jedinou moznou formou matematic-
kého vykladu. Autor je presvédcen, Ze nelze podat smysluplny vyklad ¢ehokoliv, tim méné
matematiky, aniz by byly definované pojmy zietelné oddéleny od tvrzeni, kterd se téchto
pojmu tykaji. Dale je vhodné si uvédomit, ze obecné znéni matematické véty ji pravé ¢ini
smysluplnou a umoznuje ji pouzit v fadé konkrétnich prikladi a pripadt. Kazda matema-
tickd véta ma ovSem své predpoklady, které jsou neméné dilezité, jako samotné tvrzeni.
Bez splnéni téchto predpokladti si nemtzeme byt jisti, zda obecné pravidlo, které véta
vyjadiuje, mizeme pouzit. Tradi¢ni linie vykladu ,definice-véta-dikaz” je ovSsem dopl-
néna mnohymi priklady, aby byl usnadnén pfechod od teoretického pochopeni vykladu k
schopnosti ziskané védomosti a dovednosti aplikovat. Pfes omezeny rozsah predmétu se
autor pokusil zaclenit do textu alespon zakladni partie teorie mnozin, topologie, algebry,
logiky a teorie grafti tak, aby mél student k dispozici potiebné matematické zazemi k

pochopeni celé fady souvislosti, se kterymi se béhem svého studia v prvnim roc¢niku i



v dalsich letech setkava. Nékteré partie slouzi rovnéz jako priiprava pro dalsi navazujici
matematické predmeéty. Zejména cast tykajici se zobrazeni, zakladt topologie a spojitosti,
slouzi také jako tvod pro navazujici predmét Matematickd analyza. Prifez zakladnimi
matematickymi strukturami, na néz je kladen v tomto textu zejména dtiraz, predstavuje
rovnéz jisté minimum pro Uspésné zvladnuti zadkladi moderni a rychle se rozvijejici poci-
tacové védy — hlavniho dtvodu, pro¢ student na relativné mladou Fakultu informacnich

technologii piichéazi.

Pro nékteré typy tloh je vhodné vyuzivat matematicky software, umoziujici podstatné
zkratit nékteré rutinni postupy a soustfedit se na podstatné stranky probirané latky. Ac-
koliv neni striktné predepsana konkrétni verze vhodného systému pocitacové algebry, jako
v némz jsou napsany vSechny podptrné a demonstracni aplikace. Vyhovi Mathematica
verze 7.0 a vyssi. V nékterych pfipadech jsou pro diskrétni matematiku pouzitelné i kon-
kurencni systémy pocitacové algebry Maple nebo Matlab. VSechny tyto vysoce komercéni
programy jsou vhodné k vyuziti studenty predevsim béhem tizené vyuky v ucebnach.

V zavéru kazdé kapitoly jsou umistény odkazy na jednotucelové internetové aplikace,
napsané v prosttedi webMathematica pro tucely samostudia predevsim v domacim pro-
stfedi, v némz drahé komerc¢ni programy nejsou studenttim dostupné. Syntaxe zadavani
dat je v tomto pfipadé prakticky shodné s programem Wolfram Mathematica, s nimz se
studenti setkaji v u¢ebnach. Pro spravnou funkci téchto programu je v nékterych pripa-

dech vyzadovana lokalni instalace prostiedi Java.

Uspésné zvladnuti textu predpokladé studenttv aktivni p¥istup, schopnost samostatné
studovat, pocitat cvi¢eni na koncich jednotlivych kapitol, pouziti doporucené literatury
i pfipadné navstévy konzultaci k dikladnéjsimu vysvétleni téch partii, které studentovi
¢ini potize. Za pripadné pripominky k textu a jeho moznému zdokonaleni z fad studentt
i kolegti je autor upfimné vdécny. Budou zohlednény v ne€kterém dalsim, aktualizovaném

vydani skripta.

Doc. RNDr. Martin Kovar, Ph.D., autor



1  Mnoziny a relace

V této kapitole studujeme zakladni vlastnosti mnozin a mnozinovych operaci a také bi-
narnich relaci a zobrazeni. Budeme studovat spojitost zobrazeni a ukazeme, zZe jde o
relativni pojem, zavisly na matematické struktuie, které rikame topologie. Také prozkou-
mame nékteré typy binarnich relaci na mnoziné, zvlasté relace ekvivalence a usporadani.

Povsimneme si vlastnosti relacnich uzavéra.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e porovnavat mnozinové mohutnosti

provadét zakladni mnozinové operace

vysSetfovat vlastnosti binarnich relaci a zobrazeni

vysSetfovat spojitost zobrazeni a funkci

sestrojit uzavéry mnozin a relaci rtizného typu

vytvaret rozklady mnozin, piislusné ekvivalencim

zakreslit Hasseovsky diagram uspofadané mnoziny



8 MNOZINY A RELACE

1.1 Intuitivni pojem mnozZiny

Pojem mnoziny, historicky i vécné spjaty s pojmem nekonecna, prosel v matematice ur-
¢itym a dosti rozsahlym vyvojem, ktery dosud neni zcela ukoncen. Pravdépodobné jednu
z prvnich , definic” mnoZiny podal matematik Georg Cantor (1845-1918). Cantor vymezil
mnozinu jako ,kaZdé shrnuti urcitych a navzajem riznych predméti naseho nazirdni do
jediného celku” (tyto pfedméty pak nazyvame prvky mnoziny). Jiz z prvniho pohledu je
ziejmé, Ze nejde o presnou matematickou definici, jako spiSe o intuitivni vyjadreni toho,
jaké by mnoziny mély byt a jaké by mély mit vlastnosti. Cantorova definice mnoziny se
stala zakladem tzv. intuitivni teorie mnozin, ktera se ukazala jako sporné a byla pozdéji
nahrazena teorii axiomatickou. V tomto odstavci ukdzeme jeden ze sporti v intuitivni
teorii mnozin, ktery v roce 1902 nalezl anglicky matematik a filozof Bertrand Russell
(1872-1970). Uvazujme souhrn N objektt S, které neobsahuji sama sebe jakoZzto prvek:

N ={5|S¢S}

Je-li N mnozZinou, je mozné si polozit otdzku, zda N obsahuje sebe sama jakoZto prvek.
Prekvapivé bylo, Ze obé moznosti (tedy N' € N1 N ¢ N) vedou ke sporu. Tento jev
v intuitivni teorii mnozin nazyvame Russelovym paradoxem. Russelliv paradox byl jed-
nim z mnoha dalSich, které byly v intuitivni teorii mnozin béhem let objeveny a které
posléze vedly k vzniku tzv. aziomatické teorie mnozin, v niz tyto spory nenastavaji. Vy-
klad axiomatické teorie mnozin je ovsem nad ramec tohoto jednoduchého ucebniho textu.
Nésledujici cviceni slouzi k hlubsimu pochopeni tvodniho odstavce. Na zakladé cviceni
1, 3 a 4 ctenar zjisti, pro¢ miizeme v jistych mezich bezpecné vyuzivat intuitivni teorie

mnozin, ackoliv je tato jako celek sporné. Ulohy 2 a 5 jsou nepovinné.
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Cviceni

1.1.1. Naleznéte spor v definici souhrnu A z piedchoziho odstavce provéfenim obou moznosti N € N'i N ¢ N.

1.1.2. Vsimnéte si paralely Russelova paradoxu s principem elektromagnetického prerusovace (tzv. “zvonku”) a zamyslete

se nad tim, jakym zplisobem se pfiroda vyrovnava s timto paradoxem.

1.1.8. Nyni piedpokladejme, Ze viechny uvazované objekty lezi v néjaké, jiz piedem dané mnoziné X. Misto souboru N
definujme M = {S| S € X, S ¢ S}. Polozte si nyni otdzku, zda M € M & M ¢ M. Kterd z obou moznosti je ta spravna a
pro¢ v tomto pfipadé nedochézi ke sporu? Jaky je vztah M a X'?

1.1.4. Pokuste se na zakladé cviceni 3 vyvodit pravidlo, které zajisti, aby v nasich matematickych tvahach nemohla nastat

situace podobna té, ktera je popsdna Russelovym paradoxem.

1.1.5. Naésledujici tloha je spiSe filozofickym zamyslenim, nez rigorézni tvahou. Ackoliv je Russelluv paradox v matematice
nécim nezaddoucim, pfesto se muze stat jakousi branou do rozsahlé rise lezici “za” svétem dvouhodnotové logiky a uvazovani v
kategoriich ano-ne. Pokuste se aplikovat konstrukci ve cviceni 3 na universum X “vSeho existujiciho”. Zejména si povSimnéte,
co se stane s objektem M. Muzete vyslovit rizné logické obmény (tj. logicky ekvivalentni, ale jinak zformulovana tvrzeni)

vaseho zjisténi.
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1.2 Velikost a porovnavani mnozin

Maéame-li kone¢nou mnozinu, pocet jejich prvkl nejptirozenéjsim zptisobem definuje jeji
kovy ¢tverec v roviné, mizeme za jeho velikost povazovat napiiklad jeho plochu, ktera je
rovna jedné. OvSem také si mizeme polozit otazku, zda ma jednotkovy cétverec “stejné
mnozstvi” bodi jako naptiklad jednotkova tsecka, jednotkova krychle, redlna primka nebo
mnozina piirozenych ¢isel. Abychom mohli na tyto otazky odpovédét, musime si nejdiive
ujasnit, kdy povazujeme dvé mnozZiny (z hlediska teorie mnozin) za stejné velké, nebo-li

presnéji, stejné mohutné.

Definice 1.2.1. Méjme mnoziny A, B,C, bud B C C a necht existuje vzdjemné jed-
nozna¢né prifazeni f : A — B prvkd mnoziny B prvkim mnoziny A. Pak fikdme, ze
mnoziny A, B maji stejnou mohutnost, a také, ze mnozina C' je alespon tak mohutna,
jako mnozina A. Piseme |A| = |B| a |A| < |C].

Piiklad 1.2.1. Nechf A = {1,2}, B = {2,3} a C = {2,3,4,5}. Je |A| = 2 = |B| <
< |C|=4.

Priklad 1.2.2. Necht S je mnozina kladnych sudych ¢isel a necht f : N — S je dano
predpisem f(n) = 2n. Pak f je vzijemné jednozna¢né piifazeni, takze |[N| = [S|. VSim-
néme si, ze S je stejné mohutna vlastni ¢ast mnoziny N, coz u konecnych mnozin neni
mozné. Dokonce pro kladna licha ¢isla L = N\ S plati |L| = |S| = |N| (dokazte!), takze

se N sklada ze dvou disjunktnich ¢asti stejné mohutnych, jako je ptivodni mnozina N.

Definice 1.2.2. Mnozina stejné mohutnosti jakou ma mnozina prirozenych ¢isel se na-

zyva spocetnd. Nekonecna mnozina, ktera neni spocetna, se nazyva nespocetnd.

Prikladem nespocetné mnoziny je mnozina R vSech realnych ¢isel. Naproti tomu, mno-

ziny ¢isel celych Z a racionalnich Q jsou obé spocetné.
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Cviceni

1.2.1. Dokazte, ze mnozina Z vSech celych ¢isel je spocetna.

1.2.2. Dokazte, ze mnozina Q vSech racionalnich ¢isel je spocetna.

1.2.3. Dokazte, ze cislo V2 je iracionalni.

1.2.4. Dokazte, ze mnozina R vSech redlnych cisel je nespocetna.

1.2.5. * Necht X je mnoZina, 2% mnozina vSech podmnozin mnoZiny X. Dokazte, ze X < |2X|.

1.2.6. Povsimnéte si rozdilu mezi celymi a racionalnimi ¢isly. Obé mnoziny jsou stejné mohutné, avsak jejich prvky jsou

jinak rozlozeny na realné ciselné ose. Zatimco celd ¢isla maji své nejblizsi vétsi a mensi sousedy, mezi libovolnymi dvéma

racionalnimi éisly lezi nekoneéné mnoho dalsich racionalnich &isel (dokazte).
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1.3 Operace s mnozinami

Ackoliv zékladni mnozinové operace nalezi do stfedoskolské latky, pro tplnost je pripo-

menme. Necht X, Y jsou mnoziny. Klademe
XUY ={zlzre XVvaxeY},

XNY={zlzre XANxeY},
X\NY={zjlze XNz ¢Y},
XY =(XY)U(Y ~X)

a po fadé nazyvame tyto mnoziny sjednocenim, prinikem, rozdilem a symetrickou dife-
renci mnozin X, Y. Je-li Y C X, piseme Y = X \ Y a nazyvame doplitkem nebo kom-
plementem mnoziny Y v mnoziné X. Tuto symboliku pouzivame predevsim tehdy, kdyz
potiebujeme vyjadiit komplementy vice mnozin vic¢i jedné mnoziné X. VysSe definované

mnozinové operace jsou schématicky znazornény na nasledujicim obrazku:

Obr. 1.3.1 Mnozinové operace.

Nékteré mnozinové operace mizeme ovsem provadét s celymi i s pfipadné nekone¢nymi

soubory mnozin a nikoli pouze se dvéma mnozinami. Je-li & soubor mnozin, znac¢ime

Us={213Xx€8): (xeX)},
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(S ={z| (VX €8) : (x € X)}.

Piipadné, je-li S = {X;, X5, ...}, piSeme

US:G&
=1

ﬂszﬁx‘
i=1

Véta 1.3.1. (Viastnosti mnoZinovych operaci) Budte A, B,C, X mnoZiny. Plati:

(i) AUB=BUA

(i) ANB=BNA

(iii) (AuB)UC =AU (BUC)

(iv) (AnB)NC=AnNn(BNC)

(v) (AUB)NC=(ANC)uU(BNC)

(vi) (ANB)UC = (AUC)N(BUC)

Il
I
wel]

(vil) AUB N

wel]

(viii) ANB =AU

K ptedchozi vété podotknéme, ze vzhledem k rovnostem (iii) a (iv) obvykle vypoustime
zévorky a piseme pouze AU B U C, resp. AN BN C. Rovnosti (vii) a (viii), v nichZ jsou
dopliky vyjadfeny vzhledem ke spole¢né mnoziné X, nazyvame De Morganovymi zakony
pro sjednoceni a prinik mnozin. Analogicka pravidla plati i pro pocitani se soubory vice
nez dvou mnozin. Dtkaz véty neprovadime, nebot je velmi jednoduchy a bude predmétem

cviceni.

Softwarové nastroje: Mnozinové operace


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Mnoziny.jsp
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Cviceni

1.3.1. Pro A ={1,2,3,4}, B = {2,4,6}, C = {1,2,4,8} a X = {1,2,...,10} vyjddiete AUB, AN B, A\ B, B\ A,
A+ B, (AUB)NC, AU(BNC), AU B, AU B. Vyjadiete mnozinu véech podmnozin pro mnoziny ANC a B. Pak vyjadiete
24NC M 2B 5 24NC ( 2B Kolik prvki mé mnozina 2% ?
1.3.2. Rozhodnéte, zda nasledujici tvrzeni jsou pravdiva:

@) {=z} C{=}

(ii) {z} € {=}

(i) {=} C {z, {=}}

(iv) {z} € {z,{=}}
1.3.3. Dokazte Vétu 1.3.1!

1.3.4. Dokazte nebo vyvratte protiptikladem nésledujici tvrzeni. Pro vSechny mnoziny X,Y, Z C U plati (dopliiky mnozin

uvazujeme vuci mnoziné U):

Ny

Il
>

() XNy

(i) XNy

N

X
(iii) X\NY =YX
iv) XNY)U(¥Y~X)=X

v) XNYu2)=X\Y)UuZz

(vi) XY =YX

(vii) XN (Y~ 2)=(XNY)~(XNZ)
(vili) XU (Y~ 2Z)=(XUY)~ (XUZ)
(ix) X~ (YNZ)=(X\Y)nZ

x) (XUY)N(Y~X)=Y
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1.4 Binarni relace

Jsou-li a, b n&jaké prvky, pak vyrazem (a,b) oznacujeme usporadanou dvojici prvka a, b.
Ta se obecné lisi od usporadané dvojice (b, a), takze zélezi na poradi prvki uvnitf zévorky.
Jak lze definovat uspotfadanou dvojici v teorii mnozin, aby bylo jasné patrné, ktery prvek je
ve dvojici prvni? Existuje vice moznosti, naptiklad mizeme polozit (a,b) = {{a}, {a,b}}.
Analogicky bychom mohli mnozinové definovat i pojem usporadané n-tice (aq, as, . . ., a,),
pro nase dalsi ivahy vsak bude lhostejné, jakym presné objektem usporadana n-tice v

teorii mnozin je.

Definice 1.4.1. Jsou-li X,Y mnoziny, pak kartézskym soucinem mnoZin X,Y rozu-
mime mnozinu X X Y = {(z,y)|lzr € X,y € Y}. Kartézsky soucin vice, ale koneéné

mnoha mnozin X1, X», ... X, definujeme jako mnozinu X; x Xy, x ... x X,, = H?zl X, =

={(z1,29,...,2,)| 71 € X1,29 € Xo,..., 2, € X,,}. Kartézsky soucin spocetné mnoha
mnozin X1, Xs, ... mizeme definovat jako mnozinu posloupnosti vybranych prvki X; x
X Xo x oo =112, Xi = {(z1,22,...)|z1 € Xq,29 € Xo,...}. Kartézsky soucin libovol-

ného systému mnozin mizeme definovat rovnéz, je vSak k tomu zapotiebi dosud korektné

nezavedeného pojmu zobrazeni.
Piiklad 1.4.1. Necht X ={1,2,3} aY = {a,b}. Pak
X xY ={(1,a),(1,0),(2,a),(2,b),(3,a),(3,0) }.

Definice 1.4.2. Budte X, Y dvé mnoziny. Bindrni relaciz X do Y rozumime libovolnou
podmnozinu R C X x Y. Je-li Y = X, hovorime o bindrni relaci na mnoziné X. Déle

oznacujeme AX = {(z,z)|z € X} a nazyvame diagondlni relaci na X.

Priklad 1.4.2. Necht X = {2,3,4} a Y = {3,4,5,6,7,8,9}. Napfiklad mnozina R =
={(z,y)lzv e X,y e Y,z déli y} ={(2,4),(2,6),(2,8),(3,3),(3,6), (3,9),(4,4), (4,8)} je

binarni relaci z X do Y.
Definice 1.4.3. Bud R C X x Y binarni relace z X do Y. Klademe
Dom R = {z| existuje y € Y, Ze (z,y) € R},

Im R = {y| existuje x € X tak, ze (z,y) € R}.

Mnozinu Dom R nazyvame definicni obor nebo-li domain relace R. Mnozinu Im R nazy-

vame obor hodnot, ko-obor nebo-li image relace R.
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Piiklad 1.4.3. Necht X = {1,2,3,4,5}, Y = {a,b,c,d} a R = {(1,b),(1,¢),(2,d),
(4,b), (4,d)}. Pak Dom R = {1,2,4} aIm R = {b, ¢, d}.

Definice 1.4.4. Bud f C X x Y relace z X do Y takova, Ze ke kazdému z z Dom f C X
existuje pravé jeden prvek y € Y, ze (v, y) € f. Rikdme, Ze f je zobrazeni mnoziny Dom f
do Y resp. z X do Y, kdyz nechceme bliZze specifikovat Dom f, pfipadné zobrazeni X do
Y, kdyz Dom f = X. Namisto (x,y) € f piSeme f(z) = y a také f : X — Y namisto
abychom psali f C X x Y jako v terminologii binarnich relaci. Zobrazeni f : X — Y se

nazyva

(i) prosté neboli injektivni, kdyz pro kazdé x1,zo € X plati f(z1) = f(22) = 1 = 29

(kazdy prvek v Y mé nejvyse jeden vzor);

(ii) ma neboli surjektivni, jestlize ke kazdému y € Y existuje z € X, ze f(z) =y (kazdy

prvek v Y mé né&jaky vzor v X);

(iii) wvzdjemné jednoznacné nebo-li 1 — 1-znacéné nebo-1i bijektivni, kdyz Dom f = X a je

zaroveni prosté i na (prvky oboru mnozin X a Y si vzdjemné odpovidaji).

Zobrazeniid x : X — X dané predpisem id x(x) = x nazyvame identitou na X. Je zfejmé,

ze identita je vlastné pouze jinak pojmenovana diagonalni relace.

Piiklad 1.4.4. Necht A = {1,2,3}, B = {a,b,c}, C ={1,2,3,4}, D = {a,b,c,d}. Pak
R = {(1,a),(1,b),(3,¢)} je binarni relaci z A do B, ktera ale neni zobrazenim. Relace
f=A{(1,a),(2,¢),(3,b)} je bijektivni zobrazeni A na B, ale pouze injektivni zobrazeni
A do D. Relace g = {(1,a),(2,¢),(3,b),(4,a)} je surjektivnim zobrazeni C' na B, ale
pouze zobrazenim C' do D. Zaroven je f zobrazenim z C' do D (které je injekci na svém

defini¢nim oboru Dom f = A).

Definice 1.4.5. Bud R C X x Y relace. Inverzni relaci k relaci R nazyvame relaci
R = {(y,x)|3(x,y) € R}. Zfejmé R~* C Y x X. Jsou-li navic R, R™! zobrazeni, nazjva
se R~ inverznim zobrazenim k zobrazeni R.

Priklad 1.4.5. Necht R je relace z pifkladu 1.4.2. Pak R™! = {(4,2),(6,2), (8,2), (3, 3),
(6,3),(9,3),(4,4),(8,4)}.

Piiklad 1.4.6. Necht f,g : C — D jsou zobrazeni z piikladu 1.4.4. Pak f~! =
= {(a,1),(b,3), (c,2)} je zobrazeni z D do C, které je inverzni vzhledem k zobrazeni

. Relace g7 = {(a,1),(c,2),(b,3),(a,4)} je inverzni k zobrazeni g, avSak sama neni
S g ] g

zobrazenim.



1.4 BINARNI RELACE 17

Softwarové nastroje: Binarni relace a zobrazeni

Definice 1.4.6. Budte R C X xY, S CY x Z relace. SloZenim nebo-li kompozici relaci

R, S nazyvame relaci
SoR={(r,2)|3y €Y, 7e (1,y) € Ra (y,2) € S}.
Tuto relaci ¢teme “S po R”.

Priklad 1.4.7. Bud X = {1,2,3,4}, Y = {a,b,c} a Z = {t,u,v,w}. Necht R = {(1,a),
(1,0),(2,0),(3,¢)} a S = {(a,u), (a,v), (b,t),(c,t),(c,w)}. Pak SoR = {(1,u), (1,v), (1,1),
(2,1),(3,t),(3,w)}.

Jsou-li f: X — VY, g:Y — Z zobrazeni, slozena relace g o f je opét zobrazeni
(ovétte!) a nazyva se sloZené zobrazeni g o f. Misto pojmu zobrazeni nékdy pouZzivame
ekvivalentni pojem funkce. Zejména ve starsi literatufe pojem funkce, pripadné funkce s
vhodnym piivlastkem, byva vyhrazen zobrazenim, jejichz defini¢ni obor nebo obor hodnot
je néjakym zplisobem odvozen z ¢iselnych mnozin, predevsim z mnoziny realnych cisel. Je
vhodné si uvédomit, ze hodnota slozeného zobrazeni go f v bodé x € X je rovna hodnoté

zobrazeni g v bodé f(x). Tedy

(g0 f)(x) = g(f(x)).

Ptipad slozenych relaci je odlisny v tom, ze “funkénich hodnot” v daném bodé je obecné
vice nez jedna. Napiiklad, je-li f : X — Y prosté zobrazeni na Y (tedy bijekce), je
ftof=1idx a fo f~' =idy. Pro obecnou relaci R C X x Y toto neplati, R~! o R,

resp. R o R~ nemusi byt vzdy diagonalni relace Ay, resp. Ay.

Priklad 1.4.8. Je-li X =Y = Z =R, funkce f : X — Y je dana piedpisem y = sinzx
a funkce g : Y — Z je dana pfedpisem z = €Y, je slozena funkce g o f dana predpisem

z = S Jinak zapsano,

(90 () = g(f(x)) = /@) = esne,


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/BinarniRelace.jsp
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Vv rd
Cviceni
1.4.1. Namnoziné X = {1,2,3,4,5,6, 7} je ddna relace R = {(z,y)|z,y € X, 3 déli z —y}. Zapiste relaci R vyctem prvki.
Uréete jeji definiéni obor a obor hodnot. Naleznéte relaci R~1.

1.4.2. Zopakujte cviéeni 1 pro relaci R = {(z,y)|z,y € X,z déli y}.

1.4.3. Necht R1 = {(1,2),(1,6),(2,4),(3,4),(3,6),(3,8)}, R2 = {(2,u), (4, ), (4,1),(6,t), (8,u)}. Zapiste vyctem prvki
relace R;l, R;l, Ry 0 Ry, (R20 Rl)’l, R;l o R;l.

1.4.4. Dokaite, ze pro libovolné dvé binarni relace R, S plati (So R)™! = R~1oS~1.
1.4.5. Dokazte, ze pro libovolné t¥i binarni relace R, S, T plati (T o S)o R=T o (So R).

1.4.6. Necht f(z) =sinz, g(z) = Inz, h(z) = 2z. Stanovte Dom (go foh) aIm(go f oh). Uréete (go f o h)(mw/4).
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1.5 Topologie a spojitost zobrazeni

Ve cviceni 1.2 jsme si vSimli, Ze mnoziny celych ¢isel i ¢isel racionélnich jsou stejné mohutné
a z hlediska teorie mnozin mezi nimi neni podstatny rozdil, snad kromé oznaceni jejich
prvki a zptisobu, jakym je mozno je sestrojit. Uvazujeme-li vSak obé mnoziny jako soucast
¢iselné osy, zjistime, Ze na Ciselné ose jsou obé mnoziny rozlozeny zcela odlisné. Podobné
— z hlediska teorie mnozin — neni podstatny rozdil mezi body realné piimky a roviny,
jednotkové krychle, kruhu nebo ¢tverce. Je mozné dokazat, ze také tyto mnoziny maji
stejnou, tentokrat vSak nespocetnou mohutnost. Vznika otazka, ¢im je zptisobeno, Ze se
nam jevi pokazdé jinak.

Velmi volné a zjednodusené feceno, prvky nékterych mnozin maji ve svém blizkém
okoli pokazdé jiné prvky. Tato vlastnost neni ovSem dana mnozinou samotnou, ale tim, jak
vnimame okoli jednotlivych bodt. Proto se nam jevi stejnd mnozina jednou jako pifimka,
podruhé jako rovina, pfipadné tisecka, ¢tverec, kruh, nebo krychle. Matematicka struktura,
kterd dokaze zachytit okoli jednotlivych bodti, se nazyva topologie. V nasledujicim textu

si upfesnime, co to vlastné topologie je.

Definice 1.5.1. Bud X mnozina, 7 C 2% systém jistych podmnozin mnoziny X. Rek-

neme, ze 7 je topologie na X, jestlize plati:
(i) g, X er
(ii) Jestlize U; € T pro vSechna i € I, pak | J,., U; € 7.
(iii) Jestlize U,V e T, pak UNV € 7.

Prvky systému 7 nazyvame oteviené mnoZiny, dopliky otevienych mnozin nazyvame uza-
vien€ mnoziny. Dvojici (X, 7) nazyvame topologicky prostor. Obsahuje-li oteviend mno-
zina U € 7 bod z € X, nazyva se okolim bodu x. Dale pro libovolnou mnozinu A C X
klademe

intA={x|lzeX, (U er):xeUCA}

extA={z|lze X,(FV er):2cUNUNA=a},

frA={zlzeX,(VWUer):zecU=UNA#SANUN(X\NA) #02)}

cdA=AUfrA=itAUfrA={z|lz e X,VU eT):2€U=UNA#0}.



20 MNOZINY A RELACE

® — @

Hraniéni body

\'// Vn&jsi body

Obr. 1.5.1 Vnit¥ni, hraniéni a vnéjsi body.

Mnozinam int A, ext A, fr A a cl A po tadé fikdme vnitrek, vnéjsek, hranice a uzdver
mnoziny A. Snadno nahlédneme, ze vnitfek a vnéjsek mnoziny jsou mnoziny oteviené,
zatimco hranice a uzavér mnoziny jsou vzdy mnoziny uzaviené. Nasledujici obrazek, ktery
se vztahuje k ptirozené, tzv. Eukleidové topologii roviny (viz Ptiklad 1.5.4) ilustruje rozdil
mezi otevienou a uzavienou mnozinou. Oteviend mnozina neobsahuje své hrani¢ni body,
naopak uzaviend mnozina je obsahuje vSechny. Mohou ovSem existovat mnoziny, které

nejsou ani oteviené, ani uzaviené.

otevrena uzaviena ?7?7?

Obr. 1.5.2 Oteviené a uzaviené mnoziny

Topologicky prostor (X, 7) se nazyva Hausdorffiv, oddélitelny nebo-li také Ty-prostor,
jestlize ke kazdym dvéma riznym x,y € X existuji U,V € 1, zex € U,y € VaUNV = @.



1.5 TOPOLOGIE A SPOJITOST ZOBRAZENI 21

dva r(izné body

dvé disjunktni okoli

Obr. 1.5.3 Hausdorffuv topologicky prostor.

Hausdorffovy prostory maji velky vyznam zejména v klasické topologii. Z hlediska
topologie orientované na informatiku takovy vyznam nemaji. Naopak, vétSina topologic-
kych prostori, které maji vyznam z hlediska informatiky, Hausdorffovy nejsou. Uvedeme
priklady nékolika dtlezitych topologickych prostorii.

Piiklad 1.5.1. Necht X je libovolnd mnozina, 7 = {&, X }. Pak (X, 7) se nazyva trividlni
topologicky prostor a T trividlni topologie na X. Tento prostor neni Hausdorffiv, pokud

| X| > 1.

Priklad 1.5.2. Necht X je libovolnd mnozina, 7 = 2%. Pak (X, 7) se nazjva diskrétni

topologicky prostor a T diskrétni topologie na X . Tento prostor je Hausdorffiv.

Priklad 1.5.3. Necht X =R, 7 = {U| U je sjednocenim otevienych intervali v R}. Pak
(X, 7) se nazyva jednorozmeérny Eukleidiv topologicky prostor a T Eukleidova topologie na

X = R. Tento prostor je Hausdorffuv.

Piiklad 1.5.4. Necht X = R", 7 = {U|U je sjednocenim otevienych kouli v R"}. Pak
(X, 7) se nazyva n-rozmérny Eukleidiv topologicky prostor a T Eukleidova topologie na

X = R". Tento prostor je Hausdorffiv.

Piiklad 1.5.5. Necht X = {0,1}, 7 = {&, {0}, {0, 1}}. Pak (X, 7) se nazyva Serpinského
topologicky prostor a T Serpinského topologie na X. Tento prostor neni Hausdorffiv.

Piiklad 1.5.6. Necht X = N, 7 = {U|U C X, X \ U je konetna} U {@}. Pak 7 se
nazyva kofinitni topologie nebo topologie konecnych dopliki na X = N. Tento prostor

neni Hausdorffuv.

Priklad 1.5.7. Bud (X, 7) topologicky prostor, Y C X podmnozina. Klademe o = {UN
NY|U € 7}. Pak o je topologie na Y, jiz fikame indukovand topologie (na Y z prostoru

(X, 7)). Prostoru (Y, o) fikdme topologicky podprostor prostoru (X, 7).
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Softwarové nastroje: Topologie na kone¢né mnoziné, Topologie na kone¢né mnoziné 2

Systém vsech otevienych mnozin topologického prostoru nékdy obsahuje ptilis mnoho
mnozin. Proto byva uzitecné pracovat s nékterym jeho vyznac¢nym podsystémem, ktery

budeme nazyvat jeho bazi, pokud bude splnovat urc¢ité vlastnosti.

Definice 1.5.2. Bud (X, 7) topologicky prostor a 7y C 7. Rekneme, Ze 1 je bdzi topologie

T, jestlize kazdou mnozinu U € 7 lze vyjadrit jako sjednoceni jistych mnozin z 7.
Uvedeme priklady bazi nékterych topologickych prostori.

Priklad 1.5.8. Kazda topologie je svou vlastni bazi.

Priklad 1.5.9. Oteviené intervaly v R tvori bazi Eukleidovy topologie na R.

Piiklad 1.5.10. Oteviené koule (kvadry, krychle, jehlany,. ..) v R™ tvofi bazi Eukleidovy

topologie na R".

Abychom mohli pokracovat v prikladech bazi topologickych prostorti, pfipomeneme si

nasledujici dilezity pojem.
Definice 1.5.3. Bud X mnozina, p : X x X — R zobrazeni, spliiujici podminky
(i) p(x,y) > 0, rovnost nastava praveé kdyz z =y
(i) p(z,y) = ply, z)
(iii) p(z,y) + oy, 2) = plz, 2)
Pak p se nazyva metrika na X a dvojice (X, p) se nazyva metricky prostor.

Metrika vlastné zobecnuje pojem vzdalenosti. Mame-li k dispozici strukturu vekto-
rového prostoru se skaldrnim soucinem, muZzeme definovat metriku pomoci skalarniho

soudinu.

Priklad 1.5.11. Necht X je vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem s : X x X — R. Pak

p(x,y) = \/s(:v —y,x —y) je metrika na X, které se tikd metrika indukovand skaldrnim

soucinem. Metrika definovana standardnim skaldrnim soucinem na R", tedy metrika tvaru

p(z,y) =/ (x1 —y1)2 + (22 — y2)2 + -+ - + (zn — Yn)?, se nazyva Eukleidova metrika.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Topologie1.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Topologie2.jsp
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Priklad 1.5.12. Je-li (X,p) metricky prostor, pak oteviené koule tvaru B(z,r) =
= {yly € X,p(x,y) < r}, kde z € X a r > 0 tvoil bézi jisté topologie na X.
Této topologii se tikd topologie indukovand metrikou. Je ziejmé, Ze tato topologie je

Hausdorflfova.

Priklad 1.5.13. Jsou-li (X, 7) a (Y, 0) topologické prostory s bézemi topologii 7y a oy,
pak mnozina oClog = {U x V|U € 19,V € 0¢} je bézi jisté topologie na mnoziné X x Y.
Této topologii fikdme topologie soucinu. Napiiklad Eukleidova topologie realné roviny
R? je topologii soucinu dvou jednorozmérnych Eukleidovych topologii na obou realnych

primkéch.

Piiklad 1.5.14. Necht K = N, 7 = {{1},{1,2,3},{3},{3,4,5},{5}, ...}, 7 mnozina

v8ech sjednoceni mnozin z 79. Pak (K, 1) je tzv. Khalimského poloprimka.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obr. 1.5.4 Usek Khalimského polopiimky.

Soucinova topologie na K? je tzv. dvourozmérnd Khalimského topologie, dtilezita pro
pocitacové vidéni a rozliSovani obrazu. V predchozim i v nasledujicim obrazku je nejmensi
okoli daného bodu dano bodem samotnym a koncovymi body Sipek, které z daného bodu

vychazi. Typy riznych bodi a jejich nejmensi okoli jsou znazornéna riznymi barvami.

« - * » »
« - - » »
. - - » »
L - - - -
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Obr. 1.5.5 Dvourozmérna Khalimského topologie.

Je ztejmé, ze oba Khalimského prostory nejsou Hausdorffovy.

Priklad 1.5.15. Necht X = R. Pak 7y, mnozina vSech polouzavienych interval tvaru
(a,b) C R, je bézi tzv. Sorgenfreyovy topologie na X, kterd ma nékteré vyrazné odlisné
vlastnosti od topologie Eukleidovy. Tato topologie ovSem je, stejné jako Eukleidova topo-

logie na R, Hausdorffova.

K tomu, abychom poznali, zda jisty soubor podmnozin mnoziny X je béazi néjaké

topologie na X, slouzi nasledujici véta.

Véta 1.5.1. Bud X mnoZina a 79 C 2. Pak 7 je bdzi néjaké topologie na X prdve kdyZ

jsou splnény ndsledujict podminky:

) Unn=X

(i) Je-li U,V €9 ax e UNV, pak existuje W € 19, Zex € W CUNV.

Diikaz. Necht 79 je bazi topologie 7 na X. Pak zfejmé X € 7 je sjednocenim jistych mnozin
z 1o, takze o = X. Je-li U,V € paxz €e UNV, je UNV € 7, takze existuje W € 19, ze
xreW CcUnV.

Naopak, necht 7y spliiuje podminky (1) a (2). Bud 7 soubor vSech mnozin, které jsou sjedno-
cenim jistych mnozin z 7. Je zFejmé, ze & je sjednocenim prazdného systému, takze @ € 7. Z (1)
plyne X € 7. Rovnéz je zrejmé, Ze systém 7 je uzavieny na operaci sjednoceni libovolného svého
podsystému. Budte U,V € 7. Ukdzeme, ze U NV € 7. Necht x € U NV. Existuji Uy, V € 19,
Uy CU, Vo CV,zex e UynVy. Podle (2) existuje W € 19, ze x € W CUpgNVy CUNV. Tedy
UNYV jesjednocenim jistych mnozin z 7y a tedy U NV € 7. Tim je provéreno, Ze T je topologie
na X.

O

Nyni miizeme ptistoupit k definici pojmu spojitosti zobrazeni.

Definice 1.5.4. Budte (X, 7), (Y, o) topologické prostory, f : X — Y zobrazeni. Rikame,
7e f je spojité, jestlize pro kaZdou otevienou mnozinu V € o je mnozina f~}(V) =
={z|z € X, f(z) € V} oteviend v (X, 1), tedy f~*(V) € 7.
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Obr. 1.5.6 Zobrazeni a jeho spojitost.

Priklad 1.5.16. Identické zobrazeni na topologickém prostoru je vzdy spojité.

Piiklad 1.5.17. Bud X = {0,1}, 7 = {2,{0},{0,1}}, Y = {a, b}, 0 = {2, {b}, {a,b}}
a f: X — Y takové zobrazeni, ze f(0) = a, f(1) = b. Pak f neni spojité, protoze {b} € o,

ale f7H({b}) = {1} ¢ 7.

Priklad 1.5.18. Elementarni funkce sinx, cosz a e jsou spojité na R s Eukleidovou
topologii. Funkce tgz, Inx jsou spojité na svém defini¢nim oboru (ktery je vSak vlastni

podmnozinou R!!).

Priklad 1.5.19. Funkce sgnz : R — R, ktera nabyva hodnot

—1, prozx <0,
sgnr = 4 0, pro x = 0,

1, pro x > 0,

neni spojitd na R s Eukleidovou topologii, protoze sgn ~*((—3, 3)) = {0} neni oteviend

mnozina v Eukleidové topologii. Na nasledujicim obrazku uvadime grafy nékterych ne-
spojitych realnych funkci. Na ose y je vyznacen otevieny interval, jehoz inverzni obraz
neni mnozina oteviena v Eukleidové topologii. Tyto funkce jsou definovany predpisy

sinx

fla)=q "
0, pro x = 0,

pro x # 0,

1
sin~, prox #0,

0, pro x = 0,
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h(x) = sgnx
a
L proz #0,
Fa) = 1 ° pro & #
0, prox=0.

N

Obr. 1.5.7 Nékteré nespojité realné funkce

Definice 1.5.5. Bud f : X — Y spojité vzdjemné jednoznacné zobrazeni mezi topolo-
gickymi prostory (X, 7), (Y, o). Necht je spojité i zobrazeni f~1. Pak se f (i f~!) nazyva

homeomorfismem. O prostorech (X, 7), (Y, o) fikdme, Ze jsou homeomorfni.

Homeomorfni prostory jsou z topologického hlediska stejné, az na oznaceni svych

prvki. Uvedme piiklady homeomorfnich prostort.

Piiklad 1.5.20. Redlné piimka R a otevieny interval (a,b), kde a < b, jsou homeomorfni.

Naptiklad funkce tg 2 je homeomorfismus intervalu (-7, 7) na R.

Priklad 1.5.21. Redlnd rovina R? a dvourozmérnd sféra 5%\ {p}, z niZ je vyjmut jediny

bod p € S2, jsou homeomorfni.

Naopak, pfimka a rovina homeomorfni nejsou, uzavieny a otevieny interval také ne.

Zatimco v teorii mnozin byly tyto Gtvary az na oznaceni prvki totozné, nova struktura

27 s
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zjistili, ze otevieny interval a realna primka, které topologie povazuje za stejné, struk-
tura metriky jiz rozlisi — interval (a,b) ma konecnou délku, zatimco pfimka R nikoliv.
Pozorny c¢tenar si miize polozit otazku, pro¢ se tedy zabyvame topologickymi prostory,
kdyz se metricka struktura zda byt vyhodnéjsi, protoze dokaze rozlisit od sebe i objekty,
které v topologii splyvaji. Bohuzel, existuje fada topologickych prostorti, které se nedaji
definovat metrikou. A pravé tyto topologické prostory jsou mnohdy zajimavé z hlediska
computer science ¢i nékterych odvétvi moderni matematiky. Piikladem je topologicky
prostor z prikladu 1.5.14 nebo 1.5.15. Rozhodnout, zda jsou dva topologické prostory
homeomorfni mtze byt nékdy dosti obtizné, naptiklad i dikaz klasického a dobfe zna-
mého vysledku nehomeomorfnosti readlné roviny a realné piimky presahuje rozsah tohoto

zakladniho uc¢ebniho textu.

Softwarové nastroje: Spojitost zobrazeni na konecnych mnozinach

Definice 1.5.6. Bud X mnoZina, {2 soubor mnozin. Rekneme, Ze € pokryva X nebo-li
Q2 je pokryti X, jestlize X C |J .

Definice 1.5.7. Rekneme, Ze topologicky (X, 7) je kompaktni, jestlize z kazdého jeho
pokryti Q2 C 7 otevienymi mnozinami lze vybrat konecné podpokryti. O mnoziné ¥ C X
fikdme, Ze je kompaktni, je-li kompaktni jako topologicky podprostor prostoru (X, ),

tedy v topologii indukované z prostoru (X, 7).

maji vlastnosti, které se v mnohém ohledu blizi kone¢nym mnozinam, ackoli mohou byt
napfiklad nespocetné. V realné analyze se ceni pfedevsim vlastnost, ze spojité funkce na

nich nabyvaji svého minima i maxima. Uvedeme nékteré priklady kompaktnich prostort.
Priklad 1.5.22. Kazdy konecny topologicky prostor je kompaktni.
Priklad 1.5.23. Realny uzavieny interval je kompaktni.

Dikaz. K dikazu tohoto tvrzeni potrebujeme ponékud hlubsi znalosti vlastnosti usporadani
realnych ¢&isel. Rikdme, Ze realné &islo h € R je horni zdvora mnoziny M C R, jestlize pro kazdé

m € M plati m < h. Podobné, redlné c¢islo d € R je dolni zdvora mnoziny M, jestlize pro

kazdé m € M plati m > d. Nejmensi horni zdvoru mnoziny M oznacujeme sup M a nazyvame


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Spojitost.jsp
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suprémem mnoziny M. Nejvétsi dolni zadvoru mnoziny M oznacujeme inf M a nazyvame infimem
mnoziny M. Realna ¢isla se vyznacuji piijemnou vlastnosti, ze totiz vSechny neprazdné omezené
mnoziny v R maji suprémum a infimum.Pozorny ¢tenar si jisté povsimne rozdilu mezi maximem
a suprémem, pifipadné minimem a infimem mnoziny. Zatimco maximum i minimum, pokud
existuji, musi byt prvkem dané mnoziny, suprémum ani infimum nemusi. Pojmy, které jsme zde
pro potieby dikazu uvedli, vylozime podrobnéji v kapitole vénované usporfadanym mnozinidm.
Nyni mizeme zahajit vlastni dikaz.
Nechf a,b € R a a < b. Necht Q je oteviené pokryti intervalu I = (a,b). Polozme M =
= {z|z € I, interval (a,z) lze pokryt koneéné mnoha mnozinami z Q}. Protoze zajisté a € U
pro néjaké U € (2, existuje € > 0 takové, ze (a — e,a + ) C U. Pak ovsem <a, a+ %> C U, odkud
a+ 5 € M # @. Ozna¢me tedy m = sup M. Zfejmé a < m < b, odkud m € I. Tedy existuje
V e Q, ze m e V. Existuje § > 0, ze (m — 3, m+6) C V, nebot V je oteviend. Protoze je m
suprémum mnoziny M, existuje z € M N (m — 6, m). Vsimnéme si, Ze také interval (a,m + %>
lze pokryt kone¢né mnoha mnozZinami z §2. Nyni je zifejmé, Ze musi byt m = b. Kdyby bylo
m < b, nebylo by totiz m = sup M.
O

Priklad 1.5.24. Topologicky prostor z ptikladu 1.5.6 je kompaktni.

Véta 1.5.2. Obraz kompaktniho topologického prostoru ve spojitém zobrazeni je kom-

paktni topologicky prostor.

Dikaz. Bud (X, 7) kompaktni topologicky prostor,(Y, o) topologicky prostor, f : X — Y
spojité surjektivni zobrazeni. Necht Q je oteviené pokryti Y. Klademe ® = {f~1(V)|V € Q}.
Pak ® je oteviené pokryti X, z néhoz lze vybrat koneéné podpokryti {f~1(V1), f~1(Va),
oo 7YV Y. Pak Ule Vi =Y, takze {V1,Va,...,Vi} je koneéné podpokryti Q. Tedy (Y, o) je
kompaktni.

]

Véta 1.5.3. Mnozina K C R" je kompaktni v Fukleidové topologii na R™, prdve kdyz je
omezend a UzZaVIENG.

Dtikaz je v principu analogicky diikazu kompaktnosti uzavieného realného intervalu,

jeho obtiznost vsak presahuje moznosti tohoto uc¢ebniho textu.

Disledek 1.5.1. Spojitd funkce s redlnymi hodnotami nabyvd na kompaktni mnoziné

svého minima a mazima.
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Dikaz. Bud (X, 7) topologicky prostor a K C X kompaktni. Necht f : K — R je spojité
zobrazeni. Pak f(K) C R je kompaktni podle véty 1.5.2. Podle véty 1.5.3 je f(K) omezena
a uzaviend. Tedy existuji sup f(K),inf f(K) € R, pfi¢emZ s uzavienosti mnoziny f(K) plyne
sup /() inf £(K) € f().

]
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Cviceni

1.5.1. V prikladech 1.5.1 az 1.5.7 provéfte axiémy topologie, uvedené v 1.5.1.

1.5.2. V prikladech 1.5.8 az 1.5.15 provéite axiémy baze topologie, uvedené v 1.5.1.

1.5.3. Dokazte, ze Eukleidova metrika na R? indukuje Eukleidovu topologii.

1.5.4. Najdéte vSechna spojita zobrazeni a vSechny homeomorfismy mezi dvéma Serpinského topologickymi prostory.
1.5.5. Najdéte vSechny topologie na dvouprvkové a t¥iprvkové mnoziné. Urcete, které z nich jsou navzajem homeomorfni.

1.5.6. Dokazte, ze redlna funkce f : R — R dand predpisem f(z) = 2z je spojita.

Obr. 1.5.8 Spojitost zobrazeni v bodé

1.5.7. * Budte (X, 1), (Y, o) topologické prostory. Zobrazeni f : X — Y se nazyva spojité v bodé x € X, jestlize ke kazdému
okoli V' € o bodu f(z) existuje okoli U € 7 bodu x takové, ze f(U) C V (viz. Obr. 1.5.8). Dokazte, Ze zobrazeni f je spojité,

pravé kdyz je spojité v kazdém bodé prostoru X.

Obr. 1.5.9 Stereograficka projekce
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1.5.8. * Dokazte tvrzeni prikladu 1.5.21. Navod: Pozadovany homeomorfismus naleznete, kdyz sestrojite sféru, dotykajici
se roviny. Protéjsim bodem na sféfe k bodu dotyku vedte polopfimku, kterd je rtiznobézna s rovinou. Polopfimka protne
sféru i rovinu v sobé si odpovidajicich bodech (viz. Obr. 1.5.9). Zbyvé provétit, ze vznikajici zobrazeni (tzv. stereografickd

projekce) je homeomorfismus.

1.5.9. Provéite, ze topologicky prostor z prikladu 1.5.6 je kompaktni.
1.5.10. Dokazte, ze nekonecny diskrétni prostor neni kompaktni.
1.5.11. Dokazte, Ze mnozina R s Eukleidovou topologii neni kompaktni.

1.5.12. Dokazte, ze uzavieny interval a readlna primka nejsou homeomorfni.
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1.6 Relace na mnoziné

Nyni se budeme zabyvat dalSimi typy binarnich relaci na mnoziné.
Definice 1.6.1. Bud R C X x X relace na X. Rekneme, Ze R je:
(1) reflexivni, jestlize (z,x) € R pro kazdé z € X
(ii) symetrickd, jestlize plati implikace (z,y) € R = (y,x) € R;
(iii) antisymetrickd, jestlize plati [(x,y) € RA (y,x) € R] = = =y;
(iv) tranzitivng, jestlize [(z,y) € RA (y,2) € R] = (z,2) € R.

Déle, relaci R nazveme ekvivalenci na mnoziné X, je-li soucasné reflexivni, symetricka
i tranzitivni. Podobné, relace R se nazyva (cdstecné) usporaddni na mnoziné X, je-li
soucasné reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni. Relace, ktera je reflexivni a symetricka
(nemusi byt tranzitivni), se nazyva tolerance. Podobné, je-li relace reflexivni a tranzitivni

(nemusi byt antisymetrickd), nazyva se kvaziusporddani.

Piiklad 1.6.1. Necht X = {1,2,3,4}, R={(z,y)|z,y € X,z < y}. Pak R je reflexivni,

antisymetricka a tranzitivni, ale neni symetricka. R je usporadani na X.

Priklad 1.6.2. Necht X = {1,2,3,4}, R = {(z,y)|z,y € X,z < y}. Pak R je antisyme-

tricka a tranzitivni, ale neni reflexivni ani symetricka. R je neni usporadani na X.

Piiklad 1.6.3. Necht X = {1,2,3,4}, R = {(z,y)|z,y € X,z = y}. Pak R je reflexivni,

symetrické, antisymetrickd a tranzitivni. R je ekvivalence i usporadani na X.

Piiklad 1.6.4. Nechf X = {1,2,3,4}, B = {(1,1),(2,2),(3,3), (4,4), (2,4), (4,2),
(1,3),(3,1)}. Relace R je reflexivni, symetricka i tranzitivni, tj. je ekvivalenci na X. Neni

vSak antisymetricka, proto to neni usporadanim na X.

Softwarové nastroje: Binarni relace na mnoziné


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/BinarniRelace2.jsp
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Definice 1.6.2. Bud X mnozina a & soubor podmnozin mnoziny X (& je tzv. gotické
S). Jestlize (J& = X a soubor & je po dvou disjunktni (tj. libovolné dvé mnoZiny z &

maji prazdny prunik), nazyva se & rozkladem na mnoziné X.

Obr. 1.6.1 Rozklad na mnoziné

Bud R binarni relace na X. Abychom zjednodusili zptisob zapisu, budeme nékdy psat

xRy misto (z,y) € R.

Véta 1.6.1. Bud & rozklad na X. Definuyme xRy pro vSechna takovd x,y € X, Ze
x,y € S pro néjakou mnoZinu S € &. Potom relace R je relaci ekvivalence na mnoziné

X.

Dikaz. Provérime reflexivitu, symetrii a tranzitivitu relace R. Bud z € X. Protoze X = |J &,
x € S pro néjakou S € &. Tedy xRz, tj. relace R je reflexivni. Predpokladejme, Ze xRy. Pak
x,y patii do néjaké mnoziny S € &. Z toho plyne, ze i y,x patii do téze mnoziny S, ¢ili yRzx.
To znamend, %e R je symetrickd. Konecné, necht xRy a yRz. Pak existuji mnoziny S,T € S,
zex,ye Say,ze€T. Tedy y € SNT. Protoze vsak je & po dvou disjunktni systém, musi byt
S =T. Proto i z, z patii do stejné mnoziny S rozkladu &, takze xRz. Tedy R je tranzitivni.
Overili jsme, Ze R je ekvivalenci na X.

]
Relace R z 1.6.1 se nazyva ekvivalence urcend rozkladem G.
Véta 1.6.2. Bud R ekvivalence na mnoziné X. Pro kaZdé a € X klademe
la] = {z|z € X, xRa}.

Potom
S = {[alla € X}

je rozkladem na X.
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Dikaz. Musime ovérit, ze X = J & a ze S je po dvou disjunktni. Bud a € X. ProtoZe aRa,
jea€al. Tedy X = 6.

Zbyva ovéfit, ze G je po dvou disjunktni systém. Nechf pro néjaké a,b € X je [a] N [b] # 2.
Pak existuje ¢ € [a]N[b]. Tedy cRa, cRb. Ze symetrie plyne, Zze aRc, coZ spolu s ¢cRb dava uzitim
tranzitivity aRb. Bud nyni = € [a]. Pak zRa a aRb, odtud zRb. Tedy = € [b]. Potom vsak
[a] C [b]. Je-li naopak y € [b], analogicky yRb, coZ spolu s bRa dava yRa, takze y € [a]. Tedy
[b] C [a]. Celkem dostavame [a] = [b]. Tim je dokédzano, ze & je tvofen po dvou disjunktnimi
mnozinami, tedy G je rozklad na X.

O
Mnoziny [a] = {z|z € X, 2 Ra} se nazyvaji tridy rozkladu piislusného k ekvivalenci R.

Piiklad 1.6.5. Bud X = {1,2,...,10}. Nechf je dana relace R = {(z,y)| =,y € X, 3 déli
x —y}. Je snadné ovéfit, ze R je reflexivni, symetricka a tranzitivni, a tedy je ekvivalenci
na X. Pak

[1] = [4] = [7] = [10] = {1,4,7,10},

2] = [5] = [8] = {2,5,8},
3] = [6] = [9] = {3,6,9}.

Ekvivalence a rozklady vlastné méni rozliseni v nahledu na ptivodné definovany objekt.
Pavodni prvky jsou nahrazeny tiidami ekvivalence, ¢imz vznikd novy objekt, nebo se
alespon méni nahled na objekt ptivodni podobné, jako kdyz na obrazovce pocitace snizime
grafické rozliseni — nékteré pixely splynou. Pokud je ekvivalence vhodné volena, urcita
zavislost ¢i zakonitost, kterou chceme pozorovat, zlistava zachovana, ale celkovy pohled
se zjednodusi, nebot méame méné novych prvki — tiid ekvivalence. V predchozim prikladé
jsme naptiklad modelovali délitelnost tfemi, ptivodné na desetiprvkové mnozine€, ale zjistili

jsme, ze podstatné jsou pouze tii tiidy ekvivalence, vlastné urcené zbytkem po déleni.

Priklad 1.6.6. Méjme obdélnik (0,2) x (0,1) v realné roviné. Pokud na jeho hranach,
rovnobéznych s osou y ztotoznime prvky ve stejné vysce, po opatieni vhodnou topologii

dostavame valcovou plochu

U= {{(z,y)}|0<2<2,0<y<1}U{{(0,y),(2,9)}0 <y <1}

Nasledujici obrazek ilustruje “slepeni” obdélnika na valec. Aniz bychom si délali naroky
na matematickou presnost, mtzeme ftici, ze “slepeni” zhruba spociva v ztotoznéni bodi,

které padnou do téze tiidy rozkladu a konstrukci otevienych okoli témto novym bodtm.
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Za “nové” body muzeme dokonce povazovat samotné tiidy rozkladu. Vznikly objekt je
definovany abstraktné a nelze ho dale povazovat za soucast realné roviny s jeji Eukleidovou
topologii. Potfebujeme jednu dimenzi navic, abychom mohli obdélnik “ohnout” a slepit.

V oznafeni z obrazku je A= (0,1), A’ = (2,1), B=(0,0) a B'=(0,2).

BB

splyvajici body a jejich okoli

{BB'}

Obr. 1.6.2 Body valcové plochy jako tfidy rozkladu obdélnika

Analogickou konstrukei, avsak pokud vysku méfime na kazdé z obou hran ¢tverce z

opacné zakladny, dostavame — po opatfeni vhodnou topologii — tzv. Mébitav pruh
M= {{(z, 0 <z <2,0<y<1FU{{(0,y), (21 -y}H0<y <1}

Dvouprvkové tiidy ekvivalence znaci ztotoznéné ¢i “slepené” body, jednoprvkové tiidy

odpovidaji vnitinim bodim ptvodniho obdélnika a jeho zakladen.
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splyvajici body a jejich okoli

Obr. 1.6.3 Body Mébiovy plochy jako tfidy rozkladu obdélnika

Priklad 1.6.7. Na mnoziné Z celych ¢isel definujme ekvivalenci R zpusobem podobnym
prikladu 1.6.5: x Ry <= n déli x — y. Prislusné tfidy rozkladu se nazyvaji zbytkové tridy.

Na téchto tfidach lze definovat séitani i ndsobeni:

(2] + [yl =[x +y], [z]-[y]:=[z-y]

Mnozinu ttid ekvivalence oznacime Z,,. Naptiklad pro n = 5 vystacime s reprezentanty tiid

0,1,2,3,4. Vzniknou matematické struktury (Zs,+), resp. (Zs, +, -), kde plati naptiklad
[1]+ 2] = 3], [2]+ [3] =[0], [2] - [3] = [1], apod.

Nékdy se hranaté zavorky vynechavaji a pak nastava zajimavé pocitani, zejména kdyz

nékdo nevi, ze se pocita v grupé, resp. télese zbytkovych trid.

Softwarové nastroje: Ekvivalence a rozklady na mnoziné — rozklad prislusny ekvivalenci,
Ekvivalence a rozklady na mnoziné — ekvivalence prislusna rozkladu, Ekvivalence a roz-

klady na mnoziné — vypis a pocet ekvivalenci

Dalsim a velmi dtlezitym typem binarnich relaci jsou relace usporadani. Doplnime

nékteré pojmy.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Ekvivalence1.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Ekvivalence2.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Ekvivalence3.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Ekvivalence3.jsp
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Definice 1.6.3. Bud X mnozina R C X x X relace usporadani na X. Pak dvojici
(X, R), ¢i méné pfesné mnozinu X nazyvame usporddanou mnoZinou. Pro relaci R pak
¢asto uzivame symbolu <, kde klademe = < y <= (z,y) € R. Je-liz < y a = # y, piSeme
T <y.

Definice 1.6.4. Bud (X, <) usporadana mnozina. Rikédme, ze uspoiddani < je linedrni
(nebo-li upiné jako protiklad ¢astecného), jestlize pro kazdé x,y € X plati x < y nebo
y <.

Piiklad 1.6.8. (N, <), (Q, <), (R, <) jsou linedrné uspofadané mnoziny. Ptitom (Q, <),

(R, <) jsou usporadany huste : Je-li napt. r,s € Q, r < s, pak napf. ar <t<s.

t=
r+s2€Q
Tedy mezi libovolnymi dvéma riznymi prvky z Q lezi dalsi prvek z Q.

Piiklad 1.6.9. Bud A = {1,2,3}, X = 24 = {@, {1}, {2}, {3}, {1,2},{2,3}, {1,3}, A}.

Mnozina (X, C) je usporadand, ale neni linedrné usporadana.

Priklad 1.6.10. Bud M = {1,2,3,4,5,6}, | relace délitelnosti na M. Pak (M,]) je

usporadana, ale ne linearné.

Definice 1.6.5. Bud (X, <) uspofadana mnozina. Nechf a,b € X. Rekneme, 7e b pokrijvd

a, jestlize a < b a neexistuje x € X takové, ze a < x < b.
Piiklad 1.6.11. V mnoziné (N, <) 2 pokryva 1, 7 pokryva 6, ale 8 nepokryva 5.

Priklad 1.6.12. Bud A = {1,2,3}, X = 24 V mnoziné¢ (X, C) mnoziny {1}, {2}, {3}
pokryvaji @, {1,2} pokryva mnoziny {1}, {2}, A pokryva mnoziny {1, 2}, {2,3}, {1,3}.

Je-li X kone¢na mnozina, lze prvky mnoziny X reprezentovat body v roviné, a to tak,
ze mensi prvky jsou zakresleny nize nez vétsi, pticemz pokryvany prvek je s pokryvajicim

spojen useckou. Vznikd tzv. Hassetv diagram.

Piiklad 1.6.13. Bud N, = {1,2, 3,4} s pfirozenym usporadanim. Pak Hasseliv diagram

tohoto uspofadani ma tvar
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(Ny, <)

Dale ozna¢me A = {1,2,3}, X = 24. V usporadani X inkluzi je Hassefiv diagram

tvaru

{1,2,3}

PN

{1,2} {1,3) {2.3)

X

{1} {2} {3}
\ | /

(X,9)

Polozme M = {1,2,3,4,5,6}. Potom Hassetiv diagram usporadani M délitelnosti je

4 6

/

2\j/5

(M, ])

Definice 1.6.6. Bud (X, <) uspofddand mnoZina, A C X podmnozina. Rekneme, 7e
a € X je horni zdvorou (resp. dolni zdvorou) mnoziny A, jestlize pro vSechna = € A
je < a (resp. a < z). Existuje-li mezi vSemi hornimi zévorami mnoziny A nejmensi,
oznacujeme ji sup A a nazyvame suprémem mnoziny A. Naopak, existuje-li nejvétsi dolni

zavora mnoziny A, oznacujeme ji inf A a nazyvame infimem mnoziny A.

Priklad 1.6.14. Uvazujme (R, <) a bud I = (0,1). Pak sup = 1, inf I = 0. Vsimnéte

si, ze sup I nebo inf I nemusi byt prvkem mnoziny I!

Piiklad 1.6.15. Nechf A = {1,2,3}, X = 24. Pak (X, C) je usporddanid mnozina. Pro
B = {{1},{3}} mame sup B = {1,3}, inf B = &; pro C' = {{1,2},{2,3}} je supC = A,
inf C' = {2}; pro D = {{1,2},{2,3},{3}} mame sup D = A, inf D = .

Bud (X <) uspofddand mnozina, A C X. Ma-li A nejvétsi prvek, je tento zaroven
suprémem mnoziny A. Opak vSak obecné neplati. Podobné méa-li A nejmensi prvek, je

tento soucasné infimem mnoziny A. Opak rovnéz obecné neplati.
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Véta 1.6.3. V mnozZiné R redlnych cisel ma kazZda shora omezend mnozina suprémum a

kaZda zdola omezend mnozZina infimum.

Vétu uvadime bez dikazu. Prislusny dikaz by byl totiz zavisly na zptsobu zavedeni
redlnych cisel. Realné ¢isla je v zdsad€ mozno zavést axiomaticky a pak je tvrzeni véty jed-
nim z axiomi, ktery se nedokazuje, nebo nékterou z metod ziplnéni mnoziny racionalnich
Cisel, coz vsak presahuje pozadovany rozsah tohoto ucebniho textu. Proto se spokojime s
pouhym konstatovanim uvedeného tvrzeni a pripadného zajemce z fad studenttt odkazu-

jeme na literaturu.

Definice 1.6.7. Bud (X, <) usporddand mnozina. Prvek m € X se nazyva maximdinim
(resp. minimalnim) prvkem mnoziny X, jestlize v X neexistuje prvek vétsi (resp. mensi)

nez on.

Piiklad 1.6.16. Uvazujme (M, |) z piikladu 1.6.10. Tato uspofddand mnoZina mé t¥i
maximalni prvky 4, 5,6, zadny z nich vsak neni nejvétsim prvkem. Déale ma jeden mini-

malni prvek 1, ktery je zaroven nejmensim prvkem mnoziny M.
Véta 1.6.4. Bud R C X x X relace uspordddni na X. Pak také relace R™' je usporddd-

nim na X (toto uspordaddni se nazgyvd dudlni k < a znacime jej symbolem > ).

Dikaz. Trivialni, provéfenim axiomu reflexivity, antisymetrie a tranzitivity.

Definice 1.6.8. Bud (X, <) uspofddand mnozina. Rekneme, ze (X, <) je svazové uspo-

radand, jestlize kazda dvouprvkova podmnozina mnoziny X ma v X supremum i infimum.

Priklad 1.6.17. (M,|) je usporddand, ale neni svazové usporadand, protoze napt. pod-

mnozina {3,4} nema v M supremum.

Priklad 1.6.18. Y = {{1,2,3},{1,2},{2,3},{2}, {3}, @}, (Y, ©) je svazové usporadana:
napi. sup{{2}, {3}} = {2, 3}, inf{{1,2}{2,3}} = {2}.

Softwarové néastroje: Usporadani na mnoziné


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Usporadani.jsp
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Cviceni

1.6.1. Na mnoziné X = {1,2,3,4,5} jsou dany relace
P ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,3),(3, 1)},
Q={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,3),(3,1),(3,4), (4,3)},
R={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4},
§={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,5),(5,1), (3,5), (5,3),(1,3), (3, 1)},
T=X2.

Urcete, které z nich jsou relacemi ekvivalence na X a v kladnych pfipadech sestrojte prislusné rozklady mnoziny X.

1.6.2. K rozkladim mnoziny X = {1, 2, 3,4} najdéte odpovidajici ekvivalence na X:
P = {{1,2}, 3, 4}},
0= {{1},{2},{3,4}},
R = {{1,2,3}, {4}},
& = {{1}, {2}, 3}, {41},
T ={{1,2,3,4}}.

1.6.3. Najdéte vsechny ekvivalence na mnoziné o 2, 3 a 4 prvcich.

1.6.4. Necht X = {(a,b)|a,b € Z,b # 0}. Definujeme (a,b)R(c,d) pravé kdyz ad = bc. Dokazte, ze R je ekvivalence na

mnoziné X. Jakou zndmou mnozinu tvori t¥idy ekvivalence?

1.6.5. * Naleznéte obecné vztahy pro nejmensi reflexivni relaci p(Q), nejmensi symetrickou relaci o(Q), nejmensi tranzitivni
relaci 7(Q) a nejmensi ekvivalenci €(Q) obsahujici danou relaci Q. Tyto vztahy dokazte. Relacim p(Q), o(Q), 7(Q) se Fika

po fadé reflexivni, symetricky a tranzitivni uzavér relace Q.

1.6.6. Reste tilohu 5 pro konkrétni relaci Q = {(1,2),(2,1),(3,1),(4,5),(5,5)} na X = {1,2,3,4,5}.
1.6.7. Necht F1, Fa jsou ekvivalence na X. Dokazte, ze E1 N E2 je ekvivalence na X.

1.6.8. Necht R je reflexivni a tranzitivni relace na X. Dokaite, ze RN R~1 je ekvivalence na X.

1.6.9. Dokazte nebo vyvratte protipifikladem pro libovolné dvé relace R, R2 na mnoziné X:
p(R1U R) = p(R1) U p(Ra),
o(R1 N R2) =0(R1)No(R2),
7(R1 U R2) = 7(R1) UT(R2),
7(R1N R) = 7(R1) N7(R2),
o(r(R1)) = 7(o(R1)),
a(p(R1)) = p(o(R1)),
p(T(R1)) = 7(p(R1))-

1.6.10. Na mnoziné X = {1,2,3,4,5,6} jsou dany relace
P={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,2),(2,4),(2,5),(2,6), (3,3), (3,5), (3,6), (4,4),
(4,5),(5,5),(6,5), (6,6)},

Q=1{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,2),(2,5),(3,3), (3,5), (3,6), (4,4), (4,5), (5, 5),
(6,5),(6,6)},

R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,2),(2,4), (2,6), (3,3), (3,5), (3,6), (4,4), (4,5),
(5,5),(6,5),(6,6)},

S ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,2),(2,4),(2,5),(3,3), (3,5), (3,6), (4,4), (4,5),

(575)7(675)7(6= 6)}7

T={(11),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,2),(2,4),(2,6),(3,3), (3,6), (4,4), (5,5), (6,6)},
U=1{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,2),(2,4),(2,5), (2,6),(3,3), (3,4),(3,5), (3,6),
(4,4),(4,5),(5,5),(6,5), (6,6)},

Rozhodnéte, které z nich jsou usporddani na X. V kladném pripadé nakreslete Hasseuv diagram.

Kterd z téchto usporadani jsou svazova?
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1.6.11. * Bud (X, 7) topologicky prostor. Pro libovolné z,y € X klademe x < y, pravé kdyz kazdé oteviené okoli bodu
z obsahuje bod y. Dokazte, Ze relace < je kvaziusporadani. Toto kvaziuspofadani se nazyvéa specializace prostoru (X, 7).
Zformulujte ekvivalentni podminku, kterou musi spliiovat prostor (X, ), aby jeho specializace byla usporddénim. Tato

podminka se nazyva Tp-aziom a prostor, ktery ji spliiuje, se nazyva Tg-prostor.

1.6.12. Necht X ={1,2,3,4,5} a 7 bud topologie na X indukovana z Khalimského pfimky. Ovéite, zda je prostor (X, 1)

To-prostorem. Pokud ano, nakreslete Hasseuv diagram jeho specializace.

1.6.13. Uvazujte mnozinu &, vSech ekvivalenci na mnoziné o n = 3 prvcich s usporadanim inkluzi. Nakreslete jeji Hassetuv

diagram a rozhodnéte, zda je (€3, C) svazové usporadana.
1.6.14. * Opakujte predchozi cviceni pro n = 4.

1.6.15. Uvazujte mnozinu 7, vSech topologii na mnoziné o n = 2 prvcich s usporddanim inkluzi. Nakreslete jeji Hassetuv

diagram a rozhodnéte, zda je (72, C) svazové uspofadana.

1.6.16. * Opakujte pfedchozi cviceni pro n = 3.
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Pocditacdova cviceni

1.6.17. Napiste program, ktery reprezentuje mnozinové operace X UY, X NY, X \Y, X =Y pro dvé uzivatelem zadané

kone¢né mnoziny X, Y.
1.6.18. Napiste program, ktery nalezne vSechny podmnoziny zadané koneéné mnoziny.

1.6.19. Napiste program, ktery o zadané binarni relaci zjisti, zda je tato relace zobrazeni a v kladném ptipadé zjisti, zda

je toto zobrazeni injektivni, surjektivni nebo bijektivni.
1.6.20. Napiste program, ktery zjisti, zda zadany konecny soubor mnozin 7 na zadané konecné mnoziné X je topologie.

1.6.21. Napiste program, ktery zjisti, zda zadany konecny soubor mnozin 79 na zadané konecné mnoziné X je baze jisté

topologie.

1.6.22. Napiste program, ktery zjisti, zda dané zobrazeni mezi dvéma zadanymi kone¢nymi topologickymi prostory je
spojité.

1.6.23. Napiste program, ktery zjisti, zda je zadana binarni relace na kone¢né mnoziné reflexivni, symetricka, antisymet-
rickd, tranzitivni.

1.6.24. Napiste program, ktery zjisti, zda je zadand binarni relace na konecné mnoziné tolerance, ekvivalence, kvaziuspo-
rfadani, usporadani.

1.6.25. Napiste program, ktery zjisti, zda je zadana binarni relace na kone¢né mnoziné X svazové usporadani a v kladném
pfipadé ovéri, zda je tento svaz komplementarni — tedy Ze ke kazdému = € X existuje prvek y € X, ze sup{x, y} je nejvétsim

prvkem a inf{z,y} je nejmensim prvkem mnoziny X v zadaném usporadéni.
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Pojmy k zapamatovani

Mnozina. Mohutnost mnoziny.

Mnozinové operace. Sjednoceni, prinik, rozdil, symetricka diference. Kartézsky sou-

¢in.
Binarni relace jako podmnozina kartézského soucinu.
Zobrazeni jako binarni relace. Injekce, surjekce, bijekce.

Topologie. Systém otevienych mnozin. Body vnitini, hrani¢ni a vnéjsi. Topologicky

UZAVEr.
Spojitost jako prenos vlastnosti otevienych mnozin.

Reflexivnost, symetrie, antisymetrie a tranzitivnost binarnich relaci. Rela¢ni uza-

VEry.
Ekvivalence a rozklady.

Usporadani. Pokryvani prvku. Hasseovsky diagram. Svazové usporadani.

Klicové myslenky kapitoly

Velikost mnozin porovnavame pomoci zobrazeni - zejména injekci a bijekci.

Spojité zobrazeni ,,prenasi” systém otevienych mnozin v opacném sméru, nez samo

vede.
Ekvivalence a rozklady spolu vzajemné jednoznac¢né souvisi.

Usporadani na mnoziné svymi vlastnostmi napodobuje pfirozené usporadani c¢isel,

ale je na ném nezavislé.

I ¢isla samotna mohou byt usporadana jinak, nez podle velikosti, naptiklad vzajem-

nou délitelnosti.

Mnoziny mohou byt usporadany na zakladé toho, jak jedna druhou obsahuje - tedy

inkluzi.
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Odkazy na literaturu

Prevaznou cast obsahu této kapitoly lze nalézt ve vétsiné ucebnic obecné algebry a dis-
krétni matematiky, napfiklad [15], [17], [34]. Vyjimku tvoii topologicka ¢ast, vychazejici
predevsim z koncepce [42], kde lze také nalézt fadu informaci k uspordadanym mnozindm
v kontextu, ktery je informatice velice blizky. DalSimi oporami pro topologickou ¢ast je
standardni a velmi rozsahlad monografie [4]. Rozsifujici poznatky smérem k digitalni topo-
logii ¢tenér nalezne napiiklad v [13]. VSechny citace se vztahuji k seznamu literatury na
konci uc¢ebniho textu. Uvedeny jsou zde ucebnice a monografie, obsahujici nebo rozsitujici

partie probirané v této kapitole.

31, [51, [4], [9], [10], [12], [13], [15], [17], [20], [21], [26], [27], [33], [32], [34], [35], [36], [37],
[42]



#*

DALST PRIKLADY K PROCVICENT

45

Dalsi priklady k procviceni

Elektronicka banka prikladi


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/banka_prikladu
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3 Matematicky software

Mnozinové operace

Binarni relace a zobrazeni

Topologie na konecné mnoziné

Topologie na konecné mnoziné — vypis a pocet

Spojitost zobrazeni

Binarni relace na mnoziné

Ekvivalence a rozklady na mnoziné — rozklad piislusny ekvivalenci
Ekvivalence a rozklady na mnoziné — ekvivalence ptislusna rozkladu
Ekvivalence a rozklady na mnoziné — vypis a pocet

Usporadani na mnoziné


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Mnoziny.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/BinarniRelace.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Topologie1.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Topologie2.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Spojitost.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/BinarniRelace2.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Ekvivalence1.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Ekvivalence2.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Ekvivalence3.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Usporadani.jsp

47

2  Struktury s operacemi na mno-

Ziné

V této kapitole se zabyvame prevazné algebrami riizného typu - mnozinami, vybavenymi
obecné jednou nebo vice operacemi a jejich morfismy. Mezi algebrami s jednou operaci
prozkoumame predevsim grupy. Jako reprezentantiim algeber se dvéma operacemi budeme

hlavni pozornost vénovat svaziim. Konec kapitoly vénujeme Booleovym algebram.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e rozlisit vybrané algebraické struktury vcetné vlastnosti jejich objektti a mor-

fismu

vysSetfovat vlastnosti operaci na mnoziné

vytvaret faktorové algebry

vysSettovat vlastnosti algeber s jednou a dvéma operacemi

pracovat se svazovym uspofadanim jako s algebrou

vySetfovat vlastnosti svazii

vysSettovat vlastnosti Booleovych algeber
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2.1 Kategorie

Definice 2.1.1. Kategorii nazyvame usporadanou pétici 8 = (9,9, Dom , Im, o), kde
9,9 jsou néjaké tiidy, Dom a Im jsou zobrazeni definovand na 9% s hodnotami v 9,
o je operace, kterd libovolnym dvéma f,g € 9 takovym, ze Dom g = Im f, prifazuje
prvek go f € M. Prvky t¥idy O se nazyvaji objekty kategorie R, prvky tiidy 9t morfismy
kategorie R. Je-li f € 9, pak Dom f € O se nazyva oborem morfismu f, Im f € O se

nazyva kooborem morfismu f. Operace o je operaci skladdni morfismai.

Pojem trida pouzity v predchozi definici je teoreticko-mnozinovy. Pro nase tcely
postaci védét, ze jde o souhrn prvki, ktery miize byt obecné rozsahlejsi, nez jsou mnoziny.

Napiiklad objekt N z 1.1 je t¥ida, kterd neni mnoZinou.

Priklad 2.1.1. Jednim ze zékladnich pfikladu kategorie je Set (objekty jsou zde mnoziny,

morfismy jsou zde zobrazeni, o...operace skladani zobrazeni).

Definice 2.1.2. Mnozinu © objektii a morfismt z kategorie R nazyvame diagramem v
R, jestlize s kazdym morfismem f : A — B z © také objekty A, B a identické morfismy
tdy a idg patii do ®. Diagram ® nazyvame komutativnim, jestlize pro libovolné dvé

posloupnosti morfismu

Aop Lop, L g R

g1 92 g3 gm—1 gm
A By By e B B

plati

fnofu10-r0fr0fi=0n0Gm-10---0g200g.

Priklad 2.1.2.
A-1-B
g h
C—~D
Tento diagram komutuje, kdyz ho f = ko g.
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Cviceni

2.1.1. V piikladé 2.1.1 jsme uvedli, ze tFida vSsech mnozin spolu se zobrazenimi tvoii kategorii. Jmenujte jesté alespon dvé

dalsi kategorie. Co tvofi v téchto kategoriich t¥idu objekt a co jsou v nich morfismy?
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2.2 Algebry

Definice 2.2.1. Bud A mnozina a w : A" = AX A X - X 4 — A zobrazeni. Pak w

n krat
nazyvame n-drni operaci na A. Cislo n nazjvdme cetnosti (aritou) operace w.

Priklad 2.2.1. A =R, w =+, w(a,b) = a+b je binarni operace na A = R (arita n = 2).
Piiklad unérni operace (n = 1): vybér komplementarniho prvku ve svazové usporadané

mnoziné. Piiklad nularni operace (n = 0): vybér nejvétsiho prvku ve svazové usporadané

mnozine.
Definice 2.2.2. Bud A mnozina, wi,ws,...,w; operace na A s Cetnostmi (aritami)
ni,Ng, ..., ng. Pak (k+ 1)-tici (A, w,ws,...,wy) nazyvame algebrou. Zkracené oznacu-

jeme tuto algebru jen symbolem A jeji nosné mnoziny a hovotrime o algebrie A.
Priklad 2.2.2. (R, +,-) je algebra se dvéma bindrnimi operacemi.

Priklad 2.2.3. Nechf X je n&jakd mnozina. Pak (2%, U, N) je algebra se dvéma bindrnimi

operacemi.

Definice 2.2.3. Budte (A, oy, q9,...,a%) a (B, p1,P2,..., ;) dvé algebry se stejnymi
Cetnostmi n; operaci «;,3; pro i = 1,2,...,k. Necht h : A — B je zobrazeni takové, ze

pro libovolné i € {1,2,...,k} a z1,z9,...,2,, € A plati
h(ci(z1, e, ..., 2y,)) = Bi(h(x1), h(x2), ..., h(zy,))-
Pak h se nazyva morfismem algebry A do algebry B.

Graficky lze predchozi definici vyjadfit nasledujicim komutativnim diagramem pro
1=1,2,...,k:
Ani 2 B
T
A—">B

Pro nazvoslovi morfismi plati nasledujici oznaceni:

(i) monomorfismus...injektivni morfismus
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(ii) epimorfismus...surjektivni morfismus
(iii) izomorfismus...bijektivni morfismus
(iv) endomorfismus.. .morfismus algebry A do A

(v) automorfismus...izomorfismus A na A

Priklad 2.2.4. Polozme A = R, B = R\ {0}, h = ¢*. Pak h : A — B je morfismem
algeber (A, +,—) a (B,-,71), nebot plati

h(z+y) =" =" e = h(x) - h(y);

Dale, h je monomorfismus, nebot e¢* je prosté neboli injektivni zobrazeni.

Priklad 2.2.5. Necht A = R, f(x) = —z. Pak f je automorfismus algebry (R,+) na
sebe. Vskutku,

flx+y)=—(r+y) = (=2)+ (-y) = f(2) + [(y),

takze f je morfismus. Ale navic f je bijekce, tedy izomorfismus (R,+) na (R, +), ¢li

automorfismus.

Definice 2.2.4. Bud (A,w,ws,...,ws) algebra a necht B C A je takovd podmnozina,
ze pro libovolné i € {1,2,... k} a z1,29,...,2,, € B je wi(r1,29,...2,,) € B (0

7

je Cetnost operace w;). Pak algebru (B,w;,ws,...,wy) nazyvame podalgebrou algebry
(A wi, .. wy).

Piiklad 2.2.6. Jestlize S C Z jsou suda ¢isla, pak (S, +, ) je podalgebrou algebry (Z, +
+, ).

Softwarové nastroje: Algebry s jednou operaci


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Algebry.jsp
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Cviceni

2.2.1. Najdéte vSechny algebry s jednou operaci na mnoziné {0,1}.
2.2.2. Nechf A = {1,2} a X = 24. Najdéte viechny podalgebry algebry (X, U,N).

2.2.3. * Bud X = NU {0} a necht aob = b+ 1 pro vSechna a,b € X. Uréete viechny neprazdné podalgebry algebry (X, ).
Jaky je jejich spole¢ny prunik?

2.2.4. Dokazte, ze prinik libovolného souboru podalgeber algebry A je bud prazdny, nebo opét podalgebra algebry A.
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2.3 Faktorové algebry

Definice 2.3.1. Budte X,Y mnozZiny, f : X — Y zobrazeni. Jddrem zobrazeni f nazy-

vame relaci Ker f = f~1 o f.

Véta 2.3.1. Necht f : X — Y je zobrazeni. Pak Ker [ je ekvivalence.

Dikaz. Ukazeme, Ze relace Ker f C X x X je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

(i) Bud z € X a oznaéme y := f(z). Pak (z,y) € f, takze (y,2) € f~!, odkud
(z,2) € f~1 o f = Ker f. Tedy Ker f je reflexivni.

(ii) Zvolme libovolné (z,y) € Ker f. Pak (x,y) € f~!o f, ¢ili existuje z € X, ze (z,2) € f a
(z,y) € f71, odkud (z,2) € f~1 a (y,2) € f. Pak ovem (y,z) € f~'o f = Ker f. Tedy

relace Ker f je symetricka.

(iii) Necht (z,y) € Ker f a (y, z) € Ker f. Potom (z,y) € f 1o fa(y,2) € f~1of, tj. existuji
u,v €Y, ze (z,u) € f, (u,y) € f71, (y,v) € f a (v,2) € f~1. To véak znamend, 7Ze
(y,u) € f a (z,v) € f, odkud dohromady f(z) = u = f(y) = v = f(2). Zejména tedy
u = v, takze (z,u) € f a (u,2) € f~1. Potom (x,2) € f~1o f = Ker f. Tedy Ker f je

tranzitivni.

Tim je dtkaz hotov.
O

Poznamenejme, ze dva prvky z,y € X jsou v relaci Ker f na X, pravé kdyz maji
stejny obraz, tj. kdyz f(x) = f(y).

Piiklad 2.3.1. Necht X = {1,2,3,4,5,6,7}, Y = {a,b,¢,d,e} a f = {(1,a),(2,¢),
(3,a),(4,b),(5,d),(6,b),(7,a)}. Jadro zobrazeni Ker f = je tvofeno prvky (1,1), (1,3),
(1,7), (2,2), (3,1), (3,3), (3,7), (4,4), (4,6), (5,5), (6,4), (6,6), (7,1), (7,3), (7,7).
Struktute & = X /Ker f = {{1,3,7},{2},{4,6}, {5}} se fikd faktorovd mnoZina p¥islusna

ekvivalenci R.
Definice 2.3.2. Bud R C X x X ekvivalence na X. Zobrazeni g : X — X/R piitazujici

prvku x € X tfidu [z]g € X/R, tj. g(x) = [z|g, se nazyva prirozené neboli kanonické

zobrazeni.
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Véta 2.3.2. Bud f : X — Y zobrazeni, g : X — X/Ker f kanonické zobrazeni. Pak
existuje jediné zobrazeni h : X/Ker f — 'Y, Ze diagram komutuje, tj. Ze f = hog, pFicemZ

h je injektivni (a md stejny obor hodnot jako f). Specidlne, je-li f surjekce, je h bijekci.

Dukaz.

(i) Necht t € X/Ker f je libovolné. Pak existuje x € X, Ze t = g(z), tj. t = [*]ker - Klademe
h(t) := f(x). Protoze na vSech ostatnich prvcich y € [z]kerf, ma f stejnou hodnotu
f(y) = f(x) = h(t), je zobrazeni h : X/Ker f — Y korektné definovano.

(ii) Naopak, predpokladejme, Ze rovnéz pro néjaké zobrazeni h' : X/Ker f — Y plati f = h/og.
Kanonické zobrazeni g je zfejmé surjektivni a tedy h, h’ maji na vSech prvcich z X/Ker f

stejné funkéni hodnoty; tedy h = I'.

(ili) Ukazeme jesté, ze h je injekce. Nechf ¢1,t; € X/Ker f. Pak t1 = g(x1) = [Z1]Kerf 2
ta = g(w2) = [T2]Ker r- KdyZ h(t1) = h(t2), pak oviem f(z1) = h(g(z1)) = h(t1) = h(t2) =
= h(g(x2)) = f(x2), takze (z1,22) € Ker f, coz dava t; = [1]ker f = [T2]Ker f = t2, nebot

Ker f je ekvivalence.

Tim je dtkaz hotov.

Rozkladu zobrazeni f na kompozici f = h o g v predchozi vété se fika faktorizace
zobrazeni f (ptes X/Ker f).

Priklad 2.3.2. Necht f : X — Y je stejné zobrazeni jako v piikladé 2.3.1. Pak
f=hog kdeg: X = X/Kerf, g = {(1,{1,3,7}),(2,{2}),(3,{1,3,7}), (4,{4,6}),

(5a{5}>a(67{476})7 (77{173’7})} a h : X/Kerf — Y, h = {({1,3,7},&),({2},6),
({4,6),b), ({5}, d)} (viz. Obr. 2.3.1),
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Obr. 2.3.1 Faktorizace zobrazeni

Definice 2.3.3. Bud R ekvivalence na A a (A,wi,ws,...,wy;) algebra s operacemi
Wi, Wa, . . . ,ws 0 Cetnostech ny, no, . .., ny. Rekneme, Ze R je kongruence na A, jestlize pro

kazdé i € {1,2,...,k} a x1,29,...,Tn,, Y1,Y2,- - -, Yn, Plati implikace
1 Ry1 A xaRya A+ Ny, Ryn, == wi(T1, o, -, 0, ) Rwi (Y1, Y2, -+ -5 Yny)-

Véta 2.3.3. Bud f libovolny morfismus algebry (A, aq, ag, . .., ) do algebry (B, By, B2, .. ., Pr).
Pak je relace R = Ker f kongruenci na A.

Diikaz. Podle véty 2.3.1 je Ker f ekvivalence na A. Zbyva provérit vlastnost kongruence.
Zvolme i € {1,2,...,k} libovolné, ale pro dalsi ivahy pevné. Necht pro néjaké =1, xa, ..., zp,,

Y1,Y2, .- -, Yn, plati .’L‘lRyl A $2Ry2 A - A xanyn, Pak f(xl) _ f(yl), f(l,‘2) _ f(y2), L
f(xn;) = f(yn,;). Potom vsak

f(ai(xb e 7'7:711)) = /Bl(f(xl)7 . 7f(xnz)) =

= Bi(f(y1)s - f(yn;) = faiyr, - yny))-
To je ale pfesné a;(x1,...,on,)Rai(y1,...,yn,). Tedy R = Ker f je kongruenci na A. Tim je

véta dokazana.

O

Definice 2.3.4. Bud (A,w;,ws,...,wy) algebra a R kongruence na A. Pro libovolné

ie{l,2,...,k} ax,xs,...,2, € Aklademe

Gi([z1]R, [X2) Ry - - s [Tny]R) = Wiz, oy . .o 20, R
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Jelikoz je R kongruenci, je korektné definovina nova algebra s nosnou mnozinou A/R a
operacemi wy,ws, . .., wy. Tuto algebru nazyvame faktorovou algebrou ptivodni algebry A

prislusnou kongruenci R.

Véta 2.3.4. Bud f : A — B epimorfismus algebry (A, aq,aq,...,ax) na algebru
(B, p1, B2, - - ., Br). Pak je faktorovad algebra (A/Ker f,aq, @z, ..., ax) izomorfni s algebrou

(37517527"'aﬂk)-

Dikaz. Podle véty 2.3.2 existuje jediné (a bijektivni) zobrazeni h : A/Ker f — B, ze diagram
komutuje (g je kanonické zobrazeni, h je injekce podle véty 2.3.2 a jelikoz je f epimorfismus,
je h také surjektivni, a tedy bijekce). Zbyva ukazat, ze je h morfismem algeber A/Ker f a B.
Necht i € {1,2,...,k} a x1,22,...,2,, € A. Pak

h(@i([z1], [w2], ... [zn,])) = h([ou (@1, @2, - 2,)]) =
= hoglai(a1,22,...,2n)) = flai(z, 22, ..., 2n,)) =
= Bi(f(z1), f(z2), .., f(zn,)) = Bi(hog(z1),hog(x2),...,hog(zn,)) =
= Bi(h([z1]), h([z2]), - .., h([zn,))),

takze h je vskutku morfismus. Protoze h je také bijekci, je h izomorfismus algeber. Tim je véta
dokézéana.

0

Softwarové nastroje: Kongruence na algebrach s jednou operaci


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Kongruence.jsp
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Cviceni

2.83.1. Necht A={a,b} aacoa=0b,aob=>boa=>bob=a. Najdéte vSechny kongruence na A. K nim sestrojte pfislusné

faktorové algebry.

2.8.2. Necht A =7, R={(z,y)|z,y € Z, 5|z —y}. Dokazte, ze R je kongruenci na (A, +, ). (Navod: kdyz 1 Ry1 Az2Rya,
pak x1 = 5p1 + 71,22 = 5p2 +r2,y1 = 5q1 +71,y2 = 592 + r2.)

2.3.3. Sestrojte faktorovou algebru A/R z pfedchozi tlohy.

2.3.4. Polozme X ={0,1,2,3,4,5} aY = {0, 1,2}. Déle klademe =1 ®z2 = (z1 +x2) mod 6, z1 ®x2 = (z1-z2) mod 6,
y1 By2 = (y1 +y2) mod 3 ayi Dy2 = (y1 -y2) mod 3 pro vSechna z1,z2 € X a y1,y2 € Y. Dokazte, ze f : X — Y, kde
f(z) =z mod 3 je morfismus algeber (X, ®,®) a (Y, H,O).

2.8.5. V predchozim pfikladé naleznéte Ker f a sestrojte faktorovou algebru X/Ker f. Faktorizujte zobrazeni f pfes

faktorovou algebru.

2.3.6. Opakujte cviceni 4 a 5 pro Y = {0,1}, y1 By2 = (y1 + y2) mod 2, y1 Hy2 = (y1 - y2) mod 2 a f(xz) =z mod 2.
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2.4 Algebry s jednou a dvéma binarnimi operacemi

Definice 2.4.1. Nechf (A, %) je algebra s binarni operaci . Pak (A, %) se nazyva grupoid.
Rekneme, Ze (A, *) je pologrupa, jestlize operace * splituje asociativni zékon, tj. pro kazdé
a,b,c € A plati

(axb)xc=ax(bxc).
Déle fekneme, Ze pologrupa (A, ) je grupa, jestlize A navic
(i) obsahuje tzv. jednotkovy prvek e € A s vlastnosti

a*e=a=ex*a pro libovolné a € A;

(ii) obsahuje s kazdym a € A tzv. inverzni prvek a™! s vlastnosti

Daéle fekneme, Ze (A, *) je komutativni neboli abelovskd, jestlize operace * spliuje tzv.
komutativni zékon a * b = b * a pro kazdé a,b € A. Pologrupa s jednotkovym prvkem se

nazyva monotd.

Piiklad 2.4.1. (Z,+), (R, +) a (R\ {0}, -) jsou ptiklady komutativnich grup. (Ss, o), kde
Ss je mnozina vSech permutaci t¥iprvkové mnoziny, nebo (RegM at, -) jsou nekomutativni

grupy.
Véta 2.4.1. Plati:
(i) V grupoidu ezistuje nejuyse jeden jednotkovy pruek.

(ii) V monoidu existuje ke kaZdému prvku nejvyse jeden inverzni prvek.

Diikaz.
(i) Necht (G, *) je grupoid s jednotkami e, f. Pak e = e x f = f.

(ii) Nechf (M, ) je monoid s jednotkou e, a necht b, c € M jsou inverzni prvky k a € M. Pak

b=bxe=bx(axc)=(bxa)*xc=exc=c.
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Tim je dikaz hotov. 0

Kazdy monoid (M, %) lze chépat jako algebru (M, *,e) s binarni operaci * a nulérni
operaci e. Kazdou grupu (G, %) lze chéapat jako algebru (G, *,e,”!) s bindrni operaci ,
nularni operaci e a unarni operaci ~!. U algeber s jednou binarni operaci ¢asto uzivame tzv.
multiplikativni symboliky (tj. misto * piSeme -), pak znacime jednotkovy prvek jako 1 a
inverzni prvek k a jako a™!. U jinych grup také nékdy pouziviame tzv. aditivni symboliky
(tj. misto * piSeme +), pak jednotkovému prvku fikdme neutralni prvek a znac¢ime jej
0, inverznimu prvku k a fikdme prvek opacény a znac¢ime —a. Pologrupovy epimorfismus
zobrazi jednotku na jednotku a inverzni prvek na inverzni (dokonce vynuti existenci téchto
prvki v cilové pologrupé): Je-li f : A — B epimorfismus pologrupy (A4, o) do pologrupy
(B, *) a ma-li A jednotku e4, pak f(ea) je jednotkou pologrupy B. Jsou-li a,b navzijem

inverzni v A, pak f(a), f(b) jsou navzajem inverzni v B (dikaz je snadny).

Softwarové nastroje: Algebry s jednou operaci, Kongruence na algebrach s jednou operaci

Definice 2.4.2. Bud (G, ") grupa, H C G. Rikame, %e H je podgrupa grupy G, jestlize
pro z,y € H plati -y € H, jednotka e grupy (G, -) je prvkem H a pro kazdé x € H plati
r~! € H (pak se iik4, ze mnozina H je uzaviena vzhledem k operacim definovanym v G).
Podgrupa (H, ) grupy (G,-) se nazyva normdlni podgrupa, jestlize pro libovolné a € G,
he Hplatia-h-a e H.

Priklad 2.4.2. V komutativni grupé je libovolna jeji podgrupa normélni. V nekomuta-

tivnich grupach (napf¥. S3) mohou existovat i podgrupy, které nejsou normalni.

Véta 2.4.2. Bud (G,-) grupa, R kongruence na G. Necht 1 € G je jednotkovy prvek v
G. Pak H = [1|g je normdlni podgrupou grupy G.

Dikaz.

(i) Nejprve ovéfime, ze (H,-) je podgrupa. Zvolme a,b € H. Pak aR1, bR1, nebot a,b patii
do téze t¥idy jako 1. Protoze je vSak R kongruence, nutné z toho plyne, ze (a - b)R(1-1),
tedy (a-b)R1. Tedy a-b € H, tj. (H,-) je grupoid. Asociativni zédkon je v H splnén,
protoze plati v G a G O H. Také 1 € H, takze (H,-) je monoid. Bud a € H. Je-lib e G
prvek k a inverzni, pak a-b =1 = b- a. ziejmé aR1 (nebof a € H) a bRb (nebot R je
reflexivni), odtud (a - b)R(1-b) = 1Rb, takze i b € H, tedy H je uzaviend i vzhledem k

inverzi. Celkem mame, ze H je grupa.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Algebry.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Kongruence.jsp
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(ii) Nyni ukdzeme, Ze (H,-) je normalni podgrupou. Bud a € G, h € H. Chceme dokézat, ze
aha™! € H. Jelikoz hR1, a zjevné aRa, a ' Ra~!, dostdvidme vynéasobenim zleva ahRa, a

déle vynasobenim zprava
aha 'Raa™ = aha™'R1, a tedy aha™! € H.

Tim je dtkaz hotov.

Véta 2.4.3. Bud (G,-) grupa a H C G jeji normdlni podgrupa. Pak relace R =

={(z,y)|z,y € G,y 'z € H} je kongruence na G.

Dikaz.

lyr=1a

(i) Ukazeme nejprve, Ze R je ekvivalenci na G. Bud = € G libovolny prvek. Jelikoz x~
1 € H, relace R je reflexivni. Bud 2 Ry. Pak y~ 'z € H, takze existuje h € H, ze y 'x = h,
tedy £ =y - h, odkud y = xh™!, takie 2~y = h™! € H. Tedy yRx,tj. R je symetricka.
Necht zRy A yRz. Pak y~ 'z € HA 2"y € H, takze 2 'o = 2 lyy 'z € H. Tedy R je i

tranzitivni, ¢ili celkové ekvivalence.

(ii) Ukazeme, ze R je kongruenci na G. Necht zRy a uRv pro néjaké x,y,u,v € G. Potom
y~lz,v"lu € H, takze existuji h,g € H,%2e x = y - h, u = v - g. Tedy zu = yhvg =
= yvv~thvg = yupg, kde p = v"'hv € H, nebot (H,-) je norméalni podgrupa. Pak oviem
k = pg € H, odkud dostavame xu = yvk, &li (yv)~1(zu) € H, tj. (zu)R(yv). Tedy R je

kongruence a véta je dokazana.

0

Vsimnéme si, ze k dikazu, ze R je ekvivalence, nebylo potfeba norméalnosti podgrupy

H. Faktorové tfidy podle R maji tvar:
[2]r = {yly € G,yRae}y ={ylye G,alye Hy = {yly=x-h,hc H} =

= {xhlh € H},

coz znacime zjednodusené [z|p = = - H a témto tiidam fikame levé tridy podle H.
Vzniklému rozkladu G/ R tikame levy rozklad grupy G podle H. Analogicky lze definovat
tzv. pravy rozklad podle H na t¥idy H - © = {h - x|h € H}. Obecné (pro nekomutativni

grupy) se tento rozklad mize lisit od levého rozkladu. Je-li H normélni podgrupa v G,
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jsou oba rozklady stejné: Necht y € xH. Pak existuje h € H, ze y = xh. Potom yz ! =

= zhx™! = g € H (H je normalni), a tedy y = gz, coz davad y € Hz. Tedy xH C Hzx.
Analogicky se ukaze opacna inkluze Hx C zH, tj. celkem xH = Hzx.

Véta 2.4.4. Pocet prvku podgrupy je deélitelem poctu prvkid grupy.
Dikaz. Je-li H podgrupa v G (ne nutné normalni), ma kazda t¥ida v H, kde = € G, stejné

prvki jako H. Tedy |G| = |G/H]| - |H|, coz dava ihned tvrzeni.
U

Definice 2.4.3. Bud (G, ) grupa a H jeji normalni podgrupa. Necht
R={(z,y)|lv,y € G,y 'w € H}

je kongruencni relace piislusna podgrupé H. Pak faktorovou grupu G/ R (je to grupa diky
existenci pfirozeného epimorfismu G — G/ R) nazyvame faktorovou grupou grupy G podle
H a zna¢ime G/H.

Bud f : G — F morfismus grup (G, -) a (F, *). Ozna¢me R = Ker f. Podle véty 2.3.3
je R kongruenci na G, takze t¥ida J(f) := [1¢|ker s je normélni podgrupa grupy G podle

vety 2.4.2. Pritom presnéji,
3(f) ={z|lz € g.2R1lc} = {z|z € G, f(2) =

= f(le)} = {zlz € G, f(2) = 1p} = f'(1p),

tedy J(f) je mnozina v8ech vzoru jednotky 1. Relaci R = Ker f lze vyjadrit také jako
R={(z,y)lv,y € G, f(z) = f(¥)} = {(x,9)|x,y € G, (f(y) ™" * f(x) = 1} =

={(z,y)lz,y € G, f(y 'z) =1} = {(z,y)|lz,y € G,y 'w € [T (1p)} =
= {(z,y)|z,y € G,y rz € 3(f)}.

Existuje tedy vzajemné jednoznac¢na korespondence mezi jadrem Ker f a normalni pod-

grupou J(f) (kterd se diky svému charakteru nazyva jadro morfismu f).

Véta 2.4.5. Bud f : G — F epimorfismus grup (G,-) a (F,*). Pak grupy (G/3(f),-) a

(F, %) jsou izomorfni.
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Diikaz. pfimy disledek véty 2.3.4. g

Piiklad 2.4.3. Necht (Z,,®) je grupa s operaci s¢itani modulo n, tj.
Z,=1{0,1,2,....n—1}, a®b=(a+b) mod n.
Polozme f : Z — 7Z, tak, ze f(z) := z mod n. Zfejmé f je epimorfismus Z na Z,, je totiz
flz+y)=(r+y) modn = (podle véty o déleni se zbytkem ) =

=[(z modn)+(y modn)] modn=(f(x)+f(y) modn=f(x)e f(y),
pricemz f je surjektivni.

Pak

) =A{zlf(x) =0} = {z|z = ny,y € Z} ={nyly € Z} = nZ

a jednotlivé t¥idy rozkladu piislusného kongruenci Ker f maji tvar []ke f = © + nZ, je

tedy patrné, ze [7|ke f je mnozina pravé téch prvki ze Z, které lze vyjadrit ve tvaru x+ny,

kde y € 7Z, tj. pravé téch prvki ze 7Z, které po déleni ¢islem n davaji stejny zbytek. Tedy
[Tlker f = {2lz =2+ ny,y € Z} = {2|z € Z,n|z — 2z} =
={z|z€Z,z modn=2z modn}.

Faktorova grupa Z/3(f) = Z/nZ je tedy préavé grupa zbytkovych t¥id, izomorfni s ptivodni

grupou Z,. Proto se tyto dvé grupy casto ztotoznuji.
Definice 2.4.4. Bud (A, +,-) algebra s operacemi + a - takova, ze

(i) (A,+) je komutativni grupa,

(i) (A,-) je monoid;

(iii) pro libovolné a, b, c € A plati

a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a.

Pak (A, +,-) se nazyva okruh. Je-li |A| > 1, nazyva se (A, +,-) netrividlni okruh. Necht
0 € A je neutralni prvek grupy (A, +). Pak 0 se nazyva nulou okruhu (A, +,-). Necht 1

je oznaceni pro jednotkovy prvek monoidu (A4, ). Pak 1 se nazyva jednotkou (jednickou)

okruhu (A, +, ). Je-li navic (A\ {0}, -) komutativni grupa, okruh (A, +, -) se nazyva téleso.

Piiklad 2.4.4. Piiklady téles: (R,+,-), (C,+,-), (Z,,+,-) pro p prvocislo. Kone¢nych

téles se vyuziva napft. v teorii kédovani.



CVICENT 63

Vv 4
Cviceni
2.4.1. Dokazte, ze (A,0), kde A ={0,1,...,n—1} aaob= (a+b) mod n pro vSechna a,b € A je komutativni grupa.
Zapiste jeji tabulku pron =1,2,3,4,5,6.

2.4.2. Dokaite, ze (A,e), kde A= {0,1,...,n—1} aaeb = (a-b) mod n pro véechna a,b € A je komutativni monoid.
Zapiste jeho tabulku pron =1,2,3,4,5,6.

2.4.3. * Necht (A, e) je algebra z predchozi tlohy. Dokazte, Ze jeji podmnozina A \ {0} s operaci o je komutativni grupa,

pravé kdyz n je prvocislo.
2.4.4. Necht M ={1,2,3} a S3 = {(1,2,3),(3,1,2),(2,3,1),(3,2,1),(1,3,2),(2,1,3)} mnozina vSech permutaci mnoziny
M (tj. bijekci M — M). Zapiste tabulku algebry (S3, 0). Dokazte, ze (S3,0) je nekomutativni grupa. Ukazte také, ze kazdou

permutaci mnoziny M lze reprezentovat jako symetrii (tj. zobrazeni na sebe, zachovéavajici geometricky tvar) rovnostranného
trojuhelnika (viz Obr. 2.4.1).

3 2 1

1 2 3 1 2 3
3 2 1

2 1 1 3 3 2

Obr. 2.4.1. Symetrie rovnostranného trojuhelnika

2.4.5. Najdéte vSechny podgrupy grupy (Z4, ®). Které z nich jsou normalni?
2.4.6. Najdéte vSechny podgrupy grupy (Ze, ®). Které z nich jsou normalni?

2.4.7. Je déna algebra (K4,©), kde K4 = {a, b, ¢,d} a operace ¢ je ddna tabulkou:

o a b c d
a a b c d
b b a d c
c c d a

d c b a

Dokazte, ze (Ka4,¢) je grupa (tzv. Kleinova grupa). Ukazte, Ze jeji prvky lze reprezentovat jako symetrie obdélnika (s

nestejnymi stranami, viz. Obr. 2.4.2).
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HE
B C
C D A B
A D
Obr. 2.4.2. Symetrie obdélnika

2.4.8. Najdéte vSechny podgrupy Kleinovy grupy (K4,¢). Které z nich jsou normalni?
2.4.9. Najdéte vSechny normélni podgrupy grupy (Ss, o).
2.4.10. K normalnim podgrupam v piikladech 5 az 9 sestrojte prislusné faktorové grupy.
2.4.11. Rozhodnéte a dokazte, zda existuje epimorfismus algeber:

(1) (Z4,®) na (Z2,®)

(i) (Z4,®) na (Zs3,®)

(iii) (Zs, ®) na (Za2,d)

(iv) (Ze,®) na (Z3,P)

(v) (Ze,®) na (Zs, ®)

(vi) (Z4,®) na (K4,9)

(vii) (Ka,©) na (Z2,®)

(viii) (K4,0) na (Z3,®)

(ix) (Ka4,0) na (Zs,®)

(x) (S3,0) na (Z2,®)

(xi) (S3,0) na (Z3,®)

(xii) (S3,0) na (Za,®)

(Xlll) (5350) na (26569)

(xiv) (Ss3,0) na (Ky,o)
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2.5 Svazy

V této kapitole se budeme hloubéji zabyvat zvlastnim typem algeber se dvéma (a vice)

operacemi — svazy.

Definice 2.5.1. Bud X mnozina, A a V operace na X s vlastnostmi pro vsechna

x,y,z € X:
(i) Ve =2z, x ANz =z (idempotence)
(i) xVy=yVz, v ANy=yAz (komutativita)
(i) (xVy)Vz=aV(yVz), (tAy)ANz=x A (yA z) (asociativita)
(iv) A (zVy) =z, V (x Ay) =z (absorbéni zédkony)

Pak trojici (X, V,A) nazyvame svazem na X. O svazu (X,V,A) nékdy fikame, zZe je
algebraicky definovany, abychom zdtaraznili, ze jej chapeme jako algebru, na rozdil od

svazoveé usporddané mnoZiny (viz. kapitola 1.6).

Piiklad 2.5.1. Bud A = {1,2,3}, X =24 = {@,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3}, {2,3}, A}.
Pak (X,U,N) je algebraicky definovany svaz. Napf. {1,2} U{1,3} = A, {1,2} n{1,3} =
= {1}.

Piiklad 2.5.2. Bud D = {1,2,3,4,6,12}. Pro z,y € D klademe x V y = nsn (z,y),
xAy = nsd (z,y). Pak (D, V, A) je algebraicky definovany svaz. Napf. 4A6 = 2,4V6 = 12,
3Vv4=12,3V2=6, atd.

Priklad 2.5.3. R3 V = {X|X C R? je vektorovy podprostor v R*} Pak (V,®,N) je

algebraicky definovany svaz (@ je tzv. soucet vektorovych prostori, viz. linearni algebra).

Algebraické definice svazu a svazové usporadani na mnoziné spolu tzce souvisi. Bud

X mnozina, na niz je definovano svazové usporadani <. Klademe pro x,y € X

zVy=sup{z,y}, zAy=inf{z,y}.
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Pak (XV, A) je algebraicky definovany svaz. Naopak, mé&jme (X, V, A) algebraicky defino-

vany svaz. Klademe pro z,y € X
rly<=zcVy=uy.

(alternativné o < y <= x Ay = 7)

Pak (X, <) je svazové usporddand mnozina. Je tedy zfejmé, Ze neni tifeba rozliSovat mezi
svazovym uspofadanim na mnoziné a algebraicky definovanym mnozinovym svazem —

hovorime zde prosté o svazu.

Softwarové néastroje: Usporadani na mnoziné
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Vv rd
Cviceni
2.5.1. Bud X mnozina, na niz je definovano svazové usporadini <. Klademe pro z,y € X zVy = sup{z,y}, Ay =

= inf{z, y}. Provéite, ze (X, V, ) je algebraicky definovany svaz.

2.5.2. Mg¢jme (X, V, A) algebraicky definovany svaz. Klademe pro z,y € X © < y <= z Vy = y. Provéite, ze (X, <) je

svazové uspofadana mnozina. Dokazte, ze relace ¢ < y <= = A y = = definuje na X stejné usporadani.

2.5.3. V prikladé 10 ze cviceni 1.6 svazova usporadani vyjadiete jako algebraicky definované svazy. Vyjadiete operace

spojeni a pruseku.

2.5.4. V prikladech 13 az 16 ze cviceni 1.6 svazova uspofadéani vyjadiete jako algebraicky definované svazy. Vyjadiete

operace spojeni a pruseku.
2.5.5. Sestrojte svaz vSech podgrup grupy (Zn,®) pro n=1,2,3,4,5,6.
2.5.6. Sestrojte svaz vSech podgrup grupy (Ku, o) z piikladu 7 ve cviceni 2.4.

2.5.7. Sestrojte svazy vSech podgrup a normalnich podgrup grupy (Ss3, o) z ptikladu 4 ve cviceni 2.4.
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2.6 Podsvazy a izomorfismy svazt

Definice 2.6.1. Bud (X, Vy,Ax) svaz, Y C X. Rekneme, ze (Y, Vy, Ay) je podsvazem
svazu (X, Vy, Ax), jestlize plati:

(i) (Y, Vy, Ay) je svaz;

(ii) pro kazdé =,y € Y plati
xVyy= sgp{x, y} = s;p{x, y} =xVxy;
T Ay y = irl}f{a:, y} = igl(f{x,y} =T Ax Y.

Priklad 2.6.1. Necht X = {0,a,b,¢,d,1} je uspofddand mnozina s Hasseovym diagra-
mem

1
| \ d
\0 /

a uvazujme Y = {0,a,b,d, 1}, Z = {0, a,b, ¢, 1} s usporddédnim indukovanym z mnoziny

a

X. Uspofadané mnoziny (X, <), (Y, <), (Z, <) jsou svazy. Navic, usporadéani svazi Y a Z
splyva s puvodnim usporadanim na X. Avsak Z neni podsvazem svazu X: pro a,c € Z C
C X plati

algc= irzlf{a,c} =0,
a/\Xc:i%f{a,c} =d # 0.

Naopak, Y je podsvazem svazu X: jediné dva nesrovnatelné prvky v Y jsou b, d a pro
né plati

b\/yd:a:b\/xd, bAyd:O:bed

(pro srovnatelné prvky vztahy nemusime ovéfovat, vysledkem operace V nebo A je totiz

vzdy jeden z nich).
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Definice 2.6.2. Budte (X, Vyx,Ax), (Y, Vy,Ay) svazy. Necht existuje vzajemné jedno-

znacné zobrazeni f : X — Y takové, ze pro kazdé x,y € X plati

flxvxy) = f(x) vy f(y), flzAxy)=f(z)Ay f(y)

Pak fikdme, ze (X, Vx,Ax) a (Y, Vy, Ay) jsou izomorfni. Zobrazeni f nazyvame izomor-

fismem svazi (x,Vx,Ax) a (Y, Vy, Ay).

Priklad 2.6.2. Mé&jme X = {1,2,3,4,6,12} s usporddanim délitelnosti, Y s usporada-
nim C, Y = {&, {2}, {3},{2,3},{1,2},{1,2,3}}. Pak X a Y jsou izomorfni svazy, staci
definovat

f) =@, f2) ={2}, f3) = {3}, f(4) ={L,2},
f(6) ={2,3}, f(12) = {1,2,3}.
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Cviceni

2.6.1. Najdéte vSechny neizomorfni svazy o n prvcich pron =1,2,3,4,5.

2.6.2. Najdéte vSechny podsvazy svazu M5 s Hasseovym diagramem

N
N

e

Které z nich jsou neizomorfni?

2.6.3. Najdéte vSechny podsvazy svazu N5 s Hasseovym diagramem

e
3

a

Které z nich jsou neizomorfni?

2.6.4. Najdéte vSechny neizomorfni podsvazy svazu z prikladu 2.6.2.
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2.7 Klasifikace svazu

Definice 2.7.1. Bud (X, V, A) svaz. Rekneme, 7ze (X,V,A) je
(i) moduldrni, jestlize plati pro vSechna z,y, z € X:

r<z = zV(@yAz)=(xVy) Az

(i) distributivni, jestlize plati pro vSechna z,y, z € X:
zV(yNz)=(xVy A(xVz);
zA(yVz)=(xAy)V(xAz)

(iii) komplementarni, jestlize v X existuje nejmensi prvek 0 € X, nejvétsi prvek 1 € X

a pro kazdé z € X existuje T € X s vlastnosti
T AT=0,2VT =1
Prvek T se nazyva doplikem (komplementem) prvku .

Véta 2.7.1. KazZdy distributivni svaz je modularni.

Dikaz. Bud (X, V,A) distributivni svaz. Necht z,y, 2 € X a necht = < z. Pak
zV(yANz)=(xVy A(xVz)=(xVy)A-z.
Tedy (X, V,A) je moduldrni.

0

Véta 2.7.2. Bud X distributivni svaz. Pak kaZdy prvek v X md nejvijse jeden komple-
ment.
Dikaz. Necht (X, V,A) je distributivni. Necht 2 € X mé komplementy y a z. Pak
y=yV0=yV(zAz)=(vyuzivame distributivity) = (yVz)A(yVz)=1A(yV z) =

=(xVz)A(yVz) = (vyuzivame distributivity) = (z Ay)Vz=0V z = 2.



72 STRUKTURY S OPERACEMI NA MNOZINE

Priklad 2.7.1. Nechf A je mnozina, X = 24. Svaz (X,U,N) je distributivni (a tedy i
modularni) i komplementarni. Nejmensim prvkem (=nulou) svazu je &, nejvétsim prvkem
(=jednickou) svazu X je mnozina A. Pro A = {1,2,3}, X = 24 je Hassetiv diagram svazu

(X,U,N) tvaru

{1,2,3}

PN

{1,2} {1,3) {2.3)

X

{1} {2} {3}

N

(X,u,n)

Priklad 2.7.2. Modulérni svaz, ktery neni distributivni. Néasledujici svaz nebo libovolny
s nim izomorfni se nazyva diamantovy svaz a znacime jej Ms. Polozme X = {1,2 3,5,30}

a zvolme usporadani délitelnosti, jak ukazuje Hassetv diagram.

I\
N%

Pak svaz X je komplementarni s nejmensim prvkem 1, nejvétsim prvkem 30. Prvek 2 méa

30

dva komplementy, 3 a 5:
2AN3=2A5=1, 2Vv3=2V5=30.
Tedy podle véty 2.7.2 nemtize byt distributivni. Vskutku, napt.
2V(BAD)=2V1=2 ale (2V3)A(2V5)=30A30=30.

Ukazeme, ze X je modularni. Pro x = z je podminka modularity z definice 2.7.1 splnéna

triviadlné. Je-li pro =,z € X x < z, pak bud x = 1, nebo z = 30. Je-li x = 1, pak
xV(yNz)=1VyAz)=yAz=(1Vy)Az=(zVy) Az
Je-li z = 30, pak
zVyAnz)=zV(yA30)=zVy=(xVy A30=(xVy)Az.

Tedy je splnéna podminka modularity z definice 2.7.1
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Priklad 2.7.3. Svaz, ktery neni modularni. Nésledujici svaz nebo libovolny s nim izo-
morfni se nazyva pentagonalni (pétiihelnikovy) svaz a znacime jej Ns. Polozme X =

={1,2,3,4,12} s usporadanim délitelnosti, jak je zfejmé z Hasseova diagramu.

/\
D

1

Pak je zfejmé 2 < 4. Pritom
2V(BAd)=2V1=2 (2V3)AN4=12N4=4.

Tedy X neni modulérni (tedy neni ani distributivni). Je to vSak komplementarni svaz.
Prvek 3 ma dva rtizné komplementy 2 a 4, prvky 2,4 maji jediny komplement 3, komple-

mentem 1 je 12 a komplementem 12 je 1.
Priklad 2.7.4. Svaz, ktery neni komplementarni. Klademe X = {1,2,3,4,6,12} a uva-
12
4 / \ 6

/

2\1/3

Prvek 2 nemé komplement: jedinym kandidatem na komplement prvku 2 je 3, nebot

zujme opét usporadani délitelnosti.

chceme 2 A2 = 1, avsak 2V 3 = 6, zatimco pozadujeme 2 V 2 = 12.

Priklad 2.7.5. Dalsi mozné piiklady svazu: svazy abelovskych grup, svaz ekvivalenci na
dané mnoziné, svaz vektorovych podprostori daného vektorového prostoru (tento svaz je

vzdy modularni, ale nemusi byt distributivni).
Véta 2.7.3. Svaz (X,V,A) je
(i) moduldrni <= neobsahuje podsvaz izomorfni s Nj;

(ii) distributivni <= neobsahugje podsvaz izomorfni s Ms ani Nj.
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Diikaz. Je-li X modularni, resp. distributivni, pak z definice podsvazu ihned plyne, ze kazdy
podsvaz svazu X je také moduldrni (resp. distributivni). Tedy X nemuze obsahovat podsvaz
izomorfni s N5 (resp. s N5 ani M;s). Ve druhém sméru ukézeme pro ilustraci pouze éast (i).

(i) Pfedpokladejme naopak, ze (X, V, A) neni modularni. Pak pro néjaké prvky z,y,z € X
plati

x < z,apfitom x V (yAz)# (xVy)Az.

Oznatme a:=x V (yAz2), b:= (zVy) Az UkdZeme, ze a < b. Ziefgmé a <z Vy,a <z Vz < z,
tedy a < (z Vy) A z = b. Protoze vSak a # b, je a < b. Déle ukdzeme, Ze y neni srovnatelné ani
s a, ani s b. Pfedpoklddejme, 7e a <y. Pak aVy =1y, takzey =2V (yA2) Vy = x Vy, takze je
x <y.Potom viak t <yAz,atedya=xV(yAz)=yAz=(xVy)Az=>b, coZ je spor. Tedy
a £ y. Nyni predpoklddejme, ze y < b. Pak y Ab =y, takze y =y A (x Vy) A z = y A z, odkud
y < z. Potom vSak z Vy < z,odkud a =z V (yAz) =z Vy = (zVy) Az =b, spor. Tedy y % b.

Celkem dostavame, Ze y neni srovnatelné ani s a, ani s b. Klademe ¢ := xVy, d := y A z. Potom
aVy=xzV(yAz)Vy=xzVy=c
bvy=[zVy Az]Vy<(zVy)Vy=aVy=c¢
oviem c=aVy<bVy<c tedy bV y = c. Analogicky
bAy=yAN(@Vy ANz=yAz=d,

aNy=[xVyAN2)|ANy>YAz)ANy=yAz=d.

Ovéem d < aAy < bAy =d, tedy a Ay = d. Pak mnozina S = {a,b,c,d,y} tvofi podsvaz
izomorfni s Ns.

vvvvvv

o podrobnosti odkazujeme na dostupnou literaturu.

0

Softwarové nastroje: Usporadani na mnoziné
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Cvi

CENT

Cviceni

2.7.1.

2.7.2.

2.7.3

2.7.4.

2.7.5.

2.7.6.

Najdéte vSechny modularni svazy o 5 prvcich.

Najdéte vsechny distributivni svazy o 5 prvcich.

. * Najdéte vSechny nemoduléarni svazy o 6 prvcich.

Zjistéte typy svazu z priklada 10, 13,14,15,16 ve cviceni 1.6.
Zjistéte typy svazu z prikladu 5,6,7 ve cviCeni 2.5.

Urcete typy svazu z prikladu 4 ve cviceni 2.6.
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2.8 Booleovské svazy a algebry

Definice 2.8.1. Bud (X, V, A) distributivni komplementarni svaz s nejmensim prvkem
0 € X a nejvétsim prvkem 1 € X. Pak (X, V,A) nazyvame Booleovgm svazem. Uspota-
danou Sestici (X,V,A,—,0,1), kde —: X — X je operace komplementu v X, nazyvame

Booleovou algebrou na X.
Priklad 2.8.1. Je-li A mnozina, pak pro X = 24 je (X,U,N) Booleiiv svaz.

Véta 2.8.1. Bud (X,®,®,',0,1) algebra se dvéma bindrnimi operacemi &,®, undrni

/

operaci ' a dvéma nuldrnimi operacemi 0,1. Pak (X,®,®,,0,1) je Booleova algebra,

pravé kdyz jsou pro vSechna x,y,z € X splnény tyto podminky:

() z@y)@z=20Uy2), (t0y O0z=20(F0O2),

(i) z@y=y®rr0y=y0ouz,

(iii) 20 (y@2) =20y @& (02,28 Y02 =(6Y) O (& 2),
(iv) 0=z, 201=uz,

(v) a2’ =1, 202" =0.

Diikaz. Je-li (X,®,®,,0,1) Booleova algebra, je (X, ®,®) Booletiv svaz se spojenim & a
prusekem ©. Splnéni podminek (1) az (5) je dusledkem definice Booleova svazu. Necht naopak
algebra (X, ®,®,,0,1) splituje podminky (1) az (5). Musime dokézat platnost idempotenénich
a absorb¢nich zédkond z definice 2.5.1.

Budze X.Platiz =2z01l=20(®2)=(202)®(z02)=(z0x)®0 =20z a také
r=z®0=2®(x02) =(202)0(xd2) = (zPxr)®1 = 2Pz, ¢imz jsou idempotencni zdkony
dokézany. Déle plati z© (z®@y) = (z02)D(z0y) =20 (20y) = (z01)d(xOy) =20 (1dy) =
=[zo(1oy)|ol =20[(10y)0(yoy)] = 20yey e (yoy) @ (Yoy)] = 20 (yoyY) = 201 = ,
¢imz jsou i absorbéni zakony dokdzany. Odtud a z podminek (1), (2) a (3) plyne, ze (X, ®,®) je
distributivni svaz, jehoz nejmensim prvkem je 0 a nejvétsim 1 podle (4). Podle (5) je (X, ®,®)
komplementarni, a tedy je Booletiv. Tim je véta dokazéana.

O
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Definice 2.8.2. Bud (X, V,A) Booletv svaz s nejmensim prvkem 0 € X. Rekneme, 7e
a € X je atom svazu X, jestlize a pokryva nejmensi prvek 0 (tj. 0 < a, a pFitom mezi 0 a

a nelezi dalsi prvky).

Véta 2.8.2. Bud (X,V,A) koneény Booleiv svaz. Pak X je izomorfni s Booleovskym

mnoZinovym svazem (2F,U,N), kde P je mnoZina vsech atomii svazu X .

Dtikaz véty presahuje moznosti tohoto u¢ebniho textu. Zajemce z fad studenttt odka-

zujeme na dostupnou literaturu.
Dusledek 2.8.1. Pocet prvki kazdé Booleovy algebry je 271

Dusledek 2.8.2. Dvé Booleovy algebry se stejngm poctem proki jsou izomorfni (opak je

ziejmy).

Softwarové nastroje: Usporadani na mnoziné
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78 STRUKTURY S OPERACEMI NA MNOZINE

Cviceni

2.8.1. Bud (X,$,®,",0,1) Booleova algebra. Dokazte, ze pro libovolné x € X platiz®1=1,200=0.
2.8.2. Bud (X,®,®,’,0,1) Booleova algebra. Dokazte, Ze pro libovolné z € X plati (z') = z.
2.8.3. Bud (X,®,®,’,0,1) Booleova algebra. Dokazte, ze 0’ =1, 1/ = 0.
2.8.4. Bud (X,®,®,’,0,1) Booleova algebra. Dokazte, Ze pro libovolné z,y € X plati (z®y) =2’ Oy, (xOy) =2’ dYy'.
2.8.5. V Booleové algebte (X, ®,®,”,0,1) zjednoduste vyrazy:
(i) (" oy)
(ii) (a®b) B (c®a)d (D<)
(iii) zoy) ®(zoz) (@ 0y

2.8.6. * Dokazte tzv. Poretzkyho zdkon: Necht (X, ®,®,’,0,1) je Booleova algebra. Bud z,t € X. Pak z = 0, pravé kdyz
t=(xz0t)d (@ o).

2.8.7. V Booleové algebie (X, ®,®,’,0,1) dokazte:
(i) y<a' pravé kdyzz 0Oy =0
(ii) y>a' pravéekdyzz @y =1
2.8.8. V Booleové algebre (X, ®,®,’,0,1) naleznéte komplementy nasledujicich vyrazi:
(i) zpy®d2
(i) @oy @)@y =)
(iii) zOy ®(zo0z)® (@ Oy
(iv) @y o@oy)
2.8.9. * V Booleové algebie (X, ®,®,",0,1) dokazte:
ey o@ ®z)=>0"0y 6 @@02)

2.8.10. Necht X = {1,2,5,7,10,14,35,70}. Polozme z @ y = nsn (z,y), @ y = nsd (z,y), 2’ = % pro vSechna z,y € X.
Dokazte, ze (X, ®,®,",1,70) je Booleova algebra. Nakreslete jeji Hassetv diagram.

2.8.11. Dokazte, Ze mnozina vSech délitelu ¢isla 210 s vhodnymi operacemi tvori Booleovu algebru. Popiste tyto operace

a nakreslete jeji Hasseuv diagram.

2.8.12. Bud X mnozina n-bitovych fetézct. Definujeme (z ¢ y); = sup{zi,y:}, (x ® y); = inf{z;,yi}, (¢'); = (z;i + 1)
mod 2 pro z,y € X ai=1,2,...n. Dokaite, ze (X,®,®,’,0,1) je Booleova algebra.

2.8.18. Pron =17, a= 1101010 a b = 1011011 v ptfedchozim pitikladé spocitejte a b, a ©® b a a’.
2.8.14. Najdéte vsechny Booleovy podalgebry Booleovy algebry z prikladu 10.

2.8.15. Urcete, kolik Booleovych podalgeber mé Booleova algebra z prikladu 11.
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Pocditacdova cviceni

2.8.16. Napiste program, ktery provéri, ze zadana operace na koneéné mnoziné, kterd je urcena tabulkou, je komutativni.
2.8.17. Napiste program, ktery provéri, ze zadanad operace na koneéné mnoziné, kterd je urcena tabulkou, je asociativni.

2.8.18. Napiste program, ktery pro zadanou operaci o na kone¢né mnoziné€ X, ktera je urCena tabulkou, nalezne vsechny

jeji levé a pravé jednotkové prvky, tj. prvky e, f takové, ze eox = x, resp. x o f = x pro vSechna z € X

2.8.19. Napiste program, ktery provéri, ze zadané operace V, A na kone¢né mnozin€, které jsou urceny tabulkami, spliuji

distributivni zakony.

2.8.20. Napiste program, ktery provéri, ze zadané operace V, A na konecné mnozinég, které jsou urceny tabulkami, splnuji

absorb¢ni zédkony.

2.8.21. Implementujte grupu vsech permutaci n-prvkové mnoziny, tj. grupovou operaci o a operaci ~! inverzniho prvku.

2.8.22. Implementujte Booleovu algebru (s pfislusnymi operacemi) vSech délitelt ¢isla 210.
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Pojmy k zapamatovani

e Kategorie. Objekty a morfismy.

e Operace na mnoziné. Cetnost. Algebra.

e Kongruence. Faktorova algebra.

e Grupoid, pologrupa, monoid, grupa. Komutativita.

e Podgrupa, jeji normalnost. Faktorové grupy.

e Okruh, Téleso.

e Svaz jako algebra se dvéma operacemi.

e Riizné svazové vlastnosti. Distributivnost, modularita, komplementarnost.

e Booleova algebra.

Klicové myslenky kapitoly

e Morfismus mezi algebrami je zobrazeni, které ,zachovava” operace.
e Kongruence je ekvivalence na algebre, ktera se ,shoduje” s jejimi operacemi.
e Jadro morfismu je kongruence.

e V grupé je tfida rozkladu podle kongruence, obsahujici jednotkovy prvek, normalni

podgrupou.
e A naopak. Z normélni podgrupy lze kongruenci zrekonstruovat.
e Lagrangeova véta. Rad podgrupy je délitelem fadu grupy.
e Svazové usporadani a svaz jako algebra jsou dva ekvivalentni popisy téze struktury.

e Podsvaz svazu je chapan jako podalgebra - musi se zachovavat supréma a infima.
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e Booleova algebra se lisi od Booleova svazu jen forméalné — tim, které operace se

,pocitaji” jako operace dané algebry. Ale implicitné jsou vzdy k dispozici.

e Booloevy algebry se stejnym, koneénym poc¢tem prvkd jsou navzajem izomorfni.

Vsechny ,,vypadaji” jako Booleova algebra na potenéni mnoziné.

e Booleovu algebru lze zadat axiomaticky, bez nutnosti zavadét svazy a usporadani.
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Odkazy na literaturu

Hlavnimi vychozimi prameny pro tuto kapitolu se staly publikace [17] a [34]. Podrobnéjsi
informace o usporadanych mnozinéch a svazech ¢tenar nalezne napiiklad v [8]. Booleo-
vym algebrdm je vénovana monografie [5]. NiZe jsou uvedeny dalsi odkazy na ucebnice a

monografie, rozsifujici latku probranou v této kapitole.

[5], [8], [9], [10], [14], [17], [20], [21], [18], [33], [32], [35], [36], [37], [42]
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Dalsi priklady k procviceni

Elektronicka banka prikladi


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/banka_prikladu
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3 Matematicky software

Algebry s jednou operaci
Kongruence na algebrach s jednou operaci

Usporadani na mnoziné


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Algebry.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Kongruence.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Usporadani.jsp
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3 Vyrokovy a predikatovy pocet

Tato kapitola je vénovana zakladiim vyrokového a predikatového poctu. V zavéru kapitoly

probereme tivod do systémii prirozené dedukce.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e vytvafet formule vyrokového (resp. predikdtového) poc¢tu podle syntaktickych

pravidel
e vysetfovat vlastnosti formuli
e zjistovat zda formule je tautologickym diisledkem mnoziny piedpokladii
e pocitat normélni disjunktivni a konjunktivni formy formuli

e deduktivné odvozovat nebo dokazovat formule z jinych formuli
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3.1 Zakladni pojmy

Definice 3.1.1. Prvky jazyka L vyrokového poctu (bez kvantifikdtori) jsou tvoreny:

(i) Symboly pravdivostnich hodnot: true, false .
(ii) Spogkami: = (negace), = (implikace), A\ (a), V (nebo), < (ekvivalence).

(iii) Vyrokovymi konstantami p;, i=1,2..., kterym se také 7ikd atomické vyroky nebo

prvotni formule.
(iv) Pomocnymi symboly (,) - zdvorkami.

Definujeme nyni dvé tiidy vyrazi, vytvorenych nad jazykem L: atomické formule a

formule.
(i) Atomické formule:

(1) true a false jsou atomické formule.

(2) Kazda vyrokova konstanta p; je atomicka formule.
(ii) Formule:

(1) Kazd4 atomicka formule je formule.

(2) Jsou-li A, B, C formule, jsou i (—A), (A= B), (AAB), (AV B) a (A< B)

formule.

(3) VsSechny formule jsou utvofeny pouze koneénym poctem pouziti predchozich

dvou pravidel.

V predchozi definici jsme definovali tzv. vyrokové konstanty. Mizeme si polozit otazku,
pro¢ pouzivame pravé termin ,konstanty”, kdyz tyto symboly maji zastupovat ve formu-
lich rizné vyroky s riznymi pravdivostnimi hodnotami. Dtivod bude zfejméjsi, jakmile
zavedeme do formuli kvantifikatory. Zde budeme potfebovat jesté objekty jiného typu,
jejichz vyznam bude proménny i v ramci jedné dané konkrétni formule. Tém budeme
fikat vyrokovée promeéenné. Vyrokové konstanty jsou tedy ,konstantami” pravé proto, ze
jejich vyznam je v ramci jedné formule neménny. Poznamenejme ovSem, ze nékteré jiné
pristupy mezi vyrokovymi konstantami a proménnymi formalné nerozlisuji (a nazyvaji
objekty obojiho typu ,,proménnymi”). Jini autofi se radéji tomuto pojmenovani vyhybaji

a pouzivaji radé€ji termin prvotni formule nebo atomicke vyroky.
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Priklad 3.1.1. Necht p, ¢, r jsou atomické vyroky. Pak spravné vytvorené formule jsou
napiiklad (pV —=q) = r, (r = (g Ap))V (-p =), =(¢ = p) A (p = (r V —q)). Naopak
vyrazy V(= r Aq)-r, r A (r = =) A p formulemi vyrokového poc¢tu nejsou.

Definice 3.1.2. Vyrazy predikatového poctu jsou tvofeny z téchto symboli:
(i
(i

) Symboly pravdivostnich hodnot: true, false.

)
(iii) Operdtory: = (rovnost).

)

)

Spojkama: — (negace), = (implikace), A (a), V (nebo), < (ekvivalence).
(iv) Kwvantifikdtory: ¥ (obecny neboli univerzdlni kvantifikator), 3 (existenéni kvantifikdtor).
(v) Konstanty:
(1) n-drni funkéni konstanty fI* (kde i > 1, n > 0), f0 se nazyvaji individuové konstanty a
oznacujeme je také a;.
(2) n-drni predikdtové konstanty p?* (kde i > 1, n > 0); p? se nazyvaji vijrokové konstanty.
(vi) Promeénné:
(1) n-drni funkéni proménné F* (kde i > 1, n > 0); F? se nazgvaji individuové proménné a
oznacujeme je také x;.
(2) n-drni predikdtové proménné P! (kde i > 1, n >0); P? se nazyvaji vijrokové proménné.
Definujeme nyni rekurzivné tii t¥idy vyraza: termy, atomické formule a formule.
(i) Termy:
(1) Kazd4 individuové konstanta a; a individuovd proménnd z; je term.

(2) Jsou-li t1,ta,...,t, (n > 1) termy, jsou f*(t1,to,...,tn) & F*(t1,t2,...,t,) termy.
(ii) Atomické formule:

1) true a false jsou atomické formule.

(1)
(2) Kazdé vyrokova konstanta p? a vyrokovd proménnd PP je atomické formule.

(3) Jsou-lity,ta,...,t, (n > 1) termy, jsou p?(t1,ta,...,t,) a P (t1,ta, ..., t,) atomické formule.
(4) Jsou-li t; ,to termy, je (t1 = t2) atomické formule.

(iii) Formule:

(1) Kazda atomicka formule je formule.
(2) Jsou-li A, B, C formule, jsoui (=A), (A= B), (AAB), (AV B) a (A < B) formule.
(3) Je-li v; proménna (tj. F; nebo P;) a A formule, jsou ((Vv;)A) a ((3v;)A) formule. Pro jedno-

duchost predpokladdme, ze tuto definici lze pouzit jediné tehdy, kdyz se ani (Vv;) ani (Jv;)
jiz nevyskytuje v A.
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Upozorniujeme na rozdil mezi pouzitim spojky < a operatoru rovnosti =. Ekvivalence vytvari z formuli
formule tvaru:

(formule) < (formule) ,

zatimco rovnost vytvari formule z termi:
(term) = (term) .

Formule, kterd je ¢asti (podvyrazem) formule A, se nazyva podformule formule A. Bud ddna formule
(Vv;) A. Rikéme, 7e vyskyt proménné v; je kvantifikovdn v (Yv;) a vdzdn v A. Kazdy vyskyt proménné v;
v dané formuli, ktery neni kvantifikovany ani vazany se nazyva volny. Proménna je v dané formuli volnd,

existuje-li v ni asponi jeden volny vyskyt. Formule bez volnych proménnych je uzavrend.

Priklad 3.1.2. Uvazujme formuli F":

(qVvr)==(Aq).

Napriklad fetézce:

qVvr, 2(pANq), PAQq), pAg

jsou spravné utvorenymi podformulemi formule F'. Naopak vyrazy:

qg=~(pAq), (gVr)=(pAg), (gVr)=—p

jsou sice syntakticky spravné utvotrené formule, ale nejsou podformulemi podformule F'.
Vyrazy:
(Vr)=(p A g), = =(pA), (¢V) = -

nejsou ani samy formulemi a tedy ani podformulemi formule F'.

Priklad 3.1.3. UvaZujme formuli P:

GEN(F(a) = b) A (Va)[p(z) = (F(x) = g(z, F(f(x)))]}-

Jeji podvyrazy:
F(a), b, x, F(z), g(x, F(f(x)))

jsou termy, podvyrazy:
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jsou formule.

Definice 3.1.3. Ttida formuli popsana definici 3.1.2 se nazyva predikatovy pocet druhého fadu. Defi-

nujeme jeji ¢tyri podt¥idy vyctem povolenych symbolti:
(i) Vygrokovy pocet:
(1) vyrokové konstanty p?.
(ii) Vyrokovy podet s kvantifikatory:
(1) vyrokové konstanty p?,
(2) vyrokové proménné PP.
(iii) Pocet rovnosti:
(1) individuové konstanty a;,
(2) individuové proménné z;.
(iv) Predikdtovy pocet proniho fddu s rovnosti:
(1) n-arni (n > 0) funkéni konstanty f7°,
(2) n-arni (n > 0) predikatové konstanty p?,
(3) individuové proménné z;.
Priklad 3.1.4. UvaZujme formule
Az (pr=p2) & ((-p2) = (7p1)),
B: VP (P, < p) = 3P(Py & (=Py)),
C: Vo VaoVas[(zy = 29 A2y = 23) = 21 = 2],

D : (z1 # a) ANVao[Fzsp(zy, f(z2, 23)) = [p(x2, 1) V p(a2, a)]].

Formule A az D pfisluseji po fadé podtiidam 1 az 4. Formule P z prikladu 3.1.3 je formule predikitového
poctu druhého fadu a nepatii do zddné z uvedenych tiid, protoZze obsahuje unarni funkéni proménnou F,

coz definice podtiid 1-4 nepfipousti.

Vsimnéme si, ze ve vyrokovém poc¢tu nejsou povoleny zadné funkéni symboly ani konstanty a pro-
meénné. Vyrokovy pocet proto neobsahuje zadné termy a proto ani operator rovnosti “=" nemutize byt
pouzit. Totéz plati i pro vyrokovy pocet s kvantifikatory. Nejdulezitéjsi tfidou je predikatovy pocet prv-
niho fadu, ktery obsahuje vyrokovy pocet a pocet rovnosti jako své vlastni podt¥idy. Jediné proménné,

které tato t¥ida formuli obsahuje (a pfes které lze tedy kvantifikovat), jsou individuové proménné.
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Kazdé formuli lze pfifadit vyznam tim, ze vhodné “interpretujeme” jeji konstanty
a volné proménné. Pfi riznych interpretacich dané formule dostavame rtzné vyroky, tj.

tvrzeni, ktera jsou bud pravdivd nebo nepravdiva.

Definice 3.1.4. Booleovskou funkci n argumentd nebo-li Booleovskou n-drni funkci na-

zyvame libovolné zobrazeni f : {0,1}" — {0, 1}.

Piiklad 3.1.5. UvaZzujme formuli (pV—q) = r. Tato formule definuje jistou Booleovskou
funkci f : {0,1}® — {0,1} ti{ argumentii, pokud prvky mnoziny {0,1} chdpeme jako
symboly pro pravdivostni hodnoty, nad nimiz pak mtzeme provadét logické operace. Tak
napiiklad f(1,0,1) = (1v—-0) = 1) = (1Vv1) = 1) = (1 = 1) = 1. Tedy, volbou
(interpretaci) p jako pravda, q jako nepravda a r jako pravda jsme ziskali interpretaci

formule (p V —q) = r pravdivy vyrok.

V predchozim ptikladé jsme prifadili pravdivostni hodnotu vyrokovym konstantam
p, ¢, 7 a na zakladé vyhodnoceni logickych operaci jsme ziskali i pravdivostni hodnotu
tomu, abychom pomoci dané formule vyrokového poctu vytvorili Booleovskou funkci n

argumentt?

(i) Potfebujeme formuli, feknéme F', ktera obsahuje pravé n vyrokovych konstant, na-

pfiklad {p17p27 o pn}7

(ii) zvolime né&jaké pravdivostni ohodnoceni ¥ : {p1,ps,...pn} — {0,1} vyrokovych

konstant

(iii) a toto ohodnoceni konzistentné rozsifime na celou formuli F' pomoci rekurze.

Hodnotu ¥(F') vezmeme jako hodnotu préavé definované Booleovské funkce f na vek-
toru pravdivostnich hodnot z mnoziny {0, 1}", pfifazenych vyrokovym konstantam z mno-
ziny {p1,p2, - .. pn}. Pravdivostni hodnoty z n-rozmérného vektoru z {0, 1}" jsou piitazo-
vany funkci ¥ vyrokovym konstantam podle jejich pfirozeného poradi, v kontextu pii-
kladu 3.1.5 pii n = 3 byl vybran vektor (1,0,1) € {0,1}* a tedy J¥(p) = 1, 9(¢q) = 0,
J(r) = 1. Zadana formule F' = (p V —q) = r pak ziskd ohodnoceni ¥(F') = 1, vypoc¢itané
v piikladé 3.1.5, takze také f(1,0,1) = 1. V3e lze jesté ponékud zjednodusit, pouzijeme-li
{p1,p2, ... pn} jako indexovou mnozinu kartézského soucinu {0, 1}" n kopii mnoziny {0, 1}.
Potom 9 je pfimo prvek z {0,1}" a lze tedy polozit f(¥) = J(F'). V kontextu ptikladu
3.1.5 tedy ¥ = (1,0, 1), a po dosazeni jednotlivych formuli mame 9¥(p) = (1,0,1)(p) = 1,
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Y(q) = (1,0,1)(¢q) = 0, ¥(r) = (1,0,1)(r) = 1, ¥9(F) = (1,0,1)(F) = 1. K tplnosti celé
konstrukce uz zbyva jen vhodné pojmenovat funkci ¥ a popsat zptisob, jakym ji rozsi-
fime z vyrokovych konstant (nebo-li atomickych vyroki, prvotnich formuli) na libovolnou

formuli vyrokového poctu.

Definice 3.1.5. Bud P mnozina vyrokovych konstant. Zobrazeni ¥ : P — {0,1} se
nazyva evaluacni funkci. Jiny nazev pro evaluacni funkci je ohodnoceni formuli nebo

valuace.

Predpokladejme nyni, Ze jsou jiz definovany hodnoty ¥(A), ¥(B) pro dvé formule A,
B. Pro formule =A, ANB, AV B, A= B, A< B definujeme rozsifeni ¢ podle tabulky:

9(A) | 0B) [ 9(=4) | 9AAB) [9(AvB) | vA=B)|vA s B)
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Poznamenejme, ze existuje forméalni rozdil mezi funkci a jejim rozsifenim na vétsi
defini¢ni obor. Pro vétsi jednoduchost vsak budeme rozsiteni libovolné evaluacni funkce
¥ na vSechny formule vyrokového poc¢tu znacit stejnym symbolem J. Nyni tedy mizeme
povazovat vSechny evaluacni funkce za definované na celé mnoziné formuli vyrokového
poctu, sestrojenymi nad jazykem £ a mnozinou vyrokovych konstant ve smyslu definice
3.1.1.

Definice 3.1.6. Bud M neprizdnd mnozina. Pod mn-drni funkci ® nad M rozumime zobrazeni
® : M" — M. Pod n-drnim predikitem ¥ rozumime zobrazeni ¥ : M"™ — {pravda, nepravda}.
Pfipoustime i pfipad n = 0, kde 0-drni funkce nad M oznacuje pevny prvek z M, 0-drni predikdt nad M

oznacuje pevnou pravdivostni hodnotu (pravda nebo nepravda).

Booleovskéd funkce n-argumentii je tedy zvlastnim ptipadem n-&rni funkce nad M = {0,1}. Zéro-
veli v8ak plni i roli n-drniho predikitu, pokud prvky z mnoZiny {0,1} identifikujeme se symboly pro

pravdivostni hodnoty nepravda, pravda (v tomto potadi).

Priklad 3.1.6. Bud M = Z. Termy x1 + 2, 1 — 3 - 23, 1 - T2 + 23 mlzZeme chépat interpretované
jako unérni, bindrni a ternarni funkce nad Z. Formule x3 = 1, 1 < z3, 1 — 3 = x5 muZzeme chapat
interpretované jako unarni, bindrni a ternarni predikat nad Z. Pfitom symboly 0 a 1 jsou individuové
konstanty, predstavujici pevné prvky ze Z, individuové proménné x1, xo, .. . interpretujeme jako libovolné

” "

prvky ze Z, binarni funkéni konstanty 74”7, interpretujeme jako klasické scitani a nasobeni v Z a

binarni predikdtovy symbol ” <” interpretujeme jako klasickou nerovnost v Z.
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Definice 3.1.7. Interpretaci formule A rozumime trojici (M, Z.,Z,), kde:
(i) M # @, zvané obor interpretace (nad M),

(ii) Z. udéva interpretaci konstant z formule A:

(1) Kazdé funkéni konstanté f7*, (n > 0), kterd se vyskytuje v A, je pfifazena jistd n-arni funkce

nad M. Speciélné, pro n = 0 je kazdé individuové konstanté a; z A ptitazen jisty prvek z M,

(2) Kazdé predikétové konstanté p?', (n > 0), kterd se vyskytuje v A, je pfifazen jisty n-drni
predikat nad M. Speciélné, pro n = 0 je kazdé vyrokové konstanté z A pfifazena pravdivostni

hodnota pravda nebo nepravda.
(iii) Z, udavé interpretaci volnych proménnych z formule A:

(1) Kazdé volné funkéni proménné F*, (n > 0), ktera se vyskytuje v A, je pfifazena jistd n-drni
funkce nad M. Specialné pro n = 0 je kazdé volné individuové proménné z; z A pfifazen

jisty prvek z M.

(2) Kazdé volné predikdtové proménné P*, (n > 0), kterd se vyskytuje v A, je pfifazen n-drni
predikat nad M. Specidlné pro n = 0 je kazdé volné vyrokové proménné z A prifazena

pravdivostni hodnota pravda nebo nepravda.

Je-li ddna interpretace Z formule A, pak necht (A,Z) oznacuje vyrok (nékdy také nazyvany interpre-
tovanou formuli) s pravdivostni hodnotou pravda nebo nepravda, ziskanou timto postupem: Nejprve
provedeme vSechna pfifazeni konstantdm v A tak, jak pfedepisuje /. a pfifazeni volnym proménnym v
A tak, jak pfedepisuje Z,. Pak stanovime vyznam neboli sémantiku formule A, a to na zdkladé vyznamu

symbolt pravdivostnich hodnot, spojek, operatoru a kvantifikatort, jenz je urcen takto:

(i) Vyznam symbolt pravdivostnich hodnot: Vyznam true je pravda, vyznam false je nepravda.

(ii) Vyznam spojek je urcen nésledujici tabulkou:

(A, 7) (B,T) (A, Ty | (ANB,I) | (AVB,I) | (A= B,I) | (A& B,T)

pravda pravda nepravda pravda pravda pravda pravda

pravda | nepravda || nepravda | nepravda pravda nepravda nepravda
nepravda | pravda pravda nepravda pravda pravda nepravda
nepravda | nepravda pravda nepravda | nepravda pravda pravda

(iii) Vyznam kvantifikdtor: Uvazujme formule a podformule tvaru (VF") A, (VP") A, (3F") A, (3P) A.

(1) Kvantifikitor V zastupuje frazi “pro vSechna...,...je pravda”’. Hodnota podformule (VE]")A
je tedy pravda, prévé kdyz plati, Ze hodnota podformule A je pravda pfi prifazeni libovolné
n-arni funkce ® nad M vSem vyskytim F}*; jinak vyznam (VF")A je nepravda. Podobné,
hodnota (VP/*) A je pravda, pravé kdyz hodnota podformule A je pravda pfi pfifazeni libovol-
ného n-arniho predikatu ¥ nad M vSem vyskytim P; jinak hodnota (VP*)A je nepravda.
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(2) Kvantifikdtor 3 zastupuje frazi “existuje...tak, Ze ...je pravda”. Hodnota podformule
(3F")A je tedy pravda, pravé kdyz plati, Zze hodnota podformule A je pravda pfi pfifazeni
vhodné n-arni funkce ® nad M vSem vyskytim F*; jinak hodnota (IF*)A je nepravda.
Podobné, hodnota podformule (3P/*)A je pravda, pravé kdyz hodnota podformule A je
pravda pri prifazeni vhodného n-arniho predikdtu ¥ nad M vSem vyskytim P[*; jinak
hodnota (3P*)A je nepravda.

“

(iv) Vyznam operatorii: Vyznam operdtoru “=" je dan binarni funkci zobrazujici mnozinu M x D do

mnoziny {pravda, nepravda}, ktera je uréena timto vztahem: Pro dy,ds € D, dy = dy je pravda,

pravé kdyz di a do oznacuji tyz prvek z M.

Priklad 3.1.7. Formule

Vylp(y) = = =y
fika, ze “existuje x takové, Ze pro vSechna y, je-li p(y), pak je z = y”, ¢ili jednoduseji, “existuje nejvyse
jedno x takové, Ze p(x)”. Tato formule nabyva hodnoty pravda v kazdé interpretaci s libovolnym oborem

interpretace M a libovolnym pfifazenim unarniho predikitu nad M predikatové konstanté p, pokud p(d)

je pravda pro nejvyse jeden prvek d z M.

Definice 3.1.8. Formule vyrokového poctu A se nazyva pravdivd vzhledem k evaluacni
funkei ¥ : P — {0, 1}, jestlize ¥(A) = 1. Formule vyrokového poctu A se nazyva logicky
pravdivd neboli tautologie, jestlize je pravdiva vzhledem ke kazdé evaluacni funkci .
Pokud naopak existuje aspoii jedna evalua¢ni funkce, pro kterou je ¥(A) = 0, fikame, ze
¥ vyvract formuli A. Formule A se nazyva nesplnitelndnebo-li kontradikce, pokud ¥(A) = 0
pro kazdou evaluacni funkci ¢. Formule A se nazyva splnitelnd, jestlize ¥(A) = 1 pro aspon
jednu evaluaci ¢. V takovém piipadé se nazyva ¢ model formule A. Je zfejmé, Ze formule

A je tautologie, pravé kdyz je = A kontradikce.
K vymezeni pojmu pravdivosti formuli predikatového poctu slouzi nasledujici definice:

Definice 3.1.9. Formule predikitového poctu A se nazyva pravdivd vzhledem k interpretaci Z, nabyva-
li pro tuto interpretaci hodnoty pravda. Formule A se nazyva logicky pravdiva neboli tautologie, je-li
pravdiva vzhledem ke kazdé interpretaci. Existuje-li naopak aspon jedna interpretace Z, v niz formule A
nabyva hodnoty nepravda, fikdme, Ze interpretace Z vyvract formuli A. Formule A se nazyva nesplnitelnd,
nabyva-li pro kazdou interpretaci hodnoty nepravda. Formule A je naopak splnitelnd, existuje-li néjaka
interpretace, v niz A nabyvéa hodnoty pravdae; kazdé takova interpretace se nazyva model formule A. Je

ziejmé, Ze formule A je logicky pravdiva, pravé kdyz formule —A je nesplnitelna.

Definice 3.1.10. Pojem modelu mizeme prirozenym zptisobem rozsitrit také na mnozinu
formuli. Je-li 7" mnozina jistych formuli vyrokového poc¢tu, evalua¢ni funkeci d : P — {0, 1}
nazyvame modelem mnoziny T, jestlize ¥(A) = 1 pro kazdou formuli A € T Je zfejmé,

ze pro konec¢nou mnozinu 7T je to pravé tehdy, kdyz ¥ je modelem formule, ktera vznikne
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konjunkci vsech formuli z mnoziny 7. Analogicky mtzeme na mnozinu formuli rozsifit
pojem splnitelnosti. Mnozina formuli 7" se nazyva splnitelnd, existuje-li jeji model. Po-
dobné miizeme pojmy modelu a splnitelnosti rozsitit i na komplikovanéjsi t¥idy formuli

predikatového poctu.

Definice 3.1.11. Formule A vyrokového poctu se nazyva tautologickym disledkem mno-

ziny formuli T', jestlize pro kazdy model ¢ : P — {0, 1} mnoziny T je J(A) = 1.

Véta 3.1.1. Ndsledujici podminky jsou pro formuli A a mnoZinu formuli T vyjrokového

poctu ekvivalentni:
(i) Formule A je tautologickym disledkem mnozZiny formuli T
(ii) Mnozina formuli T U {—A} je nesplnitelnd.

(i) Pro kaZdou evaluacni funkci ¥ je nékterd formule z mnoziny {-B|B € T} U {A}
pravdivd vzhledem k .

Dikaz. (i) = (ii). Predpokladejme, ze A je tautologickym dusledkem 7'. Kdyby ¢ byl model
mnoziny 7' U {—A}, pak ¥ je model i mensi mnoziny 7', pficemz ¥(—A) = 1, coZz znamena
Y(A) = 0. To je ovSem spor s predpokladem, Ze A je tautologickym dtsledkem mnoziny 7'

(ii) = (iii). Nechf je mnozina T'U{—A} nesplnitelnd. Pak pro kazdou evaluaé¢ni funkci ¥, pro
kterou ¥(A) = 0 (a tedy ¥(—A) = 1) existuje formule B € T, pro kterou J(B) = 0 — jinak by
totiz byla T'U {—A} splnitelna. Pak ovsem J(—B) = 1. Tedy, kazda evaluac¢ni funkce ¢ nabyva
na nékteré formuli z mnoziny {—B|B € T} U {A} hodnoty 1, tj. je pro tuto evalua¢ni funkci
pravdiva.

(iii) = (i). Predpokladejme, ze pro kazdou evalua¢ni funkci 9 je nékterd formule z
{=B| B € T} U{A} pravdiva. Zvolme nyni ¥ tak, Ze je modelem mnoziny T'. Pak pro vSechny
B € T je 9(—B) = 0, coz znamend, ze J(A) = 1. Tedy A je tautologickym dusledkem mnoziny
formuli 7. O

Softwarové nastroje: Tautologicky dtsledek
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Priklad 3.1.8. Formule
IPVzIy[P(z,x) A =P (z,y)]

neni ani logicky pravdivda ani nesplnitelnd: Je-li v oboru interpretace M jediny prvek, pak
P(xz,x) A =P(x,y) je nepravda pii libovolné interpretaci predikdtové proménné P, nebot prvky
pfifazené proménnym z a y jsou stejné. Jsou-li v M aspon dva prvky, pfifadime predikadtové proménné
P libovolny binarni predikat nad M, ktery nabyva hodnoty pravda pravé nad dvojicemi (d,d) € D x D.
Pro kazdé pfifazeni prvku d, € D proménné x lze tedy najit pfifazeni d, € D proménné y, ze dy # d.
Pak ovSem P(x,x) A =P(x,y) je pravda, takze i IPVaIy[P(z,x) A =P(x,y)] nabude v této interpretaci
hodnoty pravda.

Véta 3.1.2. (O logické pravdivosti ve vyrokovém poctu, W. V. Quine, 1950) Existuji

algoritmy, ktere rozhodnou, zda je nebo neni dand formule vyrokového poctu pravdivd.

Podrobny dtkaz je pomérné zdlouhavy a zakladni ucebnice jej vétsinou v plné §ifi neuvadi. Zajemce
z fad studentil odkazujeme na dostupnou literaturu. Misto toho uvedeme princip dikazu véty ponékud

obecnéjsi.

Véta 3.1.3. Euxistuji algoritmy, které rozhodnou, zda je nebo neni dand formule vyrokového poctu s

kvantifikatory pravdivd.

Diikaz. Princip dikazu Necht je dana formule vyrokového poc¢tu s kvantifikitory. Upravime
ji nejprve na ekvivalentni formuli bez vyrokovych promeénnych, a to tak, Ze kazdou podfor-
muli tvaru (VP?)(BY) nahradime podformuli B(true) A B(false) a kazdou podformuli tvaru
(3P?)(BY) podformuli B(true )V B(false ); vyslednou formuli ozna¢me A. V dalsim kroku elimi-
nujeme postupné zvolenou konstantu p? tak, ze A(p?) nahradime podformuli A(true )AA(false ).
Tento proces je postupné opakovan pro vSechny vyrokové konstanty. Jestlize zjednodusujeme
soucasné ziskavané formule ve shodé s vyznamem vyrokovych spojek, ziskdme nakonec termi-
nalni formuli true nebo false. Dana formule je logicky pravdiva, pravé kdyz z ni popsanym

zpusobem vznikne formule true.
O

Rozhodnutelnost vyrokového poctu lze prevést i na dalsi tfidy formuli predikatového poctu ve smyslu
nasledujici véty.
Véta 3.1.4. (O tautologiich) Necht A je formule vgrokového poctu s vyrokovymi kon-
stantami p1,pa, . .., pn. Necht A" vznikne tak, Ze kazZdy vyskyt konstanty p;(1 <i <n) v A
nahradime jistou formuli B; predikatového poctu. Je-li A logicky pravdivd, je i A" logicky

pravdivd.

Pojem ekvivalence formuli, o némz jsme se zminili v ukazce diikazu véty 3.1.3 budeme déle

precizovat.



96 VYROKOVY A PREDIKATOVY POCET

Definice 3.1.12. Dvé formule A, B vyrokového poctu se nazyvaji ekvivalentni, jestlize
Y(A) = J(B) pro libovolnou evaluac¢ni funkei ¥ : P — {0,1}.

Véta 3.1.5. Dvé formule A, B vijrokového poctu (nad stejnou mnoZinou vyrokovych kon-

stant) jsou ekvivalentni, prave kdyZ definuji stejnou Booleovskou funkci.

Dikaz. Necht fa:{0,1}" — {0,1}, f5 : {0,1}™ — {0, 1} jsou Booleovské funkce, definované
formulemi A, B. Pfedpokladejme, ze f4 = fp. Pak n = m a pro libovolnou evalua¢ni funkci
¥ € {0,1}" plati ¥(A) = fa(¥) = fe(¥) = ¥(B). Tedy, formule A, B jsou ekvivalentni.

Naopak, méjme dvé ekvivalentni formule A, B. Pak pro libovolnou evaluacni funkci
v : P — {0,1} plati 9(A) = 9(B). Pak ovsem fa(¥) = 9(A) = I(B) = fp(¥), coz znamena, Ze
fa=fs. O

Definice 3.1.13. Rekneme, e formule A, B jsou ekvivalentni, jestlize nabyvaji stejné
pravdivostni hodnoty v kazdé interpretaci, ktera prifazuje vhodné objekty vSem kon-
stantdm a volnym proménnym vyskytujicim se v A, B. Jinak feceno, formule A, B jsou

ekvivalentni, pravé kdyz je formule (A < B) logicky pravdiva.

Véta 3.1.6. (O ndhradé) Necht A’ je formule, obsahujici podformuli A a necht B" vznikne
ndahradou nékterych vyskyti podformule A v A" formuli B. Jsou-li A, B ekvivalentni, jsou

ekvivalentni i A’ a B’'.

Dalsi dilezitou vlastnosti ekvivalence formuli je jeji tranzitivnost. Jsou-li A, B ekvi-

valentni formule a B, C' ekvivalentni formule, jsou také formule A, C ekvivalentni.

Priklad 3.1.9. Piiklady ekvivalentnich formuli (ekvivalence formuli je zapsdna ve tvaru

tautologie uzitim spojky “<7):
-(A= B) < (AA-B),
De Morganovy zakony
-(AV B) & (mAAN-B),
—~(AANB) & (mAV-DB),

komutativni zakony
AV B < BV A,

ANB<<& BAA,
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(A< B) < (Bs A),

asociativni zakony

(AVB)VC < AV (BVC(C),
(ANB)ANC < AN (BAC),
(A& B)& Cle [As (Be O),

a distributivni zdkony
AN(BVC)<s (AANB)V(ANQ),

AV(BANC)& (AVB)A(AVO).

Definice 3.1.14. Bud p € P vyrokova konstanta. Pak formule p a —p se nazyvaji jejimi
literaly.

Definice 3.1.15. Bud F formule vyrokového poctu. Rekneme, ze je F' v disjunktioni
normalni formé, jestlize je F' disjunkeci koneéné mnoha podformuli (tzv. disjunktd), z
nichz kazda je konjunkci koneéné mnoha literal. Disjunktivni normalni forma formule
A se nazyva uplnd, jestlize kazdy disjunkt obsahuje literaly vSech vyrokovych konstant,
vyskytujicich se ve formuli A, pficemz se v zadném z disjunkti nevyskytuje vyrokova

konstanta soucasné se svoji negaci.

Definice 3.1.16. Bud F formule vyrokového poc¢tu. Rekneme, Ze je F' v konjunktivni
normdlni formé, jestlize je F' konjunkci koneéné mnoha podformuli (tzv. konjunkti), z
nichz kazda je disjunkci konec¢né mnoha literalii. Konjunktivni normalni forma formule
A se nazyva uplnd, jestlize kazdy konjunkt obsahuje literaly vsech vyrokovych konstant,
vyskytujicich se ve formuli A, pficemz se v zadném z konjunktd nevyskytuje vyrokova

konstanta soucasné se svoji negaci.

Véta 3.1.7. KazZdd formule vyrokového poctu, kterd neni kontradikci, je ekvivalentni ne-

které formuli v uplné disjunktivni normdlni formé.

Véta 3.1.8. Kazdd formule viyrokového poctu, kterd neni tautologii, je ekvivalentni ne-

ktere formuli v upiné konjunktivni normdalni forme.

Priklad 3.1.10. Uvazujme formuli F' = (p = ¢q) V r. Tato formule je ekvivalentni
formuli G = —p V ¢ V r. Formule G je v norméalni disjunktivni formé, jejiz disjunkty
jsou podformule —p, ¢, r. Kazdy z téchto disjunktii je konjunkci pravé jednoho li-

terdlu — sebe sama, nebot je kazdy z nich sam literdlem. Zaroven je G v normélni
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konjunktivni formé s jedinym konjunktem, kterym je sama formule G, tj. —p V ¢ V r.
Jako disjunktivni normalni forma neni G tplna, nebot disjunkty neobsahuji literaly
vSech vyrokovych konstant, pouzitych ve formuli F', resp. G. Naopak jako konjunk-
tivni forma je G tplna. Uplnou disjunktivni normalni formou formuli F, G je formule

N = (pAgAT)V (PAGA=T)V (DA=GAT )NV (ZpAGAT )V (—pAGA—T )V (ZpA—=gAT)V (—pA—gA—T).

Priklad 3.1.11. UkéZeme nyni detailni postup nalezeni normélni disjunktivni formy for-
mule F' z predchoziho prikladu. Kazdy radek nasledujici tabulky predstavuje jinou eva-
luaéni funkci ¥ pro mnozinu vyrokovych konstant P = {p,q,r}. Tuto evaluacéni funkci

muzeme primo ztotoznit s vektorem jejich funkénich hodnot na prvcich mnoziny P:

d(p) | Iq) | I(r) | 9((p=¢q)Vr)| Disjunkty:
1 1 1 1 PAGAT
1 1 0 1 pAgA-—T
1 0 1 1 pPA—-gAT
1 0 0 0
0 1 1 1 “DAgGAT
0 1 0 1 “DAgA-T
0 0 1 1 DAGAT
0 0 0 1 “pAg AT

Kazdé evaluacni funkci, ktera na formuli F' nabyva hodnoty 1 pfislusi pravé jeden
disjunkt, na némz pravé tato evaluace (a zaddna jind) nabyva hodnoty 1. V daném piipadé
mame tedy 7 disjunkti, jejichz celkova disjunkce N = (pAgAT)V (pAgA—T)V (PA—gAT)V
(=pAgAT)V (—pAgA—T)V (mpA=gAT)V (=p A =g A-r) je ekvivalentni zadané formuli
F. Podle definice 3.1.15 je tato formule plnou norméalni formou formule F'.

Daéle budeme hledat minimalni tvar této norméalni disjunktivni formy pomoci Quine-
McCluskeyova algoritmu. Predevs§im si mizeme povsimnout, ze kazdy z disjunkti, které
tvofi tplnou normalni disjunktivni formu, je ve vzajemné jednoznac¢né korespondenci s
vektorem ohodnoceni vyrokovych konstant, tedy vlastné s prislusnou evalua¢ni funkci,
ktera je v daném ptipadé charakterizovana trojici ¢islic, nul nebo jednicek. Proto mtzeme
pro jednoduchost pracovat s témito posloupnostmi ¢islic, misto s disjunkty, a nakonec se
opé€t miizeme vratit k vyrokovym formulim.

V daném pfipadé méme tedy celkem 7 usporadanych trojic (1,1,1), (1,1,0), (1,0,1),
(0,1,1), (0,1,0), (0,0, 1), (0,0,0). Budeme hledat vS§echny mozné ptipady, kdy se dvé tro-
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jice shoduji s vyjimkou jedné pozice. Pokud takovou shodu nalezneme, vytvotfime trojici,
v niz ¢islice, v nichz se obé trojice lisi, nahradime symbolem x. Napfiklad, prvni a druha
trojice se shoduji, a tedy davaji vzniknout jejich spoleéné instanci (1,1,x). Postupné
takto vznikd posloupnost (1,1,%), (1,%,1), (x,1,1), (x,1,0), (*,0,1), (0,1,%), (0,x,1),
(0,%,0), (0,0,*). Pokud by vzniklo v této fazi postupu vice stejnych posloupnosti, dupli-
katy vynechame. Postup opakujeme tak dlouho, az se vSechny posloupnosti lisi na vice
nez jednom misté. V daném piipadé potiebujeme jesté jeden krok, v némz vznikne po-
sloupnost (x, 1, %), (x, %, 1), (*, 1, %), (*,%,1), (0, %, %), (0, *, *), coz po odstranéni duplikati
dava (x, 1, %), (x,%,1), (0, *,%).

Posloupnosti, které jsme nalezli, predstavuji ,Sablony” (skuteény vyznam pravdépo-
dobné vystihuje nejlépe anglické slovo ,pattern”), které ve hvézdickové konvenci musi
pokryt vsechny ptivodni posloupnosti, asociované s disjunkty, aby vyjadfily ptivodni for-

muli F'. To Ize prehledné znazornit tabulkou:

(1,1,1) | (1,1,0) | (1,0,1) | (0,1,1) | (0,1,0) | (0,0,1) | (0,0,0)
(%,1,%) X X X X
(%, %, 1) X X X
(0, , *) X X X X

Pokud se prislusna sablona, zapsand v prvnim sloupci tabulky shoduje s posloupnosti v
prvnim radku, zapiseme do prislusného pole tabulky symbol x. Nyni je nutné zajistit, aby
byl kazdy disjunkt pokryt ptislusnou sablonou. Prohlédneme sloupce tabulky a tam, kde
je v prislusném sloupci pfitomen pouze jediny symbol X, jej zménime na ®. Totéz pak
provedeme v celém tadku, kde tento symbol lezi. Konkrétné tedy, vidime, Ze napiiklad
druhy sloupec obsahuje jediny symbol X, a to v prvnim fadku. Abychom pokryli v poradi
druhy disjunkt, tj. pAgA—7r, musime nutné pouzit sablonu z prvniho fadku, ktera vyjadiuje
formuli ¢. Tim vSak jsme zaroven pokryli, kromé druhého disjunktu, také disjunkt prvni,
¢tvrty a paty, coz jsme vyjadrili umisténim symbolu ® do prusecikil prislusnych radkt
a sloupci. Totéz provedeme i pro ostatni sloupce, pricemz hleddme miniméalni mnozinu
,Sablon”, které pokryvaji vSechny posloupnosti, asociované s disjunkty, tvoricimi iplnou

normalni disjunktivni formu formule F'
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(1,1,1) | (1,1,0) | (1,0,1) | (0,1,1) | (0,1,0) | (0,0,1) | (0,0,0)
(%, 1, %) ® ® ® ®
(,%,1) ® ® ® ®
(0, %, %) ® ® ® ®

V daném ptipadé jsme museli pouzit vSechny tfi ,,Sablony” a tedy hledan&, minimalizovana

normalni disjunktivni forma formule F' ma tvar —-pVv ¢V r.

Priklad 3.1.12. Nalezneme tuplnou normdlni konjunktivni formu formule F =

= —(p = ¢) V r. Jeji pravdivostni tabulka ma tvar:

U(p) | 9(q) | 9(r) || 9(=(p = q) V1) | Konjunkty:
1 1 1 1
1 1 0 0 -pV-qgVr
1 0 1 1
1 0 0 1
0 1 1 1
0 1 0 0 pV-qVr
0 0 1 1
0 0 0 0 pVagVr

Pro kazdou evaluac¢ni funkci, v niz ma dana formule pravdivostni hodnotu 0, jsme vy-
tvorili konjunkt, ktery mé pravdivostni hodnotu 0 pouze pro tuto jedinou evaluaci. Pak
ovSem spolecna konjunkce téchto konjunktti tvori dplnou normélni konjunktivni formu
K= (—pV-qgVr)A(pV-qVr)A(pVqVr) formule F. Tuto konjunktivni formu dale
minimalizujeme Quine-McCluskeyovym algoritmem. Nalezenym konjunktim odpovidaji
evalua¢ni funkce, vyjadfené posloupnostmi (1,1,0), (0,1,0) a (0,0,0), které generuji (po-
stupem analogickym jako v piikladé 3.1.11) 8ablony (x,1,0) a (0,x,0). Ty odpovidaji
formulim —¢ V7 a pV r, pficemz obé Sablony jsou nutné k pokryti vSech t¥i posloupnosti,
asociovanych s konjunkty. Jejich konjunkce M = (=g V r) A (p V 1) je proto hledanou

minimalizovanou norméalni konjunktivni formou.

Softwarové nastroje: Formule vyrokového poctu


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Formule.jsp
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Definice 3.1.17. Rekneme, Ze formule A(z), A(y) jsou si podobné, jestlize jsou vSechny volné vyskyty

proménné y ve formuli A(y) pravé na téch mistech, kde v A(x) jsou volné vyskyty proménné x.
Priklad 3.1.13. Formule
A(z): Fzlr #2zAP(z,x)] a Aly): 3Fzly# zAP(z,9)]
jsou podobné, zatimco formule
B(z): 3Jz(x #2)AVyP(z,y) a B(y):3z(y # 2) ANVyP(y,y)
podobné nejsou, nebot v B(z) je proménnd = v P(z,y) volna, ale v B(y) je proménna y v P(y, y) vazana.
Je zfejmé, Ze pokud jsou formule A(z), A(y) podobné, pak formule Vz A(x), VyA(y) jsou ekvivalentni.

Definice 3.1.18. Necht A je formule a vy, vs, ..., v, vSechny jeji navzdjem rtzné volné proménné. For-

muli Yv,Vus. . Vv, A, resp. vy Jvs. .. v, A fikdme univerzdlni uzdveér, resp. existencni uzdvér formule A.
Je zfejmé, ze formule je logicky pravdiva, pravé kdyz je jeji univerzalni uzavér logicky pravdivy; a

nesplnitelna, pravé kdyz je jeji existenéni uzavér nesplnitelny.

Definice 3.1.19. Rikame, Ze je formule v prenezni konjunktivni normdlni formé, ma-li tvar

(D’Ul)(Dvg). . (D’Un>{[A11 V A12 V...V Altl]/\

AAo1 V Aga VoV Agg)] Ao A[Apa V Ao VoV Ay, 1,

kde O oznacuje bud obecny nebo existen¢ni kvantifikdtor, vy, vs, ..., v, jsou navzdjem rizné funkéni a
predikatové proménné vystupujici v podformulich A;;. Kazda z podformuli A;; je bud atomicka formule,
nebo je to negace atomické formule. Zacatek formule, tj. Ovp)(Ovs)...(Ov,) se nazyva prefiz formule,
zbytek se nazyva matice formule. Nepozaduje se, aby vSechny proménné vyskytujici se v matici byly

obsazeny v prefixu, tj. formule v prenexni konjunktivni normalni formé nemusi byt uzaviena.
Definice 3.1.20. Rikame, Ze je formule v prenexns disjunktivni normding formé, mé-li tvar
(Dvl)(ljvg). . (Dl}n){[All AN A12 AN Altl}\/

V[A2r AAosa Ao AN Age, ]V ooV [Ama AAma Ao A A, 11

kde O oznacuje bud obecny, nebo existen¢ni kvantifikitor, vy, vs, ..., v, jsou navzajem rizné funkéni a
predikatové proménné vystupujici v podformulich A;;. Kazda z podformuli A;; je bud atomicka formule,
nebo je to negace atomické formule. Zacdtek formule, tj. Ovy )(Ows)...(Ov,) se nazyvéa prefiz formule,
zbytek se nazyva matice formule. Nepozaduje se, aby vSechny proménné vyskytujici se v matici byly

obsazeny v prefixu, tj. formule v prenexni disjunktivni normélni formé nemusi byt uzaviena.

Véta 3.1.9. Kazdd formule mize byt prevedena na ekvivalentni formuli prenexni konjunktivni normdlni

formé.

Véta 3.1.10. Kazdd formule miZe byt prevedena na ekvivalentni formuli prenexni disjunktivni normdlni

formé.
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Dikaz obou vét je pomérné jednoduchy, avsak zdlouhavy. Spociva v postupné eliminaci nadbytec-

nych proménnych, prejmenovani proménnych, eliminaci spojek “=" a “<”, které lze vyjadfit pomoci

spojek “V7, “A” a “=” a pouziti dalSich ekvivalentnich tprav. V podrobnostech odkazujeme zajemce na

dostupnou literaturu.
Priklad 3.1.14. Uvazujme formuli

D Vaz[(Yyp(z) vV Vzq(z,y)) = Vyr(z,y)].
1. Eliminace nadbyte¢ného kvantifikatoru Vy:

Dy Vz[(p(z) VVzq(z,y)) = —Vyr(z,y)]

2. Prejmenovani proménné y, kterd se vyskytuje jako volnd i vidzana:

Dy : Va[(p(z) VVzq(z,y)) = ~Vyir(z,m1))]
3. Eliminace spojky “=":

Dy Va[=(p(z) VVzq(z,y)) V ~Vyur(z, y1)]
4. Pfesun spojek “—” dovnitf:

Dy: Va[(-p(x) Azq(z,y) V Iy (z, y1)]
5. Presun kvantifikdtort doleva:

Ds: Va3z3y[(-p(x) A —q(z,9)) vV —r(z, 1))
6. Pouziti distributivniho zakona:

D' Vz3z3y [(—p(x) V =r(z,y1)) A (—q(z,y) V —r(z,11))]
Formule D’ je v prenexni konjunktivni normalni formé a je ekvivalentni formuli D.
Definice 3.1.21. Rikdme, Ze je formule v prenexni normdlni formé, mé-li tvar
(Ov1)(Ovg). . .(Ov,)A

kde O oznacuje bud obecny nebo existencéni kvantifikdtor, vy, vs,...,v, jsou navzijem rizné funkéni a
predikatové proménné vystupujici v A a v A se nevyskytuje zadny kvantifikator. Posloupnost kvantifika-
torli tu opét nazyvame prefirem a formuli A nazyvame matici dané formule. Jak prenexni konjunktivni

normalni forma, tak prenexni normélni disjunktivni forma jsou zvlastni pfipady prenexni normalni formy.

Véta 3.1.11. (Gdédel) Problém logické pravdivosti v predikdtovém pocdtu druhého fadu nent ani parcidiné

rozhodnutelny.

Diikaz véty neuvadime, je pro tento zakladni ucebni text prili§ slozity. Véta v podstaté tvrdi, ze
neexistuje algoritmus, ktery by pro kazdou predlozenou formuli predikatového po¢tu druhého radu presel k
piikazu AKCEPTOVANO v pifpadé, ze dana formule je logicky pravdiva a piesel k piikazu ZAMITNUTO

nebo cykloval v pfipadé, Ze dana formule pravdivéa neni.
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Véta 3.1.12. (Church) Problém logické pravdivosti v predikdtovém poctu pruniho Fddu je nerozhodnu-

telny, avsak je parcidlné rozhodnutelny.

Podobné jako u pfedchozi véty ani zde ze stejného diivodu neuvaddime dikaz. Véta rika, ze neexistuje
algoritmus, ktery by pro kazdou predlozenou formuli predikatového poc¢tu prvniho fadu presel k prikazu
AKCEPTOVANO v pifpadé, ze jde o formuli logicky pravdivou a k pitkazu ZAMITNUTO v opaéném
pripadé. Na druhé strané vsak existuje algoritmus, ktery pro kazdou formuli predikdtového poc¢tu prvniho
fadu piejde k piikazu AKCEPTOVANO v pifpadé, Ze dana formule je logicky pravdiva a prejde k piikazu
ZAMITNUTO nebo cykluje v piipadé, ze logicky pravdiva neni.

Podotknéme, ze ackoliv problém logické pravdivosti neni v predikdtovém pocétu druhého fadu roz-
hodnutelny ani parcialné rozhodnutelny, existuje fada vyznamnych a zajimavych podtfid formuli, pro néz
problém logické pravdivosti rozhodnutelny je. Hlubsi rozbor této problematiky je vSak opét nad ramec

tohoto textu a Ctenar je odkazan na dostupnou literaturu.
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Cviceni

3.1.1. Je dana formule predikatového poc¢tu druhého fadu
(VP){[P(a) A (Vo)[[~(z = a) A P(f(2))] = P(z)] = (Vz)P(z)}.
Vypiste vSechny jeji atomické podformule a podformule.
3.1.2. Uvazujme formuli
VzIuv[(z = uV z =v) Au # 0] AVaVyVP[z # y V (P(z,z) V ~P(y,y))].
Dokazte, ze tato formule nabyva hodnoty nepravda v kazdé interpretaci Z s jednoprvkovym oborem M.

3.1.3. * Dokazte, ze formule z pifedchoziho pfikladu nabyva hodnoty pravda v kazdé interpretaci Z s dvouprvkovym oborem

M.

3.1.4. Ukazte, ze formule
VaVyVP[z # y v (P(z,z) V ~P(y,y)]

je logicky pravdiva.

3.1.5. Dokazte, ze formule
3P3y((P(, 2) A ~P(z,y)) Az = 3]

je nesplnitelna.
3.1.6. Dokazte logickou pravdivost formuli vyrokového poctu:
Di: ((p=p)=p) =p
Dy: [((pAg)=r)A(p= )= (p=r1)
3.1.7. Rozhodnéte o logické pravdivosti, resp. splnitelnosti formuli predikdtového pocétu prvniho fadu:
A1 Vpi(x) = Jzpi(z),
Az Fzpi(z) = Vapi(z),
Az Voq(z) = q(a),
As: q1(a) = Vzqi(z),
As: FyVapa(z,y) = VaIypa(z,y),
As : VaIypa(z,y) = IyVapa(z,y),
A7 Va(pi(z) = pi()) = [Fopi(z) = Yapi(2)],

Ag i [Fzpi(z) = Vg (2)] = Va(pi(z) = q1(2)).
3.1.8. Dokazte logickou ekvivalenci formuli:
A: VzaP{3ylz # y A P(y)] A F2Vulz # 2z A (2 # uwV - P(u))]}
B:VzIydzlzx AyAz #£ 2z ANy £z

3.1.9. Najdéte prenexni disjunktivni norméalni formu formule D z pfikladu 3.1.14.
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3.2 Prirozena dedukce

Dedukéni systém klasického vyrokového poctu se sklada ze systémi nékolika axiomu a

odvozovaciho pravidla, kterym je pravidlo modus ponens.

Definice 3.2.1. Axiém je trida formuli vyrokového poctu, které jsou utvorené podle

jednoho z nésledujicich schémat:
(1) A= (B = A)
(2) (A= (B=0C)= (4= B)= (A=)
(3) (AAB)= A
(4) (AAB)= B
(5) A= (B= (AAB))
(6) A= (AV B)
(7) B= (AV B)
8) A=C)= ((B=C)=((AVB) =)
(9) (A= B) = ((A= —B) = ~A)

(10) ——A= A

Schémata axiomil jsou konstruovana na zakladé tautologii vyrokového poctu, takze

kazdy axiom lze povazovat za logicky pravdivou formuli.

Definice 3.2.2. Odvozovaci pravidlo modus ponens je schéma, které je zalozeno na faktu,
ze jsou-li A, B formule vyrokového poctu ve smyslu predchozi kapitoly, je formule B je
tautologickym dusledkem mnoziny formuli {A, A = B}. Toto pravidlo umoziuje odvodit

z formuli tvaru A, A = B jako zavér formuli B, coz se formalné zapisuje ve tvaru

A A= B
B
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Definice 3.2.3. Necht 7" je mnozina formuli vyrokového po¢tu. Rekneme, ze posloupnost

formuli Ay, As, ... Ay je odvozenim nebo-li dikazem formule A z predpoklada T, jestlize
(i) Ax = A,

(ii) pro libovolné i € {1,2,...,k} je A; bud néktery z axiémi, nebo prvek mnoziny 7
nebo vysledek pouziti pravidla modus ponens, kde predpoklady tohoto pravidla lezi

v mnoziné {Ay, Ay, ... Ag}.

Existuje-li takovy dtkaz, formule A se nazyva odvoditelnd nebo-li dokazatelnd z pred-

pokladt T'. Je-li navic T' = @, nazyva se A dokazatelnd, nebo také teorém.

Priklad 3.2.1. Ukazeme piiklad odvozeni formule z jistych predpokladt v ramci systému

prirozené dedukce vyrokového poctu:

1. A= B ...(pfedpoklad)
2. B=C ...(pfedpoklad)

3. ( B=0C)= (A= (B=1C))...(axiom (1), kde misto A bylo dosazeno B = C' a
misto B bylo dosazeno A)

4. A= (B = C) ...(pouzitim modus ponens z 2. a 3.)
5. (A= (B=0)= (A= B)= (A= () ...(axiom (2))
6. (A= B)= (A= C) ...(pouzitim modus ponens z 4. a 5.)

7. A= C ...(odvozené formule; pouzitim modus ponens z 1. a 6.)

Tedy z predpokladi A = B, B = C jsme odvodili formuli A = C.

Poznamenejme, Ze existuji i jiné systémy axiémil nez ty, které byly uvedeny v ramci
definice 3.2.1. Tyto axiomatické systémy mohou ale nemusi byt ekvivalentni s jiz zavede-
nym systémem. Mezi ekvivalentni axiomatické systémy patii napiiklad systém axiomi,
ktery navrhl A. Tarski:

(1) A= (B=A)
(2) (A= (B=0)=(A=B)=(A=0))

(3) (A= -B)= (B= A)
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4) (A= (A= B))= (A= B)

Dedukéni systém predikdtového pocétu vyzaduje ponékud vyssi stupen formalizace, nez tomu bylo u

vyrokového poctu.

Definice 3.2.4. Deduk¢ni systém pro predikatovy pocet sestava z rekurzivni mnoziny logicky pravdivych
formuli, nazyvanych aziomy a koneéné mnoziny odvozovacich pravidel, z nichz kazdé pfirazuje jedné nebo
vice logicky pravdivym formulim jistou logicky pravdivou formuli. Formule B je odvoditelnd (dokazatelna)
v takovém systému, pravé kdyZ existuje koneénd posloupnost formuli takova, Ze B je jeji posledni ¢len a
kazd4 formule z této posloupnosti je bud axiom, nebo je odvoditelna z predchazejicich formuli posloupnosti
pomoci vhodného odvozovaciho pravidla. Takova posloupnost se nazyva odvozeni nebo téz diukaz formule
B.

Protoze kazdy axiom je logicky pravdiva formule a odvozovaci pravidla pfechézeji od logicky prav-
divych formuli opét k formulim logicky pravdivym, je kazda odvoditelné formule logicky pravdiva. Opak
obecné neplati. Mohou existovat dedukéni systémy, v nichZ nelze odvodit vSechny logicky pravdivé for-

mule.

Definice 3.2.5. Dedukéni systém se nazyva uplng, jestlize v ném lze odvodit kazdou logicky pravdivou

formuli.

Diikaz logické pravdivosti dané formule je v Gplném dedukénim systému ekvivalentni dikazu odvo-

ditelnosti takové formule. Bohuzel, ne vZdy je mozné zkonstruovat uplny dedukéni systém.

Véta 3.2.1. (Gddel) Pro predikdtovy pocet druhého tddu neexistuje uplnyg dedukéni systém. Pro predi-

kdtovy pocet pruniho Tadu existuji uplné dedukcéni systémy.

V nasledujicim textu popiSeme jisty uplny dedukéni systém predikatového poctu prvniho fadu, ktery
je modifikaci Gentzenova (1934-35) dedukéniho systému. Systémy vychézejici z Gentzenovych myslenek

a praci se obvykle nazyvaji systémy prirozené dedukce.

Definice 3.2.6. Sekvence je vyraz tvaru A;, As,..., A, = B, kde A; a B jsou formule, ktery zastupuje
formuli (A; AAaA---ANA,) = B.

Protoze na potfadi formuli ani na jejich vicendsobném vyskytu v konjunkci nezalezi, lze posloupnost
A1, As, ..., A, v sekvenci povazovat za konefnou mnoZinu (i pfipadné prazdnou). K jejimu oznaceni
pouzivame obvykle fecké pismeno I'. Sekvence = B zastupuje formuli B samu. axiémy a odvozovaci

pravidla systému pfirozené dedukce rozclenime do ¢tyt ¢asti:
(i) axiémy a zékladni pravidla,
(ii) pravidla pro spojky,
)
)

(iii) pravidla pro kvantifikdtory,

(iv) pravidla pro operatory.
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axiomy jsou sekvence, odvozovaci pravidla zapisujeme ve tvaru

(sekvence) a ... a (sekvence)

(sekvence),

ktery udava, ze ze sekvenci nad ¢arou lze odvodit sekvenci pod ¢arou.
1. Axiémy a zakladni pravidla

(i) Zakladni axiom:
A=A
Zavedeni predpokladu:
I's B
rA=_-B

Eliminace predpokladu:
NA= Bal,-A= B

I'=B
(ii) true-axiom:
I = true
false -axiom:
I' = —false
2. Pravidla pro spojky
(i) Pravidla pro spojku V
Zavedeni V:
r=4
I'=AVB
I'=s B
I'=AvVB

Eliminace V:
I'N'A=Cal'yB=Cal'= AVBEB

r=c=¢
(ii) Pravidla pro spojku A
Zavedeni A:
I'=Aal'= B
I'=AAB
Eliminace A:
I'=AAB
r=4
I'= AAB
I'=B
(iii) Pravidla pro spojku =
Zavedeni =
A= 1-B
I'=A=20

Eliminace = (modus ponens):
I'=Aal'=A=1B

I's B
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(iv) Pravidla pro spojku —
Zavedeni —(reductio ad absurdum):

A= Bal,A= -B
T= -4

Eliminace —:
I'=Aal'= -4

I'= B
(v) Pravidla pro dvojici spojek ——
Zavedeni ——:
r=4
r=--4
Eliminace ——:
= -4
rs4

(vi) Pravidla pro spojku <

Zavedeni <
I'=A=>Ball'=B=A

I'ssAe B

Eliminace <
I'= A< B

I'= A= 1B

I'= A& B
I'==B=A

3. Pravidla pro kvantifikatory

Rekneme, 7e term ¢ je volny vzhledem k proménné x ve formuli A, jestlize po substituci ¢ za vSechny
volné vyskyty x v A nevznikne zadny novy vyskyt vdzané proménné.
(i) Pravidla pro kvantifikitor V

Zavedeni V:
I'=> A(z)
I'= Ve A(x)

kde proménné x se nevyskytuje volné v zadné formuli z T'.

Eliminace V:

I = VzA(z)
I'=s A(t)
kde term t je volny vzhledem k xz v A(x).
Specialni pfipady:
I = VzA(x)
I'=s Az)
= VaA(z)

I'= Aa)
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(ii) Pravidla pro kvantifikitor 3
Zavedeni 3
I'= A(t)
= JzA(2)
Specialni pfipady:
I'= A(x)
I'= 3zA(x)
I'= Aa)
= JzA(2)
Eliminace 3:
I'= 3zA(z) alA(b) = C
rsc

kde b je individuova konstanta, nevyskytujici se v zddné formuli z I" ani v 3A(x) ani v C.

Vsimnéme si, Ze v pravidle zaveden{ 3 oznacuje A(t) vysledek substituce ¢ za vSechny volné vyskyty
z v A(z). MiZeme tedy napi. z I' = p(a,a) odvodit kteroukoliv ze sekvenci I' = Jzp(z,a),
I = FJap(a,z), T = Jzp(x,x).

4. Pravidla pro operatory

Pravidla pro operator =

Axiom rovnosti:

'=st=t

Pravidlo rovnosti:
I'=t =t

T = A(t) = A(f2)

Nyni uvedeme nékteré piiklady pouziti vyse uvedenych odvozovacich pravidel.

Priklad 3.2.2. Odvozeni formule p V —p:

1. Zékladni axiom:

p=p
2. Zavedeni V do formule 1:
p=pVvVp
3. Zakladni axiom:
= p
4. Zavedeni V do formule 3:
“p=pV-p
5. Eliminace pfedpokladu z formuli 2. a 4:
=pVp

¢imz byla pozadovand formule odvozena.
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Piiklad 3.2.3. Odvozeni formule (p = q) < (—q¢ = —p):

1.

10. Eliminace = z formuli 8. a 9:

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Zakladni axiom:

. Zékladni axiom:

. Eliminace = z formuli 1. a 2:

. Zékladni axiom:

. Zavedeni — z formuli 3. a 4:

. Zavedeni = do formule 5:

. Zavedeni = do formule 6:

. Zékladni axiom:

. Zékladni axiom:

Zakladni axiom:

Zavedeni — z formuli 10 a 11:

Eliminace —— z formule 12:

Zavedeni = do formule 13:

Zavedeni = do formule 14:

Zavedeni < z formuli 7 a 15:

D=4, 7¢,p=Dp

P=¢¢Pp=Dp=q

pP=q¢,7¢,p=q

pP=4q,7¢,p= ¢

P=4q¢,7q= P

p=>qg=—q="p

= P=9q = (~g=p)

g = p,p, ¢ = ¢

¢ = "p,p,7q = 7q = TP

g = p,p, ¢ = Tp

¢="P,p,q=Dp

¢ =P, p= "7q

-q = "p,p=q

= "P=Sp=yq

= (q=-p=@=9

= (=49 = (~g= p)

¢imz byla pozadovand formule odvozena.
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Pro efektivni a strué¢né odvozovani formuli je vhodné mit k dispozici knihovnu pomocnych odvozo-

vacich pravidel, z nichZ néktera uvedeme:

Véta 3.2.2. Plati ndsledujici odvozovaci pravidla:

(i)
(1)
I's A= (B=0C)
' (AAB)=C
(2)
I's (AAB)=C
I'=sA=(B=20C)
(i)
(1) Zobecnéné pravidlo zavedeni = :
T A,... A, =B
' A1 An---NA,) =B
(2) Zobecnéné pravidlo eliminace = :
I'=A4A1a... aT=2A4,al'=>AN---NA,= B
I'=2B
(i)
(1) Modus tollendi ponens:
I > A VBal = -A
r=2:s
'S AvBal=-B
r=4
(2) Modus tollens:
I's A= Bal'=-B
r=-4
(8) Dikaz rozborem moZnosti:
TA=CaT,B=C
ILAVB=C
(iv)

(1) Tranzitivita implikace:

I'=A=Bal'=B=C
I'=sA=C
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(2) Tranzitivita ekvivalence:

I'ssAeBal'sBslC

'sAsC
(v)
(1) Zavedeni ¥ vlevo:
I, A(z) = B(x)
I, VzA(x) = B(x)
(2) Zavedeni WV :
I'A(z) = B(z)
I\ Ve A(zr) = YaB(z)
(vi)

(1) Zavedeni 3 vlevo:

I A(x) = B
I, 3zA(z) = B
(2) Zavedeni 33:

I, A(z) = B(x)
T, 3zA(z) = 3a2B(z)

Dtikaz véty prenechdvame ¢tenari jako cviceni; jako ukézku uziti odvozovacich pravidel odvodime

pravidlo (i).

Priklad 3.2.4. Odvozeni pravidla (i); z véty 3.2.2:
1. Danéa formule:
'=>A=(B=0)

2. Zavedeni predpokladu:
I''AANB= A= (B=C)

3. Zakladni axiom:
I''ANB=AAB

4. Eliminace A:
ANB= A

5. Eliminace = z formuli 2. a 4:
I'NAANB=B=C

6. Eliminace A z formule 3:
I'ANB= 1B
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7. Eliminace = z formuli 5. a 6:
I''AANB=C

8. Zavedeni =:
' (AAB)=C

coz je vysledna formule.
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Vv rd
Cviceni
3.2.1. Odvodte formuli (p A —p) < false.
3.2.2. Dokazte vétu 3.2.2 odvozenim uvedenych pomocnych odvozovacich pravidel.
3.2.3. Odvodte formuli [(p Agq = r)A(p = q)] = (p = r). Navod: odvodte (p Aq = r),(p = q),p = 7 a pak pouzijte

pravidla zavedeni = a zobecnéného pravidla zavedeni =.

3.2.4.

3.2.5.

3.2.6.

3.2.7.

3.2.8.

3.2.9.

3.2.10.

3.2.11.

Odvodte formuli VzA(z) = 3z A(x).
Odvodte formuli zVyA(z,y) = VyIzA(z, y).
Odvodte formuli (VzA(z) VVaeB(z)) = Vz(A(z) V B(x)).
Odvodte formuli Vz(A = B(z)) < (A = VzB(x)), kde z neni volna v A.
Odvodte formuli -3z A(z) < Vz-A(z).
Odvodte formuli 3z(A(z) A B(z)) = (JzA(z) A JzB(z)).
Odvodte formuli Vz(A(z) < B(z)) = (VeA(z) < VeB(x)).

Odvodte formuli A(t) < V(z =t = A(z)), kde term t je volny vzhledem k proménné z ve formuli A(z) a proménnd

z neni volna ve formuli A(t).

3.2.12.

3.2.13.

3.2.14.

3.2.15.

Odvodte formuli A(t) < Jz(xz =t A A(x)), kde term t je volny vzhledem k proménné x ve formuli A(x).

Dokazte odvozovaci pravidlo:
I'=t1 =t

I'=to=t
Dokazte odvozovaci pravidlo:
I'=ti=tcal =t =t3
't =1t3

Dokazte odvozovaci pravidlo:
I'=t =to

I'= T(tl) = T(tQ)
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Pocditacdova cviceni

3.2.16. Napiste program, ktery generuje pravdivostni tabulku formule vyrokového poctu se tfemi vyrokovymi konstantami

p, q, r. Pouzijte programovaci jazyk, ktery umoznuje vyhodnoceni Booleovskych vyraz.

3.2.17. NapiSte program, ktery pro dvé formule A(p, q,r), B(p, ¢,r) vyrokového poétu se tfemi vyrokovymi konstantami
p; q, 7 testuje, zda A(p,q,7) = B(p,q,7).

3.2.18. Napiste program, ktery pro dvé formule A(p, q,r), B(p, q,r) vyrokového poétu se tfemi vyrokovymi konstantami
P, q, 7 testuje, zda A(p,q,7) < B(p,q,7).

3.2.19. Napiste program, ktery formuli vyrokového poétu se tfemi vyrokovymi konstantami p, g, » pfevede na normalni

konjunktivni formu.

3.2.20. Napiste program, ktery formuli vyrokového poétu se tfemi vyrokovymi konstantami p, g, » pfevede na normalni

disjunktivni formu.
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Pojmy k zapamatovani

e Jazyk vyrokového poc¢tu a jeho konstrukce. Atomické formule a formule.
e Predikatovy pocet druhého fadu a jeho ¢tyti vlastni podtridy.

e Booleovska funkce.

e Interpretace formuli. Evaluac¢ni funkce.

e Pravdivost a splnitelnost formuli. Tautologie a kontradikce.

e Model. Tautologicky disledek.

e Normalni formy formuli.

e Systém prirozené dedukce klasického vyrokového poctu.

e Axiomy a odvozovaci pravidla. Modus ponens.

e Odvozeni, dikaz, teorém.

Klicové myslenky kapitoly

Vyrokovy pocet je jednou z vlastnich podtiid predikatového poc¢tu druhého radu.

Kazd4 formule vyrokového po¢tu urcuje jednoznaéné jistou Booleovskou funkei (ale

ne naopak).

Evalua¢ni funkei rozsitujeme rekurzi konzistentné na vsechny formule pomoci vy-

znamu logickych spojek.

Dvé formule jsou ekvivalentni, kdyz se na vsech evaluacnich funkcich chovaji stejné.

A to je pravé tehdy, kdyz definuji stejnou Booleovskou funkci.

O pravdivosti formule vyrokového poé¢tu lze algoritmicky rozhodnout (Quine).
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Analogicky i pro vyrokovy pocet s kvantifikatory, pravdivost formuli predikatového

po¢tu prvniho fadu vsak lze rozhodnout pouze parcialné (Church).

Pravdivost formuli predikatového poc¢tu druhého fadu nelze rozhodnout ani parci-
alné (Godel).

Véta o ndhradé. Kdyz podformule v néjaké formuli nahradime ekvivalentnimi for-

mulemi, dostaneme ekvivalentni formuli.

Normalni formy formuli vyrokového poctu se efektivné hledaji pomoci pravdivostni
tabulky:.

Jejich minimalizaci provadime napiiklad pomoci Quine-McCluskeyova algoritmu.

Existuje nékolik ekvivalentnich axiomatik pro systém prirozené dedukce klasického

vyrokového poctu.
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Odkazy na literaturu

Autor si je védom toho, Ze pravé probrana kapitola nemiize zdaleka pokryt dané téma.
Je velmi obtizné pomérné komplikovanou a rozsahlou latku shrnout na nékolika malo
strankéch. Nakonec byla pro predikitovy pocet zvolena koncepce vychézejici z [24], kde je
pocet se stala vychodiskem publikace [23], kterd byla porovnavéana s [24] a [31]. Odkazy

na seznam rozsifujici literatury nasleduji.

[3], [10], [14], [11], [16], [17], [20], [21], [24], [30], [36], [39], [41]
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Dalsi priklady k procviceni

# Elektronicka banka prikladi


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/banka_prikladu
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3 Matematicky software

Formule vyrokového poctu

Tautologicky dusledek


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Formule.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/TDusledek.jsp
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4  Grafy

Ustiednimi pojmy této kapitoly jsou neorientované i orientované grafy. Pov§imneme si
nékolika jednoduchych grafovych algoritmii a na prikladech si ukazeme jejich zakladni
principy. Vysvétlime si takové pojmy, jako napiiklad rovinnost a Eulerovskost grafu, Ha-
miltonovska kruznice a chromatické nebo cyklomatické ¢islo. Probereme nékteré vlastnosti

stromii a jejich aplikaci. Vysvétlime si princip Huffmanova kodu.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

vySetfovat zakladni vlastnosti a morfismy graft

hledat nejkratsi cestu v ohodnoceném grafu

zjistovat, zda je graf Eulerovsky

vySetfovat rovinnost grafu

vySetfovat vybrané vlastnosti stromi
e hledat minimalni kostru v ohodnoceném grafu

e hledat maximalni tok v orientovaném grafu
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4.1 Zakladni pojmy

Definice 4.1.1. Neorientovany graf G se sklada z mnoziny V' wvrcholi (uzli) a mnoziny
H hran tak, ze kazda hrana h € H je pfifazena neusporadané dvojici (tj. dvouprvkové
mnoziné) vrcholtt u,v € V. Existuje-li jedind hrana h € H pfifazend dvojici vrcholi
u,v € V, piSeme h = {u,v}. Obecné muze byt jedné dvojici vrcholt ptifazeno vice hran,
tyto hrany se nazyvaji ndsobné.

Podobné, orientovany graf G se sklada z mnoziny V' vrcholti a mnoziny H hran tak,
ze kazdé hrané h € H je pfifazena usporddana dvojice (u,v) € V x V vrcholt u,v € V.
Existuje-li jedind hrana h € H pfitazena dvojici (u, v) vrcholi u,v € V| pisSeme h = (u, v).

Piiklad 4.1.1. Neorientovany graf G = (V, H):

V={UR,X,)Y,Z,S,T,W}, H="{a,b,cde,f, g, h,ijk Il m}. Naptiklad m = {Y, Z},
g={S W }.
Priklad 4.1.2. Orientovany graf G = (V, H):

A—>

e
N

H

G
vV = {A,B,C,D,E,F,G,H}, H = {a,b,c,d,e, f,g,h,i,5}. Naptiklad ¢ = (C,A),
9= (G, H),j=(40G).

Definice 4.1.2. Bud G graf s mnozinou vrcholi (= uzli) V' a mnozinou hran H. Necht
f:V = Rag: H— R jsou zobrazeni. Pak f se nazyva vrcholovym ohodnocenim grafu
G, g se nazyva hranovym ohodnocenim grafu G. Dvojice (G, f), resp. (G, g) se nazyva

vrcholové, resp. hranové ohodnoceny graf.



124 GRAFY

Nekdy se popis jednotlivych hran grafu vynechava a piSe se jen jejich ohodnoceni

(zejména v ptipadé, kdy jsou popsény vrcholy a graf nemé nésobné hrany).

Definice 4.1.3. Necht G je graf. Sledem délky n v grafu G nazyvame posloupnost vrcholi
v; a hran h; grafu G tvaru

Uohﬂ)lhgvg . Un_lhnvn,

kde hrané h; je pfifazena dvojice vrcholu {v; 1,v;} (resp. (u,v) v orientovaném grafu).
Tahem v grafu G nazyvame sled, v némz se kazda hrana grafu vyskytuje nejvyse jed-
nou. Cestou v grafu G nazyvame sled, v némz se kazdy vrchol grafu vyskytuje nejvyse
jednou. Sled se nazyva uzavreny, jestlize vg = v,. Uzavieny sled se nazyva uzavienou
cestou, vyskytuje-li se v ném kazdy vrchol grafu, s vyjimkou pocatecniho vrcholu, ktery

je soucasné i koncovy, nejvyse jednou.

Priklad 4.1.3. V grafu

6{6,3}3{3,6}6{6,2}2{2,4}4

je sled délky 4, ale neni to tah ani cesta (napi. vrchol 6 a hrana {6,3} se vyskytuji
dvakrat).
6{6,212{2,414{4,616{6,3}3

je tah délky 4, ale ne cesta (vrchol 6 je zde dvakrat).
2{2,4}4{4,6}6{6,3}3
je cesta délky 3 (a zaroven také tah).

Definice 4.1.4. Graf G se nazyva souwvisly, jestlize mezi libovolnymi dvéma vrcholy exis-

tuje sled.
Priklad 4.1.4. Graf z predchoziho ptikladu je souvisly, nasledujici graf je nesouvisly:

h

SN AN
N/ 1/
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Véta 4.1.1. Graf G je souvisly, prave kdyz mezi jeho libovolnymi dvéma vrcholy existuje

cesta.

Dtikaz véty je snadny, a proto jej prenechavame c¢tenafi jako cviceni.

Softwarové nastroje: Vlastnosti neorientovanych grafti — grafové charakteristiky


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Grafy1.jsp
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Cviceni

4.1.1. Graf G = (V, H) bez smycek a nasobnych hran se nazyva dplng, jestlize jsou kazdé jeho dva vrcholy spojeny hranou.

Urcete, kolik hran m4 kone¢ny tplny graf o |V| vrcholech.

4.1.2. Necht G1 = (V, H1) a G2 = (V, H2). Rikdme, 7e G1 a G2 jsou vzajemn& komplementdrni, jestlize H1 N Hy = @ a
G = (V, H1 U H2) je Gplny graf. Dokazte, ze je-li G1 nesouvisly, je G2 souvisly.

4.1.3. Bud G uplny graf o n vrcholech. Urcete pocet cest délky 2, které zacinaji v pevné zvoleném vrcholu a a konéi v jiném

pevné zvoleném vrcholu b. Kolik existuje takovych cest délky 37 Zobecnéte tento vysledek pro libovolné k, kde 1 < k < n.
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4.2 Problém nalezeni minimalni cesty v ohodnoce-

ném grafu

Priklad 4.2.1. Naleznéte nejkratsi cestu v grafu G (tedy s minimalnim sou¢tem jednot-

livych ohodnoceni) mezi vrcholy a a f.

Algoritmus 4.2.1. (Dijkstra, 1959) Necht G je neorientovany ohodnoceny koneény graf
s kladnym hranovym ohodnocenim ¢ : H — R™. Nalezneme nejkratsi cestu mezi vrcholy

x,y grafu G. Definujme rekurentné pomocna vrcholové ohodnoceni f; grafu G takto:
(i) Klademe fo(z) =0, fo(z) = +oo pro z € V, z # x.

(ii) Poté, co jsme sestrojili vrcholova ohodnoceni fy, fi, ..., fi, najdeme hranu h = {u, v}
takovou, Ze c(h) < f;(v) — fi(u) a polozime fi;1(v) := fi(u) + c(h), fir1(z) =
= fi(2) pro z # v, pokud takové hrana existuje. Jestlize takova hrana h neexistuje,

ohodnoceni f; nazveme vysledngm a cyklus kon¢i.

Necht f; je vysledné ohodnoceni. Pak ke kazdému v € V| v # z, existuje hrana h = {u, v}
takova, ze c¢(h) = fi(v) — fi(u) (jinak by f; nebylo vysledné). Protoze f;(u) < fi(v), a x
je vrchol s nejmensim ohodnocenim f;(z) = 0, zacneme-li v y = vy a postupné nalézame
vrcholy vy, vg, ... s vlastnosti ¢({v;_1,v;}) = fi(vj—1) — fi(v;), nakonec skon¢ime s v; = x
a cesta

w{z, vji—1}vj{vj-1, via} .. {2, vifui{vr, Yty
je cesta s nejmensim celkovym ohodnocenim mezi vSemi cestami z x do y. Jeji celkové

ohodnoceni je
J
> cl{vi,0}) = filvo) = filvy) = fily)-
k=1
Vskutku, necht x = wg, wy, wy, ..., w, = y jsou vrcholy né&jaké jiné cesty mezi x a y.

Pak plati
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c(wi, wi—1) > filwy) = filwe—_1) (4.1)

(kdyby c({wg, wg—1}) < fi(wy)—fi(wg_1), nebylo by f; vysledné ohodnoceni). Sec¢tenim

rovnic typu (4.1) pro k = 1,2,...,m dostaneme

> clwn wia}) = filwn) = filwo) = fily).

k=1

Tim je ditkaz minimalnosti nalezené cesty hotov.

Priklad 4.2.2. Dokonceni prikladu Nésledujici tabulka ukazuje pomocné vrcholova

ohodnoceni v jednotlivych krocich:

Jo | S| fo| fa | Ja| fs | Je
a 0 0 0 0 0 0 0
b 9] 1 1 1 1 1 1
c [e'¢) 00 4 4 4 4 4
d 9] 0 00 5 5 5 5
e [e'¢) 00 o0 o0 6 6 6
f 00 [e'S) 9] ) [e's) 8 7

Ohodnoceni fy je vychozi. Postupné byly vybrany hrany {a,b}, {a,c}, {b,d}, {d, e}
a {d, f}, ¢imz vzniklo postupné ohodnoceni f5. Jako posledni jsme vybrali hranu {e, f},
nebot je ohodnocena ¢islem 1, zatimco f5(f) — fs(e) =2 > 1. Ve vrcholu f tedy mizeme
dostat nizsi hodnotu fs(f) = 7 prostfednictvim vrcholu e a vybrané hrany {e, f}. Ohod-
noceni fg je vysledné, protoze dalsi hrana s nizsim ohodnocenim, nez je rozdil ohodnoceni
jejich koncovych vrcholti v daném grafu neexistuje. Jak je vidét z néasledujiciho obrazku,

existuji dvé cesty minimalni délky:

Cesty miniméalni délky jsou

af{a,ckc{c,d}d{d,e}e{e, f} f

a{a,b}b{b, c}c{c,d}d{d, e}e{e, f} f
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s celkovym ohodnocenim 7.

ﬁ Softwarové nastroje: Vlastnosti neorientovanych grafii — nalezeni nejkratsi cesty


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Grafy2.jsp
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° v »,
Cviceni
4.2.1. Necht G = (V, H) je souvisly graf, jehoz vSechny hrany jsou ohodnoceny ¢islem 1. Ozna¢me d(z,y) délku nejkratsi

cesty mezi dvéma vrcholy z,y € V. Dokazte, ze d: V X V — R je metrika na V.

4.2.2. V daném grafu najdéte nejkratsi cestu z a do z:

b 3 c 7 d e
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4.3 Dalsi grafové pojmy

Definice 4.3.1. Bud G, = (Vi, H,), Gy = (Va, Hy) grafy. Rekneme, Ze graf Gy je pod-
grafem grafu Gy, jestlize Vo C Vi, Hy C H;.

Priklad 4.3.1. Necht G je graf:
a v b
T

d
Pak jeho podgrafy jsou naptiklad grafy:
a b a b a b a b a b
/ AN N/ N/
? c c c
d d d
Podgrafem grafu GG neni napriklad graf:
a —/ b
\ C
d

Definice 4.3.2. Necht G| = (Vi, H,), Gy = (Va, Hy) jsou grafy. Rekneme, 7ze Gy je
podgraf grafu Gy indukovany grafem G, jestlize plati:

(i) Vo C Vi
(ii) pro kazdou hranu h € H; s koncovymi vrcholy x,y € V5 plati h € Hs.

Priklad 4.3.2. Necht G je graf z piikladu 4.3.1. Pak tfeti a paty z uvedenych podgraft
jsou indukované podgrafy grafu . Prvni, druhy a ¢tvrty podgraf neni indukovanym

podgrafem grafu G.
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Definice 4.3.3. Bud G = (V, H) graf, G; = (Vi, Hy) podgraf grafu G. Jestlize V; =V,

(G1 se nazyva faktorem grafu G.

Priklad 4.3.3. Necht G je graf z piikladu 4.3.1. Pak prvni a druhy z uvedenych podgrafu
jsou faktory grafu G. Tteti, ¢tvrty a paty podgraf neni faktorem grafu G.

Definice 4.3.4. Grafy G; = (Vi, Hy) a Gy = (Vi, Hy) se nazyvaji izomorfni, jestlize
existuji bijekce f : Vi — Vo a g : H — H, takové, ze libovolnd hrané h € H; jsou

ptifazeny vrcholy z,y € V3 <= hrané g(h) € H, jsou ptifazeny vrcholy f(z), f(y) € Va.

Priklad 4.3.4. Grafy na obrazku jsou izomorfni:

A

d

Prislusné bijekce f a g lze definovat takto:
fla)=1, f(b) =2, f(c) =3, f(d) =4
g({a, b}) = {172}7 g({b7 C}) = {2’ 3}’ g({cv d}) = {374}7 g<{a7c}) = {173}'

Definice 4.3.5. Graf GG se nazyva rovinng, jestlize jej lze zakreslit v roviné tak, Ze se jeho
hrany (které jsou reprezentovany kiivkami) neprotinaji. Je-li rovinny graf G zakreslen v
roviné, tak, zZe se jeho hrany neprotinaji, pak jeho hrany rozdéluji rovinu na navzajem

oddélené casti, které nazyvame oblastmi grafu.

Priklad 4.3.5. Bud G rovinny graf podle obrazku:

a b c

Oblast 9, je ohraniCena uzavienou cestou
af{a,d}d{d,e}e{e, a}a,
oblast 5 je ohraniCena uzavienou cestou

af{a,b}b{b,e}e{e, ata,
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oblast O3 je ohrani¢ena uzavienym sledem

af{a,d}d{d,e}e{e, b}b{b, c}c{c,b}b{b,a}a
a je tvorena “vnéjskem” grafu G.

Definice 4.3.6. Stuperi st (u) vrcholu u neorientovaného grafu G je ¢islo udéavajici pocet
hran, které z daného vrcholu u vychézi, pricemz kazda smycka se pocita dvakrat. Ma-li
dany graf G vSechny vrcholy stejného stupné, nazyva se pravidelny. Pravidelny souvisly
graf se vSemi vrcholy stupné 2 se nazyva kruznice. Kruznice o n vrcholech se znaci C,,.
Hodnota pu(G) = |H| — |V| 4+ k, kde k je pocet souvislych komponent grafu G, se nazyva
cyklomatické cislo grafu G. Udava pocet tzv. nezdvislych kruznic v grafu GG. Hrana, ktera
nepatii zddné kruznici, se nazyva most.

Priklad 4.3.6. Bud G graf
a—— b

N

Cc

Pak st (a) =2, st (b) =2, st (¢) =3, st (d) =1, st (e) = 0.

Priklad 4.3.7. Graf na obrazku je pravidelnym grafem stupné 3. o ¢tyfech vrcholech:
a———Db

d———c
Priklad 4.3.8. Graf na obrazku je kruznice o osmi vrcholech Cy:

a———-Db e—f

d——c g——h
Véta 4.3.1. (Eulerova) Bud G = (V, H) souvisly rovinng graf s m oblastmi. Pak

m=|H|—|V]+2.
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Diikaz. Dikaz provedeme indukci vzhledem k poc¢tu hran grafu G.
(i) Necht |H| =1. Pak m =1, |V| = 2, a skutecné
=1-2+42,
tedy tvrzeni plati.

(ii) Predpokladejme, Ze véta plati pro |H| = n € N, n > 1, a dokazme jeji platnost i pro
|H| = n+ 1. Necht G je souvisly rovinny graf s |H| = n + 1. Nejprve predpokladejme, ze
G neobsahuje zadnou kruznici. Zvolme vrchol v € V. Protoze je G souvisly, vychéazi z v
aspon jedna hrana. Zvolme dale libovolnou cestu vychézejici z v. Protoze GG neobsahuje
kruznice, je tato cesta obsazena v nékteré maximalni cesté, kterd koné¢i hranou = € H, z

jejihoz koncového bodu a € V' jiz dalsi hrana nevychézi, tj. st (a) = 1.

Ozna¢me G' = (V' H') graf vznikly z G odstranénim vrcholu a a hrany x. Pak V' =
=V \{a}, H = H\ {z}. Tedy |V| = |V'| + 1, |H| = |H'| + 1. Protoze m = m’ (pocet

oblasti se nezménil), mame podle indukéniho predpokladu
m=|H'|—|V'|+2,

¢ili také m = |H| — |V| + 2, coz je dokazované tvrzeni.

Nyni predpokladejme, Ze G obsahuje kruznici. Bud nyni z hrana této kruznice. Hrana x je
tedy ¢éasti hranice dvou oblasti D1, D9 grafu G, odstranénim této hrany dojde ke spojeni
oblasti 91, D9 v jednu oblast. Oznaéime-li G’ = (V/, H') graf vznikly odstranénim hrany
rz G, pak plati V' =V, H = H \ {z}, takze |V'| = |V|, |H| = |H'|+1,m=m'+1. Z
indukéniho predpokladu plyne

m' = |H'| —|V'| + 2,
takze
m=m'+1=|H|+1-|V'|+2=|H|-|V|+2.

Platnost véty pro |H| = n + 1 je tedy dokazana.

Véta plati pro vsechna n € N, tedy také pro libovolny koneény souvisly graf G.

Disledek 4.3.1. Je-li G = (V, H) graf, jehoZ kaZdd oblast je ohranicena kruznici délky

n (tzv. graf typu C,,), pak
|H]| =
n- (V] —2)n—2.
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Diikaz. Pro graf na obrazku plati |V| =8, n =4,

a b
NS
e f
|
h——g
/N
d c
Obecnéji, kazda hrana oddéluje dvé oblasti grafu G, je tedy % Déle podle véty 4.3.1 je

|H| =m+|V]| -2, tedy
n-|Hl=n-m+n-|V|—2-n, acelkem

n-|H|=2|H|+n|V|—2n, ¢&li
|H| =
n-(|V|—2)n—2.

0

Dusledek 4.3.2. Bud G = (V, H) rovinng graf s mazimdlnim poctem hran, |V'| > 3. Pak
|H| =3-|V|—6.

Dikaz. Hranici kazdé oblasti je kruznice délky n = 3. Podle dtsledku 1 je

|H| =
3-(V|=2)1=3|V[—6.

Dusledek 4.3.3. Graf K33 a graf K5 (tzv. pentagram) nejsou rovinné.

i;gi A

)
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Diikaz. Pro Ky: K5 mé 10 hran, podle disledku 4.3.17 vSak 5-tivrcholovy rovinny graf mutze

vvvvvv

0

Definice 4.3.7. Necht G = (V, H) je graf a v € V vrchol stupné 2, z néhoz vedou hrany
hi, hy do vrcholt vy, vy € V. Redukcei grafu G rozumime novy graf G' = (V' H'), v némz
V' =V \A{v}, H = (H \ {h1,h2}) U{h}, kde h je nova hrana spojujici vrcholy vy, vs.
Grafy GG1, G2 nazyvame homeomorfni, jestlize mohou byt redukované na izomorfni grafy

pomoci kone¢ného poctu redukei.

Priklad 4.3.9. Grafy
a—-1»>

T\
C <
jsou homeomorfni, protoze je lze oba redukovat na graf izomorfni s grafem:
\T
\d

Véta 4.3.2. Graf G je rovinny, prave kdyZ neobsahuje podgraf homeomorfni s K5 nebo
Kgyg.

) —

.

O—R

D—_ —

d

e

a

C

e

Dtkaz této véty presahuje moznosti a rozsah tohoto ucebniho textu, a proto jej neu-

vadime.

Definice 4.3.8. Konec¢ny graf, jehoz vSechny vrcholy jsou sudého stupné, se nazyva eu-

lerovsks).

Lemma 4.3.1. KaZdy vrchol eulerovského grafu G = (V, H) je obsaZen alespori v jedné

kruznici grafu G.

Dikaz. Zvolme v G vrchol € V' a hranu h € H, incidentni s . Tedy existuje y € V, ze

h = {z,y}. Pfedpokladejme, Ze hrana h neni ¢asti kruznice, coz znamena, ze mezi vrcholy x, y
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existuje jedind cesta. Bud G maximélni souvisly podgraf grafu G, ktery obsahuje vrchol z. Pak
(GG1 ma vSechny vrcholy sudého stupné s vyjimkou vrcholu x, coz neni mozné, protoze soucet
stupni vSech vrcholt musi byt sudé éislo (kazdé hrana pfispiva do celkového souctu éislem 2).
Tedy h a s ni i vrchol z lezi na néjaké kruznici grafu G.

0

Véta 4.3.3. Konecny graf G = (V, H) bez izolovangch vrcholi lze sestrojit jednim uza-

vrenym tahem, pravée kdyZ G je souvisly eulerovsky graf.

Diikaz. Jestlize G lze sestrojit jednim tahem, pak G je zfejmé souvisly. Pritom vSechny
vrcholy jsou sudého stupné, nebot kolikrat do vrcholu vstupujeme, tolikrat také vystupujeme.
Tedy G je eulerovsky.

Naopak, bud G souvisly a eulerovsky. Zvolme libovolny vrchol 2 € V. Protoze podle lemma
4.3.1 lezi = na kruznici, existuje tedy aspon jeden uzavieny tah, za¢inajici a konéici v x. Necht T’
mé maximalni délku ze vSech takovych taht. Predpokladejme, Ze T" neprochézi vsemi hranami
grafu G. Oznaéme mnozinu téchto hran H; a mnozinu vrchold incidentnich s témito hranami
V1. Je ziejmé, ze graf G; = (V1, Hy) je eulerovsky. ProtozZe je puvodni graf G souvisly, existuje
vrchol y € Hy, kterym prochazi také tah T'. Ovsem podle lemma 4.3.1 lezi y na jisté kruznici Cy,
grafu G;. Existuje tedy delsi tah nez T, slozeny z T' a kruznice C. To je ale spor s pfedpokladem,
ze tah T' ma maximalni délku. Tedy T prochézi vSemi hranami grafu G a dikaz je hotov.

0

Dusledek 4.3.4. Konecny graf G lze sestrojit jednim otevienym tahem prdvée kdyzZ G je
souvisly a md praveé dva vrcholy lichého stupne. Ma-li G takové dva vrcholy, pak otevieny

tah v jednom z nich zacind a ve druhém konci.

Definice 4.3.9. Bud G graf a O}, kruznice v G. Rikame, Ze C}, je hamiltonovskd, jestlize
je faktorem grafu G.

Nésledujici dvé véty uvadime bez dikazu.

Véta 4.3.4. Necht G je graf s n > 3 wvrcholy takovy, Ze stupen kaZdého vrcholu je aspon

5. Pak G obsahuje hamiltonovskou kruZnici.

Véta 4.3.5. Necht G je graf s n > 3 vrcholy takovy, Ze
stz +sty >n

pro kaZdou dvojict nesousednich vrcholi. Pak G obsahuje hamiltonovskou kruznici.
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Posledni odstavec této kapitoly vénujeme barveni grafu.

Definice 4.3.10. Obarveni grafu GG je pritfazeni barev jeho vrcholim takové, Ze vrcholy
spojené hranou maji rizné barvy. Minimalni pocet barev, nutny k obarveni grafu G, se

nazyvéa chromatické cislo grafu G a znadi se x(G).

Nasledujici véta byla dlouho otevienym problémem teorie grafii. Byla vyfesena v roce
1976 Appelem a Hakenem, ktefi provérili na pocitaci témér 2000 grafii, zahrnujicich mi-

liony moznosti obarveni.

Véta 4.3.6. (Appel & Haken, 1976) Kazdy rovinny graf md chromatické ¢islo nejuys 4.

Softwarové nastroje: Vlastnosti neorientovanych grafii — grafové charakteristiky


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Grafy1.jsp
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Cviceni

4.38.1. Dokazte, Ze v neorientovaném grafu G = (V, H) plati > .y st (v) = 2|H|.
4.3.2. Najdéte vSechny podgrafy grafu z ptikladu 4.3.1.

4.3.3. Najdéte vsechny faktory grafu z prikladu 4.3.1.

4.3.4. Najdéte vSsechny indukované podgrafy grafu z ptikladu 4.3.1.

4.3.5. Dokazte, ze graf

a

/

AN

je izomorfni s K3 3.

4.3.6. Jsou dany grafy:

N,/
N\

S

S INL
\

S
SN L

Zjistéte, které z nich jsou navzajem izomorfni. Rozdélte je do skupin tak, ze v kazdé skupiné budou grafy navzijem izomorfni.

Kolik bude skupin?

4.3.7. Uvazujte graf z piikladu 2 ve cviceni 4.2. Rozhodnéte a dokazte, zda je ¢i neni rovinny.

4.3.8. Uvazujte graf z prikladu 3 ve cviceni 4.2. Rozhodnéte a dokazte, zda je ¢i neni rovinny.

4.3.9. Uvazujte graf z prikladu 4 ve cviceni 4.2. Rozhodnéte a dokazte, zda je ¢i neni rovinny.

4.3.10. V grafu G (tzv. eneagram)
1

/-

9

2

3

8

AN

N

N

najdéte podgraf homeomorfni s K3 3. Je graf G rovinny?

4

4
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4.3.11. * V grafu G z predchoziho pfikladu naleznéte podgraf homeomorfni s K.

4.3.12. Dokazte, ze neexistuje neorientovany graf bez smycek a nasobnych hran o 5 vrcholech, jehoz vrcholy maji navzajem

ruzné stupné.

4.3.13. * Reste ptedchozi tlohu pro libovolné n.

4.3.14. Zjistéte, kolik ruznych kruznic existuje v grafu Ks.

4.3.15. * Zjistéte, kolik rtiznych kruznic délky k existuje v uplném grafu K, o n vrcholech (n > k > 3).

4.3.16. Nakreslete graf K5 jednim uzavienym tahem.

4.3.17. Nakreslete graf K7 jednim uzavienym tahem.

4.3.18. Urcete nutnou a postacujici podminku pro to, aby bylo mozno nakreslit aplny graf K, o n vrcholech jednim tahem.

4.3.19. Dokazte 4.3.4. Navod: rozsirte vhodné graf G o novy vrchol a pouzijte vétu 4.3.3.

‘ : .BI
D

Obr. 4.3.1 Mosty v mésté Kralovci

4.3.20. Ve mésté Kralovci (Konigsberg, Kaliningrad) na fece Pregel jsou dva ostrovy A a B, spojené mostem. Ostrov A je
spojen s kazdym z biehtt C;, D dvéma rovnobéznymi mosty, ostrov B je s kazdym z obou biehu spojen pouze jednim mostem.
Rozhodnéte, je-li mozné projit méstem tak, abychom po kazdém z mostt presli pravé jednou a skoncili na ptivodnim miste.

(Hlavolam Fesil a vyfesil §vycarsky matematik L. Euler (1707-1783).)

4.3.21. Nakreslete graf se Sesti vrcholy, v némz existuje hamiltonovska kruznice, ale ktery nelze nakreslit jednim uzavienym

tahem.

4.3.22. Nakreslete graf se Sesti vrcholy, ktery 1ze nakreslit jednim uzavienym tahem, ale v némz neexistuje hamiltonovska

kruznice.
4.3.23. Nakreslete graf z pfikladu 10 jednim uzavienym tahem.

4.3.24. V prikladech 2,3 a 4 ve cviceni 4.2 urcete, ktery z graf lze nakreslit jednim uzavienym tahem. Ktery z nich lze

nakreslit jednim otevienym tahem?
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4.3.25. * Necht G a G2 jsou komplementarni grafy. Dokazte, ze ma-li G1 aspon 11 vrcholi, pak aspon jeden z grafa G,

G2 neni rovinny.

4.3.26. Urcete chromatickd cisla grafii K33 a K.
4.3.27. Urcete chromatické ¢islo grafu K, kde n € N.
4.3.28. Urcete chromatické cislo grafu z prikladu 4.3.1.
4.3.29. Urcete chromatické ¢islo grafu z prikladu 4.3.7.

4.3.30. Urcete chromatické ¢islo grafu na obrazku z disledku 4.3.1.
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4.4 Stromy a kostry. Nalezeni minimalni kostry grafu

Definice 4.4.1. Bud G = (V, H) graf. Rekneme, 7e G je strom, jestlize G je souvisly

graf bez nasobnych hran, ktery neobsahuje kruznici.

Priklad 4.4.1. Graf, ktery je strom:
/a

\c
/

Ptidanim libovolné dalsi hrany ¢i naopak odstranénim hrany vznikne graf s kruznici ¢i

N
—
N

b
|
/
|
k
R L ——

nesouvisly graf, a tedy nebude stromem.

Véta 4.4.1. Bud G = (V, H) graf bez ndsobnych hran. Nasledujici podminky jsou ekvi-

valentni:

(i) G je strom;

(ii) Mezi libovolngmi dvéma vrcholy v G existuje jedind cesta;
(iii) G je sowvisly a |H| = |V|—1;

(iv) G neobsahuje kruznici o |H| = |V| — 1.

Dikaz. (i)= (ii): Kdyby napi. z,y € V byly spojeny dvéma riznymi cestami
xhivy ... hgy & yhpr1Vg+1 - .- e,

spojenim téchto dvou cest bychom dostali sled z x do x délky m, m > 2. Protoze G neméa nasobné
hrany, m > 3. Zvolme tedy mezi vSemi sledy z x do x ten, ktery mé nejkratsi nenulovou délku

n > 3, feknéme xg1u1g2us . . . gnr. Kdyby pro nekteré ¢, j nastala situace u; = u;, mohli bychom
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tento sled zkratit vypusténim hran mezi u; a uj, coz by byl spor s tim, Ze jsme pfedpokladali,
ze sled je nejkratsi. Tedy zgiu; ... gnx je cesta, tj. kruznice v G.

(ii)= (iii): Postupujme indukci vzhledem k n = |V|. Pro n = 1 tvrzeni zfejmé plati. Pfed-
pokladejme déle, Ze tvrzeni plati pro jisté n € N a dokazme jeho platnost i pro n + 1. Necht
G = (V,H) je graf s |V| = n+ 1, kde mezi libovolnymi dvéma vrcholy existuje jedina cesta. Pak
v G existuje vrchol a € V| z néhoz vychézi jedind hrana h € H. Polozme G' = (V' H'), kde
V' =V \{a}, H = H\ {h}. OvSem v G’ je splnén indukéni pfedpoklad, takze |[H'| = |V’| — 1,
odkud |H| = |H'|+1=|V'| = |V| -1, pficemz G je souvisly.

(iii)=(iv): Pfedpokladejme, ze G je souvisly graf s |H| = |V|—1, ktery obsahuje aspori jednu
kruznici. Odstraiime z G pravé tolik hran, abychom dostali souvisly graf G’ = (V, H'), H' C H,
bez kruznic. Pak mezi libovolnymi dvéma vrcholy z G’ existuje pravé jedna cesta, takze podle
b)=c) dostédvame, ze |H'| = |V| — 1. AvSak |H| > |H'| = |[V| — 1, coz je spor. Tedy G nemiize
obsahovat kruznici.

(iv)=-(i): Stac¢i ukazat, ze graf spliujici (iv) je souvisly. Bud G = (V, H) graf s k kompo-
nentami G; = (V;, H;), proi = 1,2,...,k (komponenta je maximalni souvisla ¢ast grafu), které
jsou souvislé, a necht G' neobsahuje kruznici, ¢ili komponenty jsou stromy. Pak podle a)=b)=c)

dostavame |H;| = |V;| — 1, takze

k k

H| =" |H| =Y (Vi -1) = V| - k.

i=1 =1

Je-li podle pfedpokladu |H| = |V| — 1, pak k = 1, takze G je souvisly (m4 jednu komponentu).
Tim je véta dokazana.

O

Piiklad 4.4.2. (Huffmanovy kdédy) Jedna se o kédy s proménnou délkou reprezentace
znaku. Napiiklad v ASCII kédu je kazdy znak vyjadien 7-bitovym (nebo 8-bitovym)

Fetézcem:
A...1000000,
B ...1000001,
C'...1000010,
1...0110001.

Huffmantv kéd je reprezentovan stromem s vyzna¢nym vrcholem | kterému se tika koren
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nebo (anglicky) root:

Dekodujme naprt. fetézec 01010111: zac¢neme v rootu a postupujeme po vétvich podle 0 a

1, dokud nenarazime na koncovy vrchol popsany néjakym znakem:

010...R,
1... A,
0111...7T.

Retézec znamena “RAT”. Podobné 0111000101 znamena “TORA”. V praxi se vytvareji
Huffmanovy kédy pro mnohem bohatsi soubory znaki (abecedy), nez v tomto jednodu-
chém prikladé. Nejvyhodnéjsi je, aby nejcastéji uzivané znaky byly ve stromu umistény
blizko kofene, coz uspoii pamétové misto. Jako jeden z algoritmil pouzivaji tyto kody také

populdrni komprimaé¢ni algoritmy (ARJ, ZIP, RAR,...).

Definice 4.4.2. Bud G = (V, H) graf. Faktor grafu G, ktery je stromem, se nazyva kostra
grafu G.

Priklad 4.4.3. Plné vyznacené hrany nalezi do kostry grafu G.

a b
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Priklad 4.4.4. V daném grafu G najdéte kostru s minimalnim souc¢tem ohodnoceni jed-

notlivych hran (tzv. minimdlni kostru):

x

SN A

Jednou z nejstarsich praci, zabyvajici se nalezenim kostry grafu s miniméalnim souc¢tem

a—->=——b

2 5

d

ohodnoceni hran je prace ¢eského matematika Otakara Bortuvky z roku 1926. Algoritmus
byl publikovan jako metoda nalezeni efektivni elektrické sité na c¢asti Moravy. Nasledu-
jici algoritmus vychazi z Borivkovy prace z roku 1926, ale jeho autorem je americky

matematik Joseph Kruskal.

Algoritmus 4.4.1. (Nalezeni minimalni kostry, Kruskal 1956) Sefadime hrany grafu G =
= (V, H) do neklesajici posloupnosti podle jednotlivych ohodnoceni a postupné vybirdme
hrany tak, aby nevznikla kruznice. Po |V| — 1 krocich (véta 4.4.1) dostaneme strom se

vSemi vrcholy z mnoziny V', tedy kostru grafu G.

Piiklad 4.4.5. Reseni piikladu Postupné pfiddvame hrany

{e.d}{a ey {e fde £l

Hranu {a, e} nepfidame, protoZe by vznikla kruznice. Nakonec piiddme {a,b} a mame
strom se stejnymi vrcholy jako v ptvodnim grafu, tedy kostru s minimalnim souctem

ohodnoceni 12:

a 4 b
2
e c ! d
3
2
f

Algoritmus 4.4.2. (Jina varianta Kruskalova algoritmu nalezeni minimalni kostry) Sefa-
dime hrany grafu G do neklesajici posloupnosti vzhledem k jejich ohodnoceni, a postupné

odstranujeme hrany s nejvétsim ohodnocenim, dokud graf obsahuje kruznice.

Softwarové nastroje: Vlastnosti neorientovanych grafii — nalezeni minimalni kostry


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Grafy3.jsp
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Definice 4.4.3. Bud G = (V, H) strom, L € V. Pak dvojici (G, L) fikdme kofenovy
strom. Vyskou kofenového stromu (G, L) rozumime maximélni délku cesty, zacina-
jici v L. Rekneme, Ze vrchol y € V je ndslednikem vrcholu z, jestlize existuje cesta
L{L, t;}t:1{t1,t2} to...x{x,y}y. Kofenovy strom se nazyva bindrni strom, jestlize ma
kazdy vrchol x € V nejvyse dva nasledniky. Binarni strom se nazyva plny, jestlize
kazdy vrchol mé oba nasledovniky, nebo nemé zadné néasledovniky. Vrchol, ktery nema

nasledovnika, se nazyva koncovy. Vrchol, ktery ma nasledovnika, se nazyva vnitrni.

Priklad 4.4.6. 4.4.11 Strom z pifikladu 4.4.2 je plny binarni strom vysky 4 s kofenem

1. Kostra z prikladu 4.4.4 s kofenem f je binarni strom vysky 3, ale neni plny.

Véta 4.4.2. Bud (G, L) plnyg bindrni strom, ktery md i vnitinich vrcholi. Pak (G, 1)

md 1+ 1 koncovych vrcholi a 21 + 1 vSech vrcholii.

Diikaz. Protoze v (G, L) existuje ¢ vnitinich vrcholl, existuje 2i nasledovnikt. Pritom L je
jediny vrchol, ktery neni nasledovnikem.

U
Véta 4.4.3. Jestlize bindrni strom vijsky h md t koncovych vrcholi, pak t < 2".

Diikaz. Tvrzeni dokazeme indukei vzhledem k vysce stromu. Pro h = 0 tvrzeni evidentné
plati. Pfedpokladdejme, Ze tvrzeni plati pro libovolny bindrni strom vysky mensi nez h. Bud
(G, L) binadrni strom vysky h > 0. Predpoklddejme nejprve, ze L ma jednoho nasledovnika.
Podle piedpokladu je t < 2771, takze t < 2". M4-li L dva nasledovniky, mtizeme po odstranéni
kotene rozdélit (G, L) na dva stromy vysky mensi nez h s t; a to koncovymi vrcholy. Pak
t=1t1 +ty <214 2h=1 = 9h Tim je indukce provedena a véta dokazana.

O

Definice 4.4.4. Bindrni vyhleddvaci strom je binarni strom (G, L) ve kterém jsou data
asociovana s vrcholy. Data jsou uspofadana tak, ze pro kazdy vrchol x, data v levém (resp.

pravém) podstromu s kofenem z jsou mensi (resp. vétsi) nez data v x.

Algoritmus 4.4.3. (Prohledavani binarniho stromu) Méjme binarni vyhledavaci strom
(G, L1). Jestlize v je vrchol grafu (G, L), funkce LEFT (v) vrati levého néaslednika vrcholu
v. Podobné, funkce RIGHT (v) vrati pravého néslednika vrcholu v. Funkce VALUE (v)
vraci hodnotu (tj. data) ve v. Kdyz v nemé levého ¢i pravého néslednika, pfislusna funkce
vrati kod A. Néasledujici algoritmus vrati v proménné P vrchol v obsahujici pfedem zada-

nou datovou hodnotu W, nebo A, pokud datovd hodnota W neni ve stromu (G, L).



4.4 STROMY A KOSTRY. NALEZENI MINIMALNf KOSTRY GRAFU 147

(i) [Inicializace]
P .= 1;
(ii) [Nalezeno?]

IF P =\, THEN STOP (hledani kon¢i netspésné);
IF VALUE (P) = W, THEN STOP (hledani kon¢i Gispésné, P je vrchol, obsa-
hujici W);
(iii) [Pfechod na dalsi]
IF W > VALUE (P), THEN P := RIGHT (P) ELSE P := LEFT (P);
GOTO (2);



148 GRAFY

Cviceni

4.4.1. Urcete pocet koster uplného grafu K, o n vrcholech pron =1,2,3,4.
4.4.2. * Pokuste se zobecnit vysledek pfedchoziho cvic¢eni a dokazat pro libovolné n € N.
4.4.3. Dokazte, ze strukturni vzorec uhlovodiku C; Hay 42 je strom.

4.4.4. V Huffmanové kédu s kofenovym binarnim stromem

dekddujte Fetézce 011000010, 01110100110 a 01111001001110.

4.4.5. V Huffmanové kédu z predchoziho prikladu zakdédujte fetézce “DEN”, “NEED” a “LEADEN”.
4.4.6. Vyuzijte text aktuédlniho prikladu k definici Huffmanova kédu, ve kterém tento text zakédujte.
4.4.7. V grafech z priklada 2,3,4 ze cviceni 4.2 najdéte kostru s minimélnim celkovym ohodnocenim.
4.4.8. Najdéte vSechny binarni stromy s 2,3 a 4 vrcholy.

4.4.9. Najdéte vSsechny plné binarni stromy se 7, 8 a 9 vrcholy.

4.4.10. Najdéte (pokud existuje) plny bindrni strom se 4 vnitinimi a 5 koncovymi vrcholy.

4.4.11. Najdéte (pokud existuje) plny bindrni strom vysky 3 s 9 koncovymi vrcholy.

4.4.12. Aplikujte algoritmus 4.4.3 na binarni vyhledavaci strom

1,D



CVICENT 149

a simulujte vyhledani vrcholu se znakem “I”, jsou-li data v bindrnim stromu fazena abecedné.
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4.5 Tok v orientovaném grafu

Definice 4.5.1. Bud G = (V, H) souvisly orientovany graf a u € V' vrchol, z néhoz hrany
pouze vychazi, v € V vrchol, do néhoz hrany pouze vchazi. Tokem v G mezi vrcholy u, v
nazyvame takové ohodnoceni hran v GG, Ze soucet ohodnoceni hran, které vychazi z vrcholu

x & {u,v}, je roven souc¢tu ohodnoceni hran, které do vrcholu x vchézi.

Priklad 4.5.1. Najdéte maximélni tok mezi vrcholy u,v v grafu G, kde ohodnoceni

kazdé hrany znamend maximalni tok pfislusnou hranou a urcete maximalni propustnost

a:—4>t
JAVA
2
u v
YN\ A
9 8
Yy—==z

Algoritmus 4.5.1. (Nalezeni maximalniho toku)

grafu G:

0. Najdeme néjaky, libovolny tok Fj z u do v v G.

1. K danému toku F), sestrojime pomocny graf G(F,,) takto: Vynechdme z G kazdou
nasycenou hranu a ke kazdé hrané [a, b] kladné ohodnocené tokem F), v takto vznik-
lém grafu ptiddme hranu opa¢né orientovanou [b, a], pokud [b,a] ¢ H. Vznikly graf
je graf G(F).

Jestlize nyni v G(F},) neexistuje cesta z u do v, je F,, maximalni tok.

2. Jestlize v G(F,,) existuje cesta z u do v P = (Up, Hp), sestrojime tok F, 1 z u do
v takto:
a) Jestlize [a,b] € Hp N H, ohodnotime ji ¢islem £ > 0, které ur¢ime dodatecné.
b) Jestlize [a,b] € Hp \ H, ohodnotime ji ¢islem —e.

c) Jestlize [a,b] ¢ Hp, ohodnotime ji ¢islem 0.
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d) Za e zvolime maximalni ¢islo takové, aby F, .1 := F,, + F! (¢) byl pfipustny tok
v grafu G (tj. aby ohodnoceni Zadné hrany neptekroéilo maximélni piipustné

ohodnoceni, ani nebylo zaporné).

Dale pokracujeme bodem 1., kde misto F;, bereme F ;.

Piiklad 4.5.2. Reseni pitkladu Sestrojme néjaky tok Fy:

/V\
\A/

Pak G(Fp) je graf

V G(F)p) existuje cesta
u(u, x)x(x, 2)2(2, y)y(y, Lt v
z u do v, pokracujeme tedy sestrojenim Fy} = Fy + Fj(¢) pro € = 1:

b4 /\
\A/

AN
A

V G(F)) uz neexistuje cesta z u do v, tedy tok F; je maximdalni. P¥itom maximdlni

propustnost grafu G mezi vrcholy u, v je soucet ohodnoceni hran, které vychazi z z, tedy
17.
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& Softwarové nastroje: Vlastnosti orientovanych grafii — maximalni tok


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Grafy4.jsp
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Cviceni

4.5.1. Aplikujte algoritmus 4.5.1 na priklad 4.5.1 tak, ze vyjdete z jiného zékladniho toku Fp nez ve vyse uvedeném reseni

prikladu.

4.5.2. Najdéte maximalni tok mezi vrcholy = a y v grafu

a urcete jeho propustnost.
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Pocitacové cviceni

4.5.3. Uvazujte neorientovany graf G = (V, H) bez smycek a nasobnych hran s mnozinou V = {1,2,...,n} reprezentovany

pomoci
(i) mnoziny H, reprezentované mnozinou dvojic vrchold spojenych hranou,

(ii) matice sousednosti, v niz fadky a sloupce odpovidaji vrcholim grafu; ¢islo 1 je v pozicich, které odpovidaji vrcholdm,

které jsou spojeny hranou, ¢islo 0 je v ostatnich pozicich.

(iii) matice incidence, v niz fadky odpovidaji vrcholim a sloupce hranam grafu; ¢islo 1 je pozicich, které odpovidaji

incidentnim vrcholiim a hranam, 0 je v ostatnich pozicich.
Napiste program, ktery ze zadani grafu podle (a) vygeneruje reprezentace podle (b) a (c).
4.5.4. Napiste program, ktery ze zadani grafu podle (b) vygeneruje reprezentace podle (a) a (c) (viz. ptiklad 1).
4.5.5. NapiSte program, ktery ze zadani grafu podle (¢) vygeneruje reprezentace podle (a) a (b) (viz. ptiklad 1).
4.5.6. NapiSte program, ktery zjisti, zda je dany graf Eulerovsky.
4.5.7. Napiste program, ktery zjisti, zda je dany graf souvisly.
4.5.8. Implementujte algoritmus nalezeni nejkratsi cesty v neorientovaném grafu.
4.5.9. Napiste program, ktery nalezne komplementarni graf k zadanému grafu.
4.5.10. Napiste program, ktery zjisti, zda je dany graf strom.
4.5.11. Napiste program, ktery zakéduje zadany fetézec pomoci zadaného Huffmanova kédu.

4.5.12. Napiste program, ktery dekéduje zadany fetézec pomoci zadaného Huffmanova kédu.
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Pojmy k zapamatovani

e Neorientovany a orientovany graf. Vrcholy a hrany.
e Sled, tah a cesta. Souvislost grafi.

e Podgraf, indukovany podgraf, faktor grafu.

e Rovinny graf, charakteristické grafy Ks 3, Ks.

e Nejkratsi cesta v ohodnoceném grafu.

e Eulerovsky a Hamiltonovsky graf.

e Stromy, kostry. Minimalni kostra.

e Konstrukce Huffmanova kédu.

e Tok v orientovaném grafu.

Klicové myslenky kapitoly

e Graf je souvisly, pravé kdyz mezi kazdymi dvéma jeho vrcholy existuje cesta.
e Algoritmus nalezeni nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu.

e Rovinnost grafu se vyvraci vztahem mezi vrcholy, hranami a oblastmi, pripadné

pomoci podgrafi, homeomorfnich s K33 nebo K5. Nikoliv tim, ze ,, se hrany kiizi”.

e O moznosti kreslit graf jednim tahem rozhoduje sudost stupné jeho vrcholi - Eule-

rovskost grafu, a jeho souvislost.
e Barveni grafu. Rovinné grafy maji chromatické ¢islo nejvyse 4.
e Algoritmus nalezeni minimalni kostry v ohodnoceném grafu.

e Algoritmus nalezeni maximéalniho toku v orientovaném, ohodnoceném grafu.
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Odkazy na literaturu

Aplikace teorie grafii jsou v informatice velmi casté a je velmi obtizné vybrat a pokryt ty
ovsem studovanou problematiku zdaleka nevycerpavaji. Nasledujici citace se vztahuji k
seznamu literatury na konci ucebniho textu. Uvedeny jsou zde ucebnice a monografie,

rozsifujici latku probranou v této kapitole.

[11, 9], [10], [14], [15], [16], [17], [18], [19], [20], [21], [22], [26], [27], [28], [33], [32], [35],
[36], [37], [38]
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Dalsi priklady k procviceni

# Elektronicka banka prikladi


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/banka_prikladu
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3 Matematicky software

Vlastnosti neorientovanych graft — grafové charakteristiky
Vlastnosti neorientovanych grafti — nalezeni nejkratsi cesty
Vlastnosti neorientovanych grafii — nalezeni minimalni kostry

Vlastnosti orientovanych grafii — maximalni tok


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Grafy1.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Grafy2.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Grafy3.jsp
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Grafy4.jsp
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