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Uvod

Motto:
Ucitel Vam miZe pootevrit dvére,
vstoupit uzZ musite sams.

Cinské piislovi

Predmluva

Studijni material, ktery mate v rukou, je nové vytvoreny text pro predmét Ndhodné
procesy, urc¢eny posluchac¢tim studijniho oboru Biomedicinské inzenyrstvi a bioinformatika
na FEKT VUT v Brné.

Na zakladé zkusenosti s pilotnim ro¢nikem bylo do textu zarazeno i diikladné opakovani
potfebného matematického aparatu a teorie pravdépodobnosti. Az po vybudovani téchto
zékladi bylo pristoupeno k vykladu ndhodnych procesii.

Autofi uvitaji Vase pripominky a navrhy.

V Brné 31. 3. 2014 Autori
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vybérovy rozptyl

vybérova smérodatna odchylka
obecny moment k-tého fadu
centralni moment k-tého radu
kovariace

koeficient korelace



1 Pomocny aparat

Pruvodce studiem

Pri studiu predmétu ,,Ndhodné procesy”, budete potrebovat vhodny matematicky aparat. Protoze
jste se s timto apardtem seznamovali v pribéhu bakalarského studia a protoZe jste od té doby mohli
mnohé zapomenout, pokladali jsme za vhodné zaradit v dvodu naseho kurzu opakovani potfebnych
pojmi a vztahd.

Od posledni zkousky z matematiky uz u Vas uplynuly minimainé 3 semestry. Rychlost zapomindni
je u kazdého jind. Proto tuto kapitolu mohou preskolit Ti, ktefi si véfi a kteri ovlddaji potrebny
matemicky aparat.

Nejdrive se budeme vénovat polynomim a jejich vlastnostem. Uvedeme si moznosti urceni koreni
polynomu. Déle se budeme vénovat rozkladu raciondini funkce lomenné na parcidlni zlomky.

Potom si zopakujeme matice a determinaty, ketré ndsledné budeme vyuZivat pri Feseni soustav line-
drnich algebraickych rovnic.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Urcit celociselné koteny celociselného polynomu.
e Pracovat s maticemi.

e Resit soustavy linedrnich algebraickych rovnic.

1.1 Mnohocéleny a racionalni funkce

1.1.1 Mnohocéleny

Definice 1.1. Polynomem n-tého stupné proménné x nazveme vyraz
Pn(m) = apz" + an—lxni1 + -+ a1x + aop,

kde n € N a ay, ..., a1,ap jsou libovolna redlna ¢ komplexni ¢isla, pfi¢emz a,, # 0.
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Polynom mtize byt zapsan i ve tvaru
P.(z)=ao+ a1z + -+ an_12" " + apa™.
Podle toho z jaké mnoziny bereme koeficienty a;,7 = 1,2,...,n, mluvime o polynomu celocisel-

ném, realném, raciondlnim, komplexnim, atd. Polynomy miizeme sé¢itat, nasobit ¢islem, nasobit
mezi sebou a délit. Necht pro n > m mdame

Pn(m) = apz" + afn—lxni1 + -+ a1x + aop,

Qm(l‘) = bz + bmfla7m_1 + -+ bz + by,

potom
Po(z) + Qum(x) = (ao + bo) + (a1 + b1)x + - - + (am + b)) 2™ + ayp12™ ™ + -+ apa”™,

aP,(z) = (aay)r" + (aan_1)z" 1 + - + (ar)z + (aayp),

Pn(x) ) Qm(x) = Cn+mxn+m + -+ cz + oo,

kde
ck= Y aibj, i=0,1,...,n, j=0,1,...,m.
it+j=Fk
Pro n > m plati
P () Ry ()
= Sn—m )+ s
(@) ) Q)

kde Ry(x) je zbytek stupné k < m, coz si miizeme zapsat ve tvaru
Po(z) = Sp—m(2)Qm(x) + Ri(z).

Definice 1.2. Polynom D(z), ktery déli beze zbytku polynomy P, (z) a Q.,(x) se nazyvé spo-
leénym délitelem polynomi P,(z) a Qp(x).

Polynom D(x), ktery mé ze vSech spoleénych délitelti nejvyssi stupen se nazyva nejvétsi spoleény
délitel polynomu P,(z) a Qn(x).

1.1.2 Eukleiduv algoritmus

Eukleidév! algoritmus byl sv§m autorem odvozen pro ¢isla, ale lze jej pouzit i pro polynomy.

Necht jsou dany nenulové polynomy P, Q, stupenn P = st (P) > st (Q). Polynom P vydélime
polynomem () a dostaneme ¢asteény podil S a zbytek Ry, st (R1) < st (Q),

P=QS+R,.

!Eukleides z Alexandrie (asi 340 pt.n.l. — asi 278 pt.n.l.) Starofecky matematik, autor nejvyznam-
néjsi matematické knihy celé dosavadni historie.Zabyval se geometrii,optikou,teorii hudby. Jako jeden
z prvnich se zacal zabyvat logickymi zdklady matematiky. Jeho hlavnim dilem je kniha ,,Zaklady“ (fecky
»Stoicheia“), kterd byla skoro 2000 let u¢ebnici matematiky a dodnes neztratila svoji dtlezitost. Obsahuje
planimetrii, stereometrii, geometrickou algebru, feseni kvadratickych rovnic, teorii ¢isel aj. Je to prvni
pokus o axiomatickou vystavbu matematické teorie.
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Nyni vydélime polynom @ zbytkem R; a ziskdme Castecny podil S; a zbytek Ro,
st (Rz) < st (Rl),
Q = R151 + Rs.

Vydélime polynom R; zbytkem Rs a dostaneme
R; = R2S> + Rs.
Pokracujeme dale, az v k-tém kroku dostaneme
Ry_o = Rj_1Sk—1 + Ri.

Protoze st (Ry) < st (Rg—1) < --- < st (R2) < st (R1) < st (Q) < st (P), proto po kone¢ném
poctu t krokt dostaneme
Ry 92 =Ry 151+ Ry,
Ri_1 = RiS; + 0.
Z posledni rovnosti plyne, ze polynom R; je délitelem polynomu R;_;. Dosazenim do predpo-
sledni rovnosti dostaneme

Ri_o = RS Si—1+ Ry = R (S¢S1-1+ 1),

neboli R; je i délitelem polynomu R;_o a tak muzeme pokracovat dale a ukézat, Zze vSechny
polynomy R;, j <t jsou délitelné polynomem R; a tedy Ze i P a (@ jsou délitelné R;. A obrécené,
necht je polynom D spoleénym délitelem polynomt P a (). Potom bude D délitelem polynomu
Ry. Jestlize D déli Q a R, potom déli i Rs. Jestlize déli R; a Ro, déli i R3, atd., polynom D
tedy musi délit i R;.

R; je tedy nejvétsim spolecngm délitelem polynomi P a Q).

Definice 1.3. Cislo « je kofenem polynomu P, (), jestlize plati
Po(@) = apa™ + ap_10" 1 4 -+ a1a + ag = 0.

Véta 1.4. Zakladni véta algebry
KazZdy polynom s redlnymi a nebo komplexnimi koeficienty stupnén > 1 md alespon jeden koren,
obecné komplexni.

Véta 1.5. Bézoutova'
Cislo o je kotenem polynomu Py (x) stupné n > 1 prdvé tehdy, kdyz

Pp(z) = (z — a)Qn-1(x),
kde Qn—1(x) je vhodny polynom stupné n — 1.

Dussledek 1.6. KaZdy polynom P,(z) = anz"™ + ap_ 12" 1 + -+ + a1x + ag, stupné n > 1
s (komplexnimi) koteny o, aa, . .., oy, pricemz koteny nemusi byt navzdjem rizné, se dd rozloZit
na soucin kotenovych ciniteli

P,(z) = ap(x — a1)(z — a2) ... (x — ay).

!Etiene Bézout (31.3.1730 — 27.9.1783) francouzsky matematik. Zabgval se hlavné algebrou a balisti-
kou, vyucoval na délostfeleckém ucilisti. Rozpracoval obecné metody feseni soustav algebraickych rovnic
libovolného stupné. Dodnes nese jedna z dulezitych vét o homogennich polynomech jeho jméno. Autor
Sestidilného kursu matematiky, ktery byl ve své dobé casto pouzivan a znovu a znovu vydavan.
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Definice 1.7. Nasobnosti kofene o rozumime pocet, kolikrat se o vyskytuje v rozkladu na
korenové Cinitele.

Dausledek 1.8. Koren a polynomu P, () ma nasobnost k, jestlize je P, (x) délitelny polynomem
(x — a)*, ale neni délitelny polynomem (x — o)k +1.

Véta 1.9. Hornerovo pravidlo!
Pro vgpocet hodnoty polynomu

Po(®) = ana™ + an_12™ " + -+ + a1z + ao,
v bodé © = «, nebo pro urceni koeficienti b; polynomu
Qn-1(x) = by12™ 1 + -+ + bz + by,

vzniklého délenim polynomu P, (x) élenem (x — «) pouZivdme tohoto postupu:

r =« ‘ Ay, Ap—1 as aj ag
Bt bns .. b by 7
kde plati
bn-1 = an,
bp—2 = bp1a+an_1,
b1 = bga + ao,
b() = bla + a1,
r = boa+ag= Py(a)

Dusledek 1.10. Jestlize ve vété 1.9 je r = 0, potom je o kotenem polynomu P, (z).

Véta 1.11. Vietovy vzorce?

Mezi koeficienty a koreny polynomu

P,(z) = apa™ + ap_q 2"

+ - tarta=ap(r— o)z —a2)...(x —ay)
plati vztahy

an—-1 = _an(al +ag+--- +an)a

! Wiliam George Horner (1786 — 22.9.1837) anglicky matematik. Studoval a ptisobil v Bristolu.
Zabyval se hlavné algebraickymi rovnicemi. V r.1819 vypracoval metodu pro pfiblizné feseni rovnic li-
bovolného stupné, dnes nazyvanou Ruffini-Hornerovou. Zavedl pro algebru velmi dtlezitou metodu pro
déleni polynomu dvojclenem.

2F. Viete (1540 — 1603) francouzsky matematik , povolanim pravnik. Zaliba v astronomii jej pfi-
vedla ke studiu algebry a trigonometrie, v nichz dosahl dtlezitych vysledkd. Vybudoval tehdejsi algebru
jako védu o algebraickych rovnicich. Jeho matematické prace byly psany velmi tézkym jazykem a proto
dlouho nevesly v obecnou zndmost. Jako prvni zavedl symbolické oznacovani (pouzitim pismen) nejen
pro nezndmé ale i pro koeficienty. Pfitom pocateéni pismena abecedy vyhradil pro koeficienty (a,b,...)
a koncova pismena pro nezndmé (z,y, z,...). Ve své dobé byl cenén jako desifrant. Rozlustil kéd, ktery
pouzivali Spanélé ve valce proti Francii.
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an—2 = ap(oiag +orag+ -+ aag+ -+ ap_1ay,),

ap = (1) "ap(aiae...an).
Dusledek 1.12. KaZdy koren déli absolutni clen.
Véta 1.13. Méjme polynom s celociselnymi koeficienty
P.(z) = apx"™ + an_1z" 1+ +arz + ao.

Celé cislo a muze byt kotenem, jestlize o déli absolutni clen ag.

Raciondlni cislo % (kde p je celé ¢islo a q je pfirozené ¢islo nesoudélné s p) mize byt korenem

polynomu P, (x), jestlize p déli absolutni clen ag a q déli koeficient u nejuyssi mocniny ay,.

1.1.3 Racionalni funkce

Definice 1.14. Necht P,(z) a Q,(z) jsou polynomy. Jejich podil

nazveme raciondlni funkci lomenou.
Je-li n < m, mluvime o racionalni funkci ryze lomenné.

Véta 1.15. KaZdd racionalni neryze lomend funkce R(zx) se dd jednoznacéné vyjddiit ve tvaru
R(z) = F(z) + G(x),
kde F(x) je polynom stupné n —m a G(x) je raciondlni funkce ryze lomend.

Véta 1.16. O rozkladu na parcialni zlomky
Méjme redlnou ryze lomenou raciondkini funkci

P
R@) = 20 e,
s rozkladem jmenovatele na korenové cinitele
@Qm(z) =
o k1 _ ko _ krr 2 s1(..2 S92 2 Sy
am (v — 1) (z —a2)™ ... (2 — )" (2" + P + @)™ (27 + p2x + q2)% .. (27 + poT + )™,
kde a;, i =1,2,...,7 jsou rediné koreny ndsobnosti k; a kvadraticky trojélem x? +pjr+q; )=
=1,2,... ,v,pjz —4q; < 0, nam reprezentuje dvojici komplexné sdruZenych kotenii ndsobnosti s;.
Potom ;
An Ao A, )
@0=2 (6o ooay @ —a)F
+§1}:< Mjlx—i—le MjQZC—l-NjQ et MijI+Nj5j ) .
(* +pjw+4q;) (2% +pjz+g)? (22 + pjz + ¢;)%

=1
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Priklad 1.17. RozloZte na parcidlni zlomky racionalni lomenou funkci

622 + 7x + 4
R(z) = ————5—.
223 + 322 — 1
Reseni. Rozlozime jmenovatele na soucin kofenovych éinitelt (nejlépe pomoci Hornerova sché-
matu).

1
23:3+3:1:2—1:2<x—2> (x +1)%

Mame jeden prosty realny kofen x = % a jeden realny kofen x = —1, ktery méa nasobnost 2.

Dosadime podle predchozi véty a dostaneme:

622+ 7x+4 A . B L C
2094322 -1 -1 z41 (z4+1)%

Neznamé koeficienty urcéime tak, Zze celou rovnici vynasobime jmenovatelem racionalni funkce
(t.j. polynomem 23 + 322 — 1) a upravime.

1 1
622 + Tx+ 4= A2(x + 1) + B2(z — @ +1)+02z = 3),

622 +Tx +4=A2(2* +22+1) + B2z — 1)(z + 1) + C(2z — 1),
622 + Tx+4= A2z +2x +1) + B(222 +z — 1) + C(2z — 1).
Srovnanim koeficientd polynomu na obou stranich rovnice dostaneme soustavu rovnic.
2A+2B

7T = 4A+B+2C
= 2A-B-C

Soustava ma jedinné feSeni
A=2B=1,C=-1.

Rozklad na parcidlni zlomky mé proto tvar

62 +7x+4 2 Lt 1
203 + 312 -1 g — r+1 (z+1)%

1
2

Priklad 1.18. RozloZte na parciilni zlomky racionalni lomenou funkei

1623 — 1522 + 62 + 5
(22 —1)%2(2%2 + 22 +5)

F(x) =

ResSeni. Jmenovatel mé jeden realny kofen 2 = % nasobnosti 2 a dvojici komplexné sdruzenych

kotenii. Rozklad na parcialni zlomky bude mit tvar:

162° —152* + 62 +5 A LB CatD
B 3 (z—1)? 2P +2045

(2x —1)2(22+2x+5) z—
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Po vynasobeni spole¢ném jmenovatelem dostaneme

1 1\?
162% — 152% + 62 + 5 = 4A (:,:—2) (2% + 22 4 5) + 4B(2? + 22 + 5) + 4(Cx + D) <m—2> .

Po tpravé dostaneme soustavu rovnic, kterd ma reseni

1
AzO,Bzz,C:Zl,D:O
Rozklad na parcidlni zlomky mé tedy tvar
162° — 1502 + 62 +5 1 Az

(20 —1)2(#2 + 22 4+5) (22 — 1)? TPt

O
Véta 1.19. Méjme redlnou ryze lomenou raciondlni funkci
P, (x

R = gy s

jejiz jmenovatel md pouze prosté korveny
Qm(z) = am(x — A1) (x — X)) ... (x — Am),
Potom
R(z) = G fl&) G 52&) EE (xf”)‘\m) kde L;= c];;((/\;:)’ i=1,2,...,m.
Priklad 1.20. RozloZte na parcidlni zlomky racionalni lomenou funkeci
241
@) = e 1)(:;+ r—6)
Reseni. Rozlozime jmenovatele na souéin kofenovych ¢initeli.
(> =) (2? +2—6)=(z+1)(z—1)(z+3)(z —2).
Vsechny kofeny jsou realné prosté. Rozklad bude mit tvar
2?41 A B C D
(22 —1)(22 + x — 6) Tr+l +x—1 +:U—|—3+:U—2'
Po vynasobeni rovnice jmenovatelem (22 — 1)(2% + 2 — 6) dostaneme
P4r1=A - Dz +3)(z—-2)+Blx+1)(z+3)(z—2)+Cz+1)(z —1)(z — 2)+

+D(z+ 1)(x — 1)(z + 3).

Do posledni rovnice postupné dosazujeme jednotlivé koreny. Pro 1 = —1 dostaneme po dosazeni:

(12 +1=A(-1-1)(-1+3) (-1 —=2) + B(-1+ 1)(-1+3)(-1—-2)+C -0+ D -0,
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Proz =1:

Pro z = —3:

Pro z = 2:
224+1=A-0+B-0+C-0+D(2+1)(2-1)(2+3),
5=D(3)(1)(5),
1
D=_-.
3
Konecny rozklad ma tedy tvar

2+ 1 1 1 1 1

@12 12—-6) 6e+l) dez—-1 4@+3) 3a—2

1.2 Matice a determinanty

1.2.1 Matice

Definice 1.21. Necht m,n jsou pfirozend ¢isla. Jestlize kazdé uspotdadané dvojici (i,j) €
{1,2,...,m} x {1,2,...,n} pfifadime prvek a;; € R, obdrzime reélnou matici typu (m,n) nad
R. Cisla 4, j jsou indexy , i je fadkovy a j je sloupcovy index.

Pokud misto R vezmeme jinou ¢éiselnou mnozinu (napf. Z, C) nebo i mnozina funkci s dannou
vlastnosti, jako je spojitost na urcéitém intervalu a pod., ..., dostaneme matici celo¢iselnou,
komplexni, funkci, . ...
Matice zapisujeme jako

ail a2 ... Q1p

aml aGm2 ... GOmn
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Matice budeme oznacovat velkymi pismeny.
Specialni typy matic:

Matice fadkova B = (ay,az,...,ay).
ai
a2
Matice sloupcova C=
Gnp,
a1 O 0
. . 1., . . 0 a9 0
Matice diagonalni ai;; =0Vi#3, D=
0 0 eeo Qmm
Prvky a; i =1,2,...,min(m,n) tvori hlavni diagonalu. Matice D je typu (m,m), obecné muze

mit diagonalni matice bud jesté dalsi sloupce, v nichz budou samé nuly a nebo dalsi fadky,
v nichz budou opét samé nuly. Jestlize m = n, potom mluvime o ¢tvercové matici fadu m.

1 0 ... 0
Matice jednotkova = 01 ...0
o0 ... 1

Matice jednotkova je tedy Ctvercova diagonalni matice, kterd ma na hlavni diagonale samé
jednicky.

Matice nulova O = (aij), a;j =0 Vi, j.
ailr a1 ... Qam1
. . a2 a2 ... am2
Matice transponovana AT = m
A1n A2 ... Gmp
Matice symetricka ai; = aj; Vi, j.

Matice téhoz typu (m,n) nad R budeme znacit R, ,,.

Definice 1.22. Matice A = (a;;) je rovna matici B = (by;), jsou-li obé matice stejného typu
a stejnolehlé prvky se sobé rovnaji, tj. A € Ry, B € Ry, aij = by, Vi € {1,2,...,m},
Vje{1,2,...,n}

Definice 1.23. Souctem dvou matic A, B € R,, ,, stejného typu je matice C' € R, ,, téhoz typu
a takova, ze Cij = G55 + bij.

Ciselnym ndsobkem o € R matice A € Ry, je matice B € R,, , takova, Ze b;; = aa;;.
Linedrni kombinact matic Ay, As,..., A € R, s koeficienty A, A2,...,\; nazveme matici
A= AT+ XAs+ -+ M\ Ag.
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Definice 1.24. Mé&jme rovnost \; A1 + AsAs + - - -+ A\ A, = O kde O je nulova matice. Matice
Ay, As, ..., Ap nazveme linedrné zavislé, pokud 3\; # 0,7 = 1,2, ...,k a uvedend rovnost plati.

Matice Aj, Ao, ..., A nazveme linedrné nezdvislé, pokud uvedena rovnost plati tehdy a jen
tehdy, kdyz A, =0,Vi=1,2,... k.

Dusledek 1.25. Jsou-li Ay, Ao, ..., A linedrné zdvislé, potom asporni jedna z nich je linedrni
kombinact zbyvajicich.

Dusledek 1.26. Je-li nékterd z matic Ay, As, . .., Ag linedrni kombinaci zbyvagicich jsou matice
Ay, Ag, ..., Ay linedrné zavislé.

Dusledek 1.27. Je-li nékterd z matic Ay, As, ..., Ar nulovd, jsou matice Ay, As, ..., Ay line-
arné zdvisle.

Priklad 1.28. Urcete linedrni zavislost ¢i nezévislost matic

1 0 1
2 -1 0
0 1 2
Reseni. Matice A;, Ao, Az jsou linedrné zavislé, protoze plati A1 4+ 245 — Az = O. O

Priklad 1.29. Urcete linedrni zévislost ¢i nezévislost matic

1 1 0
A= 0], A=|2], A=[1
0 0 1

ResSeni. Sestavime si linearni kombinaci téchto vektor podle definice 1.24:

0
AAL 4+ XAg + N3A3 = 0
0
Dosadime
1 1 0 0
MO | +X| 2 )+ 1 =101,
0 0 1 0
A1+ Ao 0
22+X3 | =10
A3 0
Srovnanim stejnolehlych prvkd dostaneme soustavu rovnic
M+ = 0,
200+ X3 = 0,
A3 = 0,

kterda ma reSeni \; = Ao = A3 = 0. Podle definice 1.24 jsou matice Ay, Az, Az linedrné nezavislé.
O
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1.2.2 Determinant

Definice 1.30. Permutace je zobrazeni mnoziny {1,2,...,n} na sebe.

Definice 1.31. Inverziv permutaci (i1, 9, ...,i,) rozumime kazdy vyskyt takové dvojice ¢isel,
ze vétsi stoji pfed mensim, tj. vlevo od néj.

Priklad 1.32. Permutace (2,3,1) mé dvé inverze 2 — 1 a3 — 1.

Definice 1.33. Determinant ¢tvercové matice A fadu n je ¢islo

a;l a2 ... aip
det A = |A| = e Z (—1)'Dayj a4, - - - anj,
ST =t
kde s¢itdame pres vSechny permutace (ji, jo, ..., jn) a t(j) nabyva hodnoty poétu inverzi v per-

mutaci (j1, jo, - -, Jn)-

Priklad 1.34. Vypocet determinantu matice druhého fadu:

a b
=ad—b
e d ‘ a c,
Priklad 1.35. Sarrusovo pravidlo pro vypocet determinantu matice tietiho fadu:

=aek +bfg+ cdh — ceg — afh — bdk.

Q Q2
> o o
T O

Poznamka 1.36. Pro determinanty vysSich fadi se podobny vzorec nepouzivéa, protoze by byl
prilis slozity. Staci si uvédomit, ze u determinantu ¢tvrtého fadu by se jednalo o 24 scitanci, z
nichz kazdy by byl soucinem 4 prvka a znaménka. U deterninantu patého fadu by se jednalo o
120 séitanct, z nichz kazdy by byl sou¢inem 5 prvka a ynaménka. Atd.

Véta 1.37. Vlastnosti determinantu:

1. 'V definicnim vyjddreni determinantu matice A se vyskytuje clen (i, j, Qigjs - - - Qiyj,) S€
znaménkem (+) pokud maji permutace (i1,i2,...,in), (J1,72 - -, Jn) Soucasné sudy pocet
inverzi a nebo soucasné lichy pocet inverzi; a se znaménkem (—) pokud ma jedna permu-
tace sudy pocet inverzi a druhd md lichy pocet inverzi.

det A = det (AT).
Zameénou dvou sloupct matice A se znaménko determinantu zméni na opacné.

Determinant matice, kterd md dva stejné sloupce, je roven nule.

AR N S

Necht B je matice, kterd vznikne z matice A vyndsobenim jednoho sloupce ¢islem X\ a po-
nechdnim ostatnich beze zmény, potom |B| = A|A|, neboli spoleiny délitel vsech prvki
sloupce se muze vytknout pred determinant.



18 POMOCNY APARAT

6. Necht prvky s-tého sloupce matice A jsou linedrni kombinace prvki tvaru
ais = Bbis+ycis, potom |A| = B Ap|+7|Ac|, kde matici Ay ziskame z matice A nahrazenim
s-tého sloupce prvky b;s a ponechdnim ostatnich beze zmény a matici A. ziskdme obdobné
nahrazenim s-tého sloupce matice A prvky c;s a ponechdnim ostatnich beze zmény.

7. Jestlize nektery sloupec matice A je linedrni kombinaci zbyvagicich, potom |A| = 0.

8. Hodnota determinantu se nezmént, pokud pricteme k jednomu sloupci linedrni kombinaci
zbyvagicich.

9. Determinant diagondlni matice je roven soucinu prvkid na hlavni diagondle.

Diukaz. Dikazy jednotlivych tvrzeni vyplyvaji pifimo z definice 1.33. Navic z vlastnosti 2 plyne
ekvivalentnost fadkt a sloupci, neboli vSechno tvrzeni pro sloupce plati i pro Fadky. O

Definice 1.38. Necht v matici A fddu n vynechame s-ty sloupec a k-ty fadek. Zbyvajici prvky
tvofi matici fadu (n — 1) a jeji determinant nazveme minorem Mg proku ags.

Definice 1.39. Algebraickym dopliikem Aps prvku ajs nazveme Ay, = (—1)5M,,.

Véta 1.40. Laplaceova'! véta o rozvoji determinantu.
Pro kaZdou étvercovou matici A vddu n a pro kazdé k € {1,2,...,n} plati

|A|l = a1 A1k + agk Aok + -+ + ankAnk,
Dukaz. Provedeme jej v nékolika krocich.

a) Mé&jme matici, kterd mé vSechny prvky prvého sloupce nulové, s vyjimkou prvku aq;. Potom
podle definice 1.33 mame

ail] a2 ... Qip

Al = 0 as2 ... Q2p .

‘ ‘ = = a15, 025 - - - Anj, — 15, A255 - - - Apg,
0 o a (j1,§2,---,jn)sSUdE (41,2, in)liché

V kazdém scitanci je pravé jeden element z prvého sloupce, které jsou vsak vSechny nulové
s vyjimkou prvku a;;. Ztstanou zachovany proto pouze ty cleny, které obsahuji a;1:

|A| = E (11424, - - - Anj, — E 11024y - - - Ang,, -
(1,52,...jn)Sudé (Lyig,...,in)liché

Protoze jednicka na prvém misté v permutaci nevytvari zadnou inverzi, je pocet inverzi v permu-
taci (1, jo, ..., Jjn) roven poctu inverzi v permutaci (ja,. . ., jn). MiZeme proto ¢len a;; vytknout
a dostaneme

|A| = a1l E a2js - - - Anj, — E a2iy - - - Qng,

(jo .. jn )SUAE (i2,...,in)liché

!Piere Simon Laplace (23.3.1749 — 5.3.1827) francouzsky matematik, fyzik a astronom. Za Velké
francouzské revoluce se aktivné ucastnil na reorganizaci vzdélavaciho systému a vytvareni jednotné sou-
stavy mér a vah. V r.1799 byl kriatkou dobu ministrem vnitra ve vladé Napoleona Bonaparta. Jeho
védecka ¢innost byla velmi rozsahla. Patii mu fada fundamentalnich vysledkti v matematice, fyzice, ne-
beské mechnice, a j. Vedle algebry se vénoval parcidlnim diferencialnim rovnicim, teorii pravdépodobnosti,
integralnim transformacim, teorii chyb, numerickym metodam, ...
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V zavorce vpravo mame podle definice 1.33 determinant fadu n — 1, ktery dostaneme z matice A
vynechanim prvého fadku a prvého sloupce. Je to algebraicky doplnék ¢lenu a1, protoze plati
AH = (—1)1+1M11. Proto plati

|A| = a11A1;.

b) Méjme nyni determinat matice B, kterd ma vSechny prvky k-tého sloupce nulové s vyjimkou
prvku a;.

aij; aip ... 0 ... Q1n
as1 ayxp ... 0 ... Qop
Bl=1| . . | |
a1 a2 ... Qi ... Gip
apl1 Qp2 ... 0O .. Qpn

Upravime matici B tak, aby se i-ty fadek dostal na misto prvniho fadku. Postupné jej budeme
vyménovat s (i — 1), (¢ — 2),... fadky. Celkové provedeme (i — 1) vymeén, pii kazdé z nich
se hodnota determinantu nasobi ¢islem (—1). Déle pfemistime k-ty sloupec na misto prvniho.
Musime provést (k — 1) vymén, pfi kazdé z nich se opét hodnota determinantu néasobi ¢islem
(—1). Nakonec dostaneme

Qi A1 Q2 ... Qi
0 aj; aiz ... Qain
’Bl‘ = 0 asy a9 .o Q9n
0 apl ap2 ... Gnp

Pfitom |Bj| ziskdme z | B| vyndsobenim ¢islem

(_1)(i—1)+(k‘—1) — (_1)i+k—2 — (_1)Z+k2

V éasti a) dikazu jsme dokazali, ze |By| je roven souéinu nenulového prvku v prvnim sloupci
( v nasem pfipadé jde o prvek a;; a jeho algebraického dopliiku. Tento algebraicky doplnék je
v nasem pfipadé minor fadu (n—1), ktery ziskdme z matice B vynechdnim i-tého fadku a k-tého
sloupce.
|B1| = aix My,

a soucasné plati

1Bl = (=1)"™|B1| = (=) My, = ai Aig.
Véta plati i v tomto pripade.
c¢) Vezméme si nyni obecny piipad. ZapiSeme si matici A ve tvaru

a1 aip ... (a1k+0+---+0) ... Qlp
‘A|: a1 Qa9 ... (0—|—a2k+~-+0) .. QA9n
an1 p2 .. (04+0+---4ap) ... ann

Prvky v k-tém sloupci mame vyjadieny jako soucet n prvki. Podle véty 1.37, bod 6, si mtizeme
determinat vyjadrit jako soucet n determinantti, z nichz kazdy mé v k-tém sloupci jeden prvek
puvodniho sloupce a zbyvajici prvkz jsou nulové.
aij; a2 ... A ... Qip air a2 ... 0 oo Q1n
a a ... 0 L..oa a a ce.oa ceea
Al = 21 022 2n |y | Q21 422 2k 2|

apl Qp2 ... 0O ... Qpn apl Qp2 ... 0O ... Qpn
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ai a2 0 ain
4oy | 02 02 0 a2n
Gnl Ap2 ... Gpk  --- Qpp
Pouzitim ¢&sti b) diikazu dostaneme platnost véty i pro tento piipad. ]

Dausledek 1.41. Vzhledem k rovnopravnosti fadki a sloupct plati Vk € {1,2,...,n}

|A| = ap1 Akt + a2 Are + - + apnAgn.

Dukaz. Dukaz se provede analogicky pfedchozimu dikazu. O

Priklad 1.42. Urdit hodnotu deterninantu matice A,

-10 5 -7 4
-7 3 -9 3
A= -2 1 -1 1
-5 5 -3 5

Reseni. Nasobky druhého sloupce budeme pficitat ke zbyvajicim tak, aby jsme ve tfetim Fadku
dostali nuly. Dvojnasobek druhého sloupce pfi¢teme k prvnimu sloupci, Ke tfetimu sloupci
pri¢teme druhy a od ¢tvrtého sloupce ode¢teme druhy sloupec.

-10 5 -7 4 05 -2 -1

4] = 73 -93]_|-13 -6 0)_
-2 1 -1 1 01 0 O
-5 5 —3 5 5 5 2 0

Rozvineme determinant podle tfetitho fadku a potom podle posledniho sloupce:

0 —2 -1 6
= (-1 -1 =6 0 |=(-1)(-1)(-1)+ ‘:28
5 2 0 52

Priklad 1.43. Urcit hodnotu deterninantu matice M,

0 1 1 -1 0
1 -1 1 1 -1
1 -1 -2 1 1
1 2 1 -2 1
1 1 -1 0 -1

S
I
cococor

Reseni. Podle definice 1.33 je detrminant ¢islo pfifazené ctvercové matici. M € R5 6 neni
¢tvercova matice. Uloha proto nema feSeni. O
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Priklad 1.44. Urcit hodnotu deterninantu matice A,
1 0 1 1 -1 0
0 1 -1 1 1 -1
0 1 -1 -2 1 1
4= 0 -1 2 1 -2 1
0 0 0 2 0
0 -1 1 -1 0 -1
Reseni. Rozvineme determinant podle prvniho sloupce
1 -1 1 1 -1
1 -1 -2 1 1
Al=1- (-3 1 2 1 —2 1
o 0 2 0 0
-1 1 -1 0 -1
Rozvineme determinant podle ¢tvrtého radku
1 -1 1 -1
o p@ey| 1 -1 11
Al=2-(=1) -1 2 -2 1
-1 1 0 -1
Prvni fddek vynasobemy (—1) pfic¢itdme ke druhému fadku:
1 -1 1 -1
0 0 O
Al==21 1 9 5
-1 1 0 -1
Rozvineme podle druhého fadku
1 -1 1
Al=—-2.2. (- | -1 2 —2
-1 1 0
Tteti fadek pficteme k prvnimu
0 0 1
Al=—-4-] -1 2 -2
-1 1 0
Rozvineme podle prvniho radku
Al = -4 (—1)1F3) ] f ’ =—4-((-1)-1-(-1)-2)=—4-1=—-4
Hodnota determinantu matice A je rovna —4. O
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Poznamka 1.45. Pfi vypoctu je vhodné si nejprve zapsat sloupec, nebo fadek, jehoz nasobky
budeme pricitat ke zbyvajicim. Zapisujeme jej na jeho misto, protoze nemtzeme ménit poradi
jednotlivych sloupcti, aniz by doslo i ke zméné hodnoty deterninantu. Snizime tim pravdépo-
dobnost, Ze se dopustime nechténé chyby.

Véta 1.46. Pro kazZdou ctvercovou matici A 7ddu n a pro kaZdou dvojici riznych indexi
k,le{l,2,...,n}, k#1, plati

a1 A1 + agp Ay + -+ aprAp = 0,

ar1 A + agaAip + - + agn A, = 0.

Dukaz. Staci si uvédomit, ze mame prvky k-tého sloupce a algebraické doplnky prislusné k I-
tému sloupci. Pokud si vytvofime ptvodni matici fadu n dostaneme matici, ktera ma dva stejné
sloupce — na misté [-tého sloupce budou opét prvky a;. sloupce k-tého. Pro fadky je dukaz
zcela analogicky. O

1.2.3 Hodnost matice

Definice 1.47. Nechf mame matici A € Ry, ,,, £ < min(m, n). Vybereme v matici A libovolné
k radkt a k sloupct. Elementy stojici na prusecicich téchto radkd a sloupct tvoyii matici fadu
k. Jeji determinant nazveme minorem k-tého Tddu matice A.

Dusledek 1.48. Minori k-tého radu matice A € Ry, ,, k < min(m, n) miZeme vytvorit celkem
m n
k k)

Poznamka 1.49. Neplést minor prvku a minor matice.

Priklad 1.50. Mé&jme matici

3 2 4 2
2 011
0 4 5 1

A=

Mizeme z ni vytvorit celkem 12 minort prvniho fadu, 18 minort druhého fadu a 4 minory
tfetiho fadu. VSechny minory tf¥etiho fadu jsou pfitom nulové. Ovéite!

Definice 1.51. Hodnost nulové matice je rovna nule. Hodnost nenulové matice A je rovna k,
jestlize existuje nenulovy minor fadu k a vSechny minory vyssSich radd, pokud existuji, jsou
rovny nule. Libovolny nenulovy minor fadu k nazveme bdzovgm a jeho sloupce (fadky) nazveme
bazovymi sloupci (fadky).

Véta 1.52. Libovolny sloupec matice A je linedrni kombinaci bazovijch sloupcii.

Dukaz. Predpokladejme, Ze nenulovy minor fadu h matice A je umistén vlevo nahote, t.j.
det(ai;)ij=1,2,..n 7 0. Tento pfedpoklad nijak neomezi obecnost ditkazu. Pokud totiz tomu tak
neni, zaménime poradi fadkd a sloupci tak, aby jsme dostali matici s pozadovanou vlastnosti.

Ukézeme, ze prvnich h sloupct je linedrné nezéavislych. Nechf tomu tak neni a h-ty sloupec
je linearni kombinaci prvnich A — 1 sloupcti. Potom podle véty 1.37 je determinant vytvoreny
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z takovych sloupcti nulovy. To je spor s nasim pfedpokladem, ze tento minor k-tého radu je
nenulovy. Proto byl nas predpoklad chybny a prvnich A sloupci je linearné nezavislych.

Ukazeme nyni, ze kazdy dalsi sloupec je jejich linearni kombinaci. Sestavime si matici B fadu
h + 1 nasledovné: k prvnim A fadkéim a h sloupctim pifiddme k-ty rddek a s-ty sloupec, kde
ke{l,2,...,n},s € {h+1,...,n}. Dostaneme

ail ai2 ... Qip Qi1s

az1 a2 ... Qa2p Q2
B =

ap1 Gp2 ... QAph  Qps

ag1 Qg2 ... QGgh  Qks

Je-li k£ < h ma matice dva stejné fadky a proto je jeji determinant nulovy. Je-li £ > h je det B
minorem fadu h + 1 a podle znéni véty je kazdy minor fadu h + 1 nulovy. V obou pfipadech
tedy mame det B = 0. Rozvineme jej podle posledniho fadku

0 = ag1Br1 + akeBro + - - + agn Bin + ags Bis.

Pritom algebraické doplitky By; nezévisi na k a By = (—1)2"2) det (aij); j=1.2.. p» Ktery je
podle predpokladu nenulovy. To znamena, Zze mtzeme z posledni rovnice vypocitat ays :

ks = C10[1 + C20k2 + -+ - + CRALH,

_ By

kde ¢ = 1=1,2,...,h.
(] Bks? ) 9 )
Nyni nechame k probihat celou mnozinu 1,2, ...,n a dostaneme
Qjs = C1Gi1 + C2a52 + -+ cpaip, 1=1,2,....n,

neboli s-ty sloupec je linearni kombinaci prvnich A sloupcti. Vzhledem k libovolnosti volby s-tého
sloupce je dikaz hotov. O

Véta 1.53. Mad-li matice A hodnost h, ma potom prdvé h linedrné nezdvislych sloupci a naopak,
ma-li matice A pravé h linedrné nezavislyjch sloupct, potom md hodnost h.

Dukaz. Plyne z predchozi véty. O

Dusledek 1.54. Determinant ctvercové matice A je nenulovy pravé tehdy, kdyz vSechny sloupce
jsou linedrné nezdvisle.

Definice 1.55. Za elementdrni upravy matice A prohlasime

1. Piechod od matice A k matici transponované AT.
2. Vzajemnou vyménu dvou radk.
3. Vynasobeni vSech prvki v jednom fadku nenulovym cislem.

4. Pricteni k fadku linedrni kombinace zbyvajicich radkii.
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5. Vynechani nulového fadku.

Véta 1.56. FElementdrni upravy neméni hodnost matice.

Dukaz. Hodnost matice je podle definice 1.51 rovna nejvyssimu fadu nenulového minoru ma-
tice. Elementarni tipravy bud neméni hodnotu determinantu (pfechod k matici transponované,
pricteni k fadku linearni kombinaci zbyvajicich) a nebo méni velikost determinantu ¢i jeho
znaménko (vyména dvou fadku, vynasobeni vSech prvki v jednom fadku nenulovym ¢islem).
Podstatné je, Ze pokud byl determinant nenulovy i po provedeni téchto tprav zustane nenulo-
vym.

Determinant matice obsahujici nulovy fadek je roven vzdy nule. Proto vynechani nulového fadku
nema vliv na hodnost matice. O

Definice 1.57. Matici A € R, ,, nazveme hornt trojuhelnikovou matici, kdyz
a;j = 0Vi > j > min(m,n). Matici A nazveme dolni trojuhelnikovou matici, kdyz a;; = 0 Vi <
< j < min(m,n).

Dusledek 1.58. Postupnym uzitim elementdarnich uprav lze kaZdou matici prevést na trojihel-
nikovou matici. Tento postup se nazjvd Gaussova' eliminacni metoda.

Dusledek 1.59. Postupngm uZitim elementdrnich dprav lze kaZdou matici prevést na diagondlni
matici. Tento postup se nazyvd Jordanova eliminacni metoda.

Dusledek 1.60. Determinant trojuhelnikové matice Tadu n je roven soucinu prvku na hlavni
diagondle.

Dukaz. Opakovanym pouzitim Laplaceovy véty o rozvoji determinantu (véta 1.40) dostaneme
pro horni trojuhelnikovou matici opakovanym rozvinutim podle prvniho sloupce:

ail a2 ai3... Qaip gy o3 as
0 ao22 ag3... Aa2pn 0 a33 as
— _ 1+1 . n | _
|Al=10 0 as3... as, =a11(—1) =
. . . el 0 0 o,
0 0 0 ... Qpn nn
ass ... Qasn
1+1
= a11a22(—1) + — |A’ = Q114922 *** Apn-
0 cer Gpp
Matematickou indukci dostaneme hledané tvrzeni. O

! Karl Friedrich Gauss (1777 — 1855) némecky matematik, fyzik, geofyzik, geodet, astronom.
Jeden z nejvyznamnéjsich matematik vSech dob. VSestranny védec, které pracoval ve vSech oblastech
matematiky. VSude dosdhl prvoifadych vysledkid a pifedznamenal mnohdy dalsi rozvoj. Byl téz velmi
zruény numerické matematik, ktery objevil fadu numerickych metod. Jako prvni dospél k principim
neeukleidovské geometrie, ale vysledky v této oblasti nechtél pro jejich prevratnost publikovat, proto
patii priorita objevu N.I.Lobacevskému. V algebie jako prvni dokézal Zdkladni vétu algebry. Rozvinul
teorii kvadratickych forem, zavedl pfesné komplexni ¢isla, rozvinul metody reseni soustav algebraickych
rovnic.



1.2 MATICE A DETERMINANTY 25

Priklad 1.61. Urcit hodnost matice

W N =
|

O R = O

N OO N

— =0 W

= O N Ot

Reseni. Prvni fadek vynasobeny (—2) pfi¢teme ke druhému, prvni fddek vynasobeny (—3)
pri¢teme ke tfetimu a prvni fadek vynasobeny (—4) pri¢teme k poslednimu fadku.

1 0 2 3 =5
0 -1 -4 -6 12
0 1 0 -8 15
0O 0 —-10 —-11 21

AN

Prvni a posledni radek opiseme, tieti pficteme ke druhému a zapiseme treti fadek jako druhy

10 2 3 =5
A~ 0 1 0 -8 15
0 0 —4 -—-12 27
0 0 -10 —-11 21

Prvni tfi fAdky nechdme beze zmény, posledni fadekdek nésobime (—4) a pfi¢teme k nému
desetinasobek tietiho fadku

1 0 2 3 =3
A~ 01 0 -8 15
0 0 -4 -12 27
0 0 0 —76 186

Matice A je pfevedena na trojuhelnikovy tvar, ma ¢tyii nenulové fadky, prvni ¢tyfi fadky a prvni
¢tyyi sloupce tvori nenulovy minor fadu 4 (jeho hodnota je 304), hodnost matice A je proto rovna
¢tyfem. O

Priklad 1.62. Urcit hodnost matice

4 5 6 7 89
3 456 78
B= 2 3 4567
1 2 3 45 6
Reseni. ZapiSeme si fadky v obraceném potadi
1 23 456
23 45 67
3 456 78
4 56 7 89

Nasobky prvého fadku odecitdme od zbyvajicich tak, aby v prvim sloupci byly samé nuly: od
druhého radku odecteme dvojnasobek prvého, od tietiho fadku odecteme trojnasobek prvého,
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od ¢tvrtého Fadku odeéteme ¢tyFnasobek prvého. V dalsim kroku druhy fadek nasobime (—1) a
jeho nasobky odecitame od tietiho a ¢tvrtého.

1 2 3 4 5 6 123456
0 -1 -2 -3 -4 =5 01 2345 123456
0—2—4—6—8—10N000000N<012345>’
0 -3 -6 -9 —12 —15 000000

Matice ma dva nenulové fadky. Podle definice 1.51 je jeji hodnost rovna dvéma, protoze existuje
nenulovy minor fadu 2. O

Poznamka 1.63. Radek, jehoz nasobky pfi¢itdme ke zbyvajicim, si zapiseme jako prvni a
potom dopocitame zbyvajici. Vyhneme se tak ¢astym chybam, kdy se od radku x odecte radek

¢ a soucasné se od tadku ( odecte radek y.

Poznamka 1.64. Je tfeba rozliSovat mezi tpravami, které neméni hodnost matice a mezi
upravami, které neméni hodnotu determinantu.

Priklad 1.65. Ur¢it hodnost matice P v zavislosti na parametru o

2 2 2 —«

2 2 —« 2

P= 2 —« 2 2
-« 2 2 2

2 2 2 —« 2 2 2 —
p_ 2 2 —« 2 N 0 0 —a—2 a+2 N

2 —a 2 2 0 —a—2 0 a+2

—a 2 2 2 0 a+2 a+2 2-9%
2 2 2 —a 2 2 2 —a
0 —a—2 0 a+ 2 0 —a—2 0 o+ 2
~lo 0 —a—2 at+2 |71 0 0 —a—2 a+2
0 0 a+2 % ta+t4 0 0 0 % +20+6

Matice je upravena na trojuhelnikovy tvar. Resenim rovnice

2

—%+2a+6:0

jsou ¢isla ay = —2 a ag = 6. Dosazenim do trojuhelnikové matice dostaneme vysledek:

1, kdyz a=—2,
h(P)=1< 3, kdyza =06,
. kdyza € R\ {-2,6}
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1.2.4 Maticova algebra

V definici 1.22 byla zavedena rovnost matic a v definici 1.23 byl definovan soucet matic a ¢iselny
nasobek matice.

Definice 1.66. Soucinem matice A € R,, , a matice B € R,, ,, v uvedeném potadi, je matice
C € R, , pro kterou plati

C:AB, C:(Cij), Cijzzaikbk‘ja izl,...,m,jzl,...,p.
k=1

Poznamka 1.67. Nasobeni matic neni komutativni, t.j. existuji takové matice A, B, Ze plati:
AB # BA,
a nebo néktery ze soucini AB ¢i BA neni definovan.

Priklad 1.68. Necht A € Ry3 a B € R34. Potom soucin AB existuje, ale souc¢in BA neni
definovan.

Dusledek 1.69. Soucin matic A a B je definovdn prdvé tehdy, kdyz pocet sloupci matice A je
roven poctu rddki matice B.

Priklad 1.70. Mé&jme dany matice

1 2 2 1
(1) e ()
Urcete jejich souciny, pokud existuji.

Reseni. Obé matice jsou ¢tvercové téhoz fadu, proto jsou definovany oba soudiny.

47 5 5
AB_<7 6), BA_<10 5>,AB;£BA.

Priklad 1.71.
11 1 2 0 0
(aa)or(ad) w=(00)
Mame piipad, ze A # O,B # O, ale AB = O.
Jedné se o situaci, kterd nemé obdobu v oboru redlnych c¢isel. Nelze proto pfenédset automaticky
poznatky z ¢iselnych mnozin do teorie matic.

Definice 1.72. Matice A, B pro které plati AB = BA se nazyvaji komutugici.

Dusledek 1.73. Komutujici matice jsou ctvercové matice stejného rddu.

Diikaz. Soucin matic A - B je definovadn pouze pokud matice A € R,,, a matice B € R, .
Vysledkem je potom matice typu (m,p). Aby byl definovan i sou¢in B - A, musi platit m = p.
Vysledkem bude matice typu (n,n), kterd se musi rovnat matici typu (m,m). Podle definice
1.22 se matice mohou sobé rovnat, pokud jsou stejnho typu. Proto m = n. O
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Priklad 1.74.

1 2 1 -2 3 4
a=( 3)os=(1 3) am=( 5 )-a

Priklad 1.75.

1 00 1 20 1 2 0
A=l 010 |,B=(3 4 0], AB= 3 4 0 | =BA.
31 2 9 -5 5 24 0 10

Véta 1.76. Pro vsechny matice A € R, ,, B,C € R, ,, D € R, ; plat?
1. A(B+C)=AB+ AC,
2. A(BD) = (AB)D,
3. (aA)B = A (aB) = a(AB),
4. (AB)T = BT AT,
Dikaz. Pfimym vypocétem podle definice 1.66. O

Véta 1.77. Pro kaZdou matici A typu (m,n) plati AI = A, kde I je jednotkovd matice Fadu n.

Dikaz. Piimém vypoctem podle definice 1.66. O
Disledek 1.78. JTA= A, kde I € Ry, .

Véta 1.79. Necht A je matice typu m,n, potom soucin AAT je matice symetrickd.

Duikaz. Primym vypoctem podle definice 1.66. O
Véta 1.80. Necht A, B,C jsou ¢tvercové matice vddu n a necht plati
AB=CA=1.

Potom B = C.

Dukaz.
C=CI=C(AB)=CAB=(CA)B=1B =B.
O

Poznamka 1.81. POZOR! Ke kazdé matici A nemusi existovat takova matice B, Ze plati

AB = 1.
(11 a B\ _ (a+y B+
=0 0)(50)=("" ")

To ovSem znamend, Ze pro danou matici A neexistuje matice B takova, ze po jejich vynasobeni
dostaneme matici jednotkovou.

Priklad 1.82.
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Ma tedy smysl nasledujici definice.
Definice 1.83. Necht A, B jsou ¢tvercové matice fadu n a necht plati
AB=BA=1.

Potom matice B je inverzni matici k matici A. Oznaceni B = A1

Podle véty 1.80 je inverzni matice, pokud existuje, urc¢ena jednoznacné.

Definice 1.84. Matice, ke které existuje matice inverzni, se nazyva reguldrni. V opa¢ném pii-
padé mluvime o matici singuldrni.

Véta 1.85. Necht A,B jsou dvé reguldrni matice vadu n. Potom
1. Soucin AB je reguldrni a (AB)™! = B~1A~L.
2. Matice A™1 je reguldrni a (A71)~! = A.
Dtkaz. A, B jsou regularni a proto existuji k nim matice inverzni A~!, B~1. Potom
(AB)(B™'A™) = ABB'A™ ' = A(BB ™ NA ' = AIA™ ' = AA™ = I.

Podle véty 1.80 je inverzni matice urcena jednoznac¢né. Druha ¢ast véty plyne pfimo z definice

1.83. O
Véta 1.86. Necht A, B jsou ¢tvercové matice tadu n. Potom |AB| = |A||B].

Dukaz. Necht A = (a;5), B = (bij), 4,5 =1,2,...,n. Potom

n n n n
Yo bk YD Gkbr2 Y. Gikbes oo Y Qg bkgn
k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n
Yo okybka1 D 2kobko2 DL G2kobke3 oo Y A2kybkgn
|AB| = | =1 k=1 k=1 k=1
n n n o n
Y Gnkn bkt D0 Gnknbk,2 DL Gnk,bk.3 oo Y Gk, Dkn
a1 a1 fon1 a1

Podle véty 1.37 miZzeme determinant matice, kterd ma prvky sloupce ¢i fadku ve tvaru souctu,
zapsat jako soucet determinantti a spoleény nasobek prvki sloupce ¢i fadku vytknout pred
determinant.

. . . . bkyr bk2 bkyz oo bggn
‘AB’ _ Z a1y Z g, Z G3k3 o Z Ak, bk21 bk22 bk:23 Ce bkan
=l k2=l fa=d =t bkn1 bkn2 bk,3 oo bkan
Pokud budeme scitat pres vSechny hodnoty k1, ko, . . ., k, budeme mit v determinantu opakované

radky a protoze takovy determinant je roven nule, mé smysl séitat pouze pres vSechny permutace
prvkﬁ (]Cl, kg, ooy kn)

bki1 bri2 brs oo brgn

byl brp2 Doz - by
|AB| = Z alklagkzang < Qpk, 2. 2. 2. 27%

k=(k1,k2,....n
(ka2 ) bk, bk,2 br.z oo bkun
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Determinant vpravo si pferovndme do zakladniho tvaru. Musime provést pfesné tolik vymeén ¢(k),
kolik inverzi mé permutace (k1, ke, ..., ky). Pfi kazdé vyméné se zméni hodnota determinantu
na opacnou. Dostaneme

k
|AB| = > Gk aokyasky -k, (1) B,
k:(kthv---vkn)
Vlevo méame defini¢éni vyjadfeni determinatu matice A. Véta je dokazéana. O

Dusledek 1.87. !A‘l‘ = ﬁ

Dukaz. )
AAT =T = [4||a7Y =1 = |47} = T
Dusledek 1.88. Matice A je reguldrni prdavé tehdy, kdyz jeji determinant je nenulovy.

Definice 1.89. Adjungovand matice k matici A je matice adj A = (a;;), kde aj; = Aji.

Dusledek 1.90. Matici adjungovanou ziskame, kdyz kazdy prvek matice A nahradime jeho
algebraickym doplrikem a vyslednou matici transponujeme.

Véta 1.91. Bud A reguldrni matice, potom A~! = ﬁ(adj A).

Dukaz. Mé&jme danu regularni matici A fadu n a matici adj A

ail ai19 AT ) All A21 . Anl

a1 A2 ... Q2 . A12 A22 .. A 2
A= ", adjA= "

an1 Qp2 ... Qpn Aln Agn . Ann

Jejich soucin ma tvar

Al 0 ... 0
Aagidy— | O A0 ]
0 0 ... |4

protoZe nasobime prvni fadek matice A se sloupci matice adj A, kde ale v prvnim sloupci stoji
algebraické dopliky prislusné k prvnimu fadku matice A, takze podle Laplaceovy véty o rozvoji
determinantu (véta 1.40) dostaneme v prvnim faddku a prvnim sloupci determinant matice A
a zbyvajici prvky prvniho fadku soucinu jsou nulové, protoze jde o soucet souénid prvki prvniho
fadku matice A a algebraickych doplika pfislusnych k jinzym fadkim, coz se podle véty 1.46
rovné nule. Pro ostatni fadky postupujeme obdobné. O

Diisledek 1.92. |adj A| = |A|"L.

Dusledek 1.93. Véta 1.91 je vhodnd pro primy vypocet inverzni matice pouze u matic nizsich
radi.

Priklad 1.94. Odvodte vzorec pro inverzni matici k matici fadu 2.
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Reseni. Mé&me matici fadu 2”
_(a b . d —b 41 d —b
A_<Cd)7 ade_<_c a>’ A _ad—bc<—c CL)'

Priklad 1.95. Urcete inverzni matici k matici A, jestlize

2 0 7
A=|1 -4 -5
3 1 2

Reseni. Protoze |A| = —16+74 84410 = 85, je matice A regularni a tedy k ni existuje matice
inverzni. Uréime si jednotlivé algebraické doplinky.

—4 -5 1 -5 1 —4
An ' 1 2‘2—371412:—‘3 ‘2—17,1413:‘3 ‘2137
0 7 2 7 2 0
/1212—‘1 2‘2771422:’3 2‘2—177/123:—‘3 1‘2—2,
0 7 2 7 2 0
Potom
-3 7 28 1 -3 7 28
adj A= | —-17 —-17 17 a A*lzg —17 —17 17
13 -2 -8 13 -2 -8

O

Poznamka 1.96. Vsimnéte si, Ze prvky matice A jsou fadové jednotky a prvky matice inverzni
A~ jsou ¥adové setiny.

Poznamka 1.97. Pro vypocet inverzni matice vyssich fadi pouzivime metodu doplnéni s jed-
notkovou matici. Vedle (vpravo) matice A napiSeme jednotkovou matici téhoz fadu a pomoci
fadkovych elementdrnich uprav prevedeme matici A|I na tvar, kdy vlevo bude matice jednot-
kova. Potom vpravo bude matice inverzni

a1 a1z ... aip |1 0 . 0
(A|[) _ '6121 agy ... Qaon 0 1 0 -~ (I‘Ail)
apl1 AaAp2 ... Qapn 00 ... 1

Priklad 1.98. Urcete inverzni matici k matici A, jestlize

3 -4 5
A=\ 2 -3 1
3 =5 -1
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ResSeni. Zapiseme vedle sebe matici A a matici jednotkovou. Od prvniho fadku odeéteme druhy.

3 =4 5100 1 —1 4|1 -1 0
ANH=(2 -3 1{010]|~[2 -3 1/0 10|~
3 =5 —1{0 0 1 3 =5 —-1/0 0 1

Nasobky prvniho radku odecitdme od zbyvajicich, poé odecitame nasobek druhého radku od
tretiho.

1 -1 47 1 -1 0 1

~({0 -1 —-7{-2 3 0 |~|0

0 -2 -13/-3 31 0

-1 4|1 -1 0
1 712 =3 0 |~
0 1|1 =3 1

Nyni odeéitdme nasobky tietiho fadku od zbyvajicich a poté secteme druhy a prvni Fadek.

1 -1 0/-3 11 -4 10 0]-8 29 —-11
~|0 10]{-5 18 -7T]~1010|-5 18 -7
0 o1} 1 -3 1 0 01, 1 -3 1
Takze jsme ziskali vysledek
-8 29 -11
A= -5 18 -7
1 -3 1

O]

Poznamka 1.99. Neni nutné pfedem provéfovat regularitu matice A. Pokud matice A neni
regularni, tak pomoci zadkovéch tprav ziskdme v levé poloviné nulovy radek. Provadime totiz
stejné upravy jako pfi zjistovani hodnosti matice. Dalsi vypocet poté zastavujeme s tim, Ze
matice je singularni a proto inverzni neni definovana.

Priklad 1.100. Urcete inverzni matici k matici B, jestlize

1 1 -2
B = 1 -2 1
-2 1 1

ReSeni. ZapiSeme vedle sebe matici A a matici jednotkovou. Nasobky prvniho fadku odeéitame
od zbyvajicich.

1 1 =211 00 1 1 -2} 1 00
(B|I) = 1 -2 101 0)~(0 -3 3/-110 ]|~
-2 1 1/0 0 1 0 3 =-3|] 2 01
Secteme druhy a tieti fadek.
1 1 -2} 1 00
~( 0 -3 3|-1 10
0O 0 0 1 11

Vlevo jsme dostali nulovy fadek. Protoze jsme pouzili pouze upravy, které neméni hodnost
matice, je hodnost matice B rovna 2. Matice je proto singularni a inverzni matice k matici B
neexistuje. ]
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Definice 1.101. Ctvercova matice A je podobnd matici B, jestlize existuje regularni matice P
tak, ze
A=PBP".

Véta 1.102. Plati

1. Kazdd c¢tvercovd matice je podobnd sama sobé (reflexivnost).
2. Je-li matice A podobnd matici B, je matice B podobnd matici A (symetrie).

3. Je-li matice A podobnd matici B a matice B je podobnd matici C, potom je matice A
podobnd i matici C (tranzitivnost).

Podobnost je tedy relaci ekvivalence na mnoziné ctvercovych matic téhoz radu. Tato mnoZina se
proto rozpadd na disjunktni tridy navzdjem ekvivalentnich, t.j. podobnych, matic.

Ditkaz. 1) Protoze I~ = I, mame A = TAI 1.

2) A= PBP~!= P~ 'AP = B, ozna¢me Q = P!, potom Q! = P a diikaz je hotov.

3) Mame A = PBP~ 1B = QCQ™!, kde P,Q jsou regularni matice, potom P !AP = B a
dosazenim dostaneme

PlAP=B=QCQ '=A=PQCQ P !1= A= (PQ)CPQ) "

Véta 1.103. Podobné matice tehoz rddu maji stejnou hodnost.

Véta 1.104. Jestlize je matice A podobnd matici B, potom |A| = |B|.

Dukaz. Podle definice 1.101 je matice A podobna matici B, jestliZze existuje regularni matice
P takova, ze plati:
A=prpBP.

Pro determinant potom plati podle véty 1.86

Al = |PBP~| =|P|-|B|- [P~ = |P|-|P7!| - |B| = |B].

O
1.2.5 Blokové matice
Definice 1.105. Mé&jme matici A = (a;5) € Ry, a zvolme podmnozinu My = {i1,12,...,ir}
mnoziny Fadkovych indexi M = {1,2,...,m} a podmnozinu Ny = {ki, ko,...,ks} mnoziny

sloupcovych indexi N = {1,2,...,n},anecht 1 <i; <ig <+ <i, <m, 1<k <ka<---<
< ks < n. Matici
@iy by Qigko - oo Qg kg

A(My, Ny) = Qigky Qigky  + - Qigiks

aimkl airuk2 tee air,ks
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budeme nazyvat podmatici matice A.

Podmatice, jejichz mnoziny indext jsou skupiny po sobé jdoucich ¢isel, t.j. My = {i + 1,i +
+2,...,i+r}, Ni={k+1,k+2,...,k+ s}, se nazyvaji bloky.

Je-li celd matice rozdélena na bloky, pak mluvime o blokové matici. Napft.
A— ( P P2 Pi3 >
Por P Py )’
kde Pj; jsou opét matice. Pfitom vSechny matice P, s prvnim indexem stejnym maji stejny

pocet Fadkt a vSechny matice s druhym indexem stejnym maji stejny pocet sloupci. (Pfitom,
samoziejmeé, index a poéet mohou byt rtzna ¢isla.)

Dtlezitou vlastnosti blokovych matic je, Ze se s témito maticemi da zachazet tak, jako by misto
blokl byly pouze Cisla. Je tfeba pouze dbat na to, aby byly jednotlivé operace definovany.

Véta 1.106. Necht

Py Pro Pys Q1 Q12 Q1
Py P P.
p— 21 122 2 | Q= Q21 Q2 Q2
Prl Pr2 Prs Qsl Qs2 Qst
jsou blokové matice takove, Ze pro kaZdé j, j = 1,2,...,r, a pro kazdé l, 1 =1,2,...,t, je pocet
sloupci matice Py, stejny jako pocet radki matice Qy, k=1,2,...,s.

Potom lze soucin matic PQ psat jako blokovou matici R = (R), i =1,2,...,r, k=1,2,...,1,
kde

Ry, = PinQug + PiaQo + - + PisQsk-
S vyhodou muzeme tento postup vyuzit, pokud maji matice P, Q nulové a jednotkové bloky.

Priklad 1.107. Méjme soucin dvou matic

1 0 a1 ap €11 Ci2 —aip —ai
0 1 a a2 | | e c2 —az —ax
0 0 b1 bio 0 0 1 0
0 0 by bog 0 0 0 1

(T AN[(C A\ _[IC+AO, —IA+AI \ [ C
“\loB)lo 1) \oc+Bo, —0a+BI )=\ 0O
ci1 ci2 0 0
co1 c2 0 0

0 0 b1 bi2
0 0 bo1  boa.

2)-

Kontrolu Ize provést pfimym vypoctem.
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Véta 1.108. Necht A = (Ai), i,k = 1,2,...,r je étvercovd blokovd matice, kterd md diago-
ndlni bloky opét ¢tvercové a poddiagonalni bloky jsou nulové: A;, = O pro i > k

Ay A ... Ay
O Agy ... Ag,
A= O O oo Az,
O ) oo A
Potom
|A| = [A11] - |Aga| -+ |Apr|-

Dukaz. Prevedeme si blok A1 na trojuhelnikovy tvar pomoci radkovych tprav, které neméni
hodnotu determinantu. Budeme pfitom pracovat pouze s bloky Aix a zbyvajici ztistanou beze
zmény. Opakovanym pouzitim Laplaceovy véty (véta 1.40) pro rozvoj podle prvniho sloupce
dostaneme

Agy ... Agy
Al = Ay - O ... Az
O ... A
Matematickou indukci pokracujeme a ziskame tvrzeni véty. O

Na blokové matice se prirozenym zptsobem pfendseji pojmy zavedené pro matice. Takze
mluvime-li o blokové trojihelnikové matici, znamené to, Ze vSechny bloky pod (nad) diago-
nalnimi bloky jsou nulové. Pokud srovnate tuto definici s definici 1.57, vidite, Ze se jedna
o prirozené pfeneseni pojmi matic na blokové matice. A podobné i v dalich pFipadech.

Véta 1.109. Blokové trojuhelnikovd matice (dolni nebo horni) je regquldrni, pravé kdyz vsechny
diagonalnt bloky jsou reguldrni.

Dukaz. Pfimym vypoctem. O
Veéta 1.110. Plati:

a) Soucin dvou dolnich trojuhelnikovych matic 7adu k je opét dolni tojuhelnikovd matice
radu k.

b) Soucin dvou hornich trojuhelnikovych matic Tddu k je opét horni tojihelnikovd matice
radu k.

¢) Soucin dvou diagondlnich matic adu k je opét diagondlni matice Tddu k.

Dukaz. Primym vypoctem. O
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Definice 1.111. Je-li 0 komplexni ¢islo a m pfirozené ¢islo, nazjva se Jordanovym!' blokem
Jm (o) ¢tvercova matice m-tého fadu

c 1 0 0 0
0 o 1 0 0
Ton(o) = 0 0 o 0 0
O 0 o0 ... o 1
O 0 0 ... 0 o

Matice je v Jordanoveé tvaru, je-li blokové diagonalni a kazdy jeji diagondalni blok je Jordantv
blok:

Im, (01) O O

@] Imy(02) ... O

J = O O O
@] (@] coe I, (07)

Cisla o;, které nemusi byt navzajem rtiznd, jsou vlastni ¢isla matice .J.

Vlastni ¢islo A matice J je kofen rovnice det(A] — J) = 0.

Véta 1.112. Jordanova.
Kazdd komplexni nebo redlnd matice je v komplexnim oboru podobnd nékteré matici v Jordanové
tvaru.

1.2.6 Strassentv algoritmus

V roce 1969 odvodil V.Strassen nasledujici postup pro nasobeni matic: Méjme dvé matice
a b a f
=(0a) 2= (05)

ac + by, af + bd
ca+dy, cB+dé )’

potom

c—a--(

Oznacme si soucty S; a souciny M;

S1 = c+d
Sy = c+d-—a,
——
St
S3 = a-—c
54 = c—l—d—a—b,
S
2

! Camille Marie Edmond Jordan (5.1.1838 — 21.1.1922) francouzsky matematik. Do r. 1873 pra-
coval jako inzenyr, pak vyucoval na polytechnice. Zabyval se algebrou, teorii ¢isel, teorii funkci, geometrii,
topologii, diferencidlnimi rovnicemi, teorii miry, a j.
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55 = 5—04,
S¢ = 5—04—(5,
——
Ss
57 = 5_B7
SS = /8_05_6_‘_7’
S
6

My = (c+d—a) - (B—a—0)=(S-S5)
cf+dB —af —ca—da+ aa —cd — dd + ad,

My = aa,

M; = by,

My = (a—o)(6—B) = ad—cd—ap +cB(= S5 - 7).
Ms = (c+d) - (B—a)=cB+dS —ca—da(= 5357),
Mg = (c+d—a—0b)d=cd+3—ad—bd(= 549)

M; = d(f—ad+~)=dS—da—ds+ dy(=dSs),

Sg = My— My =—cf—dp+af + ca+da+cd+dd — ad,
510 5’9+M4:—d5+ca—|—da+d5,
511 = 5'9+M5:aﬁ+c5+d5—a5,

c11 =512 = My+ Ms=aa+ by,
c12 =53 = S11— Ms=apf —bJ,
c21 =514 = Sio+ M;=ca+dy,
c22 =515 = S0+ Ms=cB+dd.

Ziskali jsme soucin dvou matic fadu 2 pomoci 15 s¢itani a odecitani, ale pouze 7 nasobeni. Podle
definice by bylo tfeba 4 s¢itani a 8 nasobeni.

Na prvni pohled se zdé, Ze vzorec je k ni¢emu, nebot jednak umoziiuje nésobit jen matice fadu 2
a ve srovnani s klasickym postupem usetii provedeni jednoho soucinu za cenu 11 novych souctt.

vvvvvv

Pii podrobnéjsim rozboru vsak zjistime, ze vzorec nikde nevyuziva toho, ze a,b,c,d, a, 3,7,6
jsou ¢isla a navic ani nepfedpokldda komutativnost nasobeni. Vzorec je tedy mozné pouzit
k nasobeni dvou ¢tvercovych matic fadu N, kde N = 2P je sudé ¢islo, tak, Ze nasobeni matic
A, B povaZzujeme za matice fadu 2 s koeficienty predstavovanymi maticemi fadu P. Operace +
a — ve vzorcich pro S; jsou potom séitani a odecitani matic fadu P a pri vypoctu soucint M;
budeme provadét maticové nasobeni.

N 4

Soucin matic je ¢asové naroc¢néjsi nez soucet nebo rozdil. P¥i postupu podle definice vyzaduje
totiz soucet & rozdil dvou matic fadu P provedeni P? operaci, zatimco soudin téchze matic
vyzaduje P?(2P — 1) operaci. TakZe pro dostateéné velké P je vyhodnéjsi provést navic 11
maticovych souctid, nez jedno maticové nasobeni.

Priklad 1.113. Pro N = 12 méame:
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Strasseniiv algoritmus celkem 3312 operaci
z toho 1512 néasobeni
1800scitani

Klasicky postup celkem 3312 operaci
z toho 1728 nasobeni
1584 séitani
Uz zde dosahuje Strassentiv algoritmus pfevahy, protoze ma méné nasobeni. Protoze pti nasobeni
matic se provadéji nejen aritmetické operace, ale i pomocné operace, jako presuny dat, Fizeni

cykld, rekurze a pod., je nutno jesté zvysit hodnoty N. Strassentv algoritmus je vyhodnéjsi pro
N > 24 pro sudé N a pro lichd N > 37. Blizsi podrobnosti viz [33], str. 46 — 55.

1.2.7 Maticové rovnice

Definice 1.114. Necht A € R,;,,, B € Ry, C € R, . Potom AX = B,YC = B jsou
maticové rovnice s nezndmymi maticemi X € R, ,, Y € Ry, .

Véta 1.115. Necht A, B jsou ctvercové matice 7ddu n, pricemZ A je requldrni. Potom jsou
jednoznacné tesitelné maticové rovnice AX = B, YA = B.

Dtikaz. Matice A je reguldrni, proto k ni existuje matice inverzni A~!. Vyndsobime celou
rovnice zleva matici inverzni, dostaneme

AX = B,

A'AX = A7'B,

X=A"B.
Protoze inverzni matice i soucin matic je definovan jednoznac¢né, je jednoznacné definovan i
vysledek. O
Véta 1.116. Maticové rovnice AX = B, YA = C,kde A je reguldrni matice vddu
n, B € R, py, C € Ry, ) jsou jednoznacné resitelné.

Dukaz. Analogicky jako u predchozi véty. Prava strana maticové rovnice nemusi byt stejného
radu jako matice A vlevo. O

Véta 1.117. Maticovd rovnice AX = B je fesitelnd prave tehdy, kdyz h(A) = h(A|B), kde
matice A|B vznikne zapsinim matic A, B vedle sebe.

Véta 1.118. Necht A € Ry, 1, B € Ry, jsou regquldrni matice. Potom je jednoznacné fesitelnd
maticovd Tovnice

AXB=2C,
kde X € Ry, C € Ry

)
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Dukaz. A, B jsou regularni, proto existuji k nim matice inverzni.
AXB=C,
A'AXBB™' = A"lcB™!,
X=A"'CB™.

Protoze inverzni matice i souéin matic je definovan jednoznacné, je jednoznacné definovan i
vysledek. O

(5 2)x(F8)=("% 1)

AXB=C,
X =A"1'cB™!,

1 -2 1 1 8 —6
-1_ -1_ -
A _—1<—5 3>’ b _2(—7 5)’
X_} -2 1) (14 16\ 8 —6
2\ -5 3 9 10 -7 5 )
1 2
X_(34>.

Priklad 1.119. Reste

1.3 Soustavy linearnich rovnic

1.3.1 Zakladni pojmy

Definice 1.120. Maticové rovnice Az = b, kde A € Ry, ., b € Ry 1, 2 € Ry, 1 se nazyva
soustava linedrnich algebraickiych rovnic.
V rozepsaném tvaru mame

ai1r1 + apxrs + ... + aT, = b
as1T1 + agery + ... + aspx, = by (1.1)
Am1T1 + ameTs + ... + GmnZn = by

A je matice koeficient, b je sloupec pravych stran, z je sloupec neznamych,

aill a9 ... Q1p ‘ b1
: azs  azp ... a2 ba - : <
matice (A|b) = " | se nazyva matice rozsifena .
Aml Am2 -+ Gmn | bm

Kazdy sloupec (sloupcovd matice) « pro ktery plati Ao = b se nazyva fesenim soustavy (1.1).
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Definice 1.121. Soustava (1.1) je 7eSitelnd, ma-li aspon jedno FeSeni.
Soustava (1.1) je jednoznacné tesitelnd, ma-li pravé jedno feseni.
Soustava (1.1) je viceznacné fesitelnd, mé-li vice nez jedno feSeni.

Definice 1.122. Soustava linearnich algebraickych rovnic se nazyva homogenni, jestlize je tvaru
Az = O, (1.2)
kde O je nulovy sloupec. V opa¢ném piipadé mluvime o nehomogenni soustave.

Definice 1.123. Je-li Ar = b nehomogenni soustava, pak pFidruZenou homogenni soustavou
rozumime soustavu Az = O (t.j. homogenni soustavu se stejnou matici koeficientti jakou ma
nehomogenni soustava).

Priklad 1.124. Mé&jme danu nehomogenni soustavu

3x1+ 20 —4xs =

T1 — 220 + X3

2$1 — Xy — 31‘3 ==
Pfidruzend homogenni soustava ma tvar

3r1+ 20 —4xs =

r1 — 229 + x3

21‘1—$2—3$3 =0

1.3.2 Reseni soustav

Véta 1.125. Necht soustava Ax = b md reguldrni matici koeficienti. Potom md tato soustava
prdvé jedno Feseni. MiZeme je urcit pouZitim “Cramerova pravidla (Cramerovijch vzorci)” :
k-ty clen Teseni je zlomek, v jehoZ jmenovateli je determinant matice koeficienti A a v Citateli
je determinant matice, kterou ziskdme z matice A nahrazenim k-tého sloupce sloupcem pravych
stran soustavy (1.1) a ostatni sloupce ponechame beze zmény.

Diikaz. Mame Az = b, |A| # 0, take existuje A~!. Potom

A Ay ... An
B 1 ) 1 A Ao ... Ao
r=A"1b="(adj A)b= — "2 | b
|A|( ) Al | - .
At Aoy ... Apn

Nyni si jen sta¢i uvédomit, ze v prvnim fadku matice adj A jsou algebraické doplnky ptislusné
k prvnimu sloupci matice A. Potom sou¢in prvniho fadku matice adj A se sloupcem b miZeme
podle Laplaceovy véty 1.40 chapat jako rozvoj determinantu matice podle prvniho sloupce, kde
matice ma jako prvni sloupec sloupec b a zbyvajici sloupce jsou z matice A. Obdobné pro dalsi
prvky. O

! Gabriel Cramer (31.7.1704 — 4.1.1752) $vycarsky matematik, ptirodovédec a technik. V matematice
se vénoval hlavné geometrii a teorii pravdépodobnosti. V r. 1750 vydal knihu o algebraickych kiivkach,
kde je v dodatku uveden zptisob vylouceni n — 1 neznamych ze soustavy n rovnic o n nezndmych. Pres
nevhodnou symboliku tim polozil zaklady teorii determinanti.
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Priklad 1.126. Najit feSeni soustavy rovnic

3x1 + x0 — 4dx3
T1—2x9+x3 = 5

2%1 —1'2—33?3 =

ReSeni. Urdéime si determinant matice koeficientt

3 1 —4
Al=|1 -2 1|=14
2 -1 -3

Determinant matice A je nenulovy, soustava je tedy jednoznac¢né fesitelna. Spoc¢it me si determi-
nanty matic D;, kde matice D; vznikne z matice A nahrazenim i-tého sloupce sloupcem pravych
stran nasi soustavy.

1 1 —4 3 1 —4 3 1 1
IDi|=]5 -2 1|=14, |DoJ=|1 5 1|=-28 |Ds|=|1 -2 5|=0
4 -1 -3 2 4 -3 2 -1 4
Potom z; = ‘ﬁj‘, takZe mame
14 —28 0
DT T Ty =gy =0

O

Vyhodnoceni: Cramerovy vzorce nam sice dédvaji pfesné feSeni, ale je zapotfebi pro né vypo-
¢itat (n+ 1) determinanti n-tého fadu. Pro rozsahlejsi soustavy je jejich pouziti problematické,
protoze ani s pomoci vypocetni techniky nejsme schopni urcit pfesné hodnoty determinanti.
Cramerovy vzorce pfedpokladaji regularitu matice koeficientd. Nedaji se proto pouzit pro libo-
volnou soustavu.

Véta 1.127. Frobeniova!, Kroneckerova? — Capelliho®, existené¢ni.
Soustava (1.1) je fesitelnd pravé tehdy, kdyz hodnost matice koeficienti se rovna hodnosti matice
roz§irene.

!Georg Ferdinand Frobenius (26.10.1849 — 3.8.1917) némecky matematik. Zabyval se hlavné al-
gebrou. Vyslovil existen¢ni vétu pro reseni soustavy linedrnich algebraickych rovnic. Patii mu vynikajici
prace z oblasti kvadratickych forem, maticového poctu a teorie koneénych grup. Zavedl fadu pojmu
moderni algebry.

2Leopold Kronecker (7.12.1823 — 29.12.1891) némecky matematik. Zabjval se teorii ¢isel, teorii
kvadratickych forem, teorii grup, teorii eliptickych funkci. Byl odptircem Cantorovy teorie mnozin. Od-
vodil metodu, kterou lze vidy nalézt vSechny raciondlni kofeny polynomu s raciondlnimi koeficienty ( i
kdyz mnohdy obtizné a zdlouhavé). Dokazal existenéni vétu pro FeSeni soustavy linearnich algebraickych
rovnic.

3Alfredo Capelli (5.6.1855 — 28.1.1910) italsky matematik, ptisobil v Neapoli. Vyznamné piispél
k rozvoji teorie algebraickych rovnic. Dale se zabyval teorii funkci komplexni proménné a teorii diferen-
cidlnich rovnic.
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Dukaz. Necht je soustava (1.1) Fesitelnd. Potom existuje sloupec
A= (LA, )

takovy, ze plati A\ = b. Vezmeme si matici rozsifenou soustavy (1.1) a od posledniho sloupce
odeCteme A\ nasobek prvniho sloupce, A3 nasobek druhého sloupce, atd. az A,, nasobek n-tého
sloupce. Dostaneme

a1 a2 ... Qi | b —Arann — Aearz — - — Apain
as;  ag2 ... Qzn | b2 — Aragr — Aeaga — -+ — Ayag,
(A[b) ~ |
Aml Am2 ... Qmn ’ bm - )\laml - )\2am2 - )\namn
Protoze A je FeSenim soustavy (1.1), tak plati pro v8echna i =1,2,...,m
bi — Aa;1 — A2 — -+ — A = 0.

V poslednim sloupci budou samé nuly a mame

a1 ai2 ... Qip | 0
(A|b) -~ asy a9 ... Qop i 0 ~ A
Am1 Am2 -+ Gmp | 0

Nulovy sloupec jsme vynechali. Pouzili jsme pouze elementarni upravy, které neméni hodnost
matice. Proto plati: Jestlize je soustava (1.1) Tesitelnd, potom h(A) = h(A|b).

Z druhé strany: Necht je h(A) = h(A|b) = k. Potom existuje bazovy minor fadu k, ktery musi
lezet v matici A. Necht je vlevo nahote. Potom podle véty 1.52 kazdy sloupec matice (A|b) je
linedrni kombinaci bazovych sloupcii. Bude tedy i sloupec b linedrni kombinaci bazovych.

b1 a1 a2 aik
bo as1 a22 asy,
=\ + Ao +o A =
bm am1 am?2 Amk
ail a12 a1k a1,k+1 a1n

=\ az21 HEDW az2 NI a2k +0 a2,k+1 40 a2n

am1 am2 mk Um,k+1 mn
To ovSem znamend, Ze sloupec A = (A1, A, ..., Ak, 0,. .., O)T je FeSenim soustavy (1.1). Neboli
plati: Jestlize je h(A) = h(A|b) = k, potom je soustava (1.1) FeSitelna. O

Dusledek 1.128. Je-li soustava (1.1) tesitelnd, t.j. h(A) = h(A|b) = h, pak pro h = n md
soustava (1.1) pravé jedno feseni a pro h < n md soustava (1.1) nekoneéné mnoho tesend, kterd
zavist na (n — h) parametrech.

Dusledek 1.129. Je-li soustava (1.1) Tesitelnd, t.j. h(A) = h(A|b) = h, potom nikdy nemize
nastat pripad, Ze h > n.
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Poznamka 1.130. POZOR:

h(A) < h(A|b) — soustava (1.1) nem4 FeSeni,

h(A) = h(A]b) — soustava (1.1) je Tesitelna,

h(A) > h(A]b) — POZOR CHYBA — nemuze nikdy nastat. Pfidanim dalsiho sloupce ma-
zeme hodnost matice zvysit, ale nikdy ne snizit.

Priklad 1.131. Reste soustavu

r+y+z =1
20+ y + 2z
r+y+3z = 2

Reseni. Protoze |A| = —2 # 0, jde o kramerovskou soustavu, kterd ma pravé jedno feSeni,
které si mtizeme urcit pomoci Cramerovych vzorci. Dostaneme

1 ] 1
€r = —— = Z = —.
2 ) y ) 2
O
Piiklad 1.132. Reste soustavu
r+y+z = 1
r+y+2z =
r+y+3z = 2
Reseni. |A| = 0, proto nemiizeme pouzit Cramerovych vzorct.
h(A) =2, h(A|b) =3 = h(A) # h(A|b).
Podle véty 1.127 nema soustava feSeni. O

Priklad 1.133. Reste soustavu

r+y+z =1
T+y+2z =
2042z +42 = 2

Reseni. |A| = 0, proto nemiizeme pouzit Cramerovych vzorct. Déle
h(A) =2, h(A|b) =2 = h(A) = h(A|b),

feSeni zavisi na jednom parametru ¢t € R:

r = 1-—t
y =1
z = 0.
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Véta 1.134. Homogenni soustava (1.2) je vidy tesitelnd.

Diukaz. Nulovy sloupec je vzdy fesenim, protoze AO = O.
Jiny zptisob dikazu: Vynechanim nulového sloupce se hodnost matice nezméni, proto h(A|0) =
= ((A) a podle Frobeniovy véty (véta 1.127) je soustava Fesitelna. O

Definice 1.135. Nulové feSeni soustavy (1.2) nazveme trividlnim.

Véta 1.136. Homogenni soustava (1.2) md netrividlni feseni prdvé tehdy, kdyz hodnost matice
koeficienttd je mensi jak pocet neznamijch.

Dukaz. Plyne pfimo z duasledkt véty 1.127. O

Véta 1.137. Necht u,v jsou dvé teseni soustavy (1.2). Potom i jejich libovolnd linedrni kom-
binace au + Pv je teSenim soustavy (1.2).

Dukaz. Necht u,v jsou feSenim soustavy (1.2). To znamen4, Ze plati
Au=0, Av=0.
Potom
Alou + pv) = A(au) + A(Bv) = cAu + fAv = a0 + SO = O.
O]

Dausledek 1.138. KaZdd linedrni kombinace libovolného poctu teSeni soustavy (1.2) je opét
reSenim soustavy (1.2).

Dukaz. Véta 1.137 mluvi jen o dvou FeSenich, ale jejich pocet neni omezen. Dilkaz se provede
matematickou indukci. O

Definice 1.139. Maximalni pocet linedrné nezavislych feseni soustavy (1.2) nazveme funda-
mentdlni soustavou fesent soustavy (1.2).

Véta 1.140. Kazdd viceznacné tesitelna soustava (1.2) md vZdy fundamentdlni soustavu tesent.

Dukaz. Necht h(A) = h < n. Potom, podle disledku véty 1.127, feSeni zavisi na (n — h)
parametrech. Parametry si volime jako sloupce jednotkové matice fadu n — h. Po dosazeni do
soustavy dopocitame zbyvajici neznamé. Celkem budeme mit n — h feSeni, kterd budou linedrné
nezavisla, protoze jednotliva feseni jou sloupcové matice a budou obsahovat nami pouzitou
jednotkovou matici. Je tedy mozné z nich sestavit nenulovy minor fadu n — h. O

Piiklad 1.141. Reste homogenni soustavu rovnic

3x1 4 229 4+ b3 4+ 204 + T =
6x1 + 4xo + Tx3 + 4x4 + b5
3x1 4+ 220 — x3 + 224 — 1125
6x1 + 4xo + x3 + 44 — 1325 =

Il
o o o o
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Reseni. Koeficienty soustavy si zapiSeme do matice a pomoci elementarnich ¥adkovych tGprav
si matici pfevedeme na stupnovity tvar.

32 52 7 32 52 7
6 4 74 5 00 -3 0 -9
32 -1 2 -11 00 —6 0 —18
6 4 1 4 —13 00 -9 0 —27
3202 -8
2 2 _8
looro 3 1305 -5
0000 0 0010 3
0000 0

Méame dvé rovnice o péti neznamych. Volime si proto tii parametry. Nezndmé, které jsou na
zacatku radku, jehoz predchozi koeficienty jsou nulové, muzeme dopocitat. Zbyvajici volime
jako parametry. Zvolme x9 = 3s, x4 = 3t, x5 = 3u, kde s,t,u € R. Potom

—2s — 2t + 8u —2 -2 8

3s 3 0 0

T = —9u =s 0 | +¢ O |+u] —9
3t 0 3 0

3u 0 0 3

T¥i sloupcové matice vpravo pak predstavuji fundamentalni soustavu reseni, protoze pokud si je
zapiseme jako sloupce do matice, tak druhy, ¢tvrty a paty fadek ndm vytvaieji nenulovy minor
fadu 3. O

Véta 1.142. Necht p, q jsou teSeni soustavy (1.1). Potom (p — q) je TeSenim pridruzené homo-
genni soustavy.

Dukaz. Necht p, ¢ jsou Feseni soustavy (1.1), potom plati
Ap=b, Aq=0.
A tedy
Alp—q) =Ap—Aqg=b—-b=0.
O

Dausledek 1.143. Soucet tesent soustavy (1.1) a tesent pFidruzené homogenni soustavy je te-
Senim soustavy (1.1).

Dukaz. Necht p je feSenim soustavy (1.1) a ¢ je feSenim pfidruzené homogenni soustavy. Neboli

plati
Ap=0b Aq=0.

Potom
Alp+q) =Ap+Aqg=b+0=|.

O]

Dusledek 1.144. Vsechna teseni soustavy (1.1) ziskdme jako soucet jednoho (parcidlniho)
reseni soustavy (1.1) a fundamentdlni soustavy feseni pridruzené homogenni soustavy.
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1.3.3 Gaussova elimina¢ni metoda

Definice 1.145. Dvé fesitelné soustavy linearnich rovnic se nazyvaji ekvivalentni, jestlize maji
stejnou mnozinu feseni.

Poznamka 1.146. Dvé ekvivalentni soustavy mohou mit razny podet rovnic, ale musi mit
stejny pocet neznamych.
Méjme dvé takové soustavy
Ax = b, Ar=1V.
Potom z podminek fesitelnosti plyne, ze
h(A) = h(A|b) = h(A") = h(A']V)).
Protoze maji stejnou mnozinu feseni, tak plati:

Aa=b < Aa=1.

Potom koneénym pocétem Fadkovych elementarnich tiprav lze matici (A|b) pfevést na matici
(A']D).

Pozor, zde uz nelze kombinovat fadkové a sloupcové tpravy. Mluzeme pouzivat pouze radkové
upravy a ze sloupcovch pouze vyménu sloupct v matici A, coz je vlastné pfeznaceni proménnych.
Pomoci povolenych elementarnich tprav si upravime soustavu Az = b na tvar

11yl +c12ye + - F CLpYn + CLpp 1Yl T iy = dy
C22y2 + -+ CopYn + Cont1Ynrl + o T Conyn = da
ChhYh + Chht1Yht1 + -+ Chn¥yn = dp
kde (y1,92,...,Yn) je vhodnd permutace proménnych (x1,z2,...,Ty).
Je-li h = n mé soustava praveé jedno feseni — jde o kramerovskou soustavu.
Je-li h < n, potom proménné Y1, ..., Y, prohlasime za parametry a soustavu upravime na tvar
ciayr +ci2ye + -t eipyn = di — CLa+1Yh+1 —  — Cln¥n
Copy2+ -+ capyn = d2 — Copt1Ynt1 —  — C2nln (1.3)
Chh¥Yn = dn — Chpy1Ynt1 = — Chnln
Tato soustava je ekvivalentni s ptivodni soustavou Az = b a kazdé volbé parametrt ypy1, ..., Yn
odpovida pravé jedno feSeni. Parametri je celkem (n — h). Jestlize za prvky yp41, ...,y bereme

sloupce regularni matice fadu (n — h), potom bereme za parametry linedrné nezavislé prvky
a obdrzime obecné FeSeni soustavy (1.1).
Tento postup se nazyva Gaussova eliminacni metoda.

Jestlize budeme dale pokracovat v fadkovych upravach, mizeme soustavu (1.3) upravit na tvar

y1 +0y2 + -+ 0y, = g1 — fip+1¥ns1 — - — fLa¥n
y2+-+ 0y = 92— font1¥n+1 — - — fonln
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Yh

9h = fhht1Yhs1 — - = fhn¥n

zde mame na hlavni diagonale vlevo jednotky a zbyvajici prvky nalevo jsou nulové. Tento postup

se nazyva Jordanova eliminace.
Piiklad 1.147. Reste soustavu

T1 + 229 + 3x3 + 44 + Dy
—2x1 + 329 + 4x3 + Sy + 625
—3x1 + 429 + dxg + 624 + Txs
—4x1 + dx9 + 623 + Txy + 825

Reseni. ZapiSeme si rozsifenou matici soustavy a pomoci
prevedeme na trojuhelnikovy tvar.

B~ W N

elementarnich radkovych tprav ji

1 2 3 4 5|1 1 2 3 4 5|1 1 2 3 4 5|1
-2 3 4 5 6|2 0 7 10 13 164 0 7 10 13 16 |4
-3 4 5 6 7|3 0 10 14 18 22|6 03 4 5 6|2
-4 5 6 7 8|4 0 13 18 23 28|38 0 6 8 10 12 |4

1 2 3 4 5|1 12 3 4 5|1 1 2 3 45 1

01 2 3 4|0 01 2 3 4|0 01 2 3 4] 0

0 3 45 6|2 00 -2 —4 —-6|2 0012 3|-1

000 O0O0(O0 00 0O 0 o0/0 0 00 O0O0] O

Ziskali jsme soustavu tfi rovnic o péti nezndmych
T, + 229 + 3x3 + 44 + D5 =
To+ 223+ 3x4+4z5 = 0
T3+ 2x4 +3x5 = —1

Zvolime si dva parametry x4 = s, x5 = t, kde s,t € R. Potom

r3 = —1—2x4—3x5=—-1—-2s—3t
To = —2x3—3x4—4x5=2+s+2t
r1 = 1—2x9—3x3—4x4 —5x5=0

Resenim nasi soustavy je z = (0,2 + s + 2t, —1 — 25 — 3t, 5, 1)7.

Casto byva vhodnéjsi pokracovat dale v maticovych tipravich a prevést si matici na diagonalni
tvar. V nasem piipadé budeme mit

128450 1Ny 4y oo 0 o] o
00123_1N010—1—22N01O—1—22
00000 0 oo0o1 2 3|-1 oo0o1 2 3|-1

Potom

1 =0,20 =24 x4 4+ 225,23 = —1 — 224 — 35

a analogicky jako v predchozim pripadé si volime dva parametry x4 a x5 a dostaneme stejny
vysledek. (0,2, —1,0,0)7 tvoii partikularni feseni a (0,1, —2,1,0)”, (0,2, —3,0,1)7 je fundamen-
talni soustava feSeni pridruzené homogenni soustavy. O
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Gaussova elimina¢ni metoda (a také Jordanova) ma rozsahlé praktické uplatnéni, zejména v nu-
merické matematice a technickych aplikacich.

Definice 1.148. Uloha je stabilni, jestlize drobna zména vstupnich hodnot vyvola jen drobnou
zménu ve vysledku.

Jakakoliv numericka tloha obsahujici soustavy linearnich algebraickych rovnic je obecné vzato
nestabilni.

Priklad 1.149. M¢é&jme dénu soustavu

20+ 6y = 8§,
2z 4 6.00001y = 8.00001,

kterd ma teseni x =1, y = 1.
Drobnou zménou zadani ziskdme soustavu

204+ 6y = 8§,
2z 4+ 5.99999y = 8.00002

kterd ale ma vyrazné odlisné feseni x = 10, y = —2.
Zména, vstupnich hodnot byla fadové 1075 a u vystupnich hodnot jde o piechod od jednotek
k desitkam.

U rozsahlejsich soustav mohou byt zmény jesté vyraznéjsi. Zalezi na tvaru matice koeficientii
soustavy. Plati: jestlize ma matice A a matice A~! srovnatelné prvky, potom je tiloha Az = b
stabilni. V opac¢ném piipadé jde o nestabilni alohu.

Priklad 1.150. V pfedchozim ptikladu méme

2 6
A= ( 2 6.00001 )

1 ( 6.000012 —6 ) _ < 300000.5 —300000 )

1
-1 i A -

|A]

Prvky matice A jsou fadové jednotky, prvky matice inverzni jsou fadové statisice, mame tady
vyrazné nestabilni matici.

Aplikace v tlohach numerické matematiky.

1. Aproximace funkci spline funkci.
2. Aproximace funkci metodou nejmensich ¢tverct.
3. Reseni obycejnych diferencidlnich rovnic.

4. ResSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic.
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1.3.4 Numerické reSeni soustav

Soustavu Az = b si upravime na tvar = Cxz+d, kde ¢;; = 0, ¢;j = a;5/ai; proi # j ad; = b;/ai;.
Potom Jacobiho metoda je uréeny vztahy

n
iL';C_H = Z Cijlt? + dl,
j=1
a Gaussova-Seidelova metoda je urcena vztahy
i—1 n
$§+1 = Z cijxé?ﬂ + Z Cijl‘? + dl,
j=1

j=i+1
ptitom horni index uréuje krok. Tyto metody se nedaji pouzit pro libovolnou matici.
n
Definice 1.151. Matice A je diagonalné dominantni, jestlize |a;| > > a4l

J=Li#i
Matice A je pozitivné definitni, jestlize 27 Az > 0 pro kazdy sloupcovy nenulovy vektor .

Véta 1.152.

1. Je-li matice A diagondlné dominanini, potom Jacobiho metoda konverguje pro libovolny
pocatek.

2. Je-li matice A diagondlné dominantni, potom Gaussova-Seidelova metoda konverguje pro
libovolny pocatek.

3. Je-li matice A symetrickd a pozitivné definitni, potom Gaussova-Seidelova metoda kon-
verguje pro libovolny pocdtek.

Pro feSeni soustav rovnic miizete pouzit i maplety, které byly umistény na siti:

Pojmy k zapamatovani

— Zopakovali jsme si praci s polynomy a rozklad na parcialni zlomky.
— Osvezili jsme si v paméti matice, determinanty, vypocet matice inverzni.

— Zopakovali jsme si TeSitelnost soustav linearnich algebraickych rovnic.

Kontrolni otazky

Co rozumime pojmem kofen polynomu?

. Kolik kofentt mé polynom?

. K ¢emu slouzi Hornerovo schéma?

. Existuje vzorec pro vypocet inverzni matice?

. Kdy je matice pozitivné definitni?

o Ul A W N e

. Je kazda soustava linearnich algebraickych rovnic fesitelna?
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Cvicdeni

1. Jsou matice linedrné zavislé a nebo nezéavislé?

1 0 1
2 -1 0
0 1 2
2. Urcete hodnotu deterninantu matice A,
—10 5 -7 4
-7 3 -9 3
A= -2 1 -1 1
-5 5 -3 5
3. Ur¢it hodnotu deterninantu matice A,
1 0 1 -1 0
0o 1 -1 1 1 -1
0o 1 -1 — 1 1
A= 0 -1 2 1 -2 1
0 0 O 0
0 -1 1 -1 0 -1
4. Urcit hodnost matice
1 0 2 3 -5
2 -1 0 0 2
4= 3 1 6 1 0
4 0 -2 1 1
5. Urcete inverzni matici k matici A, jestlize
2 0 7
A= 1 —4 -5
3 1 2
6. V zavislosti na parametru feste soustavu
1 + 1z + axz = 1
r1 + oaxry + r3 = 1
ary + w2 + w3 = 1
7. V zavislosti na parametru feste soustavu
dry + 4z + 4dzs = 1+«
81 + 6x9 + 4dr3 = 1

—3331 — 21‘2 — r3 = 1
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Vysledky

1. Matice jsou linedrné zavislé, protoze plati A1 + 245 — A3 = O.

2. Dvojnasobek druhého sloupce pficteme k prvnimu sloupci, Ke tfetimu sloupci pficteme druhy
a od ¢tvrtého sloupce odec¢teme druhy sloupec.

-10 5 -7 4 05 -2 -1

4] = -7 3 -9 3 _| 13 -6 0)_
-2 1 -1 1 01 0 O
-5 5 -3 5 55 2 0

Rozvineme determinant podle tfettho fadku a potom podle posledniho sloupce:

0 —2 -1 e
= (D61 -1 =6 0| =(-1)(-1)(-1)3 ’:28
5 2 0 b2

3. Rozvineme determinant podle prvniho sloupce

1 -1 1 1 -1
1 -1 -2 1 1
Al=1- (-] -1 2 1 —2 1
0 0 2 0 0
-1 1 -1 0 -1

Rozvineme determinant podle ¢tvrtého fadku

1 -1 1 -1
1 -1 1 1
-1 2 =2 1
-1 1 0 -1

A =2 (~1)+

Prvni fddek vyndsobemy (—1) pfi¢itdme ke druhému radku

1 -1 1 -1
0 0 0
A= -2 1 2 -2 1

Rozvineme podle druhého radku

1 -1 1
Al =-2-2- (=)D | —1 2 —2
—1 1 0
Tteti fadek pricteme k prvnimu
00 1

Al=—4-] -1 2 -2
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A rozvineme podle prvniho fadku

-1 2

— _4.(—1)(1+3)
T ]

‘:—4-((—1)-1—(—1)-2):—4.1:—4.

Hodnota determinantu matice A je rovna —4.

4. Prvni fddek vynasobeny (—2) pficteme ke druhému, prvni fddek vynasobeny (—3) pri¢teme
ke tfetimu a prvni fadek vynésobeny (—4) pfi¢teme k poslednimu radku.

1 0 2 3 =95
0 -1 -4 —6 12
0 1 0 -8 15
0 0 -10 —-11 21

A~

Prvni a posledni fddek opiseme, tieti pficteme ke druhému a zapiSeme tfeti fadek jako druhy

10 2 3 =5

A 01 0 -8 15
00 -4 -12 27
0 0 -10 —-11 21

Prvni t¥i fadky nechdme beze zmény, posledni fadek nésobime (—4) a pfi¢teme k nému
desetinasobek tretiho radku

1 0 2 3 =5
A~ 01 0 -8 15
00 —4 —-12 27
00 0 —76 186

Matice A je pfevedena na trojuhelnikovy tvar, ma ¢tyfi nenulové radky, prvni étyfi radky
a prvni ¢tyfi sloupce tvori nenulovy minor fddu 4 (jeho hodnota je 304), hodnost matice A
je proto rovna ctyfem.

5. Protoze |A| = —16 + 7 + 84 + 10 = 85, je matice A regularni a tedy k ni existuje m atice
inverzni. Uréime si jednotlivé algebraické dopliky.

-4 =5 1 -5

1 —4
A11=‘ 1 2’=—3,A12=—’3 2‘=—177A13='3 1‘=137
07 2 7 2 0
A21——’1 2‘—7,1422—‘3 2’——1771423——’3 1‘_—27
0 7 2 7 2 0
Potom

-3 7 28 1 -3 7 28
adj A= —-17 —17 17 a A‘lz% -17 —17 17
13 -2 -8 13 -2 -8

6.a#l,—2...a%r2(1,1,1),a:1...(1—s—t,s,t),a:—2... nema4 feseni

T.a#5... neméfeéeni,a:5...(—4—|—5,%—2s,s)



1.3 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC 53

Maplety

V nasledujicich mapletech si mizete nékteré studované pojmy priblizit, pripadné si sesta-
vit vlastni zadani piiklad.

Vypocet determinantu

Néasobeni matic

Inverzni matice

Rozklad na parcialni zlomky

Reseni soustav linearnich rovnic pfimymi metodami

Hornerovo schéma

N Ot W

Vypocty funkénich hodnot


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Determinant.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/nasobeniMatic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/InvMatice.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/ParcZlomky.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SoustavaLinRovnic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/HornerovoSchema.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/funkcniHodnoty.html
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2 Pravdépodobnost

Pruvodce studiem

Se zdklady teorie pravdépodobnosti jste se seznamili v pfedmétu Matematika 3. ProtoZe budeme
potrebovat pravdépodobnost v pribéhu celeho kurzu, zaradili jsme zde dikladné opakovani.

Nejdrive si fekneme co jsou to jevy, ketré budeme studovat, zavedeme si klasickou i axiomatickou
pravdépodobnost, ukdZeme si pouZiti pfi vypoctech pravdépodobnosti.

Potom si nadefinujeme nahodnou veli¢inu a budeme dale studovat jeji vlastnosti.

Uvedeme si nejcastéji pouzivand rozdéléni a to jak diskrétni, tak i spojita. V' zavéru se seznamime s
limitnimi vétami, které ndam mohou dobre poslouZit pfi nahrazeni jednoho rozdéleni jinym, se ketrym
se bude lépe pocitat.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Resit zakladni alohy z pravdépodobnosti.
e Pracovat s ndhodnou veli¢inou a jejimi charakteristikami.
e Zvladat zakladni rozdéleni a praci s nimi.

e Pracovat s tabulkami hodnot vybranych ndhodnych veli¢in.

2.1 Jevy a jejich vlastnosti

Definice 2.1. Na neprazdné mnoziné B definujme operace N (prinik) a U (sjednoceni), které
splnuji podminky:

1.
a) anb=bnNa, aUb=>bUa
b) ana=a, ala=a
c) (anb)nc=an(bnNec), (aUb)Uc=aU (bUc)
d) aU(and)=a, anN(aUb) =a
e) aU(bne) =(aUb)N(aUc), an((dUc)=(anb)U(anc)
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2. V mnoziné B existuje nejvétsi prvek I a nejmensi prvek (), pro které plati:

a) and=0, aUl=a
b) anl=a, aUl=1I

3. Ke kazdému prvku a € B existuje komplement a, pro ktery plati:
ana=0, aUa=1

Potom B = (B,N,U, 0, I,) nazveme Booleovou algebrou

Definice 2.2. Jevem nazveme vysledek provedeného pokusu.

Jevy mohou byt jisté, ndhodné, nemozné. Je to déleni relativni, vzdy vztazené na dany soubor
podminek.

Priklad 2.3. Pfi hodu hraci kostkou bude:

jev jisty - padne kladny pocet bodt,
jev ndhodny - pocet bodn,
jev nemozny - padne zaporny pocet bodt.

2.2 Definice, zakladni vlastnosti, priklady

Definice 2.4. Jev B je ndsledkem jevu A (jev A je ¢asti jevu B), jestlize pfi nastoupeni jevu
A nastupuje vzdy i jev B.

Oznadeni: A C B.

Véta 2.5. Pro libovoln€ jevy A, B, C plati:

1. ACA.

2. Jestlize AC B,B C C, potom A C C.

Priklad 2.6. A - pfi hodu kostkou padne ¢tyfka.
B - pii hodu kostkou padne sudé ¢islo,
potom je jev A C B.

Definice 2.7. Jestlize soucasné plati A C B a B C A, pak jsou jevy A, B ekvivalentni a piSeme
A=B.

Véta 2.8. Pro libovolné jevy A, B, C plati:
1. A=A.

2. A = B tehdy a jen tehdy, kdyz B = A.

3. Jestlize A= B,B = C, potom A=C.
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Definice 2.9. Prunik C jeva A, B se nazyva jev ekvivalentni se soucasnym nastoupenim jevi
A, B. Zna¢ime C = AN B.

Véta 2.10. Pro libovolné jevy A, B,C plati:

1. AnA=A.
ANB=BnNA.
(ANB)NC=An(BNOC).
ACB=ANB=A.
(AN B) C A.
(AN B) C B.

A N N

Jestlize C C A,C C B=C C (AN B).

Definice 2.11. Sjednocenim jevu A, B se nazyva jev C, ekvivalentni s nastoupenim alespon
jednoho z jevii A, B. Oznaceni C' = AU B.

Véta 2.12. Pro libovolné jevy A, B, C plati:

1. AUA=A.
AUB=BUA.
(AUB)UC =AU (BUCQ).
ACB=AUB=B.
ACAUB.

B CAUB.

NS o

AcC,BCcC= (AUB)cCC.

Definice 2.13. Jistym jevem nazveme jev, které za daného systému podminek musi vzdy na-
stat. Znacime jej I. NemozZnym jevem nazveme jev, ktery za daného systému podminek nastat
nemtize. Znacime jej (.

Véta 2.14. Pro libovolny jev A plati:

1. )c AJAC.
2. 0NA=0,INA=A.
3. DUA=ATUA=1.

Definice 2.15. Jevem opacnym k jevu A rozumime jev ekvivalentn™ s tim, Zze jev A nenastoupi.
Oznacujeme jej A.

Véta 2.16. Pro libovolny jev A plati:
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1. (4) = A
2. AUA=T1,ANnA=.

Véta 2.17. Pro libovolné jevy A, B plati de Morganovy vzorce:

Il
b N

1. AuB

N
U

v

2. ANB=A

2.3 Elementarni jevy

Definice 2.18. Elementdrni jevy jsou takové jevy, rizné od jevu (), které se nedaji rozlozit na
dalsi jevy riizné od jevu 0.
Jev E je elementarni, kdyz ze vztahu £ = AU B plyne E = A nebo E = B.

Jestlize mame mnozinu elementarnich jevi {E;,7 € J}, pro kterou plati | J F; = I, pak mluvime
i€J
o Uplném systému elementdrnich jevi.

Definice 2.19. Jevy A, B se nazyvaji disjunktni (navzajem neslucitelné), nemohou-li nastat
soudasné, tzn. AN B = .

Véta 2.20. Dwva rizné elementdarni jevy jsou navzdjem disjunktni.

Dukaz. Méjme dva rizné elementarni jevy Ei, Fo. Oznacme
X = FE1 N Es,

Y:ElﬁEQ,
Z =FEiNE,.

Potom
XUZ=FE,,

XUY =EF

a podle definice 2.18 proto plati, ze bud X = F; anebo Y = Ej.
a) Necht Y = Ej, potom
E1 = E1N By,

X =FE1 Nk,

dosazenim dostaneme )
X = (ElﬂEQ)ﬂEQ:ElﬁQ):Q).
b) Necht X = F;, potom
Ei=FEiNEy= FE CEs.

A soucasné
XNZ=0=X=0.
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2.4 Axiomaticka definice pravdépodobnosti

Autorem axiomatické teorie pravdépodobnosti, prijaté dnes na cekém svété, byl sovétsky ma-
tematik A. N. Kolmogorov. Jeho teorie byla poprvé publikovana v roce 1933 a je budovana na
zékladé teorie mnozin a teorie miry.

Véta 2.21. Necht M je mnoZina jevi, pro kterou plati:
1. ABeM=AUBe M,ANB e M,
2.0 e M, I €M,
3. Ae M= AeM.
Potom (M,U,N,0,1,7) je Booleova algebra.
Definice 2.22. o-algebrou nazyvame Booleovu algebru jevi v piipadé, zZe jevll miize byt ne-

koneéné mnoho a plati, Ze ke kazgdé posloupnosti jevii {4;, Ag, ...} existuje jejich sjednoceni
U Az a prfmik ﬂ Az
i i

Definice 2.23. Ozna¢me M néjakou o-algebru jevi. Pravdépodobnost, ze za urcité situace
nastane jev A € M vyjadfuje hodnota funkce p(A), ktera spliiuje podminky:

1. p(A) >0VAe M,
2. p(I) =1,
3. pro mnozinu {A;},i € J navzajem disjunktnich jevi plati
p (U Ai) = " p(4).
icJ icJ
Dvojici (M, p) budeme nazyvat pravdépodobnostnim prostorem.

Véta 2.24. Necht (M, p) je pravdépodobnostni prostor. Potom plati:

1. Jestlize A,Be M,ANB =0 = p(AUB) = p(A) + p(B).

(

(
4. p(A) =1-p(A).
5. p(AU B) = p(A) +p(B) — p(AN B),

6. Jestlize je A C B, potom p(A) < p(B).
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2.5 Klasicka pravdépodobnost

Véta 2.25. Necht (M, p) je pravdépodobnostni prostor, M je koneénd o-algebra, kterd obsahuje
n elementdrnich jevi, tvoricich uplny systém elementdrnich jevi

{E;,i=1,...,n} takové, §e p(E1) = p(Es) = -+ = p(Ey) = e

Necht jev A € M lze rozloZit na m navzdjem riznych elementdrnich jevi. Potom plati

Véta 2.26. Véta o geometrické pravdépodobnosti.
Necht (M, p) je pravdépodobnostni prostor. Necht o-algebra jevi je systém podmnozin A mno-
ziny 1, které maji miru || A||. Potom
A
p(A) = T=r-
1]

2.6 Podminéna pravdépodobnost

Definice 2.27. Necht (M, p) je pravdépodobnostni prostor. Necht nastoupil jev B € M, p(B) #
= 0. Podminénou pravdépodobnosti jevu A € M za predpokladu, Ze jev B nastal nazveme vyraz

B p(AN B)

Véta 2.28. Viastnosti podminéné pravdépodobnosti.

1. pp(0) =0.
2. pB(B) =1.
3. Ae M,ANB=0=pp(A) =0.

~o_k

Ae M,BC A= pp(A)=1.
5. A€ M,BC A= pa(B) =18 kde pa(B) = 2400,
6. pr(A) =p(A).

Véta 2.29. Necht (M, p) je pravdépodobnostni prostor, A, B € M. Potom pro pravdépodobnost
praniku jevi A, B plati

p(ANB) =pp(A)-p(B).

Véta 2.30. Necht (M,p) je pravdépodobnostni prostor, A, B € M,p(A) # 0,p(B) # 0. Potom
plati

pB(A) - p(B) = pa(B) - p(A).
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Véta 2.31. Necht M, p) je pravdépodobnostni prostor, A; € M,i =1,...,n. Pro vypocet prav-
dépodobnosti soucasného nastoupeni n jevi plati

p(Al N A2 N...N An) = p(Al) . pA1 (AQ) : pAlﬂAz (A3) . -pAlﬂ...ﬂAn_l(An)'

2.7 Nezavislé jevy

Definice 2.32. Necht (M,p) je pravdépodobnostni prostor. Jevy A, B € M jsou nezavislé,
jestlize plati aspon jedna z podminek:

L. p(B) = 0 nebo pp(A) = p(A),
2. p(A) = 0 nebo pa(B) = p(B),

Podminky 1. a 2. definice 2.32 jsou ekvivalentni. P¥i diikazech staci proto provéfit platnost jen
jedné z nich.

Véta 2.33. Jevy A, B € M jsou nezdvislé, pravé tehdy, kdyz plati
p(ANB) = p(A)p(B). (2.1)

Dikaz.

a) Nechf plati vztah (2.1).

Potom je-li p(B) = 0, jsou podle definice 2.32 jevy A, B nezavislé.

Je-li p(B) # 0, potom

pi(A) = p(ANB) _ p(A)p(B)
p(B) p(B)

a podle definice 2.32 jsou jevy A, B nezavislé.

b) Necht jsou jevy A, B nezavislé, potom je-li p(B) = 0 vztah (2.1) plati. Je-li p(B) # 0, potom

= p(A).

p(ANB)
p(B)

I v tomto piipadé vztah (2.1) plati. O

p(A) = pp(A) = = p(AN B) = p(A)p(B).

Definice 2.34. Necht (M, p) je pravdépodobnostni prostor, My C M. Jevy mnoziny M jsou
navzdjem nezdvislé, jestlize pro kazdy jev A € Mj plati, Ze je nezavisly na libovolném jevu
podmnoziny My C {Ml \ {A}} = M N A;.

Véta 2.35. Necht (M,p) je pravdépodobnostni prostor, A; € M,i = 1,...,n. Jestlize jevy
mnoziny { A1, ..., A} jsou navzdjem nezavislé, potom

p(A1NA2N...NAp) =p(A1)p(As) ... p(An).

Priklad 2.36. Hézime dvéma kostkami. Jev A; - padne liché ¢islo na prvni kostce, jev Ay -
padne liché ¢islo na druhé kostce, jev A3 - soucet na obou kostkich je sudé. UrcCete pravdépo-
dobnosti jevi Ay, As, Az a jejich nezavislost.
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Reseni.
1 1 1
p(Al) = 57 p(AQ) = 57 p(A3) =5
p(Al M Ag) 3% 1
A = = V= = — = A
Pa. P(Az) % 2 p( 1)
Jevy Ai, As jsou nezavislé.
p(Al N Ag) 3% 1
A = —— = — = - = A .
Pas A1 (As) I p(Ar)

Jevy Ai, As jsou nezavislé.
pA10A2A3 =1# p(Ag).

Jevy Aj, Ao, A3 jsou zavislé. O

Véta 2.37. Necht (M, p) je pravdépodobnostni prostor. Pro kazdy jev A € M plati

1. 0, A jsou nezdvislé jevy,
2. 1, A jsou nezavislé jevy.

Véta 2.38. Jevy A, B € M jsou nezdvislé, jsou-li nezdvislé jevy A, B % A, B # A, B.

2.8 Uplna pravdépodobnost

Véta 2.39. O dplné pravdépodobnosti.

Necht (M, p) je pravdépodobnostni prostor a { By, ..., By} je uplny systém navzdjem disjunktnich
jevi ze o-algebry M, pro které plati p(Bj;) # 0,7 = 1,...,n. Potom pro libovolny jev A € M
plati

p(A) = pp;(A) - p(B;)
j=1

Priklad 2.40. Mame n kloboukt a v kazdém je a bilych a b éernych kuli¢ek. Z prvniho klobouku
nahodné vyjmeme jednu kulicku a prendame ji do druhého, poté z druhého klobouku prendame
jednu kulicku do tfetiho, atd., z n—1 klobouku prenddame jednu kulicku do posledniho klobouku.
Z posledniho klobouku vyjmeme jednu kulicku. Urcete pravdépodobnost, ze bude bila.

Reseni. Pravdépodobnost vytaZzeni bilé kuli¢ky z prvniho klobouku je

a
a+b

p(Bl) =

Pravdépodobnost vytazeni bilé kulicky z druhého klobouku je podle véty 2.39 o tplné pravdeé-

podobnosti
a+1 a a b
B2) = _
p(B2) <a+b+1><a+b)+<a+b+1><a+b>
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a a+1 n b _a
a+b)\a+b+1 a+b+1) a+0d

Méme tedy p(B1) = p(B2). Pokracujeme déle po indukci a dostaneme

p(B1) = p(B2) = --- = p(Bn).

2.9 Bayesova véta

Véta 2.41. Bayesova véta.

Necht (M, p) je pravdépodobnostni prostor a {Bi,...,B,} je uplny systém navzdjem disjunkt-
nich jevi ze o-algebry M, pro které platip(B;) # 0,5 = 1,...,n. Potom pro libovolny jev A € M,
pro které plati p(A) # 0, plati Bayestiv vzorec pro k =1,...,n

B, (A) - p(By)

pA(Bk) = .
5 i, (4) 515,
j=

Priklad 2.42. Ve skupiné 10 studentt, ktefi se dostavili ke zkousce, jsou 3 pfipraveni vyborné,
4 dobfe , 2 primérné a 1 Spatné. Material ke zkousce obsahuje 20 otazek. Vyborné pfipraveny
student odpovi na vSechny otéazky, dobfe pfipraveny na 16, primérné piipraveny na 10 a Spatné
pripraveny na 5. Nahodné vybrany student odpovédél spravné na vsSechny tfi ndhodn zadané
otazky. Urcete pravdépodobnost, Ze Slo o Spatné pripraveného studenta.

Reseni. Pouzijeme Bayestiv vzorec. Jev A — student odpovédél na vSechny tii zadané otazky.
Uplny systém disjunktnich jevi je

H; — vyborné pripraveny student,

Hy — dobfe pripraveny student,

Hs — primérné pripraveny student,

H, — $patné pripraveny student.

PH, (A) =1,

161514 .

109 8 .
5 4 3

i, (A)p(Ha)
i1 pi; (A)p(H;)

pa(Hy) = = 0.002.
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2.10 Opakované pokusy

Véta 2.43. Bernoulliova posloupnost nezavislych pokusi.
Provedeme n po sobé jdoucich pokusi, pricemz pri kazZdém pokusu mizZe nebo nemusi nastat
jev A. Necht jsou vysledky pokusti na sobé nazdvislé a necht ddle v kazdém z pokusi plati, Ze

p(A) = p,p(A) = ¢ = 1—p, neboli pravdépodobnost nastoupeni jevu A je v kkaZdém pokusu stdle
stejnd. Potom pravdépodobnost, Ze jev A nastane béhem n pokust prdave k-krdt, k < n je rovna

n _
b(n,p, k) = <k>pkq” k.

Véta 2.44. Veta o zavislych pokusech

Necht je ddn soubor N prvki, z nichZ M vykazuje sledovany znak a N — M prvki tento znak
nemd. Vybereme postupne ndhodné n prvkid, z nichZ Zdadny nevracime zpét. Pravdepodobnost
toho, Ze vybereme pravée k prvki majicich sledovany znak a n — k prvku, které tento znak nemaji

(jev A) je rovna s
o)

()

p(A) =

2.11 Nahodna veli¢ina

Véta 2.45. Necht U je o-algebra ¢iselngch mnozin, generovan intervaly (—oo,a),a € R. Potom
plati:

1. {a,+0) € U Va € R,

2. (a,+00) €U, (—o0,a) € U,

3. {a,b) € U, (a,b) € U,

4. {2} e UVz eR.

Definice 2.46. Ndhodnd velic¢ina X je redlna funkce X(w) definovana na pravdépodobnostnim
prostoru (M, p),w € M, takovd, ze pro kazdé x € R je mnozina

{we MX(w) <z}

ndhodném jevem. T.j. hodnota ndhodné veli¢iny je jednozna¢né urcena pokusem a Vr € R
mizeme uréit pravdépodobnost p = p(X < ).

2.12 Distribuéni funkce

Definice 2.47. Necht X je nahodna veli¢ina definovana na (U, p). Funkci F'(x) definovanou
vztahem
F(z) = p(X € (—00,1)) = p(X < )

nazveme distribucni funkci ndhodné veli¢iny X.
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Véta 2.48. Viastnosti distribucni funkce:
Necht F(x) je distribucni funkce. Potom pro vsechna x € R plati:

1. 0< F(z) < 1.
2. F(x) je neklesajici funkce.

3. F(z) je spojita zleva (hli%l F(z+h)=F(x).
s

4. lim F(zx)=0. lim F(z)=1.

T——00 T—-+00

5 p(X=z)= lim F(z+h)— F(z).

h—0t

6. p(x1 <X <) = F(z2) — F(x1).

2.13 Diskrétni a spojita nahodna veli¢ina

Definice 2.49. Necht F'(z) je stupriovita funkce, tzn. Ze existuje posloupnost {z,},n =1,2,...
takova, Ze na intervalech (z;,x;+1] je F(z) konstantni. Potom se X nazyva diskrétni ndhodnou
veli¢inou.
Necht F(x) je spojité a po ¢astech hladkd na mnoziné R. Potom se X nazyva spojitou ndhodnou
veli¢inou.

Dausledek 2.50. V bodé x, kde je F(x) spojitd plati p(X = z) = 0.

Véta 2.51. Necht je ddna funkce F(x) definovand na R. Spliiuje-li F(x) podminky 1 — 4 véty
2.48, pak existuje ndhodna velicina X, definovand na (U, p) s distribuéni funkci F(x).

2.14 Vlastnosti nahodné veliciny

Definice 2.52. Necht X je diskrétni ndhodna veli¢ina nabyvajici hodnot z konecéné a nebo
spocetné ¢iselné mnoziny S (mnozina S je mnozina bodt nespojitosti distribuéni funkce F'(x)).
Na mnoziné S definujeme funkei f(x;) vztahem

flx) =p(X =ua;), Va; € S.
Potom funkei f(x) nazveme frekvencéni funkci ndhodné veli¢iny X.

Véta 2.53. Pro distribucni funkci F'(x) diskrétni nahodné veli¢iny X nabyvajici hodnot z mno-
Ziny S a frekvenéni funkci f(x;) plati

Fa)= Y fla).

T €S, x;<x
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Véta 2.54. Pro frekvencni funkci f(x) diskrétni ndhodné veli¢iny X nabyvagici hodnot z mno-

zZiny S plati Z

z; €S

Priklad 2.55. Sestavte frekvenc¢ni funkci pro Bernoulliovu posloupnost nezavislych jevii pro
n=5ap=0.2.

Reseni. Podle véty 2.43 mame

Po dosazeni dostaneme

k 0 1 2 3 4 5
f(k) | 0.32768 | 0.40960 | 0.20480 | 0.05120 | 0.00640 | 0.00032
Tim méame urdenou hledanou frekvenéni funkci. O

Definice 2.56. Necht X je spojitd ndhodné veli¢ina s distribuéni funkci F'(x). Funkci hustoty
pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X nazveme realnou funkci f(x) pro kterou plati:

1. f(z)>0Vx eR,

+00
2. [ flz)dz =1,

3. F(x)= [ f(t)dt.
Dusledek 2.57. 1. V bodé x, kde je F(x) spojitd, plati f(x) = F'(z).
2. Funkce hustoty f(z) je bud spojitd a nebo po cdstech spojitd.

3. Plati mll)Ithloo f(z)=0.

Priklad 2.58. Mame zadanou funkci

—a re<a, b >,
0,  jinak.

Ovéite, Ze se jedné o funkci hustoty nékteré ndhodné veli¢iny a urcete jeji distribuéni funkei.

400 b 1 1
dr = dr =
/Oo f(x)dx /ab—ax P

Reseni.
1
b
= b—a)=1.
b_a( a)

a

Protoze funkce f(x) je nezdpornd, jedna se o funkci hustoty.

Pro distribuéni funkci plati

F(z) = /_ .
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Po integraci dostaneme

0, z < a,
F(z) = gg:a, a<z<b,
1, x> b.

O]

Véta 2.59. Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X s distribucni funkci F(x) a pro libovolnd redlnd
¢isla x1,x9,x1 < 9 plati

p(r1 <X <) =p(r1 <X <m9) =p(r1 < X< 19) =plr; <X < ag) = F(ag) — F(xy).

Véta 2.60. Pro spojitou nahodnou velicinu X s funkci hustoty f(x) a pro libovolnd redlnd cisla
1, T2, x1 < xo plati

plzy <X <) = /x2 f(t)dt.

Dusledek 2.61. Funkce hustoty f(x) je bud spojitd a nebo po cdstech spojitd funkce.
Dale plati lim f(x) =0, lim f(z)=0.
T——00 T—>+00

2.15 Vicerozmérna nahodna velidina

Definice 2.62. Necht Xi,Xo,..., X, jsou ndhodné veli¢iny definované na pravdépodobnost-
nich prostorech (Ui, p1), (U2, p2),- .., (Un,pn). Necht vSechny veli¢iny jsou stejného typu (bud
diskrétni a nebo spojité). Potom n-tici (X1, Xy,...,X,,) nazveme n-rozmérnou ndhodnou velici-
nou.

V ptipadé n = 2 dostaneme dvourozmeérnou nahodnou veli¢inu, kterou budeme oznazovat jako
dvojici (X, Y).

Definice 2.63. Necht (X,Y) je dvourozmérnd ndhodné veli¢ina. Simultdni distribucni funkci
F(x,y) budeme nazyvat funkci definovanou vztahem

F(z,y) =pX <z AY <y).

Véta 2.64. Simultani distribucni funkce F(x,y) dvourozmérné ndhodné veliciny (X,Y) md
ndsledugict vlastnosti:

1. 0 < F(z,y) <1,

2. jestlize x1 < w2,y1 < Y2, potom F(x1,y1) < F(22,y2),

3. lim  F(z,y) = F(zo,Y0),

T=Ty Y=Yy

4. lim F(z,y)= lm F(z,y) = lim F(z,y) =0,
T——00 Yy—>—00

T——00,Yy——00

5. lim F(xz,y) =1.

T—+00,Yy—+00
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Definice 2.65. Jsou-li u dvourozmérné ndhodné velic¢iny (X,Y) obé veli¢iny X i Y diskrétni,
pak hovorime o diskrétni dvourozmérné nahodné veli¢iné, ktera nabyva nejvyse spocetné mnoha
hodnot tvoricich mnozinu T'. Na T definujeme simultdni frekvencni funkci

Véta 2.66. Pro dvourozmérnou diskrétni nahodnou velic¢inu plati

Fla,y)= Y [y,

T <T,Y; <Y

> flay) =1

(xi,y5)€T

Definice 2.67. Jsou-li u dvourozmérné ndhodné velic¢iny (X, Y) obé veli¢iny X i1 Y spojité, pak
hovofime o spojité dvourozmérné nadhodné veli¢iné. Simultdni funkce hustoty f(x,y) je funkce
pro kterou plati

1. f(z,y) > 0Vz,y € R,
+00 400

2. | | fw,y)dedy =1,

—00 —O0

3. F(x,y) = }J <f f(u,v)du) dv.

—00

Véta 2.68. Pro dvourozmérnou spojitou ndhodnou velicinu plati

1. pfX=2,Y=y)=0Vz,y € R,

2

2. V bodech spojitosti funkce hustoty je f(z,y) = %@F(x,y)

2.16 Marginalni rozlozeni

Véta 2.69. Méjme dvourozmérnou nahodnou velicinu (X,Y). KaZdd z velicin X, Y md svoje
rozdéleni. Necht X md distribuéni funkci Fy(x), Y md distribucni funkci F3(y) o (X,Y) md
simultdnd distribucéni funkci F(x,y).Pak plati

1. p(X<z)=pX <2,Y € (—00,+0)),
2. p(Y <y) =p(X € (—o0,+x),Y <y),
3. Fi(z)= lim F(z,y),

Y—r—+00

4. Fa(y) = lim F(z,y).

T—+00
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Definice 2.70. Distribu¢ni funkce Fj(x), F»(y) se nazyvaji margindlni (okrajové) distribuéni
funkce.

Definice 2.71. Pro diskrétni dvourozmérnou ndhodnou veli¢inu (X, Y) se simultani frekvenéni
funkei f(x;,y;) definujeme margindlni (okrajové) frekvenéni funkce fi(x;), f2(y;) nasledovné:
Necht X nabyva hodnot z mnoziny 77, Y nabyva hodnot z mnoziny 75, potom

fil@) = > f@oy), faly) = > flaiy;).

Y €Ty x; €T

Pro spojitou dvourozmérnou nadhodnou veli¢inu (X,Y) se simultdni funkci hustoty f(z,y) defi-
nujeme margindlni (okrajové) funkce hustoty fi(x), f2(y) nasledovné:

+o0
fi(x) = / f(y)dy,

—0o0

faly) = / " ey

—0o0

2.17 Nezavislé nahodné veli¢iny

Definice 2.72. Nechf X je ndhodné veli¢ina definovand na pravdépodobnostnim prostoru
(U,p1), Y je ndhodna veli¢ina definovand na pravdépodobnostnim prostoru (U, ps). Jestlize
pro vSechny mnoziny A,B € U jsou jevy X € A, Y € B navzajem nezavislé (t.j. plati
p(X € AY € B) = ;mi(X € A) - po(Y € B)), pak nazyvame X,Y nezdvislymi ndhodnymi
velicinami.

Véta 2.73. Necht (X,Y) je dvourozmérnd ndhodnd velicina se simultdni distribucni funkcé
F(x,y). Necht Fi(x), Fa(y) jsou marginalni distribucni funkce. Potom XY jsou mezdvislé na-
hodné veli¢iny prave tehdy, kdyz

F(x,y) = Fi(z) - Fa(y).

Véta 2.74. Necht (X,Y) je diskrétni dvourozmérnd ndhodnd veli¢ina se simultani frekvencni
funkct f(x;,y;). Necht fi(x;), f2(y;) jsou marginding frekvencni funkce. Potom X,Y jsou nezd-
vislé nahodné veli¢iny prave tehdy, kdyz

f(@isyy) = fi(@i) - falys)-

Véta 2.75. Necht (X,Y) je spojita dvourozmérnd ndhodna velic¢ina se simultani funkci hustoty
f(z,y). Necht fi(x), fa(y) jsou margindglni funkce hustoty. Potom X,Y jsou nezdvislé ndhodné
veliciny pravé tehdy, kdyz

fl.y) = fi@) - fa(y).

Dikaz.
a) Necht X,Y jsou nezavislé nahodné veli¢iny, potom plati F(z,y) = Fi(z)F(y).

0%F(z,y) _ 0*(Fi(z)Fa(y) _ OFi(z) 9F3(y)

flx,y) = =

oxdy 0xOy O Dy = f1(z) f2(v).
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b) Plati-li f(z,y) = fi(x)f2(y), potom

(2.9) / / fry dxdy—/;/:fl(fﬂ)fz(y)dwdyz

T y
| @i [* ptidy = @),
Velic¢iny X, Y jsou nezavislé. O

Priklad 2.76. Nechf (X,Y) je spojitd ndhodna veli¢ina se simultani funkci hustoty

1

ran={ 4

re<—1,1>ye< —1,1>,
jinak.

Rozhodnéte, zda jsou (X, Y) nezavislé.

Reseni. Pro marginalni funkce hustoty plati

+oo +o00
fi(x) = / F,y)dy, Faly) = / J(x,y)de.

— 00 —00

Po integraci dostaneme

0, <-1,
filz)=4¢ 3, ze<—1,1>,
0, x>1.

Analogicky pro druhou proménnou dostaneme

0, y< -1,
Ply)=1 3, ye<-11>,
0, y>1.
Takze plati f(z,y) = fi(z)f2(y) a podle véty 2.75 jsou X, Y nezavislé. O

2.18 Transformace nahodnych veli¢in

Definice 2.77. Méjme pravdépodobnostni prostor (U,p). Necht y = y(z) je funkce defino-
van na (—oo,+00) piifazujici kazdé mnoziné A € U mnozinu B = {z|y(z) € A}, pro kterou
plati B € U. Necht X je ndhodné veli¢ina. Funkci ndhodné veli¢iny X rozumime ndhodnou veli-
¢inu Y = y(X), kterd nabyva hodnoty y pravé kdyz ndhodné veli¢ina X nabude takové hodnoty
z, ze plati y = y(z). Pro libovolnou mnozinu A € U a B = {z|y(z) € A} plati

p(Y € A) =p(X € B).

Véta 2.78. Necht'Y = y(X) je fukce ndhodné veli¢iny X. Necht ndhodnd veli¢ina Y md distri-
bucni funkci G(y). Potom plati

G(yo) = p(Y < yo) = p(X € {z|y(z) < yo})-
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Priklad 2.79. Nechf ndhodna veli¢ina X ma distribu¢ni funkci F'(z). Uréete distribuéni funkeci
nahodné veli¢iny Y = X2.

ReSeni. Postupujeme piesné podle piredchozi véty.
1) Necht yo < 0. Potom {z|2% < yo} = 0, a proto
G(yo) = p(Y < yo) = p(X € {z[a® < yo < 0}) =0,
2) Necht yo > 0. Potom {z|2? < yo} = (—/%0, /¥0) a tedy
G(yo) = p(Y < 90) = p(=v/yo <X < /o) = F(Vyo) = F(=/o)-

Proto
0, y <0,

G“’):{ F(3) - F(=yi), 3>0.

O]

Véta 2.80. Necht g(x) je monotonné rostouct funkce. Jestlize X je nahodnd velic¢ina s distri-
buéni funkci F(x). Potom Y = g(X) je ndhodnd veli¢ina s distribucéni funkci

G(y) = F(g~ " (y)).

Véta 2.81. Necht g(x) je monotonné klesajici funkce. Jestlize X je ndhodnd velic¢ina s distri-
buéni funkci F(x). Potom Y = g(X) je nahodnd veli¢ina s distribucéni funkci

G(y) =1-F(g " (y)).

Véta 2.82. Necht g(x) je ryze monotonni funkce. Jestlize X je nahodnd velic¢ina s distribucni
funkei F(z) a funkci hustoty f(x). Potom Y = g(X) je ndhodnd veli¢ina s funkci hustoty

hMy)=f (9 (v)) ‘jy(gl(y))’ :

Dusledek 2.83. . )
y=ar+ba#0=g(y) = f (y_>

|al a

2.19 Charakteristiky nahodnych veli¢in

Definice 2.84. Necht X je diskrétni ndhodna veli¢ina s frekvenéni funkei f(z;) definovana na
mnoziné S. Obecnym momentem k-tého Tddu my(X) ndhodné veli¢iny X nazveme

mp(X) = Y aff(zi), k=1,2,....

;€S

Definice 2.85. Necht X je spojitd ndhodna veli¢ina s funkci hustoty f(z). Obecngm momentem
k-tého tadu my(X) ndhodné veli¢iny X nazveme

+o0
mk(X):/ e f(x)de, k=1,2,...,

pokud integral vpravo existuje.
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Definice 2.86. Stredni hodnotou ndhodné veli¢iny X nazveme ¢islo E(X) = my (X).

Dusledek 2.87. Aritmeticky primér je specidlnim pripadem stredni hodnoty v pFipadée, Ze
f(zi) = ¢>0,Vi.

Dukaz. Méjme diskrétni ndhodnou veli¢inu X s frekvenéni funkei f(z;) = =,i = 1,2,...,n
Potom stfedni hodnota E(X) je

1 1
B(X)=) @i-=—(z1+22+  +a,) =17

O]

Definice 2.88. Nechf X je diskrétni nahodna veli¢ina s frekvenéni funkei f(z;) definovana na
mnoziné S. Centrdalnim momentem k-tého tadu My (X) ndhodné veli¢iny X nazveme

Mp(X) =Y (2 — EX)" f(z), k=1,2,....
z; €S

Definice 2.89. Necht X je spojitd ndhodnd veli¢ina s funkei hustoty f(x). Centrdlnim momen-
tem k-tého tadu My (X) ndhodné veli¢iny X nazveme

Mk(X)z/m (z — E)F f()dz, k=1,2,...,

— 00

pokud integral vpravo existuje.

Dusledek 2.90. Pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X plati M;(X) =0

Dukaz.

@ = [ @B s = [ @) - B0 ) de =

—0o0 —0o0

+o00 +oo
/ 2f(@)dz — E(X) / Fa)de = B(X) — E(X) = 0.

—00 —0o0

Definice 2.91. Rozptylem (disperzi) ndhodné veli¢iny X nazveme ¢islo D(X) = My (X).
Véta 2.92. Necht X je nahodnd velic¢ina. Potom pro nahodnou velicinu Y = aX+b,a # 0 plati
E(Y) =aE(X) + b,
D(Y) = a*D(X).

Dukaz. Podle dtsledku 2.83 véty 2.82 plati

y:ax+b,a7é0:>g(y):1f<y_b>.
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Dale

E(Y) = /m yg(y)dy = /m yé,f (y — b) dy = (%).

oo oo a
Zavedeme si substituci
y =ax +b,

dy = adzx.

Pro a > 0 zistavaji hranice beze zmény, pro a < 0 se zméni na opacné.

T qx teo
(= [ " @adds = [ (aaf(e) + bf(e) dn = aB(X) 4,

—00 ’ | —0o0

Pro rozptyl mame analogicky

+o0 +oo
) = [ - B gy = [ (ar+0—aB0 0 o (@lalds =

+o00o
/_ 0 (z — B(X))? f(2)dz = a? D(X).

O]

Véta 2.93. Necht X je ndhodnd velicina. Potom pro ndhodnou velicinu Y = (X — E(X))? plati

Véta 2.94. Necht X je ndhodnd velic¢ina. Potom plati

D(X) = BE(X?) — (E(X))".

+00 Foo
D(X) = / (z — BE(X))? f(x)dx = / (22 —2E(X)z + (E(X))?) f(2)dzx =

+00 +oo +oo
/ 22 f (&) dz — 2B(X) / of(@)dz + (B(X))? / f(@)do =
E(X?) - 2BE(X)E(X) + (B(X))* = B(X?) — (B(X))*.
O
Definice 2.95. Necht X je nadhodnd velicina. Cislo o(X) = /D(X) nazveme smérodatnou

odchylkou ndhodné veli¢iny X.

Definice 2.96. Normovand nahodna velicina k ndhodné veli¢iné X je

X B(X)

V=

Véta 2.97. Pro normovanou ndhodnou velicinu U plati

E(U) =0, D(U)=1.
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Dukaz.

Podle véty 2.92

1 E(X)
E(U) = ——E(X) — =0
Dale podle téze véty
1 1
D(U) = DX)=——DX)=1
(0(X))? D(X)
O
Definice 2.98. Necht X je ndhodn4 veli¢ina. Cislo
M3(X)

k1=

(0(X))?

nazveme koeficientem sikmosti nahodné velic¢iny X.

Definice 2.99. Cislo
My(X)

(o(X))?

nazveme koeficientem Spicatosti ndhodné veli¢iny X.

ke = -3

Véta 2.100. Necht X je ndhodnd velicina. Koeficient Sikmosti 1 koeficient $picatosti se neménd
pri linedrni transformaci. T.j. Va,b € R, a # 0:

k1(aX +b) = k1(X),
ka(aX + b) = kx(X),

Véta 2.101. Plati:

1. Pro symetrickou ndhodnou veli¢inu X je k1(X) = 0.

2. Pro ndhodnou velicinu s rozdélenim protdhlejsim vpravo je k1 > 0 a pro ndhodnou velicinu
s rozdelenim protahlejsim vlevo je k1 < 0.

3. Pro normadlni rozdéleni je ko = 0.

4. Mad-li ndhodnd velicina symetricke rozdéleni a je-li ko > 0, potom je funkce hustoty pro
x — Foo véetsi neZ funkce hustoty normdlniho rozdéleni se stejnou stiedni hodnotou.

5. Mad-li nahodnd velicina symetrické rozdéleni a je-li ko < 0, potom je funkce hustoty pro
T — 0o mensi nez funkce hustoty normalniho rozdéleni se stejnou stredni hodnotou.

Definice 2.102. Necht 0 < p < 1. p-kvantil ndhodné veli¢iny X je ¢islo x,, takové, ze F(z,) <
<p, F(zp,+0) > p.

Poznamka 2.103. p-kvantil neni uréen jednoznac¢né. Je-li X spojitd ndhodnd veli¢ina je
F(xp) =p.
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Definice 2.104. 0.5-kvantil ve nazyva medidn.
Definice 2.105. Modus  spojité ndhodné veli¢iny X je bod pro ktery plati f(Z) > f(x)Vz € R.
Priklad 2.106. Nahodné veli¢ina mé funkci hustoty

0, proz <0,
flx)=1 aBz—a?), pro0<z <3,
0, prox > 3.

Urcete parametr a, stfedni hodnotu a rozptyl.

ReSeni. Musi platit
“+oo
f(z)dz = 1.

—00

+
8
&h
—~~
8
SN—
Q
S
Il
O\
w
=8
w
S
|
&
\9
QU
=
Il
)
| — |
)
S
no
Q| =
w
| I
w
Il
IS
| — |
‘ [\)
\]
I
©
—_
Il
—_
Q
Il
| DO

Priklad 2.107. Graf funkce hustoty ndhodné veli¢iny X tvofi na intervalu [0, a] pfimka spo-
jujici body (0,2/a) a (a,0). Mimo interval [0,a] je funkce hustoty nulova. Urzete: hodnotu
parametru a, stfedni hodnotu a rozptyl.

Reseni.
0 x <0,
fl@)y=¢ —Zz+2 z€l0,d,
0 , T > a.

Musi platit

oo a 2 2 222 2
der=1= - “lde=—-———+ =
/—oo f(x) ! /0 < a2$+ CL> ! (12 2 " am
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2.20 Ciselné charakteristiky dvourozmérnych nihod-
nych veli¢in
Definice 2.108. Centrdlnim bodem dvourozmérné nahodné veli¢iny (X,Y) nazveme bod
(E(X), E(Y)).
Definice 2.109. Necht X, Y jsou ndhodné veli¢iny. Hodnotu
K(X,Y) = EXY) - EX)E(Y)

nazyvame kovariact ndhodnych veli¢in X, Y.

Véta 2.110. Plati:

1. K(X,Y) = K(Y, X).
2. K(X,Y) = 0 pro nezavislé nahodné veliciny X, Y.
3. K(X,X) = D(X).

4. K(X,X) = B(X?) - [E(X)]%

Definice 2.111. Necht (X,Y) jsou ndhodné veli¢iny. Hodnotu

K(X,Y)

RN = S o)

nazyvame korelacnim koeficientem ndhodnych veli¢in X, Y.

Véta 2.112. Plati:

I “1<R(X,Y)<1.
2. R(X,Y) = R(Y, X).
3. R(X,Y) =0 pro nezdvislé X, Y.
4. Je-li Y =aX +b,a # 0, potom R(X,Y) = sign a.
Priklad 2.113. Dvourozmérnd ndhodné veli¢ina (X, Y) m4 funkci hustoty

) = a(z® +y?), prox? +y? <r?
Y= 0, proz?+y%>1r2

Urcete koeficient a.
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Reseni. Koeficient a uréime z rovnice

a//(x2 +yH)dzdy = 1,

kde integrujeme pies kruznici 22 + y? = r2. Pfejdeme k polarnim soufadnicim a dostaneme

2 r
a/ / o3dodp =1,
0 0

.
—2ra =1
1 Ta ,

Priklad 2.114. Dvourozmérnd nahodné veli¢ina (X, Y) ma funkci hustoty

| asin(x +y), v oblasti D,
flz,y) = { 0, mimo oblast D,

kde oblast D je urzena nerovnostmi 0 < z < 7/2,0 <y < m/2.
Urcete

1. Koeficient a,
2. Stfedni hodnoty E(x), E(y),
3. Smérodatné odchylky o(z),o(y),

4. Koeficient korelace.

Reseni. 1. Musi platit

w/2 /2
a/ / sin(z + y)dydzr = 1.
0 0

/2
/ / sin(z + y)dydx = —a/ cos(x + y)]g/2 dr =
0

(sinx + cosz)dr = a (sinx — cosz)|y /2 — 9a.

Odtud

\

1
a=—.
2

/2
/ / xsin(x + y)dydx = - / :L‘dx/ sin(z + y)dy =

1
:—2/0 cos(z +v)|, /Qxda:——z/o {cos(m—i— 2)—cosx] zdr =
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1 w/2 1 /2 1 /2
:/ x [sinz + cosz|dr = - [sinz — cos z]|, —/ [sinx — cosz|dx =
2 Jo 2 2 Jo
1
= Z + = (cosx —i—sinnr:)]g/2 = Z
Stejnym zpusobem dostaneme
Bly) =%
Y 1
3.
/2
D(z) = E(2?) — / / 2% sin(z + y)dydz — E
1 7T/2 2 / T 9 7-[-2
—2/0 x cos(a:—l—y)] dx _16:2/0 x (smaH—cosa:)dw—E
/2 2
= x2(sinxcosx)‘g/2/ x(sinx—cosx)dm—l =
o 16
2 /2 w/2 7_[_2
— + z(sinz + cos x)|, —/ (sinx + cosz)dr — —
8 o 16
2 2 2
=%+g+ (sinx—cosx)g/z—%=%+g—2
Stejnym zpusobem dostaneme D(y) = D(x).
(@) =o) =+ T 2
x) = =\t
o= o 16 " 2
4.
w/2
K(z,y) = E(xy) — / / zysin(z + y)dydr — ZZ
1 /2 w/2 2
2/0 x /0 ysin(z + y)dy da:—1—6
_ 8m—16 — 7
B 16 '
K -1
(wy) _8m—16—7" (o454

Riw.y) = o(x)o(y) T 72 4 81— 32

2.21 Regresni koeficient a regresni primka

Necht X, Y jsou ndhodné veli¢iny. Necht ndhodnéa veli¢ina Z je linedrni funkci ndhodnych veli¢in
Y, X, tj. Z =Y — kX. Hleddme takové k, aby D(Z) bylo minimalni.

D(Z) = D(Y — kX) = E((Y — kX)?) — (BE(Y — kX))? =
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= B(Y?) — 2kE(YX) + K*E(X?) — (E(Y))? + 2kE(X)E(Y) — k*(E(X))? =
= D(Y) + k*D(X) — 2k K (X, Y)

£ D(Z) = 2KD(X) ~ 2K(X,¥) = 0
KX, Y) o(Y)
k= DO = R(X,Y) o(X)

Definice 2.115. Koeficientem regrese nahodné veli¢iny nazyvame cislo

K(X,Y)
D(X)

a(Y)

"= (%)

= RX, V)2
Dausledek 2.116. Hodnota k nam ddava minimum D(Z).

Dukaz. Protoze

d
—D(Z)=0
7 P@)
a
i D(Z) =2D(X) >0
a2 (z) (X) >
dava ndm hodnota k£ minimum D(Z). O

Definice 2.117. Primku
y— E(Y) = k(z — E(X))

nazyvame regresni primkou ndhodné veli¢iny Y vzhledem k ndhodné veli¢iné X.

Priklad 2.118. Necht (X,Y) je diskrétni ndhodné veli¢ina se simultani frekven¢ni funkci

[z [[ O | 1 [ 2 | fla) ]
0 02101]0.05[ 035
1 0 (03] 0 0.3
2 0 [02]015] 035
| fly) |o2]06] 02 1 |

Urcete regresni ptimku.

Reseni. Uréime postupné E(X), E(Y), D(X), D(Y).
E(X)=0-035+1-03+2-0.35=1.

E(Y)=0-02+4+1-06+2-0.2=1.
D(X) = (0 —1)%0.35 + (1 — 1)%0.3 + (2 — 1)%0.35 = 0.7.
D(Y) = (0 —1)%0.2 4+ (1 — 1)%0.6 + (2 — 1)?0.2 = 0.4.
Dale
E(X-Y)=0-(024+0.14+0.05)+1-03+2-0.2+4-0.15=1.3.

Kovariace
KX Y)=13-1-1=0.3.
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Koeficient korelace 0.3
R(X)Y) = ———— = 0.567.
( ) v0.4v/0.7
Regresni koeficient
V0.4

k= 0.567T—— = 0.429.

V0.7

Regresni pfimka ma potom tvar
y—1=0.429(x — 1),

y = 0.4292 + 0.571.

2.22 Nejuzivanéjsi rozlozeni diskrétnich nahodnych

oo
velicin
1. Klasické rozloZeni. Nahodna veli¢ina X mé klasické rozloZeni s parametrem n € N,

jestlize
prox =1,2,...,n,

3=

fla)=pX=1) =
0 pro zbyvajici ptipady.

Véta 2.119. Mad-li ndhodna velicina X klasické rozloZeni s parametrem n € N, potom

plati:
1
EX) =",
2
n?—1
D(X) =

Binomické rozlozeni Bi(n,p). Nahodna veli¢ina X ma binomické rozloZeni s parametry

n e Nape(0,1), jestlize
(Mp'(L—=p)"* proi=0,1,2,...,n,

fli) =p(X=1i) =
0 pro zbyvajici pripady.

Véta 2.120. Md-li nahodnd veli¢ina X binomické rozloZeni Bi(n,p), potom plati:
E(X) = np,

D(X) = np(1 - p),

I
Vnp(L=p)’

hy — L2 OP( = p)
np(l —p)

Modus & je uréen nerovnici (n+1)p—1<Z < (n+ 1)p.
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Dusledek 2.121. V pripadé, Ze (n+1)p je celé ¢islo, budeme mit pro modus dvé hodnoty.

Dausledek 2.122. Bi(n, %) md symetrickou frekvenéni funkci.

. Alternativni rozlozeni A(p). Ndhodnd veli¢ina X mé alternativni rozloZeni s paramet-

rem p € (0,1), jestlize
fA)=p, [f(O)=1-p.

Véta 2.123. Ma-li nahodna velicina X alternativni rozloZeni A(p), potom plati:

E(X) =p,
D(X) = p(1 —p),
= L2

V(L =p)’
= L= 6p(1—p)
2 p(l—p)

A(p) = Bi(1,p).

4. Poissonovo rozlozeni Po()). Ndhodna veli¢ina X m4 Poissonovo rozlozeni s parametrem

A\ € RT, jestlize

%e*)‘ pro:=20,1,2,...

0 pro zbyvajici priipady.

Véta 2.124. Ma-li ndhodnd veli¢ina X Poissonovo rozloZeni Po()\), potom plati:

E(X) =\,
D(X) = A,
k1 = /\7%,
ko = AL

Dusledek 2.125. E(X) = D(X) = X je charakteristickou vlastnosti Poissonova rozloZent.
Priklad 2.126. Urcete stfedni hodnotu diskrétni ndhodné veli¢inz s frekvenéni funkci

A=A
' )
m:

p(X=m) = m=20,1,2,....

Reseni. Jde o ndhodnou veli¢inu s Poissonovém rozloZenim.

o0 A=A o A=A N o0 Am—1
BX) = Zm ml Zm m! =Ae Z (m—1)I
m=0 m=1 m=1
Protoze -
-1

> i

— (m—1)!
po dosazeni dostaneme

EX) =\
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5. Negativni binomické rozlozeni Nbi(n,p). Kolik pokust pii Bernoulliovské posloup-
nosti nezavislych pokust je tfeba udélat, aby nastal jev A po n-té? Jestlize ndhodna
veli¢ina X nabyva hodnoty poc¢tu pokusi, pii nichz jev A nenastal predtim nez nastal po
n-té a X = z;, pak jev A nastal po n-té v (x; + n)-tém pokusu.

Néhodn4 veli¢ina X mé negativni binomické rozloZzeni s parametry n € N a p € (0,1),

jestlize

(“:{f;l)pn(l —p)¥ prox; =0,1,2,...,n=1,2,...,

0 pro zbyvajici pfipady.

Véta 2.127. Mad-li ndhodnd veli¢ina X negativni binomické rozloZeni Nbi(n,p), potom
plati:

6. Geometrické rozlozeni Ge(p). Jde o rozlozeni Nbi(1,p). Pocet nezavislych pokust,
které konéi pri prvnim tspésném pokusu. Nahodna veli¢ina X mé geometrické rozlozeni
s parametrem p € (0, 1), jestlize
p(1—p)* proxz; =0,1,2,...,
0 pro zbyvajici pripady.

Véta 2.128. Ma-li nahodna velicina X geometrické rozlozeni Ge(p), potom plati:

7. Hypergeometrické rozlozeni H(N, M,n). Pocet prvka vykazujicich sledovanou vlast-
nost v souboru n prvkil, vybranych bez vraceni ze souboru N prvkd, z nichz celkem M
mé dannou vlatnost.

Nahodna veli¢ina X ma hypergeometrické rozlozeni s parametry N, M,n € NN > M,
jestlize

M\ (N—M

() Gia)
N )
()
Véta 2.129. Md-li nahodnd veli¢ina X hypergeometrické rozloZeni H(N,M,n), potom
plati:

fz) =




82 PRAVDEPODOBNOST

VD 4

2.23 Nejuzivanéjsi rozlozeni spojitych nahodnych ve-
li¢in

1. Rovnomérné rozloZzemni. Nadhodné veli¢ina X mé rovnomérné rozloZeni, jestlize mé
konstantni hustotu pravdépodobnosti na celém intervalu hodnot, kterych miize nabyt.
Funkce hustoty je

1
— rox € |a,b
floy={ Fa Poze
0 pro = & [a, b).
Distribucni funkce je

0 z < a,
F(zr) =4 7=% proz € [a,b],
1 pro x > b.

Véta 2.130. Mad-li nahodnd velicina X rovnomérn€ rozloZent, potom plati:

B(X) = J(a+1)
D(X) = (b~ )",
ky =0,
0~ o)’
80 >

2. Normalni rozloZeni No(u, ). Nahodné veli¢ina X mé normalni rozlozeni s parametry
1€ R o> 0, jestlize ma funkci hustoty

1 _@=p)?
fla) = —m=e %
27
a distribuc¢ni funkci
;L
Fl(x o2 dt.
(@) U\/ 27
Véta 2.131. Ma-li ndhodnd veli¢ina X normdlni rozlozeni No(u, o), potom plati:
E(X) = M,
D(X) = o2

Dukaz:

B(x) = — / e
€Tr) = 20 €.
oV21 J_x

T —p
g

Zavedeme si substituci

=t=x=o0t+ pu=dr=odt

Po dosazeni mame

“+oo “+o00 2
E(x) (ot + 2dt / 2dt+/
\/271'/ e V2T

Protoze prvni integral je integralem z liché funkce, ktery je roven nule, a druhy integral

je roven /2.
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Normalni rozlozeni N(u,o)

Priklady:
1. N(0,1/2) me—
2. N(0,]) m—

3. N(03)

10 -

08 |

0.6

Funkce hustoty

)’

e 202
o2

(%)=

Obr. 2.1:

Distribucni funkci

F(x)= e 2 dt
2 o\2rx _'[O

Normalni rozlozeni 1
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Normalni rozlozeni N(u,o)

Priklady:
1. N(=11) e———
2. N(0)]) ——
3. N(LD
R ) 2 P
Funkce hustoty Distribu¢ni funkci
1 _Gemp)? 1 =’
S(x) = e F(x)= e 2 dt
o227 o 27r,J;

Obr. 2.2: Normalni rozlozeni 2

3. Exponenciilni rozloZzeni E(A, d). Nahodna veli¢ina X mé exponencialni rozlozeni s pa-
rametry A € R, d > 0, jestlize ma funkci hustoty

0 <A,
f(x) =
1 z—A
Ee d T > A,
a distribuéni funkci
0 < A,
F(z) =

l—e"a x> A
Véta 2.132. Mad-li ndhodnd veli¢ina X exponencidlni rozlozeni E(A,d), potom plati:
EX)=A+d,
D(X) = d>.
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Normalni rozlozeni N(u,o)

1.
2.
3.

Ptiklady:
N(-16) —
N(0,2) e—

N(1,3)

.

S

Funkce hustoty

_Gap)?
207

fx)=

e

o227

L
5

10 -10

-5

Distribucni funkci

1 =)

F(x)=

o2z °,

Obr. 2.3: Normalni rozloZzeni 3

je 20 gy



86

PRAVDEPODOBNOST

4. Gama rozlozeni I'(m, d). Ndhodn4 veli¢ina X mé gama rozloZeni s parametry m > 0,d >
> 0, jestlize ma funkci hustoty

kde "
I'(m) = / e it 1at.
0

Véta 2.133. Md-li ndhodnd veli¢ina X gama rozloZeni T'(m, d), potom plati:
E(X) =md,
D(X) = md>.

Dusledek 2.134. Prom =1 je I'(1,d) = E(0,d).

5. Beta rozlozeni Be(p, ¢). Ndhodna veli¢ina X mé beta rozloZeni s parametry p > 0,q > 0,
jestlize ma funkci hustoty

0 z ¢ (0,1),
f(x) =

B(}D,q) P11 —2)9t 2z €(0,1),

kde )
Blp,q) = / N1~ 2)0
0

Véta 2.135. Md-li nahodnd veli¢ina X beta rozloZeni Be(p, q), potom plati:

B = T,
_ pq
D)= P+93?(p+q+1)
_ T(p)T(q)
B(p, Q) = m

6. Pearsonovo rozloZeni x2.(¢ti chi-kvadrat) Néhodna veli¢ina X méa rozlozeni x? s k
stupni volnosti, jestlize ma funkci hustoty

0 xz <0,

L (e_%> <:):§_1> x>0
2k/21(%) '

Véta 2.136. Md-li ndhodnd velicina X rozloZeni x? s k-stupni volnosti, potom plati:

fz) =
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Chi-kvadrat rozlozeni x~(n)

Priklady:

1. 220 —— 10 F .
2. ZZ (4) —
020 3. 20 sl
015 06

0.10 04 |-

0.05 02k

Funkce hustoty Distribuéni funkci
0 ,x<=0
== e x>0
251“(%)

Obr. 2.4: Pearsonovo rozlozeni

D(X) = 2k,
4
k= ——,
V2R
12
k2 — ?7
k
r(E.2)= ()

I
25

7. Studentovo rozloZeni t. Mé&me dvé nezévislé ndhodné veli¢iny U, Y. Necht mé U roz-

lozeni No(0,1) a Y m4 rozlozeni 2. Utvoime ndhodnou veli¢inu

Nahodna veli¢ina T ma rozlozeni t o k stupnich volnosti s funkci hustoty pro k € N,z € R

k41

- g (%) -
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Studentovo rozlozeni (k)

Priklady:
1. i(l)  ——————
2. 1(2) ——— sl
3. «7) '

0.6

02 -

-4 -2

P
2

Distribuéni funkci

Funkce hustoty

F(%) x? - F(x) F(%) j;(l 7’ )_ﬂd
fe= (e n=—2Jae T ar
kyook \/%r(g) o

MF(E)

Obr. 2.5: Studentovo rozlozeni

k41
_ D ( )
Ve
Pro k — 400 konverguje t-rozlozeni k rozlozeni No(0,1).

Véta 2.137.
k1 =0,

8. Fisherovo - Snedecorovo rozlozeni F. Méjme dvé nezévislé ndhodné veli¢iny X, Y
Necht ma X rozlozeni x%(n1) a Y m4 rozlozeni x?(nz). Utvoime ndhodnou veli¢inu

F =

3 |=| 3 [
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Fisherovo-Snedecorovo K

rozloZeni (n,1,)

Priklady:

08 1. F(3,15) w—

r 10F
2. F(7,15) w—
3. F(12,15)
08 -
0.6

06
04
04

. | . . .
-1 1 2 3 4 5 1 2 3 4

02 |

Funkce hustoty Distribucni funkci
nom _mtny P ,1,1 nt
f)=——— Py Cr D ) Fe=— (0 [r2 1+ dr
D 2 B(? U

Obr. 2.6: Fisherovo - Snedecorovo rozloZeni 1

Nahodna veli¢ina F ma rozlozeni F(ni,n2) o n1 a ny stupnich volnosti s funkei hustoty
proni,ne € Nz >0

9. Weibullovo rozlozeni W (4,0, k). Nahodna veli¢ina X ma rozlozeni W (d,b,k) o 6 >
>0,k > 0,b € R, jestlize ma funkci hustoty

f(x)—{ %(aj—b) exp( (x_éb)k) prox >b

0 pro x < b.

Dusledek 2.138. W(d,b,1) = E(b,0).
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Fisherovo-Snedecorovo K

rozlozeni (7,,1,)

0l Priklady:
) ; f 1. FGl) e 101
0.63’ 2. F(35) m—
3. F@3,15) 08 -
05
04 0.6 -
03 F
04
02
£ 02
M \\
T T T
Funkce hustoty Distribu¢ni funkci
1 moom _mtn 1 n moxom oy n _mtny
f(x)= Ay gty 2 F(x)= (2 [r2 (+te) 2 dr
B M2y 1y n, Bl Ty m L n
272 22

Obr. 2.7: Fisherovo - Snedecorovo rozlozeni 2
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Weibulovo rozlozeni pro £ > 1 modeluje Zivotnost zarizeni podléhajiciho opotfebeni a
nebo tnavé materialu.

Weibulovo rozlozeni pro & < 1 modeluje zivotnost zafizeni, kde dochézi k porucham
v disledku skrytych vad, nikoliv opotfebenim.

2.24 Vlastnosti normalniho rozlozeni

Néahodna veli¢ina X mé normalni rozlozeni s parametry p € R, o > 0, jestlize ma funkci hustoty

1 (a—p)?
a distribuéni funkeci )
1 z t—
F(z) = / e %dt.
oV21 J -0 20

vvvvvv

nahodné veliciny je zpusobeno souc¢tem velkho poc¢tu nepatrnych a vzajemné nezavislych jeva a
vlivi.
Modus & = p, f(u) = (ov2m)7L.
Inflexni body x = p + 0.
Véta 2.139. Pro ndhodnou velicinu X s normdlnim rozloZenim No(u, o) plati
EX)=pu, DX)=o>
Véta 2.140. Je-li X ndhodnd velicina s normdlnim rozlozenim No(u,o), potom normovand

ndhodnd velicina U k ndhodné veli¢iné X md normdlnt rozloZeni No(0,1).

Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X s normélnim rozlozenim No(u, o) je tvaru

)2

(t—p
202 (.

Tento integral nelze vyjadiit pomoci elementarnich funkci.

Definice 2.141. Laplaceovou funkci nazveme

1 w 2

Laplaceova funkce je distibu¢ni funkce norméalniho normovaného rozlozeni.

Hodnoty funkce ®(u) jsou uvedeny v tabulce 2.1 a 2.2.

Véta 2.142. Necht F(x) a ®(u) jsou distribucni funkce normalniho rozloZeni a normovaného
normdlniho rozloZeni. Potom
x—p
Flx)=® .
@=a("2")
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Dusledek 2.143. Bud X ndhodnd veli¢ina s normdlnim rozloZenim No(u, o). Potom pro libo-
volné x1,x2 € R, x1 < xo plati

p(xlgxgxz)—q><x2_”>—@(xl_“>.

o g

Véta 2.144. Pro Laplaceovu funkci plati

Véta 2.145. Zakon t¥i sigma
Pro nahodnou velicinu s rozloZenim No(u, o) plati,

P(p—30 <X < pu+30) > 99.7%.

Dukaz. Nahodna veli¢ina mé rozlozeni No(u, o), potom

30 — — 30—
P(M—30<X<u+30):@<w>_¢)<w>:
4 o

_ o <3j> By (i"’) _ B(3) — B(—3) = 20(3) — 1 = 0.997...
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Tab. 2.1: Hodnoty Laplaceovy funkce ®(u) I.

®(u)

u

®(u)

u

®(u)

u

®(u)

®(u)

0,00
0,01
0,02
0,03
0,04
0,05
0,06
0,07
0,08
0,09
0,10
0,11
0,12
0,13
0,14
0,15
0,16
0,17
0,18
0,19
0,20
0,21
0,22
0,23
0,24
0,25
0,26
0,27
0,28
0,29

0,5000000
0,5039894
0,5079783
0,5119665
0,5159534
0,5199388
0,5239222
0,5279032
0,5318814
0,5358564
0,5398278
0,5437953
0,5477584
0,5517168
0,5556700
0,5596177
0,5635595
0,5674949
0,5714237
0,5753454
0,5792597
0,5831662
0,5870604
0,5909541
0,5948349
0,5987063
0,6025681
0,6064199
0,6102612
0,6140919

0,30
0,31
0,32
0,33
0,34
0,35
0,36
0,37
0,38
0,39
0,40
0,41
0,42
0,43
0,44
0,45
0,46
0,47
0,48
0,49
0,50
0,51
0,52
0,53
0,54
0,55
0,56
0,57
0,58
0,59

0,6179114
0,6217195
0,6255158
0,6293000
0,6330717
0,6368307
0,6405764
0,6443088
0,6480273
0,6517317
0,6554217
0,6590970
0,6627573
0,6664022
0,6700314
0,6736448
0,6772419
0,6808225
0,6843863
0,6879331
0,6914625
0,6949743
0,6984682
0,7019440
0,7054015
0,7088403
0,7122603
0,7156612
0,7190427
0,7224047

0,60
0,61
0,62
0,63
0,64
0,65
0,66
0,67
0,68
0,69
0,70
0,71
0,72
0,73
0,74
0,75
0,76
0,77
0,78
0,79
0,30
0,81
0,82
0,83
0,84
0,85
0,36
0,87
0,38
0,89

0,7257469
0,7290691
0,7323711
0,7356527
0,7389137
0,7421539
0,7453731
0,7485711
0,7517478
0,7549029
0,7580363
0,7611479
0,7642375
0,7673049
0,7703500
0,7733726
0,7763727
0,7793501
0,7823046
0,7852361
0,7881446
0,7910299
0,7938919
0,7967306
0,7995458
0,8023375
0,8051055
0,8078498
0,8105703
0,8132671

0,90
0,91
0,92
0,93
0,94
0,95
0,96
0,97
0,98
0,99
1,00
1,01
1,02
1,03
1,04
1,05
1,06
1,07
1,08
1,09
1,10
1,11
1,12
1,13
1,14
1,15
1,16
1,17
1,18
1,19

0,8159399
0,8185887
0,8212136
0,8238145
0,8263912
0,8289439
0,8314724
0,8339768
0,8364569
0,8389129
0,8413447
0,8437524
0,8461358
0,8484950
0,8508300
0,8531409
0,8554277
0,8576903
0,8599289
0,8621434
0,8643339
0,8665005
0,8686431
0,8707619
0,8728568
0,8749281
0,8769756
0,8789995
0,8809999
0,8829768

1,20
1,21
1,22
1,23
1,24
1,25
1,26
1,27
1,28
1,29
1,30
1,31
1,32
1,33
1,34
1,35
1,36
1,37
1,38
1,39
1,40
1,41
1,42
1,43
1,44
1,45
1,46
1,47
1,48
1,49

0,8849303
0,8868606
0,8887676
0,8906514
0,8025123
0,8943502
0,8961653
0,8979577
0,8997274
0,9014747
0,9031995
0,9049021
0,9065825
0,9082409
0,9098773
0,9114920
0,9130850
0,9146565
0,9162067
0,9177356
0,9192433
0,9207302
0,9221962
0,9236415
0,9250663
0,9264707
0,9278550
0,9292191
0,9305634
0,9318879
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Tab

. 2.2: Hodnoty Laplaceovy funkce ®(u) II.

®(u)

®(u)

u

®(u)

u

®(u)

®(u)

1,50
1,51
1,52
1,53
1,54
1,55
1,56
1,57
1,58
1,59
1,60
1,61
1,62
1,63
1,64
1,65
1,66
1,67
1,68
1,69
1,70
1,71
1,72
1,73
1,74
1,75
1,76
1,77
1,78
1,79

0,9331928
0,9344783
0,9357445
0,9369916
0,9382198
0,9394392
0,9406201
0,9417924
0,9429466
0,9440826
0,9452007
0,9463011
0,9473839
0,9484493
0,9494974
0,9505285
0,9515428
0,9525403
0,9535213
0,9544860
0,9554345
0,9563671
0,9572838
0,9581849
0,9590705
0,9599408
0,9607961
0,9616364
0,9624620
0,9632730

1,80
1,81
1,82
1,83
1,84
1,85
1,86
1,87
1,88
1,89
1,90
1,91
1,92
1,93
1,94
1,95
1,96
1,97
1,98
1,99
2,00
2,01
2,02
2,03
2,04
2,05
2,06
2,07
2,08
2,09

0,9640697
0,9648521
0,9656205
0,9663750
0,9671159
0,9678432
0,9685572
0,9692581
0,9699460
0,9706210
0,9712834
0,9719334
0,9725711
0,9731966
0,9738102
0,9744119
0,9750021
0,9755808
0,9761482
0,9767045
0,9772499
0,9777844
0,9783083
0,9788217
0,9793248
0,9798178
0,9803007
0,9807738
0,9812372
0,9816911

2,10
2,11
2,12
2,13
2,14
2,15
2,16
2,17
2,18
2,19
2,20
2,21
2,22
2,23
2,24
2,25
2,26
2,27
2,28
2,29
2,30
2,31
2,32
2,33
2,34
2,35
2,36
2,37
2,38
2,39

0,9821356
0,9825708
0,9829970
0,0834142
0,0838226
0,0842224
0,9846137
0,9849966
0,9853713
0,9857379
0,9860966
0,9864474
0,9867906
0,9871263
0,0874545
0,9877755
0,9880894
0,9883962
0,9886962
0,9889893
0,9892759
0,9895559
0,9898296
0,9900969
0,9903581
0,9906133
0,9908625
0,9911060
0,9913437
0,9915758

2,40
2,41
2,42
2,43
2,44
2,45
2,46
2,47
2,48
2,49
2,50
2,51
2,52
2,53
2,54
2,55
2,56
2,57
2,58
2,59
2,60
2,70
2,80
2,90
3,00
3,20
3,40
3,60
3,30
4,00

0,9918025
0,9920237
0,9922397
0,9924506
0,9926564
0,9928572
0,9930531
0,9932443
0,9934309
0,9936128
0,9937903
0,9939634
0,9941323
0,9942969
0,9944574
0,9946139
0,9947664
0,9949151
0,9950600
0,9952012
0,9953388
0,9965330
0,9974449
0,0981342
0,9986501
0,9993129
0,9996631
0,9998409
0,9999277
0,9999683

4,50
5,00
5,50

0,9999966
0,9999997
0,9999999
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2.25 Limitni véty

Véta 2.146. Prvni CebySevova nerovnost
Necht X je ndhodnd velicina, kterd nabyvd pouze nezdpornich hodnot. Potom

p(X>1) < EX).
Dukaz. Necht X je diskrétni ndhodnd veli¢ina s frekvenéni funkei f(x). Potom pro nezaporné

x; plati

pX>1) =) flz) <Y xif(x) <Y wif(zi) = BEX).

O
Véta 2.147. Druhi CebySevova nerovnost
Pro kazdou ndhodnou veli¢inu X a pro kazdé € > 0 plati
D(X
p(X—EX)| <e)>1-— 5(2 )
Dukaz.
p(X—EX)[>¢e) =1-p(X-EX)|<¢)
X—-EX X - E(X)|?
p(|X—E(X)| 25)2p<|5()| > 1) :p<|52()‘ > 1)'
Podle prvni CebySevovy nerovnosti pro ndhodnou veli¢inu s nezapornymi hodnotami plati
X - EX)]? X - E(X)? D(X
p(EBOL 5 1) p (H=ECOR) _ D60
€ € €
Je tedy
D(X
1-p(IX—EX)|<e) < 5(2 )
Po tpravé dostaneme tvrzeni véty. O

Piiklad 2.148. Pomoci druhé CebySevovy nerovnosti odhadnéte pravdépodobnost
p(IX - B(X)| < 0.1)

pro néhodnou veli¢inu X s rozloZenim E(3, 55).

Reseni. Pro ndhodnou veli¢inu s exponencidlnim rozlozenim E(A, d) plati

1
B(X)=A+d= E(X) =3+ 5 = 3.05,

D(X) = d? = D(X) = 0.0025.
Dosadime

0.0025

p(1% ~ B(X)] < &) = p(|X - 3.05| <0.1) 21— =~

=1-0.25=0.75.
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Véta 2.149. Bernouliova véta, Zakon velkych cisel
Necht nahodnd veli¢ina X md rozloZeni Bi(n,p), potom pro libovolné ¢ > 0 plati

X 1-—
n ne

Diikaz. Podle druhé Cebysevovy nerovnosti plati

([Ep(E) <) 212

n n -
Néhodna veli¢ina X ma binomické rozlozeni Bi(n,p) a proto

E(X)=np, D(X)=np(l-p).

Podle véty 2.92 méame

Dusledek 2.150. Necht ndhodnd velicina X md rozloZeni Bi(n,p), potom pro libovolné € > 0

plati
X
lim p(’—p‘ <€> =1.
n—-+o00 n

Priklad 2.151. Méjme nahodnou veli¢inu s binomickym rozlozenim Bi(1000;0.514). Urcete:
a) Pravdépodobnost, Ze relativni ¢etnost se bude od pravdépodobnosti lisit 0 méné nez 0.02.
b) Kolik musime udélat pokust, aby jsme s pravdépodobnosti alespon 0.95 mohli oc¢ekéavat, ze
se relativni ¢etnost bude lisit od pravdépodobnosti o méné nez 0.027

Reseni. Nahodn4 veli¢ina X ma binomické rozlozeni Bi(n,p) a proto

E(X)=np, D(X)=np(l-p).

Relativni ¢etnost je veli¢ina %.
a) Podle Bernoulliovy véty mame
X
pll—=—p <e)=21-
n

p(1 —p)
ne?

Dosazenim dostaneme

~ 0.514(1 — 0.514)

= 0.3755.
1000 - 0.022

X
= 0514 <0.02) > 1
p( 1000 ’ < ) =
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b) Opét podle Bernouliovy véty mame
0.514(1 — 0.514)

X
— —0.514 02)>1- > 0.95.
p<n 0.5 '<OO>_ 0022 >0.95
Vyfesime posledni nerovnost
.514(1 — 0.514
1—05 (1-05 )20.95

n-0.022
a dostaneme
n > 12490.

O]

Véta 2.152. Lindebergova - Levyho véta, Centralni limitni véta
Necht X1,Xs,...,X,, jsou navzdjem nezdvislé ndhodné veliciny, které maji vsechny stejnou
stredni hodnotu 11 a stejny rozptyl o2. Potom pro dostatecné velké n md ndhodnd velicina

Xi+Xo+ -+ X, —nu

Y =
ov/n

priblizné normdlni rozloZeni No(0,1).

Dusledek 2.153. Necht X1,Xo, ..., X, jsou navzdjem nezdvislé ndhodné veli¢iny, které magi
viechny stejnou stiedni hodnotu 1 a stejnij rozptyl 0. Potom pro dostatecné velké n pro ndhodnou
velicinu Y = X1 +Xo 4+ -+ + X, a pro libovoln€ x1,x0 € R, 1 < 29 plati

E(Y)=nu, D(Y)=no%
Véta 2.154. Moivreova - Laplaceova véta
Necht ndhodna veli¢ina X md binomické rozloZeni Bi(n,p). Jestlize je n dostatecné velké a p

nent blizké ani k nule ani k jedné, potom lze toto binomicke rozloZeni aproximovat normdinim
rozlozenim No(u, o), kde p = np,o = \/np(l — p).

Dausledek 2.155. Necht X mda binomické rozlozeni Bi(n,p). Potom pro dostatecné velké n,
v praxi n > 30, p které nent blizké ani k nule ani k jedné a pro libovoln x1,x9 € R, 21 < 29 plati

. m—np | z1—np
p(xlgxgxz)_q>< np(l—p)> (I)< np(l—p))

E(X)=nu, D(X)=no>
Aprozimace se povazuje za vyhovujici pro

1 n

Priklad 2.156. Pravdépodobnost nastoupeni jevu A v kazdém pokuse je rovna 0.7. Pomoci
Moivre-Laplaceovy véty odhadnéte, kolikrat musime opakovat pokus, abychom s pravdépodob-

nosti 0.9 mohli ocekavat, Ze se relativni c¢etnost bude odliSovat od pravdépodobnosti o0 méné nez
0.057
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Reseni. Mame nahodnou veli¢inu s binomickym rozlozenim, které miizeme aproximovat nor-
méalnim rozlozenim.

X
‘ - 0.7‘ < 0.05,
n

0.65n < X < 0.75n.
0.75n — 0.7n) B (0.65n — O.7n>

vVn-0.7-0.3 vVn-0.7-0.3

p(0.65n < X < 0.75n) = @ <
o < 0.05m > % <_ 0.05m > _ 9% < 0.05m ) 1-009
vn-0.7-0.3 vn-0.7-0.3 vn-0.7-0.3
0.05m
®| —— ] =095
(\/n -0.7- 0.3>
0.05/n

V21
n = 228.65

= 1.645

Musime provést alespon 229 pokusii.
Podle presnosti Vami pouZitych hodnot Laplaceovy funkce se mize numericky vysledek odlisovat
O

Priklad 2.157. Bylo provedeno 100 nezévislych pokusii. Pravdépodobnost nastoupeni jevu A
je v kazdém pokuse rovna 0.2. Urcete pravdépodobnost, Ze pocet nastoupeni jevu A bude vétsi
nez 15 a mensi nez 30.

Reseni. Nahodna veli¢ina udévajici podet nastoupeni jevu A méa binomické rozlozeni
Bi(100;0.2). Budeme je aproximovat normalnim rozlozenim No(u, o), kde

pw=mnp=100-0.2 = 20,

o =+/np(l —p) =+100-0.2-0.8 = V16 = 4.

30 — 20 15—-20
p(15<X<30):<I>< 1 >—<I>< 1 ):

$(2.5) — ®(—1.5) = 0.99379 — (1 — 0.89435) = 0.88814.

Proto

O]

Priklad 2.158. Pravdépodobnost nastoupeni jevu A je v kazdém pokusu rovna p. Jestlize je
n dostatecéné velké (n > 100), jak je pravdépodobnost, ze pocet nastoupeni jevu A bude od «
do S.

Reseni. Pomoci Moivre-Laplaceovy véty

P(O¢<m<5):P< a-np i f—np ):

Vnp(1—p) - vnp(1—p) - vnp(1—p)

_ (M?) s (cv—np) |
np(l —p) np(l —p)
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Véta 2.159. Poissonova

Méjme posloupnost {X,,} ndhodnych veli¢in s rozlozenim Bi(n,py,),n =1,2.... Necht p, — 0

pron — 400 a lim np, = A, kde A > 0 je konstanta. Potom
n——+00

lim p(X, =14)= lim <?Z>pz(1 —p)t = %e_/\.

n—-+o0o n—-+o0o

Neboli binomické rozlozeni v limité prechazi v Poissonovo.

V praxi pro n > 30 a p < 0.1 mizeme Bi(n,p) aproximovat rozlozenim Po(A = np) s chybou

mensi ne§ 1072,

Pojmy k zapamatovani

— Definovali jsme si pravdépodobnost a odvodili si jeji zdkladni vlastnosti.

— Zavedli jsme si ndhodnou veli¢inu a ulazali si, jak se s ni pracuje.

— Uvedli sme si n€které nejuzivanéjsi rozlozeni diskrétnich i spojitych ndhodnjch veli¢in.

— Specialni pozornost jsme vénovali normalnimu rozlozeni.
— Seznamili jsme se s limitnimi vétami.
Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem rozptyl?
2. K ¢emu nam slouzi ndhodné veli¢ina?

3. Kde se vSude muzZete setkat s normalnim rozloZzenim?

Cvicéeni

1. Obrazovka radaru je kruhova o poloméru r. Pfi zapnuti se na ni ndhodné objevi svitici bod
znamenajici letici objekt. Urcete pravdépodobnost, ze svitici bod bude od stfedu obrazovky
r

vzdalen o méné nez 3

2. Nahodn4 veli¢ina X ma funkci hustoty

a
fa) = { T Pl<e

0, |z| > a.

Urcete 1) parametr a, 2) pravdépodobnost, ze ndhodné veli¢ina X bude lezet v intervalu

(5:a).

3. Muze byt pro né€kterou spojitou nahodnou veli¢inu X
a) distribuéni funkce vétsi nez 17
b) funkce hustoty vétsi nez 17
c) distribuéni funkce zaporna?
d) funkce hustoty zaporna?



100 PRAVDEPODOBNOST

4. Nahodn4a veli¢ina X ma Laplaceovo rozlozeni s funkci hustoty
f(z)=a-e Nl

kde A > 0 je konstanta piislusnd k danému rozlozeni. Uréete a) paramatr a, b) distribuéni
funkci, ¢)E(X), d) D(X).

5. Tovarna vyrobi za sménu 20 000 diod. Pravdépodobnost vyroby vadné diody je 0.02. Jaka je
pravdépodobnost, ze pocet vadnych diod za sménu bude nejvyse 450.

6. Tovarna vyrobi za sménu 15 000 ¢ipti. Pravdépodobnost vyroby vadného ¢ipu je 0.03. Jak je
pravdépodobnost, Ze pocet vadnych Cipt za sménu bude nejvyse 475.

7. Je dana funkce

0, x <0,
ax?, 0<x<,

flz) = a2-12)?, 1<z<2,
0, x> 2.

Urcete: a) parametr a tak, aby funkce f(x) byla funkei hustoty, b) stfedni hodnotu, rozptyl
a smérodatnou odchylku, c) koeficienty Sikmosti a $picatosti.

8. Pravdépodobnost poruchy stroje za dobu T je rovna 0.2. Urcete pravdépodobnost, Ze ze
100 strojt stejného typu, které pracuji nezavisle na sob€, bude mit poruchu 14 az 26 strojt.
Reste a) pomoci binomického rozloZeni, b) pomoci CebySevovy nerovnosti, ¢) pomoci Moivre-
Laplaceovy véty.

9. Odhadnéte pomoci Moivre-Laplaceovy véty, kolik je tieba provést nezavislych pokust,
abychom s pravdépodobnosti 0.8 ziskali alespori pétkrat kladny vysledek, jestlize pii kazdém
pokusu nastane kladny vysledek s pravdépodobnost™ 0.05.

10. Ndhodné veli¢ina X mé pro x > 0 funkci hustoty f(z) = Ame‘hz‘”Q, kde h > 0 je parametr,
aproz <0 je f(z) = 0. Urcete 1) koeficient A, 2) modus M, 3) stfedni hodnotu a rozptyl
4) pravdépodobnost, ze ndhodné veli¢ina bude mensi nez M.

11. Odhadnéte pomoci Moivre-Laplaceovy véty, kolik je tfeba provést nezavislych pokusi,
abychom s pravdépodobnost™ 0.9 ziskali alespon Sestkrat kladny vysledek, jestlize pti kazdém
pokusu nastane kladny vysledek s pravdépodobnosti 0.04.

12. Pro néhodnou veli¢inu X, kterd ma rozlozeni F'(2, k) uréete
1)P(X > x), 2) distribuéni funkeci.

13. Nahodny pokus spociva ve vytazeni 4 karet z dukladné promichané sady 32 karet. Urcete
pravdépodobnost, ze budou vytazeny karty cerved sedma, zelend desitka, zaludsky krél a
kulové eso v uvedeném potadi.

14. Mame 10 krabic. V kazdé je 10kouli. V i-té krabici je 7 ¢ernych a 10 —1 bilych kouli. Nahodné
vybereme krabici a z ni vyjmeme jednu kouli. Jak je pravdépodobnost, ze bude ¢erna?
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Vysledky

1. Pouzijeme geometrickou pravdépodobnost

S |
pA) =5 =% =

- Sq w2

1
2. 1) Parametr a ur¢ime z podminky pro funkei hustoty
+oo
f(z)dz = 1.
—0o0
Proto

I

@ a 1
f(a:)d:v:/ ————dr=1=a=—.
- a2 — 22

0
1
3

1
2)p(%<X<%)=

3. Pfimo z definice plyne: a)ne, b) ano, c)ne, d) ne
4.
A
a=—
27
1 _—Xz
B e, z>0
Fa) = { 1— %e_’\x, x>0
E(X) =0,
2
5. Mame n = 20000, p = 0.02. Potom

Z = np = 20000 - 0.02 = 400, 0 =

np(l — p) = 19.79898987.
450 — 400
p(X < 450) = F(450) = & <

= ®(2.525381361 — 0.99413.
19.79898987) (2.52538136179) = 0.99413
6. Mame n = 15000, p = 0.03, potom

Z = np = 15000 - 0.03 = 450, 0 =

np(1 — p) = 20.893.
475 — 4
) = F(475) = < ™ — 450

B /

1 2 23
f(x)dx = a/ a2da —I—a/ (2—2)%dz = a

00 0 1

Odtud a = %
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2 10 2

1 2
1 4 1
m3_;/ 335dx+3/ $3(2—x)2d$:*+*5—§+§:1-3a
0 1

3 (1 3 [2 3 45
m2:/ J:4das+2/ 222 —x)ldr = — + 14+ — = 1.1,
0 1

2 4 2 5 4
1 2
3 186 381 22
6 4 2
_° dr+ 2 92— 2)dr= > 4 0 634 0 =122
my /Ox x+2/1:c( x)“dz 14+ 5 +14 3%

My = mo — (ml)2 =0.1,

M3z = m3 — 3mimg + 2(m;)% =0,

1
My = my — dmyimg + 6(my)*mg — 3(my)* = 3=
Potom y
B(X)=m1=1,D(X) =My =0.1,0 = /D(X), k1 = — =0,
g
My 1 1
T oy 0.01 7
8.

p(14 < X <26) =p(|X —20| <6)=p(|X —20| < 7).
a) Pfimy vypozet pomoci biomického rozlozeni je velmi zdlouhavy!
26

100
p(14< X <26)= > ( . ) - 0.2k(.8100-F
k=14

b) Podle Cebysevovy nerovnosti mame

np(1 —p) 100-0.2-0.8 16
X -2 >l-————=1-—-—=1——=0.
(] 0/<7) > = =) 9 0.6735
c) Podle Moivre-Laplaceovy véty mame:

x — 20

p(14 < X <26) =p <—1.5 < < 1.5) = 28(1.5) — 1 = 0.8664...

9. Mame Bi(n,0.05) a mame uréit n.

n — 0.05n 5—0.05n
PE<X<n) =0 ——0" )@ 2" ) =08,
(5= ) (\/n0.05 : 0.95) <\/n0.05 : 0.95)

@(ﬁ-@)—@(%)—o.&

protoze je n > 5 je y/n- /19 > 4 a proto miZeme piedpokladat, ze ®(y/n - v/19) = 1. Potom
5 —0.05n
1o 222" ) _og,
<\/ 10.05 - 0.95)
5 —0.05n
o (2220 _go,
<\/0.0475n>

5-0.050 g

v0.0475n
n > 144.
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10. 1)
+o00

/ f(z)dr =1= A =2h%

2) 1
M=

3)

E(X) = *2/]7:7 D(X) = 44;2”
4)

P(X < M) ~ 0.393.

11. Mame Bi(n,0.04) a mame urcit n.

—0.04 6 — 0.04
P(6§X<n):<I>(H>—<I>< o >—0

vn0.04 - 0.96 vn0.04 - 0.96

@(ﬁ-@)—@(%):o.g,

protoze je n > 6 je \/n - v/24 > 5 a proto miizeme piedpokladat, ze ®(\/n - v/24) = 1. Potom
6 — 0.04n
1—a(——2"" ) _qy,
<\/ 10.04 - 0.96>
(6 - 0.()4n> o1
1/0.0384n o
6 — 0.04n

v/0.0384n
n > 247.

= —1.289,

12. Prostym dosazenim dostaneme
D)P(X > z) = (14 2z)=F/2

2)
2z 3
F(fﬂ)zl_(l_k) '
13. _ L L L yseri1078
3231 30 29 '

14. Pouzijeme vétu o uplné pravdépodobnosti.
Ozna¢me A vytazeni ¢erné koule. Pravdépodobnost vybéru i-té krabice je

p(Bi) = Tlo
Jevy B;, i =1,2....,10 tvorfi tplny systém jevi. Proto
10 0.
P(A) = ;p& (A)p(Bi) = 2 070"
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Maplety

V nasledujicich mapletech si mizete nékteré studované pojmy priblizit, pripadné si sesta-
vit vlastni zadani piiklad.

Opakovani pojmi z kombinatoriky

Binomické rozlozeni pravdépodobnosti
Aproximace binomického rozlozeni normalnim
Exponencialni rozlozeni pravdépodobnosti
Geometrické rozlozeni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozlozeni pravdépodobnosti
Normalni rozlozeni pravdépodobnosti

Kvantily normalniho rozlozeni pravdépodobnosti

© 0N Tt W

Poissonovo rozlozeni pravdépodobnosti

—
e

Fisher-Snedocorovo rozlozeni pravdépodobnosti

—_
—_

. Studentovo rozlozeni pravdépodobnosti

—
[\

. Distribu¢ni a frekvenéni (pravdépodobnostni) funkce

—
w

. Urcity integral

-y
S

. Integrovani

—
ot

. Derivovani


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/kombinatorika.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstBinomicke.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstBinomNorm.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstExponencialni.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstGeometricke.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstHypergeometricke.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstNormalni.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstNormKvantil.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstPoissonovo.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstFishSned.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstStudent.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstHust2Distr.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/UrcityIntegral.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Integrovani.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Derivovani.html
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3 Nahodné procesy

Pruvodce studiem

Budeme se zabyvat nékterymi typy nahodnych procesii. Ukazeme si jejich rozdéleni a nékteré zpiisoby
reSeni problém(, které tyto procesy popisuji.

V predchozi kapitole jsme se zabyvali teorii pravdépodobnosti. Vzdy jsme prepokladali, Ze nahodnad
veli¢ina, nadhodna proménnd dosahne béhem pokusu nékterou, pfedem nam neznamou, hodnotu, ale
tato hodnota bude pouze jedna jedind. Tento postup ale nevyhovuje pri popisu fady dalsich jevi,
protoZe zanedbava zavislost nahodné proménné na case.

S ndhodnymi procesy, které zdviseji na dase, se mizeme setkat v radé oblasti védy, techniky a vyskytuji
se i v normalnim Zivoté, jenom o tom kazdy nevi.

Vezméme si hromadéni se prvki, které maji projit urcitym systémem, oSetfenim, tj. procesy hromadné
obsluhy. Typickym pfikladem je fronta zakaznikd pred pokladnou, pocet vozidel pred krizovatkou,
zatizeni telefonniho uzlu. Dalsim pfikladem mohou byt modely obnovy, tedy proces kdy dochdzi k
postupnému vyrazovani prvki ze souboru a jejich nahrazeni jinymi prvky. V demografii se takovymi
prvky rozumi Gamrti a narozeni.

Uvahy o nutnosti vybudovat teorii nddodnyxh procesti vyslovil uz A. Poincaré (1854 - 1912). Prvni
ndznaky realizace je mozné nalézt u L. Bacheliera (1870). Skutecné vybudovani matematickych
zdkladi nahodnych procesti je spojeno se jmény A.A. Markova (1856 - 1922), A.J. Chincina (1894 -
1959) a A.N. Kolmogorova (1903 - 1987).

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Rozeznat deterministicky a ndhodny proces.
e Sestavit matici Markovského fetezce.

e Odlisit od sebe homogenni a nehomogenni Markovské feézce.
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3.1 Zakladni pojmy

Procesem budeme rozumét kazdy déj, ktery mize probihat v technické, ekonomické a
matematické oblasti. Pfitom jednotlivé procesy mizeme rozdélit na disjunktni t¥idy (tj.
kazdy proces je mozné jednozna¢né zaradit do pravé jedné tiidy). Rozeznavame procesy

e deterministické
e nihodné

e smisené

Deterministicky proces — vzdy jej miZeme popsat nebo predpokladat o jaky proces
se jedna. Pro funkci ¢asu f(t),t € {0,1,2...n}, nebo f(t),t € (a,b),a < b,a,b € R, vidy
budeme znat jeji hodnotu. Jinak feceno: u deterministického procesu pii danjch vstupnich
podminkach vzdy dokazeme urcit vysledek procesu.

Priklad 3.1. Médénou spiralu pripojime ke zdroji. Znamena to, Ze spirdlou potece proud
a spirala se za¢ne ohfivat. Mlizeme zmérit proud a napéti zdroje a na zakladé toho mtizeme
urcit, jakym zpiisobem se §iii teplo ve spirdle, jaky je jeji tepelny vykon atd. Jedna se o
deterministicky proces.

Nahodny proces (stochasticky proces) - pro kazdé ,t“ budeme znét jen pravdépo-
dobnost s niz mize dany pripad nastat.

Priiklad 3.2. Turbulence v atmosféie, pocasi, atd.

Obchodni strategie, restrukturalizace podniku, vyroby a jeji dopad na miru zisku, atd.
Ptisobeni 1éki.

Vedlejsi acinky léku.

V pfemétu Matematika 3 jste se setkali s opakovanymi pokusy (Bernouliovské posloupnost
pokustl), kdy v kazdém pokusu nastal sledovany jev vzdy se stejnou pravdépodobnosti. V

praxi se vSak velmi Casto setkavame s tim, ze vysledek jednoho pokusu zavisi na vysledcich
predchozich pokusti. Budeme se tim nyni zabyvat.

Obecny nahodny proces je mnozina nahodnych veli¢in, kterd zavisi na urcitém poctu
parametri a ty jsou definovany na mnoziné realnych cisel.

Uvedeme si nyni pfesnou definici pojmu.

Definice 3.3. Necht (£2; A; P) je pravdépodobnostntni prostor, necht 7" C R. Posloup-
nost redlnych nahodnych veli¢in { X;;¢ € T'} definovanych na (£2; A; P) se nazyva nahodny
proces.

Definice 3.4. Pro T = Z = {0;£1;42;...} nebo T" C Z mame proces s diskrétnim
casem, neboli ¢asovou fadu.
Pro T = [a;b], kde —00 < a < b < 400 je {X;;t € T} proces se spojitym Casem.
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Definice 3.5. Dvojice (5;E), kde S je mnozina hodnot ndhodnych veli¢in X, a & je
o-algebra podmnozin S, se nazyva stavovy prostor procesu {X;;t € T'}. Pokud ndhodné
veliciny X; nabyvaji pouze diskrétnich hodnot, fikame, Ze jde o proces s diskrétnimi stavy,
nabyvaji-li hodnot z néjakého intervalu, mluvime o procesu se spojitymi stavy.

Vzdycky se budeme rozhodovat podle toho, jestli budeme pracovat s diskrétnim casem
nebo s ¢asem spojitym.

Nahodné procesy jsou zalozeny na pravdépodobnosti, na ndhodé€, nebo jinak feceno na
nejistoté. To je jejich hlavni odlisnost od deterministickych procesi, které nam davaji za
shodnych vstupnich podminek vzdy stejny vysledek.

Obecny nahodny proces bude pro nas mnozina nadhodnych veli¢in, které zavisi na urcitém
poctu parametri, které budeme brat z mnoziny realnych cisel.

V aplikacich (technickych, ekonomickych, ...) se pracuje predevs§im s ndhodnymi pro-
cesy, které zavisi na jedné proménné - na case. Takové ndhodné procesy budeme nazyvat
stochastickymi.

Jestlize pracujeme s diskrétni mnozinou proménnych (diskrétni ¢asovd mnoZina, napf. sled
méfeni s presné uréenym intervalem mezi jednotlivymi méfenimi), potom se stochasticky
proces nazyva Markovsky Fetézec, nebo Markoviv Fetézec!. Jestlize pracujeme se spo-
jitou proménnou (spojitym ¢asem), potom mluvime o Markovském procesu se spojitym
Casem.

3.2 Markovské retézce

Jedna se o nejjednodussi typ z Markovskych procesti. Predpokladame, ze mame diskrétni
mnozinu hodnot (napiiklad diskrétni asovou mnozinu) a ji odpovidajici diskrétni mnozinu
vysledki - stavii.

Méame diskrétni ¢as i diskrétni stavy. Markovské fetézce (MR) pouZivdme pro popis sys-
témi, které se mohou nachazet v dany ¢as v jednom z konec¢ného poctu stavii, respektive
v jednom z nekonecného, ale spocetného poctu stavii.

Priklad 3.6. Pripomeneme si:
Mnozina celych kladnych ¢isel: ZT = {1,2,3...} je nekonecnd, ale spocetna.
Pouze nekoneénd mnozina se dé bijektivné zobrazit na svoji podmnozinu.

2- 77 ={2,4,6...}

Va € Z =2a €27
27T czt

LA.A. Markov (1850 -1932), rusky a sovétsky matematik. V roce 1907 zavedl zakladni pojmy na-
hodnych procesii s diskrétnim ¢asem a koneénym poctem stavi. V roce 1936 A.N. Kolmogorov zobecnil
tyto pojmy pro spocetnou mnozinu stavi. V soucasné dobé je teorie Markovskych procest jednou z
nejrozsifenéjsich ¢asti aplikaci teorie pravdépodobnosti.
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Nekone¢nad mnozina je spocetnd, jestlize mnozinu dokédzeme ocislovat a tim spocitat.
Mnozina racionalnich ¢isel je spocetna.
Mnozina realnych cisel je nespocetna.

Uvedeme si nyni pfesnou definici:

Definice 3.7. Markovska vlastnost.
Rekneme, ze posloupnost nadhodnych pokust, respektive posloupnost diskrétnich nadhod-
nych proménnych

{X,, n=0,1,2,...}, (3.1)

které nabyvaji pouze hodnot z mnoziny celych nezapornych cisel, tvori Markovsky fetézec,
jestlize pro kazdé n € {0,1,2,...} a pro kazdou posloupnost celych nezdpornych ¢isel
Xg, X1, To, ..., T, plati

p(Xn - xn/XO = l'Ole =T1y. .- 7Xn—1 - xn—l) - p(Xn = xn/Xn—l - xn—l) 5 (32)

kde vyraz p(A/B) oznac¢uje podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal
jev B.

Jinak feceno: Predpoklddejme, Ze mame ndhodny proces, ktery v ¢ase t nabyva hodnot s(t) = a,
kde a je celé nezaporné ¢islo. Potom plati

p(s(n)=1i/s(n—1)=j,s(n—2)=k,...,s(1) =1,5(0) =m) =

=p(s(n) =i/s(n—=1) = j).

Neboli pravdépodobnost, ze v momenté n nastane jev ¢ za predpokladu, ze se v predeslych
dobéch (okamzicich méfeni) vyskytovaly rizné jiné stavy je uréena pouze stavem v dobé n — 1.
Mluvime potom o podminéné pravdépodobnosti prechodu ze stavu j do stavu ¢, ke kterému
doslo v dobé od n — 1 do n.

Pro pravdépodobnosti prechodu plati

0<p,; <1, i,j=0,1,2,... (3.3)
+o00
 piy=1, i,j=012 .. (3.4)
i=0

Pravdépodobnosti prechodu se obvykle udavaji ve formé tzv. matice pravdépodobnosti
prechodu:
Poo Po1 Po2
P = Pio P11 P12
P20 P21 P22

P je ¢tvercova matice konecného nebo nekonecného stupné. Pro jeji prvky plati podle
(3.3), Ze jsou nezaporné a podle (3.4) je fadkovy soucet vzdy roven jedné.



3.2 MARKOVSKE RETEZCE 109

Definice 3.8. Kazd4 matice s témito vlastnostmi (vSechny prvky jsou nezédporné a fad-
kova soucet je vzdy roven jedné) se nazyvé stochastickou matici. Pokud je navic i kazdy
sloupcovy soucet roven jedné, potom mluvime o dvojndsobné stochasticke matici.

Véta 3.9. Libovolnd mocnina stochastické matice je opét stochastickou matict.

Soucin dvou stochastickych matic je opét stochastickou matici.

Duikaz. Méjme dvé stochastické matice téhoz fadu n.

A = (ai]’), Zai]’ = 1,VTL,
7j=1

B = (bij), Zbij = l,Vn.
j=1

Potom .
A-B=C= (Cij), kde Cij = Zaikbkj.
k=1
n n n n n n n
ch’j = Z < aikbk]‘> = Zzaikbkj = Zbk] Qi — 1-1=1.
i=1 i=1 \k=1 k=1 i=1 k=1 k=1
Tim mame dokazané druhé tvrzeni véty. Prvni tvrzeni se dokazuje analogicky. O

Chovani celého systému je urceno

1. Vektorem absolutnich pravdépodobnosti v poc¢atecni moment
P(0) = (p1(0), p2(0), ..., pn(0)),
kde p;(0) je pravdépodobnost, ze v momenté 0 je systém ve stavu 1.
2. Matici pravdépodobnosti prechodu
P = (pi;(n)),

kde p;;j(n) je podminéna pravdépodobnost pfechodu ze stavu i do stavu j mezi
okamziky n — 1 a n, neboli p (s(n) = j/s(n — 1) =1).

Protoze jednotlivé stavy tvori iplna systém jevii, bude i pro pocatecni vektor plati

0<pi(0) <1, sz‘(o) =1

Definice 3.10. V piipade kdy pravdépodobnosti p;;(n) nebudou pfimo zaviset na hod-
noté n, tj. nezévisi na okamziku, kdy k prechodu doglo, potom mluvime o homogennim
Markovském fetezci, tj. p;;(n) = p;;.
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Definice 3.11. Jestlize p;j(n) zavisi na hodnoté n, pak mluvime o nehomogennim
Markovském retezci .

Neboli u homogeniho Markovského Fetezce je matice pravdépodobnosti piechodii P = (p;;(n)) =
= (pij) konstantni matici, ktera nezavisi na Case, zatimco u nehomogenniho Markovského Fetézce
je matice pravdépodobnosti pfechodii P = (p;;(n)) funkei casu.

Necht v je libovolné celé nezdporné ¢islo. Potom pravdépodobnost prechodu ze stavu ¢ do
stavu j za n(n =0,1,2,...) krokl oznac¢ime

pg?):P{Sy+n:j/8V:i}7 /L.,j:071’2"“

pritom polozime
pgj) = Dij-

Véta 3.12. Necht n, k jsou libovolnd prirozend ¢isla a i, j jsou libovolnd nezdpornd ¢isla.
Potom pro pravdépodobnosti prechodu plati vztahy

pitY = sz Dy (3.5)

pz;l+k) szu py] ‘ (36)

Vztahy (3.5) a (3.6) se nazyvaji Chapman-Kolmogorovy rovnice

Véta 3.13. Necht n > 2 je libovolné ptirozené ¢islo a necht i, j jsou libovolnd celd nezd-
pornd cisla. Potom pro matici pravdépodobnosti prechodu plati

n= ), =12, (3.7)

kde P™ je n-ta mocnina matice pravdépodobnosti prechodu pro jeden krok P.

Pojmy k zapamatovani

— Definovali jsme si ndhodny proces.
— Zavedli jsme si pojem Markovsky fetézec.

— Uvedli jsme si zakladni Markovskou vlastnost, tj. stav systému v dany moment zavisi pouze
na stavu v predchozim momentu a ne na celé historii.

— Odvodili jsme si zakladni vlastnosti stochastickych matic.

Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem stochasticky proces?
2. Kdy je definovan soudin stochastickych matic?

3. Co nam fikaji Chapman-Kolmogorovy rovnice?
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4  Homogenni Markovské retézce

Pruvodce studiem

V této kapitole se budeme zabyvat homogennimi Markovskymi fetezci. Odvodime si jejich zakladni
vlastnosti.

Zavedeme si klasifikaci jednotlivych fetezcd.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Provést klasifikaci stavi.
e Urcovat vektor absolutnich pravdépodobnosti.

e Pracovat s matici prechodi.

4.1 Zakladni pojmy

Méjme homogenni Markovsky fetézec s matici pravdépodobnosti prechodt P = (p;;).
Potom plati:

Véta 4.1. Pravdépodobnosti p;;, které vytvdreji matici pravdépodobnosti prechodi P,

must splnovat nasledujici podminky.

1. pij > 0,Vi,j € {0,1,2..N};

2. > pij=1,Vi,j €{0,1,2...N}, tj. kazdy radek tvori uplnou mnozinu jevi.
j=1

Nyni mizeme Markovsky Fetézec popsat na zékladé znalosti vektoru p(n), n =0,1,2,...,
a matice P = (p;;) (matice pfechodu) pomoci vztahu

p(n+1)=p(n)-P.
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Postupnym dosazovanim mizeme dojit k vyrazu

p(n+1)=p(0) - P, (4.1)
kde p(0) — je vektor urcujici poc¢atecni stav, IP- je ¢tvercovd matice fadu N. Jinymi slovy:
jestlize zname pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych stavi v pocatku Markovského procesu

popsaného matici P, potom mizeme pomoci Markovsky fetézec popsat pravdépodobnosti
vyskytu jednotlivych stavi v kazdém dalsim momenté.

Dukaz. vztahu 4.1:

p(1) =p(0) - P,
p(2) =p(1)-P = (p(0) - P) - P = p(0) - P?,
p(3) =p(2)-P = (p(0) - P?) - P = p(0) - P*,
Pouzitim matematické indukce dostaneme tvrzeni. O

Poznamka 4.2. Pfipomindm, Ze nasobeni matic neni komutativni, tj. obecné pro libo-
volné dvé matice A, B

A-B+B-A

Takze vzdy zalezi na poradi nasobeni.

Poznamka 4.3. Pfipominam, Ze obecné nemuzeme vynasobit libovolné dvé matice.
Jestlize mame matici A = (a;), kde i = 1,...,m, j = 1,...,n, tj. matice A ma m
radk a n sloupci, a matici B = (by), kde k = 1,...,p, 1 = 1,...,q, takiZe mame dvé
matice typd (m,n) a (p,q), potom je definovan souéin A - B (v uvedeném potadi) pouze
tehdy, kdyz n = p. Pocet sloupcti prvni matice se musi rovnat po¢tu fadki matice druhé.
Vyslednd matice je potom typu (m,q).

Piiklad 4.4. Mé&me MR se stavy ,1¢ a ,2“ Nechf jsme v dobé ,0“ ve stavu , 1
Pravdépodobnost tohoto jevu oznacime p;(0). Jestlize budeme v dobé ,0“ ve stavu 2%
potom ozna¢ime pravdépodobnost tohoto jevu py(0).

V dal$im momentu ,,1“ se miizeme ocitnout ve stavu ,,1“ dvojim zptsobem: bud setrvanim
ve stavu ,,1“ a nebo prechodem do stavu ,,1“ ze stavu ,2“. Potom

p1(1) = p1(0) - p11 + p2(0) - po1 = Zpi(o) " it

kde p11, pa1 jsou prvky matice P (jde o prvni sloupec) a p;(0), p2(0) jsou slozky vektoru
absolutnich pravdépodobnoisti p(0) v dobé 0.

Jestlize v momenté ,,0“ miize nastat vice moznosti, bude mit vektor absolutnich pravdé-
podobnosti vice ¢lenti.
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Pomoci vektoru absolutnich pravdépodobnosti p a matice IP mtizeme urcit rozdéleni prav-
dépodobnosti v libovolny moment pro kazdy z moznych N stavi. Jednotlivé pravdépo-
dobnosti p;(k),i =1,2,..., N,k =1,2... poc¢itdme pomoci vztaht:

p1(1) = p1(0)p11 + p2(0)par + - - - + pn(0)par,
p2(1) = p1(0)p12 + p2(0)pa2 + - - - + v (0)pwo2,

pn(1) = p1(0)pin + p2(0)pan + -+ - + pa(0)p .

Nebo pii maticovém zapisu

Analogicky plati

Chovani homogennich MR po kone¢ném poétu ¢asovych intervali je tedy popsano pomoci
vektoru vychozich absolutnich pravdépodobnosti a mocnin matice prechodu.

Ptejme se: Jaka je pravdépodobnost prechodu ze stavu ,:“ do stavu ,,j“ v pribéhu ,n“
¢asovych intervali?

Tyto pravdépodobnosti jsou dany prvky matice prechodu P", oznacime je pgl) jde o prveky
matice P", ale neziskdme je pouhym umocnénim prvki p;;, ale jako prvek mocniny matice.

Priklad 4.5.

2 11 1 1Y) (12
A= (01 o1/ \0 1)
1 2 11 1
3 _ i _
= (o1)(on)=(a1)
no 1 n
!
Dostali jsme Vn
Y = 1,
sy = o,
iy = 1,

ale p» = n.

(n)

Pfitom na hlavni diagonale matice P" dostavame pravdépodobnosti p;;” névratu do téhoz

stavu po ,,n“ ¢asovych intervalech.
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4.2 Klasifikace stavua

Definice 4.6. Jestlize je prvek na hlavni diagonale pgb ) rizny od nuly pro vSechna ,n“

tak potom hovoiime o rekurentnich stavech (je mozné se vratit na pocatek).

V opacnych pripadech mluvime o tranzientnich stavech.

Definice 4.7. Rekurentni stavy mohou byt takové, Ze navrat do vychoziho stavu muze
nastat kdykoliv, potom mluvime o ergodickych stavech, nebo miiZe nastat az po pro-
vedeni kone¢ného poc¢tu kroktd, potom mluvime o periodickych stavech a nebo az po
provedeni nekonecného (ale spocetného) poctu krokd (tj. az v limité) pak mluvime o
stavech rekurentnich nulovych.

Definice 4.8. Hodnoty pz(»?) nam dovoluji rozlisit dosazitelné a nedosazitelné stavy,
tzv. jestlize pg-L) > (0 = stav ,,j“ je dosazitelny ze stavu ,“ po provedeni urc¢itého poctu
krokti po ,,n“ ¢asovych intervalech.

)

V opac¢ném pripade, tj. kdyz pgl = 0, jde o nedosazitelny stav.

Definice 4.9. Stavy vzajemné dosazitelné nazveme souslednymi. Skupinu vzajemné
souslednych stavii nazveme uzavienou tridou.

Je-li v MR pouze jedna takova t¥ida, potom nazyvame tento fetézec nerozloZitelny. V
opa¢ném piipadé nazyvame tento fetézec rozlozitelny .

Definice 4.10. Tvoti-li vSechny stavy fetézce uzavienou tiidu a jestlize jsou navic ergo-
dické, potom mluvime o regularnim fetézci.

Definice 4.11. JestliZe pro jeden nebo vic stavii plati pgf ) = 1, nebo pf? ) 1, tj. setrvani
ve stavu ;i “ je stav jisty a jestlize do téchto stavii existuje vstup, potom mluvime o stavech

pohlcujicich (absorp¢nich).

Ostatni stavy pak nutné musi byt tranzientni, protoze se postupné jejich pravdépodob-
nosti blizi k nule. MR, které obsahuji tyto stavy se nazyvaji absorp&nimi.

Poznamka 4.12. Blokové matice — jestlize matici rozdélime nékolika vodorovnymi a
svislymi ¢arami na podmatice, které nazveme bloky, potom mame blokovou matici.

Priklad 4.13. Méjme matici A,

BN

I
S = W
— o ot N

Ol & O
N 0o~ O

B I
Potom muzeme psat A = ( ) ,

1 2 4 8 10
an- (1 2)on (29)0- (1)
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Blokové matice miizeme pouzit pro klasifikaci MR.
Je-li MR rozlozitelny potom pii vhodném pieéislovani jednotlivych stavii miizeme v matici

P vytvorit nulovou podmatici O.
A O
~(49) i

P:(g g) (4.3)

kde @, S - jsou ¢tvercové matice, pricemz () obsahuje rekurentni stavy a S obsahuje
tranzientni stavy.

A dostaneme:

kde A, B jsou Ctvercové matice.

Jestlize je P rozlozitelna na tvar:

]P’:(g 8) (4.4)

kde C, D jsou ¢tvercové matice a O je nulové ¢tvercova matice, pak bude systém oscilovat
mezi dvéma mnozinami stavii a prislusna matice P bude popisovat periodicky retézec.

Neni-li matice P rozlozitelna, jedna se o regularni retézec, kde vSechny stavy tvori uzavieny
celek, ptricemz z kazdého stavu lze prejit do ostatnich a naopak.

Piiklad 4.14. Méjme MR, ktery ma ceklkem ¢tyii stavy, pficemz ze stavu ,,1 miizeme
prejit pouze do stavu ,,3“ a naopak, a ze stavu ,2° mtizeme pfrejit pouze do stavu ,4“ a
naopak. Matice pravdépodobnosti pfechod® bude potom mit tvar

]:P:

_ o O
S O O
S O =
O = O

(e}
—
(e
(e

Dostali jsme matici periodického retézce.

Piiklad 4.15. Mé&jme MR, ktery ma celkem pét stavil, pficemz ze stavu ,1“ mfizeme
prejit pouze do stavu ,3“, ze stavu ,2° mizeme prejit pouze do stavu ,4% ze stavu , 3
muzeme piejit pouze do stavu ,5% ze stavu ,,4“ muzeme piejit pouze do stavu ,,1“ a ze
stavu ,,5“ mizeme prejit pouze do stavu ,2¢. Matice pravdépodobnosti prechodt bude
potom mit tvar

001O0O0 0 0j1 00O
000T1O0 0 0/]0 1 O
P=]1000O01]=]00(00T1
10000 1 00 00
0100O0 0 10 0 0

Nulové podmatice nejsou ¢tvercové.
Pokud posledni dva fadky pirehodime na prvni mista, dostaneme jednotkovou matici. To
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ale znamena, ze vSechny stavy jsou sousledné a tvori jen jednu uzavienou tfidu. Jedna se
tedy o regularni fetézec.

Pojmy k zapamatovani

— Ukazali jsme si zékladni vlastnosti homogennich Markovskyjch fetezuct.
— Zavedli jsme si klasifikaci stavt.

— Ukazali jsme si jak se pracuje s matici pravdépodobnosti pfechodi a s po¢ateénim vektorem
pravdépodobnosti.

— Zabyvali jsme se umocnovanim mative pravdépodobnosti prechodt.

Kontrolni otazky

. Co rozumime pojmem absorpéni stav?
. Které stavy jsou periodické?
. Které stavy jsou tranzientni?

. Které stavy jsou sousledné?

U = W N =

. Co nam vyjadruje vektor absolutnich pravdépodobnosti?
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5 Regularni Markovské retézce

Pruvodce studiem

V této kapitole se budeme vénovat reguldrnim Markovskym fetezciim. Odvodime si jejich zakladni
vlastnosti.

Ukdzeme si jakym zpisobem je mozné urcit limitni vektor.

Zavedem si fundamentalni matici reguldrniho fetezce a ukazeme si jeji pouZiti pfi hledani streni doby
prvniho prechodu.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Urcit limitni vektor regularniho Markovského fetezce.
e Sestrojit fundamentédlni matici regularniho Markovského fetezce.

e Urcit stfedni dobu prvého pfechodu.

5.1 Regularni Markovské retézce

Neni-li matice P rozlozitelna, potom se podle definice 4.10 jedna o regularni fetézec, kde
vSechny stavy tvori uzavieny celek, piicemz z kazdého stavu lze prejit do ostatnich a
naopak.

Definice 5.1. Matici pravdépodobnosti prechodu P nazveme regularni, je-li ,P"* pro
urc¢ité ,n“ bez nulovych prvki.

Priklad 5.2. Méjme celoc¢iselnou matici

— = O
N —



118 REGULARNI MARKOVSKE RETEZCE

ktera obsahuje i nulové prvky. Ale jeji mocnina

113
A=A A=|4 2 5 |,
2 35
uz zadné nulové prvky neobsahuje.
Priklad 5.3. Méjme stochastickou matici
1 0 2 8
B = 10 30 7],
5 5 0
ktera obsahuje i nulové prvky. Potom
1 46 40 14
B? = 100 35 41 24 |,
15 10 75

uz zadné nulové prvky neobsahuje.

Disledek 5.4. Je-li P reguldrni, potom neni rozloZitelnd na Zddny z typi (4.2), (4.3),
(4-4)-

Poznamka 5.5. POZOR! Neplést si pojmy regularni matice, tj matice jejiz determinant je ne-
nulovy, s regularni matici pravdépodobnosti pfechodu, ktera je matici reguldrniho Markovského
Tetezce.

Priklad 5.6. Méjme danu matici

C:

Wl = Wl
Wi~ O wlr
Wi~ O wlr

Protoze det C' = 0 (matice mé dva stejné fadky), jedna se o singularni matici.
Soucasné ale je matice C? bez nulovych prvki (Ovéite!), takZe se jedna o regularni matici
pravdépodobnosti pfechodu.

Véta 5.7. Je-li P requldarni potom matice ,P" “ konverguje k limitni matici A, kde A je
matice tvorena prvky ai,as, ...ay, kde vsechny radky jsou stejne.

ay ag ... 4N
A=

a1 a2 ... an

ay a2 ... anN

Vsechny tadky limitni matice A jsou stejné a tvori tzv. limitni vektor d = (aq, as...ay)

Véta 5.8. Pro requldrnt matici P plati:
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1. Je-li A limitni matice pro P a a je limitni vektor plati pro libovolny pocatecni vektor
P potom

lim p- P" = a.
n—o0

2. Limitni vektor je jedinym vektorem pro ktery plati:

a-P=a.

P-A=A=A-P.

Neboli limitni matice komutuje s prislusnou stochastickou matici.

5.2 Hledani limitniho vektoru a

Predpokladame Ze se u naseho regularniho retézce mohou vsechny stavy stale vyskytovat,
tj. plati:
O<p,'j <1,Yi,7=12,....,N

Potom, jestlize existuje limitni rozdé€leni, tak plati, ze

lim p(n) = lim p(n—1) =d.

n—oo n—oo
Pritom slozky vektoru @ muzeme chapat jako podily z celkové doby, kdy systém setrvava
v jednotlivych stavech 1,2...N béhem dostatecné dlouhé doby.

Jestlize vyjdeme z podminky d-IP = @, dostaneme soustavu linearnich algebraickych rovnic,

které budou linearné zavislé. Reseni bude zaviset na parametru a nebude jednoznacné
N

urcené. Doplnime-li systém o podminku > a; = 1 potom dostaneme pravé jedno FeSeni.
i=1

Priklad 5.9. Mame vyrobni linku, ktera se mize nachzet pouze ve dvou stavech.

1. linka je v provozu

2. linka je v opravé

Sledovanim provozu bylo zjisténo, ze pokud je linka v jednom okamziku v provozu (stav
1), potom v dalsim okamziku, mtze byt se stejnou pravdépodobnosti bud v provozu a
nebo v opravé. Pokud se linka nachézela v opravé (stav 2), potom v dalsim obdobi byla
s pravdépodobnosti 75% opét v opravé a s pravdépodobnosti 25% byla v provozu.

Reseni. Mame piiklad se dvéma stavy, pficemz uvedené relativni ¢etnosti miizeme po-
kladat za pravdépodobnosti pfechodu mezi jednotlivymi stavy. Matice podminénych prav-

dépodobnosti mé tedy tvar
P 0,5 0,5
-\ 0,25 0,75 )~
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Urc¢ime nyni vektor absolutnich pravdépodobnosti. Predpokladame, zZe na zacatku je linka
v provozu, potom méame p(0) = (1;0)

Pravdépodobnost v bodé 1 ziskame:

- - 0,5 0,5
A0 =310) P =150+ gy o5 ) = 05:0.5)

To znamena, ze po uplynuti prvniho intervalu bude linka se stejnou pravdépodobnosti v
provozu jako v opravé. Pokracujeme dale a dostaneme:

_ . 0,5 0,5
p(2) = p(1) - P=(0,5;0,5) - ( 095 0.7 ) = (0,375;0,625).

Dostali jsme, ze po uplynuti druhého ¢asového intervalu bude linka s pravdépodobnosti
0.375 pracovat a s pravdépodobnosti 0,625 bude v opravé. Odtud uz se daji délat zavery
napriklad o kvalité linky, ale to uz neni naplni matematiky.

Vysledky si zapiseme do tabulky:

n 0|1 2 3 4 5
Pracuje p;(n) 0,510,375 | 0,3438 | 0,3359 | 0,334
V opravé ps(n) [ 0 | 0,5 | 0,625 | 0,6562 | 0,6641 | 0,666

—_

Tab. 5.1: Vysledky piikladu 5.9 pro p(0) = (1;0)

Nyni naopak pfedpokladejme, Ze v pocatku je linka v opravé potom p(0) = (0;1).

L 0,5 05
A =0) = 00 (g V7 ) = (0.250.75)

Takze po uplynuti prvniho ¢asového intervalu linka, ktera byla v opravé, bude dale v
oprave s pravdépodobnosti 0.75 a pouze s pravdépodobnosti 0, 25 bude pracovat.

7(2) = p(1) - P = (0, 31250; 0, 6875).

Vysledky si opét zapiseme do tabulky:

n 0|1 2 3 4 5
Pracuje p;(n) 010,25 | 0,3125 | 0,3281 | 0,332 | 0,333
V opraveé ps(n) | 1 | 0,75 | 0,6875 | 0,6719 | 0,668 | 0,667

Tab. 5.2: Vysledky prikladu 5.9 pro p(0) = (0;1)

Vsimnéte si, ze pres rozdilnost pocatecnich vektori uz po patem kroku méame v obou
tabulkéach skoro stejné hodnoty.
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Jestlize existuji pouze uvedené dva stavy potom si mizeme urcit limitni vektor a.
a-P=a,

L (05 0,5
kde(Ja—((Jz,ﬂ)aIP’—(0725 0’75).Potom

a soucasné

a+f=
Dostaneme tak soustavu

1 +15_

¢ TP T

1 3

§a+16—@

a+p=1

Po jejim vyTeseni dostaneme:

1 2
V dostatecné dlouhém obdobi bude linka 3 doby pracovat a 3 doby bude v opravé.
Opét pripominam, ze uz pata aproximace byla velmi blizko limitnimu fesSeni. O

Priklad 5.10. Na sidlisti mame dva obchody s potravinami. Pro jednoduchost budeme
predpokladat Ze béhem jednoho tydne zékaznik nakupuje bud pouze v obchodé A nebo
pouze v obchodé B. Prizkumem trhu, ktery se tykal tisice zdkaznikti, bylo zjisténo ze
90% nakupujicich v A tam bude nakupovat i v pristim tydnu a jen 10% prejde nésledujici
tyden ke konkurenci (tj. bude nakupovat v obchodé B). Déle 80% zakaznikt z obchodu
B tam bude nakupovat dale a 20% prejde k obchodu A.

Je treba popsat danou situaci a odhadnou mozny vyvoj.
Reseni. K analjze pouzijeme MR. Opé&t mame situaci, ve kteri existuji pouze dva stavy:

1. nakupuje v A,

2. nakupuje v B.

Shroméazdéné tdaje z pruzkumu trhu obsahuji relativni ¢etnosti, které mizeme pokladat
za aproximece pravdépodobnosti jednotlivych pfechodi. Sestavime si z nich matici pravdeé-

podobnosti:
0,9 0,1
P= ( 0,2 0,8 ) )
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Prvky na hlavni diagonéle — pravdépodobnost vérnosti obchodu.
Predpokladejme, ze zakaznik nakupuje v obchodé A, potom

p(0) = (1;0).

Pro nasledujici tyden dostaneme:

Pro dalsi tyden budeme mit:

_ _ 0,9 0,1
p(2)=p(1) -P=(0,9;0,1) - ( 09 0.8 ) = (0,83;0,17).

Ziskali jsme, ze po dvou tydnech s pravdépodobnosti 0.83 zékaznik, ktery nakupoval v
A, bude dale nakupovat v A, a s pravdépodobnosti 0.17 prejde ke konkurenci a bude
nakupovat v B. Stejnym zptsobem mizeme pokracovat dale. Vysledky si zapiseme do
tabulky:

n 0[1 [2 |3 4 5 6
pi(n) 1[0,90830,781 | 0,747 | 0,723 | 0,706
pa(n) 0]0,1]0,17 | 0,219 | 0,253 | 0,277 | 0,294

Tab. 5.3: Vysledky ptiklady 5.10, zadkaznik nakupoval v A

Neboli ze 1000 zakazniki, ktefi v po¢atku nakupovali v A jich po Sesti tydnech zistane

706 a zbytek ptrejde ke konkurenci. Soucasné ale i nékteri zdkaznici v B zase piejdou k v
A.

Predpokladejme nyni, ze zakaznik v pocatku nakupuje v obchodé B, potom
p(0) = (0;1).

Urcime si pravdépodobnosti pro jednotlivé tydny a zapiSeme je do tabulky:

n o1 |2 3 4 5 6
p1(n) 010,2]0,34 | 0,438 | 0,507 | 0,555 | 0,589
pa(n) 1]0,810,66 | 0,562 | 0,493 | 0,445 | 0,441

Tab. 5.4: Vysledky priklady 5.10, zdkaznik nakupoval v B

Neboli z 1000 zdkaznik nakupujicich v pocatku v B jich po Sesti tydnech zistane 411 a
589 jich preslo ke konkurenci.

Pokud predpokladame ze ,n“ je dostatecné velké, tj. mame k dispozici celkem n tydni,
potom muzeme ur¢it limitni vektor a.



5.2 HLEDANI LIMITNTHO VEKTORU @ 123

a-P=a,
. . . 0,9 0,1 , -
kde @ = («; B), a soucasné plati, zZe a + f =1 a P = 0.2 08 ) Po Gpravé mame

Y

soustavu rovnic

0.9a + 0.28 = a,
0.1a + 0.83 = 3,
a+ 6 =1,

2 1
Ktera ma jediné feseni o = 3 b= 3

2
Limitni pravdépodobnosti nam ukazuji podil obchodt na trhu. Obchod A mé zhruba 3

zakazniku a obchod B méa zhruba % O

Priklad 5.11. Vyjdeme ze zadani predchoziho pfikladu. Necht na zédkladé pruzkumu trhu
zahajil obchod B reklamni kampan. V jeho disledku doslo k pfesunu zajmu o jednotlivé
obchody, (neboli doslo ke zméné matice P), kterd ma nyni tvar

P 0,85 0,15
0,2 0,8 /)°
Vsimnéte si, ze se zménil pouze prvni fadek matice P. Rozhodnéte, zda byla kampan
uspésna.

Reseni. Urcime si opét vektor limitnich pravdépodobnosti a dostaneme: a’ - P’ = d@’, kde

a = (o/; ') a dostaneme TeSeni

a = (0,57;0,43).
Slovné vyjadireno: doslo k nartustu zdkazniki o 10% u obchodu B, takze reklamni kampar
se vyplatila. 0

Priklad 5.12. Ovéite, ze P- A= AP, pro A, P z pfikladu (5.10).

Reseni.
2 1
9 1 - = 18+2  9+1 20 10
pa=(2 0 )13 )-(ul & )-(BB)-
10 10 - = 30 30 30 30
3 3
2 1
:<g§>
3 3
2 1 9 1 18+2 248 20 10
ar=(1 1) (2 ¥)-(u2 & )-(2 8)-
3 3 10 10 30 30 30 30
2 1
:<g§>
3 3

V obou piipadech jsme dostali stejny vysledek.
POZOR! Zde se jedna jen o ovéfeni pro konkrétni matice A, P. Nejde o dikaz. O
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5.3 Fundamentalni matice regularniho MR

U regularniho MR néas bude zajimat stiedni doba prvého piechodu do uréitého stavu a
rozptyl dob této prvni doby prechodu.

U regularniho MR je stfedni doba setrvani v systému neomezend, nebot kazdy stav se
muze opakovat libovolné casto a proto nas tato charakteristika nezajima.

Definice 5.13. Fundamentalni matice Z regularniho MR s matici pravdépodobnosti pre-
chodu PP a limitni matici A ma tvar:

Z:(I—(IP)—A))‘1:I+§:(IP’”—A),

kde I je jednotkova matice, P je matice pravdépodobnosti a A je limitni matice daného
fetézce.

Protoze
P*— A,

proto
P*"—A— O,

kde O je nulova matice, a proto rozvinutim do fady dostavame
I-P-A) ' '=IT-P-A)) ' =T+P-A)+P—-A>*+...

Dale plati
(P—A)"=P"— A

lim, ;oo P"=A=P"— A — O, kde O je nulova matice

(P—A)”:P”—(’f)]?”1.A+(;‘>-P"2-A2+...+(—1)".A”

Volme n = 2 a dostaneme
P—A>’=P—-A) - P—A)=P>—PA— AP+ A>=P>— A |
pricemz jsme vyuzili, ze P- A = A - P. Matematickou indukci potom dostaneme, ze plati
(P—A)"=P"— A
Véta 5.14. Pro fundamentalni matici Z plati:

1.P-Z=7Z P

2. 7-€=¢ kde € =
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3. a-Z=a

4. 1 —Z=A—-P- -Z
Dukaz. DokaZeme posledni tvrzeni.

I-Z=A-P-Z.
Vezmeme si vyjadieni Z a vynasobime jej zleva vyrazem (I — P),
o0
Z=I+> (P"-A),
n=1
dostaneme
(I-P)-Z
=(I-P)- (I4+P-A)+P?>—A)+.+P"—A)+...),
=I+P-A)+P*-A)+ - +P"—A)+... |-(-P)—PP-A)-PP>*-A4)—...
=TI -P+P-A)+P?—A)+ - —(P>-P-A) - (PP—P-A) —.....
=I-P+P-A)+P>-P-A) 4 —(P>—-A) - (PP -A) —...
=I-P+(P-A)=1-A.
Neboli jsme dostali
(I-P)-Z2=7Z-PZ=1-A
a po upravé mame
I1-Z=A-P-Z.
O

5.4 Stredni doba prvého prechodu

Pokud méame regularni MR potom se v ném mohou vyskytovat viechny stavy v priibéhu
sledované doby. Proto nabyvaji na vyznamu charakteristiky, které nam udavaji stfedni

dobu prvého piechodu do urcitého stavu.

Oznacme stfedni dobu prvého prechodu ze stavu ,,S;“ do stavu .55 jako ,,m;.“. V pii-

padé, ze i = k (jde vlastné o stfedni dobé prvého névratu) mame

my; = 1-py + Zpik * Mg
ki

Setrva-li systém ve stavu ,,S;“ s pravdépodobnosti ,p; ¢ (tj. jeden interval systém setrva
v piislusném stavu ,,S;“ coz mize nastat s pravdépodobnosti ,p;“), proto prvni ¢len

nasobime jednickou.

Prejde-li systém s pravdépodobnosti ,p;.“ do stavu ,,5;“, trva v praméru navrat, tzv.

prvni prechod ze stavu ,,S;“ do ,,5; my;.
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V ostatnich ptipadech, tj. pro j # i, mizeme stfedni dobu prvého ptrechodu z ,,S;“ do
»9; ¢ vyjadrit rovnici

mg; = 1-pi; + Z (pir - Mg + 1+ pir,) (5.1)

Py

Ptechod od ,,S;“ do ,,5;“ miize s pravdépodobnosti ,,p;; “ probéhnout hned v prvém kroku
(tj. béhem prvniho ¢asového intervalu) a nebo vSemi moZnymi kombinacemi pfechodu ze
stavu ,,5;“ do ,,S;“ a to opét béhem riznych ¢asovych intervalt (béhem raznych krokd,
pficemz opét mizZe se jednat jen o jediny krok, ale nemusi).

Upravou rovnice (5.1) dostaneme

mg; =1 'pij+zpik'mkj +1'Zpik = Zpik'mkj+ 1=
Py oy poy

= E Dik - Mkj — Pij - My + 1.
k
Ptejdeme k maticovému vyjadieni a mame vztah

M =P(M — M)+ E,

kde M = (my;),
P - nase matice pravdépodobnostniho prechodu,
M - diagonalni matice, ktera ma na diagonale prvky matice M,
E - matice ze samych jednotek.
Pokracujeme déle v tpravach a dostaneme

M=(I-Z+E-7Z)-M, (5.2)
kde Z - ptislusna fundamentalni matice,

~

Z - je matice obsahujici pouze diagonalni prvky fundamentalni matice Z.

1
Déle plati m;; = —, kde a; je i-ta slozka limitniho vektoru a.
a/.

(2

Takze ve vztahu (5.2) zndme vSechny prvky na pravé strané a to ndm umoziuje uréit
matici M.

Priklad 5.15. Analyzou situace na trhu prace bylo zjisténo Ze pracovnik muze bud pra-
covat ve svém oboru, nebo pracovat v jiné profesi (mimo sviij obor) a nebo byt nezamést-
nany.

Ve své profesi pracovalo i nasledujici mésic 80% pracovnik, ktefi v ni pracovali na zac¢atku.

10% pracovniki preslo k jiné profesi a 10% se stalo nezaméstnanymi.

Z pracovnikll zaméstnanych mimo sviij obor se béhem pfistiho mésice 10% vrati ke své
ptivodni profesi, 70% ztistane pracovat mimo sviij obor a 20% pracovniki pfijde o praci.

Z nezaméstnanych naslo sviij obor a praci v ném 5% pracovnikt, 30% naslo praci mimo
sviij obor a 65% bylo dale nezaméstnanymi. Urcete matici M stfednich dob prvého pfe-
chodu.
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Reseni. Mame celkem tfi stavy

1. déla ve svém oboru
2. déla v jiném oboru

3. je nezaméstnany

Matice pravdépodobnosti prechodu

0,8 0,1 0,1
P=| 0,1 0,7 0,2
0,05 0,3 0,65

Uréime si limitni vektor a:

a-P=d, kde @ = (a; ;) a sou¢asné musi platit podminka o + 5 4+ v = 1. Dostaneme

tak soustavu
0,8a+ 0,184 0,05y = «a,

0,10+ 0,78+ 0,3y = 8,
0,1a 4+ 0,28 4 0,65 = ~,

at+pB+y=1
kterd ma reseni

a = 0,28125,

£ =0,40625,

v =0, 31250.

Jestlize mame limitni vektor @, potom zname i matici A

0,28125 0,40625 0,31250
A= 0,28125 0,40625 0,31250
0,28125 0,40625 0,31250

Miizeme si nyni urcit fundamentalni matice Z

2,8496 —1,1270 —0,7227
Z=(I—-(P—A) "= —0,5879 1,6855 —0,09766
—0,9004 0,1230  1,7773

Vsimnéte si, ze ne vSechny prvky matice Z musi byt kladné. Matice Z nam totiz svym
zpusobem urcuje odchylku od limitni matice.

Matice M stiednich dob prvého prechodu

M=(-Z+E-7Z)-M

100 111\ 2,8496 0 0
kdeI=(010 |,E=|111] 2= 0 1,685 0 ,
00 1 111 0 01,7773
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R 3,95556 0 0
M = 0 2,4615 O
0 0 3,2

Dosazeni do vztahu vypocteme matice M
3,556 6,9229 7,999

M= 12,222 2,4614 5,999
13,333 3,2461 3,19999

Jednotkou ¢asu pro nas byl mésic. Proto z matice M plyne, Ze pracovnik, ktery na poc¢atku
pracoval ve svém oboru se v priméru za necelych 8 mésici (pfesnéji za 7,999 mésice) stane
nezameéstnanym.

Jestlize je nékdo nezaméstnany tak za 13,33 mésice sezene praci ve svém oboru. O

Priklad 5.16. Predpokladame Ze tydenni poptavka po vyrobku v je dana rozlozenim

velikost poptavky 0 1 2 3 4
pravdépodobnost vyskytu poptavky | 0,2 | 0,2 | 0,4 | 0,1 | 0,1

Interval porizeni zasob je jeden tyden. Naklady na objednavku ¢ini 100 tolart, sklado-
vani jednoho vyrobku po dobu jednoho tydne nas ptijde na 40 tolart, prodejem jednoho
vyrobku dosdhneme zisku 200 tolart. Jaky bude mit zisk pfi strategii fizeni zasob nasle-
dujiciho stavu:

stav na pocatku tydne |0 [ 1 |2 | 3| 4
velikost objednavky 313101010

Reseni. Musime si uréit naklady spojené se zasobovacim procesem, skladovanim a prode-
jem. Sestavime si matici pravdépodobnosti prechodu. Stavem bude vzdy stav na pocatku
tydne, tj. velikost zasob na pocatku tydne. Pocatecni stav mize byt: 0,1,2,3,4.

Nejdrive si sestavime matici P.

e Pokud byl v poc¢atku 0, mizeme piejit pouze do stavu 3, protoze si objedname 3
vyrobky, neboli

Po3 = 1; po1 = Po2 = Poa = poo = 0

e Pokud byl stav na pocatku 1, kze objednavame 3 vyrobky a potom muzeme piejit
do stavu 4, jestlize béhem tydne neni zadny zajem o nas vyrobek, coz mtize nastat
s pravdépodobnosti 0,2, proto bude pi4 = 0,2, nebo muizeme ze stavu 1 prejit do
stavu 3 s pravdépodobnosti 0,8 p;3 = 0, 8. Jestlize byla poptavka 1, 2, 3, 4 (pfitom
vyssi poptéavky (tzv. 2, 3, 4) budou uspokojeny ¢asteéné). Proto je p14 = 0.2, p13 =
= 0.8,p10 = p11 + p12 =0.
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e Jestlize na pocatku byl stav 2, proto podle nasi strategie (nic neobjednavame) ne-
muzeme prejit do stavu 3,4, proto psg = poy = 0. Byla-li poptavka nulova, potom
systém setrva ve stavu 2, neboli pyy = 0,2. Dale py; = 0,2 protoze s pravdépo-
dobnosti 0,2 prodame jeden vyrobek a systém piejde do stvu 1 a pravdépodobnost
P20 = 0,6, coz miize nastat pokud by byla poptavka po 2,3,4 vyrobcich.

e Obdobné postupujeme dale a dostaneme hledanou matici P:
0 0 0 1 0
0 0 0 0,8 0,2
P=1 0,6 0,2 0,2 0 0

0,2 0,4 0,2 0,2 0
0,1 0,1 0,4 0,2 0,2

Tato matice P splituje podminky regularniho MR, protoZe viechny stavy tvoii uzavienou
tfidu a jsou ergodické (Fetézec je nerozlozitelny). Urc¢ime limitni vektor @ ze soustavy

a-P=a
Zai =1
Resenim dostaneme: @ = (0,1729;0,2061;0,1345; 0, 4350; 0,0515)

Odtud plyne, ze béhem dostatecné dlouhé doby budeme mit na pocatku tydne nulové
zésoby v 17,29% pripadi, jeden vyrobek ve 20,61% atd.

Nyni si spocitame zisk (pro danou strategii, tj zasoby se dopliiuji, pokud mame na poc¢atku
0 vyrobkl a nebo 1 vyrobek).

Takovato situace nastava v 37,9% pripada (17,29% + 20,61%). Proto stiedni hodnota
nakladi na objednavku bude 0,379 - 100 = 37,9 tolard.

Je-li systém ve stavu 0, potom neni zadny zisk (ani néklady na skladovéni).

Je-li systém ve stavu 1, potom s pravdépodobnosti P;3 = 0,8 prodame jeden kus a s prav-
dépodobnosti P4 = 0,2 neprodame nic = vyrobek zistane na skladeé.

Zisk Z1 =0,8-200 — 0,2 -40 = 160 — 8 = 152 tolar.
Obdobné i dale. Vysledky si zapiSeme do tabulky:

stav na pocatku | 0 | 1 2 3 4
zisk Z; 0| 152 | 256 | 264 | 246

Z limitniho vektoru @ vime jak ¢asto (v del$im ¢asovém obdobi) miize ktera situace nastat
,nebo jak Casto se s ni mizeme setkat.

Z’LS]{?:ZCL,ZZ:

0,1729 40,2061 - 152 + 0, 1345 - 256 + 0,4350 - 264 + 0, 0515 - 246 = 193, 2682.

Zisk je funkci strategie fizeni zasob. Pokud dojde ke zméné strategie zméni se vétsinou i
hodnota zisku. O
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Pojmy k zapamatovani

— V této kapitole jsme se vénovali reguldrnim Markovskym fetezctim.
— Odvodili jsme si jejich zakladni vlastnosti.
— Ukazali jsme si zpusob jak mtzeme urcit limitni vektor.

— Definovali jsme si fundamentalni matici regularniho retezce a pomoci ni jsme potom urco-
vali stfeni dobu prvniho pfechodu.

Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem regularni fetezec?
2. Jaky je rozdil mezi matici regularniho fetezce a regularni matici?

3. Co vyjadruji ¢isla, ketra stoji na hlavni diagonale matice pfechodi regularniho Markovského
Fetezce?
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6 Absorpcni retézce

Pruvodce studiem

V této kapitole se budeme zabyvat absorpénimi (pohlcujicimi) fetezci. Po zadefinovani tohoto pojmu
si uvedeme jeho zakladni vlastnosti. Ddle budeme studovat stredni doby priichodu tranzientnimi
stavy, pravdépodobnost prechodu do absorpcniho stavu a pravdépodobnost setrvani v tranzientnim
stavu. Pritom budeme pouZivat fundamentdlni matici absorpéniho Fetézce.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Rozhodnout o tom, zda je fetezec absorpéni ¢i nikoliv.
e Sestavit fundamentalmi matici absorp¢niho fetézce.

e Resit vybrané typy piikladi, které obsahuji absorpéni fetezce.

6.1 Uvod

Definice 6.1. Absorpcnim vetézcem nazveme takovy MR, ktery vedle tranzientnich stavi
obsahuje i stavy absorp¢ni, tj. takové, ze pravdépodobnost setrvani v tomto stavu je 1.

Abychom vytvofili v matici pravdépodobnosti pfechodu absorpé¢niho fetézce kompaktni
bloky, je vétsinou nutné vhodné precislovat jednotlivé stavy (= zaménime pofadi radki
a sloupcii). Potom dostaneme matici P ve tvaru:

~(48)

Jestlize je N celkovy pocet stavi a pocet tranzientnich stavi je ,,S“ potom je I jednotkova
matice fadu (N — ), Q je matice pravdépodobnosti pfechodu mezi tranzientnimi stavy
radu ,,S¢, O je nulovd matice typu (N — S;.S),a R je matice pravdépodobnosti pfechodu
mezi tranzientnimi stavy a absorpénimi stavy a je typu (S; N — 5).
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6.2 Stredni doba prichodu tranzientnimi stavy.

U absorpcnich tetézcii sledujeme charakteristiky, které l1ze urcit pomoci fundamentalni
matice daného absorp¢niho fetézce.

N=(I-Q"

Matice N existuje, jestlize Q" konverguje k nulové matici a mizeme tedy psat:
I-Q ' =T+Q+Q+ - +Q +--- =) Q"
k=0

Prvky matice N udavaji kolikrat se proces v priimeéru ocitne v tranzientnim stavu.
Oznac¢ime prvky matice N jako ,n,;“ potom n;; bude vyjadfovat stfedni hodnotu poctu
prichodt stavem ,,S;“, jestlize proces zacal v ,S;“, pricemz oba stavy ,5; ,S;“ jsou
tranzientni.

Pokud budeme predpokladat ze se priichody tranzientnimi stavy uskutecnuji v jednot-

livych ¢asovych intervalech, potom néas zajima primérna doba, kterou proces stravi v
jednotlivych tranzientnich stavech. Tato doba zavisi na tom z jakého stavu proces vysel.

Pokud vysel proces ze stavu absorpc¢niho, je tato doba nulova.

Vyjde-li proces z i-tého tranzientniho stavu, mizeme stfedni dobu (hodnotu)(stfedni po-

et pruchodil) vyjadiit jako prvek m;(t;), kde t; = > n;; pfedstavuje soucet prichodi
J

vSemi tranzientnimi stavy dosazitelnymi ze stavu ,,5;“.

Soustavu veli¢in m;(t;) pro rizné ,i“ lze vyjadfit jako sloupcovy vektor mi(t).

Tento vektor 71 (t)je tvofen fadkovymi soucty prvki fundamentalni matice N. Vektor 1 (¢)
muzeme také ziskat vynasobenim fundamentéalni matice N vektorem & slozenym ze samych
jednicek.

6.3 Pravdépodobnost prechodu do absorpénich
stavil.

Dalsi charakteristikou, ktera se studuje u absorpcnich fetézcti, je pravdépodobnost pie-
chodu do absorpé¢nich stavi.

Pfechod ze stavu tranzientniho do stavu absorpéniho mtize probéhnout bud piimo (v
jednom kroku) a nebo pfes fadu jinych tranzientnich stavi. Ozna¢me b;; pravdépodobnost
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pfechodu z tranzientniho stavu ,,5;“ do absorp¢niho stavu ,,S;“. Potom miizeme psat:
bij = pij + sz‘k; = by
k
Ptitom p;; znaci pravdépodobnost pfimého prechodu z ,,S;“ do ,,5; “. Druha suma popisuje
vSechny prechody nepfimé. V maticovém tvaru pro B = (b;;)
B=R+Q-B.

Po uprave:
B=(I-Q) ' R=N-R.

Tady vidite odkud se vzala fundamentdlni matice N. Radkové soucty matice B, ktera
vyjadiuje pravdépodobnost pfechodu ze stavu tranzientniho do absorpc¢niho jsou rovny
jedné (=1), protoZe proces musi po ur¢ité dobé koné¢it v nékterém z absorpénich stavi.

6.4 Pravdépodobnost setrvani v tranzientnim stavu

Pravdépodobnost prechodu mezi tranzientnimi stavy lze popsat maticoveé:
Q=N-1)-N"

kde @) je matice pravdépodobnosti pfechodu mezi tranzientnimi stavy a N-1 je inverzni
matice k fundamentalni matici, obsahujici pouze diagonalni prvky.

Piiklad 6.2. Firma tfidi své pohledavky (tj. nezaplacené faktury) do 30-dennich inter-
vali: pohledavky nad 90-dni po dobé splatnosti se pokladaji za nedobytné. Systém pohle-
dévek tvoii absorpéni MR obdobi piechodu je 30 dni. Matice pravdépodobnosti piechodu
potom obsahuje stavy Si, So, S3, ktery jsou tranzientni a 2 absorpéni stavy Sy,Ss.

S1 — 0 az 30 dni po dobé splatnosti,
Sy — 31 az 60 dni po dobé splatnosti,
S3 — 61 az 90 dni po dobé splatnosti,
S, — pohledavka byla zaplacena,

S3 — pohledavka je nedobytna.

Sestavte matici pravdépodobnosti prechodti a fundamentalni matici.

Reseni. Pii konstrukei matice pravdépodobnosti piechodu béhem zvoleného ¢asového
intervalu (30 dni) mohou nastat pouze tyto situace:

1. pohledavka byla zaplacena S; — Sy, i = 1,2, 3. (Optimélni moZnost)
2. nezaplacena pohledavka ,postoupila“ do vyssiho stavu S; — Ss, So — Ss.

3. pohledéavka se stala nedobytnou (pfekroc¢ila 90-denni hranici) S3 — S
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Neboli
Sl — 54

!
Sg—>54
!
53—>S4

!
Ss

Matice P - jeji prvky byli ziskdny pozorovanim za dostateéné dlouhou dobu (vychazime
s konkrétni situace konkrétni firmy).

Sy S3 Sy S;

S
Sy 0 0,77 0 0,23 0
p_ Sy 0 0 0,34 0,66 0
S3 0 0 0 0,73 0,27
Sy 0 0 0 1 0
0

0 0 0 1

Precislujeme-li jednotlivé stavy, potom muzeme ziskat zvIast absorpéni a zv1ast tranzientni
stavy a poté ziskdme matici P ve tvaru

Si S5 Si Sy S
S 1.0 0 0 0
S 0 1 0 0 0 | (IO
S 0,23 0 0 0,77 0 _( )
S, 0,66 0 0 0 0,34
Ss 0,73 0,27 0 0 0

Podmatice Q - jejiz prvky vyjadiuji pravdépodobnost pfechodu mezi tranzientnimi stavy
Sl, SQ, Sg ma tvar:

0 0,77 0
Q=0 0 0,34
0 0 0

Podmatice R- jejiz prvky vyjadiuji pravdépodobnost prechodu mezi tranzientnimi stavy
S1, Sz, S3a absorpénimi stavy Sy,S5 ma tvar:

0,23 0
R=1[ 066 0
0,73 0,27

Fundamentalni matice N je urcena vztahem:
N=(I-Q)

S1 Sy S3
S, 1 0,77 0,2818
S, 0 1 0,34
Ss 0 0 1

N:
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Pokud vyjdeme z toho, co fikaji prvky fundamentalni matice, z toho vyplyva, ze je mozné
v pruméru ocekavat, ze pohledavka zarazena do stavu S7, v ném setrva v primeéru 30 dni
(1...30 dni). Pohledavka setrva ve stavu Sy v praméru 23,1 dni (0,77 - 30) a setrva ve
stavu S3 - 7,8 dni (pfed zaplacenim a nebo postupem do vyssiho stavu).

Daéle matice B, ktera vyjadiuje pravdépodobnost pfechodu z tranzientniho stavu (S, S,
S3) do absorpéniho stavu (S4,55) ma tvar:

B=N-R
54 55
1 0,77 0,2618 0,23 0 Sy 0,9293 0,0707
B=10 1 034 [-1066 0 =1 o 9029 00918
0 0 1 0,73 0,27 s ’

Ss 0,73 0,027

Z prvniho tadku matice B plyne, Ze pohledavka zafazena do stavu 5] je s pravdépodob-
nosti 92,93% zaplacena (piejde do absorp¢niho stavuSy) a s pravdépodobnosti 7,07% se
stane nedobytnou (pfejde do absorpéniho stavu Ss).

Analogicky muzeme v uvahach postupovat dale.

Uvedené hodnoty matic P, N, B je mozné pouzit pro stanoveni dalsich ukazatelti, respektive
je mozné uvazovat o zméné nékterého z prvki matice P a sledovat vysledny efekt této
zmeény. 0

Priklad 6.3. Jestlize zname primérny objem pohledavek po terminu splatnosti jednotli-
vych 30-dennich intervalech, stanovte oCekdvanou hodnotu splnénych pohledavek, jestlize
vektor k, ktery udava hodnoty pohledavek ve stavech (Si, Sa, S3) ma tvar:

kT = (4030000; 9097000; 3377000).

Reseni. Priimérné hodnoty zaplacenych a nedobytych pohledavek 4 = (y1,92)"
Ziskame ze stavu y7 = KB

L[Sy 14472184
—\ S5 2031816

Dostali jsme, ze primérna hodnota zaplacenych pohledavek bude y; = 14472184 a pri-
meérnd hodnota nesplacenyc pohledavek bude y, = 2031816. [

Pojmy k zapamatovani

— 'V této kapitole jsme se zabyvali absorpénimi fetezci a jejich vlastnostmi.. Definovali jsme
si pojem absorpc¢ni Fetezec.

— Fundamentalni matici absorpéniho fetézce jsme nazvali vyraz
N=(1T-Q™

— Studovali jsme stfedni doby priachodu tranzientnimi stavy, pravdépodobnost pfechodu do
absorp¢niho stavu a pravdépodobnost setrvani v tranzientnim stavu.
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Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem absorpéni fetezec a jak jej mizeme poznat?
2. Jaka je pravdépodobnost prechodu do absorpéniho stavu?

3. Jaka je pravdépodobnost setrvani v tranzientnim stavu?
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7 Analyza Markovskych retézcu

Pruvodce studiem

V této kapitole si nejdrive zavedeme Z-transformaci a ukaZeme si jeji zakladni vlastnosti.Potom s
pomoci Z-transformace budeme provadét analyzu Markovskych fetezcil.

Protoze v fadé pripadii potrebujeme znat n-tou mocninu matice prechodil, ukaZeme si dale zpiisob
vypocCtu mocniny matice prfechodii pro obecné n.

V zdvéru se budeme vénovat klasifikaci stavii Markovského fetezce.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Vypocitat mocninu mative pfechodi.
e Pracovat se Z-transformaci.

e Analyzovat Markovsky fetezec pomoci Z-transformace.

7.1 Z-transformace

Z-transformace je diskrétni analogii Laplaceovy transformace. Pfipomeneme si nékteré
jejl vlastnosti.

Méjme posloupnost prvki
{ag, a1, a9, ... an,... },
nebo funkeci
f(n), n=0,1,2,...,n,....
Potom si definujeme jeji obraz pomoci Z-transformace nasledovné:

{an}—>F(z):ao—l—alz+a322+---+a2z"_|_...:Zanz”.

n=1

nebo
f(n) = F(2) = f(0)+ f()2" + f()22+- -+ f(n)z" + ...,
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f) = F(z) = f(n)z".

Tato fada konverguje pro |z| < 1. Funkce f(n) je vzor a funkce F'(z) je obraz.

Jestlize mame

f(n)=1 Vn,
potom
- 1
F(z)=1+1-2+1-224+ - +1-2"+... = z”zl
-z
n=0
Pro
f(n) =n
dostaneme
F(z)= in 2t = inz” = io:n-z"_l cz = zin-z”_l = ziiz" = ziiz"
n=0 n=1 n=1 n=1 n=1 dz dz n=1
A po derivovani mame konecny vysledek ve tvaru
z
F(z) = —.

Jestlize f(n) = a”, kde |a| < 1 (aby jsme méli zarucenou konvergenci), potom méame

= 1
F(z)=1 . 2.2+ 4adv "= ) = .
(2) +a-z+a -2+ ..+a" -z ;(a z) 1o
01
Jestlize mame vektor: 7 = | 2 , potom transformaci dostaneme
VU
F(z) = 5(0) + 0(1)z + 0(2)2" + -+ #(n)2" + -+~ = Y _(n)2",
n=0
neboli
B | _| w0 |, [ w0 |, | 2@ | ., B0 | .,
Fii(2) Ui (0) Ui (1) U(2) Ui (n)

Analogické pro matice M (n), kde n = 0, 1, 2...k, transformaci ziskdme F'(z), které se bude
rovnat:

F(z):M(O)+M(1)z+M(2)22—|—~-+M(n)z”+~-:iM(n)z”.
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Specidlné pro M(n) = A", kde A je étvercova matice. Dostaneme Ze obrazem je

F(z) =) A" =T+A 24 A2+ 4A 2"+ =(I—A-2)"

n=0

Inverzni matice (I — A-2)~! je vyjadfena jako soudet nekonecné geometrické fady. Jestlize
je matice (I — A - z) regularni, potom k ni existuje matice inverzni.

Jestlize f(n) =n - A™, potom

F(z)=2(I1-A-2)""-AI—-A-2)"".

C aplikacich se casto objevuji zlomky typu
1—cz ‘
(1—az)-(1—0bz)

Ccz

(1—az)-(z—bz2)

1.

2.

kde a # b.

Jejich rozklad na parcialni zlomky, ma tvar

1)
1—cz A B _A—Abz+B—Baz

(I—a2) (=02 (l—a2) (1=t (1—az)-(1—b2)
_ (A+B) — 2(Ab+ Ba)
(1—az)-(1—0z)

Srovnanim koeficienti dostaneme dostaneme soustavu, kterou vytesime:

1=A+B . B=1-A _
—c=—(Ab+ Ba) ’ c=Ab+a—aA "’
c—a b—c
A= = )
b—a’ b—a

V druhém pripadé mame

2)
cz K L _K—sz—i—L—Laz

(I—a) (=02 (—a2) (1=t (1—a2) (1=0b2)
(K+L)— z2(Kb+ La)
(1—az)-(1—=bz2) ~’

0=A+B K=-L
c=—(Kb+ La) ’ c=Lb—La’

K =
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7.2 Analyza MR pouzitim Z-transformace

Ukéazeme si pouziti Z-transformace pii rozboru chovani vektoru absolutnich pravdépo-
dobnosti.

Mame vektor absolutnich pravdépodobnosti p(n), uréime jeho obraz, a obrazem je
Fz) = Y in)="
n=0
Pro vektor p(n) plati:

pln+1) =p(n) - P,
kde PP- matice pravdépodobnosti pfechodu. Odtud dostavame

Z 2"pn+1) = Z 2"p(n) - P.
n=0 n=0

Levou stranu si muzeme vyjadrit ve tvaru

0o ~ 1 00 o ~
2"pn+1) = - Z 2"Mp(n + 1) — p(0).
n=0 n+1=0

o
Pfitom je nutné si uvédomit, vyraz > 2""p(n + 1) je také obraz vektoru p(n). Proto
n+1=0
plati

L (Fe) - p0) = o) -
Odtud
F(z) = p(0) = 2F(2) - P
F(z) = p(0)- (I —2P)".

Uzitim tohoto vztahu se vyhneme umocnovani matice IP. Problémem tady ziistava vypocet
matice inverzni. Mtzeme pouzit vztah

All . A&n

1 1 Ay ... A

Aflz_d-A:_ 21 2n
AT

Ay oo Ay

kde A;; je algebraicky doplnék prvku a;;.

Pokud budeme pracovat pouze s matici fidu 2, potom mame ulehc¢enou situaci v tom, ze
zde s vyuzitim predchoziho vztahu existuje vzorec pro vypocet inverzni matice.

. .. b . s . - .
Méjme matici A = ( CCL d ) a najdeme jeji inverzni matici. Protoze

1

AT =
4]

adjA,
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a kde adjA = ( b

Al 1 d —b
ad—bc\ —c a )
Priklad 7.1. Vezmeme si stejné zadani jako u ptikladu 5.9. Mame linku, kterd je bud v
provozu a nebo v opravé, coz popisuje matice pravdépodobnosti:

0,5 0,5
F= ( 0,25 0,75 >
Reseni. Pro vypocet obrazu F(z) si nejdiive uréime matici (I — zP):
10 0,5 0,5 ([ 1-0,52 0,5z
(= 2F) = K 0 1 ) _Z( 0,25 0,75 )1 - ( —0,252 1-0,75z ) '
Jeji determinat ma hodnotu

I — 2P| =(1-0,52) (1—0,752) — 0,520,252 = 1 — 1,252 + 0, 2522 =

=(1-2)(1-0,25z2).

Inverzni matice je proto tvaru

_ 1 1-0,75z 0,5z
I— IED 1: ) 9 —
(I = 2P) (1—2)(1_0,252)( 0,25z 1—0,5z>
1—-0,75z 0,52
1—2)(1—-0,252 1—2)(1—-0,252
( )0<,25z ) 1)£0,52 )

(1—2)(1-0,252) (1—2)(1—0,252)

Provedeme si rozklad na parcialni zlomky

1 1 12 1 2 _2
I — P! = 3 3 - - 3 3 ).
(I =zP) 1_2(52)%_0,%2(_% )

Provedeme zpétnou transformaci:

F—l 1 :1n
1—2z ’

_ 1 n
e (1 ~0 25z> = (0,25)

Pﬂ—ﬂ@ )+(0,25)”(_

Matici P* mame vyjadienou jako soucet dvou matic.

a dostavame

WIwW N
SN
N~

[SSI[ SN
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1 2
Prvni matice ( i 3 ) je konstantni a nezavisi na hodnoté n. Je to stacionarni matice.
3 3
2 _ 2 1
Druhé matice 3 $ ], kterou vzdy nasobime koeficientem m predstavuje pfechod-
T3 3

nou (tranzientni) slozku procesu.

Protoze obrazem vektoru p(n) byla funkce

miizeme psat

W N
\_/
—_

o) =10) - |17

W=
FUININ

)+(0,25)"(_
)-(35)

Vysledek je pfitom nezavisly na tom, zda je p(0) = (0,1) a nebo p(0) = (1,0).

W= [N

Protoze lim (0,25)" = lim — = 0, mame
n—o0 n—oo 41

Wl N

im ) = 710) -

n—oo

W |
ST

Pomoci Z-transformace jsme tak dostali stejny limitni vektor jako pri feseni prikladu
5.9. O

Priklad 7.2. Upravime si zadani z predchoziho ptikladu tak, Ze stroj, ktery se pokazil
uz nejde opravit a je vyfazen z provozu. Stroj zlstava v chodu s pravdépodobnosti 0,6 a
s pravdépodobnosti 0,4 se v nasledujicim obdobi pokazi.

Reseni. Matice pravdépodobnosti bude mit tvar
0,6 0,4
- (%)
1-0,6z —0,42
(I_Z]P)_( 0 1—2)’

_ 1 1—2z 0,4z
I—P) = ; _
(I -+P) (1—0,62)(1—,2)( 0 1—0,6z)

1 01+1 1 -1
1—-2\01 1-0,62\0 0 )’

Provedeme rozklad na parcialni zlomky

1 /01 1 1 -1
I—2P) = — — :
(I =2F) 1—z<0 1)+1—0.6z<0 0)

Zpétnou transformaci dostaneme

pn) = §(0) [1<8 1)“0’6)”(3 _01)}'

Potom
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Jestlize nyni je vychozi vektor p(0) = (1;0) (stroj je v pocateéni moment v provozu),

potom mame
S 4. 0 1 A 1 —1 B
si-sol(§ ) oo (3 2)-

01 0,6" —0,6" B
—ao (5 1)+ (" )]
oy B0 TR C 0 6m1—0,6m).
0 1
Vsimnéte si, lim (0,6";1 —0,6") = (0, 1).
n—oo
Jestlize je vychozi vektor tvaru p(0) = (0;1), tj. za¢indme ve stavu poruchy, potom
0,6 0,4
p(1) = (0;1) = (0;1).
0 1
V obou ptipadech je stav 1 opustén. O

Ukazeme si jesté chovani periodického fetézce.

Piiklad 7.3. Matice pravdépodobnosti periodického MR bude mit tvar
01
(01

Reseni. Postupujeme stejné jako v predchozim p¥ipadé.

(I—zP)z(_lZ _1Z)

Urcit limitni vektor.

Urc¢ime si inverzni matici.

(I Py = 1 LzY_ 1 (05 05), 1 0,5 —0,5
T (1-2)14+2)\z 1) 1-2\05 0,5 1+2\ -0,5 0,5 /'

Zpétnou transformaci dostaneme
VN n( 0,5 0,5 o 0,5 —=0,5
pln) = p{0) {1 (0,5 0,5>+< 1 (—0,5 0,5 )}

nf 0,5 0,5 . S, .
Zde 1 ( 0.5 05 ) je stacionarni matice.

0,5 -0,5

-0,5 0,5
riodické kolisani mezi stavy.

Druhy ¢len (—1)" ( > je tranzientni matice, kterd ukazuje na oscilaci - pe-



144 ANALYZA MARKOVSKYCH RETEZCU

Urcéime si nyni
lim p(n),

n—o0

protoze pro n sudé mame

a pro n liché mame
SN o 01

takze v tomto pripadé limitni vektor neexistuje. O

7.3 Vypocet mocniny matice prechodu

V predchozi ¢asti jsme si ukazali pouziti Z-transformace pro urcovani mocniny matice
pravdépodobnosti prechodu. Nejveétsim problémem je zde vypocet inverzni matice, zvlasté
u matic vyssich radt. Ukazeme si proto jiny zptsob:

Definice 7.4. Mé&me MR se stavy Si, Ss, ..., S, a matici pravdépodobnosti pfechodu P.
Potom matici

A=pn  —pi2 .. —Dur
N _P= —p2a1 A—p2 ... D2
—Pr1 —Pr2 cee A= Prr

kde A je parametr, nazveme charakteristickou matici matice P.

Definice 7.5. Charakteristicky polynom matice P je P(\) = det(A] — P).
Charakteristicka rovnice matice P je P(\) = 0, jeji kofeny A1, g, ..., A, nazyvame cha-
rakteristickdmi ¢isly matice P.

Véta 7.6. Jeden koten charakteristické rovnice P(\) = 0 matice P je vZdy roven jedné.
Ostatni koteny jsou v absolutni hodnoteé mensi jak jedna.

Dukaz.
P()\) =0,
A —Dp11 —P12 —Pir
—p21 A—p2 ... —Dpo

det(A — P) = det

—DPri1 —Pr2 cen A= Drr



7.3 VYPOCET MOCNINY MATICE PRECHODU 145

K prvnimu sloupci pfi¢teme zbyvajici a dostamene v kazdém radky vyraz (A — 1), ktery mizeme
vztknout pred determinant.

T

A= Z pi;  —Ppi2 ... —Pir
7w A=1 -—pi2 ... —pu
A— P A— cee — -1 M= R
— det ];1 b2 D22 D2r — det A A — pog D2y _
r A—1 —Dr2 )\_prr
A— Zprj —Dr2 )\_prr
j=1
I —pi2 ... —p1r
= (A—1)det L A=pn ... —por =0.
1 —Pr2 cee A= Prr

Takze jeden z kofenti nasi charakteristické rovnice bude roven jedné.

Protoze plati
det(\ — P) = det(\ — P)7,

potom determinat soustavy linearnich algebraickych rovnic

T
)\Q?j :Zl‘ipij, j:1,2,...,’l", (71)
i=1
kde x;, 1 =1,2,...,r jsou nezndmé, je roven P(\) = det(A] — IP). Necht dale je \* je libovolny
kofen charakteristické rovnice P(A\) = 0 a «}, ¢ = 1,2,...,r, jsou nenulovym FeSenim rovnice
(7.1), potom

T
X[ < D L] g
i=1

Secteme vsechny tyto rovnice a dostaneme

7 T s
D HES DB
j=1

j=1i=1

T T T
NI 2 <D 0D 1w s
j=1

i=1 j=1
T T T
NIl < Y125 pigs
j=1 i=1 j=1
a protoze posledni suma je rovna jedné, dostdvame
T T
MY Ll <D el
j=1 i=1

odkud plyne
A" < 1.
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Véta 7.7. Necht charakteristicky polynom matice P md tvar
PA) = (A=X)"™A =)™ .. (A =A™,

kde m; jsou nasobnosti prislusnych korent a my+ms+---+ms =r. Potom pro libovolné
prirozené n > 1, plati

L& 1 dmt (B
B =3 e i () ) 72

i=1

P

kde B(\) je adjungovand matice k matici A\I — P a W;(\) = ) i

=1,2,...,s.

Disledek 7.8. Md-li matice P pouze prosté koteny, tj. P(A) = (A=A1)(A=Xa) ... (A=A,),

potom

g x- NBOY)
W;(A\)

(7.3)

PA)
A=A

kde W;(\) =

Priklad 7.9. Urdéit n-tou mocninu matice

1 1
_ 2 2
P=113 3
5 5
Reseni. Mame
1
ATy T3
M —P= 9 \ 3
5 5
11 1
P\ =X — =)\ —
()\) A 10)\ 10’
1
=1 —
>\l 3 )\2 10
Potom 5 .
ATs 3
5 2

odkud po dosazeni dostaneme

B(Aﬂz%(i g) B(/\g):%<_i _Z),
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Py 1 9
i) = A=A 10 AT
P\ 9
e SRR A

Nakonec dostavame

DG E D)

Priklad 7.10. Urdit n-tou mocninu matice

0 1 1
23
P = _ _
2 0 2
1 1 0
2 2
ReSeni. Charakteristickd matice mé tvar
1 1
N —- =
7
M-P=] - = )\ —Z=
1 1 2
—— - A
2 2
Charakteristicky polynom je
1\ 2
PA)=(A\—-1) ()\+§> ,
1
AL =1, )\23——5-
1 1 1 1 1
) A — T -
N
BN =] ZXx+= X-L1 ) 4=
Tl
i PR R S R
2 +4 2 4 4
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3 1 11 000
1 11 000
Derivace {1
20 = =
12T
B'(\) = — 22 =1,
(A) > 23
- = 2\
2 2
1 4 1 1 1 —2 1 1
B/<)\1):§ 1 41 5 BI(/\Q):B/()\3>:§ 1 -2 1
1 1 4 1 1 -2

Potom mame

L OMB() d (AB(N)
W ﬁ(%m >

Derivace mé tvar

@2()\2) (n/\g_lBQ()\g) + /\SB/(/\Q) — ASB()\Q)\IIQ()\Q))

D3 (A2) 7
kde )
B P(\) B 1 =9
lIjl<)\> = )\_ )\1 = ()\"’ 2) P (Dl()\l) - 47
PN 3
Uy(A) = W =A—1, Dy(Ny) = 7
Potom

sy (e

Takze nakonec mame

1
P = -
3

—_ = =

7.4 Klasifikace stavi MR

Méjme MR s matici pravdépodobnosti pfechodu:

Poo Po1  DPo2
Pio P11 P12
D20 P21 P22
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a stavy a;, 1 =1,2,....

Jestlize pro stav a; plati, Ze se i po dostatecné velkém poctu krokt vyskytuje, tj. pokud
existuje konecna limita

lim p™ £0, i=0,1,2,... (7.4)
n—oo

potom stav a; nazyvame rekurentni (podstatny). V opacném pfipadé, tj. pokud
lim p” =0, i=0,1,2,... (7.5)
n—oo

potom stav a; nazyvame prechodny (nepodstatny).

Definice 7.11. Stav a; nazyvame dosazitelnym ze stavu a; jestlize existuje takové pfi-
rozené n, ze plati

pjz->0, i#£j, n=12 ... (76)

Tj. existuje nenulova pravdépodobnost pfechodu se stavu a; do stavu a; za n krokt. V
opacném piipadé, tj. pokud

pi=0, i#7, n=12..., (7.7)
je stav a; nedosazitelny ze stavu a;.
Véta 7.12. Jestlize existuji takové stavy a;, a;, ai, Ze stav a; je dosaZitelny ze stavu a;
a stav ay, je dosazZitelny ze stavu a;, potom je stav ai dosazitelny ze stavu a;.
Dukaz. Podle (7.6) existuji takova pfirozend ¢isla m, n, ze plati
pij =0, i#j, n=12,...,

pik=0, j#k, n=12,....
Protoze podle (3.6)plati

+
pim) > pg) -pg-’,f) >0,
dostavame, ze stav aj je dosazitelny ze stavu a;.k O

Pojmy k zapamatovani

— V této kapitole jsme si nejdiive znovu pripomenuli Z-transformaci a jeji zdkladni vlastnosti.

— Ukazali jsme si moznost vyuziti Z-transformace pro analyzu Markovskych fetezct, tj. sta-
noveni limitnich stavi Markobského Tfetezce.

— Bez dikazu byl uveden zptisob vypoc¢tu mocniny matice pfechodd pro obecny mocnitel 7.

— Byla provedena klasifikaci stavii Markovského fetezce.

Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem zpétna transformace?
2. Jaké existuji omezeni na vypocet mocniny matice pfechoda?

3. Které stavy nazyvame navzijem dosazitelnymi?
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Cvicdeni

1. Méjme pristroj, ktery je zapojen do sité. Pfi zvySeni napéti v elektrické rozvodné siti siti
1
s pravdépodobnosti 3 dojde k vyrazeni zabezpecovaciho zafizeni a s pravdépodobnosti 3

prestane pristroj pracovat. Jestlize je vyfazeno zabezpecovaci zafizeni, potom pii nasledném

zvySeni napéti prestane pristroj pracovat s pravdépodobnosti —. Urcete pravdépodobnost bez-

chybného chodu pristroje a pravdépodobnost vyrazeni jeho zabezpecovaciho zafizeni, jestlize
doslo ke zvySeni napéti n krat po sobé.

Vysledky

n 1\"
1.p§1)_(6> . on=12...,

P(n)z 1” n=12....
22 3 ’ ) 4y

Maplety

V nasledujicich mapletech si miizete nékteré studované pojmy priblizit, pripadné si sesta-
vit vlastni zadani prikladi.

1. Z—transformace


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/zTransform.html
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8 Markovské retézce se spojitym
casem

Pruvodce studiem

V této kapitole se budeme zabyvat Markovskymi fetezci se spojitym Casem. Nadefinujeme si zakladni
pojmy a odvodime si hlavni vlastnosti spojitych Markovskych retezcii.

Dale si znovu pfipomeneme Laplaceovu transformaci a ukazeme si jeji pouZiti pro klasifikaci spojitych
Markovskych retezci.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Chapat spojité Markovské retezce.
e Umét pracovat s Laplaceovou transformaci.

e Provadét klasifikaci spojitych Markovskych frtezcti pomoci Laplaceovy transformace.

8.1 Obecné vlastnosti procesu se spojitym casem.

Budeme predpokladat Ze se prechody mezi jednotlivymi stavy mohou uskutecnit v libo-
volnych kratkych casovych intervalech. Potom miizeme hovofit o zménach ve spojitém
case.

V tomto pfipadé ndhodné proménné X(¢) nabyvaji hodnoty, ktery jsou pfifazeny ur¢itym
staviim (jako u MR). V okamziku ¢; se miize vyskytnout jeden ze stavu iy, is...iy. P¥itom
se okamziky t; a t;,1 lisl o At, neboli t;,1 = t; + At, kde lim At — 0.

Dochézi-li ke zménam v okamzicich, které se blizi k nule (lisi se jen o At, které je velmi
malé), potom musime na stejném intervalu sledovat i pravdépodobnosti pfechodu.

Budeme predpokladat, ze existuji limity meénicich se pravdépodobnosti, které znamenaji
pravdépodobnosti prechodu v dobé od t do t 4+ At a které jsou podminény situaci v dobé
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t. Takze budeme predpokladat, ze plati

Aliglopij(t’t +At)=0, i#j. (8.1)
Aliglopij(t’t +At)=1, i=3j. (8.2)
Odtud plyne, ze symbol

oznacuje pravdépodobnost toho, zZe jestlize je systém ve stavu a; v ¢ase t, potom v tomto
stavu setrva i v ¢ase t + At. Symbol

oznacuje pravdépodobnost vystupu ze stavu a; za dobu At.

Protoze pravdépodobnost pfechodu p;;(¢,t + At) ze stavu a; do stavu a; se v daném
casovém okamziku rovna nule, budeme misto této pravdépodobnosti pouzivat intenzitu
(hustotu) pravdépodobnosti pfechodu.

Budeme predpokladat exitenci néasledujicich limit

(4 At
im pj( + At)

— .. >
Am =N aii(t) 2 0, (8:5)
T A 7l =0 (&0

Definice 8.1. Funkci a;(t), ¢ # j, nazveme intenzitou pravdépodobnosti pfechodu ze
stavu a; do stavu a; za Cas t. Funkci a;;(t) nazveme intenzitou vystupu ze stavu a; za ¢as
t.

Pri dostatecné malém At plati vztah

Ve vétsiné pripadt vystacime s pozadavkem, ze hodnoty a;;(t) = a;;, tedy, ze jsou kon-
stantni a nezavisi na case.
Matice pravdépodobnosti prechodu, ktera popisuje podminky pravdépodobnosti vyskytu

stavu a;, 1 = 1,2...N v dobé t + At a které jsou podminény stavem v dobé t, ma potom
tvar:

1-— an(t)At alg(t)At alN(t)At
P(t, ¢t At) _ agl(t)At 1-— agg(t)At a2N(t)At 7
aNl(t)At aNQ(t)At oo 1= CLNN(t)At

kde a;(t)At je priblizné pravdépodobnost vystupu ze stavu a; za ¢as t a 1 — a;(t)At je
priblizné pravdépodobnost setrvani ve stavu a; za cas t.
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Protoze soucty fadku matice P, musi byt vzdy rovny 1, mame

J#i
—aa()At+) " ay(t)At =

J#i

> ai() At = ay(t). (8.8)

J#1

Oznadme
—a1l a2 a13 ... a1N
a21 —aA22 Q23 ... 2N
At) = azg Gz —ay ... 4N |,
an1 an2 anNs ... —AaNN

kde pro jednoduchost nejsou uvedeny argumenty, ale kde plati a;; = a;;(?).

Z vyse uvedenych vztahti plyne, Ze soucty prvka v fadcich matice A(t) jsou rovny vzdy
nule. Proto je mozné prvky v fadku vynasobit libovolnym nenulovym ¢islem.

Potom miizeme psate

P =1+ A(t)At.
Definice 8.2. Matici A(t) nazyvame matici intenzit pravdépodobnosti pfechodu.
Pravdépodobnost toho, Ze se Markovsky proces v ¢ase ¢ = 0 nachazi ve stavu a; oznacime
pi(0)=pXo=1j), j=12,... (8.9)
Pravdépodobnost toho, ze se Markovsky proces v ¢ase ¢ > 0 nachazi ve stavu a; oznacime

pj(t) :p(Xt = j)a ] = 1727 cee (810)

Protoze jevy a; = (X; = j), 7 =1,2,... tvoii Gplny systém jevi, potom musi platit

ij(o) =1, ij(t) =1 (8.11)

Definice 8.3. Pravdépodobnosti (8.9) nazveme pocatecnimi a pravdépodobnosti (8.10)
nazveme absolutnimi.

Pocatecni i absolutni pravdépodobnosti se zapisuji pomoci vektort.

Véta 8.4. Chapman-Kolmogorovova Pro absolutni pravdépodobnosti (8.10) plati rovnost

p;(t + At) = Zpl, pu(tt+ A, j=1,2,... (8.12)
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Dukaz. Samostané jako cviCeni. O

Definice 8.5. Markovsky proces se nazyva homogennim, jestlize plati
tj. pravdépodobnost prechodu nezavisi na hodnoté t, ale pouze na délce ¢asového intervalu.

Véta 8.6. Kolmogorovova Pro absolutni pravdépodobnosti homogenniho Markovského
procesu plati

dp;(t al
== => pit)ay, i=12,... (8.14)

J=1

~—

pi(t)

Dukaz. Vyjadiime-li si vektor absolutni pravdépodobnosti pomoci matice intenzit, potom
Pt + At) = p(t) - P(t,t + At) = p(t) - (I + A(t)At).

Upravime a dostaneme
Pt + At) — p(t)

=p(t) - A(t
o (t) - AG)
v limité pro At — 0 mame
(0(t))" = p(t) - At). (8.15)
Jestlize nyni prejdeme ke slozkam, dostaneme tvrzeni véty. O

Véta 8.7. Jestlize je Markovsky proces v case t ve stavu a;, potom pravdépodobnost
setrvdani v tomto stavu je po dobu At je

1 — pii(t) = ay At + o(At) (8.16)

kde o(At) je Landauiv symbol, ketry znamend, Ze At konverguje k nule mnohem rychleji
nez linedrné, tj.

lim o(A)

At—0 At =0

Véta 8.8. Pravdépodobnost prechodu ze stavu a; v case t do stavu a; v case t + At je
rOUNa

Definice 8.9. Jestlize existuje limita
tlim pi(t)=p; >0, j=12,... (8.17)
—00

a jestlize toto limitni rozdéleni nezavisi na pocateénim rozdéleni, potom je Markovsky
proces regularni a pravdépodobnosti (8.17) nazyvame stacinarnimi.

Vektor stacionarnich pravdépodobnosti si oznacime jako

ﬁ: (p17p27"'7pN)
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Véta 8.10. Vektor staciondrnich pravdepodobnosti p homogenniho Markovského procesu
je urcen vztahem

F-A=0

a podminkams
N
Dj > 07 ij = 17
j=1

kde A je matice intenzit pravdépodobnosti prechodu a O je nulovd matice.

Dukaz. Protoze stacionarni pravdépodobnosti nezavisi na ¢ase, potom ze (8.15) dostavame

(P(t)) = O =p(t) - At).

Pro klasifikaci Markovskych procesii plati stejna pravidla jako pro Markovské fetezce.

Stav a; je dosazitelny ze stavu a;, jestlize existuje takové ¢t > 0, Ze plati
pw(t) > 0, 7 7é ]

Stavy navzajem dosazitelné nazyvame souslednymi.

Stav a; nazyvame pfechodnym, jestlize
0

a trvalym, jestlize

0

Véta 8.11. V homogennim Markovském procesu neexistuji periodické stavy.

Dukaz. Staci si uvédomit, ze podle (8.16) jsou vSechny diagonalni prvky matice pravdépodob-
nosti prechodu kladné. O

Definice 8.12. Jestlize pribéh procesu nezavisi na dobé kterd uplynula od zacatku,
potom jde o homogenni proces. V opacném pripadé jde o nehomogenni proces.

Méjme homogenni proces s koneénym poctem stavi. Potom matice intenzit A(t) ma prvky
a;j, které nezavisi na Case t. Potom ze vztahu (8.15) plyne

—
/

p'(t) = plt) - A. (8.18)

Pokud si tento vztah rozepiseme, tak dostaneme soustavu linearnich diferencidlnich rovnic
s konstantni matici A oy
GO

p(t)
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kde k— je vektor konstant a e?’— je exponencidla matice , coz je matice téhoz fadu jako
A, ktera je definovana predpisem:

A%t? An

At
e =1+ At + 5 o

+ ...

Jestlize existuje limitni (stacionarni) rozdéleni pravdépodobnosti, potom plati, ze

lim (p(t+ At)) = p (1)

At—0t

a proto plati, ze

ze vztahu (8.15) potom vyplyva, Ze

p-A=0.

Protoze je az na konstantu A = P— I, je limitni rozdéleni stejné jako v pripadé diskrétniho
casu.

8.2 Laplaceova transformace

Markovsky proces miizeme popsat analogicky jako MR, jen misto Z-transformace pouzi-
jeme Laplaceovu transformaci.

Ptipomeneme si zakladni vlastnosti Laplaceovy transformace:

Funkci f(t) nazveme vzorem a jejim obrazem je funkce F'(s), kterd je definovana vztahem
Fls) = / F1) - e—tdt.
0

Pro funkei f (¢) musi platit:

e po cCastech spojita,
e pro zaporna t je nulova,

e je nejvyse exponencialniho ristu.
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V tabulce jsou uvedeny vzory a obrazy funkci, které budeme potiebovat dale:

f ) 1 t e
1 1
F - -
(5) S 52 s+a

Jestlize pouzijeme Laplaceovu transformaci na kazdy prvek vektoru a nebo matice, zis-
kame tim transformaci celého vektoru a nebo celé matice.

Ze vztahu p(t) = p(0) - e potom dostaneme
ﬁ(s) = ﬁ(()) . /eAt ceStdt — ﬁ(O) . /et(sIA)dt.
0 0

Jde o souhrné vyjadieni pomoci matic a vektori, ve kterém integrujeme c¢len po ¢lenu.

/ e Kt = K‘l,
0

—

F(s) = pl0) (s = A)".

Protoze plati

tak potom miizeme psat

Priklad 8.13. Sestavte vektor absolutnich pravdépodobnosti p(t) pro homogenni proces

s matici intenzit A, kde
-5 5
A= ( o ) .

Reseni. Sestavime si matici

(sT—A) = ( S:L45 3154 ) '

Inverzni matice ma potom tvar

(sT=A)" = (3+4)(81+5)—20 < 814 Si5 ) :m(i‘l 5i5)'

Provedeme rozklad na parcialni zlomky

S Z — —_

Zpétnou transformaci dostaneme:

OO [
©oluro|ot
~_

CDI

©

~
Y
OO |ut
OO |ut
v
| I

70 =50 |1 (
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A nebo rozepsano po slozkach:

4 4 5 4
t) = p1(0)= 0)= +e 0)= — p2(0)=
(0 = (05 + 05+ (O3~ p0)5 )
5 5 5 4
pa(t) = pr(0)5 +pa(0)5 + e [ =pi(0)g +p2(0) | -
9 9 9 9
. . o . PR S 45
Systém se nachazi ve stacionarni situaci dané limitnim vektorem a = (5, §> Rychlost
stabilizace je dana ¢lenem e~ a rychlosti jeji konvergence k nule. O

Pojmy k zapamatovani

— 'V této kapitole jsme se zacali zabyvat Markovskymi fetezci se spojitym casem. Nadefinovali
jsme si zdkladni pojmy a odvodili jsme si hlavni vlastnosti spojitych Markovskych fetezci.

— Pripomenuli jsme si definici a hlavni vlastnosti Laplaceovu transformaci a zpétné Lapla-
ceovy transformace.

— Ukézali jsme si vyuziti Laplaceovy transformace pro klasifikaci spojitych Markovskych
Fetezcu.
Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem intenzita pravdépodobnosti?
2. Jak je definovana Laplaceova transformace?

3. Jaké vlastnosti musi mit funkce, ketrou chceme zobrazit pomoci Laplaceovy transformace?

Maplety

V nasledujicich mapletech si miiZzete nékteré studované pojmy priblizit, pripadné si sesta-
vit vlastni zadani prikladi.

1. Laplaceova transformace


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/laplaceTransform.html
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9 Modely procesu

Pruvodce studiem

V této kapitole se budeme zabyvat aplikacemi Markovskych procesti na konkrétni situace.

Postupné si popiseme Poissontiv proces, linearni proces riistu, linearni proces zaniku a linearni
proces ristu i zaniku soucasné.

Ukdzeme si, Ze ve vsech pripadech jsme schopni dany proces popsat a odvodit jeho vlastnosti.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Sestrojit matice pravdépodobnosti pfechodi pro rtzné typy konkrétnich jevi.
e Odvodit charakteristiky jednotlivych procesi.

e Ziskat predstavu o celkovém chovani daného procesu.

9.1 Poissonuv proces

Ozna¢me X(t) pocet vyskyti néjakého jevu v ¢ase (0;1).

Jestlize pfitom jde jen o samotny vyskyt jevii, které se navzajem lisi pouze rtiznym umis-
ténim v case, potom se jedna o bodovy proces.

Jde o posloupnost jevi, které se vyskytuji v urcitych casovych okamzicich, které jsou
ndhodné. Predpoklddejme, Ze pocet vyskytu jevi, tj. hodnoty X(¢), mohou byt pouze
celociselné a nezéporné 0,1,2, .... Prirtistek X(¢3) — X(¢1) pro vSechna t1,ty : t; < to
taktéz muize nabyvat jen nezapornych celociselnych hodnot.

Priklad 9.1. Poissoniiv proces popisuje napiiklad:

e Tok nakupujicich v néjakém obchodé.

e Pocet hovortl na urcité telefonni lince, na néjaké spojovatelné.
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e Pocet poruch né€jakého zafizeni.
Poissontiv proces méa nasledujici vlastnosti:

1. Proces X(t) mé nezavislé pfirustky.
Jevy, které se vyskytnou v navzajem disjunktnich c¢asovych intervalech, jsou navza-
jem nezavislé nahodné veli¢iny. Pocet jevil, které pripadnou na interval I; nezavisi
na poctu jevi, které piipadnou na interval I, , jestlize Iy N Iy = ().

2. Proces X(t) ma homogenni piiristky.
Intenzita vyskytujicich se jevi, tzn. stfedni hodnota poctu jevii za casovou jednotku
je konstantni a znacime ji A, potom mluvime o homogennim Poissonové procesu.
V piipadé, Ze A = A(t) jde o nehomogenni Poissontiv proces.

3. Pro dostatené maly prirtstek At a pfi konstantni hodnoté parametru A plati, ze
pravdépodobnost piechodu ze stavu ,n“ do stavu ,n+1“ béhem intervalu (¢;t + At)
je roven

(2) Ppns1(t;t+ A1) = X- At + o(At),
kde funkce o(At) obsahuje veli¢iny fadu (At)? a vyssich a proto pro ni plati:

o (At)

=0.
Air—r}o At

(b) Pravdépodobnost setrvani v témze stavu ,n“ v daném ¢asovém intervalu (¢; ¢+
+ At) je rovna
Pon (Gt +A) =1 — XAt +0(At).

(¢) Pravdépodobnosti ostatnich piechodu jsou zanedbatelné

i pij (t; At) = o (At).

j=it2

Poissontiv proces je tedy takovy, Ze umoznuje pouze setrvani v daném stavu
nebo prechod do nejblizsiho vyssiho stavu.

Matice intenzit pravdépodobnosti pfechodu ma potom pro konec¢ny pocet stavii tvar:

0 0 ..
A0 ... 0 O
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Pti nekone¢ném poctu staviit budeme mit matici nekonec¢ného radu, kterd bude mit na
hlavni diagonale prvek —\ a rovnobézné nad hlavni diagonalou prvek A, ostatni prvky
budou nulové.

Pro pravdépodobnost p,, tj. pravdépodobnost, Ze systém bude v dobé (¢;t + At) ve stavu
,n‘, proto bude platit:

Pron = 0:
po(t+At)=[1—X- At + o (At)] - po (¢),

Pron > 0:
pn(E+AL) =[1—=X-At +0(A)] - p (t) + [N At + 0 (AL)] - pr_1 (t) + 0 (AL) .

Upravime a dostaneme:

po(t + At) —po(t) B o(At)
pn (t +AL) —p, (1) B o (At)
A7 = Ao () + AP () + = (9.2)
V limité potom odtud dostaneme
L po(t) = — ot 9.3)
dtpo - Po ) .
d
Epn(t) - _)‘pn(t) + )\n—l(t)- (94)

Ptitom musi platit pocate¢ni podminky
pn(0) =1 pron =0,
pn(0) =0 pro n > 0.

Potom (9.1) az (9.4) pfedstavuji rekurentni soustavy diferen¢nich a diferencidlnich rovnic
a jejich Tesenim potom dostaneme

Poissonovo rozdéleni je rozdéleni po¢tu zmén za dobu ¢. Clen
ef)\t = Do (t)

udava pravdépodobnost, ze béhem doby t nedojde ke zméné.

U Poissonova procesu pro pravdépodobnosti pirechodu ze stavu ¢ do stavu j za dobu ¢
plati

Y ()T
pij(t) = (=0t

0, g <.

J =1
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o o 1
/ pii(t)dt = / e Mdt = = < oo,
0 0 A

takze dostavame, ze u Poissonova procesu jsou vSechny stavy prechodné.

9.2 Linearni proces rustu

V praxi se ¢asto vyskytuji procesy pii nichz je intenzita pravdépodobnosti ptechodu funkci
stavu, ve kterém se systém nachézel v predesly moment. Nejjednodussim prikladem je
proces linearniho rustu.

Mé¢jme konec¢ny pocet castic, jejichz pocet postupné nartstad. Budeme predpokladat, ze
plati:

1. Pravdépodobnost pfechodu ze stavu a; do stavu a;,; v pribéhu ¢asového intervalu
(t,t + At) je
Piit1(At) = NiAt + o(At),
tj. pravdépodobnost prechodu je pfimo tmeérna okamzitému poctu castic i, kde
A > 0 je koeficient tmérnosti.

2. Pravdépodobnost setrvani ve stavu a; v prubéhu ¢asového intervalu (¢, + At) je

3. Pravdépodobnost pfechodu béhem ¢asového intervalu (¢, ¢+ At)ze stavu a; do stavu
a;,j #i,jF#i+1]je
pij(At) = o(At),
tj. jde o pravdépodobnost toho, Ze se béhem ¢asového intervalu (¢,t + At) zvysi
pocet Castic o vice nez jednu.

Jestlize X, je pocet ¢astic v ¢ase t, potom posloupnost ndhodnych proménnych {X;,¢ >
> 0} tvofi Markovsky homogenni proces s mnozinou stavii S = {1,2,...} a po¢atenam
rozdélenim

p1(0) =1, pi(0) =0, i #1

a intenzitami pravdépodobnosti piechodu

I R R R
K 0, v ostatnich pFipadech,

kde i =1,2,... Matice intenzit pravdépodobnosti pfechodu je

—A A 0 0 0
0 =2x 2x 0 0

A= 0 0 -3\ 3\ 0
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Pro vektor absolutnich pravdépodobnosti p(t) = (p1(t), p2(t),...) plati (8.15). Rozepsé-
nim do slozek dostaneme soustavu diferencialnich rovnic

pi(t) = —Ap1(t)
Py(t) = Api(t) — 2Apa(1)
ps(t) = 2Apa(t) — 3Aps(t) (9.5)

VyteSime prvni rovnici soustavy

Pi(t) = =Api(2),

d
n) _ g
pi(t)
In(pi(t)) = =Mt +Ine,
pi(t) = ce M.

Z pocatetni podminky p;(0) = 1 dostaneme ¢ = 1, takze nakonec méame
p(t) = e M A>0, t>0.
Ziskany vysledek dosadime do druhé rovnice a opét fesime diferencidlni rovnici.
ph(t) = —2Apy(t) 4+ e,

Maéame linearni nehomogenni diferencialni rovnici, kterou miizeme tesit naptiklad metodou
variace konstanty. A obdobné déale. Na konec dojdeme k souhrnému vysledku

pat) =e M (1= 50, n=1,2,... (9.6)

Toto rozdéleni, pro které plati podminka (8.11), vyjadiuje pravdépodobnost, Ze v Case t
bude systém obsahovat n castic.

Stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X; s rozdélenim (9.6) je
E(X;) = Z ne M (1 - e_)‘t)nfl .
n=1

Ozna¢mé v = 1 — e, potom dostaneme

=Xt n—1 _ _—\t n __ =M\t n __ =M\t =Xt
E(X;) =e E n"T =e E WV W E V=t T, = A—oe
n=1 n=1 n=1

Po zpétném dosazeni dostaneme
E(X,) = e,
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Obdobné dostaneme pro rozptyl
D(X;y) =eM(eM—1).
Pravdépodobnost prechodu ze stavu ¢ do stavu j béhem doby ¢t je

(e (1—e) ' j>1,

pij(t) =
0, j <.
Je to pravdépodobnost toho, Ze se nas systém v case ¢ nachazi ve stavu a;, jestlize na
pocatku v ¢ase t = 0 byl ve stavu a;. V tomto pripadé mame pro stfedni hodnotu a rozptyl

vztahy:
E(X;) =i, D(X;) =ie (e — 1)

Protoze pro i = 1,2,... plati, ze

/ pii(t)dt = / e Mdt = — < oo,
0 0 A

proto vSechny stavy vysSetfovaného systému jsou prechodné.

Priklad 9.2. Sprska kosmickych ¢éstic je vyvolana tim, Ze se v pocate¢ni moment do-
stane do atmosféry i ¢astic. Urcete pravdépodobnost, Zze po Case t bude existovat celkem
n Castic, jestlize kazda ¢astice mize v ¢asovém intervalu (¢,t + dt) s pravdépodobnosti
AAt + o(At) vyvolat vznik nové ¢astice, kterd méa prakticky okamzité stejné schopnosti.

Reseni. Protoze v ¢ase t = 0 bude v atmosféfe i ¢astic, proto podle (9.10) budou abso-
lutni pravdépodobnmosti uréeny soustavou diferencialnich rovnic

Pu(t) = (n = D)Apa-a(t) — nApa(t), n =i
a pocatecnimi podminkami
pi(0) =14, p,(0)=0, n#1.

Vyftesenim této rovnice dostaneme

palt) = (n - 1) e (1—e ™), i

n—1

9.3 Linearni proces zaniku

Jde o proces, jehoz intenzity pravdépodobnosti prechodu jsou linearni funkci stavu, ve
kterém se systém nachazel v predeslém okamziku. Je podobny predchozimu procesu, ale
je opacné orientovany.

Méjme urcity pocet c¢astic, jejichz pocet se bude imérné casu postupné snizovat. Budeme
pritom vychazet z toho, ze plati:
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1. Pravdépodobnost ptfechodu ze stavu a;, ¢ = 0,1,2,...,r, do stavu aj, j =i — 1, v
pritbéhu ¢asového intervalu (¢, ¢ + At) je

tj. pravdépodobnost prechodu je tmérna okamzitému poctu castic ¢, kde p > 0 je
koeficient imérnosti.

2. Pravdépodobnost setrvani ve stavu a; v priubéhu ¢asového intervalu (¢,t + At) je

pii(At) = 1 — piAt + o(At).

3. Pravdépodobnost pfechodu ze stavu a; do stavu a;, kde j # 7, j # ¢ — 1 v pribéhu
¢asového intervalu (¢,t + At) je

pij (At) = O(At),
tj. pravdépodobnost, zZe se pocet ¢astic snizi v pribéhu ¢asového intervalu (¢, + At)

o vice nez jednotku nebo vzroste o libovolny pocet cCastic je prakticky nulova.

Jestlize oznacime X; pocet castic v Case ¢, potom posloupnost diskrétnich nahodnych
proménnych {X;}, ¢ > 0 tvofi Markovsky homogenni proces s mnozinou stavi S =
={0,1,2,...,r} a po¢ateénim rozdélenim

pr(o) = 17 pn(o) = O,VTL 7é r,
a intenzitami pravdépodobnosti prechodu
aii:z’,u, i:0,1,2,...,r,

o fin j=isli=012 7
=Y 0, j#i-—1

Matice intenzit pravdépodobnosti pfechodu bude potom matici fadu r + 1 ve tvaru

0 O 0 0 0

nwo—pu 0 0 0

A 0 2u —2u 0 0
N 0 0 3u —3u 0

0 O 0 0 ... —ru

Pro vektor absolutnich pravdépodobnosti p(t) = (po(t), p1(t),. .., p,(t)) plati vztah (8.15).
Rozepsanim na jednotlivé slozky dostaneme soustavu diferencidlnich rovnic

po(t) = ppa(t)

pi(t) = —upy1(t) + 2upa(t)
pa(t) = —2ups(t) + 3ups(t) (9.7)
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P (t) = —(r—=Dpupr—a(t) +rup.(t)
Pi(t) —rpp,(t).

(9.8)
Vyftesime posledni rovnici soustavy

p(t) = pp. (1),

dp.(t) _ ot
pr(t)

In(p,(t)) = —ut + Inc,
pr(t) = ce .

7 pocatecni podminky pro t = 0 dostaneme ¢ = 1, takZe nakonec mame
p(t)=e" >0, t>0.
Ziskany vysledek dosadime do druhé rovnice od konce a opét fesime diferencialni rovnici.

Pra(t) = —(r = Dppr1(t) + rupe(t).

Méame linearni nehomogenni diferencialni rovnici, kterou mizeme tesit napiiklad metodou
variace konstanty. A obdobné déle. Na konec dojdeme k souhrnému vysledku

pa(t) = (T)e—““f (" —1)"", t>0, n=0,1,2,...,7 (9.9)
n

Toto rozdéleni, pro které plati podminka (8.11), vyjadiuje pravdépodobnost, Ze v Case t
bude systém obsahovat n c¢astic.

9.4 Linearni proces rustu a zaniku

Je zfejmé, ze slozenim predchozich dvou procesii je mozné konstruovat model rastu i
zaniku soucasné. Predpokladejme, Ze se jedna o proces, pti kterém intenzity ristu i zaniku
jsou umérné poctu ¢astic v systému.

Budeme pritom vychéazet z nasledujicich predpokladii:

1. Pravdépodobnost pfechodu ze stavu a; do stavu a;;; v pribéhu ¢asového intervalu
(t,t+ At) je
Pii+1(At) = NiAt + o(At),

tj. pravdépodobnost prechodu je primo tmeérna okamzitému poctu castic i, kde
A > 0 je koeficient tmeérnosti.



9.4 LINEARNI PROCES RUSTU A ZANIKU 167

2. Pravdépodobnost piechodu ze stavu a;, ¢ = 0,1,2,..., do stavu a;, j =i — 1, v
pritbéhu ¢asového intervalu (¢, ¢ + At) je

pij(At) = pilt + o(At),

tj. pravdépodobnost prechodu je timérna okamzitému poctu castic ¢, kde p > 0 je
koeficient imérnosti.

3. Pravdépodobnost setrvani ve stavu a; v pribéhu ¢asového intervalu (¢, + At) je

pi(At) =1 — (A + p)iAt + o(At),

4. Pravdépodobnost pfechodu béhem ¢asového intervalu (t, £+ At) ze stavu a; do stavu
Clj,j#Z,j#Z—i-l,j#Z—lJe
pij (At) = O(At),
tj. jde o pravdépodobnost toho, Ze se béhem ¢asového intervalu (t,t + At) zvysi,
popripadé snizi, pocet ¢astic o vice nez jednu.

5. Stav a = 0 je absorp¢ni.

Jestlize X, je pocet Castic v ¢ase t, potom posloupnost ndhodnych proménnych {X;,¢ >
> 0} tvori Markovsky homogenni proces s mnozinou stavii S = {1,2,...} a po¢atenadm
rozdélenim

pn(0) =1, n=r,

pn(0) =0, n #r.

a intenzitami pravdépodobnosti prechodu
Cl”:’L()\—l-IU), ’iIO,l,Z,...

A, Jg=1i+1 1=0,1,2,...
a; =4 in, j=i1—1, j=i—-1, i=12,...
0, v ostatnich ptipadech,

Matice intenzit pravdépodobnosti prechodu je

0 0 0 0 0 O

p —(A) A 0 0
A= 0 2 —20+p) 20 0

0 0 3 —3(A+p) 3A

Pro vektor absolutnich pravdépodobnosti p(t) = (p1(t), p2(t),...) plati (8.15). Rozepsé-
nim do slozek dostaneme soustavu diferencidlnich rovnic

po(t) = pp1(t)
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pit) = —(A 4 w)pa(t) + ppa(t)
t) = Ap1(t) — 2(A + p)p2(t) + 3ps(t)

Vyfesenim soustavy dostaneme

a) Pro A # p
po(t) = NBv
pa(t) = (1 = AB)(1 — uB)(Ab)" ™,
kde
— oA=n)t
B— le—A.
" — Ae(A—p)t
b) Pro A =
Y
t pu—
wlt) = 7550,
()\t)n_l
t)=——-———, =1,2,...

Ptitomm musi platit

polt) + > pat) =1, t>0.
n=1

V linearnim procesu ristu i zaniku je urcity pocet castic. Jestlize tento pocet klesne na
nulu, potom se uz zadna c¢astice nemize obnovit, tj. stav a = 0 je stavem absorpcénim.

Pravdépodobnost, ze pocet ¢astic v systému se nékdy snizi na nulu, tj. pravdépodobnost

ze Castice zcela zaniknou je:

—_

pro A < u,
p = lim py(t) =
t—o00

>I=

pro A > p.

Pojmy k zapamatovani

— V této kapitole jsme se zabyvali aplikacemi teorie Markovskych retézct na konkrétni

situace.

— Byly popsany Poissontuv proces, linearni proces riistu, lineadrni proces zaniku a line-

arni proces rustu i zaniku soucasné.
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Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem linearni?
2. Kde se v praxi mizeme setkat s linearnim procesem?

3. Existuji i nelinedrni procesy?
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10 Markovovy rozhodovaci procesy

Pruvodce studiem

Zatim jsme se zabyvali pti studiu MR pouze pravddpodobnosti prechodii mezi jednotlivymi stavy.
Nezajimalo nds zda jsou jednotlivé pfechody spojeny urcitymi naklady Ci vynosy.
Témito otazkami se bydeme zabyvat v této kapitole. Budeme predpokladat, Ze prechod je spojen s

néjakym ohodnocenim a budeme hledat maximalni hodnotu, dosaZitelnou pfi daném procesu.

Ukazeme si, Ze pfimym vypoctem dostaneme postupné fadu Ciselnych ddaji, ale ne vzdy jsme schopni
z nich odvodit dalsi olekdvany vyvoj. K tomu je nutné zndt a vyuZivat asymptotické vlastnosti
Markovskych retezcd.

Témi se | budem také zabyvat v této kapitole. Pro jejich studium budeme opét pouZivat
Z-transformaci (pfimou i zpétnou) a rozklad na parcidlni zlomky.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Resit otazky spojené s ocetiovanim prechodit mezj jednotlivymi stavy.

e Rozhodovat o vyhodnosti ¢i nevyhodnosti danného postupi.

e Sestavit nejen matici pravdépodobnosti pfechodi, ale i matici ohodnoceni pfechodi.
e Vyuzivat Z-transformaci pro rozbor asymptotickych vlastnosti Markovského Fetezce.
e Pracovat s pfimou Z-transformaci i zpétnou, tj. inverzni Z-transformaci.

e Resit konkrétni tlohy o chovani Markovskych fetezct.

10.1 Ocenéni prechodii mezi stavy

Jestlize dovedeme popsat pribéh urcitého procesu tak, ze jej umime rozlozit na fadu
jednotlivych stavii, jimiz systém prochazi v fadé okamziki, potom se muzeme pokusit i
o ocenéni kazdého stavu nebo pfechodu. Potom bude mit smysl hledat optimalni feseni,
tj. takové, které pfindsi maximalni zisk nebo minimalni naklady (zalezi na Ghlu pohledu,
neboli na ocenéni jednotlivych prechodi).
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Ptredpokladejme, ze s pfechodem ze stavu ,:“ do stavu ,,5° je spojena hodnota vynosu
o1 ¢ (zisk, ndklady na skladovani, ztrata apod.)

Tyto vynosy ,r;;“, kde i,j = 1,2...N tvofi dohromady matici ohodnoceni (ocenéni) pfe-
chodi

i1 T2 "N

21 Ta2 ToN
R =

Nt N2 ... TNN

Ocenéni ,7;;“ mize byt konstantni pro vSechny pfechody nebo mutze byt rostouci nebo
klesajici funkci v zavislosti na rtistu nebo klesani nékterého z indext.

Specificky pfipad tvofi diskontované ocenéni jednotlivych prechodt. Toto ocenéni jed-
notlivych pfechodt, jimz jsme ptifadili uréité pravdépodobnosti pfechod@t ndm potom
mohou dat urcité informace. Navic dovoluji i provadét odhady dalsiho vyvoje a hledani
alternativ.

Ozna¢me ,v;(n)“ stfedni hodnotu celkového oc¢ekévaného vynosu procesu, ktery je na
pocatku ve stavu ,i“ a uskuteéni ,n*“ prechodii. Potom pro tuto hodnotu ,v;(n)“ bude

platit rekurentni vztah
N

vi(n) = Zpij(ﬂ'j +vj(n — 1)),

a po upraveé dostaneme

N N
UZ(TL> = Zpijrij + Zpijvj(n — 1), (101)
7j=1 j=1

13

zde je prvni ¢len - stfedni hodnota vynosu spojena s jednim prechodem ze stavu ,i“ a
druhy ¢len je st¥edni hodnota vynosu procesu ve kterém do konce zbyva (n — 1) pfechodu
a ktery je s pravdépodobnosti p;; ve stavu ,k“, kde k =1,2,..., N.

N

Ozna¢me stfedni hodnotu vynost ) P,;m;; = ¢; (oznaceni je korektni, protoze zde neni
i=1

zévislost na po¢tu prechodu)

Potom si lze rovnici (10.1) zapsat ve tvaru

vi(n) = q; + Zpijvj(n - 1) (10.2)

a nebo maticové
in)=q+P-v(n—-1),
kde ¥ je fadkovy vektor.
Pro pouziti vztahu (10.2) pro vypocet je tfeba znat hodnoty ,v;(n)“ pron = 0 a i =
=1,2,...,N. Z definice ,v;(n)“ plyne, Ze ,v;(0)¢ je stfedni hodnota celkového vynosu

procesu, ktery je ve stavu ,,i“ a uz nedéla zadny dalsi prechod, tj. skoncil ve stavu ,;z“.
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Odtud vyjdeme pfi uréovani hodnoty ,v;(0)“, protoze ji mizeme chépat jako jednorazovy
viynos, ktery plyne z toho, Zze proces skonci ve stvu ,i“. Jestlize nezalezi na tom, v jakém
stavu proces konci, je mozné polozit, ze v; = 0 pro Vi.

Rovnice (10.1)je typickou rovnici dynamického programovani. Pfi vypoétu stfedni hod-
noty ocekavaného vynosu ,v(n)“ postupujeme zpétné od posledniho kroku k pocatku

»0i(0) .

Piiklad 10.1. Mame linku, kterd se miize nachézet v provozu (stav 1) a nebo v opravé
(stav 2). Sledovanim po dostateéné dlouhou dobu byly ziskany pravdépodobnosti pfechodu
mezi jednotlivymi stavy, tj. matice IP, a ocenéni jednotlivych prechodt, tj. matice R.

0,5 0,5 (10 4
P_(o,zx 0,6)’ R‘(5 —5)'

Dale budeme predpokladat, ze nezalezi na tom, v jakém stavu proces skonci, neboli v; =
=0,1=1,2.

Reseni. Potom mame podle vztahu (10.2)

2
vi(n) =g+ Y pyvi(n— 1),
1

2
kde ¢ = 1,2, ¢; = ) pi;jrij, neboli v naSem piipadé mame
=1

¢ =0,5-10+0,5-4=71,
G2 =0,4-1040,6- (—=5) = —1.

Stredni hodnota ocekavaného vynosti procesu, ktery uskutecnil pravé jeden prechod, bude
zaviset na vychozim stavu.

2
v(1) =7+ py-vj(0)=7+0,5-0+0,5-0=7,
j—1

2
va(1) = =14 piy-v;(0) = —1
j=1

Pr1i uskutecnéni dvou prechodtt budeme mit

2
7j=1

2
va(2) = —1+ > piyvi(1) = —1+0,4-7+0,6 - (-1) = 1,2.
j=1

Vysledky si zapiSeme do tabulky
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n ol1 12 [3 [4 [5
v1(n) 10 [ 12,6 | 15,2 | 17,7
va(n) |0 [-1112[37 |63 |88

o
N

Nékdy neni presné vidét zavislost mezi témito ¢isly.

10.2 Asymptotické vlastnosti Markovskych retézcu

Méjme konstantni ocenéni prechodi, tj. matice R je konstantni. Opét pouzijeme
Z-transformaci. Celkovy ocekévany vynos pak bude.

Protoze podle (10.2) pro vektor ' plati

—

in+1) =g+ P-dn),

miizeme psat

dHnt1)-2"=) G2+ P-ii(n)- 2", (10.3)

n=0 n=0 n=0
o0 1 o
N 1 n_ = - 1 n+l _ =~ 0
: Ov(n +1) -2 . n§:0U<n+ )z o( ))

Po dosazeni do (10.3) mame

1
Po tpravé dostaneme
(I = 2P) F(z,v) = £ =g+ (0)
—z
a odtud .
F(zv) == (I - 2P) G4 (I — 2P) " 5(0). (10.4)
-z

Jestlize jsme si analyzou piivodniho Markovského fetézce uréili funkei (I — 2PP)™!, dosta-
neme F' vynasobenim veli¢inami ¢ a (0). . Protoze navic vétsinou plati, ze 7(0) = 0,
potom mame jednodussi tvar rovnice (10.4) a sice

F(z,v) = (I-2P)7'q (10.5)

1—2z

Zpétnou transformaci se dostaneme zpét na vektor celkového ocekavaného vynosu.
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Priklad 10.2. PouZijeme zadani z predchoziho ptikladu

0,5 0,5 (10 4 (7
P_(o,zx 0,6)’ R_( 5 —5>’ q_<—1>‘

Reseni. Potom budeme mit
Lo
1-0,1z \ —

z
I—2P) ' =
-t = (
Predpokladali jsme diive ¢(0) = 0, proto z (10.5), bez nésobeni ¢,

O[O >
ool
oot
OO |ut
~_

—Z

Fo(z,4) = 14 (I—2P) =

)*u—ﬁwi—au>(—

O[O [
Oloro|ot

© RO |ut
OO |ut
N~

=

Zpétnou transformaci dostaneme

((1—2) (i—o,u))_l = %(1—071”),

zde jsme opét pouzili rozklad na parcialni zlomky. Takze dostavame
4 5 10 5
fo(n):n-(z 8)4—3(1—0,1")(_ 2).
9

Déle jsme si odvodili, ze pfimy vynos je
B 7
=\ -1

ﬁ@):ﬁ)(n)-q:n-(%)+9(1—o,1n)<_

O oot

a proto mame

ofgels
S~

9
Nyni si miizeme vyjadrit jednotlivé slozky, takze dostaneme
23 400
= — —(1—-0,1"
23 320
=—n——(1-0,1").

Stejnym zpiisobem miizeme pokracovat dale. Protoze 0,1" — 0, tak pro dostatecné velké
n mame asymptotické vyjadreni slozek vektoru v(n)

23 400
vin) = gn+ -
23 320
va(n) =g = g1
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Asymptotické vlastnosti (chovani) vektoru #(n) muzeme studovat i rozkladem matice
(I — 2P) " na stacionarni a tranzientni ¢ast.

1

—Z

(I—2P)"' = S+ ()

kde S je stacionarni matice (vzorem pro 1= je prvek 1) a F.(T') je vysledek Z-transformace
tranzientni slozky.

V nasem pripadé dostaneme

-

Dosazenim do rovnice (10.4)

OO
ookt
N
o
~
~
N—r
|
—_
|
ol -
—_
I
VR
I
OO |ot
|
OO | Ut
N———

ﬁs-m *F(T) -+ 8- 5(0) + F(T) - 5(0).

My jsme ptedpoklddali, Ze méame 0(0) = 0, soucasné plati, ze S-¢'a S-9(0) jsou konstanty.

Clen F.(T) bude obsahovat konstantni ¢ast

Vyrazy, které obsahuji vyssi mocniny 0, 1 mizeme zanedbat a potom dostavame

F(z,v) =

1—=z2

Bl =1"03 ( -

OO |Ut
Nej el [d}}

dn)=n-S-q+F(T)q.

Pfitom vektor S - ¢ si oznacime jako g, pfitom jeho soutadnice dostaneme ve tvaru

N

9i = Z Sijdj-

=1

Jsou to pfiméa ocenéni pfechodi, vaZena limitnimi pravdépodobnostmi s;;, které udavaji
pravdépodobnost vyskytu jednotlivych stavli pfi provozu trvajicim dostatecné dlouhou
dobu.

Je-li matice pravdépodobnosti pfechodt P regularni, potom jsou vsechny radky matice S
stejné.

Oznacime-li si fadky matice S jako vektor 7, potom

N
g’: Zﬂ'jqj'.
j=1

Sloupcovy vektor Fy(T) - ¢ nezavisi na n a obsahuje prvky, které zavisi pouze na 1.



176 MARKOVOVY ROZHODOVACI PROCESY

Jestlize predpokladame, ze systém funguje dostatecné dlouho, potom mame
U(n) = ng + v,
neboli ve slozkach
vi(n) =n-g + v,

kde veli¢ina v; obsahuje konstantni ¢leny. Pti regularni matici pravdépodobnosti prechodt
Pje gi=g.

V nasem pripadé

4 5 23
) B 9 9 7 9
4 5 23
9 9 9
55 400
) B 1 9 9 7 81
U:Fl(T)'qzl—O-l 4 4 '<—1>: 320
9 9 81

Po dosazeni dostaneme stejny vysledek jako v predchozim pripadé.

23 400
) =gn 5y
23 320
valn) =g =g

Pojmy k zapamatovani

— V predchozich kapitolach jsme se pfi studiu MR zabyvali pouze pravdépodobnostmi pie-
chodi mezi jednotlivymi stavy. Nezajimalo nés zda jsou jednotlivé prechody spojeny urci-
tymi naklady ¢i vynosy.

— Protoze se tyto problémy velmi ¢asto vyskytuji v praxi, vénovali jsme se jim v této kapitole.

— Predpokladali jsme, Ze pfechod mezi stavy je spojen s uréitym ohodnocenim a hledali jsme
jakou maximélni hodnotu mtize dosdhnout v pribéhu daného procesu.

— Vénovali jsme se rozboru asymptotickych vlastnosti Markovskych fetezct.

— Pro jejich studium jsme opét pouzivali Z-transformaci (pfimou i zpétnou) a rozklad na
parcialni zlomky.

Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem ohodnoceni prechodd?
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2. Muze ohodnoceni prechodi mezi jednotlivymi stavy nabyvat libovolné hodnoty?
3. Bude matice ohodnoceni pfechodu stochasticka?
4. Muze ohodnoceni pfechodt nabyt i zapornych hodnot?

5. Co znamené zaporné ohodnoceni?
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11 Rozhodovaci procesy s alterna-
tivami

Pruvodce studiem

Dosud jsme predpokladali neménici se matici ocenéniR. V této kapitole budeme studovat situaci, kdy
matice ocenéni nebude konstantni, ale bude proménna. UkaZeme si jak pracovat s tkovymi maticemi
a jak postupovat pri reseni dloh s alternativami, tj. tehdy, kdy se na kazdém kroku mizeme, ¢i
musime, rozhodnout, jak budeme pokracoavt dale.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Chéapat podstatu meénicich se ocenéni.
e Umét zpracovat ndhodny proces s ménicim se ocenénim.
e Resit praktické tkoly rekurentni a nebo itera¢ni metodou.

e Umét si vybrat vhodnou metodu pro feseni konkrétni tlohy.

11.1 Ménici se ocenéni

V minulé kapitole jsme predpokladali, Ze matice ocenéni R se neméni a je tedy konstantni.
Predpokladejme nyni, Ze ocenéni nebude konstantni. Matici ocenéni R, ktera ztstava

1
konstantni, vynasobime koeficientem § = T ktery mame nejcastéji vyjadieny pomoci
i
urokové miry. Z toho divodu se § oznacuje jako diskontni faktor, a vyjadiuje pocatecni

hodnotu vynosu, ktery je splatny ke konci urcitého obdobi. Nemusi ovsem slouzit jen k vy-
poc¢tiim diskontnich hodnot, 1ze mu prifadit i pravdépodobnostni vyznam. Mtize napiiklad
oznacovat prodleni, s nimz dojde k dalsimu opakovani procesu.

Uziti koeficientu S bude tucelné tam, kde mtzeme ocekavat, ze proces skonci, ale nevime
presné kdy.

Vypocet:
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Uzijeme-li irokové miry, poskytuje diskontni faktor 5 nékteré informace, s tim, ze § patii
do intervalu 8 € (0;1), neboli 0 < 5 < 1.

Predpokladejme dale, ze okamzity vynos se bude vyplacet vzdy na zacatku prechodu ze
stavu ,;2“ do stavu ,,j .

Veli¢ina v;(n) - hodnota celkového o¢ekavaného vynosu daného procesu, ktery vychazi ze
stavu .1 “ a ktery uskutecni ,n“ prechodt, je potom rovna

N
vi(n) = pij (rij + B+ v;(n — 1)),
j=1
odkud po tpravé dostaneme
N N
vi(n) =Y pigri + B8y piyvi(n — 1).
j=1 j=1

Protoze prvni sume nezavisi na n, oznac¢ime si

N
q; = E PijTij
j=1

a dostaneme

v;(n) ZQi—i‘ﬁzpijUj(”_ 1) (11.1)

Vektorové
in)=q+p-P-t(n—1)

Pro asymptotické vyjadieni mizeme pouzit Z-transformaci, jako u konstantniho ocenéni,
a potom dostaneme

L (Fe) ~ #(0) = —a + 6P F(z,),

odkud po upraveé dostavame

Flz0) = i (I—B-2-P) g+ (-8 P) L i0). (11.2)

Vétsinou opét volime 7(0) = 0 pro zjednoduseni vypoctu. Dostavame potom

Fle)= 2~ (I-p-2-B)'q

Priklad 11.1. Ponechame zadani stejné jako v predchozim piipadé. Navic budeme pied-
pokladat, ze diskontni faktor 5 = 0,5 oznacuje pravdépodobnost, ze proces bude dale
pokracovat.
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Reseni. Potom z (11.2) dostaneme pro Fy(z,v), jako slozku funkce F(z,v), ktera jesté
neni vynasobena ¢, vyjadreni

1 1 1 -1
__~ _ .pylo 7 4z 4z
F(z,v)—l_z(f 0,5-z-P) T 1 1_i
Dz 10z
Provedeme rozklad na parcialni zlomky a dostaneme
Fy(z,v) =
28 10 8 10 100 100
1 19 19 | 1 9 9 |, 1 171 171
1—z| 8 30 1-0,52{ 8 10 1—-0,052 80 80
19 19 9 9 171 171
Provedeme zpétnou transformaci
Jo=(F)™"
28 10 8 10 100 100
fom)=| ¥ 3 [+ [ & |+ F K
19 19 9 9 171 171
Vynéasobime vektorem g = < _I ) a dostaneme
150 s 800
i(n) = fo(n)g= [ g | +(0,5" i | +0,05)" 5
19 9 171
Odtud plyne, Ze pro dostateéné velké ,n*“ budou slozky v;(n), i = 1,2...N stabilni a bude
. 186 26 . . .
platit vy(n) = TR va(n) = o @ tedy nezavisi na poctu kroki n. O

Také v tomto pfipadé muZzeme asymptotické chovéni tohoto vektoru #(n) studovat na
zékladé rozkladu na stacionarni a tranzientni ¢ast (opét pomoci Z-transformace)

(I—B-z-P)" S+ Fjs..(T)

B 1
1-8-z

v=q+p-P-vU (11.3)
Coz je soustava N rovnic o N nezndmych, kterou umime fesit.

Pro nas priklad to vede na soustavu
vy =7+ 0,250, + 0, 2509,

vg = —1+ O, 2up + O, 3U2,
186 26

kterd ma feseni v; = —,v9 = —.
19’ 19



11.2 ROZHODOVACI PROCES S ALTERNATIVAMI 181

11.2 Rozhodovaci proces s alternativami

Predpokladejme, Ze existuje néjaké rozhodovaci centrum, které v souladu s uréitym cilem
vzdy v kazdém kroku, voli jeden z konec¢ného poc¢tu moznosti. Tim tidi pribéeh celého pro-
cesu. Je zfejmy pozadavek, aby tato volba byla optimalni, a to pro dosti dlouho probihajici
proces. Potom mluvime o fizeni M procesi nebo o procesech sekvenéniho rozhodovani (dy-
namického programovani na M procesech). Ocenéni jednotlivych prechodu (tj. stanoveni
pravdépodobnosti pfechodt a uréeni jejich vynosi) jsou dilezité pro srovnavani jednot-
livych alternativ, pro moznost volby mezi nimi a tim i pro moznost vybéru optimalniho
reSeni.

Priklad 11.2. Studium

e Pribézné - vyzaduje hodné Casu, ale poznatky jsou trvalejsi.

e Narazové - Vyzaduji malo casu, ale disledkem je rychlé zapominani a tedy velké
riziko.

Priklad 11.3. Bludisté - na kazdé kiizovatce se mohu rozhodnout kam ptjdu déle.

Priklad 11.4. Pacient ma Zaludec¢ni viedy. Lékar se musi rozhodnout, zda jej bude 1é¢it
medikamenty a dietou a nebo zda je uz nutna operace, ktera ale byva mnohem drazsi.

11.3 Rekurentni metoda reseni rozhodovaciho pro-
cesu s alternativami

Ozna¢me alternativu (moZnost) pro kazdy stav k¢ Pocet alternativ v i-tém stavu
oznac¢me ,k;“. V jednotlivych stavech vyvola kazda moznost obecné jiné rozlozeni prav-
dépodobnosti pfechodu pfj a jiné ocenéni prislusnych prechodi rfj Zde k neni mocnina,
ale horni index. Zapis je tak piehlednéjsive srovnani se zapisem 7; ;.

Nagim tkolem je najit takovy vektor alternativ d(n) se slozkami d;(n), ktery bude opti-
malizovat celkové ocekévané vimosy 7 (n). Posloupnost vektorii d(n), n = 1,2... udévé
pocet obdobi, které zbyvaji do konce toho daného procesu. Tim si definujeme strategii,

tj. postup takého MP, ktery vede k optimu.

Pokud tento postup existuje a je nezavisly na c¢ase, pak mluvime o stacionarnim procesu.
Budeme predpokladat, ze existuje takova stacionarni strategie. PTi postupném zkouma-
ni jednotlivych alternativ se ukazuje, ze optimalni strategie ,,n“ krokt pred koncem je
mozné pokud budeme vychézet a optima v (n — 1) kroku pfed koncem procesu. Mizeme
to vyjadrit jako
N
v;(n) = m’?Xprj (rfj +v;(n — 1)) (11.4)

j=1
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zde v;(n), v;(n — 1) jsou ofekdvané vynosy pii zvoleném optimalnim postupu. Index ,k*
neni mocninou, ale oznacuje k-tou alternativu prislusného stavu.

Vybér moznosti ,,k“ mé za nasledek prechod do jiného stavu, ktery se ridi pravdépodob-
nostnimi pravidly, které charakterizuji hodnoty ,,pfj, ,7=12...,N“

Pricemz pfj udava pravdépodobnost prechodu ze stavu ,2“ do stavu .5, pfi vybéru moz-
nosti ,,k“.

Ptechod ze stavu ,i“ do stavu ,,j“ pfi vybéru moznosti ,,k“ je spojen s vytvorenim néja-
7 / k «

kého vynosu 7 “.

Zde je tfeba zdlraznit, ze rfj nemusi byt pouze kladné cislo, c¢ili zisk, mtize se jednat o

nulovou hodnotu i o ztratu a potom budeme mit zapornou hodnotu.

k

N
RozepiSeme si rovnici (11.4) a oznacime ¢f = Y- pf;rl;, potom dostaneme
i=1

vi(n) = max (qfC + pry -vj(n — 1)) . (11.5)

j—1

q¥ je pfimy vymnos za pobyt ve stavu ,i“ v jednom obdobi (tj. mezi dvéma piechody).

Pfi vypoctu sledujeme jednak vektor vybranych alternativ d(n) a jednak celkovy vynos
pii optimalnim postupu. Pravé popsany postup je vhodny pro procesy, které budou koncit
po malém poctu kroki.

Piiklad 11.5. Méame vyrobni linku, kterd mtize byt v provozu (tj. ve stavu 1) a nebo
v opravé (tj. ve stavu 2). Ve stavu 1 (v provozu) je moZny plné automatizovany provoz
(bez jakékoliv kontroly) = moznost 1, nebo provoz s namatkovou kontrolou = moznost 2,
nebo provoz s pravidelnou kontrolou = moznost 3. Ve stavu 2 je mozna oprava linky bez
vymény komponent = moznost 1, nebo linky s vyménou komponent = moznost 2,

Za dostatecné dlouhy interval byly ziskany pravdépodobnosti pfechodu a jednotlivé hod-
noty ocenéni.

Stav | Moznost | Pravdépodobnosti prechodu Ocenéni
ni ¢ vk“ »Diy ¢ »Pis ¢ w1y ¢ » g “
1 0,4 0,6 16
1 2 0,7 0,3 11 2
3 0,9 0,1 8 1
5 1 0,5 0,5 4 -6
2 0,6 0,4 2 -10

Reseni. Vyjdeme ze stavu (11.5). Uréime se hodnoty ¢~
q;=0,4-16+0,6-4=38,8.

¢ =0,7-11+0,3-2=38,3.
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¢=09-84+0,1-1=7,3.
g =0,5-4+0,5-(—6)=—1.
G =06-24+0,4-(-10) = —2,8.

Budeme pfedpokladat, ze nam nezalezi na tom, v jakém stavu proces skonci a proto
budeme brat, ze slozky v;(0) jsou vSechny nulové, tj. v;(0) =0, ¢ =1, 2.

Potom vektor v; bude mit tvar

N N N
on(1) = max g + Y pi;-0igi + D pd - Osaf + Y pl;- 0] = max|[8,8;8,3;7,3] = 8,8.
=1 =1 =1

vy(1) = max | gy —l—ZpQ] 0; ¢ —l—Zij ] = max [-1;,-2,8] = —1.

v obou piipadech (pfi vyberu maxima) je vyhodnejsa prvini moznost, neboli jsme dostali

d= ( 1 > . Analogicky pro vektor ¥(2) budeme mit

N

Q1 + Zplj Q1 + Zplj ql + Zplj ] -

7=1

= max (8,8 + (0,4-8,8+0,6- (~1));8,3+(0,7-8,8 +0,3- (~1));

1(2) = max

7,34(0,9-8,8+0,1-(—1))] =
= max [11,72; 14,16; 15,12] = 15,12,

U2(2) = max

N N
q;+zp;j-vju);qg@pzj-vm] _
j=1 j=1

max [~1+ (0,5 8,8 +0,5- (~1);=2,8+ (0,6 8,8+ 0,4+ (~1)]

= max [2,9;2,08] = 2,9.

Takze vektor optimalnich alternativ je dva kroky pred koncem tvaru

Podobné mutzeme pokracovat dale. Vynosy 3 kroky pred koncem, ktery je na pocatku
sledovani v prvnim nebo druhém stavu potom budou slozky vektoru 7(3):

N

1(3) = max a3 + Zpgj )i @5 + Zpgj )i q3 + Zpsg =

7=1
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= max (8,8 + (0,415,124 0,6-2,9);8,3 + (0,7- 15,12 40,3 2,9);

7.3+ (0,915,124 0,1-2,9)] =
= max [16, 59; 19, 75; 21,2] = 21,2.

N N
05(3) = max g5+ Y vy vi(2); 45 + legj ' Uj(Q)] =
j:

J=1

max [~1+ (0,515,124 0,5 2,9 2,8 + (0,6 15,12+ 0,4-2,9] =
= max [8,01;7,43] = 8,01.

Dostali jsme, Ze nejvydodnéjsi pro nas bude pouzit tfeti moznost u prvniho stavu a prvni

moznost u druhého stavu, neboli mame vektor alternativ ve tvaru d = ( i) ) :

Opét jsme dostali stejny vektor d pro dva po sobé jdouci stavy, tzn. dosahli jsme optima.

[]

Nevyhodou této metody je, Zze nezname pro urcity pocet obdobi pfesné kriterium pro to,
zda jsme dosahli optima ¢i nikoliv.

11.4 Iterac¢ni metoda reseni rozhodovaciho procesu
s alternativami

Pro procesy, které jsou dlouhodobéjsi, nebo jejichz doba trvani neni presné ohranicena, je
vhodnéjsi pouzit metod, které vyuzivaji asymptotickych vlastnosti MP s rozhodovanim.

Misto hledani veli¢in v;(n) postupnym hodnocenim alternativ v kazdém kroku, se snazime
o uréeni v;(n) na zdkladé jejich asymptotickych vlastnosti. Az poté budeme posuzovat
alternativy jednotlivych stavi. Nejdfive ur¢ime vztah mezi v;(n) a vj(n — 1) pomoci
asymptotického vyjadreni. Protoze plati

N
vi(n) =g+ Y piy-vi(n—1)
=1
a dale
vi(n) =n-g+wv;,

miuzeme psat
N

n-g+uv; = qi—l—Zpij[(n— 1)g + vj].
j=1
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Po upraveé, s vyuzitim toho, ze
E pij =1,

N

g+ :(]i—i‘zpij'vj-
j=1

dostavame

Méame tak soustavu /N rovnic o N + 1 neznamych

g,V1,...,UN,
tzn. tato soustava miize byt TeSitelna, ale pouze s parametrem. Nemtzeme presné urcit
hodnoty v;.

Pro posouzeni alternativ nadm vsak bude stacit znat relace mezi v;. Takové relace mtizeme
dostat, kdyz budeme pozadovat stalost rozdild mezi témito prvky, tj. v; — v,. Systém
rovnic doplnime o rovnici vy = 0. Vypoctené hodnoty v; se budou lisit od ptivodnich o
stejnou konstantu.

Stanovenim veli¢in g, vy, vs...vy jsme ziskali i hodnoty v;(n) a pomoci téchto hodnot mu-
zeme rozhodovat i o optimalni alternativeé. Kriteriem pro volbu alternativy je vyraz

N
g+ >l vi(n)
j=1

Pro dostatecné velké n jej miizeme psat ve tvaru

N N N
g+ vl (ng+v) =af +ng ) P+ Y bl
i1 j=1 J=1

N
a opét hleddme maximum pro nékterou z k moznych alternativ a tedy ng > pfj je kon-

7j=1
statna a mtzeme ji vynechat. Z toho plyne, Ze alternativy posuzujeme podle vztahu

N
g + ZPZ " Uj
j=1
POSTUP:

1. Pomoci veli¢in p;;, ¢g;fesime soustavu

N

J=1

’UN:O
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2. Pro kazdy stav najdeme alternativu k, kterda maximalizuje vynos

N
@+ kv, (11.7)
j=1

kde pouzivime hodnoty v; uréené v bodé 1.

k

1. Nalezena alternativa ,,k£“ nam soucasné poskytuje i hodnoty ¢; ,pfj a opakujeme body

1,2.

—

2. Vypocet konci nalezenim vektoru d(n) alternativ, ktery je ve dvou po sobé jdoucich
krocich stejny.

V ptipadé uziti diskontniho faktoru vyjdeme z rovnice (11.1). Nés zajimaji limitni vinosy
»0; “, které jsou nezavislé na po¢tu kroku, a proto mtizeme rovnici (11.1) pfepsat na tvar

N
vi=qi+B8Y pi- vy (11.8)
j=1

kdei=1,2..N
Maéame soustavu N rovnic o N neznamych, kterou lze resit.

Urcime si tedy hodnoty v; a pak hleddme vektor alternativ, ktery budeme maximalizovat

N
@+ By phiv, (11.9)
j=1

kde i =1,2...N.

-

Ziskadme vektor alternativ d(n)

Piiklad 11.6. Vyrobni linka (pfedchozi piiklad)
0,4 0,6 (838
IP)_<0,5 0,5)’ q_(—l)

g+v1=88+0,4-v1+0,6-v2 g=3,43
g+vo=—-14+0,5-v1+0,5-v5 => v1=38,9

ze vztahu (11.6)

U2:0 UQZO

N
i k Q@+ 3P
7=1
1 88+04-89+06-0=12,36
1 D 83+07-89+03-0=14,53
3 7,34+0,9-8,94+0,1-0=15,31
) 1 110,5-8,9+0,5-0=3,45
2 —2,840,6-8,94+0,4-0=2,54
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o (3
(V)
0,9 0,1 (7.3
IED‘(o,f) o,5>’ q‘(—1)

= q¢4+v=734+0,9-v1+0,1-v3 ¢g=5,915

q+uvy=—-1+0,5-v1+0,5-v2 => v =13,83

UQZO UQZO

N
i k a+ kv
j=1
1 8,8+0,4-13,83+0,6-0= 14,33
1 2 8,3+0,7-13,8340,3-0=17,98
3 7.3+0,9.13,83+0,1-0 = 19,75
, i —1+40,5-13,83+0,5-0=5,92
7 ~2.8+06-13.83+04-0=575

(1)

Priklad 11.7. Stejné zadani, jen pfidame 5 = 0,9

- (1 0,4 0,6 B
d_(1>, P_(M 0’5), vy = 30,46

dosadime do (15)
v =8,84+0,9(0,4-v; +0,5-v9) v = 39,45

vy =—1+40,9(0,5-v+0,5-1) => vy=230,46

N
i k a+ B> 5
j=1
i 8.8 1 0,9(0,4-39,45+0,6-30,46) —
1 = 39,45
) 83 + 0,9(0,7-39,45+0,3-30,46) —
— 41,38
7.3+0,9(0,9-39,45 + 0,1-30,46) — 42
, 1 1 T 0,9(0,5-39,40 + 0,5 -30,46) —
— 30,46
5 ~2,8 +0,9(0,6-39,40 + 0,4-30,46) —
— 20,47
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- 3
i-(1)
0,9 0,1 (7.3
IED_<0,5 0,5>’ q‘(—1)
01 =7,3+0,90,9-v; +0,1-v3) v, = 61,33
UQZ—1+O,9(O,5'01+0,5'02) => vy =48,36

N
i k q+ B v
j=1
1 57
1 2 60
3 61,33
9 1 48, 36
2 47,73

Pojmy k zapamatovani

— V predeslych kapitolach jsme pracovali s konstatni matici ocenéni. Zde jsme se seznamili
s proménnou matici ocenéni a praci s ni.

— Ukazali jsme si rekurentni a iteracni metodu feseni tloh s nekonstantni maticiocenéni.

— Seznamili jsme se s tlahami s alternativami a ukazali si postup pfi hledani optiméalniho
feseni.

Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem alternativa u rozhodovacich procesu?
2. Cim je omezen pocet moznych alternativ?

3. Uvedte piiklad ze své praxe, kd¢ se setkévate s alternativnimi moznostmi feSeni problémti.
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12  Skryté Markovské modely

Pruvodce studiem

V této kapitole se seznamime se skrytymi Markovskymi procesy. Bude se ale jednat jen o tvod do
tématiky. Zavedeme si pojem skrytého Markovského retézce, ukdZeme si jaké jsou jeho moZnosti
a pfiklady. Dale budou zformulovany tfi zakladni otazky, kterymi se teorie skrytych Markovskych
procesu zabyva. V zavéru si ukdzeme jednu z mozZnosti Feseni jedné z dloh.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Vysvétlit pojem skrytého Markovského Tetézce.
e Popsat moznosti pouziti skrytého Markovského retézce

e Zvladat reseni treti tlohy z teorie skrytych Markovskych fetézct

12.1 Uvod

Skryté Markovské procesy (Skryté Markovské modely) se v literatufe bézné oznacuji zkrat-
kou HMM, tj. Hinden Markov Models.

Je to "zlaty standard” pro analyzu ¢asovych tad, protoze jde o statisticky model, ktery
je jesté zvladnutelny algoritmy s polynomialni slozitosti.

Aplikace:
e Rozpoznavani fecovych signéali (x signal z mikrofonu, & fonémy).
e Vyhledévani slov v promluvé (z slova, k oznac¢ené kusy promluvy).
e Rozpoznavani rukopisnych znaku (z tahy pera, k& podpisy).

e Rozpoznavani v obrazech, napi. dopravni znacky (z sloupce registra¢ni znacky,
k znaky znacky).
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e Biomedicinské inZenyrstvi - analyza signalit EKG a EEG (x signél, k charakteristiky
signalu).

e Bioinformatika, analyza DNA sekvenci (z odezva fluorescenéné oznacenych molekul,
ke {A C,G,T}) nebo (x € {A,C,G,T}, k interpretacné vyznamné posloupnosti).

e Mobilni robotika (x body pohybu robota, k interpretace pohybu).

Definice 12.1. Koneény automat je usporadand Sestice (K, V, X, 0, Ko, F'), kde
K je kone¢na mnozina stavii automatu,

V' je konecné abeceda vstupnich symboli,

X je konecna abeceda vystupnich symboli,

Ky je pocatecni stav, pricemz Kq, C K,

F' je mnozina cilovych stavi, pricemz F' C K,

0: K xV — K x X je prechodova funkce.

Fungovani automatu.
Automat funguje ve shodé s rozdélenim pravdépodobnosti

n

p(xa k) = p<x1;$27 cey Iy, k07 kla s 7kn) - p(kO) : Hp(ﬂfm kz/kz—l) .

i=1

To znamena, Ze automat na pocatku generuje ndhodny stav ky s pravdépodobnosti
p(ko) a prejde do néj. V i-tém okamziku generuje dvojici (x;,k;) s pravdépodobnnosti
(24, ki /ki—1). Na vystupu dava automat symbol x; a prechazi do stavu k;.

Priklad 12.2. Statisticky zjednoduseny model pocasi.
Méjme stavy:

k1 - destové nebo snéhové srazky,

ko - zatazeno,

ks - slunecno.

Necht pfechodovd matice méa tvar

04 03 0.3
P=102 06 02
0.1 0.1 0.8

Jedna se o priklad automatu a soucasné i o Markovsky proces.

Nahodné posloupnosti

Pozorovéani z = ( X1, Toy ..., xy) € X"
Skryté stavy k = (ko, k1, ko, ..., k) € K™
Zavedeme si oznaceni (zq, Toy1, ..., T) = 22

Potom pozorovani x = x7, skryté stavy k = k.
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Markovské posloupnosti se skrytymi stavy.

Statisticky model
p(z, k) = X" x K" - R.

Markovsky fetézec: Predpokladame, Ze pro vSechny posloupnosti x = (z8, 2t x) ak =
= (kg ', ki, kf,,) plati

p(x, k) = p(ki) - p (21, ko ko) - p (@71, Ky /Fi) - (12.1)

Budeme se nyni vénovat pouze skrytym stavim. Vyjdeme pfitom z (12.1). Pro skryté stavy
po scitani pres vSechna mozna pozorovani x vyplyva Markovska vlastnost pro posloupnosti

p(k) = k(ki) - p (kg ' /ka) - p (i1 /Ki) - (12.2)

V rovnici (12.1) budeme scitat pies posloupnosti skrytych stavi £}, a potom pfes po-
sloupnosti pozorovani 7, ,. Dostaneme

p(xzfrl?k(i)ﬂ Zsz k) x1ak’2 ZZP z+17kzn+1/k)

L+2 z+2 z+2 1+2

= p (23, k) p (it ki1 /ks) -

Vyuzijeme predchozi vztah rekurzivné a dostaneme
p(% k) = p(xla ceey T,y kOa oo 7kn) = p(k'O) HP(Z’H kl/szl)
i=1

Tim se ndm vypocet slozité funkce o (2n+1) proménnych zjednodusil na vypocet n funkci
p(x;, ki/ki—1) o 3 proménnych a jedné funkce p(ko) o jedné proménné.

Definice 12.3. Skryty Markovsky model je stochasticky automat
HMM = (N, M, A, B,7), ktery je charakterizovan nasledujicimi vlastnostmi:

1. N oznacuje pocet stavi HMM v mnoziné S = {S},S5,...,Sx} s hodnotami ¢, v
case t.

2. M oznacuje pocet navzajem riznych pozorovanych symbolt vy, vs, ..., vy s hodno-
tou ; v case t. Pozorované symboly odpovidaji fyzickému vystupu automatu. Vzdy
je budeme oznacovat jako jednotliva pisména abecedy.

3. A je ¢tvercova matice fadu N, kde A = {a;;} oznacuje pravdépodobnost rozdéleni
prechodi mezi jednotlivymi stavy, tj.

aij = P(qis1 = S;/q; = Si), 1<i,j<N.

znamena, ze automat, ktery se v ¢ase ¢; nachazi ve stavu S; piejde s pravdépodob-
nosti a;; do stavu ;.
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4. B je matice typu N x M, kde B = {b;(k)} oznacuje pravdépodobnostni rozdéleni
pozorovanych symboli v jednotlivych stavech. Pravdépodobnost

bj(k) = P(uy v Caset/q;=95;), 1<j<N,1<k<M,

znamena, ze automat generuje v ¢ase ¢; pozorovany symbol v, a nachazi se ve stavu

Si

5. 7 je N-dimenzionalni vektor takovy, ze m = {m;} oznacuje pocatecni rozdéleni prav-
dépodobnosti jednotlivych stavi, kde

T =Plg=25;), 1<i<N,

tj. prvdépodobnost, ze automat se v ¢ase ¢; nachazi ve stavu S;

Dany HMM s prislusnymi hodnotami N, M, A.M, 7 lze pouzit jako generator pozorovaci
posloupnosti

O=0,0,...07 (12.3)

kde kazdé pozorovani O; je jednim z moznéach pozorovanych symboli vy, vy, dots, vy, a T
je celkovy pocet pozorovani v posloupnosti, tj. délka pozorované posloupnosti.

Algoritmus pro generovani pozorovaci posloupnosti

1. Vybereme pocatecni stav q; = S; podle pocatecniho rozdéleni pravdépodobnosti
jednotlivych stvi 7.

2. Nastavime ¢t = 1.

3. Vybereme O; = v, podle pravdépodobnostniho rozdéleni pozorovanych symbola ve
stavu S;, tj. bi(k).

4. Presuneme se do nového stavu ¢.1 = S; podle pravdépodobnostniho rozdéleni
prechodt mezi stavy S; a S;, tj. a;;.

5. Pokud je t < T, potom nastavime ¢t =t + 1 a jdeme zpét na krok 3. a opakujeme
postup. V pripadé t = T ukoncujeme proces.

Zatimco u bézného Markovského procesu odpovida kazdému stavu konkrétni pozorova-
telnd udélost (konkrétni technicky jev), tak u skrytych Markovskych modeli jsou jed-
notliva pozorovani pravdépodobnostni funkci kazdého stavu. Neboli skryty Markovsky
model je vlastné vnoreny nahodny proces, kdy jeden ndhodny proces je vnofeny, tj. neni
mozné jej piimo pozorovat, tj. je skryty, ale mizZeme jej pozorovat pomoci dalsi mnoziny
nédhodnych stvii, které tvofi pozorovaci posloupnost (12.3).
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Priklad 12.4. M¢jme skryty Markovsky model se tfemi stavy a dvéma pozorovanymi

stavy.
N=2 5= {51752752}7 M=2V= {U1,U2}>

0.8 0.1 0.1
A={a;}=1{ 02 05 03 |,
02 0.2 0.6

0.5 0.5
B={;®y=[ 0 05 ],
05 0

m={m}={0.5,0.5,0}.

Pozorovana posloupnost potom bude ve tvaru
0= V1U1V2U2V1V2V1 V201 V1 V2V2V1 V2 . . .

Pokud pouzijeme jiné oznaceni pro pozorované stavy dostaneme napiiklad pro volbu v; =
= 1, v9 = 0 posloupnost
O =110010110010...

Pro volbu v; = #, vy = & dostaneme

O = AASIALAALLAS . ..

Stale se jedna o stejny vysledek, ktery nezavisi na pouzitém oznaceni.

12.2 Zakladni Gkoly fesené u HMM

e Uloha ¢. 1: Vyhodnoceni.
Jak efektivné spocitat pro konkrétni pozorovanou posloupnost (12.3) a dany HMM
model A = (N, M, A, B, 7) pravdépodobnost P(O/\)?
Neboli uré¢it pravdépodobnost, Ze je pozorovana posloupnost (12.3) generovana zvo-
lenym modelem A.

e Uloha ¢&. 2: Dekédovani
K zadanému modelu A a zadané pozorovaci posloupnosti (12.3) jak co nejlépe vy-
brat posloupnost stavit Q) = ¢1qs . .. qr, kterd by co nejlépe odpovidala pozorované
posloupnosti.
Neboli pokusit se odkryt skrytou ¢ast modelu a najit spravnou posloupnost stavii.

e Uloha ¢&. 3: Uéeni. Nékdy se pouziva i oznaceni ,trénovani®.
Jakym zpusobem miizeme odhadnout parametry modelu A = (N, M, A, B, 7) pii
zadané pozorovaci posloupnosti (12.3) tak, aby pravdépobodnost P(O/\) byla ma-
ximalni.
Neboli k danym pozorovanim sestavit co nejpresnéjsi model.
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12.2.1 Reseni tieti tlohy

Zatim neni znam zadny analyticky postup, ktery by vedl k feseni tlohy ¢. 3, tj. neumime
sestavit postup, ktery by maximalizoval pravdépodobnost pozorované posloupnosti. Ji-
nymi slovy k libovolné konec¢né pozorované posloupnosti neexistuje optimélni zpisob,
ktery by umozinioval odhadovat parametry modelu.

Z druhé strany jsme schopni vybrat model A = (N, M, A, B, 7) tak, ze pravdépodob-
nost P(O/A) bude lokalné maximalizovana numerickymi iterativnimi metodami. Jednim
z nejcastéji pouzivanych postupt je algoritmus Baum-Welch, ktery je mimo jiné i soucasti
Toolboxu pro MATLAB. Budeme se nyni vénovat tomuto algoritmu podrobnéji.

Oznac¢mé

&(i,7) = Pl = Si, 1 = S;/0, M), (12.4)
neboli pro dany model A a pro pozorovanou posloupnost O je & (i, j) pravdépodobnost
toho, zZe se v Case t nalézdme ve stavu S; a v ¢ase t + 1 ve stavu 5.

Jako dopfednou proménnou ay(i) nazveme pro t < T pravdépodobnost ¢asteéné pozo-
rované posloupnosti O = 0O10,...0; a stavu S; v Case t pro dany model A, ktera je
definovana vztahem

a,(i) = P(O105...0,, ¢ = Si/\). (12.5)

Obdobné jako zpétnou proménnou (i) nazveme pro ¢as t + 1,...,T pravdépodobnost
¢astecné pozorované posloupnosti O = 041014 ... O astavu .S; v ¢ase t pro dany model
A, kterd je definovana vztahem

Bi(i) = P(O1110¢42 . .. Or, qp = Si/A). (12.6)

S vyuzitim pravé zavedenych oznaceni muzeme psat:

&u(i,j) = P(g = Szj,;égt)\:) Si/0.A) _ _ (1) aijb; (Ops1) Bir1(4)

ZZat 1)aiib;(Ops1) Bry1(J)

=1 j=1

(12.7)

.

Pojmy k zapamatovani

— Seznamili jsme se podstatou sktrytych Markovskych procesti.

— Vysvétlili jsme si rozdil mezi vysledkem pfechodu do daného stavu a pozorovanim, které
mezi sebou nemusi mit jednoznaénou vazbu.

— Byly zformulovanu t¥i zakladni tkoly, které Tesi teorie skrytych Markovskych procesa.
— Ukazali jsme si postup pri feSeni tieti tilohy.
Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem pozorovani?
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2. Co je konecny automat?
3. Které ulohy se fesi v teorii skrytych Markovskych procesu?

4. Jaké parametry musime znat pro urceni skrytého Markovského modelu?



196 LITERATURA

Literatura

[1] J.Andél: Matematickd statistika, Praha, SNTL, 1978
[2] J.Andél: Statistiské metody, Praha, Matfyzpress, 1993

[3] Nicole Biuerle, Ulrich Rieder: Markov Decision Processes with Applications to Fi-
nance. Springer 2011, ISBN 978-3-642-18323-2.

[4] L.Bican: Linedrni algebra, SNTL 1979, rozsifené vydani 2001
[5] G.Birkhoff, T.C.Bartee: Aplikovand algebra, Alfa, Bratislava 1981
[6] G.Birkhoff, S.MacLane: Algebra, Alfa,Bratislava 1973

[7] M. Budikova, S. Mikolas, P. Osecky: Teorie pravdépodobnosti a matematickd statistika,
Brno, MU — Pi.fak, 1998

[8] M. Capinski, T. Zastawniak: Probability Through Problems. Springer 2003, ISBN 0-
387-950063-X.

[9] M.Demlova, J.Nagy: Algebra, MVST —III, SNTL 1982

[10] J.Diblik, A.Haluzikova, J.Bastinec: Numerické metody a matematickd statistika.
VUT Brno, 1987 (skriptum)

[11] J.Diblik, J.Bastinec Matematika IV. Nakladatelstvi VUT v Brné, 1991 (skriptum)
[12] N. Dudorkin: Operacni analjza, FEL CVUT, Praha, 1997.

[13] I.A. Dzhalladova: Optimization of stochastic systems. Kiev, KNEU Press, 2005, 284
pp. (in Ukrainien)

[14] F.Fabian, Z.Kluiber: Metoda Monte Carlo a moznosti jejiho uplatnéni, Prospektrum,
Praha, 1998

[15] udolf J. Freund, Donna Mohr, Wiliam J. Wilson: Statistical Methods.3rd Edition,
Elzevir 2010. ISBN 978-0-12-374970-3.

[16] L.E.Garner: Calculus and analytic geometry, London, 1988



LITERATURA 197

[17] D. Gusak, A, Kukush, A. Kulik, Y. Mishura, A. Pilipenko: Theory of Stochastic
Processes. Springer, 2010, ISBN 978-0-387-87861-4.

[18] A.Haluzikovad Numerické metody. Redakce VN MON VUT Brno, 1989 (skriptum)

[19] A.Haluzikova, V.Kudlacek, B. Zastéra: Numerické metody a matematickd statistika.
SNTL Brno, 1983 (skriptum)

[20] V.Havel,J.Holenda: Linadrni algebra, SNTL 1984

[21] Z.Horsky: MnoZiny a matematické struktury, MVST — I, SNTL 1980
[22] Z.Horsky: Vektorové prostory, MVST — II, SNTL 1980

(23] Z. Horsky: Diferencidlni pocet, MVST - V., Praha 1982

[24] C.W. CHurchman, R.L. Ackoff, E.L. Arnoff: Uvod do operacného vijskumu. ALFA,
Bratislava 1968.

[25] O. Ibe: Markov Processes for Stochastic Modeling. Elsevir 2009, ISBN 978-0-12-
374451-7.

[26] K. Ito: Stochastic Processes, Springer, Berlin, New York 2004
[27] V. Jarnik: Diferencidini pocet I, II., Nakladatelstvi CSAV, Praha 1963
[28] V. Jarnik: Integrdlni pocet I, II., Nakladatelstvi CSAV, Praha 1963

[29] O. Kallenberg: Foundations of Modern Probabiluty. Springer, 2001. ISBN 0-387-
95313-2.

[30] P.E. Kloeden, E. Platen: Numerical solution of stochastic Differential Equations.
Springer1999. ISBN 3-540-54062-8.

[31] V. Kofendf: Stochastické procesy. VSE Praha, 1998. ISBN 80-7079-813-0.

[32] J.Kuben: Diferencialni rovnice. VA Brno 2000.

[33] L.Kucera, J.Nesetiil Algebraické metody diskretni matematiky SNTL, Praha 1988
[34] A. Lasciak a kol.: Dynamické modely. ALFA, Bratislava 1985.

[35] Zenghu Li: Measure-Valued Branching Markov Processes. Springer 2011, ISBN 978-
3-642-15003-6.

[36] J.Likes, J. Machek: Pocet pravdépodobnosti, SNTL, Praha 1981
[37] J.Likes, J. Machek: Matematickd statistika, SNTL, Praha 1983
[38] G.I.Marcuk Metody numerické matematiky. Academia Praha 1987
[39] S.Mika: Numerické metody algebry, MVST — IV, SNTL 1982



198 LITERATURA

[40] J.Nagy, E.Novékova, M.Vacek Integrdlni pocet, MVST — VI, SNTL Praha 1984
[41] J.Nagy, E.Novékova, M.Vacek: Vektorovd analyjza, MVST - VIII., Praha 1984
[42] M.Nekvinda, J.Sruba¥, J.Vild Uvod do numerické matematiky. SNTL 1976

[43] L. Piatka: Markovove procesy. Alfa, Bratislava, 1981

[44] M. Pinsky, S. Karlin: An Introduction to Stochastic Modeling, 4th Edition. Elzevir
2011. ISBN: 978-0-12-381416-6.

[45] P.Pték: Diferencialni rovnice, Laplaceova transformace. CVUT Praha 1999
[46] P.Ptikryl Numerické metody matematické analyzy. MVST — XXIV, SNTL 1985

[47] C. R. Rao, Dipak K. Dey: Essential Bayesian Models. Elzevir 2010. ISBN: 978-0-444-
53732-4.

[48] C.R.Rao, J. Philip Miller, D.C.Rao: Essential Statistical Methods for Medical Sta-
tistic. Elsevir 2010. ISBN: 978-0-444-53732-4.

[49] Karel Rektorys a kol.: Pfehled uzité matematiky. SNTL Praha
[50] Z.Rie¢anova a kol. Numerické metody a matematickd statistika. Alfa Bratislava 1987

[51] V. Savchuk, Ch. P. Tsokos: Bayeasian Theory and Methods with Applications. Sprin-
ger 2011, ISBN 978-94-91216-13-8.

[52] J.Seger, R. Hindls: Statistické metody v trinim hospoddrstvi, Victoria Publishing,
Praha 1995, ISBN 80-7187-058-7

[53] T.Salat: Metrické priestory, Alfa, Bratislava 1981

[54] M.Sikulové, Z.Karpisek: Matematika IV — Pravdépodobnost a matematickd statis-
tika.VUT Brno, 1987 (skriptum)

[55] O. Tyc: Operaéni analjza. MZLU Brno 2002.

[56] T.H.Wonnacot, R.J.Wonnacot Statistika pro obchod a hospoddfistvi. Victoria Pub-
lishing, Praha, ISBN 80-85605-09-0

[57] Brani Vikovic: Statistics for Bioengineering Science with MATLAB and WinBUGS
Support. Springer 2011, ISBN 978-1-4614-0393-7.

[58] J. Zapletal: Operacni analyza. Kunovice 1995.

[59] J. Zapletal: Uvod do analijzy ekonomickijch casovijch vad. FEKT VUT, Brno,
2000,ISBN80-214-1719-6



	Obsah
	Úvod
	Pomocný aparát
	Mnohočleny a racionální funkce
	Mnohočleny
	Eukleidův algoritmus
	Racionální funkce

	Matice a determinanty
	Matice
	Determinant
	Hodnost matice
	Maticová algebra
	Blokové matice
	Strassenův algoritmus
	Maticové rovnice

	Soustavy lineárních rovnic
	Základní pojmy
	Řešení soustav
	Gaussova eliminační metoda
	Numerické řešení soustav
	Cvičení
	Výsledky


	Pravděpodobnost
	Jevy a jejich vlastnosti
	Definice, základní vlastnosti, příklady
	Elementární jevy
	Axiomatická definice pravděpodobnosti
	Klasická  pravděpodobnost
	Podmíněná pravděpodobnost
	Nezávislé jevy
	Úplná pravděpodobnost
	Bayesova věta
	Opakované pokusy
	Náhodná veličina
	Distribuční funkce
	Diskrétní a spojitá náhodná veličina
	Vlastnosti náhodné veličiny
	Vícerozměrná náhodná veličina
	Marginální rozložení
	Nezávislé náhodné veličiny
	Transformace náhodných veličin
	Charakteristiky náhodných veličin
	Číselné charakteristiky dvourozměrných náhodných veličin
	Regresní koeficient a regresní přímka
	Nejužívanější rozložení diskrétních náhodných veličin
	Nejužívanější rozložení spojitých náhodných veličin
	Vlastnosti normálního rozložení
	Limitní věty
	Cvičení
	Výsledky


	Náhodné procesy
	Základní pojmy
	Markovské řetězce

	Homogenní Markovské řetězce
	Základní pojmy
	Klasifikace stavů

	Regulární Markovské řetězce
	Regulární Markovské řetězce
	Hledání limitního vektoru 
	Fundamentální matice regulárního MŘ
	Střední doba prvého přechodu

	Absorpční řetězce
	Úvod
	Střední doba průchodů tranzientními stavy.
	Pravděpodobnost přechodu do absorpčních stavů.
	Pravděpodobnost setrvání v tranzientním stavu

	Analýza Markovských řetězců
	Z-transformace
	Analýza MŘ použitím Z-transformace
	Výpočet mocniny matice přechodů
	Klasifikace stavů MŘ
	Cvičení
	Výsledky


	Markovské řetězce se spojitým časem
	Obecné vlastnosti procesů se spojitým časem.
	Laplaceova transformace

	Modely procesů
	Poissonův proces
	Lineární proces růstu
	Lineární proces zániku
	Lineární proces růstu a zániku

	Markovovy rozhodovací procesy
	Ocenění přechodů mezi stavy
	Asymptotické vlastnosti Markovských řetězců

	Rozhodovací procesy s alternativami
	Měnící se ocenění
	Rozhodovací proces s alternativami
	Rekurentní metoda řešení rozhodovacího procesu s alternativami
	Iterační metoda řešení rozhodovacího procesu s alternativami

	Skryté Markovské modely
	Úvod
	Základní úkoly řešené u HMM
	Řešení třetí úlohy


	Literatura

