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Uvod

Motto:
Ucitel Vam miZe pootevrit dvére,
vstoupit uZ musite sami.

Cinské piislovi

Predmluva

Studijni material, ktery mate v rukou je nové zpracovany material pro predmét Statistika, sto-
chastické procesy, operacni vyzkum, ktery je urcet pro studentky a studenty doktorskych stu-
dijnch programiu na fakulté elektrotechniky a komunikacnich technologii Vysokého uceni tech-
nického v Brné.

Na zékladé zkusSenosti s pilotnim ro¢nikem bylo do textu zafazeno i dikladné opakovani potieb-
ného matematického aparatu a teorie pravdépodobnosti. Az po vybudovani téchto zakladt bylo
pristoupeno k vykladu jednotlivych ¢asti predmétu.

Protoze osnova predmétu je velmi obsahla, tak tomu odpovida i rozsah studijniho materialu.
Byla zde snaha zahrnout do textu vSe potfebné nejen pro studium daného predmétu, ale i pro
ptripadné pozdéjsi aplikace a pouziti pro feseni konkrétnich technickych problémf.

Autor uvitd Vase pfipominky a navrhy.

V Brné 31. 3. 2014 Autor
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1  Pravdépodobnost

Pruvodce studiem

Se zdklady teorie pravdépodobnosti jste se seznamili v pfedmétu Matematika 3. ProtoZe budeme
potrebovat pravdépodobnost v pribéhu celeho kurzu, zaradili jsme zde dikladné opakovani.

Nejdrive si fekneme co jsou to jevy, ketré budeme studovat, zavedeme si klasickou i axiomatickou
pravdépodobnost, ukdZeme si pouZiti pfi vypoctech pravdépodobnosti.

Potom si nadefinujeme nahodnou veli¢inu a budeme dale studovat jeji vlastnosti.

Uvedeme si nejcastéji pouzivand rozdéléni a to jak diskrétni, tak i spojita. V' zavéru se seznamime s
limitnimi vétami, které ndam mohou dobre poslouZit pfi nahrazeni jednoho rozdéleni jinym, se ketrym
se bude lépe pocitat.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Resit zakladni alohy z pravdépodobnosti.
e Pracovat s ndhodnou veli¢inou a jejimi charakteristikami.
e Zvladat zakladni rozdéleni a praci s nimi.

e Pracovat s tabulkami hodnot vybranych ndhodnych veli¢in.

1.1 Jevy a jejich vlastnosti

Definice 1.1. Na neprazdné mnoziné B definujme operace N (prunik) a U (sjednoceni), které
splnuji podminky:

1.
a) anb=bnNa, aUb=>bUa
b) ana=a, ala=a
c) (anb)nc=an(bnNec), (aUb)Uc=aU (bUc)
d) aU(and)=a, anN(aUb) =a
e) aU(bne) =(aUb)N(aUc), an((dUc)=(anb)U(anc)
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2. V mnoziné B existuje nejvétsi prvek I a nejmensi prvek (), pro které plati:

a) and=0, aUl=a
b) anl=a, aUIl=1I

3. Ke kazdému prvku a € B existuje komplement a, pro ktery plati:
ana=0, aUa=1
Potom B = (B,N,U, 0, I,) nazveme Booleovou algebrou

Definice 1.2. Jevem nazveme vysledek provedeného pokusu.

Jevy mohou byt jisté, ndhodné, nemozné. Je to déleni relativni, vzdy vztazené na dany soubor
podminek.

Definice 1.3. Jistym jevem nazveme jev, ktery za daného systému podminek musi vzdy nastat.
Znacime jej I. NemozZnym jevem nazveme jev, ktery za daného systému podminek nastat nemize.
Znacime jej (.

Priklad 1.4. Pfi hodu hraci kostkou bude:

jev jisty - padne kladny pocet bodt,
jev ndhodny - pocet bodn,
jev nemozny - padne zaporny pocet bod.

1.2 Definice, zakladni vlastnosti, priklady

Definice 1.5. Jev B je ndsledkem jevu A (jev A je &asti jevu B), jestlize pfi nastoupeni jevu
A nastupuje vzdy i jev B.

Oznadeni: A C B.

Véta 1.6. Pro libovolné jevy A, B, C plati:

1. ACA.

2. ACB,BCc(C= AcCC.

Priklad 1.7. A - pfi hodu kostkou padne ¢tytka.
B - pii hodu kostkou padne sudé ¢islo,
potom je jev A C B.

Definice 1.8. Jestlize soucasné plati A C B a B C A, pak jsou jevy A, B ekvivalentni a piSeme
A= B.

Véta 1.9. Pro libovoln€ jevy A, B, C plati:

1. A=A.
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2. A=B <= B=A.

9. A=B,B=C— A=C.

Definice 1.10. Prinik C jevi A, B se nazyva jev ekvivalentni se soucasnym nastoupenim jevi
A, B. Zna¢ime C = AN B.

Véta 1.11. Pro libovolné jevy A, B, C plati:

1. AnNA=A.
ANB=BnNA.
(ANB)NC =An(BNC).
ACB=ANB=A.
(ANB) C A.
(ANB) C B.

NS v e e

CCcACCB=CC(ANB).

Definice 1.12. Sjednocenim jevili A, B se nazyva jev C, ekvivalentni s nastoupenim alespon
jednoho z jevi A, B. Oznaceni C = AU B.

Véta 1.13. Pro libovolné jevy A, B, C plati:

1. AUA=A.
AUB=BUA.
(AUB)UC =AU (BUC).
ACB=AUB=B.
ACAUB.

B C AUB.

S N A B C R

AcC,BCcC=(AUuB)cCC.
Véta 1.14. Pro libovolny jev A plati:
1. ) c A,AC .

2.0NA=0,INA=A.
3. DUA=ATUA=1I.

Definice 1.15. Jevem opacngm k jevu A rozumime jev ekvivalentni s tim, Ze jev A nenastoupi.
Oznacujeme jej A.

Véta 1.16. Pro libovolny jev A plati:
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1. (4) = A
2. AUA=T1,ANnA=.

Véta 1.17. Pro libovolné jevy A, B plati de Morganovy vzorce:

Il
b N

1. AuB

N
U

v

2. ANB=A

1.3 Elementarni jevy

Definice 1.18. Elementdrni jevy jsou takové jevy, rizné od jevu (), které se nedaji rozlozit na
dalsi jevy riizné od jevu 0.
Jev E je elementarni, kdyz ze vztahu £ = AU B plyne E = A nebo E = B.

Jestlize mame mnozinu elementarnich jevi {E;,7 € J}, pro kterou plati | J F; = I, pak mluvime
i€J
o Uplném systému elementdrnich jevi.

Definice 1.19. Jevy A, B se nazyvaji disjunktni (navzajem neslucitelné), nemohou-li nastat
soudasné, tzn. AN B = .

Véta 1.20. Dwva rizné elementdarnt jevy jsou navzdjem disjunktni.

Dukaz. Méjme dva rizné elementarni jevy Ei, Fo. Oznacme
X = FE1 N Es,

Y:ElﬁEQ,
Z =FEiNE,.

Potom
XUZ=FE,,

XUY =EF

a podle definice 1.18 proto plati, ze bud X = F; anebo Y = Ej.
a) Necht Y = Ej, potom
EFi=FEi1 N EQ,

X =FE1 Nk,

dosazenim dostaneme )
X = (ElﬂEQ)ﬂEQ:ElﬁQ):Q).
b) Necht X = F;, potom
Ei=FEiNEy= FE CEs.

A soucasné
XNZ=0=X=0.
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1.4 Axiomaticka definice pravdépodobnosti

Autorem axiomatické teorie pravdépodobnosti, prijaté dnes na celém svété, byl sovétsky mate-
matik A. N. Kolmogorov. Jeho teorie byla poprvé publikovana v roce 1933 a je budovina na
zékladé teorie mnozin a teorie miry.

Véta 1.21. Necht M je mnoZina jevi, pro kterou plati:
1. ABeM=AUBe M,ANB e M,
2.0 e M, I €M,
3. Ae M= AeM.
Potom (M,U,N,0,1,7) je Booleova algebra.
Definice 1.22. o-algebrou nazyvame Booleovu algebru jevi v piipadé, zZe jevll miize byt ne-

koneéné mnoho a plati, Ze ke kazgdé posloupnosti jevii {4;, Ag, ...} existuje jejich sjednoceni

U Az a prfmik ﬂ Az

Definice 1.23. Ozna¢me M néjakou o-algebru jevi. Pravdépodobnost, ze za urcité situace
nastane jev A € M vyjadfuje hodnota funkce p(A), ktera spliiuje podminky:

1. p(A) >0VAe M,
2. p(I) =1,

3. pro mnozinu navzajem disjunktnich jevi {4;},i € J, J je indexa¢ni mnozina, plati

P (U Ai) = p(A).

ieJ ieJ
Dvojici (M, p) budeme nazyvat pravdépodobnostnim prostorem.

Véta 1.24. Necht (M, p) je pravdépodobnostni prostor. Potom plati:

1. Jestlize A,Be M,ANB =0 = p(AUB) = p(A) + p(B).
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1.5 Klasicka pravdépodobnost

Véta 1.25. Necht (M, p) je pravdépodobnostni prostor, M je koneénd o-algebra, kterd obsahuje
n elementdrnich jevi, tvoricich uplny systém elementdrnich jevi

{Ei,i=1,...,n} takové, Ze p(E1) = p(E2) = -+ =p(E,) = —.
n

Necht jev A € M lze rozloZit na m navzdjem riznijch elementdrnich jevi. Potom plati

Véta 1.26. Veta o geometrické pravdépodobnosti.
Necht (M, p) je pravdépodobnostni prostor. Necht o-algebra jevi je systém podmnozin A mno-
ziny I, které magi miru || Al|. Potom

_ 114l
p(A) = ik

1.6 Podminéna pravdépodobnost

Definice 1.27. Necht (M,p) je pravdépodobnostni prostor. Nechf nastoupil jev B € M,
p(B) # 0. Podminénou pravdépodobnosti jevu A € M za predpokladu, Ze jev B nastal
nazveme vyraz

B p(ANB)

Poznamka 1.28. Jiné oznaceni pro podminénou pravdépodobnost pouZivané v literatufe je
p(A/B).

Véta 1.29. Viastnosti podminéné pravdépodobnosti.

1. pp(0) = 0.
2. pp(B) =1.
3. Ae M,ANB=0=pp(A) =0.
4. AEM,BCAépB(A):l.
p(B)
5 Ae MBCA B)=—-—-=.
€ C :>pA( ) p(A)

6. pr(A) = p(A).

Véta 1.30. Necht (M, p) je pravdépodobnostni prostor, A, B € M. Potom pro pravdépodobnost
praniku jevi A, B plati
p(ANB) =pp(A) - p(B).
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Véta 1.31. Necht (M,p) je pravdépodobnostni prostor, A, B € M,p(A) # 0,p(B) # 0. Potom
plati

pB(A) - p(B) = pa(B) - p(A).

Véta 1.32. Necht (M,p) je pravdépodobnostni prostor, A; € M,i = 1,...,n. Pro vypocet
pravdepodobnosti soucasneho nastoupeni n jevi plati

p(Al N A2 Nn...N ATL) — p(Al) . pA]_ (AQ) : pAlﬂAz (AS) . -pAlﬁ...ﬂAn,l(An)-

1.7 Nezavislé jevy

Definice 1.33. Necht (M, p) je pravdépodobnostni prostor. Jevy A, B € M jsou nezdvislé,
jestlize plati aspon jedna z podminek:

1. p(B) = 0 nebo pp(4) = p(A),

2. p(A) = 0 nebo pa(B) = p(B),

Podminky 1. a 2. definice 1.33 jsou ekvivalentni. P¥i dukazech staci proto provérit platnost jen
jedné z nich.

Véta 1.34. Jevy A, B € M jsou nezdvislé, pravé tehdy, kdyz plati
p(AN B) = p(A)p(B). (L1)

Dikaz.
a) Nechf plati vztah (1.1).
Potom je-li p(B) = 0, jsou podle definice 1.33 jevy A, B nezavislé.
Je-li p(B) # 0, potom
(ANnB) _p(A)p(B)

pold) = E U = )~

a podle definice 1.33 jsou jevy A, B nezavislé.
b) Necht jsou jevy A, B nezavislé, potom je-li p(B) = 0 vztah (1.1) plati. Je-li p(B) # 0, potom

p(ANB)
p(B)

I v tomto piipadé vztah (1.1) plati. O

p(A) =pp(A) = = p(ANB) = p(A)p(B).

Definice 1.35. Necht (M, p) je pravdépodobnostni prostor, My C M. Jevy mnoziny M; jsou
navzdjem nezavislé, jestlize pro kazdy jev A € M; plati, Ze je nezavisly na libovolném jevu
podmnoziny My C {M; \ {A}} = M1 N A;.

Véta 1.36. Necht (M,p) je pravdépodobnostni prostor, A; € M,i = 1,...,n. Jestlize jevy
mnoziny {A1, ..., An} jsou navzdjem nezdvislé, potom

p(Al NAsN...N An) = p(Al)p(AQ) .. p(An)
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Priklad 1.37. Hézime dvéma kostkami. Jev A; - padne liché ¢islo na prvni kostce, jev Ag -
padne liché éislo na druhé kostce, jev As - soucet na obou kostkéch je sudé. Urcete pravdépo-
dobnosti jeva Ajp, As, As a jejich nezavislost.

Reseni.
(A) =7, p(d) =7, plds)=;
P1—27P2—27P3—2.
p(Al N Az) 3% 1
A = — L = = = - = A
Jevy Ai, Ao jsou nezavislé.
p(Al N Ag) 3% 1
Al =—— 0 = 20 — — A
Pas p(As) ;2 PlA1)
Jevy Ai, As jsou nezavislé.
pAlﬁAzA?) =1 7& p(A?))'
Jevy Aq, As, A3 jsou zavislé. O

Véta 1.38. Necht (M, p) je pravdépodobnostni prostor. Pro kazdy jev A € M plati

1. 0, A jsou nezdvislé jevy,
2. I, A jsou nezdvislé jevy.

Véta 1.39. Jevy A, B € M jsou nezdvislé, jsou-li nezdvislé jevy A, B ¢ A, B & A, B.

1.8 Uplna pravdépodobnost

Véta 1.40. O uplné pravdépodobnosti.

Necht (M, p) je pravdépodobnostni prostor a { B, ..., By} je uplny systém navzdjem disjunktnich
jevi ze o-algebry M, pro které plati p(B;) # 0,7 = 1,...,n. Potom pro libovolny jev A € M
plati

p(A) =3 _p5,(4) - p(B)).

Priklad 1.41. Mame n kloboukt a v kazdém je a bilych a b éernych kuli¢ek. Z prvniho klobouku
nahodné vyjmeme jednu kulicku a prendame ji do druhého, poté z druhého klobouku prendame
jednu kulicku do ttetiho, atd., z n—1 klobouku prendame jednu kulicku do posledniho klobouku.
7 posledniho klobouku vyjmeme jednu kulicku. Uréete pravdépodobnost, ze bude bila.

Reseni. Pravdépodobnost vytaZzeni bilé kuli¢ky z prvniho klobouku je

a

B1l) = .
p(B1) a+b
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Pravdépodobnost vytazeni bilé kulicky z druhého klobouku je podle véty 1.40 o tplné pravdé-

podobnosti
a+1 a a b
B2) = _
p(B2) (a+b+1> <a+b>+<a+b+1> (a+b>

a a+1 n b _a
a+b)\a+b+1 a+b+1) a+0d

Méame tedy p(B1) = p(B2). Pokracujeme déle po indukci a dostaneme
p(Bl) = p(B2) = --- = p(Bn).

1.9 Bayesova véta

Véta 1.42. Bayesova véta.

Necht (M, p) je pravdépodobnostni prostor a {Bi,..., By} je uplng systém navzdjem disjunkt-
nich jevi ze o-algebry M, pro které plati p(B;) # 0,5 = 1,...,n. Potom pro libovolny jev A € M,
pro které plati p(A) # 0, plati Bayesiv vzorec pro k =1,...,n

pB, (A) - p(By) _
Zl pB;(A) - p(Bj)
iz

pa(By) =

Priklad 1.43. Ve skupiné 10 studentt, ktefi se dostavili ke zkousSce, jsou 3 ptipraveni vyborné,
4 dobfe , 2 primérné a 1 Spatné. Material ke zkousce obsahuje 20 otazek. Vyborné pfipraveny
student odpovi na vSechny otéazky, dobfe pfipraveny na 16, primérné piipraveny na 10 a Spatné
pripraveny na 5. Nahodné vybrany student odpovédél spravné na vsechny t¥i ndhodné zadané
otazky. Urcete pravdépodobnost, Ze §lo o Spatné pripraveného studenta.

Reseni. Pouzijeme Bayestiv vzorec. Jev A — student odpovédél na vSechny tii zadané otazky.
Uplny systém disjunktnich jevi je

Hy — vyborné pripraveny student,

H, — dobfe pripraveny student,

Hs — prumérné pripraveny student,

H, — Spatné pfipraveny student.

PH, (A) =1,

161514 .
PHy(A) = 201918 — 2491,

109 8 .
pH;(A) = 201918 — 2105,

54 3 .

P,y (A)p(Hy)

. = 0.002.
2 j=1p; (A)p(Hj)

pa(Hy) =
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1.10 Opakované pokusy

Véta 1.44. Bernoulliova posloupnost nezavislych pokusi.
Provedeme n po sobé jdoucich pokusi, pricemz pri kazZdém pokusu mizZe nebo nemusi nastat
jev A. Necht jsou vysledky pokusti na sobé nazdvislé a necht ddle v kazdém z pokusi plati, Ze

p(A) = p,p(A) = ¢ =1 —p, neboli pravdépodobnost nastoupent jevu A je v kaZdém pokusu stdle
stejnd. Potom pravdépodobnost, Ze jev A nastane béhem n pokust prdave k-krdt, k < n je rovna

n e
b(n,p, k) = (k)pkq k.

Véta 1.45. Véta o zdvislych pokusech

Necht je ddn soubor N prvki, z nichZ M vykazuje sledovanyj znak a N — M prvki tento znak
nemd. Vybereme postupné ndhodné n prvkid, z nichZ Zddny mevracime zpét. Pravdépodobnost
toho, Ze vybereme prave k prvkid magicich sledovany znak a n — k prvku, které tento znak nemaji

(jev A) je rovna N
() Coe)

(W)

p(A) =

1.11 Nahodna veli¢ina

Véta 1.46. Necht U je o-algebra ciselngych mnoZin, generovand intervaly (—oo,a),a € R.
Potom plati:

1. (a,+o00) € U Va € R,

2. (a,+00) € U, (—o0,a) € U,
3. (a,b) €U, (a,b) €U,

4. {2} e UVz eR.

Definice 1.47. Ndhodnd veli¢ina X je redlna funkce X(w) definovana na pravdépodobnostnim
prostoru (M, p),w € M, takova, Ze pro kazdé x € R je mnozina {w € M|X(w) < z} ndhodnym
jevem. T.j. hodnota ndhodné veli¢iny je jednoznac¢né urcena pokusem a Vz € R muizeme urcit
pravdépodobnost p = p(X < z).

Pomoci ndhodné velic¢iny dosdhneme toho, Ze kazdy jev si promitneme na ¢iselnou osu a miizeme
studovat jeho vlastnosti nezavisle na podminkach daného konkrétniho pokusu, jehoz vysledkem
je sledovany jev.

1.12 Distribudéni funkce

Definice 1.48. Necht X je nahodné veli¢ina definovana na (U, p). Funkci F'(x) definovanou

vztahem
F(z) =p(X € (—00,2)) =p(X < 2)
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nazveme distribucni funkci ndhodné velic¢iny X.

Véta 1.49. Viastnosti distribucni funkce.
Necht F(x) je distribucni funkce. Potom pro viechna x € R plati:

1.

(e}

< F(z)<1.

2. F(x) je neklesajici funkce.
3. F(x

) je spojitd zleva, tj. lim F(xz + h) = F(z).
h—0~

4. lim F(x)=0, lim F(z)=1.

T——00 T—+00

5 pX=ux) :hli>r(r)1+F(:v—|—h) — F(x).

6. p(x1 <X <) = F(x2) — F(x1).

1.13 Diskrétni a spojita nahodna veli¢ina

Definice 1.50. Necht F'(x) je stuptiovité funkce, tzn. Ze existuje posloupnost {z,, },n =1,2,...
takovd, Ze na intervalech (x,,x,+1] je F(z) konstantni. Potom X nazveme diskrétni ndhodnou
veli¢inou.
Necht F'(x) je spojité a po ¢astech hladkd na mnoziné R. Potom X nazveme spojitou ndhodnou
veli¢inou.

Dausledek 1.51. V bodé x, kde je F(x) spojitd plati p(X = z) = 0.

Véta 1.52. Necht je dana funkce F(x) definovand na R. Splnuge-li F(x) podminky 1 — 4 véty
1.49, pak ezistuje ndhodnd velicina X, definovand na (U, p) s distribuéni funkei F(x).

1.14 Vlastnosti nahodné veliCiny

Definice 1.53. Necht X je diskrétni ndhodna veli¢ina nabyvajici hodnot z koneéné, nebo spo-
Cetné, ¢iselné mnoziny S (mnozina S je mnozina bodi nespojitosti distribuéni funkce F'(z)). Na
mnoziné S definujeme funkei f(x;) vztahem

fla) =pX =), Va; €5, i=1,2,....
Potom funkeci f(z) nazveme frekvencéni funkci ndhodné veli¢iny X.

Véta 1.54. Pro distribucni funkci F'(x) diskrétni nahodné veli¢iny X nabyvajici hodnot z mno-
zZiny S a frekvencni funkci f(x;) plati

Fa)= Y fla).

T €S, x;<x
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Véta 1.55. Pro frekvencni funkci f(x) diskrétni ndhodné veli¢iny X nabyvagici hodnot z mno-

zZiny S plati
> fx) =1.

T, €S

Priklad 1.56. Sestavte frekvenéni funkci pro Bernoulliovu posloupnost nezavislych jevii pro
n=>5ap=0.2.

Reseni. Podle véty 1.44 mame f(k) = b(n,p, k) = (Z)pkq”_k. Po dosazeni dostaneme

5
fk) =b(5,02 k) = <k> 0.250.8°7%, k =10,1,2,3,4,5.

k 0 1 2 3 4 5
f(k) | 0.32768 | 0.40960 | 0.20480 | 0.05120 | 0.00640 | 0.00032
Tim méame urdenou hledanou frekvenéni funkci. O

Definice 1.57. Nechf X je spojitd ndhodné veli¢ina s distribu¢ni funkci F'(z). Funkci hustoty
pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X nazveme redlnou funkci f(z) pro kterou plati:

1. f(z) >0Vx eR,
400
2. [ flz)dz =1,

3. F(x)zif f(t)dt.

Dusledek 1.58. 1. V bodé x, kde je F(x) spojitd, plati f(z) = F'(z).
2. Funkce hustoty f(x) je spojitd, nebo po cdstech spojita.

3. Plati 3611)1}:100 f(z)=0.

Priklad 1.59. Mame zadanou funkci

f@) =4 o x € (a,b),
0, x¢{a,b)y.

Ovéite, Ze se jedné o funkci hustoty nékteré ndhodné velic¢iny a urcete jeji distribuc¢ni funkei.

Reseni. .

/+Oof()d—/b SR S S S .
Ter = ab—ax_b—ax T b—ua ==

—00 a

Protoze funkce f(x) je nezaporna, jedna se o funkci hustoty.
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Pro distribuéni funkci plati
xX
Flz) = / F(t)dt.
—0o0

Po integraci dostaneme

0, z < a,
F(x) = 51::@’ a<xz<b,
1, x >b.

O

Véta 1.60. Pro spojitou nahodnou veli¢inu X s distribucéni funkci F(x) a pro libovolnd redlnd
c¢isla x1, 29,21 < T9 plati

plry < X< xg) =plr) <X <x) =p(r1 < X< ax9) =plrg <X < x9) = F(w2) — F(r1).

Véta 1.61. Pro spojitou nahodnou velicinu X s funkci hustoty f(x) a pro libovolnd redlnd cisla
r1,xo, 21 < xo plati

plzy <X <) = /x2 f(t)dt.

Dusledek 1.62. Funkce hustoty f(x) je bud spojitd a nebo po cdstech spojitd funkce.
Ddle plati lim f(x) =0, lim f(z)=0.
r—r—00 T—>+00

1.15 Vicerozmérna nahodna veli¢ina

Definice 1.63. Necht Xi,Xo,..., X, jsou ndhodné veli¢iny definované na pravdépodobnost-
nich prostorech (Ui, p1), (U2, p2),- .., (Un,pn). Necht vSechny veli¢iny jsou stejného typu (bud
diskrétni a nebo spojité). Potom n-tici (X, Xy,...,X,,) nazveme n-rozmérnou ndhodnou velici-
nou.

V pripadé n = 2 dostaneme dvourozmeérnou nadhodnou veli¢inu, kterou budeme oznacovat jako
dvojici (X,Y).

Definice 1.64. Nechf (X,Y) je dvourozmérnad nahodné veli¢ina. Simultani distribucni funkci
F(z,y) budeme nazyvat funkci definovanou vztahem

F(z,y) =pX<zAY <y).

Véta 1.65. Simultani distribucéni funkce F(x,y) dvourozmérné ndhodné veliciny (X,Y) md
ndsledugjict vlastnosti:

1. 0 < F(z,y) <1,
2. 1 <xa,y1 < yo = F(z1,11) < F(22,92),
3. lim F(x,y) = F(zo,),

=T
Y=Yy
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4. lim F(z,y)= lim F(z,y)= lim F(x,y) =0,
T——00 Y—+—00 T—>—00
y——00

5. mll)rllooF(:v,y) =1.
Yy——+00

Definice 1.66. Jsou-li u dvourozmérné nahodné veli¢iny (X,Y) obé veli¢iny X i Y diskrétni,
pak hovorime o diskrétni dvourozmérné nahodné veli¢iné, ktera nabyva nejvyse spocetné mnoha
hodnot tvoficich mnozinu T' = {(z;,y;),i = 1,2,...,j = 1,2,...}. Na T definujeme simultdini
frekvencni funkci

f(@iy;) = p(X =2, Y = yj).

Véta 1.67. Pro dvourozmérnou diskrétni ndhodnou velicinu plati

Fz,y) =Y f(@i,y;),

T <x
Y <y
(xi,y5)€T

Definice 1.68. Jsou-li u dvourozmérné ndhodné veli¢iny (X, Y) obé veli¢iny X i Y spojité, pak
hovofime o spojité dvourozmérné nadhodné veli¢iné. Simultdni funkce hustoty f(xz,y) je funkce
pro kterou plati
L f(z,y) > 0Vz,y €R,
+00 00
2. [ [ flz,y)dedy =1,

—00 —O0

3. F(x,y) = jj (f f(u,v)du) dv.

—0o0 — 00

Véta 1.69. Pro dvourozmérnou spojitou ndhodnou velicinu plati

1. pX=2,Y=y)=0Vz,y € R,

O?F(z,y)

2. V bodech spojitosti funkce hustoty je f(xz,y) = 52D
oYy

1.16 Marginalni rozloZeni

Véta 1.70. Méjme dvourozmérnou ndahodnou velicinu (X,Y). KaZdd z veli¢in X, Y md svoje
rozdéleni. Necht X mad distribuéni funkci Fy(x), Y md distribucni funkci F3(y) o (X,Y) md
simultdnd distribucni funkci F(x,y). Pak plati

1. pX<z)=pX<z,Y € (—o0,+0)),
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2. p(Y <y) =pXe (—o00,+0),Y <y),
3. Fi(z) = lim F(z,y),

y—r—+00

4. Pa(y) = lim F(z,y).

Definice 1.71. Distribu¢ni funkce Fj(x), F>(y) se nazyvaji margindlni (okrajové) distribu¢ni
funkce.

Definice 1.72. Pro diskrétni dvourozmérnou ndhodnou veli¢inu (X, Y) se simulténi frekvenéni
funkci f(x;,v;) definujeme margindini (okrajové) frekvencni funkce fi(x;), f2(y;) néasledovné:
Necht X nabyva hodnot z mnoziny 77, Y nabyvéa hodnot z mnoziny 75, potom

fi(@) = Y fany), fay) = D fl@iy;).

Yj [SID) x; €T

Pro spojitou dvourozmérnou nahodnou veli¢inu (X, Y) se simultani funkci hustoty f(x,y) defi-
nujeme margindlni (okrajové) funkce hustoty fi(x), f2(y) nasledovné:

—+00

filx) = fz,y)dy,

—0o0

Joly) = / " e y)da.

—00

1.17 Nezavislé nahodné veli¢iny

Definice 1.73. Nechf X je ndhodné veli¢ina definovand na pravdépodobnostnim prostoru
(U,p1), Y je ndhodnd veli¢ina definovand na pravdépodobnostnim prostoru (U, ps). Jestlize
pro vSechny mnoziny A,B € U jsou jevy X € A, Y € B navzijem nezavislé (t.j. plati
p(X € AY € B) = ;m(X € A) - po(Y € B)), pak nazyvame X,Y nezdvislymi ndhodnymi
velicinami.

Véta 1.74. Necht (X,Y) je dvourozmérnd ndhodnd velicina se simultani distribucéni funkct

F(z,y). Necht Fi(x), Fa(y) jsou margindlni distribuéni funkce. Potom X,Y jsou mezdvislé nd-
hodné veli¢iny prdavé tehdy, kdyz

Fr,y) = Fi(z) - Fa(y)-

Véta 1.75. Necht (X,Y) je diskrétni dvourozmérnd nahodnd velicina se simultani frekvencéni
funket f(zi,y;). Necht fi(xi), f2(y;) jsou marginding frekvencnt funkce. Potom X,Y jsou nezd-
vislé nahodné veliciny prdave tehdy, kdyz

f(@i,y5) = fi(zi) - f2(y5)-

Véta 1.76. Necht (X,Y) je spojita dvourozmérnd ndhodna velic¢ina se simultani funkci hustoty
f(z,y). Necht fi(x), fa(y) jsou margindglni funkce hustoty. Potom X,Y jsou nezdvislé ndhodné
veliciny praveé tehdy, kdyz

flz.y) = fi(@) - fa(y).
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Dtkaz.
a) Necht X, Y jsou nezévislé ndhodné veli¢iny, potom plati F(x,y) = Fi(x)Fa(y).

O?F(z,y)  0*(Fi(x)Fa(y))  OFi(x) 0F(y)

flay) = 0xdy - Oxdy T oz oy = h(@)f2().

b) Plati-li f(z,1) = f1(2)f2(y), potom

Fa,y) / / fy dwdy—/_;/_iofl(z)fz(y)d:vdyz

x y
/ fi(2)de / Ja(y)dy = Fi(2) Ba(y).

Veliciny X, Y jsou nezavislé. O

Priklad 1.77. Necht (X,Y) je spojitd ndhodna veli¢ina se simultani funkci hustoty

1
3 we[-1L1ye[-1,1],
flay) = { 0, jinak.

Rozhodnéte, zda jsou (X, Y) nezéavislé.

Reseni. Pro marginalni funkce hustoty plati

+oo +oo
i@ = [t b= [ i
—0o0 —0o0
Po integraci dostaneme
0, =<-—1,
fi(z) = %, z € [-1,1],
0, x>1.
Analogicky pro druhou proménnou dostaneme
0, y<-—1,
fQ(y): %7 Yy € [_171]7
0, y>1
Takze plati f(z,y) = fi(x)f2(y) a podle véty 1.76 jsou X, Y nezavislé. O

1.18 Transformace nahodnych veli¢in

Definice 1.78. Mé&jme pravdépodobnostni prostor (U, p). Necht y = y(z) je funkce definovana
na (—oo,+00) pfifazujici kazdé mnoziné A € U mnozinu B = {z|y(z) € A}, pro kterou plati
B € U. Necht X je ndhodné veli¢ina. Funkci ndhodné veli¢iny X rozumime nédhodnou veli¢inu
Y = y(X), kterd nabyva hodnoty y pravé kdyz ndhodna veli¢ina X nabude takové hodnoty x, ze
plati y = y(z). Pro libovolnou mnozinu A € U a B = {z|y(z) € A} plati

p(Y € A) =p(X € B).
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Véta 1.79. Necht'Y = y(X) je fukce ndhodné veli¢iny X. Necht ndhodnd veli¢ina Y md distri-
bucni funkci G(y). Potom plati

G(yo) = p(Y < yo) = p(X € {z[y(x) < yo}).
Priklad 1.80. Necht ndhodna veli¢ina X ma distribu¢ni funkci F'(z). Urcete distribuéni funkeci

nahodné veli¢iny Y = X2,

Reseni. Postupujeme piesné podle piedchozi véty.
1) Necht yo < 0. Potom {z|2% < yo} = 0, a proto

G(yo) = p(Y < yo) = p(X € {z[a® < yo < 0}) = 0.
2) Necht yo > 0. Potom {z|z? < yo} = (—/Y0,/%0) a tedy
G(yo) = p(Y < 9o) = p(=v/y0 <X < /o) = F(Vyo) = F(=/o)-

Proto
0, y <0,
0 ={ rym—Fvpr yo0
O

Véta 1.81. Necht g(x) je monotonné rostouct funkce. Jestlize X je nahodnd velic¢ina s distri-
buéni funkci F(x). Potom Y = g(X) je nahodnd veli¢ina s distribucéni funkci

G(y) = F(g ()

Véta 1.82. Necht g(x) je monotonné klesajici funkce. Jestlize X je ndhodnd velic¢ina s distri-
buéni funkci F(x). Potom Y = g(X) je ndhodnd veli¢ina s distribucéni funkci

G(y) =1—F(g(y))

Véta 1.83. Necht g(x) je ryze monotonni funkce. Jestlize X je nahodnd veli¢ina s distribucni
funkei F(z) a funkci hustoty f(x). Potom Y = g(X) je ndhodnd veli¢ina s funkci hustoty

hy)=f (9 () ‘CZ/(QI(?J))’ :

Dusledek 1.84. . )
y=ar+ba#0=gy) =f (y_ )

lal” \ @

1.19 Charakteristiky nahodnych veli¢in

Definice 1.85. Necht X je diskrétni ndhodna veli¢ina s frekvenéni funkei f(z;) definovana na
mnoziné S. Obecnym momentem k-tého tddu my(X) ndhodné veli¢iny X nazveme

mp(X) = Y affzi), k=1,2,....

T, €S
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Definice 1.86. Necht X je spojitd ndhodna veli¢ina s funkci hustoty f(z). Obecngm momentem
k-tého tadu my(X) ndhodné veli¢iny X nazveme

k 2 f(x)dx, k=1,2,...,

—00
pokud integral vpravo existuje.
Definice 1.87. Stredni hodnotou ndhodné veli¢iny X nazveme ¢islo E(X) = my (X).
Dusledek 1.88. Aritmeticky pramér je specidlnim pripadem stredni hodnoty v pripade, Ze

f(SUl) =c>0,Vi.

Dukaz. Méjme diskrétni ndhodnou veli¢inu X s frekven¢ni funkei f(z;) = <,i = 1,2,...,n
Potom stfedni hodnota E(X) je

O]

Definice 1.89. Nechf X je diskrétni ndhodnd veli¢ina s frekvenéni funkei f(x;) definovana na
mnoziné S. Centrdlnim momentem k-tého tadu My (X) ndhodné veli¢iny X nazveme

M(X) = > (zi — BX)" f(2:), k=1,2,....

T, €S

Definice 1.90. Necht X je spojitd ndhodnd veli¢ina s funkei hustoty f(x). Centrdlnim momen-
tem k-tého tadu My (X) ndhodné veli¢iny X nazveme

M(X) = /%o (z — EX) f(z)de, k=1,2,...,

—0oQ
pokud integral vpravo existuje.

Dusledek 1.91. Pro libovolnou ndhodnou velicinu X plati M;(X) = 0.

Dukaz.

+00 +oo
/ 2f(@)dz — E(X) / F@)de = B(X) — E(X) = 0.
Definice 1.92. Rozptylem (disperzi) ndhodné veli¢iny X nazveme ¢islo D(X) = My (X).
Véta 1.93. Necht X je nahodnd velic¢ina. Potom pro nahodnou velicinu Y = aX+b,a # 0 plati
E(Y) =aE(X) + b,
D(Y) = a’D(X).
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Dukaz. Podle dtsledku 1.84 véty 1.83 plati

yzax+b,a#0=>g(y)=1f<y;b>-

d
Dale
+o00 too 1 y— b
E(Y) = yg(y)dy = ymf — ) dy = (%)
Zavedeme si substituci
y=ar+b,
dy = adzx.

Pro a > 0 zistavaji hranice beze zmény, pro a < 0 se zméni na opacné.
+oo +o00o
+b
(= [ " @adds = [ (aaf(e) + bf(e) dn = aB(X) + b
—oo a] o0
Pro rozptyl mame analogicky
o0 9 o0 9 1
D)= [ (- BOPewdy= [ (av+b-aB(0) - b? o f(@)lalde =

/ " 2 (2 — BEO) f(@)dx = a?D(X).
_ O
Véta 1.94. Necht X je ndhodnd velicina. Potom pro ndhodnou velicinu Y = (X — E(X))? plati
D(X) = E(Y).

Véta 1.95. Necht X je ndhodnd velicina. Potom plati

D(X) = B(X?) - (B(X))*.

Dukaz.
+00 5 Foo
DO = [ (o= B faddo = [ (2B e + (BOOY) oo =
+o0 +oo oo
/_ 22 f () da — 2B(X) /_ of(@)dz + (B(X))? /_ f(@)do =
E(X?) - 2B(X)E(X) + (B(X))* = B(X?) — (B(X))*.

O

Definice 1.96. Necht X je nadhodné velicina. Cislo 0(X) = /D(X) nazveme smérodatnou

odchylkou ndhodné veli¢iny X.

Definice 1.97. Normovand ndahodnd veli¢ina k nahodné veli¢iné X je

_X-E(X)

v o(X)
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Véta 1.98. Pro normovanou ndhodnou veli¢inu U plati

E(U) =0, D(U) = 1.

Dukaz.

Podle véty 1.93

1 E(X)
E(U) = —— E(X) — -
Dale podle téze véty
1 1
D(U) = DX)=—=DX)=1
(0(X))? D(X)
O
Definice 1.99. Nechf X je ndhodn4 veli¢ina. Cislo
M3(X)

= om)?

nazveme koeficientem Sikmosti ndhodné velic¢iny X.

Definice 1.100. Cislo

_M(X)
b2 = Gyt P

nazveme koeficientem Spicatosti ndhodné veliciny X.

Véta 1.101. Necht X je ndhodnd velic¢ina. Koeficient Sikmosti i koeficient $picatosti se neméni
p7i linedrnt transformaci. T.j. Va,b € R,a # 0:

kl(aX + b) = kl(X),
ka(aX +b) = ka(X),

Véta 1.102. Plati:

1. Pro symetrickou ndhodnou veli¢inu X je k1(X) = 0.

2. Pro ndhodnou velicinu s rozdélenim protdhlejsim vpravo je k1 > 0 a pro ndhodnou velic¢inu
s rozdélenim protahlejsim vlevo je k1 < 0.

3. Pro normdlni rozdéleni je kg = 0.

4. Md-li ndhodnd velicina symetrické rozdéleni a je-li ko > 0, potom je funkce hustoty pro
T — Fo00 vétst nez funkce hustoty normdlniho rozdéleni se stejnou stredni hodnotou.

5. Mad-li nahodnd velicina symetrické rozdéleni a je-li ko < 0, potom je funkce hustoty pro
x — +o0o mensi nezZ funkce hustoty normdlniho rozdéleni se stejnou stredni hodnotou.

Definice 1.103. Necht 0 < p < 1. p-kvantil nahodné veli¢iny X je ¢islo z, takové, ze
F(xp) <p, F(xp, +0) > p.
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Poznamka 1.104. p-kvantil neni uréen jednoznac¢né. Je-li X spojitd ndhodnéd veli¢ina je
F(zp) =p.

Definice 1.105. 0.5-kvantil ve nazyva medidn.
Definice 1.106. Modus Z spojité ndhodné veli¢iny X je bod, pro ktery plati f(z) > f(z)Vx € R.
Priklad 1.107. Néhodné veli¢ina mé funkci hustoty

0, proz <0,
f@)={ aBz-1?), pro0<z<3,
0, proxz> 3.

Urcete parametr a, stfedni hodnotu a rozptyl.

Reseni. Musi platit

/_;mf(:n)dx—/oga(iix—xQ)dx:a {21-2—; ﬁza[?_g] C1g22
B(x) :/_:oxf(:r)dw:/: <§x2—3 3) dz = [;:1:3—11851}2 —6- g ~15
D(z) = /:o(a; — B(2))*f(z)dz = E(z?) — (BE(x))? = /03 <§x3 - 3934) dr — 1.5% —
[11:4 - 23;5} " 1.5% = 2.7 — 2.25 = 0.45.

T

Priklad 1.108. Graf funkce hustoty ndhodné veli¢iny X tvofi na intervalu [0, a] pfimka spo-
jujici body (0,2/a) a (a,0). Mimo interval [0,a] je funkce hustoty nulova. Urcete: hodnotu
parametru a, stfedni hodnotu a rozptyl.

Reseni.
0 x <0,
2 2
fl@)=3 —Zz+= z€][0,d],
a a
0 T > a.

Musi platit

* @ 2 2 2 22 2
f(x)dr =1 ——r+—|dr=———+ —
/ (x)dx :>/0 < 5T > x 25 x

—0o0
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1.20 Ciselné charakteristiky dvourozmérnych nahod-
nych veli¢in
Definice 1.109. Centrdlnim bodem dvourozmérné nahodné veli¢iny (X,Y) nazveme bod
(E(X), E(Y)).
Definice 1.110. Necht X, Y jsou ndhodné veli¢iny. Hodnotu
K(X,Y) = EXY) - EX)E(Y)

nazyvame kovariact ndhodnych veli¢in X, Y.

Véta 1.111. Plati:

1. K(X,Y) = K(Y, X).
2. K(X,Y) = 0 pro nezavislé nahodné veliciny X, Y.
3. K(X,X) = D(X).

4. K(X,X) = B(X?) - [E(X)]%

Definice 1.112. Necht (X,Y) jsou ndhodné veli¢iny. Hodnotu

K(X,Y)

RN = S o)

nazyvame korelacnim koeficientem ndhodnych veli¢in X, Y.

Veéta 1.113. Plati:
I “1<R(X,Y)<1.
2. R(X,Y) = R(Y, X).
3. R(X,Y) =0 pro nezdvislé X, Y.
4. Je-li Y =aX +b,a # 0, potom R(X,Y) = sign a.
Priklad 1.114. Dvourozmérnd ndhodné veli¢ina (X, Y) m4 funkci hustoty

) = a(z® +y?), prox? +y? <r?
Y= 0, proz?+y%>1r2

Urcete koeficient a.
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Reseni. Koeficient a uréime z rovnice

a//(x2 +yH)dzdy = 1,

kde integrujeme pies kruznici 22 + y? = r2. Pfejdeme k polarnim soufadnicim a dostaneme

2 r
a/ / o3dodp =1,
0 0
4

.
—2ra =1
1 Ta ,

Priklad 1.115. Dvourozmérnd ndhodné velic¢ina (X,Y) ma funkci hustoty

| asin(x +y), v oblasti D,
flz,y) = { 0, mimo oblast D,

kde oblast D je urc¢ena nerovnostmi 0 < z < 7/2,0 <y < /2.
Urcete

1. Koeficient a,
2. Stfedni hodnoty E(x), E(y),
3. Smérodatné odchylky o(z),o(y),

4. Koeficient korelace.

Reseni. 1. Musi platit
w/2 /2
a/ / sin(z + y)dydzr = 1.
0 0

Odtud
w/2 /2 /2 /2
a/ / sin(z + y)dydx = —a/ cos(x + )|y " dr =
0 0 0
w/2 /2
—a/ (sinz 4 cosz)dx = a (sinx — cos )|y’ = 2a.
0
a = 1
=5
2.
1 [7/2 [7/2 1 [7/2 /2
E(z) = / / xsin(x + y)dydx = / :L‘dx/ sin(z + y)dy =
2Jo Jo 2 Jo 0
1 /2 2

T - 1 w/
—2/0 cos(x—i—y)\o/za:da:: —2/0 {cos(m—i—g) —cosx] xdr =
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1 w/2 1 /2 1 /2
/ x [sinz + cosz|dr = - [sinz — cosz]|, —/ [sinx — cosz]dx =
2 Jo 2 2 Jo
1
Z + = (cosx + sinnr:)]g/2 = Z
Stejnym zpusobem dostaneme
Bly) =%
Y 1
3.
/2
D(z) = E(2?) — / / 2% sin(z + y)dydz — E
1 7T/2 2 / T 9 7-[-2
—2/0 x cos(a:—l—y)] dx _16:2/0 x (smaH—cosa:)dw—E
/2 2
= x2(sinxcosx)‘g/2/ x(sinx—cosx)dm—l =
o 16
2 /2 w/2 7_[_2
— + z(sinz + cos x)|, —/ (sinx + cosz)dr — —
8 o 16
2 2 2
%4—%4— (sinx—cosx)g/z—%=%+g—2
Stejnym zpusobem dostaneme D(y) = D(x).
(@) =o) =T+ T 2
x) = =\t
o= o 16 " 2
4.
w/2
K(z,y) = E(xy) — / / zysin(z + y)dydr — ZZ
1 /2 w/2 2
2/0 x /0 ysin(z + y)dy da:—1—6
8t — 16 —
16 '
K -1
(wy) _8m—16—7" (o454

Riw.y) = o(x)o(y) T 72 4 81— 32

1.21 Regresni koeficient a regresni primka

Necht X, Y jsou ndhodné veli¢iny. Necht ndhodnéa veli¢ina Z je linedrni funkci ndhodnych veli¢in

Y, X, tj. Z =Y — kX. Hleddme takové k, aby D(Z) bylo minimalni.

D(Z) = D(Y — kX) = E((Y — kX)?) — (BE(Y — kX))? =
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E(Y?) = 2kE(YX) + k*E(X?) — (B(Y))* + 2kE(X)E(Y) — k*(E(X))? =
D(Y) + E2D(X) — 2kK (X, Y).

% D(Z) = 2kD(X) — 2K (X, Y) = 0.
_EXY) _ a(Y)
k= D) R(X’Y)U(X)'

Definice 1.116. Koeficientem regrese ndhodné veli¢iny nazyvame ¢islo

K(X,Y)
D(X)

a(Y)

k= m.

= R(X,Y)
Dausledek 1.117. Hodnota k nam ddva minimum D(Z).

Dukaz. Hleddme minimum, takze si vezmeme prvni derivaci a polozime ji rovnu nule

d
—D(Z)=0

a pro druhou derivaci plati

d2

—D(Z) =2D(X) >0

de ( ) ( )> Y
takZe mame prvni derivace je rovna nule a druha je kladna. Tim dostavame, ze v k nabyva
funkce D(Z) svého minima. O

Definice 1.118. Primku
y— E(Y) = k(z — E(X))

nazyvame regresni primkou ndhodné veli¢iny Y vzhledem k ndhodné veli¢iné X.

Priklad 1.119. Necht (X,Y) je diskrétni ndhodné veli¢ina se simultani frekvenéni funkci

Lo [ 0 [ 1] 2 | flw)]
0 [[0.2[01]0.05] 035
1 |0 ]03] 0 | 03
2 | 0 [02]015] 035

| fly) |02]06] 02 1 |

Urcete regresni primku.

Reseni. Uréime postupné E(X), E(Y), D(X), D(Y).
EX)=0-035+1-03+2-0.35=1.

E(Y)=0-0241-06+2-02=1.
D(X) = (0 —1)%0.35 + (1 — 1)20.3 + (2 — 1)20.35 = 0.7.
D(Y) = (0 —1)%0.2+ (1 — 1)%0.6 + (2 — 1)%0.2 = 0.4.

Dale
EX-Y)=0-(0240.1+0.05+1-034+2-0.2+4-0.15=1.3.
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Kovariace
KX, Y)=13-1-1=0.3.

Koeficient korelace
0.3

~ V040

v0.4
= 0.567L = 0.429.

V0.7

R(X,Y) — 0.567.

Regresni koeficient

Regresni pfimka ma potom tvar
y—1=0429(x — 1),

y = 0.429z + 0.571.

1.22 Nejuzivanéjsi rozlozeni diskrétnich nahodnych
velicin
1. Klasické rozloZeni. Nahodna veli¢ina X mé klasické rozloZeni s parametrem n € N,
jestlize
% prox =1,2,...,n,

0 pro zbyvajici ptipady.

Véta 1.120. Ma-li ndhodnd velicina X klasické rozloZeni s parametrem n € N, potom

plati:
1
Bx)="1=,
2
n?—1
D(X) =
(X) 13

2. Binomické rozloZeni Bi(n,p). Nahodna veli¢ina X ma binomické rozloZeni s parametry

n € Nape(0,1), jestlize

(Mp'1—=p)"* proi=0,1,2,...,n,
0 pro zbyvajici ptripady.
Véta 1.121. Md-li nahodnd veli¢ina X binomické rozloZeni Bi(n,p), potom plati:
E(X) = np,

D(X) = np(1 - p),
1-2p

SNl
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oy — L= 6p(1 —p)
g = ——a 7

np(l —p)
kde k1 je koeficient sikmosti a ko je koeficient $picatosti. Modus I je urcen merovnici
n+p—-1<z<(n+1)p.

)

Dausledek 1.122. V pripadé, Ze (n+1)p je celé ¢islo, budeme mit pro modus dvé hodnoty.

Dausledek 1.123. Bi(n, %) mda symetrickou frekvencni funkci.

. Alternativni rozlozeni A(p). Ndhodna veli¢ina X m4 alternativni rozlozeni s paramet-

rem p € (0,1), jestlize

f)=p, f0)=1-p.

Véta 1.124. Ma-li nahodnda veli¢ina X alternativni rozloZeni A(p), potom plati:

E(X) =p,
D(X) =p(1—p),
oo 12

- p)
py — L= 62(1— 1)
p(l—p)

kde k1 je koeficient sikmosti a ko je koeficient Spicatosti.

A(p) = Bi(1,p).

. Poissonovo rozlozZeni Po()\). Nahodna veli¢ina X ma Poissonovo rozlozeni s parametrem

A € RT, jestlize
’l\.—;e*)‘ pro:=20,1,2,...,
0 pro zbyvajici priipady.

Véta 1.125. Md-li ndhodnd veli¢ina X Poissonovo rozlozeni Po(\), potom plati:

E(X) = A,
D(X) = A,
by = A3,
ko = 271,

kde k1 je koeficient sikmosti a ko je koeficient Spicatosti.
Dasledek 1.126. E(X) = D(X) = X je charakteristickou vlastnosti Poissonova rozloZent.
Priklad 1.127. Urcete stfedni hodnotu diskrétni ndhodné veli¢iny s frekvenéni funkci

A e=A

. om=0,1,2,....
m)
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Reseni. Jde o ndhodnou veli¢inu s Poissonovym rozlozenim.

m=0 = m=1
Protoze o ymel
> =
= (m—1)!
po dosazeni dostaneme
EX)=\

O

5. Negativni binomické rozlozeni Nbi(n,p). Mame Bernoulliovskou posloupnost neza-
vislych pokusti, pfi¢emz pri kazdém z nich mize nastat jev A s pravdépodobnosti p. Kolik
pokust je tfeba udélat, aby nastal jev A po n-té? Jestlize ndhodna veli¢ina X nabyva
hodnoty poctu pokusi, pfi nichz jev A nenastal predtim nez nastal po n-té a X = x;, pak
jev A nastal po n-té v (z; + n)-tém pokusu.

Nahodné veli¢ina X mé negativni binomické rozlozeni s parametry n € N a p € (0,1),

jestlize

(Ftr D pr (1 —p)* prox; =0,1,2,...,n=1,2,...,

n—1

0 pro zbyvajici pfipady.

Véta 1.128. Mad-li ndhodnd veli¢ina X negativni binomické rozloZeni Nbi(n,p), potom
plati:

6. Geometrické rozlozeni Ge(p). Jde o rozlozeni Nbi(1,p). Mame Bernoulliovskou po-
sloupnost nezavislych pokusi, pficemz pri kazdém z nich mtze nastat jev A s pravdépo-
dobnosti p. Nahodna veli¢ina se rovna pocétu nezavislych pokust, které konéi pri prvnim
uspésném pokusu. Ndhodna veli¢ina X ma geometrické rozlozeni s parametrem p € (0,1),
jestlize

;

p(1—p) prox; =0,1,2,...,

0 pro zbyvajici pripady.

Véta 1.129. Ma-li nahodnd velicina X geometrické rozlozeni Ge(p), potom plati:
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7. Hypergeometrické rozlozeni H(N, M,n). Mame soubor N prvkd, z nichZ celkem M

mé dannou vlatnost, N > M. Nahodna veli¢ina nabyva hodnoty poc¢tu prvki vykazujicich
sledovanou vlastnost v souboru n prvkt, vybranych bez vraceni ze sledovaného souboru
N prvkid. Nahodna veli¢ina X mé hypergeometrické rozlozeni s parametry
N, M,n e N, N > M, jestlize
(2) (=)
X n—x

N )

(n)

Véta 1.130. Md-li ndhodnd veli¢ina X hypergeometrické rozloZeni H(N, M,n), potom
plati:

fz) =

M
E(X)=n—
(%) = nt.
M M\ N -n
DX)=n— (1- 2
&) ”N( n)N—l

Y o 2

1.23 Nejuzivanéjsi rozlozeni spojitych nahodnych ve-

li¢in

1. Rovnomérné rozlozemni. Ndhodn4a veli¢ina X mé rovnomérné rozlozeni, jestlize ma

konstantni hustotu pravdépodobnosti na celém intervalu hodnot, kterych miiZze nabyt.

Funkce hustoty je
1

B —  prox € [a,b],
f(@) = { 8 pro x ¢ [a, b)].

Distribucni funkce je

0 z < a,
Fz)={ =2 proz€lo)
1 pro x > b.

Véta 1.131. Mad-li nahodnd veli¢ina X rovnomérné rozloZent, potom plati:

1
EX) = S(a+D),
1
DX) = L (b-a)
ko= 0,
_\4
b= C soa) -9

kde ki je koeficient Sikmosti a ko je koeficient Spicatosti.

. Normalni rozlozeni No(u, o). Nahodna veli¢ina X ma normalni rozlozeni s parametry

1€ R o > 0, jestlize ma funkci hustoty
1 _e=w?

flz) = e 27

NG

a distribuéni funkeci

z 2
F(x) = ! / oS dt.
—0o0

oV 2



1.23 NEJUZIVANEJST ROZLOZENI SPOJITYCH NAHODNYCH VELICIN 37

Véta 1.132. Md-li ndhodnd veli¢ina X normdlni rozlozeni No(u, o), potom plati:
E(X) = K
D(X) = o>

Dukaz:

1 +oo e u)2
FE(x) = dz.

T —p
g

Zavedeme si substituci

=t=z=o0t+ u=dx=odt.

Po dosazeni mame

+oo 400 2
E(z) %/ (ot + p)e~ o dt — %/ —2dt+/ _—

Protoze prvni integral je integralem z liché funkce, ktery je roven nule, a druhy integral

je roven /2.

3. Exponencialni rozloZeni F(A,d). Nahodn4 veli¢ina X m4 exponencidlni rozlozeni s pa-
rametry A € R, d > 0, jestlize mé funkci hustoty

0 <A,
f@ =1
ée_ a x> A,
a distribuéni funkeci
0 r< A,
F(z) =

1—e "7 x> A
Véta 1.133. Ma-li nahodna veli¢ina X exponencidlni rozloZeni E(A,d), potom plati:

EX) = A+d,
D(X) = d*

4. Gama rozlozeniI'(m, d). Ndhodn4 veli¢ina X mé gama rozloZeni s parametry m > 0,d >
> 0, jestlize méa funkci hustoty

kde
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Normalni rozlozeni N(u,o)

0.

Priklady: 1or
1. N(0,1/2) me—
2. N(0,]) m— 0s L

3. N(03)

0.6

3 I I Ly
-3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3

Funkce hustoty Distribucni funkci

1 ﬁ;jﬂzf | e’
X) = e ¢ F(x)=—— 20" d
f( ) O'\/E (x) O-\/E _J;e t

Obr. 1.1: Normélni rozlozeni 1
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Normalni rozlozeni N(u,o)

Ptiklady:
1. N(-1]) e————
2. N(0)]) ——
3. N@LD
T " -4 > 2 N
Funkce hustoty Distribuéni funkci
_Gmp)? | e’
S(x)= e > F(x)= e 2 dt
o227 o271 ,J;

Obr. 1.2: Normalni rozloZeni 2
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Normalni rozlozeni N(u,o)

- Piiklady: l
1. N(-L6) m— r
2. N(0,2) — ! L
3. N(3) [
Al
% o
0 o o5 S 0"
Funkce hustoty Distribuéni funkci
1 _Gmp)? 1 =)
S(x)= e > F(x)= e 2 dt
o227 ( ) O'«'27Z'£

Obr. 1.3: Normalni rozloZzeni 3
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Véta 1.134. Md-li ndhodnd veli¢ina X gama rozloZeni I'(m, d), potom plati:
E(X) = md,
D(X) = md>.

Dausledek 1.135. Prom =1 jeI'(1,d) = E(0,d).

5. Beta rozlozeni Be(p, ¢). Ndhodna veli¢ina X mé beta rozloZeni s parametry p > 0,q > 0,
jestlize ma funkci hustoty

0, z ¢ (0,1),
f(z) =

B(}lyyq)xp_l(l - $)q—1’ T € (Oa 1)7
kde

1
B(p,q) =/ 21— 2) .
0

Véta 1.136. Md-li nahodnd veli¢ina X beta rozloZeni Be(p, q), potom plati:

BE) =
_ pq
b = (p+9?p+q+1)
I'(p)I'(q)
Blp.g) = T(p+aq)

6. Pearsonovo rozloZeni x2.(¢ti chi-kvadrat) Néhodna veli¢ina X méa rozlozeni x? s k
stupni volnosti, jestlize ma funkci hustoty

0 <0,

ng) (67%> (x%71> x> 0.

Véta 1.137. Md-li ndhodnd velicina X rozloZeni x? s k-stupni volnosti, potom plati:

flz) =

EX) = Fk
D(X) = 2k
4
ko= ——,
1 m
12
k2 - ?7
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Chi-kvadrat rozlozeni x~(n)

Priklady:
1. 12(3) — 10 F
2. 12(4) ——
020 3. 20 os |
0.15 06
0.10 04 |-
005 02
5 10 15 20 5 " 5 10 15 20 25 "
Funkce hustoty Distribuéni funkci
0 ,x<=0
1 X ny
S(xX)=1— (e*)x*) ,x>0
)
22 (—
(2)

Obr. 1.4: Pearsonovo rozlozeni
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7. Studentovo rozloZeni t. Mé&me dvé nezévislé ndhodné veli¢iny U, Y. Necht mé U roz-
lozeni No(0,1) a Y m4 rozlozeni 2. Utvoime ndhodnou veli¢inu

Pro k — 400 konverguje t-rozlozeni k rozlozeni No(0,1).

Véta 1.138. Md-li nahodnd veli¢ina X Studentovo rozlozeni t(k), potom plati:

E(X) = o,
k
D(X) = o pro k > 2,
kl = 07
6
S i

kde k1 je koeficient sikmosti a ko je koeficient spicatosti.

8. Fisherovo - Snedecorovo rozlozeni F. Méjme dvé nezévislé ndhodné veli¢iny X, Y.
Necht mé X rozlozeni x?(n1) a Y méa rozlozeni x?(ns). Utvoime ndhodnou veli¢inu

F =

3 |3 [

Néhodna veli¢ina F ma rozlozeni F(n1,n2) o n1 a ng stupnich volnosti s funkei hustoty
proni,ne € Nz >0

ny
1 ni\ 2 n_q ny _nitng
=—— | — 2 14— 2
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Studentovo rozlozeni ¢(k)

Ptiklady: 10 F
1. t(1) ——
2. 1(2) — osl
3. 7 '
06
02
4 -
0.1
// & |
Y T T S B L PR
Funkce hustoty Distribucni funkci
k+1
réh réh s
f@)=——2 ) Fxy=—2 [+ 2 ar
Jarey * Jakr )

Obr. 1.5: Studentovo rozlozeni
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Fisherovo-Snedecorovo F(n 7 )
rozloZeni 2772

Priklady:
08 L 1. F(3,15) w—

2. F(7,15) w— ol
3. F(215)
08 -
0.6

06
04

02

‘ ‘ ;
-1 1 2 3 4 500 1 2 3 4

Funkce hustoty Distribucni funkci
f@ =y ey e Foy=—T ()2 o sy 2 e
B(ﬂ n72) n2 112 B(il’&) n2 —0 n2
272 22

Obr. 1.6: Fisherovo - Snedecorovo rozlozeni 1
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Fisherovo-Snedecorovo K

rozlozeni (7,,1,)

0l Priklady:
) ; f 1. FGl) e 101
0.63’ 2. F(35) m—
3. F@3,15) 08 -
05
04 0.6 -
03 F
04
02
£ 02
M \\
T T T
Funkce hustoty Distribu¢ni funkci
1 moom _mtn 1 n moxom oy n _mtny
f(x)= Ay gty 2 F(x)= (2 [r2 (+te) 2 dr
B M2y 1y n, Bl Ty m L n
272 22

Obr. 1.7: Fisherovo - Snedecorovo rozlozeni 2
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9. Weibullovo rozlozeni W (d,b, k). Nahodné veli¢ina X ma rozlozeni W (d,b,k) o 6 >
>0,k > 0,b € R, jestlize ma funkci hustoty

ST

s—b)F
@) = (x —b)FLexp (—%) , prox >b,
0, pro x < b.

Dusledek 1.139. W(4,b,1) = E(b,0).

Weibulovo rozlozeni pro £ > 1 modeluje zZivotnost zarizeni podléhajiciho opotfebeni a
nebo tnavé materialu.

Weibulovo rozlozeni pro & < 1 modeluje zZivotnost zafizeni, kde dochéazi k porucham
v disledku skrytych vad, nikoliv opotfebenim.

1.24 Vlastnosti normalniho rozloZeni

Nahodné veli¢ina X mé normélni rozloZeni s parametry p € R, o > 0, jestlize ma funkci hustoty

1 ()
f(.f) - o 27Te 202
a distribucni funkci )
1 r t—
F(z)= / e %dt.
oV2m J - 20

Je to nejdilezitéjsi rozdéleni spojité ndhodné veliciny. Je pouzitelné vsude tam, kde kolisani
nahodné veli¢iny je zptusobeno souc¢tem velkho poctu nepatrnych a vzajemné nezavislych jevi a
vlivi.

Modus & = p, f(u) = (ov/2m)7L.

Inflexni body x = p + 0.

Véta 1.140. Pro ndhodnou velicinu X s normdlnim rozloZenim No(u, o) plati

E(X)=pu, DX)=ds>

Véta 1.141. Je-li X ndhodnd veli¢ina s normdlnim rozloZenim No(u,o), potom normovand
ndhodnd velicina U k ndhodné veli¢iné X md normdlni rozloZeni No(0,1).

Distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X s normélnim rozlozenim No(u, o) je tvaru

x 2
F(z) = ! / e_(tza‘;) dt.
—0o0

oV 2

Tento integral nelze vyjadrit pomoci elementarnich funkci.

Definice 1.142. Laplaceovou funkci nazveme

1 “ 2
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Laplaceova funkce je distibu¢ni funkce norméalniho normovaného rozlozeni.

Hodnoty funkce ®(u) jsou uvedeny v tabulce 1.1 a 1.2.

Véta 1.143. Necht F(x) a ®(u) jsou distribucni funkce normalniho rozloZeni a normovaného
normdlniho rozloZeni. Potom
x—p
Flx)=® .
@=a("2")

Dusledek 1.144. Bud X ndhodnd veli¢ina s normdlnim rozloZenim No(u, o). Potom pro libo-
volné x1,x2 € R, x1 < xo plati

p(xlgxgm):@(“_“)—@(xl_“>.

o g

Véta 1.145. Pro Laplaceovu funkci plati

Véta 1.146. Zakon tii sigma
Pro nahodnou velicinu s rozloZenim No(u, o) plati,

P(p—30 <X < pu+30) > 99.7%.

Dukaz. Nahodnd veli¢ina mé rozlozeni No(u, o), potom

30 — — 30 —
P(M—3J<X<u+3a):¢><“+0”>_¢,<w> _

g g

— o <3j> iy (f"’) _ B(3) — B(—3) = 25(3) — 1 = 0.997...
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Tab. 1.1: Hodnoty Laplaceovy funkce ®(u) I.

®(u)

u

®(u)

u

®(u)

u

®(u)

®(u)

0,00
0,01
0,02
0,03
0,04
0,05
0,06
0,07
0,08
0,09
0,10
0,11
0,12
0,13
0,14
0,15
0,16
0,17
0,18
0,19
0,20
0,21
0,22
0,23
0,24
0,25
0,26
0,27
0,28
0,29

0,5000000
0,5039894
0,5079783
0,5119665
0,5159534
0,5199388
0,5239222
0,5279032
0,5318814
0,5358564
0,5398278
0,5437953
0,5477584
0,5517168
0,5556700
0,5596177
0,5635595
0,5674949
0,5714237
0,5753454
0,5792597
0,5831662
0,5870604
0,5909541
0,5948349
0,5987063
0,6025681
0,6064199
0,6102612
0,6140919

0,30
0,31
0,32
0,33
0,34
0,35
0,36
0,37
0,38
0,39
0,40
0,41
0,42
0,43
0,44
0,45
0,46
0,47
0,48
0,49
0,50
0,51
0,52
0,53
0,54
0,55
0,56
0,57
0,58
0,59

0,6179114
0,6217195
0,6255158
0,6293000
0,6330717
0,6368307
0,6405764
0,6443088
0,6480273
0,6517317
0,6554217
0,6590970
0,6627573
0,6664022
0,6700314
0,6736448
0,6772419
0,6808225
0,6843863
0,6879331
0,6914625
0,6949743
0,6984682
0,7019440
0,7054015
0,7088403
0,7122603
0,7156612
0,7190427
0,7224047

0,60
0,61
0,62
0,63
0,64
0,65
0,66
0,67
0,68
0,69
0,70
0,71
0,72
0,73
0,74
0,75
0,76
0,77
0,78
0,79
0,30
0,81
0,82
0,83
0,84
0,85
0,36
0,87
0,38
0,89

0,7257469
0,7290691
0,7323711
0,7356527
0,7389137
0,7421539
0,7453731
0,7485711
0,7517478
0,7549029
0,7580363
0,7611479
0,7642375
0,7673049
0,7703500
0,7733726
0,7763727
0,7793501
0,7823046
0,7852361
0,7881446
0,7910299
0,7938919
0,7967306
0,7995458
0,8023375
0,8051055
0,8078498
0,8105703
0,8132671

0,90
0,91
0,92
0,93
0,94
0,95
0,96
0,97
0,98
0,99
1,00
1,01
1,02
1,03
1,04
1,05
1,06
1,07
1,08
1,09
1,10
1,11
1,12
1,13
1,14
1,15
1,16
1,17
1,18
1,19

0,8159399
0,8185887
0,8212136
0,8238145
0,8263912
0,8289439
0,8314724
0,8339768
0,8364569
0,8389129
0,8413447
0,8437524
0,8461358
0,8484950
0,8508300
0,8531409
0,8554277
0,8576903
0,8599289
0,8621434
0,8643339
0,8665005
0,8686431
0,8707619
0,8728568
0,8749281
0,8769756
0,8789995
0,8809999
0,8829768

1,20
1,21
1,22
1,23
1,24
1,25
1,26
1,27
1,28
1,29
1,30
1,31
1,32
1,33
1,34
1,35
1,36
1,37
1,38
1,39
1,40
1,41
1,42
1,43
1,44
1,45
1,46
1,47
1,48
1,49

0,8849303
0,8868606
0,8887676
0,8906514
0,8025123
0,8943502
0,8961653
0,8979577
0,8997274
0,9014747
0,9031995
0,9049021
0,9065825
0,9082409
0,9098773
0,9114920
0,9130850
0,9146565
0,9162067
0,9177356
0,9192433
0,9207302
0,9221962
0,9236415
0,9250663
0,9264707
0,9278550
0,9292191
0,9305634
0,9318879
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Tab

. 1.2: Hodnoty Laplaceovy funkce ®(u) II.

®(u)

®(u)

u

®(u)

u

®(u)

®(u)

1,50
1,51
1,52
1,53
1,54
1,55
1,56
1,57
1,58
1,59
1,60
1,61
1,62
1,63
1,64
1,65
1,66
1,67
1,68
1,69
1,70
1,71
1,72
1,73
1,74
1,75
1,76
1,77
1,78
1,79

0,9331928
0,9344783
0,9357445
0,9369916
0,9382198
0,9394392
0,9406201
0,9417924
0,9429466
0,9440826
0,9452007
0,9463011
0,9473839
0,9484493
0,9494974
0,9505285
0,9515428
0,9525403
0,9535213
0,9544860
0,9554345
0,9563671
0,9572838
0,9581849
0,9590705
0,9599408
0,9607961
0,9616364
0,9624620
0,9632730

1,80
1,81
1,82
1,83
1,84
1,85
1,86
1,87
1,88
1,89
1,90
1,91
1,92
1,93
1,94
1,95
1,96
1,97
1,98
1,99
2,00
2,01
2,02
2,03
2,04
2,05
2,06
2,07
2,08
2,09

0,9640697
0,9648521
0,9656205
0,9663750
0,9671159
0,9678432
0,9685572
0,9692581
0,9699460
0,9706210
0,9712834
0,9719334
0,9725711
0,9731966
0,9738102
0,9744119
0,9750021
0,9755808
0,9761482
0,9767045
0,9772499
0,9777844
0,9783083
0,9788217
0,9793248
0,9798178
0,9803007
0,9807738
0,9812372
0,9816911

2,10
2,11
2,12
2,13
2,14
2,15
2,16
2,17
2,18
2,19
2,20
2,21
2,22
2,23
2,24
2,25
2,26
2,27
2,28
2,29
2,30
2,31
2,32
2,33
2,34
2,35
2,36
2,37
2,38
2,39

0,9821356
0,9825708
0,9829970
0,0834142
0,0838226
0,0842224
0,9846137
0,9849966
0,9853713
0,9857379
0,9860966
0,9864474
0,9867906
0,9871263
0,0874545
0,9877755
0,9880894
0,9883962
0,9886962
0,9889893
0,9892759
0,9895559
0,9898296
0,9900969
0,9903581
0,9906133
0,9908625
0,9911060
0,9913437
0,9915758

2,40
2,41
2,42
2,43
2,44
2,45
2,46
2,47
2,48
2,49
2,50
2,51
2,52
2,53
2,54
2,55
2,56
2,57
2,58
2,59
2,60
2,70
2,80
2,90
3,00
3,20
3,40
3,60
3,30
4,00

0,9918025
0,9920237
0,9922397
0,9924506
0,9926564
0,9928572
0,9930531
0,9932443
0,9934309
0,9936128
0,9937903
0,9939634
0,9941323
0,9942969
0,9944574
0,9946139
0,9947664
0,9949151
0,9950600
0,9952012
0,9953388
0,9965330
0,9974449
0,0981342
0,9986501
0,9993129
0,9996631
0,9998409
0,9999277
0,9999683

4,50
5,00
5,50

0,9999966
0,9999997
0,9999999
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1.25 Limitni véty

Véta 1.147. Prvni CebySevova nerovnost
Necht X je ndhodnd velicina, kterd nabyvd pouze nezdpornich hodnot. Potom

p(X>1) < EX).
Dukaz. Necht X je diskrétni ndhodnd veli¢ina s frekvenéni funkei f(x). Potom pro nezaporné

x; plati

pX>1) =) flz) <Y xif(x) <Y wif(zi) = BEX).

O
Véta 1.148. Druhi CebySevova nerovnost
Pro kazdou ndhodnou veli¢inu X a pro kazdé € > 0 plati
D(X
p(X—EX)| <e)>1-— 5(2 )
Dukaz.
p(X—EX)[>¢e) =1-p(X-EX)|<¢)
X—-EX X - E(X)|?
p(|X—E(X)| 25)2p<|5()| > 1) :p<|52()‘ > 1)'
Podle prvni CebySevovy nerovnosti pro ndhodnou veli¢inu s nezapornymi hodnotami plati
X - EX)]? X - E(X)? D(X
p(EBOL 5 1) p (H=ECOR) _ D60
€ € €
Je tedy
D(X
1-p(IX—EX)|<e) < 5(2 )
Po tpravé dostaneme tvrzeni véty. O

Piiklad 1.149. Pomoci druhé CebySevovy nerovnosti odhadnéte pravdépodobnost
p(IX - B(X)| < 0.1)

pro néhodnou veli¢inu X s rozloZenim E(3, 55).

Reseni. Pro ndhodnou veli¢inu s exponencidlnim rozlozenim E(A, d) plati

1
B(X)=A+d= E(X) =3+ 5 = 3.05,

D(X) = d? = D(X) = 0.0025.

Dosadime

0.0025
0.01

(X —EBE(X)| <e)=p(|X—3.05 <0.1)>1— =1-0.25=0.75.
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Véta 1.150. Bernouliova véta, Zakon velkych ¢isel
Necht nahodnd veli¢ina X md rozloZeni Bi(n,p), potom pro libovolné ¢ > 0 plati

X 1-—
n ne

Diikaz. Podle druhé Cebysevovy nerovnosti plati

([Ep(E) <) 212

n n -
Néhodna veli¢ina X ma binomické rozlozeni Bi(n,p) a proto

E(X)=np, D(X)=np(l-p).

Podle véty 1.93 méme

Dusledek 1.151. Necht ndhodnd velicina X md rozloZeni Bi(n,p), potom pro libovolné € > 0

plati
X
lim p(’—p‘ <€> =1.
n—-+o00 n

Priklad 1.152. Méjme nahodnou veli¢inu s binomickym rozlozenim Bi(1000;0.514). Urcete:
a) Pravdépodobnost, Ze relativni ¢etnost se bude od pravdépodobnosti lisit 0 méné nez 0.02.
b) Kolik musime udélat pokust, aby jsme s pravdépodobnosti alespon 0.95 mohli oc¢ekéavat, ze
se relativni ¢etnost bude lisit od pravdépodobnosti o méné nez 0.027

Reseni. Nahodn4 veli¢ina X ma binomické rozlozeni Bi(n,p) a proto

E(X)=np, D(X)=np(l-p).

Relativni ¢etnost je veli¢ina %.
a) Podle Bernoulliovy véty mame
X
pll—=—p <e)=21-
n

p(1 —p)
ne?

Dosazenim dostaneme

~ 0.514(1 — 0.514)

= 0.3755.
1000 - 0.022

X
= 0514 <0.02) > 1
p( 1000 ’ < ) =
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b) Opét podle Bernouliovy véty mame
0.514(1 — 0.514)

X
— —0.514 02)>1- > 0.95.
p<n 0.5 '<OO>_ 0022 >0.95
Vyfesime posledni nerovnost
.514(1 — 0.514
1—05 (1-05 )20.95

n-0.022
a dostaneme
n > 12490.

O]

Véta 1.153. Lindebergova - Levyho véta, Centralni limitni véta
Necht X1,Xs,...,X,, jsou navzdjem nezdvislé ndhodné veliciny, které maji vsechny stejnou
stredni hodnotu 11 a stejny rozptyl o2. Potom pro dostatecné velké n md ndhodnd velicina

Xi+Xo+ -+ X, —nu

Y =
ov/n

priblizné normdlni rozloZeni No(0,1).

Dusledek 1.154. Necht X1,Xo, ..., X, jsou navzdjem nezdvislé ndhodné veli¢iny, které magi
viechny stejnou stiedni hodnotu 1 a stejnij rozptyl 0. Potom pro dostatecné velké n pro ndhodnou
velicinu Y = X1 +Xo 4+ -+ + X, a pro libovoln€ x1,x0 € R, 1 < 29 plati

E(Y)=nu, D(Y)=no%
Véta 1.155. Moivreova - Laplaceova véta
Necht ndhodna veli¢ina X md binomické rozloZeni Bi(n,p). Jestlize je n dostatecné velké a p

nent blizké ani k nule ani k jedné, potom lze toto binomicke rozloZeni aproximovat normdinim
rozlozenim No(u, o), kde p = np,o = \/np(l — p).

Dausledek 1.156. Necht X mda binomické rozlozeni Bi(n,p). Potom pro dostatecné velké n,
v praxi n > 30, p které nent blizké ani k nule ani k jedné a pro libovoln x1,x9 € R, 21 < 29 plati

. m—np | z1—np
p(xlgxgxz)_q>< np(l—p)> (I)< np(l—p))

E(X)=nu, D(X)=no>
Aprozimace se povazuje za vyhovujici pro

1 n

Priklad 1.157. Pravdépodobnost nastoupeni jevu A v kazdém pokuse je rovna 0.7. Pomoci
Moivre-Laplaceovy véty odhadnéte, kolikrat musime opakovat pokus, abychom s pravdépodob-

nosti 0.9 mohli ocekavat, Ze se relativni c¢etnost bude odliSovat od pravdépodobnosti o0 méné nez
0.057
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Reseni. Mame nahodnou veli¢inu s binomickym rozlozenim, které miizeme aproximovat nor-
méalnim rozlozenim.

X
‘ - 0.7‘ < 0.05,
n

0.65n < X < 0.75n.
0.75n — 0.7n) B (0.65n — O.7n>

vVn-0.7-0.3 vVn-0.7-0.3

p(0.65n < X < 0.75n) = @ <
o < 0.05m > % <_ 0.05m > _ 9% < 0.05m ) 1-009
vn-0.7-0.3 vn-0.7-0.3 vn-0.7-0.3
0.05m
®| —— ] =095
(\/n -0.7- 0.3>
0.05/n

V21
n = 228.65

= 1.645

Musime provést alespon 229 pokusii.
Podle presnosti Vami pouZitych hodnot Laplaceovy funkce se mize numericky vysledek odlisovat
O

Priklad 1.158. Bylo provedeno 100 nezévislych pokusii. Pravdépodobnost nastoupeni jevu A
je v kazdém pokuse rovna 0.2. Urcete pravdépodobnost, Ze pocet nastoupeni jevu A bude vétsi
nez 15 a mensi nez 30.

Reseni. Nahodna veli¢ina udévajici podet nastoupeni jevu A méa binomické rozlozeni
Bi(100;0.2). Budeme je aproximovat normalnim rozlozenim No(u, o), kde

pw=mnp=100-0.2 = 20,

o =+/np(l —p) =+100-0.2-0.8 = V16 = 4.

30 — 20 15—-20
p(15<X<30):<I>< 1 >—<I>< 1 ):

$(2.5) — ®(—1.5) = 0.99379 — (1 — 0.89435) = 0.88814.

Proto

O]

Priklad 1.159. Pravdépodobnost nastoupeni jevu A je v kazdém pokusu rovna p, které neni
blizké ani k nule ani k jedné . Jestlize je n dostate¢né velké (n > 100), jaka je pravdépodobnost,
Ze pocet nastoupeni jevu A bude od « do .

Reseni. Pomoci Moivre-Laplaceovy véty dostavame

P(O¢<m<5):P< a—np i f—np ):

Vnp(1—p) - vnp(1—p) - vnp(1—p)

_ (M?) s (cv—np) |
np(l —p) np(l —p)
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Véta 1.160. Poissonova

Méjme posloupnost {X,,} ndhodnych veli¢in s rozlozenim Bi(n,py,),n =1,2.... Necht p, — 0

pron — 400 a lim np, = A, kde A > 0 je konstanta. Potom
n——+00

n—-+o0o n—-+o0o

lim p(X, =i)= lim <n>pz(1 —p)t = e
i !

Neboli binomické rozlozeni v limité prechazi v Poissonovo.

V praxi pro n > 30 a p < 0.1 mtizeme Bi(n,p) aproximovat rozlozenim Po(\ = np) s chybou

mensi nez 10~2.

Pojmy k zapamatovani

— Definovali jsme si pravdépodobnost a odvodili si jeji zdkladni vlastnosti.

— Zavedli jsme si ndhodnou veli¢inu a ulazali si, jak se s ni pracuje.

— Uvedli sme si n€které nejuzivanéjsi rozlozeni diskrétnich i spojitych ndhodnjch veliéin.

— Speciélni pozornost jsme vénovali normalnimu rozlozeni.
— Seznamili jsme se s limitnimi vétami.
Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem rozptyl?
2. K ¢emu nam slouzi ndhodné veli¢ina?

3. Kde se vSude muzete setkat s normalnim rozloZzenim?

Cviceni

1. Obrazovka radaru je kruhova o poloméru r. Pfi zapnuti se na ni ndhodné objevi svitici bod
znamenajici letici objekt. Urcete pravdépodobnost, ze svitici bod bude od stfedu obrazovky
i3

vzdalen o méné nez 3

2. Nahodn4 veli¢ina X ma funkci hustoty

a
o= { v e

0, |z| > a.

Urcete 1) parametr a, 2) pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina X bude lezet v intervalu

(52)

—,a).

2

3. Muze byt pro né€kterou spojitou nahodnou veli¢inu X
a) distribuéni funkce vétsi nez 17
b) funkce hustoty vétsi nez 17

c) distribuéni funkce zaporna?
d) funkce hustoty zaporna?
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4. Nahodn4a veli¢ina X ma Laplaceovo rozlozeni s funkci hustoty
f(z)=a-e Nl

kde A > 0 je konstanta piislusnd k danému rozlozeni. Uréete a) paramatr a, b) distribuéni
funkci, ¢)E(X), d) D(X).

5. Tovarna vyrobi za sménu 20 000 diod. Pravdépodobnost vyroby vadné diody je 0.02. Jaka je
pravdépodobnost, ze pocet vadnych diod za sménu bude nejvyse 450.

6. Tovarna vyrobi za sménu 15 000 cipt. Pravdépodobnost vyroby vadného cipu je 0.03. Jaka
je pravdépodobnost, ze pocet vadnych ¢ipt za sménu bude nejvyse 475.

7. Je dana funkce

0, x <0,
ax?, 0<x<,

flz) = a2-12)?, 1<z<2,
0, x> 2.

Urcete: a) parametr a tak, aby funkce f(x) byla funkei hustoty, b) stfedni hodnotu, rozptyl
a smérodatnou odchylku, c) koeficienty Sikmosti a $picatosti.

8. Pravdépodobnost poruchy stroje za dobu T je rovna 0.2. Urcete pravdépodobnost, Ze ze
100 strojt stejného typu, které pracuji nezavisle na sob€, bude mit poruchu 14 az 26 strojt.
Reste a) pomoci binomického rozloZeni, b) pomoci CebySevovy nerovnosti, ¢) pomoci Moivre-
Laplaceovy véty.

9. Odhadnéte pomoci Moivre-Laplaceovy véty, kolik je tieba provést nezavislych pokust,
abychom s pravdépodobnosti 0.8 ziskali alespori pétkrat kladny vysledek, jestlize pii kazdém
pokusu nastane kladny vysledek s pravdépodobnosti 0.05.

10. Ndhodné veli¢ina X mé pro x > 0 funkci hustoty f(z) = Ame‘hz‘”Q, kde h > 0 je parametr,
aproz <0 je f(z) = 0. Urcete 1) koeficient A, 2) modus M, 3) stfedni hodnotu a rozptyl
4) pravdépodobnost, ze ndhodné veli¢ina bude mensi nez M.

11. Odhadnéte pomoci Moivre-Laplaceovy véty, kolik je tfeba provést nezavislych pokusi,
abychom s pravdépodobnosti 0.9 ziskali alespon Sestkrat kladny vysledek, jestlize pti kazdém
pokusu nastane kladny vysledek s pravdépodobnosti 0.04.

12. Pro néhodnou veli¢inu X, kterd ma rozlozeni F'(2, k) uréete
1)P(X > x), 2) distribuéni funkeci.

13. Nahodny pokus spociva ve vytazeni 4 karet z dukladné promichané sady 32 karet. Urcete
pravdépodobnost, Zze budou vytazeny karty cervend sedma, zelend desitka, zaludsky kral a
kulové eso v uvedeném potadi.

14. Mame 10 krabic. V kazdé je 10 kouli. V i-té krabici je ¢ ¢ernych a 10— bilych kouli. Nahodné
vybereme krabici a z ni vyjmeme jednu kouli. Jaka je pravdépodobnost, Ze bude ¢erna?
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Vysledky

1. Pouzijeme geometrickou pravdépodobnost

3
IS
—_

p(4) = S Tz 4

2. 1) Parametr a uré¢ime z podminky pro funkei hustoty
+oo
/ f(z)dz = 1.
—0o0

“+o0 a

SR B

1 1

3. Pfimo z definice plyne: a)ne, b) ano, c)ne, d) ne.

Proto

1
dr=1=a= —.
T

[ 1=

A
4. a = —
a 57 1
56*“, x>0,
F(z) = 1
1-— 56*)‘””, x>0,
EX) =0,
2

5. Mame n = 20000, p = 0.02. Potom

Z =mnp = 20000 - 0.02 = 400, 0 = \/np(1 — p) = 19.79898987.

= $(2.52538136179) = 0.99413.

p(X < 450) = F(450) = @ < 450 — 400 )

19.79898987
6. Mame n = 15000, p = 0.03, potom

Z = np = 15000 - 0.03 = 450, 0 = \/np(1l — p) = 20.893.

475 — 450
p(X < 475) = F(a75) = & (2P =250N _ 51 106573) = 0.884268.
20.893
7. ) )
+00 1 2 3 9 _ )3
1= . f(x)dm—a/o xQda:—i-a/l (2 — x)%dr = aéo—a(?)x) 1—g—|—§.
Odtud a = %
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3/, 3 (%, ) 3 45
— d — 2 — dr = —+14+ —=1.1
" 2/o$x+2/1x( pfdr= g Tt =1
3 (M 5. 3%, ) 1 45 186 63
=5 dr + 5 2—x)dr=—+ 5 ——F—+--=13
ms 2/03:x+2/1x( x)ac4—|—2 5+4 ,
1 2
3 186 381 22
6 4 2
=2 do+ 2 2 —z)lder=— +— —63+— =1—
my /Ox x+2/1:c( x)“dz 14+5 +14 2
My, =0,
My = mo — (ml)2 =0.1,
M3z = m3 — 3mimg + 2(m;)% =0,
1
My = my — 4mims + 6(m1)*mg — 3(my)? = 3=
Potom u
3
E(X)=m;=1,D(X)=My=0.1,0 = D(X),]ﬁ:F:()’
M4 1 1
kg =—2_3=35_ _3_—-_"=
S 0.01 7
8.

p(14 < X <26) =p(|X —20| <6)=p(|X —20| < 7).
a) Pfimy vypocet pomoci biomického rozlozeni je velmi zdlouhavy!
26

100
p(14< X <26)= > ( . ) - 0.2k(.8100-F
k=14

b) Podle Cebysevovy nerovnosti mame

np(1 —p) 100-0.2-0.8 16
X -2 >l-————=1-—-—=1——=0.
(] 0/<7) > = =) 9 0.6735
c) Podle Moivre-Laplaceovy véty mame:

x — 20

p(14 < X <26) =p <—1.5 < < 1.5) = 28(1.5) — 1 = 0.8664...

. Médme Bi(n,0.05) a mame urcit n.

n — 0.05n 5—0.05n
PE<X<n) =0 ——0" )@ 2" ) =08,
(5= ) (\/n0.05 : 0.95) <\/n0.05 : 0.95)

@(ﬁ-@)—@(%)—o.&

protoze je n > 5 je y/n- /19 > 4 a proto miZeme piedpokladat, ze ®(y/n - v/19) = 1. Potom
5 —0.05n
1o 222" ) _og,
<\/ 10.05 - 0.95)
5 —0.05n
o (2220 _go,
<\/0.0475n>

5-0.050 g

v0.0475n
n > 144.
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10. 1)
+o00

/ f(z)dr =1= A =2h%

2) 1
M=

3)

E(X) = *2/]7:7 D(X) = 44;2”
4)

P(X < M) ~ 0.393.

11. Mame Bi(n,0.04) a mame urcit n.

—0.04 6 — 0.04
P(6§X<n):<I>(H>—<I>< o >—0

vn0.04 - 0.96 vn0.04 - 0.96

@(ﬁ-@)—@(%):o.g,

protoze je n > 6 je \/n - v/24 > 5 a proto miizeme piedpokladat, ze ®(\/n - v/24) = 1. Potom
6 — 0.04n
1—a(——2"" ) _qy,
<\/ 10.04 - 0.96>
(6 - 0.()4n> o1
1/0.0384n o
6 — 0.04n

v/0.0384n
n > 247.

= —1.289,

12. Prostym dosazenim dostaneme
D)P(X > z) = (14 2z)=F/2

2)
2z 3
F(fﬂ)zl_(l_k) '
13. _ L L L yseri1078
3231 30 29 '

14. Pouzijeme vétu o uplné pravdépodobnosti.
Ozna¢me A vytazeni ¢erné koule. Pravdépodobnost vybéru i-té krabice je

p(Bi) = Tlo
Jevy B;, i =1,2....,10 tvorfi tplny systém jevi. Proto
10 0.
P(A) = ;p& (A)p(Bi) = 2 070"
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Maplety

V nasledujicich mapletech si mizete nékteré studované pojmy priblizit, pripadné si sesta-
vit vlastni zadani piiklad.

Opakovani pojmi z kombinatoriky

Binomické rozlozeni pravdépodobnosti
Aproximace binomického rozlozeni normalnim
Exponencialni rozlozeni pravdépodobnosti
Geometrické rozlozeni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozlozeni pravdépodobnosti
Normalni rozlozeni pravdépodobnosti

Kvantily normalniho rozlozeni pravdépodobnosti

© 0N Tt W

Poissonovo rozlozeni pravdépodobnosti

—
e

Fisher-Snedocorovo rozlozeni pravdépodobnosti

—_
—_

. Studentovo rozlozeni pravdépodobnosti

—
[\

. Distribu¢ni a frekvenéni (pravdépodobnostni) funkce

—
w

. Urcity integral

-y
S

. Integrovani

—
ot

. Derivovani


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/kombinatorika.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstBinomicke.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstBinomNorm.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstExponencialni.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstGeometricke.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstHypergeometricke.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstNormalni.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstNormKvantil.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstPoissonovo.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstFishSned.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstStudent.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstHust2Distr.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/UrcityIntegral.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Integrovani.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Derivovani.html
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2 Matematicka statistika

Pruvodce studiem

V této kapitole se budeme vénovat matematické statistice. S jejimi zaklady jste se setkali v predmétu
Matematika 3.

Protoze od té doby uz ubéhlo dost Casu, provedeme si zde diikladné opakovani a potom se nové
budeme vénovat testovani statistickych hypotéz.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Zpracovavat dat ze statistického souboru.
e Zformulovat nulovou hypotézu.

e Vhodnym testem rozhodnout o platnosti nulové hypotézy.

2.1 Uvod

Ze vSech existujicich vyrokt o statistice si pfipomeneme jen dva:
1. Existugi tri druhy [Zi:

(a) lez obycejnd
(b) predvolebni sliby
(c) statistika

2. V pohadce Princové jsou na draka zaznél refrén pisné od Zdenka Svéraka:

Statistika nuda je,
ma vSak cenné udaje,
neklesejte na mysli,
ona vam to vycisli.
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Nékde mezi témito dvéma vyroky lezi podstata statistiky.

Statistika ndm muze pomoci odhalit skrytou strukturu procesu, ktery mame popsan dosti vel-

kym poctem méfeni, daji, ... Pokud je hodnot prili§ mnoho, tak se miizeme v nich ,ztratit“.

Statistika nas uci, jak postupovat a jakym zptsobem hledat podstatné idaje o kazdém souboru

hodnot.

2.2 Nahodny vybér, zpracovani statistického materi-

alu.

S témito pojmy jste se stkali uz v predmétu Matematika 3. Provedeme si opakovani a

zavedeme si jejich oznaceni:

Zakladni soubor = mnozina hodnot se kterou pracujeme. Vybér= {z1, xs, ...

n je rozsah vybeéru.

[min, Tmax] variacni obor.

R = Tpmax — Tmin variacni rozpéti.

Pokud pracujeme s rozsahlejsim vybérem, miiZzeme jej rozdélit do t¥id.
Ttidy - navzajem disjunktni mnoziny, jednoznacnd zaraditelnost prvk.
Délka ttidy - vétsinou se voli stejna délka h.

Pocet t¥id k byva vétsinou mezi 7 az 15, popripads roven /n.

Lmax — Lmin
k= —

h
Jinak vyuzijeme empirické vztahy
k = 0.08R,
h < = R < 2h
12 '

Kazdému prvku dané tridy pfirazujeme stejnou hodnotu - t¥idni znak.
Absolutni ¢etnost n; = pocet prvka v i-té tiidé.

E n;, = mn.
i
NEVR iy o4 2 1x
Relativni cetnost f; = — - casto byva uvadéna v procentech.
n

Plati
> fi=1

Dukaz.

7 7

, T}
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Kumulativni absolutni ¢etnost N; = > ng.
s<i

Kumulativni relativni ¢etnost F; = ) fs.
s<i

Nk:n, szl

Relativni ¢etnost f; predstavuje empirickou hodnotu pravdépodobnosti, ze ndhodnéa veli-
¢ina X nabude hodnoty z i-té tiidy.

F; je empirickd hodnota distribu¢ni funkce.

Varia¢ni fada = roztt¥idéni do dvojic (x;, f;) a nebo (x;,n;).

Grafické zpisoby zobrazeni:

Graf - mnozina bodu {(x;,n;),i =1,...,k}.

Polygon - lomené ¢ara spojujici body (x;, n;).

Histogram - stupnovita ¢ara ohranicujici obdelniky, jejichz zakladnou jsou rozsahy tiid a
vyskou odpovidajici tfidni cetnosti.

Useckovy diagram - mnoZina tsecek rovnobéznych s osou y, vychézejicich ze stiedu tiidy
a s délkou n;.

2.3 Vybérové charakteristiky a jejich vlastnosti

Definice 2.1. 1. Vybérovy pramér

2. Vybérovy rozptyl

3. Vybérova smérodatna odchylka

i=1

4. Vybérovy obecny moment k-tého radu
i "

5. Vybérovy centralni moment k-tého fadu

n

my, = 1 Z(xZ — )k

n <
=1
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6. Vybérové rozpéti

7. Vybérova kovariace

8. Vybérovy koeficient korelace

Véta 2.2. Necht X = (xy,...,X,) je ndhodny vybér z rozloZeni, které md stredni hodnotu
u a rozptyl o2. Potom

E(X) = p,
2
. O
E(s%) = n- 102.
n

Dukaz.

P = (1300 =30 (2) - e - 7 - 20

Véta 2.3. Necht X md rozloZeni No(u, o). Potom
—_ 7z l v 7 N O-
T md rozlozeni No | p, —
ILL7 \/ﬁ Y

- M\/ﬁ md rozloZeni No (0,1),

2
8 7/ v 7/

— md rozloZeni x2(n —1),
o

TP /=1 md rodosent t(n—1).
s

2.4 Zakladni bodové a intervalové odhady.

Pozadavky na odhad:

Nechf G je vybérova charakteristika parametru a. Potom pozadujeme:
a) Nestranost: a = E(G).

b) Konzistentnost: ngrfoo P(|E(G) —a| <e)=1.

Se zvétsujicim se rozsahem vybéru se zmensuje pocet chyb.
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2.4.1 Bodové odhady

Proto

2.4.2 Odhady parametri normalniho rozlozeni
Intervalovym odhadem stfedni hodnoty pu pii zndmém rozptylu o2 je interval

o
T — —— <u<z+—
x Ui—g Spusx+ u-g,

NZD
o
kde uj-2 je (1 — 5) kvantil normovaného normalniho rozloZeni.

Up.975 — 196,

Up.995 — 2.576.
Intervalovim odhadem stfedni hodnoty p p¥i nezndmém rozptylu o2 je interval

S S

T — ti_e < u<T+
\/n—112_'u_ vn—1

tl—%v

a
kde?1-q je (1 — —) kvantil Studentova rozlozeni s k = n—1 stupni volnosti, s je vybérova

smérodatna odchylka.
Intervalovym odhadem rozptylu o2 je interval

n
;s <0<
o X2

2 2

n
—82,

kde x? je a kvantil y? rozlozeni s k = n — 1 stupni volnosti.

Priklad 2.4. Urcete 99% interval spolehlivosti pro parametr  ndhodné veli¢iny X s nor-
malnim rozloZenim s rozptylem o2 = 7,4 mame-li vybér o rozsahu n = 32 s primérem
T = 15.344.



66 MATEMATICKA STATISTIKA

Reseni. Jde o urceni intervalu spolehlivosti pfi znamém rozptylu.

g

_ _ 0
T — %UI—% Spu<T+ %Ul—%
po dosazeni pro wug.gg5 = 2.576 dostaneme 14.12 < p < 16.58. ]

Priklad 2.5. Statisticky soubor byl ziskdn méfenim parametrt 20 vyrobkt a ma stiedni
hodnotu z = 0.149 a smérodatnou odchylku s = 0.0468. Urcete 95% interval spolehlivosti
pro stfedni hodnotu p zakladniho souboru. Postup zdtvodnéte.

ReSeni. Mame n = 20, Z = 0.149, s = 0.0468, proto pro interval spolehlivosti plati

P (1 - )< p< Tt ——
T — - — T
vn—1 27~ = n—1
kde £(1 — ) je kriticka hodnota Studentova rozlozeni. Z tabulek urcime ¢(0.975) = 2.093
pro k =20 — 1 = 19 stupni volnosti.

t<1 - 5)7

0.0468 0.0468
2.093 < p <0.149 + —=2.093,
V19

V19

0.149 —

0.127 < pu < 0.171.

2.5 Testovani statistickych hypotéz.

Statistickou hypotézou H rozumime kazdé tvrzeni o rozlozeni nahodné veliciny X, které
déldme na zakladé provedeného vybéru. Toto tvrzeni se bude tykat bud distribu¢ni funkce,
nebo funkce hustoty, nebo frekven¢ni funkce.

Postup, kterym rozhodujeme o spravnosti hypotézy, se nazyva testem. Rozhodneme-li, ze
je hypotéza spravna, fekneme, ze jsme hypotézu prijali, v opacném pripadé fekneme, ze
jsme hypotézu zamitli. Kazdé rozhodnuti provadime na jisté hladine vyznamnosti, ktera
nam udava pravdépodobnost chyby. V praxi se pracuje v drtivé vét$iné s hladinami 1% a

5%.

S kazdym testem je spojena nahodna veli¢ina (), ktera je testovacim kritériem. Veli¢ina
(2 nabyva hodnot zavislych na vyslovené hypotéze H i na charakteristikich ndhodného
vybéru. () je nahodna veli¢ina a prislusi ji urc¢ité rozlozeni.

Testy mohou byt jednostranné a dvoustranné.

Pro jednostranny test plati:
Jestlize p je zvolena hladina vyznamnosti a plati

p(Q <x1-,)>1-—0p,
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kde z;_, je (1 — p)-kvantil ndhodné veli¢iny ), neboli

Q € (—o0,71-,)
s pravdépodobnosti alesponn 1 — p, potom pfijimame hypotézu H. V opacném pipadé ji
zamitame.

Misto oznaceni (1 — p)-kvantil se pouziva i oznaceni kritickd hodnota na hladiné vyznam-
nosti p.

Pro dvoustranny test plati:
Hypotézu H prijimame v pripadé, ze plati

p($P1 <@< xl—p2) =1-—np,

kde p1 + p2 = p.

Pokud ma veli¢ina () symetrické rozlozeni a pracujeme s dvoustrannym testem, potom ma

v- 9=

ze plati

a symetrické rozlozeni podle nuly a potom hypotézu H prijimame v pripadé,

P(—u1—pj2 U < ui_pp2) =1 —p,
kde u, je a-kvantil ndhodné veli¢iny U.

Rozlozeni @) je zavislé na provedeném vybéru. Je nutno sledovat podminky, kdy mizeme
ktery test pouzit.

2.6 Testy vyznamnosti

2.6.1 Test vyznamnosti rozdilu mezi dvéma rozptyly

Uvazujme dva vybéry s rozsahy ni,ne a s charakteristikami @7, sq, 3, S9, které byly ode-
brany ze dvou normalné rozlozenych zékladnich souborii s parametry 1,01, o, 02. Tes-

tovacim kriteriem je velic¢ina
2 M
51
ny — 1
%) ’

F=

2
S
2n2 —1

které prislusi F' rozlozeni s n; — 1,ny — 1 stupni volnosti. Pokud je F' mensi nez kritic-
ka hodnota Fi/, nemame diivod odmitnout piedpoklad, Ze rozptyly se lisi nepodstatné.
Kritické hodnoty jsou tabelovany pro a/2 = 0.025 a 0.005, tj. jsou uvedeny v tabulkich
kritickych hodnot F' rozlozeni s ny — 1,ny — 1.

P1i pouziti je tteba dbat, aby F' > 1. To znamena, ze do ¢itatele vZdy musime dosadit vétsi
hodnotu, nez do jmenovatele. Podle tohoto pravidla jsou sestaveny i tabulky kritickych
hodnot.
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2.6.2 Test vyznamnosti rozdilu vybérového priiméru a prumeéru
zakladniho souboru

V praxi se casto vyskytuji pripady, ze zname urc¢itou hodnotu p, kterou povazujeme za
stfedni hodnotu zdkladniho souboru S a potfebujeme provéfit, zda se vybérovy primeér
odlisuje od p jen ndhodné ¢i nikoliv.

Testovacim kriteriem je veli¢ina

xr —
t = Mvn -1,
s

které prislusi ¢t-rozlozeni s (n — 1) stupni volnosti.
Nulovou hypotézu zamitdme pro t > t(«), kde t(«) je kritickd hodnota Studentova rozlo-
zeni.
Pti pouziti predpokladame, ze zakladni soubor S ma alespon piiblizné normalni rozlozeni.
Pokud tomu tak neni, nemiizeme test pouzit.

2.6.3 Test vyznamnosti rozdilu dvou vybérovych primeéra

Test vyznamnosti rozdilu dvou vybérovych praméra, jestlize F-testem proka-

Zeme, Ze oi = 0.

Jestlize F-testem prokdzeme, Ze pro dané a je o7 = o2, potom jako testovaciho kritéria
pouzijeme veli¢iny

|i’1 — fg’ (n1 + ng — 2)n1n2

= Y
\V/n18? + ngss ny + ng

které ptislusi Studentovo rozlozeni s (n; + ng — 2) stupni volnosti. Pokud je ¢ vétsi jak
kritickd hodnota ¢(«), zamitame nulovou hypotézu o rovnosti vybérovych priméra.

t

Test vyznamnosti rozdilu dvou vybérovych praméra, jestlize F-testem proka-
Zeme, Ze ol # o3.

Jestlize F-testem prokdZeme, %e pro dané « je o7 # o2, potom jako testovaci kritérium
pouzijeme veli¢iny
|71 — 2o

\/sf N s3
711—1 TLQ—l

jeho hodnotu srovnavame s kritickou hodnotou t*(«), kde

t =

s s
t1(@) LS to() 2
* o ny — 1 No — 1
t(a) = 2 2 ’
51 S5
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kde t;(a) je kritickd hodnota Studentova rozlozeni s (n; — 1) stupni volnosti a ta(a) je
kritickd hodnota Studentova rozlozeni s (ny — 1) stupni volnosti. Pokud je t vétsi jak
kritickd hodnota ¢*(«), zamitame nulovou hypotézu o rovnosti vybérovych priméru.

Priklad 2.6. M&me dva vybéry s charakteristikami T = 62,s2 = 16,n, = 10,y =

= 60, 35 = 15,n, = 14. Testujte hypotézu, ze oba vybéry maji stejné stiedni hodnoty na
hladiné vyznamnosti 5%.

Reseni: Jde o test viznamnosti rozdilu dvou v§bérovych priméru p¥i neznamych roz-
ptylech. Nejdiive provérime F-testem, zda se rozptyly rovnaji.

Nz o 10

e 15 —9 16
F = Mt = S = 1100052910,
2 95
ny—1"7 13

Protoze Fyg75(9;13) = 3.09, tak nemame dtvod zamitnout hypotézu, Ze rozptyly jsou
shodné. Nyni testujeme hypotézu, ze ¥ = 7.

-7 Ny (N + ny)

N85 + nyss Ny + Ny

=1.23

a protoze tgo75(22) = 2.074 muzeme prohlasit, ze rozdil vybérovych priamért neni statis-
ticky vyznamny na hladiné 5%.

Priklad 2.7. Dva statistické soubory s rozsahy n; = 20 a ny = 10 a charakteristikami
T = 10.24,7, = 11.09,s? = 4.231,52 = 18.457 byly ziskdny nahodnym vybérem ze
souboru s normalnim rozlozenim. Na hladiné vyznamnosti 1% testujte hypotézu, ze vybéry
maji stejnou stfedni hodnotu.

ResSeni. F-test rozdilu mezi rozptyly.
10
18.5473
F = — 50 — 9.2093.

4.231—
19

Na hladiné 1% je kritickd hodnota F'(9;19) € [4.730;5.111]. Protoze testovaci kritérium
je vétsi nez kritickd hodnota, jsou rozptyly vyznamné odlisné.
t-test rozdilu mezi prameéry.

T, — T
t= |21 2| 2
\/ 51 5
ny — 1 Ny — 1
11.09 — 10.24
t= = (0.5637.
\/4.213 n 19.457
19 9

Kriticka hodnota t = 3.212, proto nemame diivod zamitnout hypotézu o rovnosti primér.
m
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2.6.4 Test vyznamnosti rozdilu dvou vybérovych priméri pro
parové hodnoty

Mame n-part méfeni, neboli mame dva vybéry o stejném rozsahu, mezi nimiz je logické
spojeni. Pracujeme s rozdily d; = x1; — xo;.

Predpokladejme, Ze jsme ze dvou piiblizné normalné rozlozenych zakladnich souborti s pa-
rametry (i1, 01, ii2, 09 odebrali po jednom vybéru. Rozsahy obou vybéri jsou stejné a jejich
prvky tvori pary. Testovacim kritériem je

_ ldl
Sd

vn—1,

t

kde

Testovaci kritérium mé Studentovo rozloZeni s (n — 1) stupni volnosti.

2.6.5 Test vyznamnosti rozdilu dvou relativnich hodnot

V praxi se casto vyskytuje otazka, zda se urcity jev vyskytuje v jednom souboru castéji
nez ve druhém. Stanovime si relativni cetnost vyskytu sledovaného jevu

~m; _ pocet vyskytl jevu

fi=

= , 1=1,2.
n;  pocet vSech pokusu

Relativni cetnost vyskytu sledovaného jevu v zdkladnim souboru odhadneme veli¢inou

mq +m2
N1 + no

f=

Testujeme nulovou hypotézu, ze oba soubory pochazeji ze stejného zakladniho souboru.

Testovacim kritériem je veli¢ina
\/W
t=|f— fol L2
f=1)
Tomuto testovacimu kritériu prislusi pti dostatecné velkych ni, ny zhruba normalni roz-

lozeni No(0,1). Jestlize je t > u(«), zamitdme nulovou hypotézu o rovnosti relativnich
hodnot.
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Tuto metodu nemiizeme pouzit, jeslize mame vybéry s malymi rozsahy a nebo jestlize
néktera z veli¢in f1, f> nabyva hodnot z intervalu [0; 0.2] a nebo [0.8; 1]. V téchto pfipadech
pouzivame cyklometrickou transformaci. Testovacim kritériem je potom veli¢ina

ning
)
N1+ na

t=2

arcsin v/ f; — arcsin v/ fo

kterd ma opét normalni rozlozeni.

2.7 Testy shody

Testujeme, zda vybér pochazi z urcitého zakladniho souboru, zda dva vybéry pochazeji
z téhoz zakladniho souboru, zda zvolené teoretické rozlozeni zédkladniho souboru miize byt
modelem pro studovany soubor.

2.7.1 y%-test pro jeden vybér

Vysledky pozorovani roztfidime urcitym zptisobem do £ tfid. V jednotlivych t¥idach zis-
kdme experimentalni cetnosti n.;, které nam podavaji informaci o vysledcich experimentu.
Zvolime si teoretické rozlozeni, které budeme povazovat za model. Rozdélime jej do stej-
nych t¥id a podle stejného kritéria jako u experimentalnich hodnot, ¢imz ziskame teoretické
Cetnosti ny;.

Nulova hypotéza — Cetnosti se lisi jen ndhodné.

Testovacim kritériem je

2
n ._n .
XQZE:(eJ 'tj)’
P

které ma x? rozlozeni s k — 1 stupni volnosti. Jeslize je hodnota testovaciho kritéria vétsi
nez kritickd hodnota y? rozlozeni, potom zamitdme nulovou hypotézu a tvrdime, ze se
¢etnosti od sebe vyznamné lisi.

Pfi pouziti x? testu musime respektovat podminky:
1) Pro k =2 a ny;; <5 test nemizeme pouzit.
2) Pro k > 2 muze byt nejvyse 20% n,; < 5 a zaddna nesmi byt nulova.

Priklad 2.8. Byla provedena anketa mezi studenty ve véku 19 — 20 let o tom, ¢emu se
nejvice vénuji ve svém volném case. Hy — zajem je rozdélen rovnomérné, hladina vyznam-
nosti 5%.
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obor Ne | Ny
divadlo | 15 | 20
koncert | 6 | 20
film 34 | 20
cetba 11 | 20
televize | 7 | 20
sport 47 1 20

ReSeni. Pouzijeme y? test.

~ (1 = ny)?
=) 1 =698,

ntj

Jj=1

z tabulek uréime
X{1-0.05)(6 — 1) = 11.070.

Protoze pozorovanéa statistika je vétsi nez kritickd hodnota, zamitdme nulovou hypotézu
a tvrdime, Ze zdjem neni rozdélen rovnomérné. O]

Poznamka 2.9. Vsichni dotazovani studenti se, podle svého vyjadieni, ve volném cCase
vénuji uslechtilym zébavam. Zcela chybi alkohol, sex, hazardni hry, ... = Udaje zalozené
pouze na odpovédich dotazovanych jsou zatiZzeny vyraznou chybou, ktera plyne vétsSinou
z toho, Ze se dotazovani snazi ukazat jako dokonali a zamlzuji své skutecné zajmy a
chovani. Plati i pro anonymni dotazniky.

Priklad 2.10.

X 1 2 3 4 5 6 7 a vice
n; 8 8 11 10 8 7 8
v | 5.496 | 8.790 | 11.724 | 11.724 | 9.378 | 6.252 | 6.630

Rozhodnéte, zda ndhodnou veli¢inu X zadanou jejimi ¢etnostmi n; miZeme pokladat za
vybér z Poissonova rozlozeni s ¢etnostmi v;.

Reseni. Jedna se o x?-test pro jeden vybér.

2 (nj —vy)?
= —— =2.086
X Z vj

Jj=1

Protoze mame 7 ti{d a Poissonovo rozlozeni ma jeden parametr, tak se jedn4 o x? rozlozent
s Sesti stupni volnosti. X345 = 12.6 a my nemame diivod zamitnout nasi hypotézu, takze
vybér miizeme pokladat za vybér z Poissonova rozlozeni. O
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2.7.2 Kolmogorovuv - Smirnovovuv test pro jeden vybér

Vysledky pozorovani si roztiidime stejné jako v predchozim ptipadé. Zvolime si teoretické
rozloZeni. Tento test miZeme pouzit i v piipadech, kdy se nedoporucuje pouziti x? testu.
P1i testu se hodnoti rozdil kumulativnich absolutnich cetnosti

) )
Nej = E Ney, th - E Ny
i=1 =1

Testovacim kritériem je

1
Dy = —max [N — Ny,
n J

kde n je celkovy pocet prvkii.

Jestlize hodnota testovaciho kritéria je vétsi nez kritickd hodnota Kolmogorovova-
Smirnovova rozlozeni, zamitame nulovou hypotézu. Kritické hodnoty jsou bézné uvedeny
v tabulkach kritickych hodnot Kolmogorovova-Smirnovova testu pro n < 40. Pro vyssi
hodnoty je pocitame podle vztaht

1.36 1.63

W7 Di(p=1%) = %

Priklad 2.11. Byl sledovan pocet vadnych vyrobkti béhem jedné smény. Rozhodnéte o
platnosti Hy, ze pocet zmetkt je rozdélen rovnomérné na hladiné vyznamnosti 5%.

Di(p=5%) =

Reseni.
hodina | n. | ny | No | Ny | —N, — Ny|

1 29 | 58 | 29 | 58 29
2 7 | 58| 36 | 116 80
3 27 | 58 | 63 | 174 111
4 61 | 58 | 124 | 232 108
5 87 | 58 | 321 | 290 79
6 110 | 58 | 422 | 348 74
7 101 | 58 | 422 | 406 16
8 42 | 58 | 464 | 464 0

1 1
Dy = —max |N,; — Nyi| = ——111 = 0.239.
1 nmjax| j 4l 161 0.239

Pozorovanou statistiku srovname s hodnotou
1.36
Dy 5y = —
R

Protoze Dy > Dy,,—5% zamitdme H, a tvrdime, Ze zmetkovitost neni rozloZena rovno-
meérneé. ]

= 0.063.

Poznamka 2.12. Pokud pracujeme s jinym jak rovnomérnym rozloZenim, tak si musime
dopocitat potiebné hodnoty.
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2.7.3 Kolmogorovuv - Smirnovovav test pro dva nezavislé vy-
béry
Zajima nas, zda dva vybéry pochéazeji ze stejného zakladniho souboru. Testujeme rozdil

kumulativnich cetnosti. Testovacim kritériem je v piipadé, Ze oba soubory maji stejné
rozsahy, ne vétsi nez 40, veli¢ina

D2 = rnJaX|N1] — NZJ‘
Kritické hodnoty jsou uvedeny v tabulce kritickych hodnot Kolmogorovova - Smirnovo-
vova testu pro dva nezavislé vybéry.

Poznamka 2.13. Neplést si Kolmogoroviv - Smirnovoviv test pro jeden vyber a Kol-
mogorovilv - Smirnovovuv test pro dva nezavislé vybéry. Tabulky kritickych hodnot se od
sebe lisi.

Jestlize soubory maji rozsahy vétsi nez 40 (nyni mohou byt i rtizné), potom pouzivame
relativni kumulativni ¢etnosti ,
1 J
n -
i=1

Testovacim kritériem je
D2 = In]aX ‘Fl,j — F27j|.

Kritické hodnoty pocitame podle vztaht

Dy(p = 5%) = 1.36 M Dy(p =1%) = 1.63 Tt N

ning ning

Pokud je testovaci kritérium vétsi nez kritickd hodnota, zamitame nulovou hypotézu.

Priklad 2.14. Mame dva vybéry o 25 prvcich zadanych jejich ¢etnostmi. Na hladiné
vyznamnosti 5% rozhodnéte, zda se jedna o vybéry ze stejného zakladniho souboru.

Reseni. Hodnoty si zapiSeme do tabulky:

n o[2(1[2]5 861
s 1/0[2/0[6 95
N, 0235|1018 2425
N, 113139 182325

IN,— N[ [1[1]0[2[1][0]1]0

D2 = IIlaXlNlj — N2j| = 2.
J
Z tabulek uréime kritickou hodnotu
D5(0.05;25) = 10.

Protoze Dy < D5(0.05;25) neméame divod zamitnout Hy a tvrdime, Ze oba vybéry po-
chazeji ze stejného zakladniho souboru. O]
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Priklad 2.15. Mame dva vybéry s jejich ¢etnostmi. Na hladiné vyznamnosti 5% rozhod-
néte, zda se jedna o vybéry ze stejného zakladniho souboru.

ny |0 |15 (17199 |81 | 42 | 51 |[28|10 9|10 2 |[2]0(1/0|1]|0]1
ng |24 (3 123[91150{101|35({13|9| 8 [10|5(1|3]1]|0]|0

Reseni. Protoze ny = 369 a ny = 459, pouzijeme kumulativni etnosti.

D2 = Imax ’F].] - F2]‘ = 0.313.
J

Kritickou hodnotu si vypocitadme podle vzorce

1 + Mo
ning

= 0.095.

Dy(p = 5%) = 1.36

Protoze Dy > D5(0.05) zamitdme H, a tvrdime, Ze oba vybéry nepochazeji ze stejného
zakladniho souboru. O

Poznamka 2.16. Tabulka v zadani muZe mit i tvar

xlal By | 0| e ¢ n |0 | ¢ |k| AN plv|E|n|lo|lo|T]|¢
ny | 01517199 81| 42 | 51 |28 1109 |10| 2 |2 |01 011§
ng | 2| 4|3 (123191150101 |35 |13 8 1105 |1]3|1/0]0

—_

©

kde a,3,...,¢ € R jsou libovolna ¢isla. Postup feseni bude opét zcela stejny, protoze
pri pouziti Kolmogorovova - Smirnovova testu nehraji zadnou roli hodnoty z;, ale pouze
¢etnosti se kterou se tyto hodnoty vyskytuji.

2.7.4 Test homogenity dvou binomickych rozlozeni

Necht p; je pravdépodobnost, Ze nastane jev A. Necht v m nezévislych pokusech nastal
jev A celkem X-krat. Opakujeme nezavislé pokusy za zménénych podminek, takze jev
A nastava s pravdépodobnosti ps. Necht v n dalsich nezévislych pokusech nastal jev A
celkem Y-krat. Na zékladé téchto tdaji chceme testovat hypotézu Hy : p; = po. Hy
se nékdy nazyva hypotéza homogenity. Je to jedna z nejstarsich a stale se velmi casto
vyskytujicich statistickych tloh.
Oznacme si relativni ¢etnosti
X Y
r= —, Yy=—
n

Vsude dale v této ¢asti budeme predpokladat, ze (1 — z) + y(1 —y) # 0, t.j. jevy X,V
nejsou ani jisté ani nemozné.

Z centrélni limitni véty (véta 1.153) vyplyva, Ze pii dostateéné velkych hodnotach m,n
muiizeme pouzit aproximace

1— 1—
z~ No (pl, p—1( p1)) , y~No (pg, p—2< p2)> )
m n
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Pritom jsme vyuzili toho, Ze

E(z)=E (%) - %E(X) I —
D) =D (2] = D) = (1 - o) = 2O

Pro y analogicky.

Protoze = a y jsou nezavislé nahodné velic¢iny, dostavame

r—y— (p1 — Dp2)

\/pl(l —Pl) 1 p2(1 —p2)

m n

~ No(0,1).

Plati-li Hy, pak v ¢itateli dosadime (p; —p2) = 0. Ve jmenovateli vSak nezndmé hodnoty p;
a po zustavaji. Za né se dosazuji jejich odhady. Da se dokazat, ze se tim limitni rozlozeni
nezméni a zustava stile typu No(0,1). Odhady parametri p; a p, lze potidit dvojim
zpusobem. Podle toho rozeznavame dvé zakladni varianty testu homogenity.

V prvnim pripadé pouzijeme pro odhad parametru p; hodnotu relativni cetnosti x a pro
po hodnotu y. Zakon velkych ¢isel (véta 1.150) ndm zarucuje, Ze

T =P, Y D2
Pfi testu hypotézy Hy nejdiive vypocteme veli¢inu

|z — y|

\/x(l—x) N y(l—y)

m n

U, =

Jestlize je U, > u(1l — §) zamitame Hy.
Ve druhém piipadé se vychazi disledné z toho, ze pii platnosti Hy mame p; = py. Tuto
spolecnou hodnotu odhadneme pomoci
X+Y mzr+ny
z = =

m-+n m+n

Potom vypocitame
[z —y|

\/2(1—2) (%+%>

Véta 2.17. Je-li m =n, pak U, < U, a rovnost plati tehdy a jen tehdy, kdyz x = y.

Uy =

Je-li Uy > u(1 — §) zamitdme Hy.
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Dukaz. Funkce f(x) = z(1 — z) je konkavni na intervalu [0, 1]. Proto existuje v € [0, 1]
takové, ze
Va,b € [0,1]: fya+ (1 =7)b) = vf(a) + (1 =) f(b).

1
Necht v = 5 a= x,b =y, potom
Loty (1-S@ry) = 2o -a) + Sy - y) @2.1)
5@ty sety)) =g ) + 5y Y). )
. , T +y
Pfi m = n mame z = 5 -

Ve vzorci pro U, mame ve jmenovateli pod odmocninou

2 (a0 pu0-0)

m \ 2 2

a ve vzorci pro U, mame ve jmenovateli pod odmocninou

= (F0-)

Z nerovnosti (2.1) proto po dosazeni plyne |Uy| < |U,|.

Rovnost v (2.1) nastava pouze v piipadé = = y. O

Poznamka 2.18. Pro m # n mezi U,, U, neni zadny jednoduchy vztah.

Presnéjsi test homogenity dostaneme s vyuzitim transformace stabilizujici rozptyl

U=2

- (arcsm T — arcsin \/ﬂ) )

Je-li |U] > u(1 — §), potom H, zamitame.

Pro m = n mtzeme jesté pouzit zpresnéni pomoci transformace

[8X + 3 /8Y + 3
U*=+v2 1 i — i :
V2m + (arcsm Fy— arcsin |/ o n 6)

Je-li |U*| > u(1l — %), potom Hy zamitame.

Priklad 2.19. Mé&jme dva vybéry se stejnym rozsahem m = n = 50 a hodnotami ¢etnosti
X =21,Y = 11. Mtzeme je povazovat za vybéry z téhoz rozlozeni?

Reseni. Mame z = 0.42, y = 0.22, 2 = 0.32. Dosazenim dostaneme pro o = 5% hodnoty
testovacich kritérii

U, = 2.195,
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U, = 2.144,

U = 2.168,

U* =2.141.
Protoze u (1 — %) = 1.96 je mensi nez vypocitané statistiky, zamitame Hj a tvrdime, Ze
vybéry nepochazi ze stejného souboru. O

Poznamka 2.20. Postup uvedeny v piedchozim piipadé je ilustracni. V praxi je tfeba
vzdy predem vybrat test a ten potom pouzit.

Nelze provést nékolik testii a potom si vybrat ten, ktery udava takové vysledky, které
nam vyhovuji.

2.7.5 Wilcoxuv test pro parové hodnoty

Slouzi pro parové hodnoty z; a y;, © = 1,2,...,n. Uréime si rozdily d; = x; — y; mezi
parovymi hodnotami (stejné jako pii t-testu, viz 2.6.4). Nulové hodnoty d; dale neuvazu-
jeme. Zbyvajicim hodnotam d; piifadime pofadi: t.j. bez ohledu na znaménko sefadime
hodnoty d; od nejmensi po nejvétsi, nejmensi hodnoté priradime potradové cislo jedna,
dalsi hodnoté dvé, atd, az nejvétsi pritadime hodnotu m, kde m je pocet nenulovych

hodnot d;. Pokud jsou néktera d;, j = k,k+1,..., k+{, k+{ < m stejnd, piifadime vSem
k+¢

1 j. Secteme poradi prislusna ke kladnym hodnotam d; a poradi
j=k

prislusna k zapornym hodnotam d;. Za predpokladu nulové hypotézy, tj. Ze mame parové
hodnoty pochéazejici ze stejného zakladniho souboru, by potom mély byt soucty kladnych
i zapornych poradi shodné. V praxi to ale vétSinou neplati. Mensi ze souctti oznacime
T'. Pokud je T' < T, zamitame nulovou hypotézu a tvrdime, Ze soubory nemaji spolecny
zéklad. Kritické hodnoty jsou tabelovany pro m < 25. Pro vetsi pocet hodnot ma T
priblizné normalni rozdéleni s parametry

m(m + 1) m(m+ 1)(m + 2)
=" J:\/ 24

Odpovidajici normovana ndhodnéa veli¢ina

prumeér poradi

m(m +1
- (m+1)
o \/m(m+1)(m+2)
24

ma pro p = 5% hodnoty £1.96 a pro p = 1% hodnoty +2.58. Je-li © mimo tento interval,
zamitame H.

Priklad 2.21. Pomoci metod A, B byly ziskény vysledky

A |18 |43 132|283 |38 |27 |12|46 |6
B 12414513023 2|38]18]15(39|9

Rozhodnéte, zda jsou metody ekvivalentni.
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Reseni. Uréime si rozdily a pfifadime jim poradi

i | A|B|d;| Pt | P

1 118|241 -6 7

2 143145 | -2 2.5

3132130 2| 25

4 128123 |5

513121 1

6 [38]38]0

712711819 9

8§ |12 15| -3 4.5

9 146 | 39| 7 8

106 |9 -3 4.5
26.5 | 18.5

P¥i urcovani potadi si hodnoty |d;| sefadime podle velikosti

d; 1] 2 2 3 3 [5|6]7|9
oc¢islovani | 1 | 2 3 4 5 |6]7[819
poradi 112525454567 |81]9

Testovacim kritériem je hodnota 7' = 18.5. Z tabulek kritickych hodnot obdrzime
To.05(9) = 6. Protoze T' > T 5, neméme divod zamitnout nulovou hypotézu a tvrdime,
ze metody A, B jsou ekvivalentni na hladiné vyznamnosti 5%. O]

Poznamka 2.22. Pii feSeni je tfeba pocitat hodnoty d; stéle stejné. V nasem pripadé

Poznamka 2.23. Dale je zde podstatna odliSnost od predchozich testi. Pro zamitnuti
nulové hypotézy je tfeba, aby hodnota testovaciho kritéria byla mensi nez dané kriticka
hodnota.

2.7.6 Kruskaluv - Wallisuv test

Tento test je neparametrickou obdobou analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni a je zobec-
nénim dvouvybérového Wilcoxova testu. Byva pouzivan zejména tehdy, jde-li o vybéry
z rozlozeni, které se znacné odlisuji od normdlniho.

Necht Yjq,...,Y;,, je vybér z néjakého rozlozeni se spojitou distribuéni funkci Fj,i =
=1,...,k. Necht vSechny tyto vybéry jsou na sobé nezivislé. Budeme testovat hypotézu
Hy: Fi(x) =---= Fy(x), pro vSechna z.

Vsechny veli¢iny Y;; dohromady vytvari sdruzeny nahodny vybér o rozsahu n = n; +
+ - -+ + ny. Veliciny Y;; se uspotfadaji do rostouci posloupnosti a kazdé z nich pfifadime
jeji pofadi R;; ve sdruzeném vybéru. Tato pofadi miZeme zapsat do schématu uvedeného
v tabulce
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Vybér Poradi veli¢in ve vybéru Soucet poradi

1 Rll R12 e Rlnl Tl
2 R21 R22 e R2n2 T2
k Rin Rz -+ R, T

Celkovy pocet vSech poradi je

n(n+1
T1_|_..._{_Tk:¥‘

Jako testovaci kritérium pouzijeme

2

12 T:
szZ——:a(nH).

N
=1
Véta 2.24. Necht Xy, ..., Xy je ndhodny vgbér ze spojitého rozloZeni. Necht gy, ..., g
je rozklad mnoZiny {1,..., N} na disjunktni neprazdné podmnoZiny. Necht a(i) a ¢; jsou
dana cisla, 1 =1,...,N. Oznacme

_ 1 . 2 1 . —12
a= Nza(l), o= NZ[@(Z) —al*.

Necht

N-1<. 1 ,
Q=Y a(R), Q= No? > n_j(Qj — E(Qy))".
a ]:1

Pak E(Q) =k — 1.

Dikaz. Méjme

kde

Oznacme

N

S = Z cia(Ry),
=1

i— =S a),
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¢ = % (i),
o2 = 37 (i) — 3)?
c N
Potom za ptfedpokladu platnosti H, plati
2
E(s) = Nac, D(s)= NN_ 10203.
Proto N2
D(Qj) = = 10203
kde
1 & 1
ot = 3" () — i) = 5 3 (E6) — (@()?) =
i+l i+1
n; ni\? _ n; n;
-V (%) =3 (-F)
Potom

j=1
O
Je-li v datech vice nez 25% shod, pouziva se korigovana statistika
Quorig = e
=) T - )
kde tq,ts,... jsou pocty shodnych pozorovani v jednotlivych skupinkach veli¢in majicich

tutéz hodnotu. Za platnosti Hy ma @ asymptoticky x? rozlofeni, kdyz vsechna n, rostou
nade viechny meze. JelikoZ jsme dokazali, ze E(Q) = k — 1, ptijde o x? rozloZeni s (k — 1)
stupni volnosti. Proto nulovou hypotézu zamitdme pro Q > x*(a, k — 1).

Kruskaltv-Wallistv test je citlivy zejména na ty pripady, kdy se jednotlivé distribucni
funkce od sebe lisi posunutim.

Zamitneme-li Hy, je tieba obvykle rozhodnout, které dvojice vybéru se od sebe vyznamné
ligi. Ozna¢me t; = T;/n;, i = 1,..., k. Necht h(a, k — 1) je kritickd hodnota Kruskalova
- Wallisova testu na hladiné «. P¥i malych rozsazich vybéru se h(a,k — 1) najde ve
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specialnich tabulkéch a pii vétsich rozsazich se pouzije aproximace h(a, k—1) = x*(a, k—
— 1). Prohlésime, Ze se distribu¢ni funkce i-tého a j-tého vybéru od sebe vyznamné lisi,
jestlize plati

1 1 1

ti—tj| >4/ —=|—+— | n(n+1)h(a, k= 1). 2.2

1 \/12(7“ =) -+ Dhtak~ 1) (2:2)
Pravdépodobnost, ze alespoti u jedné z k(k — 1)/2 dvojic distribu¢nich funkei F;, F; bude
vypocteno, Ze se F; a F; vyznamné odlisuji, ackoli ve skutecnosti plati hypotéza Hy,
pritom neprekroci a.
Je-li rozsah v8ech vybéru stejny, n; = --- = n, = m (takZe jde o vyvéazené tiidéni), lze
pouzit nasledujici postup:
Pro mensi hodnoty m a k jsou kritické hodnoty pro |T; — Tj| tabelovany. Pii vétsich hod-
notéach se uzije nasledujici postup: Necht g - () je kritickd hodnota rozpéti k nezavislych

ndhodnych veli¢in s rozlozenim No(0, 1) a zavadi se takto: Je-li &, - - - , & vybér z No(0, 1),
oznacime R = {4y — &) jeho rozpéti. Pak g () je ¢islo definované podminkou

P[R = guoo(a)] = .

Prohlasime, zZe se F; a I od sebe lisi, kdyz

1
i =151 > Guoo(a) | 5k Ckm + 1), (2.3)

Ackoliv pfi vyvazeném t¥idéni lze pouzit obou metod, dava se prednost druhé, protoze je
citlivéjsi.

Priklad 2.25. Mame déany vyrobni naklady u ¢tyt firem, které se uchézeji o zakazku,
nebo mame hektarové vynosy u ¢tyt rtiznych zemédeélet,

nebo mame danu tydenni spotiebu piva u ¢tyt studentit FEKT VUT,

nebo mame dan soubor hodnot

skupina A | 19.3 | 18.0 | 21.6 | 22.3 | 20.9 | 20.1 | 24.0
skupina B | 22.1 | 26.5 | 25.2 | 25.0 | 24.3 | 21.9 | 26.7
skupina C | 23.7 | 20.8 | 19.8 | 24.1 | 22.2 | 22.4 | 22.9
skupina D | 17.2 | 16.6 | 16.9 | 17.5 | 21.3 | 15.2 | 19.0

Mame rozhodnout, zda se hodnoty v jednotlivych skupinach od sebe vyznamné lisi.

Reseni. Hodnotam pfifadime jejich potadi

skupina A | 8 | 6 | 15| 17 |12 | 10 | 22
skupina B | 20 | 27 | 26 | 25 | 24 | 14 | 28
skupina C [ 21 [ 11| 9 | 23|16 | 18 | 19
skupipaD | 4 | 2 | 3 | 5 |13 | 1 | 7
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Méame n; = 7,1 = 1,2, 3,4.
Ty =90 T,=164, T3=117, T, = 35.

Hodnota testovactho kritéria je Q = 18.369. Protoze Q > x2(0.05;3) = 7.81, zamitame
nulovou hypotézu, ze vSechny 4 soubory pochézeji z rozdéleni se stejnou distribu¢ni funkei.

Vypocteme
T; .
t,=—,1=1,234.

t = 12.257, 1, =23.429, t;=16.714, t,=5.

Kritické hodnoty jsou 12.59, podle prvni metody, a 11.3 podle druhé metody. Pouzijeme
druhou hodnotu, protoze je mensi a tedy presnéjsi. Pro rozdily ¢; — t; dostaneme

i\Jj B,j=2|C,j=3]|D,j=4
skupina A, ¢ =1 | -10.57 | -3.86 7.86
skupina B, i = 2 6.72 18.43
skupina C, i = 3 11.71
Srovnanim s kritickou hodnotou dostaneme, ze D se lisi od B, D se lisi od C. O

Poznamka 2.26. Je tfeba upozornit na to, Ze pfifazovani poradi nahodnym veli¢inam
je sice monoténni transformaci, ale tato transformace je nelinearni. Tato nelinearita muze
vést k paradoxnim vysledkim.

Priklad 2.27. V tovarné jsou 2 dilny, v kazdé je 6 stroji, z nichz jsou 2 od vyrobce A, 2
od vyrobce B a 2 od vyrobce C. V tabulce jsou uvedeny vykonosti stroji a jim piislusné
poradi.

Dilna ¢.1:
Vyrobce | vykonost | poradi | soucet poradi
A 5.89 | 5.98 | 3 8
B 5.81 | 5.90 | 2 6
C 580|599 |1 7
Dilna ¢.2:
Vyrobce | vykonost | poradi | soucet poradi
A 5.69 | 5.74 | 3 8
B 5.63 | 5.71 | 2 6
C 5.62 | 6.00 | 1 7
Pro celou tovarnu potom méame
Vyrobce vykonost poradi soucet poradi
A 589 | 598 | 569 | 574 |8 |10 |3 | 5 26
B 581 590|563 |571 |79 |2]| 4 22
C 580 599|562 |6.00|6|11|1]12 30




84 MATEMATICKA STATISTIKA

Usporadani poradi je dano relaci A = C' > B a je v obou dilnéach stejné, dokonce i soucty
poradi jsou v obou dilndch stejné, ale v celé tovarné je usporadéni C' = A = B. Je to
v rozporu s uspoiradanim v dilnach.

2.7.7 Friedmanuv test

Necht Y;; jsou nezavislé nahodné veli¢iny se spojitymi distribuénimi funkcemi F;; pro
i=1,...,1,7 =1,...,J. Friedmanovym testem se testuje hypotéza Hy, Ze Fj; nezavisi
na j (zatimco na i zaviset muze).

Pro kazdé i zvlast se urcuje poradi R;; veli¢iny Y;;. (Jde tedy jen o urceni poradi mezi
veli¢inami Yj1,...,Y;))

Za platnosti Hy je splnéna podminka

H{: pro kazdé i je vektor (Ry, ..., R;;)T roven kterékoli permutaci ¢isel
., J se stejnou pravdépodobnosti (1/J!) a vSechny vektory
(Ri1,...,Riy)T proi=1,... I jsou na sobé nezéavislé.

Protoze vsechny vlastnosti Friedmanova testu jsou odvozeny pouze z predpokladu plat-
nosti H, lze ¢asto tento test pouzit za obecnéjsich podminek, nez vyplyva z jeho ptivodni
formulace.

Teoreticky tvar statistiky Friedmanova testu je

J

I.J Z

]71

Q_ ZRU ‘]+1)

i=1

Véta 2.28. Plati-li Hf, pak E(Q) = J — 1.

Dtikaz. Snadno se zjisti, ze plati

pro vSechna 7 a j. Proto

2 2

1

1
> Ry - S +1)

=1

1

> (Biy — R(Ryy)

=1

Z(R R]J +ZZ i )(R& E(Rﬁj)'

i=1 £l

Vzhledem k nezavislostem nahodnych veli¢in dostavame pro kovariaci cov(R;;, Rej) = 0
pro i # (. Déle plati
(J+1)(J-1)

5 .

D(Ry) =
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Proto
I

12
E(Q)_WZ Z z] +ZZCOU RIJ,R@

j=1 =1 i#L

1)—J—l.

Véta 2.29. Plati

Q= J+1 > (Z RU> I(J+1). (2.5)

j:l =1
Dikaz. Dostaneme upravou vzorce (2.4). O

Vypocty se provadéji podle vzorce (2.5).

Hypotézu H§ (a tedy i hypotézu H,) zamitame, kdyZz () prekroéi kritickou hodnotu
Friedmanova testu na hladine « (kritické hodnoty jsou tabelovany). Pi vétsich hodnotach
I se za tuto kritickou hodnotu bere kritickd hodnota x?(a, J — 1).

Zamitneme-li Hy, zajima nas, pro které dvojice j a t se distribu¢ni funkce F;; a Fj; od
sebe vyznamné lisi. Oznac¢me

Jakmile |R; — R;| je vétsi nebo rovno tabelované kritické hodnoté, zamitd se rovnost
F;; = F. Tato porovnani se délaji pro vsechny dvojice j < t. Asymptoticky jsou kritické
hodnoty pro tato mnohonasobnéa porovnavani rovny

0roo(@) 11—21J(J +1). (2.6)

Kritické hodnoty ¢ (a) byly definovany v ¢asti 2.7.6. Vzorec (2.6) se pouziva uz pfi
1>5.

Priklad 2.30. 31 dobrovolnikt bylo ndhodné rozdéleno do dvou skupin po 16-ti a 15-ti
osobach, kazdy ¢len prvni skupiny dostal sklenici dZusu fiznutého vodkou, kazdy c¢len
druhé skupiny dostal pouze dzus. Vsichni byli podrobeni zrychlenému inteligen¢nimu testu
a pritom byl méren jejich tep. Pomoci Friedmanova testu rozhodnéte pro kazdou skupinu
zvlast, zda se tep méni nahodné nebo zda se promita néjaky systematicky vliv ¢asu.
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1 skupina 2 skupina

t 1 2 3 t 1 2 3
1 63 66 77 1 70 64 69
2 60 70 80 2 66 63 61
3 89 80 88 3 95 82 80
4 82 80 83 4 78 71 80
5 70 72 71 5 64 99 65
6 53 69 66 6 100 88 84
7 85 93 92 7 86 85 92
8 86 81 84 8 65 58 67
9 o8 65 68 9 66 7 73
10 70 72 71 10 90 70 82
11 80 76 72 11 76 65 74
12 95 83 82 12 88 7 86
13 78 90 84 13 84 81 64
14 87 82 86 14 83 72 86
15 85 93 92 15 104 99 86
16 83 98 88 - - - -

Reseni. Udaje zase nahradime pofadim (v kazdém fddku zv1ast)

1 skupina 2 skupina

t 1 2 3 t 1 2 3
1 1 2 3 1 3 2 1
2 1 2 3 2 3 2 1
3 3 1 2 3 3 2 1
4 2 1 3 4 2 1 3
5 1 3 2 5 2 1 3
6 1 3 2 6 3 2 1
7 1 3 2 7 2 1 3
8 3 1 2 8 2 1 3
9 1 2 3 9 1 3 2
10 1 3 2 10 3 1 2
11 3 2 1 11 3 1 2
12 3 2 1 12 3 1 2
13 1 3 2 13 3 2 1
14 3 1 2 14 2 1 3
15 1 3 2 15 3 2 1
16 1 3 2 - - - -

Potom dostaneme:
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1 skupina 2 skupina
=16 =15
J=3 J=3
Q=2,375 Q=8,533
Q < x*(3—-1;0,05) = 5,99 Q = x*(3—1;0,05) = 5,99
Nemame dtvod zamitnout hypotézu, ze u 1 | U 2 skupiny se tep neméni na-
skupiny se tepova frekvence méni ndhodné hodné, néco ji tedy ovliviiuje
R;i—R5,=16
Ri—R3=28
Ro—R3=-8

Kriticka hodnota T'= 12,8

(z tabulek nebo odhad podle
(2.6), v obou piipadech dosta-
neme stejnou hodnotu)

|R1— Rs| = T => u druhé sku-
piny je prokazan rozdil v tepové
frekvenci

2.7.8 Andersonuv-Kannemanuv test

Néekdy se misto Friedmanova testu pouziva Andersontiv-Kannemanuv test.

Friedmaniv test odpovida situaci, kdy na kazdém z I objektu (blokt) je aplikovédno J
oSetfeni. Leckdy nejde o oSetieni v pravém slova smyslu, ale prosté veli¢ina je néjakym
zplisobem na kazdém sledovaném objektu zaznamenéna v J casovych okamzicich. Opét
oznacime R;; poradi, které je pfipsano j-tému oSetfeni v i-tém bloku. Necht D, je pocet
blokii, ve kterych osetfeni j dostalo poradi m. Matice

Dll DIJ
D=1 ... ... ..
Dy -+ Dyy

se nazyva incidencni matici. Ozna¢me

Plati-li hypotéza Hy, pak ma x% asymptotické rozloZeni x? ((J — 1)?). V piipads, ze

Xar = X (e, ((7 = 1))

zamitame Hy.

Andersontiv-Kannemanuv test je citlivéjsi proti vétsi tfidé alternativ nez Friedmanuv test.



88 MATEMATICKA STATISTIKA

Priklad 2.31. Pouzijeme stejné zadani jako u prikladu 2.30.

ReSeni. Sestavime si incidenéni matici (tj. kolikrat se ktery prvek vyskytuje v kterém
sloupci):

1 skupina 2 skupina
10 1 5 1 59
D= 4 5 7 D=9 51
2 10 4 5 5 5 0
Xk =10 ix = 8,533
Xax = x*(4;0,05) = 9,49 Tep se méni ndhodné
Xax = (o5 (J —1)%)
Tep se neméni ndhodné

2.8 Testy extrémnich odchylek

Slouzi k eliminaci hrubych chyb pfi méfeni. Pfedpokladame, ze pracujeme se souborem
s priblizné normalnim rozlozenim. Namétené hodnoty si sefadime podle velikosti z; <
< xy < ... < x, Extrémni odchylka se muze tykat bud x;, nebo x,,. Nedoporucuje se
provadét testy extrémnich odchylek opakované. Dochéazi tim ke zkresleni idaju.

2.8.1 Grubbsuv test

Urc¢ime si primér & a smeérodatnou odchylku s. Testovaci kritéria jsou

Ty, — T T — T
T, = , T = .
S S

Kritické hodnoty T1(p) = T,,(p) jsou tabelovany. Jestlize je hodnota testovaciho kritéria
vétsi nez kritickd hodnota, potom se jednd o hodnotu zatiZzenou extrémni chybou, proto
ji vylou¢ime ze souboru a dale ji neuvazujeme.

Priklad 2.32. Méfenim byly ziskdny hodnoty
83; 88; 84; 78; 82; 82; 86; 81; 98; 83; 85; 80.

Provérte, zda neni hodnota 98 vysledekem hrubé chyby.

Reseni. Vypoditame primér a smérodatnou odchylku

T =84.166 s = 4.846.

Dosazenim dostanem
T, —T 98 —84.166

s 4.846

T = = 2.825.
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Z tabulek urc¢ime Tj 05(12) = 2.663.
Protoze je T > Ty 5(12), zamitdme Hy a hodnotu 98 vyfadime ze souboru jako disledek
hrubé chyby. Znovu si ur¢ime primeér a smérodatnou odchylku:

T =28291 s=268.

Doslo k vyrazné zméné — ke snizeni smérodatné odchylky. O]

2.8.2 Dixonuv test

Testovaci kritéria jsou

Tp — Tp—1

Qn=—""— 1=

T, — X1 Ty — 1

To — X1

Kritické hodnoty Q,(p) = Q1(p) jsou tabelovany. Jestlize je hodnota testovaciho kritéria
vétsi nez kritickda hodnota, potom se jedna o hodnotu zatizenou extrémni chybou, proto
ji vylou¢ime ze souboru a déle ji neuvazujeme.

Priklad 2.33. Pouzijeme stejné hodnoty jako v predchozim piipadé:
83; 88; 84; 78; 82; 82; 86; 81; 98; 83; 85; 80.

Provérte, zda neni hodnota 98 vysledekem hrubé chyby.

Reseni. Dosazenim dostanem
Ty — Tp—1 98 — 88

@n = T, —21 98 —T78

Z tabulek urc¢ime (g o5(12) = 0.482.
Protoze je Q,, > Qo.05(12), zamitame Hy a hodnotu 98 vyfadime ze souboru jako dusledek
hrubé chyby. O]

0.5.

Pojmy k zapamatovani

— V této kapitole jsme se zabyvali matematickou statistikou. S jejimi zaklady jste se setkali
v pfedmétu Matematika 3.

— Zopakovali jsme si praci se zdkladnim souborem a s t¥idénim dat.
— Uvedli jsme si zékladni statisrtické testy.

— Ukézali jsme si pouzitelnost a také omezeni jednotlivych testti.

Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem tiidni znak?
2. Kdy nemfizeme pouzit x? test?

3. Jaky je predpoklad pro pouziti testu extrémnich odchylek?
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Cvicdeni

X 0.1 2 3 4 5 6 7 a vice
n; 8 8 11 10 8 7 8
vj | 5496 | 8.790 | 11.724 | 11.724 | 9.378 | 6.252 6.630

Rozhodnéte, zda ndhodnou veli¢inu X zadanou jejimi ¢etnostmi n; miiZeme pokladat za vybér
z Poissonova rozlozeni s ¢etnostmi v; na hladiné vyznamnosti 95%.

2. Mg&jme dva vybéry s charakteristikami 7 = 62,52 = 16,n, = 10,7 = 60,873 = 15,ny =
= 14. Testujte hypotézu, ze oba vybéry maji stejné stfedni hodnoty. Pracujte na hladiné
vyznamnosti 5%.

3. Obrazovka radaru je kruhova o poloméru r. Pfi zapnuti se na ni ndhodné objevi svitici bod
znamenajici letici objekt. Urcete pravdépodobnost, ze svitici bod bude od stfedu obrazovky
r

vzdalen o méné nez 3

4. Nahodn veli¢ina X mé funkci hustoty

a
o= { v e

0, |z| > a.

Urcete 1) parametr a, 2) pravdépodobnost, ze ndhodné veli¢ina X bude lezet v intervalu
(%, a), 3) nacrtnéte graf funkce hustoty.

5. Mtze byt pro né€kterou spojitou ndhodnou velizinu X
a) distribuéni funkce vétsi nez 17
b) funkce hustoty vétsi nez 17
c) distribu¢ni funkce zdporna?
d) funkce hustoty zédporna?

6. Nahodna velicina X ma Laplaceovo rozlozeni s funkci hustoty
flz) =a-e Al

kde A > 0 je konstanta piislusna k danému rozlozeni. Uréete a) paramatr a, b) distribuéni
funkei, ¢)E(X), d) D(X).

7. Urcete interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu a rozptyl na hladiné vyznamnosti 1% pro
vybérové hodnoty:
6.4;7.6;9.2;5.8;3.1;5.4; 7.5;8.2;6.1; 5.5; 4.8.

8. Tovéarna vyrobi za sménu 20 000 diod. Pravdépodobnost vyroby vadné diody je 0.02. Jaka je
pravdépodobnost, ze pocet vadnych diod za sménu bude nejvyse 450.

9. P1i vystupni kontrole byly méfenim 50 vyrobkt ziskdny hodnoty
x; |12 | 14 | 16 | 18 | 20 | 22 | 24 | 26
fil 1| 4]10/14]12|6 | 2 |1
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Horni fadek je t¥idni znak a dolni je ¢etnost. Na hladiné vyznamnosti 5% testujte hypotézu,
zda zékladni soubor mé normaélni rozlozeni se stiedni hodnotou 19.5 a rozptylem 8.1.

10. Méfenim 12 vzorkd pomoci metod X, Y byly ziskdny hodnoty

T; | 24.14 | 36.99 | 29.10 | 31.12 | 48.82 | 48.43 | 38.11 | 37.62 | 57.21 | 41.43 | 38.94 | 45.77
y; | 24.26 | 37.31 | 28.95 | 31.66 | 49.33 | 48.90 | 38.37 | 38.11 | 57.44 | 42.01 | 39.28 | 46.15

Rozhodnéte, zda na hladiné vyznamnosti 1% jsou metody rovnocenné.

Vysledky

1. Pouzijeme y2-test pro jeden vybeér.

7
Z _2086

Jj=1

Protoze mame 7 tiid a Poissonovo rozlozeni mé jeden parametr, tak se jedna o x? rozlozeni
s Sesti stupni volnosti. X(2),95 = 11.1 a my nemame diivod odmitnou nasi hypotézu, takze vybér
muzeme pokladat za vybér z Poissonova rozlozeni s pravdépodobnosti 95%.

2. Jde o test vyznamnosti rozdilu dvou vybérovych priméru pfi neznamych rozptylech. Nejdrive
provérime F-testem, zda se rozptyly rovnaji.

Ny 52 10

1016
F ="t 2= 5 = 1.1.00052910.
nyflsy ﬁ15

Protoze Fy975(9;13) = 3.31, tak nemame diuvod zamitnout hypotézu, ze rozptyly jsou shodné.
Nyni testujeme hypotézu, ze T = 7.

f m \/nxny Ny + Ny — 2) _ 1178
ngs2 + ny52 Ng + Ny

a protoze t.975(22) = 2.074 miZeme prohlésit, ze rozdil vybérovych primeéra neni statisticky
vyznamny na hladiné 5%.

3. Pouzijeme geometrickou pravdépodobnost

2
Sa T 1
p(4) Sa r2 4

4. 1) Parametr a uré¢ime z podminky pro funkei hustoty

/+0o Fo)da = 1.

—00

Proto
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5. Pfimo z definice plyne: a)ne, b) ano, c)ne, d) ne.

A
a= —,
2
1 _—X\z
e ", z >0
F() { 1-— %e”‘x, x>0
E(X) =0,
2

. Vybérové charakteristiky jsou
T = 6.3283, s> = 2.9382, s = 1.7141.

Pouzijeme vztahy

s s
T — ti_e < u<T+ ti_a
n—1" 2 a vn—1" 2
a n n
3 s2 < o2 < — s2.
Xi_a Xa
2 2
Dostaneme

5.0296 < p < 7.535,
1.578 < 02 < 9.95.

. Mame n = 20000, p = 0.02. Potom
Z =mnp = 20000 - 0.02 = 400,0 = \/np(1 — p) = 19.79898987.

450 — 400

< = = 19.79898987
p(X < 450) = F(450) = @ <19,79898987

) = $(2.52538136179) = 0.99413.

. Pouzijeme Kolmogoroviv-Smirnovoviv test pro jeden vybér. Mame zadané Cetnosti, proto si
musime dopocitat odpovidajici hodnoty normalniho rozlozZeni. F; budou kumulativni cetnosti,

+1-19.5
uj = % budou normovanéhodnoty v pravém bodé tfidniho intervalu, ®; budou
odpovidajici hodnoty distribu¢ni funkce
xj 12 14 16 18 20 22 24 26
fi 1 4 10 14 12 6 2 1
F; 1 5 15 29 41 47 49 50

uj | -1.94 | -1.24 | -0.53 0.17 0.87 1.57 2.27 2.98
®; | 0.0262 | 0.1075 | 0.2980 | 0.5675 | 0.8078 | 0.9418 | 0.9884 | 0.9986
Maximalni hodnota rozdilu ®; — F};/50 je 0.0125. Kriticka hodnota se urci podle vztahu

1.36
Dy.95 = 75

Protoze testovaci statistika je mensi nez kritickd hodnota, nemame dtvod zamitnout hypo-
tézu, ze zédkladni soubor mé normélni rozlozeni se stfedni hodnotou 19.5 a rozptylem 8.1.
x? test nemtizeme pouzit, protoze vybér nesplituje podminky - polovina éetnosti je mensi jak
5.

= 0.192.
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10. Pouzijeme Wilcoxoniv test pro parové hodnoty. Nejdfive si uréime rozdily d; a pfifadime
jim poradi p;:

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
T 24.14 | 36.99 | 29.10 | 31.12 | 48.82 | 48.43 | 38.11 | 37.62 | 57.21 | 41.43 | 38.94 | 45.77
Yj 24.26 | 37.31 | 28.95 | 31.66 | 49.33 | 48.90 | 38.37 | 38.11 | 57.44 | 42.01 | 39.28 | 46.15
d; -0.12 | -0.32 0.15 -0.45 | -0.51 | -0.47 | -0.26 | -0.49 | -0.23 | -0.58 | -0.34 | -0.38
P+ 2
pi— | 1 5 8 11 9 4 10 3 12 6 7

Hodnota testovaciho kritéria je T' = 2. Z tabulek pro n = 12 a a = 0.01 dostaneme T, = 7.
Protoze T' < T, zamitame nulovou hypotézu a tvrdime, ze metody X,Y jsou rozdilné.

Maplety

V nasledujicich mapletech si miizete nékteré studované pojmy priblizit, pripadné si sesta-
vit vlastni zadani priklad.

1. Kvantily norméalniho rozlozeni pravdépodobnosti
2. Fisher-Snedocorovo rozlozeni pravdépodobnosti

3. Studentovo rozlozeni pravdépodobnosti


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstNormKvantil.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstFishSned.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstStudent.html
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3 Operac¢ni vyzkum

Pruvodce studiem

V této kapitole si nejdfive jsme nejdfive na riiznych prikladech z praxe ukdzeme, Ze vsechny se daji

popsat pomoci linedrnich funkci a tedy Ze se daji resit metodami linedarniho programovani.
Dale se budeme nejdrive zabyvat grafickym reSenim a naslednou analyzou citlivosti, tj. tim, jak se
zméni feSeni pri zméné nékterého ze vstupnich parametri Glohy.

Potom prejdeme k algebraickému feSeni. UkaZeme si prevedeni tlohy na kanonicky tvar pomoci po-
mocnych proménnych a pfipadné pouZziti umélych proménnych. Seznamite se se simplexovou metodou
feseni tloh linearniho programovani.

Budeme se vénovat i nékterym lskalim simplexové metody, zejména degeneraci, neexistenci nebo

nejednoznacnosti reseni.

Potom prejdeme k problematice nelinearniho programovani a ukazeme si, Ze za urcitych podminek
jsme schopni i v téchto pripadech nalézt optimalini reseni.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Slovné zadanou tlohu vyjadfit matematickymi vztahy.

e Prevést tlohu na kanonicky tvar.

e Umét pouzivat pomocné a umeélé proménné.

e Resit tlohy linearniho programovani.

e Provadét analyzu citlivosti.

e Chapat omezeni a uskali Feseni ulok linedrniho programovani.

e Umét rozhodnout, zda je tloha nelinedrniho programovani resitelna.

e Pouzit v praxi mwetody nelinedrniho programovani.
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3.1 Uvod

Jak uz nazev napovida, jedné se o vyzkum operaci. Systematicky vyzkum v této védni oblasti
byl zahajen v pribéhu druhé svétové valky, tj. operace, o kterych se zde mluvi, byly puvodné o-
perace vojenského charakteru: taktické, organizacni a v neposledni fadé zasobovaci. Jako priklad
problémt, které se v té dobé Tesily, si mizeme vzit nasledujici tkol: Jakjym zptisobem rozmistit
néklad do stanovehého poctu lodi, aby bylo mozné plnit bojové tkoly i za situace, ze nékteré z
prepravnich lodi budou nepfitelem potopeny.

Metody operac¢niho vyzkumu tedy spojuje zejména oblast praxe, ve které vznikaly — spada sem
optimalni rozdélovani surovin, vyrobkli a pracovnich sil, pldnovani projektt, lohy zésobovani,
feSeni problému opotfebeni a obnovy zafizeni, otdzky spojené s ¢ekanim na obsluhu, vybér
nej-lepsi strategie, stanoveni harmonogramu ¢innosti, atd. Po vélce se vyzkum téchto otazek ne-
zastavil, protoze dané poznatky nachéazely své uplatnéni zejména v ekonomice, kde se setkavame
prakticky se stejnymi situacemi (ekonomika je také trochu valka).

Z teoretického hlediska jsou vSak problémy vzniklé na jednom bitevnim poli feSeny v mnoha ob-
lastech matematiky: problém optimalniho rozdéleni zdrojt a pracovnich sil se pfevedl na hledani
maxima nebo minima linedrni funkce (disciplina: linedrni programovani) nebo nelinedrni funkce
(discipliny: matematické programovani nebo nelinedrni programovani). Planovani projektu naslo
své TeSeni v tlohach sitové analyzy (teorie grafu). Volba optiméalni strategie podnitila rozvoj ce-
lého védniho oboru — teorie strategickych her. Teorie pravdépodobnosti prinesla svou trochu do
mlyna v otazkach front (nemysli se fronty véle¢né, ale fronty v opravné, menze, bance, na maso
nebo na mobil). Sekvenéni, opakujici se procesy vedly k rozvoji dynamického programovani,
fesiciho tlohy uzitim rekurzivnich optimaliza¢nich algoritmi.

3.2 Linearni programovani

Ukolem linearniho programovani je najit feseni tilohy:

n
naleznéte minimum (nebo maximum) funkce z = ) ¢;z; za omezujicich podminek
j=1
x; > 0proj=1,2,...,n (tzv. trividlni podminky),
n
a;;x; < b; (nebo = b; nebo > b;) proi=1,2,...,m.
-1

J

Priklad 3.1. Spole¢nost RED, s.r.o. vlastni zavod na vyrobu vnitinich a venkovnich
natéri domu. K vyrobé se pouziva dvou zakladnich surovin A, B. Maximalni denni do-
stupnost suroviny A je 6 tun, suroviny B 8 tun. Na vyrobu jedné tuny vnéjsiho natéru je
potieba 1 tuna A a 2 tuny B, na vyrobu jedné tuny vnitiniho natéru 2 tuny A a 1 tuna
B. Pruzkum trhu ukazal, ze

a) denni vyroba vnitiniho natéru nesmi piekrocit denni vyrobu vnéjsiho natéru o vice
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nez 1 tunu;

b) denni vyroba vnitfniho natéru nesmi piekrocit 2 tuny.

Prodejni cena 1 tuny vnéjsiho natéru je 3000 dolart, vnitiniho 2000 dolart. Jaké mnozstvi
obou natért musi spole¢nost vyrabét, aby byl jeji obrat maximalni?

Matematicka formulace ulohy:

1. oznac¢ime promeénné:

x ... denni vyroba vnéjsiho natéru (v tunach)
y ... denni vyroba vnitiniho natéru

2. budeme hledat maximum funkce z = 3z + 2y, ktera vyjadiuje denni obrat (v tisicich
dolaru).

3. omezujici podminky:

— omezeni na spotfebu suroviny A:
na vyrobu vnéjsiho natéru se spotfebuje x tun suroviny A denné
na vyrobu vnitiniho natéru se spotfebuje 2y tun suroviny A denné
maximalni dostupnost suroviny A je 6 tun denné
celkem tedy dostavame omezeni: 1. z + 2y < 6

— omezeni na spotiebu suroviny B: 2. 2x +y <8
— ad pruzkum trhu a): 3. y —z <1
— ad pruzkum trhu b): 4. y <2

— trividlni omezeni, chceme vyrobit kladné mnozstvi obou natéru:
5.2 >0
6.y >0.

3.2.1 Grafické reseni ulohy linearniho programovani

Zabyvejme se nyni nejprve grafickym fesenim naseho matematického modelu. Z geome-
trického vyznamu feSeni ulohy lze totiz odvodit obecny algebraicky postup feseni. Vse
bude vysvétleno na ptikladu vyroby dvou natéru.

Ad Priklad 3.1. Naleznéte maximum funkce z = 3z 4+ 2y za omezeni

r+2y <6
2 +y <8
—r+y<1
y <2
z >0
y=>0

S ok whH
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Reseni. Jedna se o tlohu nalezeni globalniho extrému funkce z na mnoziné p¥ipustnych
hodnot (oznaéme ji M) zadané Sesti omezenimi. Kazdé omezeni jednoznacné urcuje
jednu polorovinu. VSechna omezeni musi platit soucasné, tj. mnozina M je prinikem
Sesti polorovin (viz obr.3.1):

8 | -
. . smér rustu funkce z
klicova vrstevnid

vrstevnice z = 6
4+ -

ot

Obr. 3.1: Grafické znazornéni feseni Prikladu 3.1.

Studujme nyni vrstevnice funkce z na mnoziné M:
Vrstevnicemi jsou kiivky tvaru 3x + 2y = d, kde d je hodnota vrstevnice; tj. rovnobézné
primky y = —% + %. Pokud libovolnou z téchto vrstevnic posunujeme ve smeéru ristu
funkce z (= sméru ristu konstanty d) kolmém na vSechny vrstevnice, dojdeme k opti-
malnimu feSeni, kterym je posledni neprazdny prinik vrstevnice s maximéalni hodnotou
na M a mnoziny M.
V nasem pripadé je optimum v bodé A, ktery ziskame jako prusecik primek 1. a 2. .
Optimalni hodnota funkce z v bodé A je
10 4 38

z(A)=3- 3 —1—2-3_ 3
Poznamka 3.2. Protoze grafem funkce z je rovina, optimum musi lezet v nékterém
vrcholu mnoziny pfipustnych hodnot (nebo ve vice vrcholech, pokud kli¢ova vrstevnice
prochézi vice vrcholy).
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Optimalni feSeni neexistuje, pokud

— mnozina M je prazdna
— mnozina M je neohranie¢né ve sméru ristu funkce z.

Definice 3.3. Netrivialni omezeni se nazyvaji

— klicova ... pokud prochéazi bodem optima

— nekli¢ova ... pokud neprochézi bodem optima.

3.2.2 Analyza citlivosti na zakladé grafického nahledu

Zabyvejme se nyni chvili analyzou citlivosti, tj. tim, jak se zméni feseni pii zméné né-
kterého ze vstupnich parametru tlohy. Podle toho, jaky parametr se méni, odpovézme
u Prikladu 3.1 na nésledujici otazky:

a) Jak moc mé smysl zvySovat pravou stranu klicovych omezeni, aby se zlepsovala
optimalni hodnota funkce 27

b) Jak moc mé smysl sniZzit pravou stranu nekli¢ovych omezeni, aby hodnota optima
zustala zachovana?

c) Pokud bychom chtéli zajistit zvySeni pravé strany nékterého z kli¢ovych omezeni,
které z nich mé nejvétsi prioritu?

d) Jak moc miZzeme ménit koeficienty funkce z, aby bod optima zistal zachovan?
(funké¢i hodnota v bodé optima se samoziejmé zméni)

Ad Priklad 3.1.

ad a) Kli¢ova omezeni jsou 1. a 2. .
Omezeni 1. : x +2y <6
Graficky je tato situace znazornéna na obr.3.2. Pokud posunujeme pifimku 1.
ve sméru rustu funkce z, pii posunu az do 1.’ se toto omezeni stava nadbytecnym,
nebof mnozina pfipustnych hodnot se neméni pfidanim nebo odebranim omezeni
1.” . Posunovat 1. dale nez do 1.’ tedy neméa smysl.
Nahradime-li tedy v nasem piipadé omezeni 1. omezenim 1.’, optimum bude nyni
v bodé B, coz je prusecik omezeni 2. a 4. :

B=[3;2 = 2(B)=3-3+2-2=13

Bel' =1/ :2+2y<7
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Obr. 3.2: Grafické znazornéni posunuti primky klicového omezeni.
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Obr. 3.3: Grafické znazornéni posunuti primky klicového omezeni.

Omezeni 2. : 2z +y < 8
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ad b)

Graficky je tato situace znazornéna na obr.3.3. Pfimku 2. ma smysl posunovat az
do 2. | kdy se omezeni 2.” stdva nadbyteénym (jeho pfiddnim nebo odebranim se
neméni mnozina pripustnych hodnot).

Nahradime-li v nasem pfipadé€ omezeni 2. omezenim 2.’ , optimum nastane v bodé
C, coz je prusecik omezeni 1. a 6. :

C=1[60=2C)=3-6+2-0=18
Ce2'=2"2x+y<12

Neklicova netrivialni omezeni jsou 3. a 4. . Protoze neprochazi bodem optima A
puvodni tlohy, mtzeme jejich pravou stranu snizovat, aniz by se bod optima zménil.
Tato situace je zndzornéna na obr.3.4.

Obr. 3.4: Grafické znazornéni posunuti primek neklicovych omezeni.

Omezeni 3. 1ze ménit az na 3.7 | tj.
Ae3/ =3/ —o+y< -2

Omezeni 4. 1ze ménit az na 4.7 | tj.

Aed =4y <

L >

V obou piipadech zmény ziistava optimum v bodé A = [X 2] tj. z(A) = £ je

373
optiméalni funkéni hodnota.
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ad ¢) Modifikace netrividlnich omezeni si shrneme do tabulky:
omezeni prava strana se zméni o . .. zména funkce z jednotkova
zména 2
1 7—6=1 (bod optima ... B) | 2(B)—2(A)=1 | =1
B . 16/3

2 12 -8 =4 (bod optima ...C) | 2(C) —z(A) =3¢ | == =3

3 —2—1= -3 (bod optima ... A) | 2(4) —2(A) =0 | % =0

4 3 —2=—2 (bod optima ... A) | 2(4) —2(A) =0 | 5 =0

Udaje uvedené v poslednim sloupci tabulky jsou tzv. stinové ceny, tj. stinova cena
prislusnd danému omezeni = zména funkce z pfi jednotkovém zvyseni pravé strany
klicového omezeni a nebo jednotkovém snizeni pravé strany neklicového omezeni.

Stinové ceny neklicovych omezeni jsou vzdy nulové. Maximalni stinova cena urcuje
omezeni s nejvétsi prioritou zmény pravé strany, tj. omezeni 2 ma nejvetsi prioritu
zmény pravé strany.

ad d) Odpovézme napf. na otazku, jakd zména koeficientu a funkce z = ax + 2y jesté
zachova bod optima A?

Odpovéd lze opét odvodit z geometrického ndzoru: Aby bod A ztstal bodem
optima, vrstevnice funkce z musi mit sklon mezi dvéma meznimi hodnotami
urc¢enymi sklony piimek 1 a 2 :

pifimka 1: y= —%x—l—?)
. a d porovnanim koefi-
vrstevnice funkce z: y = —gr+ 5 .o .
clentu x mame:

primka 2 : y = —%x—l—S

a 1 4

— € —=;—=)=>ac (1;4).
2 < 2 2> a€ (L4

Tj. bodem optima zistane bod A, pokud cena venkovniho natéru se pohybuje v
rozmezi od 1 do 4 tisic dolaru.

Z prikladu je vidét, ze analyza citlivosti je stejné diilezita jako feseni ptivodni tlohy.

3.2.3 Algebraické reseni ulohy linearniho programovani
Simplexova metoda

Geometrickd metoda hledani feseni tlohy LP je vhodnéd pouze pro ulohy, které obsa-
huji jen dvé proménné. Pokud ma tloha LP vétsi pocet proménnych, musime pouzit
algebraickou metodu. Pritom tloha musi byt v kanonickém tvaru. Pokud tloha neni v
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kanonickém tvaru, musime ji nejdiive na tento tvar prevést.
Pro kanonicky tvar plati, ze

— vSechna omezeni jsou rovnicemi

— vSechna omezeni maji nezapornou pravou stranu

— pro vSechny proménné z; plati: z; > 0

Priklad 3.4. Nasledujici tlohu upravte na kanonicky tvar:

Naleznéte minimum funkce z = 221 + 3 x5 za omezeni

I
—
()

T+ X9
—2x1 + 329

71‘1 —41'2

VANVAN
&

T

IV m
o B o

X2

Reseni. Zapornou pravou stranu druhého omezeni jednodusSe odstranime vynasobenim
nerovnosti ¢islem (—1).

Nerovnost prevedeme na rovnici tak, ze v pripadé < k levé strané pricteme, v pripadé >
od levé strany odecteme, novou nezapornou pomocnou proménnou p.

Poslednim problémem je nahradit neohrani¢enou proménnou z; € R néjakymi nezapor-
nymi proménnymi. Toho lze docilit substituci x; = 2 — Y, kde 2} > 0, zf > 0. Libovolné
realné ¢islo lze vyjadrit jako rozdil dvou nezapornych c¢isel, napt.:

=2 = 27=2 2{=0

rn=-3 = ;=0 2{=3.
Kanonicky tvar tlohy tedy bude:

Naleznéte minimum funkce z = 2 (2} — z) + 3 x5 za omezeni

) — ] +x9 =10
220 =22 — 329 —p1 =5

7oy =72 —4dxo+py = 6

xiZO; Z'/{ZO, :UQZOJ plZOJ p220
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Prevod na kanonicky tvar je sympaticky v tom, ze zachovava feseni piivodni tlohy. Tedy
feSeni tlohy v kanonickém tvaru je stejné jako feSeni ptivodni tlohy (omezime-li se na
ptvodni proménné).

Pti algebraickém feseni se vyuziva toho faktu, ze optimum funkce z musi nastat v nékterém
z vrcholu mnoziny ptipustnych hodnot. V algoritmu feseni tedy najdeme néjaky libovolny
vrchol mnoziny pripustnych hodnot. Potom vybereme ten z jeho sousednich vrcholi, ve
kterém nastane nejvétsi zlepseni funkce z (zlepseni = zvySeni pokud hleddme maximum
a snizeni pokud hleddme minimum) a pfesuneme se do néj. Proces vybéru sousedniho
vrcholu, ktery zlepsuje funkci z, opakujeme tak dlouho, dokud to jde. Kdyz vSechno dobie
dopadne, dojdeme na konci procesu do optimalniho vrcholu.

Jesté poznamka k nazvu metody: pokud mnozina pripustnych hodnot je ohranicena a
pocet jejich vrcholu je o 1 vétsi nez jeji dimenze, nazyvame ji simplex. Odtud i nazev
simplexova metoda, nebot se v daném kroku pohybujeme mezi vrcholy urcéitého simplexu.

Celou metodu vysvétlime na nasem piikladu 3.1 vyroby natéru. Kanonicky tvar
ulohy je:

Naleznéte maximum funkce z = 3z + 2y za omezeni

T+ 2y +m =6
2+ y + P2 =38
T+ Yy + ps3 =1

Y +py =2

Z, Y, P1, P2, P3, P4 Z 0.

Pti pfevodu na kanonicky tvar jsme si zavedli pomocné proménné py, ps, p3, P4.

ResSeni: Kanonicky tvar tlohy pfepiseme do tzv. simplezové tabulky:

T Yy p1 p2 Pp3 pa | TeSeni
2 1-3 =2 .0 0 0 0] =0

m| 1 2 1 0 0 0| 6
p2| 2 1 0 1 0 0| 8
psl—-1 1 0 0 1 0] 1
pil 0 1 0 0 0 1| 2

V prvnim fadku tabulky jsou oznaceny sloupce jednotlivych proménnych. Ve druhém
radku jsou zapsany koeficienty rovnice z — 3x — 2y = 0, je tfeba si jen uvédomit tvar
funkce z se vSemi proménnymi

Z=3x+2y+0p1+0p2+0p3+0p4.
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V dalsich radcich jsou zapsany koeficienty jednotlivych omezujicich rovnic. V nasem pti-
padé omezeni tvori systém 4 rovnic o 6 neznamych. Najdeme jisté jeho feseni nasledovneé:
Vybereme 4 proménné, tzv. bazické proménné (v nasem piipadé pi, pa, ps, ps). Oznaceni
bazickych proménnych je v prvnim sloupci tabulky, v fadku z jsou koeficienty u bazickych
proménnych rovny 0 a v tabulce tvori sloupce prislusné bazickym proménnym jednotko-
vou matici. Ostatni, tzv. nebdzické proménné, polozime rovny 0, tj. x = 0, y = 0. Tim
vznikne systém 4 rovnic o 4 neznamych py, ps, p3, ps, ktery ma jediné feseni. Protoze
prislusna matice systému je jednotkova, vektor pravych stran je pfimo vektorem feseni,
tj.

p1:67 p2:87 p3:1, ])4:2

Timto zpusobem jsme nasli soufadnice vychoziho vrcholu simplexu
z° = (0,0,6,8,1,2).

Ptechod na sousedni vrchol simplexu lze algebraicky zafidit tak, Ze jednu z nebazickych
proménnych zaménime za jednu z bazickych a pak postup opakujeme, nebazické proménné
polozime rovny 0, zbyly systém s bazickymi proménnymi vyfeSime.

Poznamka k terminologii:

e piipustné teSeni — — — libovolny bod mnoziny pfipustnych hodnot (nemusi byt
vrcholem), jehoZ vSechny soufadnice jsou nezaporné

e pripustne bdzické reseni — — — takové pripustné feseni, které odpovida nékterému
vrcholu mnoziny pripustnych hodnot.

Realizujme nyni prechod do sousedniho vrcholu, ktery nejvice zlepsi hodnotu funkce z:

a) Za vstupni proménnou vybereme x, protoze piislusny koeficient v fadku funkce z
je nejvice zaporny, tj. pri prevodu na druhou stranu rovnice nejvice zvysi hodnotu
funkce z. Pokud uz zadné ¢islo v fadku z neni zaporné, dané pripustné feseni je uz
optimalni.

b) Proménnd x urcuje sloupec, ve kterém vybereme kladné hodnoty. K témto hodno-
tam vypocteme tzv. kladné zmény neboli podily (piislusnd prava strana)/(hodnota
ve sloupci): % a %. Minimalni z téchto kladnych zmén urcuje radek, jehoz proménna
je vystupni: v nasem piipadé minimélni kladna zména je %, tj. pe je vystupni
proménnda. Prvek na priseciku vstupniho sloupce a vystupniho fadku se nazyva

pivotovy prvek.
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T Yy p1 P2 P3 Dpa|TeSeni

z|-3 =2 0 0 0 0| 0
pr| 1 2 1 0 0 0| 6
< lp| 2 1 0 1 0 0| 8
ps|—1 1 0 0 1 0] 1
pa| 0O 1 0 0 0 1| 2

Dtivod vybéru radku s miniméalni kladnou zménou:

|

T T

o
L
o
-
N
w
N
o
ok
<
®

Obr. 3.5: Grafické znazornéni prechodu mezi dvéma vrcholy.

N&§ vichozi vrchol je £° = (0;0). Vstupni sloupec urcuje, Ze nejvétsi nartist funkéni
hodnoty funkce z nastane pro proménnou x, tj. budeme se pohybovat ve sméru ristu
proménné (= v kladném sméru osy x). Néasledujici vrchol mnoziny pfipustnych hodnot
v tomto sméru z' = (4;0) je dan prvnim nejbliz$im omezenim, které protne osu z, coZ
je omezeni 2 s kladnou zmeénou 4, nikoli omezeni 1 s kladnou zménou 6 (bod (6;0) neni
vrcholem M). Miniméalni kladnd zména (= 4) vyjadiuje zménu soufadnice = pfi pFechodu
z vrcholu z° do z?.

Nakonec jesté poznamenejme, Ze kladnad zména nemusi obecné znamenat vzrist x-ové
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soufadnice; kladny smér = smér rustu funkce z pfi maximalizaci, resp. smér klesani z pti
minimalizaci.

Nyni elimina¢nimi upravami zajistime, aby se na misté pivotového prvku objevila
hodnota 1 a zbylé hodnoty vstupniho sloupce byly 0 (véetné koeficientu v fadku z).

POZOR - K danému fadku lze pficitat ndsobek pouze pivotového (= vystupniho) fadku,
zadného dalsiho!

Timto dodatecnym omezenim se totiz docili dilezité vlastnosti, ze sloupce odpovidajici
novym bazickym proménnym budou opét vytvaret jednotkovou matici (i kdyz jejich
poradi bude pfehazené) a navic bude splnéna dilezitd podminka (kterd musi byt zaru-
Cena v kazdém kroku simplexové tabulky), Ze koeficienty v fadku z pfislusné bazickym
proménnym jsou rovny 0:

%

T Yy p1 p2 p3 pa|TeSeni
z |10 —3 0 2 0 0| 12
—Ipm|0 2 1 -1 0 0of 2
|1 £ 0 3 0 0 4
ps|0 2 0 L 1 0] 5
palf0 1 0 0 0 1| 2

V poslednim sloupci faddku pro funkci z je uvedena jeji novd hodnota (ve vrcholu z').
Ta se zvysila o nasobek piislusného koeficientu v fadku funkce z (= 3) a kladné zmény
proménné = (= 4), tj. 0 3-4 = 12.

Nebéazické proménné polozime rovny 0, t;.

y=20
p2 =0
Dostavame nové bazické reseni:
p1 =2
r =4
p3 =95
Py = 2.

Novy vrchol, do kterého jsme se dostali, ma tedy soutradnice
z' = (4,0,2,0,5,2).

Algoritmus pokracuje dalsim krokem: zaporna hodnota v fadku z urcuje vstupni promén-
nou ¥y, vystupni proménna je ur¢ena miniméalni kladnou zménou

mind 2 4 5 21 _4
3/2°1/2°3/2"1f &
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ktera nastane v 1.fadku (= p; fadek).

Po normalizaci pivotového prvku a vynulovani vstupniho sloupce pomoci pri¢teni nasobkt
pivotového tadku k nepivotovym radktim dostavame tabulku

T Yy p1 p2 p3 pa|Fesend
|00 3 5 0 0] 122
y |01 2 —2 0 0| 3

10 - 2 0 0 2
ps|0 0 -1 1 1 0| 3
ps|0 0 =2 &+ 0 1| 2

Nova hodnota funkce z se zvysila o % . %, tj. o %
Nebéazické proménné polozime rovny 0, t;.

p1 =20
p2 =10
Dostavame nové bazické reseni:

_ 4

y=3

10

3

p3 =3

— 2

p4 - 3

Novy vrchol, do kterého jsme se dostali, méa tedy soufadnice

10 4 2
_a_)07073a_ .
33 3)
Protoze v fadku funkce z uz nejsou zaporné hodnoty, nalezené feseni je optimalni, tj.
10 4
rT=—, Y=

3 3

je optiméalni mnozstvi denni vyroby obou natért.

z? = (

Poznamka k vybéru vstupni proménné:

1) Vybér sloupce odpovidajiciho zdporné, ale ne nejvice zaporné hodnoté v fadku z by
také vedl ke zvyseni hodnoty funkce z, ale to zvysSeni by nebylo nejvétsi mozné.

2) Pfi minimalizaci je v algoritmu jediny rozdil: vstupni sloupec je ten, ktery odpovida
maximalni kladné hodnoté v fadku z (ta pfi pfevodu na druhou stranu rovnice
nejvice zmensi funkéni hodnotu).
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3.2.4 Analyza citlivosti pomoci vystupni simplexové tabulky

Celou analyzu citlivosti lze provést pomoci simplexové tabulky, a to i v tlohach pro
vyssi dimenzi, kde uz grafické feseni neni mozné. Odpovédi na jednotlivé otazky analyzy
citlivosti lze vyCist ze zavéretné (vystupni) simplexové tabulky. Postup si opét ukazeme
na prikladu 3.1:

a) Jaky je vyznam optimdlnich hodnot p; = po = 0, ps = 3, ps = %, kde hodnoty
D1, P2, P3, P4 jsou koeficienty optiméalniho feseni?
pr=p2=0 ... omezeni 1, 2 jsou klicova, obé suroviny jsou maximalné vy-
uzity (jednd se o omezeni dostupnosti zdroji)

p3 =3 ... pravou stranu omezeni 3 lze snizit pti zachovani optima o hod-
notu 3, tj.
3 : —x+y < —2 ... denni vyroba vnéjsitho natéru muze

prekrocit denni vyrobu vnitiniho nétéru az o 2 tuny (jedna se
o omezeni poptavky)

pravou stranu 4 lze snizit o %, tj.

I
ol

P4
4y < % ... poptavka muze byt jesté o % snizena.

b) Rédek funkce z v optimélni tabulce udava stinové ceny piislusné jednotlivym
omezenim — kazdé omezeni je neoddélitelné spjato s jednou pomocnou proménnou.

stinova cena omezeni 1 je rovna % — snizeni pravé strany 1 o 1 povede ke sni-
zeni obratu o % tisice dolaru

2 3

0

0 — kdyby stinovd cena 4 byla misto 0
kladna, znamenalo by to, Ze ma smysl
zvySovat poptavku po vnitinim natéru,
¢ehoz lze docilit zvysenim podilu spolec-
nosti na trhu.

c¢) Informace o zméné pravych stran kli¢ovych omezeni.
Jak moc ma smysl zvysSovat pravou stranu omezeni 1?7 Kdybychom toto omezeni
uvazovali ve tvaru x + 2y < 6 + A, vysledna simplexova tabulka by byla tataz az
na sloupec pravych stran:
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T Y p1 D2 D3 Pa feseni
2 ! 1224+ 3A, >0
y 3 330120
-1 0 1a>0
D3 -1 3—1A:>0
ml -2 220120

Modifikace pravych stran (= koeficienty u A;) je urcena koeficienty ve sloupci vy-
stupni tabulky odpovidajicim pomocné proménné p; v omezeni 1 .

Nerovnosti uvedené v pravém sloupci tabulky musi platit, aby feseni bylo pripustné.
VyfeSenim mame A; € [—2; 1], tj. dostupnost suroviny A ma smysl zvysit o 1 tunu.

Analogicky lze rozebrat i dalsi klicové omezeni 2 . Pritom vysledek ziskany pro dané
klicové omezeni plati pro tu situaci, Zze pravé strany ostatnich omezeni neménime
(vzdy sledujeme zménu pouze jednoho omezeni).

Informace o zméné koeficientu funkce z.
Sledujme vliv zmény koeficientu u proménné x: z = (3 + 1) x + 2.
Optimalni tabulka:

Yy p1 P2 p3 pa| TeSeni
2|0 0 (5—36) (5+201) 0 0122+ 300,
y

10 -3 2 0 0 2
Pp3
P4

Koeficienty u 6; jsou dany hodnotami v fadku x v mimobazickych sloupcich.
Aby se jednalo o maximum, musi platit

1 1 4 2
S5 >0 —4 55,20 =0, e[-2:1
373020 g+ 2 1€ [=21],

tj. koeficient u x ve funkci z musi byt v intervalu [3 —2;3 + 1] = [1;4].

Situace zmény nebézického koeficientu je jesté jednodussi: z = 3x+2y+ (04 J3) py
zpusobi optimalni tabulku s fadkem z ve tvaru

Yy p1 p2 ps pa|TeSeni
0

1 4 2

z
z10
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U d3 je pfi maximalizaci vzdy koeficient —1, pfi minimalizaci vzdy koeficient +1.

e) Pii analyze citlivosti jsme se dosud nezabyvali otazkou, co zpisobi zména koefici-
entld na levé strané nékterého omezeni. K této otazce se vratime v kapitole 3.3 a
zodpovime ji s vyuzitim teorie duality.

3.2.5 Obecny tvar simplexové metody s vyuzZitim umélych pro-
ménnych

Pokud sloupce odpovidajici pocatecnim bazickym proménnym ve vstupni tabulce sim-
plexové metody nevytvari jednotkovou matici, nenulové souradnice prislusného bazického
feseni nejsou pfimo rovny pravym stranam simplexové tabulky — tato matice je ziskana
az vytesenim prislusného systému rovnic. A zde se miize stat, ze néktera souradnice feseni
bude zaporna, tedy vychozi bazické feseni nebude pripustné.

Priklad 3.5. Minimalizujte funkci z = 4 21 4+ x5 za podminek

31‘1+ ZL‘2:3
41’1+3£L’226
I1+2$2§4

x1, 9 2> 0.
ResSeni. Kanonicky tvar tlohy bude:
Najdéte minimum funkce z = 4 x; 4+ x5 za podminek

3ill'1+ ) =3
4x1 4+ 39 — p1
T1 + 224 +p =4

x1, Ta, p1, p2 > 0.

Vstupni simplexova tabulka méa tvar

r1 To p1 po | TeSeni
z |—4 -1 0 0 0

To 3 1 0
D1 4 3 -1
Do 1 2 0

= O O
=~ O W
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Za vstupni bazické proménné jsme zvolili xo,p1,p2, tj. polozili jsme z; = 0. VyTesime

prislusny systém rovnic

T2 =3 To =
3xa— M =6p= p=3
2z 4+ p2=4 p2 =—2

Dané feseni (0, 3, 3, —2) neni piipustné, protoze jeho ¢tvrta souradnice je zéporna. Nejedna

se tedy o vrchol mnoziny ptipustnych hodnot.

]

Abychom zarudili, ze nalezené vstupni bazické feseni bude pripustné, pouzijeme jedné ze

dvou nésledujicich metod vyuzivajicich tzv. umélé proménné.

a) Dvoufazovd metoda

1.faze: Priddme do levych stran systému nerovnosti dalsi proménné, diky nimz zde
vznikne jednotkova podmatice a fesime tilohu linearniho programovani s novou
funkei r (ta se vzdy minimalizuje, i kdyby ptivodni tloha byla maximalizace):

Najdéte minimum funkce r = u; 4+ uy za podminek

3T + @ + ug =3

43:1+3:1:2—p1 + Us =6

Ty + 219 +p =4

Ti, T2, P1, P2, U1, U2 Z 0.
Vstupni simplexova tabulka mé pak tvar

1 Ty p1 UL Uz po | TeSeni

min | 7 0 O 0 -1 -1 0 0

1| 3 1 0 1 0 O 3

u | 4 3 -1 0 1 0 6

p| 1 2 0 0 0 1 4

Zvolili jsme bazické proménné uq, us,ps a polozili x1 = zo = p; = 0. OvSem
nemtiizeme provést optimalizacni krok, protoze neni splnéna podminka, o
které uz byla fec¢: koeficienty v fadku funkce r v bazickych sloupcich musi
byt rovny 0. Abychom vynulovali koeficienty —1 ve sloupcich uy, us, a pfitom

zachovali nuly ve sloupci po, pricteme k radku r radky uq, us:
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X; To P1 Uy Uus po | FeSeni
min | 7 7T 4 -1 0 0 O 9
u| 3 1 0 1 0 0 3
u| 4 3 -1 0 1 0 6
p| 1 2 0 0 0 1 4

Nyni muzeme provést optimalizaci:
2’ =(0,0,0,3,6,4).

Vstupni sloupec uré¢ime podle maximélniho kladného prvku v radku r, vy-

stupni fadek podle minimalni kladné zmény min {%, g, % = g
r1 Xo P1 U1 Uy po | FeSeni
min | r 0 g —1 —% 0 0 2
x| 1 % 0 % 0 0 1
u| 0 3 -1 —3 1 0| 2
p2| 0 2 0 - 0 1| 3
Optimalizace:
z' = (1,0,0,0,2,3)
max r = g = vstupni souradnice je
: 1 2 31 _ 2
mm{%%’%}—%
T1 To P1 UL Ug P9 | Teseni
r 0 0 0 -1 -1 0 0
1 3 1 3
z| 10 5 5 -5 0 3
3 _4 3 6
2 01 -5 -5 5 0] 3
p2o O 0O 1 1 -1 1 1

Optimum tulohy je

36
2
=(=,-,0,0,0,1
z (57577a7)7

protoze v fadku funkce r (mimo pravou stranu, ktera neslouzi k uréovani vstup-
ni proménné) uz neni kladny prvek.

Viimnéme si také, ze r(z?) = 0. Kdyby tomu tak nebylo a optimalni funkéni
hodnota by byla nenulova, znamenalo by to, Ze ptuvodni uloha (s funkei z)
nema feseni, tj. 2.fazi metody bychom uz nepokracovali.
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2.faze: Nyni se vratime k minimalizaci funkce z ptivodni tlohy, pfi¢emz omezeni opi-
seme z vystupni tabulky 1.faze. Pfitom sloupce u1, us vylouc¢ime, protoze nejsou
bazické. Kdyby néktera z proménnych uq, us byla bazicka v optimalni tabulce
1.faze, museli bychom ji uvazovat i ve 2.fazi a zajistit, aby vypadla z baze
(Dautzig 1963).
Resime tedy tlohu:

najdéte minimum funkce z = 4 x; + x5 za podminek

Ty + %Pl %
Lo — %pl =§
ptpr=1

T1, T2, p1, p2 > 0.

Systém podminek nyni obsahuje sloupce, ze kterych lze slozit jednotkovou
matici, ¢ili volbou béazickych proménnych xq, x5, p2 a polozenim p; = 0 dosta-
neme uz pripustné bazické feseni:

1 Xo p1 po | Feseni
min |z | —4 -1 0 0 0
1 3
3 6
D2 0 0 1 1 1
1 18

Protoze v bazickych sloupcich fadku z nejsou nuly, musime tento radek upravit
pred provadénim optimaliza¢niho kroku.
Nyni muzeme provést optimalizaci:

3 6 18
mo = (575,0, 1) X z(m‘o) = —.

max z = = = p; je vstupni proménna

min{%,

= O

= 1 = py je vystupni proménna.

r1 Ty p1  po | FeSeni
1 17
x| 1 0 0 —3| 2
zo| 0O 1 O g g
pr] 0 0 1 1 1
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Optimalizace:
29 17
L= (2,2.1,0); z(a") = —.
x (5,5, ,0), z(z) z

Dostavame tedy optimalni feseni tulohy:

2 9
r1 = g, To = g
b) Penalizacni metoda
Tato metoda je ekvivalentni dvoufazové metodé — rozdil je vSak v tom, ze obé faze
jsou zabudovany najednou v jedné tloze linearniho programovani.

Ad Priklad 3.5 Najdéte minimum funkce z = 4x; + 2o + M (u; + ug), kde
M je libovolné velkd kladné konstanta (v pfipadé maximalizace funkce z by u M
bylo znaménko —) za podminek

3$1+ T2 + up =3
4x1+3x2—p1 + uo =6
T1 + 22, +p =4

T1, T2, P1, P2, U1, uz > 0.

Protoze M muze nabyvat vysokych hodnot, pro optimum tulohy musi platit
u; = ug = 0. Pokud to nenastane, ptivodni tiloha nemé feseni.

Systém omezeni je tedy stejny jako v 1.fazi dvoufazové metody, pouze doslo ke
zméné funkce z.

T ) P1 U1 U2 P2 reseni
min | z —4 —1 0O —-M —-M 0 0
—w 3 1 o 1 0 of 3
Us 4 3 -1 0 1 0 6
D2 1 2 0 0 0 1 4
z | —4+7TM —-144M —-M 0 0 0| 9M
Pred pouzitim optimalizacniho kroku musime opét vynulovat bazické pozice v
radku z.
Optimalizace:
2° =(0,0,0,3,6,4); z(z°) =9 M
max z = —4 + 7 M = z1 je vstupni proménna

min {%, g, %} = % = wuy je vystupni proménna.
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T X9 p1 up Uy po | TesSeni
min [z | 0 My =M 0 0 4+2M
w1 % 0 5 0 0
w0 2 -1 3 1 0
p2| 0 g 0 —% 0 1
Optimalizace:
' =(1,0,0,0,2,3); z(z')=4+2M
max z = 1+§M = I je vstupni proménna

. 1 2 3 _ 6 . , ’ v /
min { /3 5/3" 5/3} = ¢ = ug je vystupni proménna.

T1 Ty P1 Uy Us po | Teseni
mn|z |0 0 + (-M) (—1-M) o] 2
w0 31 b ol ¢
RIS e B NI
< Ip|0 0 1 1 -1 1| 1
Optimalizace:
36 18
2 2
= (-,-,0,0,0,1); 2(z7) = —
(2.2.0,0.0.1); =% =
max z = % = p; je vstupni proménna
min {i’—?g, 1t = 1= p, je vystupni proménn.
T1 Ty P1 Uy Us po | Teseni
z [0 0 O (% -M) —-M —% %
x| 1 0 0 2 0 —-i| 2
x| 0 1 0 —% 0 % %
p| 0 0 1 1 -1 1 1
Optimalizace:
29 17
3 3
r = _7_71707070; r)=—
(5.2.1,0.0,0); =(a%) =
je optimum, protoze v fadku funkce z (mimo pravou stranu) nejsou uz kladné hod-
noty.

Dostavame tedy optimalni feseni ulohy:

)
T1 ==} T = —.
175 " 5
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V tloze jsme prii fesSeni mohli misto abstraktniho M pouzit dostatecné velkou hod-
notu, napt. M = 10000. Ale (zejména v pocita¢ovém zpracovani algoritmu) pii
pouziti konkrétniho M dochazi k zaokrouhlovaci chybé. Proto je vyhodnéjsi pouzi-
vat abstraktni M (i v programu, lze totiz dodefinovat algebraické operace s¢itani,
nasobeni a porovnavani hodnot obecné i pro abstraktni M s vyuzitim pomocné
proménné, do které je mozné ukladat koeficient u M).

Priklad 3.6. Je nutné v néasledujicich tlohéch pouzit umélé proménné?
a) Najdéte maximum funkce z = x; + 25 za omezeni

2$1+3!L’2:5
7$1+2$2§6

T1, x93 2> 0.

b) Najdéte minimum funkce z = x; + x5 + 23 + x4 za omezeni

2ZL’1+ T2 + T3
4wy +3x9  + 14 <8

T1, T2, T3, T4 2 0.
Reseni. ad a) Ano, tloha ptfeformulovana pro uziti simplexové metody zni:

maximalizujte funkci z = x1 + 9 — Mu za podminek

2$1+3£L’2+U = 5
7$1+2$2 + P = 6
1, Tg, u, p > 0.

Prislusna simplexova tabulka:

1 To u p | feseni
max | z —1 —1 M 0 0
u 2 3 1 0 5
D 7 2 0 1 6
z|—1-2M —-1-3M 0 0| -5M

Nesmime zapomenout vynulovat bazické koeficienty v fadku z, aby byla tabulka
pripravena pro optimalizac¢ni krok!
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ad b) Ne, samotna omezeni obsahuji uz jednotkovou podmatici

T Xy T3 x4 | TeSeni

min|z [-1 -1 -1 -1 0
r3 | 2 1 1 0 7
ry| 4 3 0 1 8
z 5) 3 0 0 15

Musime opét vynulovat bazické pozice v fadku z.

3.2.6 Uskali simplexové metody

a) Degenerace

— matematicky: bazicka soufadnice feseni je rovna 0, tj. miize se stat, ze jed-
nomu vrcholu mnoziny pripustnych hodnot odpovidé vice krokt simplexové
tabulky; specialné je zde nebezpeci tzv. zacykleni, tj. prochézeni neékolika vr-
cholu mnoziny pripustnych hodnot stale dokola, aniz bychom sli k optimalnimu
vrcholu.

— prakticky: nékteré omezeni je nadbytecné, ale vétsinou nepozname, které to je.

— FeSeni: zkusime v algoritmu pokracovat, zacykleni vétsinou nenastane, nebo
lze zacykleni vétsinou vyloucit tim, Ze pro volbu vystupniho fadku na chvili
uvazujeme misto nul na pravé strané systému mald € > 0.

Priklad 3.7. Maximalizujte funkci z = 321 + 9 x5 za podminek

T+ 4w <8
$1—|—21}2§4

Ty, Tg Z 0.

Reseni: Grafické feseni je zndzornéno na obr.3.6.

Prvni z obou netrividlnich omezeni je nadbyteéné; optimum je v bodé A = [0;2].
b) Vice optimdlnich teseni

— matematicky: nebazicky koeficient v fadku z je roven 0 ve vystupni simple-
xové tabulce; pak pokud s proménnou prislusnou tomuto koeficientu vstoupime
do baze, prislusné feseni bude rovnéz optimalni.
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Obr. 3.6: Grafické reseni prikladu 3.7.

— prakticky: optimum neni pouze v obou vrcholech z!, 22, ale v kazdém bodé
hrany mezi nimi az' + (1 — )22, kde a € (0;1).
Pokud optimum nastane ve 3 vrcholech z!',z? x3, nastane rovnéz v kazdém
bodé trojihelnika témito vrcholy uréeného x = ax! + asxz? + azx®, kde
a; € [0;1] a plati ay + ae + a3 = 1 (tzv. konvezni kombinace vrcholu).

Priklad 3.8. Maximalizujte funkci z = 2x; + 4 x5 za omezeni

$1—|—21’2§5
T + LU2§4

T1, T2 Z 0.

Reseni: Grafické feseni je zndzornéno na obr.3.7.

Libovolny bod tsecky AB je feSenim, tj.

T - 0 —a 3 o )
() =e(2) ca-a (). weon

c) Neomezené teseni

— matematicky: vSechny hodnoty ve vstupnim sloupci v nékterém optimali-
zacnim kroku jsou < 0, tj. neexistuje zadna kladné zména pro dany sloupec.



3.2 LINEARNI PROGRAMOVANT 119

Obr. 3.7: Grafické reseni prikladu 3.8.

— prakticky: tloha neni dobife formulovana (chybi ur¢ité omezeni, popiipadé
néktery parametr neni dobfe odhadnut).

— FeSeni: fekneme, ze funkce z je ve sméru svého zlepSovdani neomezend, popii-
padé dodame dalsi omezeni nebo pfehodnotime koeficienty tlohy.

Priklad 3.9. Maximalizujte funkci z = 21 + 4 x5 za omezeni

$1+2ZC2§5
T + 1’2§4

x1, w2 = 0.

Reseni: Grafické feseni je znazornéno na obr.3.8.
Mnozina pfipustnych hodnot je neohranicené ve smeéru ristu funkce z.

d) Mnozina pripustnych hodnot je prizdnd

— matematicky: v 1.fazi dvoufazové metody je optiméalni hodnota kladna.
— prakticky: tloha neni dobfe formulovana, omezeni jsou v rozporu.

— FeSeni: nékterd omezeni odstranime.
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_15 I I I I I
0 5 10 15 20

Obr. 3.8: Grafické reseni prikladu 3.9.

3.3 Dualita v ulohach linearniho programovani

Tato kapitola je uvedenim do teorie duality. Co to je dualita? Kromé ptivodni (primérni)
ulohy nyni budeme definovat jesté tzv. dudlni ilohu. Pfi studiu vztahu mezi primarni a
duélni ulohou uvidime, Ze obé ulohy nékdy stoji proti sobé (v néfem se lisi), jindy jsou
v souladu (v néem jsou stejné nebo se dopliuji), ale vzdy jsou navzajem rovnocenné,
zaddna neni nadrazena té druhé. Snad pfi studiu tohoto vztahu duality bude u¢inén pokrok
alespon v oblasti linedrniho programovani.

3.3.1 Formulace dualni ulohy linearniho programovani

Ptivodni tlohu linearniho programovani oznacujeme jako primdrni:

n
naleznéte minimum (nebo maximum) funkce z = ) ¢;z; za omezujicich podminek
J=1

n
Yoajr;=bproi=12...,m,
i=1

r;>0proj=12...,n.

K této tloze konstruujeme tzv. dudlni tlohu podle néasledujicich pravidel:
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primérni tloha duélni uloha

minimalizace | maximalizace, vSechna omezeni typu <, proménné neohranicené

maximalizace | minimalizace, vS§echna omezeni typu >, proménné neohranicené

Vztah koeficientti primarni a duélni tlohy je mozné znazornit v tabulce:

primarni proménné

T1 ) ] o Iy
ravé strany dudalnich
p , y — | C C2 ... G ... Cp
omezeni
a1 Q12 ... Q15 ... Qin bl U1
921 QAo ... azj ... Qop b2 Y2
koeficienty levych stran | - . . . . (1. .
o i : : : : : dualni proménné
duélnich omezeni
A1 Cm2 - Qi oo Qmp | b | Um

j-té dualni omezeni koeficienty duélni funkce w

Priklad 3.10. Formulujte duélni tlohu k tloze:

maximalizujte funkci z = 521 + 1225 + 4 x3 za podminek
.7}1+2I2+ .Z‘3§].0

2ZE1— $2+3ZE3: 8

T1, T2, T3 2 0.

Reseni. Nejprve formulujeme kanonicky tvar priméarni alohy:

maximalizujte funkci 2z = 521 + 1229 + 43 + 0p za podminek
r1 + 2204+ z3+p=10
2ZL’1 — X9 + 31’3 = 8
x1, T2, T3, p > 0.
Dualni tloha je tedy tvaru:

minimalizujte funkci w = 10y; + 8y, za podminek
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3
12
4

Y1+ 299
291 — Yo
Y1 + 3Y2

(AVAR VAR,

y1 > 0; 42 € R,

tj. na y, neni kladeno zadné omezeni.

Priklad 3.11. Formulujte dualni problém k nésledujicimu:

minimalizujte funkci z = 57 — 2 x5 za omezeni

—x1 + 22 > -3
2$1+3l’2 S 5

L1, T2 2 0.

Reseni. Nejprve kanonicky tvar primarni tlohy:

minimalizujte funkci 2 = 521 — 225 + 0p; + 0 py za podminek

1 — T2+ p1 =3
2I1+3£C2 +p2:5
X1, T2, P1, P2 Z 0.

Dualni tloha je tvaru:

maximalizujte funkci w = 3y; + 5y, za podminek

5
-2

Y1+ 2y

<
—y1 + 3y2 <

Y1, y2 < 0.

Priklad 3.12. Formulujte dualni problém k nésledujicimu:

maximalizujte funkci z = 5 x1 + 6 5 za omezeni

ZE1+2J]2:5
—$1+5l’223
4$1+7$2§8

1 € R, 29 > 0.



3.3 DUALITA V ULOHACH LINEARNIHO PROGRAMOVANT 123

Reseni. Kanonicky tvar primarni tilohy:

maximalizujte funkci z = 52} — 527 + 6 25 + 0p; + 0 py za podminek

xp — x] + 2 =5
i+ 2 +b5xy—pm =3
dxy —Ax] + Tay + py =38

/ "
Ty, Ty, T2, p1, p2 = 0.
Duélni tdloha je tvaru:

minimalizujte funkci w = 5y; + 3y2 + 8 y3 za podminek

y1— Y2t+4ys > 9
—y1+ y2—4ys = =5
2y1 + Sya + Tys 2
—Y2 >
Ys =
y1 € R.

Vsimnéme si, Ze slou¢enim prvnich dvou podminek vznikne rovnost a Ze na proménnou
)
yp neni vztazeno zadné omezeni. O

3.3.2 Vztah mezi feSenim primarni a dualni alohy

VyteSme nyni primarni tilohu a tlohu k ni dualni a vSimnéme si souvislosti mezi jednot-
livymi simplexovymi tabulkami.

Ad Priklad 3.10. Vyfesme nejprve primarni tlohu. Kanonicky tvar doplnime umeélou
proménnou u s cilem vytvoreni jednotkové podmatice:

maximalizujte funkci 2 = 521 + 1229 + 423 + 0p — Mu za podminek

r1 + 224+ 3+ P =10
2x1 — T9 + 3x3 +u=8

1, To, x3, p, u > 0.

Nyni je vSe pripraveno pro provedeni simplexové metody pro priméarni tilohu.
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max 2z = ) 12 4 0 —M
1 Ta T3 P u | FeSeni
krok 0: z -5 —12 —4 0 M| =0
P 1 2 1 1 0| 10
T3 | u 2 -1 3 0 1 8
z | =b—=2M —-124+M —-4-3M 0 0| —-8M

Nejprve jsme museli vynulovat bazické pozice v fadku z. Dudlni omezeni odpovidajici
pocatecni bazi ziskdme z tabulky ze sloupcii p a u. Tj. jsou to omezeni

1 > 0
Yyas > —M

(do pravych stran bereme ptvodni nevynulované koeficienty s nezménénym znaménkem
ve sloupcich bézickych proménnych p a u).

1 To X3 P U reseni
krok 1: z —g —% 0 % + M 3—32
1 7 1 22
2o p| 3 3 01 =3 Bl
2 _1 1 8
3| 3 3 10 3 3
r1 Xy X3 P U feseni
krok 2: z —% 0 4—70 —‘—; + M @
1 3 1 22
T2 | 7 7 7 7
5 1 2 26
T1 <> | T3 7 0 7 7 =
r1 Ty X3 P U feseni
krok 3: 2|0 0 ¢ 2 24+ M| 545
1 2 1 12
20 01 =5 5 -3 B
7 1 2 26
rn| 1l 0 5 3 5 5
Dostavame optimalni feseni:
26 12
$1:€, 332:3, x3 = 0.

Z tabulky miizeme také vycist optimalni koeficienty funkce z pfislusné primarni pocatec¢ni
béazi — hodnoty oznacené carkované.
Nyni vyfesme duélni tllohu prevedenou na kanonicky tvar doplnény o umeélé proménné:
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minimalizujte funkci w = 10y, + 8 vy5 — 8y4 + M (uy + ua + u3) za podminek

v+ 2y — 2y, — + uy =9
2y1 — Yo+ s — P2 + U =12
y1 + 3y — 3ys — D3 +uz = 4

Y1, yé? yg7 b1, P2, P3, U1, U2, U3 Z 0.

krok 0:
min w = 10 8 —8 0 0 0O M M M

Y1 Y Yo P1 D2 P3 U1 Ug ug | feseni
w —10 -8 8 0 0O -M -M —-M| =0
Uy 1 2 -2 -1 0 0 1 0 0 5
Us 2 -1 1 0 -1 0 0 1 0| 12
Us 1 3 -3 0 0 -1 0 0 1 4
w | —-104+4M —-8+4M 8—-4M —-M -M —-M 0 0 0| 21M

Primérni omezeni odpovidajici poc¢atecni dualni bazi jsou

$1§M
ZEQSM
1’3§M

(do pravych stran opét bereme ptvodni nevynulované koeficienty s nezménénym zna-
ménkem u bézickych proménnych uy, ug, us).

krok 4:
Y1 Yy Vs 1 P2 P3 Uy Ug uz | reseni
26 12 26 12 4
7 1 7 1 3
ps|0 0 0 -5 5 1 3 -5 1 5
2 1 2 1 2
w0 -1 1 5 -5 0 -5 5 5
1 2 1 2 29
ypp 10 -5 -5 0 5 5 B
Dostavame optimalni feseni:
29 , y 2 2
= —, = — = 0 — - = —=.
Y1 5 Y2 = Yo 2 5 5
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Z tabulky miZzeme také vycist optimélni koeficienty funkce w odpovidajici pocatecni
duélni bazi — hodnoty oznacené c¢arkovaneé.

Vztah mezi feSenim primarni a duélni dlohy:

1) optimalni hodnota funkce z = optimdalni hodnota funkce w

vektor optimalnich koefici- vektor rozdilt levé minus pravé
2) enti funkce z prislusnych | = | strany dudalnich omezeni prislus-
pocatecni primarni bazi nych pocatecni primarni bazi

Ad Priklad 3.10 Prislusné vektorova rovnice z bodu 2) vztahu mezi primarni a dudlni
ulohou zde ma tvar

2 -0 29 2 4
)= = g = 2, w=54s,
—s+M Y2 — (—M) 5 5 g

Cili pomoci feSeni primarni tlohy jsme z tohoto vztahu ziskali feseni dualni ilohy. Naopak
uvazime-li, ze dualni tloha k dudlni tloze je ptvodni primarni tloha, lze pomoci feseni
duélni tlohy urcit feseni primarni tlohy:

5~ M n-M 26 12 4
12 _ _ _ 1 _ _rgc
E_M =|z9g— M :>x1—5,x2—5,x3—0,2—545.
—M T3 — M
7 porovnani primarni a dualni alohy vidime, ze
libovolnad funkéni hodnota pfi- libovolna funkéni hodnota pfi-
pustného bazického feseni maxi- | < | pustného béazického feSeni mini-
malizace malizace

bez ohledu na to, ktera tiloha je primarni a ktera dualni. Kdyz tedy zname dobré reSeni
minimalizace a dobré feSeni maximalizace (dobré v tom smyslu, Ze funkéni hodnoty v obou
ptipadech se od sebe moc nelisi), mtizeme s jistotou védét, Ze skuteéné optimum obou tloh
ma funk¢éni hodnotu v intervalu uré¢eném témito dvéma dobrym: funkénimi hodnotami.

3.3.3 Pojem inverzni matice

V k-tém kroku simplexové tabulky lze vSechny hodnoty této tabulky uréit na zakladé tzv.
inverzni matice (a zadani primarni a dualni tlohy):
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tabulka k-tého kroku:

sloupce odpovidajici
primérni pocatecni bazi
—

koeficienty ucelové funkce — \ \ = D

inverzni
matice

~—
sloupce omezeni mimo sloupce primérni po¢. baze

a) urceni sloupcti omezeni mimo sloupce pocateéni baze:

sloupec inverzni ma- sloupec
v k-tém = tice v k-tém . v 0-tém
kroku kroku kroku

Ad Priklad 3.10. krok 1: urceni sloupce proménné x1:
1 1
2 1
3 0 3 2
krok 2: urceni sloupce pravych stran:
22
26
T
b) uréeni koeficientt ucelové funkce:
Nejprve uréime hodnoty dualnich proménnych y; podle vztahu

vektor koeficientt inverzni
vektor pro- . , .
snnich nad inverzni ma- matice
ménnych vy; v = ., . : ,
YR Vi tici v k-tém kroku v k-tém
k-tém kroku .,
priméarni tabulky kroku

a pak lze vypocist primarni fadek ucelové funkce z vektorové rovnice

vektor rozdilt levé minus
pravé strany odpovidaji-

= ciho dudlniho omezeni s
hodnotami proménnych y;
z k-tého kroku

vektor koefici-
entlh u x; uce-
lové funkce v k-
tém kroku

Ad Priklad 3.10. V nasem piikladu méme vzdy v daném kroku nad inverzni matici
nasledujici koeficienty priméarni tcelové funkce:
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krok | béaze | koeficienty tcelové funkce nad inverzni matici
0 | (pu) (0, —M)
1| (p,x3) (0,4)
2 | (x2,x3) (12,4)
3 | (x2,21) (12,5)

(vSimnéte si, Ze v 0-tém kroku bereme ptvodni koeficienty s nezménénym znaménkem).
Tj. napriklad hodnoty v fadku funkce z ve 3.(= optimélnim) kroku simplexové tabulky
urc¢ime néasledovné:

Nejprve najdeme hodnoty y; ve 3.kroku

Y=

(SN
SN
~—
Il
/~

(B

[S{1\)
N——

(y1,92) = (12,5) - <

a pak prislusné koeficienty funkce z ve 3.kroku:

koeficient u x1 Y1 +2y2 — 5 0
koeficient u x9 291 — yo — 12 0

: _ _ 3
koeficient uzs | = | y1 +3y2—4 | = :

. 29
koeficient u p y1 —0 £
koeficient u u y2 — (—M) —24+ M

Urceni hodnoty ucelové funkce v k-tém kroku:

dosazenim sloupce feSeni z k-tého kroku do ucelové funkce vypocteme jeji hodnotu v
k-tém kroku.

Pomoci sloupcti piislusnych inverzni matici lze tedy ziskat hodnoty ve vsSech ostatnich
sloupcich. Toto lze vyuzit pfi programovani algoritmu simplexové metody — vice o tom v
kapitole 3.

3.3.4 Ekonomicka interpretace duality

Uvazujme nasledujici primarni a dualni tlohu:

n
P: | maximalizujte funkci z = ) ¢;z; za omezujicich podminek
J=1

n
a;jr; = by prot=1,2,...,m,
Jj=1

z; >0proj=12...,n.
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m
D: | minimalizujte funkci w = Y b;y; za omezujicich podminek
i=1

m
Z(J,Z’jinCj proj:1,2,...,n,
i=1

y; >0proi=1,2...,m.

Jednotlivé koeficienty a funkce maji nasledujici ekonomicky vyznam:

¢j ... zisk jednotkového vystupu ¢innosti j (obycejné je diktovan trhem)
b; ... dostupné mnozstvi zdroje i

a;j ... mnozstvi zdroje i potfebné pro jednotkovy vystup ¢innosti j

z ... zisk

Y; ... cena jednotkového mnozstvi zdroje i (= tzv. stinova cena — udava, jak
moc jednotkové zvySeni dostupnosti zdroje i zvysi zisk z)

w ... vyuziti zdroju (odéerpani zdroji)

Ad Piiklad 3.10 Vyznam optimalnich hodnot y; = 2, yp = —
Abychom zvysili optimum funkce z, musime

[S] )

— zvysit dostupnost zdroje 1

— snizit dostupnost zdroje 2.

Vzdy plati z < w.

Reseni neni optimalni, pokud zisk z < vyuZiti zdrojt w
max 2z ... maximalizujeme zisk

minw ... minimalizujeme vyuziti zdroji pro dany zisk

Podminka optimality v k-tém kroku maximalizace ... koeficient funkce z u pro-

ménné z; je roven ;aijyi —¢; > 0.
1=

1

Zj ... tzv. pripsana cena

Pokud z; —¢; >0, tj. 2; > ¢;, proménnad z; nemlze byt vstupni proménnou opti-

T

Zj ... tzv. redukovana cena
maliza¢niho kroku (zvySovani proménné x; nepfinese vétsi zisk).

ad primdarni dloha: polozky b; 1ze nékdy zvysit (stinové ceny urcuji prioritu) novymi
investicemi
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ad dualni aloha: aby se zvysila ziskovost ¢innosti j, snazime se snizit jeji pfripsanou

m

cenu z; = » a;;yi, coZ se obyCejné dosahuje snizenim koeficientu spotieby ay;
i=1

odpovidajiciho nejvétsi dualni soutadnici ¥y

Priklad 3.13. UvaZzujme vyrobni halu, kde tfi rizné typy vyrobkt prochézi kazdy tfemi
riznymi linkami. Limity doby pristupu ke kazdé lince jsou po fadé 430, 460 a 420 minut
denné a jednotkovy zisk vyrobkd je 3,2 a 5. Tabulka udava dobu (v minutach) prichodu

vyrobkt jednotlivymi linkami:

vyrobek 1 vyrobek 2 vyrobek 3
linka 1 1 2 1
linka 2 3 0 2
linka 3 1 4 0

ReSeni. Primarni dloha bude tvaru:

maximalizujte denni zisk z = 3x; + 225 + 5 x3 za podminek

.CE1+2.%’2—|— $3§430
333'1 +2£L’3§460
[L’1+4$2 §420

T1, T2, T3 Z 0.

Vystupni simplexova tabulka ma tvar:

T Ty T3 P p2  ps3 | feSeni
= 4 0 0 1 2 0| 1350
-1 1 0 1 —3 0| 100
x| 30 0 4 0] 230
ps| 2 0 0 -2 1 1 20

Analyza: optimdlni feSeni neobsahuje vyrobek 1 (z; = 0), tj. tento vyrobek neni ziskovy
(z1 > ¢1 = 3), ale muzeme jej ziskovym uéinit snizenim z; (21 = y1 + 3y2 + ¥3).

Protoze z dudlni tlohy ziskdvame dualni feseni y; =1
Y2 =2

Y3 = 07
ma smysl néco délat jen s prvni a druhou linkou, vétsi priorita je davana druhé lince.
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Zkoumejme tedy druhou nerovnost priméarni tlohy; jeji pravou stranu zvysovat
zatim nechceme, zabyvejme se tedy sniZzenim koeficientl na levé strané:

vyrobek 1 vyrobek 2 vyrobek 3
linka 1 1 2 1
linka 2 3—r 0 2
linka 3 1 4 0

Jak velké musi byt r, aby se stal vyrobek 1 ziskovym? Tak, aby z; < ¢, tj. 1+ (3—
—r)2<3=r>2.

3.3.5 Dualni simplexova metoda

Jestlize v pripadé maximalizac¢ni tlohy neni feseni optiméalni, aspon pro jeden koeficient
J prepocitavané funkce z plati:

Z A;5Y; — Cj < 0, tJ
=1

m
(*) aijyi < Cj.
=1

1

Vsimneme-li si blize omezeni (x), toto omezeni se vyskytuje v dudlni tloze, ale s opac-
nou nerovnosti (>). Tedy primérni FeSeni neni optimalni < pfislusné duélni FeSeni je
nepiipustné. Odtud plyne hlavni myslenka duélni simplexové metody:

Pokud primérni bazické feseni je nepfipustné (néktera jeho souradnice je < 0), ale
plati podminka optimality (z; —c; > 0 pro vSechna j), snazime se dualni simplexovou
metodou prejit do vrcholu, ktery stale splinuje podminku optimality, a navic uz je
pfipustny (jeho soufadnice > 0). Prvni takovy vrchol, do kterého touto metodou
dorazime, je optimum primarni tlohy.

Postup: na rozdil od regularni simplexové metody probiha optimaliza¢ni krok v opacném
pofadi — nejprve vybereme vystupni fadek (a sice podle nejvice zadporné souradnice ve
sloupci pravych stran), a potom vstupni sloupec (podle minimalni absolutni hodnoty
podilu koeficient v fadku funkce / koeficient ve vystupnim radku, pFicemz kladné a nulové
jmenovatele vypoustime; pokud takové jsou vSechny, iloha nemé pfipustné feseni).
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Priklad 3.14. Minimalizujte funkci z = 2 27 4+ x2 za podminek

3ZL’1—|— 1’223
4!L’1+3(L’226
$1+21’2§3

x1, 9 2> 0.

Reseni. Pokud prvni dvé nerovnosti vynasobime (—1), vyhneme se pouZziti umélych
proménnych, ale za cenu toho, Ze nalezené bazické feSeni neni pripustné:

!

1 To  p1 p2 ps | FeSeni
1 -2 1 0 0 0 0 podminka optimality
je splnéna (koeficienty
P1 -3 -1 1 0 0 -3 jSOll < 0)
<—|p|-4 -3 0 1 0| -6
p3| 1 2 0 0 1 3

Z hodnot v poslednim sloupci je vidét, ze Teseni je nepiipustné; pokusime se nalézt pfti-
pustny vrchol pomoci dualni simplexové metody:

Vystupni fadek uré¢ime pomoci maximalné zaporné soutradnice feseni — to je v naSem pii-
padé py = —6. V tomto fadku py jsou dva zaporné koeficienty — k nim vytvorime podily
|z — hodnota/ps — hodnotal : |:—Z‘, ‘:—:1,)| Minimé&lni z nich je ten druhy, vstupni sloupec
tedy bude x,.

Zbytek algoritmu je stejny jako u puvodni simplexové metody. Na misto pivotového
prvku (—3) se snazime dostat v dalsim kroku hodnotu (+1), ostatni hodnoty v pivotovém
sloupci chceme vynulovat, a to skrze pricteni jistého nasobku pivotového radku k danému

radku. Dostaneme tabulku

<—

X1 T2 p1 p2 ps | Teseni
z =2 0 0 — O 2 | = podminka optimality
D1 _g 0 1 _% 0l —1 je stale splnéna
| 3 1 0 —3 0 2
<—ip|-3 0 0 2 1|-1

Z hodnot v poslednim sloupci je vidét, ze feseni opét neni pfipustné; zopakujeme tedy
optimalizacni krok dualni simplexové metody:
Vystupni fadek si miizeme vybrat z fadkid p; a ps diky minimélni hodnoté (—1). Vyberme
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tedy napriklad fadek ps. Jedina zaporna hodnota urcuje vstupni sloupec x;.

Ty Ty p1 p2  ps | TfeSeni
3 2 12
p|0 0 1 -1 -1 0
1 4 6
2 3 3
ps|1 0 0 -5 —5] 3
Z hodnot v poslednim sloupci je vidét, ze Teseni je piipustné, a tedy i optiméalni. O

3.3.6 Analyza citlivosti v celé své krase

a) Zména pravé strany nékterého omezeni: Miize vést jen k tomu, Ze feseni nebude
piipustné (néktera souradnice bude < 0), podminka optimality zistane zachovana
= miizeme pokracovat pouzitim dualni simplexové metody.

Ad Priklad 3.1. Zménime-li v zadani ilohy pravou stranu omezeni 1 na 7 a pravou
stranu omezeni 2 na 4, vystupni tabulka simplexové metody zménéné tlohy se
bude od vystupni tabulky ptivodni tlohy lisit pouze ve sloupci pravych stran
— TeSeni bude ale nepiipustné (néktera jeho souradnice bude < 0). Po jednom
kroku duélni simplexové metody dospéjeme k optimu (jehoz hodnota bude
hor$i). Podrobnéji viz samostatné cviceni.

b) Pfidani nového omezeni: Vysledek pozménéné tlohy se neméni, pokud bod optima
toto omezeni spliiuje. V opaéném piipadé musime doplnit omezeni na rovnost (po-
mocnou proménnou), vyloudit z této rovnosti optimalni bazické proménné ptvodni
tlohy (do nové béaze se navic pfidd novd pomocné proménnd, ¢ili pivodni simple-
xové tabulka je doplnéna o fadek i sloupec) a pfipadné pouzit dudlni simplexovou
metodu, pokud je to potfeba.

Ad Priklad 3.1. Chceme-li k omezenim puvodni tlohy pfidat podminku z < 3,
doplnénim na rovnost mame x + ps; = 3, vystupni simplexova tabulka ptivodni
ulohy se doplni o tadek a sloupec. Protoze proménna x je bazicka, musime
pridany fadek upravit tim, ze od néj odecteme radek x . Tak se porusi neza-
pornost pravé strany tabulky a provedenim jednoho kroku dualni simplexové
dospéjeme k novému optimalnimu Feseni (funkéni hodnota v ném bude nizsi —
to se ale dalo ¢ekat, Zze pridanim dalsiho omezeni se nezlepsi funkéni hodnota
optima). Podrobnéji samostatné.

c) Zména koeficientt iéelové funkce: Jeden zptusob pfepoctu byl popsan na str.109.
Uvedme zde jesté jeden zpusob pro prepocdet zmény koeficientt, které stoji u ba-
zickych proménnych vystupni tabulky ptvodni tlohy. Tento zptisob uziva dualnich
proménnych a dudlnich omezeni. Vysvétlime jej na prikladu.
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Ad Priklad 3.1. Pokud funkce v ptvodni tloze bude zménéna na z = 5x + 4y,
Yy T P3 Pa
4 5 0 0

poradi koeficientii vzhledem k béazi vystupni tabulky je , a tedy

Wl = WIN W

<y17 3/27 y37 y4) - (4, 5, 0, O) .

Wi M Wi Wi

0 0
0 0

:(1, 2,0, o).
10
0 1

Pomoci rozdilti levych a pravych stran dudlnich omezeni ur¢ime novy z-radek
ve vystupni tabulce:

novy koeficient u x: y; +2y; —ys—5H=0
y: 2ty tystys—4=0

pr: y1=1
P2 Y2 =2
p3: ys =0
Pa: Ys=0

Vlastné stacilo pfepocitat jen nebazické koeficienty, protoze bazické jsou rovny
nule. VSechny nové z-koeficienty jsou > 0, tj. bod optima se nezméni (i kdyz
funkéni hodnota v ném ano). Pokud by néktery koeficient byl zaporny, museli
bychom najit simplexovou metodou zlepseni.

Kdyby funkce v pivodni tloze byla zménéna na z = 4x + y, po prepocteni
z-koeficientt by bylo nutné provést jeden krok simplexové metody, abychom
nasli novy bod optima.

d) Zmeéna levych stran omezeni: Ma smysl analyzovat jen zménu nebézického
sloupce levé strany (pfi bazické zméné je lepsi vyftesSit celou ulohu znovu); z
prislusné dualni nerovnosti lze hned zjistit, zda se neporusila podminka optimality.

Ad Priklad 3.1. Pro z = 42 + y a zménu druhého sloupce levych stran a1y =
= 4, asp = 3 ma prislusné dudlni omezeni tvar 4y; + 3y + y3 + y4 > 1.
Po vypoctu dualnich proménnych vidime, ze podminka plati.
Poruseni podminky optimality Tesi klasickd simplexova metoda.
e) Pfidani nové ¢innosti (nového sloupce): - tj. zména funkce z i matice (a;;) sou-

¢asné (pokud se na situaci divame tak, Ze sloupec tam uz diive byl, ale vSechny jeho
koeficienty byly nulové).

Pridani nové ¢innosti ma smysl jen tehdy, pokud zlepsi hodnotu optima. Vysvétlime
prepocet na prikladu.

Ad Priklad 3.1. Pridanim nového vyrobku do nasich ivah vznikne tloha
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maximalizujte funkci z =32 4+ 2y + % n za podminek

T+ 2y + %n <6
2z + y + %n <8
-+ y— n<l
Y <2
x,y, n>0.
Protoze proménnou n povazujeme za nebazickou, dualni feSeni zlistava stejné:
Y1 = %, Yo = %, ys = 0, y4 = 0. Nové dualni omezeni %yl + gyg —y3 > %

, 9 Y 1 . . 3 3 3 _ 1
neni splnéno, pfislusny z-koeficient je roven j yi + 5 Y2—Ys— 5= "1 Zbytek
sloupce proménné n vypoc¢teme pomoci inverzni matice:

2 1 3 1
3 73 00 1 i
1 2 3 1
-3 3 00 il I
~1 110 —1 ~1
2 1 1
-3 3 01 0 ~1

Nyni, protoze z-koeficient v novém sloupci je zaporny, pridame jej k optimalni
tabulce ptivodni tlohy a provedeme jeden krok klasické simplexové metody.
Dostaneme nové tfeseni, které zlepsi hodnotu optima ptivodni tlohy.

f) Pfi zméné pravych a levych stran omezeni sou¢asné: Dochazi zde ke slozitéj-
sim zménam a je vyhodnéjsi celou tulohu vyftesit znovu, analyza citlivosti uz neni
tak pomocna.

Dualni simplexova metoda nachéazi své vyuziti nejen pfi analyze citlivosti, ale i v nékte-
rych dalsich algoritmech, napi. v metodé fezi celociselného linedrniho programovani.

3.4 Nelinearni programovani

3.4.1 Uvod

Jak plyne z nézvu, jde o piipad, kdy jsou omezeni nebo tucelova funkce (nebo oboji)
nelinearni. Prakticky problém, vedouci na nelinedrni programovani: Vynos zemédélské
plodiny je zavisly v prvé fadé na mnozstvi srazek (véetné zavlah) a na mnozstvi dodanych
zivin. Zavislosti nejsou linearni. Na priklad s rostoucim mnozstvim srazek vynos nejdiive
roste, pak vSak klesa (na piiklad obili polehne, snizi se kvalita zrna diky plisnim apod.).
Podobné pii prehnojeni umélymi hnojivy prestava imérné riist vynos. Pokud jde o vlastni
ucelovou funkci, neni samoziejmé k dispozici zadny exaktni vzorec. Je tfeba vychazet
jednak z odbornych studii, jednak z dat zjisténych mnohaletym pozorovanim pro danou
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oblast, z bonity a vododrznosti piidy atd. Je pritom tfeba se omezit na nejvyse kvadratické
zavislosti, nebot jen pro tento pfipad je k dispozici rozumné pocetni metoda. V nasem
pripadé bude kvadraticky vztah jisté stacit a miize se k nému dospét na priklad aproximaci
redlnych dat parabolou pomoci metody nejmensich ¢tverci.

3.4.2 Zakladni pojmy

Pripomeneme si nékteré zakladni pojmy.
Oznaceni: symbolem Z budeme znacit sloupcovy vektor, ! vektor k nému transponovany,
tj. vektor radkovy:

Z1

f’T:<ZB1,...,[En).

&I
Il

Tn

Definice 3.15. Funkce f(x,y) ma v bodé [z¢,yo] (lokalni) minimum, existuje-li takové
okoli tohoto bodu, Ze pro vSechny jeho body [z, y] plati

f(x,y) > f(zo,v0).

Jestlize plati tato podminka pro (néjakou) oblast M (to znamené: existuje takovy bod
[0, yo] € M, ze pro vSechny body [z,y] € M plati f(z,y) > f(zo,v0)), Fikdme, Ze funkce
f nabyva v bodé [xg, yo| absolutniho minima na oblasti M.

Podobné se definuje maximum.

Ostré extrémy: misto neostrych nerovnosti ostré.

Volny extrém: lokalni extrém, ktery neni vazan dal$imi podminkami (zejména se pfitom
uvazuje cely defini¢éni obor funkce). MiZe jich byt vic - napf. sinz mé nekoneéné mnoho
maxim v bodech g + 2km, k= +0,+£1,£2, ...

Definice 3.16. Lze-li kazdé dva body A, B mnoziny M spojit tseckou lezici v M, potom
nazyvame takovou mnozinu konverni.

Véta 3.17. V konvexni mnoziné M lze libovolny bod X usecky AB vyjddrit jako konvexni
linedrni kombinaci X = ANA+ (1 —=\)B, X € [0,1].

Definice 3.18. Funkce f se nazyva konverni na oblasti M, plati-li pro libovolné dva
body A, B této oblasti:

FOA+ (1= N)B) < Af(A) + (1= N f(B).

Poznamka 3.19. Latinsky convexus = vypoukly, vypukly.
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Méjme spojité diferencovatelnou funkci f. Z matematické analyzy vime, ze nutnou pod-
minkou pro existenci volného extrému je, ze prvni derivace je rovna nule. U funkci vice
proménnych se vSechny parcialni derivace prvniho fadu musi rovnat nule. Bod, ve kterém
jsou v8echny (prvni) parcidlni derivace nulové se nazyva stacionarni. Plati tedy nasledujici
tvrzeni

Lemma 3.4.1. Bud f spojité diferencovatelna funkce (jedné nebo vice proménnych).
Nabyva-li funkce f v bodé A volného extrému, je A stacionarnim bodem, tj. vSechny
prvni parcialni derivace jsou zde nulové.

Priklad 3.20. Urcete extrémy funkci f(x) = (z — 3)% a g(z) = 3.

Reseni. Uréime si prvni derivace: f = 2(x — 3) a polozime ji rovnu nule. V bodé z = 3
je absolutni minimum.
g = 3x2 a opét ji polozime rovnu nule. V bodé x = 0 vSak neni extrém, ale inflexni

bod. O

Poznamka 3.21. Pfipominadme: Rovnost nule pro prvni derivaci je podminka nutné, ale
ne postacujici. Pro rozhodovani o extrému potfebujeme znat i derivace druhého radu.

Pfedstavme si jednoparametricky systém funkci f(Z) = ¢ (nadploch), kde ¢ je volitelna
konstanta. Pro jisté konkrétni ¢ jde o geometrické misto bodu, v nichz funkce f nabyva
stejné hodnoty c .

Typickym piikladem jsou vrstevnice - ¢ary (v zékladné, feknéme v roviné dané hladinou
mote), nad nimiz ma terén stejnou vysku. U potencidlovych poli (napf. elektrickych)
se uziva zase pojem hladina (ekvipotencidlni hladina). VSechny tyto pojmy znamenaji
matematicky totéz a nebudeme mezi nimi rozlisovat.

Definice 3.22. Gradient (gradientni vektor) funkce f(Z) v bodé zy je vektor parcidlnich
derivaci podle jednotlivych proménnych.

of(x)
Ox1
V@) =1 ... :
of(z)
O =7
_ [0f(7) af(z)
va(:L’) = ( 0w, T o, ) .

Véta 3.23. Gradient je vektor kolmy na nadplochu f(Z) = ¢y v bodé Ty a md smér
mazimalniho rustu funkéni hodnoty v soustavé nadploch f(Z) = c.

Situaci nejlépe ozrejmi priklad.

Priklad 3.24. Urcete gradient funkce z = f(x1,25) = (z1 — 2)* + (22 — 2)2
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Reseni. Gradient funkce z je vektor (2(z; — 2),2(z9 — 2)). Tento vektor je kolmy na
vlnoplochu v libovolném bodé roviny. Ma tedy smér poloméru piislusné vinoplochy a
sméfuje ven z kruznice. Na ptiklad v bodé [2, 1] je gradient (0, —2), v bodé [0, 0] je gradient
(—4,—4), v bodé [3,3] je to (2,2) a ve stfedu [2,2] je gradient (0,0). Posledni fakt je
pripomenutim znamé a jiz citované véty z matematické analyzy: mé-li diferencovatelna
funkce v jistém bodé extrém, pak jsou zde vSechny parcidlni derivace nulové (jde o tzv.
stacionarni bod). Zavérem: gradient funkce f v daném bodé je vektor parcidlnich derivaci

funkce f v tomto bodé. Je zde kolmy na vrstevnici (hladinu) a mé smér nejvétsiho rastu
funkce f. O

P1i hledani stacionarniho bodu se omezime na diferencovatelné funkce jedné a dvou pro-
ménnych. Piipad vice proménnych je zobecnénim tivah pro dvé proménné.

U funkce jedné proménné F(z) hleddme bod z, ve kterém je F'(x) = 0. Oznacime-
i F'(x) = f(z), je tieba Tesit obecnou rovnici f(z) = 0. Z fady metod, které nabizi
numerickd matematika, je pro nase ucely patrné nejlepsi metoda Newtonova. Postupuje
se takto: zvolime vychozi iteraci xy. V bodé xy vedeme k funkci f(z) teénu. Prisecik této
tecny s osou x je dalsi iteraci kofene; oznac¢ime ji x;. Postup opakujeme, az se dvé po sobé
jdouct iterace témeér nelisi. Prakticky: Rovnice tecny v bodé xzq je

y — f(xo) = f'(z0)(x — z0).
Jeji prisecik s osou x
y = 0.

Dosadime z druhé rovnice do prvni:

—f(wo) = f'(w0)(x — 20).

a odtud

o — f(xo)
(o)

Newtonova metoda je metoda iteracni: dalsi priblizeni feseni se pocita z predchoziho podle

stale stejného predpisu. Tedy:

r=x

1. Zvolime nultou iteraci xg.

2. Vypocteme dalsi iteraci z predeslé podle vzorce

_ f(:)
fr(@:)

Tit1 = T

3. Jestlize |z;41 — x;| < € kon¢ime. Za hledany kofen prohlasime = = x;,;; kdyZ ne,
opakujeme bod 2.
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Misto geometrického odvozeni mtzeme tentyz vysledek dostat z Taylorovy rady. Protoze

plati

' (@o) f" (o)
Omezime se na linearni ¢ast rozvoje, tedy f(z) ~ f(xo) + f'(zo)(x — xy) a polozime
jej roven 0 (tj. spocteme priisecik této linedrni ¢asti s osou x), coz samoziejmé vede ke
stejnému vysledku jako vyse.

(SL’—LL’Q)—|— ($—$0)2+...

Funkce dvou a vice proménnych.
Hledejme stacionarni bod funkce F(z,y) , tj. bod, ve kterém je

OF(z,z2) OF (z,y)

ox oy

— F,=0.

Oznac¢me pro prehlednost F, = f(z,y), F, = g(x,y). Mame tedy Tesit soustavu (obecné
nelinearnich) rovnic

f(ajay) =0,
g(z,y) = 0.

Vyjdeme opét z pocatecni iterace (g, yo) . Taylorova fada v okoli bodu (g, yo) pro funkci
f je tvaru

0 0
) = SGao) + LG o gy 4 HLE0ID )
l 9 f (o, o) P f (20, 90) O f (0, o)

BY o2 (x—xo)2+2 Dxdy (x—xo)(y—yo)+a—y2(y—yo)2 +..

Analogicky pro g(x,y). Ozna¢me si pfirtistky
h = (x —x), tj. x = x0 + h,

kE=(y—1w), ti-y=uyo+k.

Omezime se na linearni ¢asti Taylorovych fad a polozime je rovny nule:
f(zo+hyyo + k) =~ f(x0,v0) + fe(zo, yo)h + fy (20, y0)k = 0,

g(wo + h,yo + k) = g(x0, o) + g=(20, Yo)h + gy(x0, yo)k = 0.

Jde o soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych h, k. Vyfesime a dostaneme prvni
iteraci. Cely postup opakujeme, az se dvé po sobé jdouci iterace lisi o méné, nez zvolena
presnost. (Geometricky smysl: nahradime obé funkce te¢nymi rovinami. Ty protnou rovinu
xOy ve dvou piimkach a tyto pfimky se protinaji v dalsi iteraci.)

Pro 3 a vice proménnych je tivaha analogickd. Newtonova metoda je pro obecnou soustavu
nelinearnich rovnic s diferencovatelnymi funkcemi nejpouzivanéjsi. Jeji slabinou je, ze
nékdy zacne iteracni proces oscilovat mezi dvéma body blizko kofene a kofen se pak v
ptipadé potfeby musi upfesnit ruéné (napiiklad nize popsanou gradientni metodou).
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Gradientni metoda

Vyuziva toho, ze vektor gradientu udava smér nejvétsiho riistu funkce. Reknéme, Ze hle-
ddme lokalni minimum funkce dvou proménnych F(z,y). Vyjdeme tedy opét z néjakého
vychoziho bodu (zg, o). Vypocteme v ném gradient a postupujeme v opafném sméru
(hleddme minimum, pfi hleddni maxima postupujeme ve sméru gradientu) o jisty na-
sobek gradientu. Pravé volba tohoto tzv. kroku je slabinou metody. Empiricky zjistény
vhodny krok je nékde mezi 0,05 az 0,25 gradientu. Na pocitaci je pomoc snadné: zvolime
nékolik riznych kroki a zvolime ten, pro ktery poklesne gradient (jeho absolutni hodnota)
co nejvice. Postup s novou iteraci opakujeme, az se dostaneme do bodu, kde je gradient
(aZ na zvolenou presnost) nulovy.

Gradientni metodu si lze snadno predstavit na vystupu na horu. Gradient udava smér nej-
prudsiho stoupéni k vrcholu, minus gradient naopak nejprudsi kleséni (= smér spadnice).
Nejkratsi cesta na vrchol sleduje stéle smér gradientu (pokud je kopec hladka plocha, sli
bychom po hladké kiivce). Gradientni metodou bychom tuto kfivku aproximovali takto:
postoupime vzdy kousek primo, tam zménime smér podle aktualniho gradientu a zase
postoupime kousek ptrimo atd. Misto hladké ¢ary postupu k vrcholu bychom tedy postu-
povali po lomené ¢are, jejiz prumét do roviny by se skladal z tisecek.

3.4.3 Obecna uloha nelinearniho programovani

Nalézt globalni extrém tcelové funkce f(Z) v oblasti, uréené soustavou omezeni g;(z) < 0.

Nékteré tridy uloh se oznacuji specialnimi nazvy:

kvadratické programovani: kvadraticka ucelova funkce, linedrni omezeni

konvexni programovani: ucelova funkce i omezeni jsou konvexni funkce

separabilni programovani: bez smiSenych ¢lent ( na pf. pro f(z) =Y f;(Z;))
e lomené programovani: ucelova funkce a omezeni jsou podily linedrnich funkeci.

Priklad 3.25. méjme f(z,y) = (r—2)*+ (y—2)? a hleddme jeji minimum p¥i omezenich
a)0<zx <4, 0<y<I,

bo<z<l, 0<y<l,

c)0<zr<45 0<y<3.5.

Reseni: Snadno se nahlédne, Ze ucelova funkce ma absolutni minimum 0 v bodé [2,2].
Toto minimum neni vazano zadnymi omezujicimi podminkami; jde tedy o minimum volné.
Véazany extrém je extrém v oblasti pfipustnych feseni M, jez je ur¢ena omezenimi. V nasich
pripadech jde o body:

a) bod (2,1) - lezi na hranici M,

b) bod (1,1) - jde o vrchol oblasti M,

c¢) bod (2,2) - vnitini bod M.
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Jiz z této pomeérné jednoduché ulohy kvadratického programovani je vidét, ze metodika

vvvvvv

3.4.4 Hledani vazaného extrému pro konvexni problém

Reseni tlohy nelinearniho programovani je hledani vazaného extrému.
Méjme konvexni tlohu: minimalizujte funkci
f(Z),kde T = (x1,29,...,2,)
za podminek
() <0, i=1,2,...,m,
T >0,
kde tucelova funkce f i veskera omezeni jsou konvexni, spojité diferencovatelné funkce.

Uvedme zakladni fakta o konvexnich funkcich a konvexnich mnozinéch:
Véta 3.26. Prinik konvexnich mnozin je konvexni mnozZina.

Véta 3.27. Necht Q) je mnoZina bodi v R, , spliujici omezeni , z >0, , ¢;(Z) <0, i=
=1,2,...,m. Jsou-li vSechny funkce g;(T) konvexni, je i Q konvexni mnoZina a nebo bude
prazdnd.

Dukaz. Necht 7,7 jsou dva body z €. Je tfeba dokazat, Ze jejich konvexni kombinace
Z=AT+(1-N)y

patii do €2, to jest, zZe splnuje dana omezeni.
a) z > 0 evidentns.
b) Plati
9i(Z = g:(AT(1 — N)7) < Agi(7) + (1 — N)gi(y) <0,
nebot
9:() <0, ¢i(g) <0, A\>0, 1—X>0.

[]

Véta 3.28. Kazdd funkce konvexni na konverni mnoZiné > Q md zde nejuyse jedno lo-
kalni minimum.

Existuje-li lokalni minimum, pak je minimem globalnim a dosahuje se na konvexni mno-
Ziné, kterd je podmnoZinou mnoziny . ).

Dukaz. Predpokladejme, Ze minimum nastava v bodé zy. Necht zy € Q. Pro velmi malé
A lezi bod A\Z + (1 — M)z v e-okoli (tj. ve vzdalenosti mensi nez ) bodu Zy a funkéni
hodnota v tomto bodé je vétsi nebo rovna hodnoté v minimu, t;j.

f(@0) < fI(1=A)To + AZ] < (1= A)f(Zo) + Af(T) = Af(To) < Af(Z) = f(To) < f(Z).
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Tim je dokdzana existence jediné minimalni hodnoty (pokud existuje). Zbyva dokézat,
ze kdyz je této miniméalni hodnoty dosazeno ve dvou rtznych bodech, je ji dosazeno i v
libovolném bodu tsecky, témito body urcené, tj. v konvexni kombinaci téchto bodii:
Necht funkce nabyva minimalni hodnoty z, ve dvou bodech Zy, Z; . Potom

20 < f{(1 = N)To + AZ1] < (1= A)f(Zo) + Af(Z1) = wo,
coz jsme dokazovali. O]

Priklad 3.29. Jde pouze o funkce jedné proménné:

a) = (0,10) (otevieny interval), f(x) = 2x. Funkce nemé na Q minimum (ani maxi-
mum).

b) =0, 10] (uzavieny interval), f(z) = 2z. Minimum z; = 0 je v bodé 0, maximum
z1 = 20 je v bodé 10.

c) 2 = (0,10) (nebo Q = [0,10) apod.), f(x) = 7. Minimum (maximum) zy = 7, v
libovolném bodé.

d) Q= (0,10),f(z) = (z — 3)% Minimum z = 0 je v bodé 3.

Intuitivné je zfejmé, a da se to i dokazat, ze pokud je konvexni oblast {2 uzaviena, bude
minimum (konvexni funkce) existovat. To je také pfipad tlohy konvexniho programovani,
jak jsme ji formulovali. VSechna omezeni jsou totiz neostré nerovnosti, oblast piipustnych
feseni €) je tudiz uzaviena.

Pro dtikaz klicové véty celé teorie konvexniho programovani budeme potfebovat jesté dvé
pomocna tvrzeni:

Véta 3.30. Funkce f(Z), definovand a diferencovatelnd na oteviené konvexni mnoZiné
Q je zde konvexni prdve kdyz pro vSechna %1, € 2 plati

F(Z1) = f(Z2) > (11 — T2) VT f(Z2).

Dikaz. <: Bud 73 konvexni kombinace bodd 71, Zs, tj. T3 = AZ; + (1 — \)Z2. Potom
T3 € Q (2 je konvexni) a déle

f(@1) = f(z3) > (T1 — 73) "V f(T3),
f(Z2) = f(Z3) > (T2 — 73)" V f(T3).

Utvofme konvexni kombinaci levych a také pravych stran pfedchozich nerovnosti, tzn.
prvni nerovnost nasobme A, druhou (1 — \) a sec¢téme.

A (20) =M (23) (A=) f(Z2) = (1=A) f(T3) > M@1—T3)" V f (Z3)+(1=A)(T2—3)" V f(3).
Po upravé dostaneme:

M(@1) + (1= N f(@2) > f(73) + [A7] + (1= N3y | V(T5) — 75V f(T3) = [73).
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Prvni implikace je dokazana.

—: Konvexnost f znamena 7e plati
Af(Z1) + (1= N f(Z2) = fAZ1 + (1 = A)Zo].
Po tpravé dostaneme
Af(Z1) = Af(Z2) = f[AZ1 + (1= N)Zo] — f(Z2).
Obé strany délime A, (A > 0):
fl22 + M@ — 22)] - f(T2)

1
f(@1) = [(@2) 2 A P2+ (L= N)Z2] = f(72)} = 3 (3.1)
Derivace ve sméru 7; — T funkce f v bodé z, je
- = =\ f( = _ =\T
lim f[$2+>\(1’_1 I_z)] f(Z2) _ (x_l 15_2) V f(Zs).
A0 ATy — Zo |T1 — T2
Je tedy
T I [ A G ) R A ),
(Z1 — T2)' Vf(ZT2) = |71 — To| /I\ILI(I) T = 7l :
Tento vyraz ovéem dostaneme, kdyZ rozsifime pravou stranu (3.1) zlomkem M
1 — T2

provedeme limitni pfechod. Tvrzeni tedy plati.

Vyznam: Véta fikd, Ze prirtstek konvexni funkce v libovolném sméru je vétsi, nez
piirtstek teény (teéné roviny, nadroviny) v tomto sméru, ze tedy konvexni funkce je nad
tecnou (nad te¢nou nadrovinou) v libovolném sméru.

Nasledujici véta rovnéz zobecnuje fakt znamy z diferencialniho poc¢tu jedné proménné a
znamena toto: konvexni funkce nabyva v jistém bodé minima, jestlize ve vSech smérech
od tohoto bodu roste.

Véta 3.31. Konvexni, spojité diferencovatelnd funkce na konvexni mnoziné Q0 nabyvad
globdlniho minima v bodé Ty € Q prdave tehdy, kdyZ (z — To)"V f(Zo) > 0 pro viechna
z e Q.

Dikaz. =-: Necht f nabyv4 minima v Z,. Je-li Zy vnitini bod, je zde V f(Z) - jasné.
Jestlize je to bod krajni (lezi na hranici), uvazime, ze plati

f(@o) < f1AZ + (1= A)Zo]

a tedy i plati
1
AT+ (1= V7] = f(70) 2 0.
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Odtud stejnym obratem jako ve druhé c¢asti dikazu véty 3.30 dostaneme
(& — 20)"V f(0) > 0.

< Podle véty 3.30 je f(71) — f(T2) > (T1 — T2)'Vf(Z2) a dile je tento vyraz > 0
(predpoklad), tedy f(Z) > f(Zo), coZ jsme dokazovali. O

Véty 3.27 a 3.28 ukazuji, ze loha konvexniho programovani mé smysl, ze tcelova funkce
bude nabyvat jediného minima, a to bud v jediném bodé, nebo v nekonecné konvexni
mnoziné (podobné jak je tomu u linedrniho programovani).

Zakladni myslenka Teseni: tiloha se prevede na hledani specidlniho volného extrému, tzv.
sedlového bodu Lagrangeovy funkce. Ta je definovana takto:

F(z,0) = f(z) + Z L;igi(Z). (3.2)

l; (Casto se znaci \;) jsou tzv. Lagrangeovy multiplikatory (Lagrangeovy neurcité koefici-
enty). !

Uloha o sedlovém bodé.
Pro Lagrangeovu funkci F(Z,[) najdéte nezdporné vektory Zo, [y tak, aby platilo

Hled4 se tedy maximum vzhledem k [ a minimum vzhledem k Z (oba vysledné vektory
jsou pritom ve vSech slozkach nezéporné).

Véta 3.32. Sedlovy bod (Zo,ly) Lagrangeovy funkce je vesenim tilohy konvexniho progra-
movani.

Dukaz. Rozepisme si (3.3) a dostaneme:

f(Z0) + Y Ligi(Zo) < f(Zo) + Y loigi(To) < f(2) + Y loigi ().

7Z levé nerovnosti
> ligi(To) < loigi(Fo)

plyne, Ze ¢;(Zo) < 0 pro vSechna i.

1J. L. Lagrange (1736-1813), fenomenalni matematik a fyzik, nadany vyjime¢nou piedstavivosti. Za-
byval se problematikou vazanych extrému ve varia¢nim poctu, pohybem téles v silovych polich aj. Zfor-
muloval pohybové rovnice (tzv. Lagrangeovy rovnice), na nichz se d4 vybudovat prakticky celd klasicka
mechanika. Na jeho prace navazal W. Hamilton, ktery ve svych 20 letech (1825) objevil princip minim4l-
veskery volny i vazany pohyb téles a elektrickych a magnetickych naboji pfi ptisobenti sil, jakoz i pohyb
svételného paprsku.
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sedlo

Obr. 3.9: Sedlovy bod
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Pokud by bylo nékteré, feknéme gi(Zo) > 0, stac¢i volit [; = 0 pro i # k, l;, dostateéné velké,

abychom vlevo dostali velké ¢islo a nerovnost byla porusena.

Dalsi dilezity dusledek: ) lo;gi(To) = 0. Skutecné, kdyby bylo »loigi(To) < 0

.
nemize), polozme | = 50 a z (3.1) mame

1 1
3 > loigi(To) < loigi(Fo) < 2- 3 > loigi(To) = > loigi(To) > 0

coz je spor s predpokladem.

Uvazime-li nulovou hodnotu »_ l;¢i(Zo) ve stfednim souétu (3.1), dostaneme

F(®o) < F(@) + > loigi(T)

Suma vpravo je nekladnd ( lo; > 0, g;(Z) <0), je tedy

f(@o) < f(T)

a Tg je fesenim dlohy konvexniho programovani.

(kladné byt

O]

Véta 3.33. Je-li Ty Tesenim tlohy konvexniho programovdni, pak existuje vektor ly tak,

e (Zo, lo) je sedlovy bod Lagrangeovy funkce.

Dtikaz je zdlouhavy a vyZaduje znacny aparat. Zajemce odkazuji na specializovanou literaturu.

Langange vyvinul metodu multiplikdtor® pro varia¢ni pocet. Tam je vysoce efektivni,
zatimco v nelinearnim programovani je hledani sedlového bodu obtizné. Vychodiskem je

nasledujici véta:

Véta 3.34. (Kuhn-Tuckerova) Vektor Ty je Tesenim ulohy konvezniho progra-
movani, kdyZ a jen kdyzZ existuje vektor ly takovy, Ze je splnéno ndsledujicich sest

(Kuhn-Tuckerovyjch) podminek:

F(Zo, [
m >0, pro vSechna j,
(9xj
IF (%o, [, u of (z dg;
il (ajo 0)_Zx01<f 0) Zl 94 ( )>:0,
j=1 i
Zo >0 (standardni podminka nezépornosti feseni)
F (%o, [
% = g:(T9) <0 (omezeni)

m

F(Zo, o)
ZTa xo, 0 ZZOzgz 33'0

lo >0

[lustrujme si tuto ne pravé jednoduchou vétu na praktickém prikladu.

(3.4)
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Priklad 3.35. M¢jme hledat minimum tucelové funkce
f(z1,29) = (v1 — 5)* + (12 — 5)* — 50 = 2] + 25 — 10z, — 107,
na mnoziné {2 , dané nerovnostmi

xlzla
1+ x9 < 4,

x1, 19 > 0.

Reseni. Funkce f nabyva absolutniho minima v bodé [5, 5]. Vrstevnice jsou soustfedné
kruznice se stfedem v tomto bodé. Hledany vazany extrém (feSeni nasi tlohy) je zfejmé
bod, ve kterém se dotyka vrstevnice s nejmensi funkéni hodnotou oblasti 2. Je jim zfejmé
bod [2,2]. Ovéiime si ted Kuhn-Tuckerovy podminky:

9 (T) = -2, <1,
gg(i’):$1+l'2—4§0,
F(.T, l_) = f -+ 5191 —+ lggg = l’% + .CE% — 10.%1 — 101’2 + ll(—l'l) + 12(33'1 + X9 — 4)

Parcialni derivace Lagrangeovy funkce podle x1, x5 oznacme vy, v:
U1 :2I1—10—l1+l2,

Vo = 21’2 — 10+l2

Jak vime z dikazu véty 3.32, musi byt v bodé optima l;g; = 0 (viz také (3.8)), odtud
l; = 0. Podle (3.5) je také x;u; = 0, a protoze x; > 0,22 > 0, bude v; = v = 0. Odtud
lo =10 — 2x9 = 10 — 4 = 6. Uvedené hodnoty (r1 = 2,20 =2,v1 = v, =0,91 = —2,90 =
=0,l; =0,ly = 6) vyhovuji Kuhn-Tuckerovym podminkam. O

Dukaz. Véty 3.34:
Uvodni ¢4st: Bud Zg fesenim tlohy konvexniho programovani. Extrém mtize nastat (tj. Zo miize
lezet) bud uvnit¥ nebo na hranici Q. Pokud lezi na hranici, je aspori jedna omezujici podminka
splnéna jako rovnost.

V dtkazu véty 3.32 je zdiraznén tento vysledek: vSechny souciny l;¢; jsou v optimu nulové. Z
toho zejména plyne: lezi-li feSeni (optimum) Zo uvnitt 2, budou vSechny multiplikdtory nulové
(nebot vSechny podminky jsou splnény jako ostré nerovnosti, tj. g;(Zo) < 0 ). Lezi-li optimum na
hranici, budou nékteré podminky splnény jako nulové (pro ty nadplochy, na kterych optimum
lezi), ostatni jako ostré nerovnosti. Nenulové pak mohou byt jen ty multiplikatory, které piislusi
nulovym podminkam.

Duikaz implikace = (pfedpokladejme, ze T je FeSenim tlohy, dokdZeme (3.4) az (3.9)):

(3.4): a) Lezi-li Zp uvniti , potom, protoze minimalizuje F(Z,ly), je VF(Z,ly) = 0.

b) Lezi-li Zy na hranici, usporadejme podminky tak, ze g;(Zo) < 0 proi=1,2,...,k, ¢;(To) =0
proi=k+1,...,m.JeLy;=0prot=1,2,...,k a

m

F(r i(Zo,
OF (Zo,ly) Z lo: dgi(Zo, lo)

oz N ox; =0
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c) Jestlize Zo nelezi na hranici, dané funkcemi g; (potom ale l; = lp = - - - = l,,, = 0), avSak plati-li
pro uréité j, ze xo; = 0 (jde rovnéz o hranici, avSak danou implicitni podminkou nezapornosti
T > 0), mizeme zavést hraniéni funkci gm+1(Z) = —z; < 0 a rozsifenou Lagrangeovu funkci
F=F —lyq12;. Ponévadz ale |y = lp =--- =1, =0, je ' = f.
Dale: _ B
6F(f0,l0):ﬁ_l —0
8xj 8ZL‘j 0,m+1 ’
a ponévadz ly,4+1 > 0, je ~
8F(§:0, lo) of

=—=0.
(9(17]‘ 8a;j

d) Nastanou-li obé situace b) a c) soucasné (coz je samoziejmé mozné), bude

F “ (Zo, lo)
0 8f l0m+1+ Z loi 89 20, 0 =0.

8:6] 63: S Ox;j
Prvni a tfeti ¢len vSak davaji dohromady F', takze
oF
— =1 >0.
ij 0,m+1 =
(3.5) je dusledkem:
OF OF
=0=—2>0, >0=-—=0.
woj = Ox; 0 Ox;j

(3.6), (3.7) jsou podminky tlohy.

(3.8) je vickrat zminovany dusledek z dikazu véty 3.32.

(3.9) byla rovnéz ukazana v dikazu véty 3.32.

Opacné implikace: At plati Kuhn-Tuckerovy podminky. Podle véty 3.30 je

_ _ OF (Zo, [ o — N Ty 7
F(.@, lo) > F(Eo, lo) + (i’ — .f‘())T I:(gi_o)] = F(x(), lo) + xTVF(mo, lo) — ng(xo, lg).

Tteti ¢len je nula dle (3.6), druhy je nezaporny (jde o kladny nasobek derivace ve sméru, a ta
je v minimu kladné, resp. nezdpornd), je tedy

F(i’, Zo) > F(i’o, zo)
Druhou nerovnost dokazeme takto: F'(Zo,[) je linedrni v [, tedy konvexni. Proto

8F(J_30,l_0) _[T 8F(f0,l_o
ol 0 or |’

8F(f0, l_0>

F(i‘o,[) :F(EQ,Z0+(Z—Z0)T I: ai

] _F(JUOJO)JFZT[
(rovnost plati proto, ze funkce je linedrni, jeji pfiristek v libovolném sméru je roven piirastku
te¢né nadroviny v tomto sméru). Tteti s¢itanec je nula podle (3.8), druhy je zaporny podle (3.7).
Takze na zavér mame

F(Q_T(), l) < F(.’Z‘(), lo).

Obé nerovnosti dohromady znamenaji, ze jde o sedlovy bod, tedy feseni tlohy. O
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Je-li hledané minimum konvexni funkce uvniti €2, jde o stacionarni bod, v némz jsou
derivace ucelové funkce nulové. Ten bychom umeéli najit i bez Kuhn-Tuckerovy véty, proto
si tohoto pripadu nebudeme vsimat.

Je-li hledané minimum na hranici €2, uplatni se v plné mife Lagrangeova idea hledani
vazaného extrému metodou neurcitych koeficientt. Pokusme se tuto ideu vylozit na na-
sledujicim prikladu:

Priklad 3.36. Mame najit minimum funkce f = (z+2)?+4(y—2)? na oblasti Q vyznadené
na obrazku,

g1

Obr. 3.10: Zadani prikladu 3.36

tedy pro
20 +y—6 <0, - <0, —y<0.

Reseni. Oblast Q je tedy ohrani¢ena tiemi piimkami:
g1(x,y) =2z +y — 6,
92(‘7;7y) =T = 07
g3(x,y) = —y =0.

Vrstevnice jsou kruznice se stfedem v bodé [—2,2], minimum je v hrani¢nim bodé [0, 2]
na hraniéni pfimce = = 0. Ulohu lze Tesit takto:
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1. Najdeme volné minimum. Vidime, Ze nelezi v (), proto pokracujeme dale.

2. Najdeme minimum f na kazdé hrani¢ni pfimce zvlast (FeSeni pravé takové tulohy
podal Lagrange). Z téchto minim najdeme nejmensi.

V bodu 2 bychom tedy fesili tii lohy. Ndhodou bychom dostali pfipustné feseni, nebot
bod [0,2], kde je nejmensi z téchto hodnot, lezi v €. ]

Kdyby vsak 8lo o ucelovou funkci f = (x + 3)*> + (y — 9)?, nevedla by tato metoda k
cili, nebof "nejmensi z nejmensich” hodnot nastava sice v bodé pfimky 2x +y — 6 = 0,
ale mimo 2 ( pro zéporné x). Je tedy zfejmé tieba uvaZovat vSechny hrani¢ni tsecky
soucasné. Prislusna Lagrangeova funkce by byla

F(z,y) = f(x,y) + ligr + loga + l393.

Rikejme ji tieba tiplna Lagrangeova funkce. ReSenim tlohy konvexniho programovani je
sedlovy bod pravé této funkce, to jest bod, ve kterém jsou vSechny parcidlni derivace
podle x,y, 1,15, 13 rovny nule.

Z linearniho programovani je znamo, ze je mozné podminky nezapornosti z modelu vytés-
nit, to jest zafidit, aby se v pocetnim modelu pfimo nevyskytovaly. Samoziejmé se vSak
pii vypoctu respektuji. Kuhn s Tuckerem se pokusili, a to se zdarem, o podobné. Vylou-
¢ili z Lagrangeovy funkce podminky nezapornosti. Tim si zna¢né zkomplikovali odvozeni,
tedy dilkaz svych podminek, ovsem vysledkem bylo zjednoduseni pocetniho modelu. Ten
se v kvadratickém piipadé ndpadné podobd modelu z linedrniho programovani (viz pristi
odstavec), a také se podobné fesi.

Pro nas prakticky priklad to znamena, ze se misto
F(z,y) = f(z,y) + g1 +lago + lsgs = 2° + y* + 4w — 4y + 1 (2w +y — 6) + o(—z) + I3(—y)
pracuje s redukovanou funkci

F(z,y) = f(z,y) +lhxq =a> +y* + 4o —dy + [,(2x +y — 6).

Cenou za toto zjednoduseni pak je fakt, ze derivace této funkce mohou byt v optimu i
kladné (nejen rovny nule).

3.4.5 Formulace Kuhn-Tuckerovych podminek pro pocetni mo-
del

Pro presné a zaroven srozumitelné znéni véty uzijeme tpravu:
- oznac¢me v; parcidlni derivaci Lagrangeovy funkce podle proménné z;, déle oznacme vy,
hodnotu této derivace v bodé (Zo, ly), tedy

OF(z,1) _ OF (a0, lo)

J 8xj ’ J 895]- ’
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- ozna¢me d; zaporné vzatou derivaci Lagrangeovy funkce podle [;, tj.

_ OF@l)
dz - all - gl('r)v

- do; pak hodnotu d; v bodé (g, ly), tedy
di = —gi(T), dor = —gi(%o).
Kuhn-Tuckerova véta 3.34 potom bude nabyvat tvaru:
Véta 3.37. Kuhn-Tuckerova véta: Vektor ©y je resenim ulohy konvexniho programo-

vdnd tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje takovy vektor ly, Ze je splnéno ndsledujicich Sest
(Kuhn-Tuckerovijch) podminek:

7y > 0, to znamena, ze vg; > 0 Vj=1,...,n, (3.10)
T30 =0, (3.11)
Zo >0, (standardni podminka nezapornosti feseni) (3.12)
do >0, (omezeni) (3.13)
I§dy =0, (3.14)
Io > 0. (3.15)

Podminky (3.10), (3.12), (3.13), (3.15) jsou podminky nezdpornosti - vSechny proménné
jsou v optimu nezéporné. Podminky (3.11) a (3.14) jsou vylucovaci: vidy aspoii jedna
ze stejnolehlych parovych proménnych w;, vo;, respektive ly;, do; je v optimu rovna nule.
Podminky jsou nutné a postacujici. Jakmile se nam podari najit bod, ve kterém jsou
splnény, mame feseni. Jako v linearnim ptripadé nemusi byt feSeni jediné.

Priklad 3.38. Najdéte minimum funkce
(x+y—8)% =2+ y* + 2wy — 162 — 16y + 64,

za podminek
r+y<2 wzy2=>0.

Reseni. Resenim je celd tsecka [0,2][2,0]. O

3.4.6 Cvideni

Hledani volného extrému kvadratické funkce.

Priklad 3.39. Funkce z = 22 + 32. Pokuste se uréit, o jakou plochu se jedna. Jaké ¢ary jsou
jeji vrstevnice z = ¢, ¢ € R. Urcete gradient funkce z v bodech (2,3), (1,1). Jaky ma smér?
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ResSeni. Vrstevnice jsou kruznice se stfedem v poc¢atku. Pro z = 0 bude z = 32, tedy parabola.
Analogicky pro y = 0. Plocha je tedy rota¢ni paraboloid.

Gradient je vektor parcidlnich derivaci, zde (2x,2y). Pro bod (1,1) dostaneme vektor (2,2).
Tento vektor je kolmy na vrstevnici v daném bodé a ma smér maximéalniho ristu funkce z.

Pro bod (2, 3) dostaneme vektor (4, 6). Tento vektor je kolmy na vrstevnici v daném bodé a ma

smér maximalniho rastu funkce z. O

Piiklad 3.40. Pozméiite funkci z piedeslého pifkladu na z = z2 + 3y%. O jakou plochu piijde
ted?

Reseni. Opét paraboloid, nikoli viak rota¢ni. Vrstevnice jsou elipsy. ]

Piiklad 3.41. Najdéte volné maximum funkce 4z + 3y — 22 — 3y2. Urcete gradient této funkce
v bodech (—1,-1),(2,0),(3,5).

P¥iklad 3.42. Gradientni metodou najdéte extrém funkce F(z,y) =22 +e * +y? +e 2V .

Reseni. Gradientni metoda hledani volného extrému spocivd v postupném pfiblizovani se k
extrému pomoci gradientu. vypocéteme si gradient

grad(F) = (22 — e ™%, 2y — 2e~%).
Hledame stacionarni bod, tj. bod, v némz je gradient nulovy (tzn. obé parcidlni derivace jsou

nulové). Z tvaru funkce usoudime, ze hledany extrém je minimum.

Zvolime néjak, co mozné rozumné, vychozi bod - na ptiklad (0,0) - a spoc¢teme v ném gradient.
Pii této volbé to je grad(F'(0,0)) = (—1,—2). Postoupime o jisty krok v opa¢ném sméru, tj.
ve sméru nejvétsiho poklesu funkce, se snahou zmensovat gradient az k nule. Volba vhodného
kroku je nejvétsi slabinou metody.

Pokusme se o krok 0, 2. Postoupime tedy k bodu (0,0) 4+ 0,2(1,2) = (0.2,0.4). Zde je gradient
(0.4 —e—0.4,0.8 —2¢ — 0.8) = (—0.27032, —0.0986). Gradient se zmensil, krok jsme zvolili
vhodné. Podobné postupujeme dal. Jak je zfejmé, jde o metodu postupnych aproximaci. O

Priklad 3.43. Tutéz tlohu jako v prikladu 3.42 feste Newtonovou metodou.

ReSeni. ReSime soustavu dvou nelinedrnich rovnic

flz,y) =2z —e =0,
g(x,y) =2y — 2.

ERIORES
gz Gy h g )

24+e 7T 0 h B —2r+e®

0  2+4e % h) o\ —2y+2e )

Soustava

zde
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odtud dostaneme
h (2 + e_z) =-2r+e ",

k(244e ) = -2y +2e™ %

Takze po tpravé mame

h— —2r+e "

S ——
R 10

M ae

1 2 1
Za nultou iteraci volime pocétek, tj. bod (0,0). Vyjde h = 3 k= 6=3" Prvni iterace:

= +h—0—|—1—1
= = — = =
1 0 3 3a
1 1
=y+k=0+-=-.
Y1 = Yo 3 3

Gradient v tomto bodé¢ je

grad(F)|, (f(z1,91), 9(x1,51)) = (—0.04986, —0.36016).

T1,Y1] =

Po dosazeni prvni iterace do soustavy (3.16) vyjde h = 0.03885, k = 0.08885 a druhd iterace
vyjde
x9 = 0.3721833, yo = 0.42218

s gradientem
grad(F(x2,y2) = (0.055138, —0.0153),

coz je po druhém kroku velmi dobry mezivysledek. O

3.4.7 Kvadratické programovani

Uvod

Jinou variantou nelinearniho programovani je kvadratické programovani. Jde o pripad,
kdy je ucelova funkce f(z) kvadratickd a hrani¢ni funkce omezujicich podminek ¢;(7)
linearni.

Linearni funkce jsou konvexni. Je-li konvexni i tcelova funkce, plati Kuhn-Tuckerovy pod-
minky (viz véta 3.34, 3.37). Lagrangeova funkce je kvadraticka v x;, linearni v [;, derivace,
vystupujici v Kuhn-Tuckerovych podminkach jsou tedy linearni vyrazy. Uloha je tak li-
nearizovana a lze ji fesit upravenou simplexovou metodou. (Pokud hleddme maximum
konkavni ucelové funkce, prevedeme tlohu na minimalizac¢ni tak, Ze obratime znaménko
ucelové funkce a tim z ni uc¢inime funkci konvexni.)

vvvvvv

reseni. Vyvstavaji tedy dveé otazky:

e Je tfida konvexnich kvadratickych tloh tak prakticky vyznamna, aby stalo za to se
ji podrobné zabyvat?
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e Jak jednoduse poznat, zda je kvadraticka funkce konvexni?

Odpovéd na prvni otazku je kladné, praktickych problémi vedoucich na kvadratické pro-
gramovani, je znac¢né mnozstvi.

Odpovéd na druhou otédzku déva teorie kvadratickych forem, vypracovand v souvislosti s
analytickou geometrii kvadratickych ttvari (kuzelosecek a kvadrik).

Kvadratické formy

Definice 3.44. Kvadraticka forma f(z) je vyraz
f(i') = Z Zcij:ci:cj = ETCi',
i=1 j=1

kde C' = (¢;5),4,5 = 1,2,...,n je symetrickd matice, ktera se nazyva matici kvadratické
formy.

Priklad 3.45. Ke kvadratické formé

f(z1,20) = 23:% + x% + 62122

2 3
C= :
31
2 3 x
(xl,x2)<3 1)( 1>:2xf+x§+6x1x2.
T2

Koeficient u kvadratu jsou na hlavni diagonale, na pozici i, j a j, ¢ je polovina koeficientu
u smiseného soucinu z;x;. O

najdéte jeji matici

Reseni.

Plati

Definice 3.46. Kvadraticka forma se nazyva pozitivné definitni, jestlize nabyva hodnoty
0 jen v pripadé, Ze vSechna z; jsou rovna 0, v ostatnich pripadech je kladna.

Y(z) # 0= f(z) > 0.

r=0= f(z)=0.

Kvadraticka forma se nazyva pozitivné semidefinitny:
V(z) #0= f(z) >0.

(tj. vzdy je nezdpornd)
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Véta 3.47. Pozitivné semidefinitni kvadratickd forma je konverni.

Diikaz. Bud f(z) = 27 CZ pozitivné semidefinitni kvadraticka forma. Dokazujeme nerovnost
FINBL+ (1= Na] = Af(@1) — (1 — N f(32) < 0.
Vyjadieno maticové
A2 4 (1= N)Za)t C[AZ1 + (1 — N)Zo] — AZL Czy — (1 — N EL Czp =
NzZTCzy 4+ (1= N2 CTg + 201 — Nzl Czy — M2l 0z — (1 - Nzl Czy =
(N> = N)Z{ CT1 + (1= A) [(1 = T3 CZ2 — AT; CTa] + 2X\(1 — \)Z] CFy =
“AM1=N) (21— 22) C(z1 — 7)) -

Soucin pred hranatou zavorkou je zaporny, forma v zdvorce nezaporné, soucin je tedy < 0. [

Pro zjisténi, zda je kvadraticka forma pozitivné definitni, se uziva

Véta 3.48. Sylvestrovo kriterium
Necht C' je symetrickd matice kvadratické formy f (tj. f = 31CZ). Jestlize jsou vsechny
hlavni minory matice C' kladné, je forma f pozitivné definitns.

Priklad 3.49. Zjistéte Sylvestrovym kriteriem, zda forma f = z? + 222 + 72 + 22,15 +
+ 4xox3 je pozitivné definitni.

ReSeni. Mame

1 -1 0
c=1-1 2 2],
0

prvni minor je 1 > 0, druhy minor je

1 -1
=1>0,
2

-1
treti je
1 -1 0
-1 2 2|(=3>0.
0o 27
Vsechny hlavni minory jsou kladné, forma tedy je pozitivné definitni. O]

Piiklad 3.50. 2?2 je pozitivné definitni kvadraticka forma.

Libovolna funkce % + bz + ¢ je konvexni (jen posunutd) napf. 2% — 2z — 1.

O tom, zda je kvadraticka funkce konvexni, rozhoduje pouze kvadraticka ¢ast této funkce
(kvadratickd forma). Linedrni ¢ast vyjadiuje pouze posunuti vzhledem k poc¢atku, abso-
lutni ¢len pak posunuti funkce viici zakladné.
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Formulace ulohy kvadratického programovani

Hleddme minimum udelové funkce

n

f(z) = Z CrjTRT; + Z J =1"pjz;,

k,j=1

za podminek

m
E aijry < by,
i=1

2;>0,7=1,2,...,n.

Maticovy zapis:
min funkce 71 Cz + p' Z,

AZ < b,
x>0,
T bl
kde

&I
I
<
|
b
|
=
<.
v@.
|
-
<
I
\‘l—‘
3

Ty, bin

Predpokladejme, ze C' je symetricka a pozitivné semidefinitni (jde tedy o konvexni tlohu).
zavedenim Kuhn-Tuckerovych podminek prevedeme tilohu do tvaru, vhodného pro feseni
simplexovou metodou.

Lagrangeova funkce :

kde I = (I1, ..., 1,).
Podle (3.4) dostaneme

Q

55 = 277C +p+1A >0, (3.17)
jg—i =7(22"C+p+1A) =0, viz (3.5)
AZ —b <0, (omezeni)
>0, [>0.

Oznacime

L_OF _(0F  oFY
9 \Oox; 7 Ox,
a dosadime do (3.17):

277C + 1A — v = —p,
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Az +d=0b, (doplnék proménné d)
770 =0,
>0, [>0, v>0.

Uloha se Tesi upravenou simplexovou metodou.

Uplny piedpis pro feSeni tilohy kvadratického programovani

1. Jde-li o maximalizaci, problém max f (%) pfevedeme na minimalizaci:
min f(Z) := —f(Z).

2. Sylvestrovym kritériem zjistime, zda kvadratickd ¢ast f je pozitivné definitni (nebo
asponi semidefinitni). Pokud ano, néasleduje bod 3. V opa¢ném piipadé nemtizeme
obecné garantovat Teseni.

3. Muzeme najit absolutni minimum f(Z) (stacionarni bod - hleda se snadno). Lezi-li
uvniti oblasti pfipustnych feSeni, je tloha vyfesena. Pokud ne (nebo pokud jsme
absolutni minimum viibec nehledali), pouzijeme Wolfeho nebo jednofazovou metodu
(najde minimum i uvnit¥ oblasti).

Priklad 3.51. Pro tlohu: Urcete maximum funkce
h(zy,m9) = —23 — 23109 — 205 + 421 + 29

za podminek
T1+x <5, 2120, 29 >0,

sestavte (v pfipadé potieby) vychozi model podle Kuhn-Tuckerovy véty.

Reseni. Nejdrive zjistime, zda volny extrém lezi v oblasti pripustnych feseni, tj. parcialni
derivace podle z1, z5 se musi rovnat nule:

—2.731 —21’2 +4 = 0,

—2ZL‘1 —4I2+1 = 0.

Maéame soustavu dvou linearnich rovnic o dvou nezndmych. Reseni je: 1 = 3.5, x5 = —1.5
lezi mimo oblast piipustnych feseni.

Prevedeme tilohu na minimaliza¢ni; —h = f(z1,22) = 23 + 22,25 + 273 + 471 — T = min.

Sylvestrovym kriteriem snadno ovérime, ze kvadraticka forma je kladné definitni. Matice

11
CZ( )’
1 2

prvni minor je roven 1, druhy rovnéz 1.

formy ma tvar:
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Jde tedy o konvexni problém. Sestavime Lagrangeovu funkci. Mame jedinou netrivialni
omezujici podminku g(z1, z5) = x1 + 22 — 5 < 0. Lagrangeova funkce tedy obsahuje jediny
multiplikator A:

F(x1,22,\) = f(x1,22) + Ag(21, 12) = 2% + 22129 + 225 + 4oy — 29 + A1 + 29 — 5).

Oznacme vektor parcidlnich derivaci Lagrangeovy funkce podle x1, x5:
_ OF oF OF ( )
vV=—=|=—,=— ] = (v1,v9).

9t \ D1 s b
U nas je
U1:21’1+2$2—4+)\, ’U2:2£K1+4£C2—1+)\.

Tyto dvé rovnosti upravime (na pravé strané bude absolutni ¢len) a dostaneme tak prvni

dvé rovnice modelu:

2a1 + 4xy + A = 1. (3.19)

Tfeti rovnici bude (nase jediné netrividlni) omezeni. Po zavedeni doplitkové proménné d
mame

Ctvrtou rovnici je druhd Kuhn-Tuckerova podminka
o =0. (3.21)

Patou rovnici je ¢tvrta Kuhn-Tuckerova podminka, kterd mé obecné tvar A'd = 0, v
nasem pripadé tedy

A-d=0. (3.22)

Zbyvaji trividlni podminky nezapornosti vsech proménnych
>0, A\>0, >0, d>0. (3.23)
Tim je vychozi model sestaven. Multiplikator byl znacen A - nezaméni se s 1. O

Pojmy k zapamatovani

— 'V této kapitole jsme ukazali matematickou formulaci tlohy linearniho programovani, jejiz
tvar obecné zni:

n
naleznéte minimum (maximum) funkce z = ) ¢jz; za omezujicich podminek
j=1

xj >0proj=12,...,n (tzv. trividlni podminky),

n
> a;jz; < b; (nebo = b; nebo > b;) proi =1,2,...,m.
j=1
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— Déle jsme se zabyvali grafickym FeSenim této tilohy a naslednou analyzou citlivosti, tj. tim,
jak se zméni Teseni pfi zméné nékterého ze vstupnich parametrti tlohy. Sledovali jsme
predevsim zmény netrividlnich omezeni, které mohou byt dvojiho druhu:

— Klicova ... pokud prochézi bodem optima.
— Neklicova ... pokud neprochazi bodem optima.

— Kromé toho jsme se také vénovali algebraickému feSeni — tzv. simplexové metodé. Pro jeji
pouziti jsme definovali tzv. kanonicky tvar ulohy linearniho programovéani, ktery je cha-
rakteristicky tim, ze

— VSechna omezeni jsou rovnicemi.
— Vsechna omezeni maji nezapornou pravou stranu.
— Pro vSechny proménné x; plati: z; > 0.

— Ulohu linearniho programovani lze fesit algebraicky pomoci simplezové tabulky nésleduji-
cim zptisobem:

1. Ulohu pfevedeme na kanonicky tvar (pfiddnim pomocnych proménnych, vynésobe-
nim (—1), substituci z; = 2} — 2/ pro neomezenou proménnou ;).

2. Dodame umélé proménné u; do nékterych rovnic, abychom zarucili existenci jednot-
kové matice.

3. Vynulujeme koeficinty funkce z u proménnych urcujicich jednotkovou matici.

4. Sestavime vstupni simplexovou tabulku, do prvniho fadku zapiSeme rovnici z —
— Y (kombinace nebazickych proménnych) = absolutni ¢len, do ostatnich fadki opi-
Seme omezeni.

— Vénovali jsme se i nékterym tskalim simplexové metody, zejména degeneraci, neexistenci
nebo nejednoznacnosti feseni.

— Dale byl podan struc¢ny uvod do teorie duality. Nejprve jsme puvodni tlohu linearniho

programovani (jeji kanonicky tvar) oznaéili jako primdrni. K této tloze konstruujeme tzv.
dudlni tlohu podle nasledujicich pravidel:

primarni tloha duélni tloha
minimum maximum, vSechna omezeni typu <, proménné neohranicené
maximum minimum, vSechna omezeni typu >, proménné neohranic¢ené

— Na prikladu jsme pak pomoci simplexové metody zkoumali vztah mezi feSenim primarni
a dudlni ulohy.

— Dale jsme zjistili, ze vSechny hodnoty simplexové tabulky lze uréit pomoci tzv. inverzni
matice. Toto lze vyuzit zejména pri programovani algoritmu simplexové metody a také pfi
analyze citlivosti.

— Zajimava je také ekonomicka interpretace duality, ktera se da velice stru¢né charakterizovat
jako maximalizace zisku z pfi soucasné minimalizaci vyuziti zdroji w pro dany zisk.
V souvislosti s dualitou jsme se zabyvali dualni simplexovou metodou, jejiz hlavni myslenka
zni:
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Pokud primarni bazické feseni je nepfipustné (nékterd jeho soufadnice je < 0), ale
plati podminka optimality (z;—c; > 0 pro vSechna j), snazime se dualni simplexovou
metodou prejit do vrcholu, ktery stale spliuje podminku optimality, a navic uz je
pfipustny (jeho soutadnice > 0). Prvni takovy vrchol, do kterého touto metodou
dorazime, je optimum priméarni Glohy.

— Poznatku z teorie duality jsme vyuzili k ziskani efektivnéjsich postupi v analyze citlivosti.

— Pokracovali jsme problematikou nelinearniho programovani.

— Ukazali jsme si nékteré metody Feseni tiloh konvexniho a kvadratického programovani.

Kontrolni otazky

1. U nésledujicich vyrokt rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

1.
2.

® N o o

9.

Abychom mohli formulovat dudlni tlohu, primarni iloha musi byt v kanonickém tvaru.
Duaélni tloha existuje jen tehdy, pokud primérni iloha je tlohou minimalizace.

Koeficienty dualni funkce w zapsané v simplexové tabulce jsou totéz co pravé strany
primérnich omezeni.

Optimalni hodnota funkce z je mensi nez optimélni hodnota funkce w.

I kdyZ primarni feSeni neni optimalni, prislusné dudlni reseni je pripustné.

Pokud priméarni feseni je pripustné, prislusné dualni feseni je optimalni.

Pokud piislusné dualni feseni je ptripustné, primarni feseni je optimalni.

Pokud je alespon jedna hodnota v poslednim sloupci simplexové tabulky kladna, reseni
primérni dlohy je pfipustné.

Pridanim nového omezeni se optimélni hodnota funkce z mutze zlepsit.

Odpovédi na otazky
1-A,2-N,3-A,4-N,5-N,6-N,7-A,8-N,9-N.

Cviceni

1. Uvazujte nasledujici tlohu linearniho programovani:

najdéte maximum funkce z = 2x1 +4x9 + 423 — 324 za podminek  x1 + xo + 23 =4

1 +4x9+ x4 =8

Z1,22,T3,T4 > 0.

a) Formulujte k této tloze tlohu dudlni.

b) Najdéte feseni duélni tlohy pomoci optimalni tabulky primarni tlohy.

2. Uvazujte nasledujici tlohu linedrniho programovani:
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najdéte maximum funkce z = 5x1 + 29 + 33 za podminek z1 4+ 5z + 223 = 30
T1 —5332 —6:(}3 S 40

x1, 9,23 > 0.
a) Formulujte k této uloze tlohu dudlni.
b) Najdéte feSeni dudlni tlohy pomoci optimalni tabulky primérni alohy.
3. Vyfteste dualni simplexovou metodou tlohu:
najdéte minimum funkce z = 2x1 + 329 za podminek 2z1 4+ 39 < 30

1+ 229 > 10

T1,T2 2 0.

4. Uvazujte zadani z piikladu 2. Provedte nésledujici analyzu citlivosti:
: VRN . 35
a) jak se zméni feSeni pfi zméné pravé strany na . ?

b) jak se zméni feseni pii pfidani nového omezeni z1 + x3 <5 ?

c) jak se zméni FeSeni pfi zméné funkce z na z = x; + w9 — 223 ?

4
d) jak se zméni feSeni pfi zméné 2.sloupce omezeni na ( ?
1

Vysledky

ad 1. ad a) formulace dudlni tlohy: minimalizujte funkci w = 4 y; + 8 y2 za podminek y; + yo >

ad 2. ad a) formulace dudlni tlohy: minimalizujte funkci w = 30y; + 40y2 za podminek y; +
+y225, 5y1 —5y2 =2, 2y1 —6y2 > 3, y1 € R,y2 > 0; ad b) y = (5,0); w(y) = 150.

ad 3. z = (0,5); z(x) = 15.

ad 4. ad a) z = (30,0,5), z(z) = 32, ad b) z = (5,5,0), 2(z) = 35; ad c) hodnota optima se

neméni £ = (30,0, 0), zméni se pouze hodnota tcelové funkce z(x) = 30; ad d) nic se nezméni.
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4  Stochastické procesy

Pruvodce studiem

Budeme se zabyvat nékterymi typy nahodnych procesil. Ukazeme si jejich rozdéleni a nékteré zpisoby
feSeni problém, které tyto procesy popisuji.

V prvni kapitole jsme se zabyvali teorii pravdépodobnosti. VZdy jsme prepokladali, Ze nahodnad ve-
li¢ina, nahodna proménna dosahne béhem pokusu nékterou, pfedem nam neznamou, hodnotu, ale
tato hodnota bude pouze jedna jedina. Tento postup ale nevyhovuje pri popisu rady dalsich jevil,
protoZe zanedbadva zavislost nahodné proménné na Case.

Ukazeme si zakladni vlastnosti nahodnych procesii a naucime se je popsat a pracovat s nimi.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e Rozeznat deterministicky a ndhodny proces.

e Sestavit matici Markovského Fetezce.

e Odlisit od sebe homogenni a nehomogenni Markovské fetézce.

e Pracovat s matici pravdépodobnosti pfechodl a matici intenzit.

e Pouzivat transformace pro klasifikaci Markovskych fetézcu.

4.1 Zakladni pojmy

S ndhodnymi procesy, které zaviseji na Case, se mizeme setkat v fadé oblasti védy, techniky a
vyskytuji se i v normalnim Zivoté, jenom o tom kazdy nevi.

Vezméme si hromadéni se prvki, které maji projit uréitym systémem, oSetfenim, tj. procesy
hromadné obsluhy. Typickym pfikladem je fronta zdkaznik pred pokladnou, pocet vozidel pred
kfizovatkou, zatizeni telefonniho uzlu. Dal$im pfikladem mohou byt modely obnovy, tedy proces
kdy dochézi k postupnému vyrazovani prvkt ze souboru a jejich nahrazeni jinymi prvky. V
demografii se takovymi prvky rozumi Gmrti a narozeni.

Uvahy o nutnosti vybudovat teorii ndhodngch procesti vyslovil uz A. Poincaré (1854 - 1912).
Prvni naznaky realizace je mozné nalézt u L. Bacheliera (1870). Skute¢né vybudovani mate-
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matickych zdkladi ndhodnych procest je spojeno se jmény A.A. Markova (1856 - 1922), A.J.
Chincina (1894 - 1959) a A.N. Kolmogorova (1903 - 1987).

Procesem budeme rozumét kazdy déj, ktery miize probihat v technické, ekonomické a
matematické oblasti. Pfitom jednotlivé procesy mizeme rozdélit na disjunktni t¥idy (tj.
kazdy proces je mozné jednozna¢né zaradit do pravé jedné tiidy). Rozeznavame procesy

e deterministické
e nahodné

e smisené

Deterministicky proces — vzdy jej miZeme popsat nebo predpokladat o jaky proces
se jedné. Pro funkei ¢asu f(t),t € {0,1,2,...,n}, nebo f(t),t € [a,b],a < b,a,b € R,
vzdy budeme znat jeji hodnotu. Jinak feceno: u deterministického procesu pfi danych
vstupnich podminkach vzdy dokazeme urcit vysledek procesu.

Priklad 4.1. Médénou spiralu pfipojime ke zdroji. Znamena to, ze spiralou potece proud
a spirala se zac¢ne ohtivat. Mlizeme zmérit proud a napéti zdroje a na zakladé toho mtizeme
urcit, jakym zptisobem se $iti teplo ve spirale, jaky je jeji tepelny vykon atd. Jedna se o
deterministicky proces.

Stochasticky proces (Nahodny proces) - pro kazdé ,t“ budeme znat jen pravdépo-
dobnost s niz mize dany pripad nastat.

Priiklad 4.2. Turbulence v atmosféfe, pocasi, atd.

Obchodni strategie, restrukturalizace podniku, vyroby a jeji dopad na miru zisku, atd.
Pisobeni 1éki.

Vedlejsi acinky léku.

V pfemétu Matematika 3 jste se setkali s opakovanymi pokusy (Bernouliovské posloupnost
pokustt), kdy v kazdém pokusu nastal sledovany jev vzdy se stejnou pravdépodobnosti. V

praxi se vSak velmi Casto setkavame s tim, ze vysledek jednoho pokusu zavisi na vysledcich
predchozich pokusti. Budeme se tim nyni zabyvat.

Obecny nahodny proces je mnozina nahodnych veli¢in, kterd zavisi na urcitém poctu
parametri a ty jsou definovany na mnoziné realnych cisel.

Uvedeme si nyni pfesnou definici pojmu.

Definice 4.3. Necht (92; A; P) je pravdépodobnostni prostor, necht 7" C R. Posloupnost
realnych nahodnych veli¢in {Xy;¢ € T} definovanych na (Q;.A; P) se nazyva nahodny
proces.

Definice 4.4. Pro T = Z = {0;£1;42;...} nebo T" C Z mame proces s diskrétnim
casem, neboli ¢asovou fadu.
Pro T = [a;b], kde —00 < a < b < 400 je {X;;t € T} proces se spojitym Casem.
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Definice 4.5. Dvojice (5;E), kde S je mnozina hodnot ndhodnych veli¢in X; a & je
o-algebra podmnozin S, se nazyva stavovy prostor procesu {X;;t € T'}. Pokud ndhodné
veliciny X; nabyvaji pouze diskrétnich hodnot, fikame, Ze jde o proces s diskrétnimi stavy,
nabyvaji-li hodnot z néjakého intervalu, mluvime o procesu se spojitymi stavy.

Vzdycky se budeme rozhodovat podle toho, jestli budeme pracovat s diskrétnim casem
nebo s ¢asem spojitym.

Néhodné procesy jsou zaloZzeny na pravdépodobnosti, na ndhodé, nebo jinak feceno na
nejistoté. To je jejich hlavni odlisnost od deterministickych procesi, které nam davaji za
shodnych vstupnich podminek vzdy stejny vysledek.

Obecny ndhodny proces bude pro nas mnozina ndhodnych veli¢in, které zavisi na urcitém
poctu parametri, které budeme brat z mnoziny realnych cisel.

V aplikacich (technickych, ekonomickych, ...) se pracuje predevs§im s ndhodnymi pro-
cesy, které zavisi na jedné proménné - na case. Takové ndhodné procesy budeme nazyvat
stochastickymi.

Jestlize pracujeme s diskrétni mnozinou proménnych (diskrétni ¢asovd mnozina, napf. sled
méfeni s pfesné uréenym intervalem mezi jednotlivymi méfenimi), potom se stochasticky
proces nazyvéd Markovsky Fetdzec, nebo Markoviv fetézec . Jestlize pracujeme se
spojitou proménnou (spojitym ¢asem), potom mluvime o Markovském procesu se spojitym
Casem.

4.2 Markovské retézce

Jedné se o nejjednodussi typ z Markovskych procest. Predpokladame, ze mame diskrétni
mnozinu hodnot (naptiklad diskrétni ¢asovou mnozinu) a ji odpovidajici diskrétni mnozinu
vysledki - stavi.

Méame diskrétni ¢as i diskrétni stavy. Markovské fetézce (MR) pouzivame pro popis sys-
témi, které se mohou nachazet v dany cas v jednom z konec¢ného poctu stavii, respektive
v jednom z nekonec¢ného, ale spocetného poctu stavi.

Priklad 4.6. Pripomeneme si:
Mnozina celych kladnych ¢isel: Z1 = {1,2,3,...} je nekonecnd, ale spocetna.
Pouze nekoneéna mnozina se da bijektivné zobrazit na svoji podmnozinu.

2.7 ={2,4,6..}

VYa € Z =2a €27
27t c Zt

LA.A. Markov (1850 -1932), rusky a sovétsky matematik. V roce 1907 zavedl zakladni pojmy na-
hodnych procesii s diskrétnim ¢asem a koneénym poctem stavi. V roce 1936 A.N. Kolmogorov zobecnil
tyto pojmy pro spocetnou mnozinu stavi. V soucasné dobé je teorie Markovskych procest jednou z
nejrozsifenéjsich ¢asti aplikaci teorie pravdépodobnosti.
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Nekonecna mnozina je spocetna, jestlize mnozinu dokézeme ocislovat a tim spocitat.
Mnozina racionalnich ¢isel je spocetna.
Mnozina realnych c¢isel je nespocetna.

Uvedeme si nyni presnou definici:

Definice 4.7. Markovska vlastnost
Rekneme, Ze posloupnost ndhodnych pokusti, respektive posloupnost diskrétnich ndhod-
nych proménnych
{X,, n=0,1,2,...}, (4.1)
které nabyvaji pouze hodnot z mnoziny celych nezapornych ¢isel, tvori Markovsky retézec,
jestlize pro kazdé n € {0,1,2,...} a pro kazdou posloupnost celych nezdpornych ¢isel
Xg, X1, To, ..., T, plati

p(Xn=a,/Xo=20, X1 =21,..., X1 =Tp-1) =p (X =0,/ Xpo1 = 1), (4.2)

kde vyraz p(A/B) ozna¢uje podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal
jev B.

Jinak Feceno: Predpokladejme, Ze mame nahodny proces, ktery v ¢ase ¢ nabyva hodnot
s(t) = a, kde a je celé nezaporné ¢islo. Potom plati

p(s(n)=j/s(n—1)=1i,s(n—2)=k,...,s(1) =1,s(0) =m) =

=p(s(n) =i/s(n—1) =j).
Neboli pravdépodobnost, ze v momenté n nastane jev j za predpokladu, ze se v pfedeslych
dobéch (okamzicich méfeni) vyskytovaly rtizné jiné stavy je uréena pouze stavem v dobé
n — 1. Mluvime potom o podminéné pravdépodobnosti prechodu ze stavu i do stavu 7, ke
kterému doslo v dobé od n — 1 do n.

Pro pravdépodobnosti prechodu plati

0<py; <1, i,j=01,2,... (4.3)
+oo
> py=1, i,j=012 .. (4.4)
1=0

Pravdépodobnosti pfechodu se obvykle udavaji ve formé tzv. matice pravdépodobnosti
prechodu:

Poo Po1 DPo2
Pio P11 D12
D20 P21 D22

P—

P je ¢tvercova matice konecného nebo nekonecného stupné. Pro jeji prvky plati podle
(4.3), Ze jsou nezaporné a podle (4.4) je fadkovy soucet vzdy roven jedné. Kazda matice s
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témito vlastnostmi (vSechny prvky jsou nezaporné a fadkovy soucet je vzdy roven jedné)
se nazyva stochastickou matici. Pokud je navic i kazdy sloupcovy soucet roven jedné,
potom mluvime o dvojnasobné stochastické matici.

Véta 4.8. Libovolnd mocnina stochastické matice je opét stochastickou matict.

Soucin dvou stochastickych matic je opét stochastickou matici.

Dikaz. Méjme dvé stochastické matice téhoz radu n.

A=(ay), > a;=L1Vi 0<ay;<1, ij=12...n,

=1

B=(by), Y by=1%i 0<b;<1, ij=12. .. n
j=1

Potom .
A-B=C= (Cij)7 kde Oij = Zaikbkj.
k=1
SUED 91 0SB 9) STITAES 9% SRR
i=1 i=1 \k=1 k=1 i=1 k=1 k=1
Tim méme dokazané druhé tvrzeni véty. Prvni tvrzeni se dokazuje analogicky. O]

Chovani celého systému je tedy urceno:

1. Vektorem absolutnich pravdépodobnosti v poc¢atecni moment
p(n) = (p1(n),p2(n),...,pn(n)), n=12,...,N,
kde p;(n) je pravdépodobnost, ze v momenté n je systém ve stavu i.
2. Matici pravdépodobnosti pfechodu
P = (pi;(n)),

kde p;j(n) je podminéna pravdépodobnost pfechodu ze stavu i do stavu j mezi
okamziky n — 1 a n, neboli p (s(n) = j/s(n — 1) =1).

Protoze jednotlivé stavy tvori iplny systém jevii, bude i pro pocatecni vektor platit
0 <pi(n) <1, Zpl(n) =1
Definice 4.9. V piipade kdy pravdépodobnosti p;;(n) nebudou pfimo zaviset na hodnoté

n, tj. nezavisi na okamziku, kdy k prechodu doslo, potom mluvime o homogennim
Markovském fetezci, tj. p;;(n) = p;;.
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Definice 4.10. Jestlize p;j(n) zavisi na hodnoté n, pak mluvime o nehomogennim
Markovském retezci .

Neboli u homogeniho Markovského fetezce je matice pravdépodobnosti prechodt P =
= (pij(n)) = (pi;) konstantni matici, kterd nezavisi na Case, zatimco u nehomogenniho
Markovského Tetézce je matice pravdépodobnosti pfechodt P = (p;;(n)) funkei ¢asu.

Necht v je libovolné celé nezaporné ¢islo. Potom pravdépodobnost prechodu ze stavu ¢ do
stavu j za n(n =0,1,2,...) krokl oznac¢ime

pg;?) =P{sysn=17J/sn=1}, 4,j=0,1,2 ...

pritom polozime

p’fj) = Dij-

Véta 4.11. Necht n, k jsou libovolnd prirozend ¢isla a i, j jsou libovolnd nezdpornd c¢isla.
Potom pro pravdépodobnosti prechodu plati vztahy

n+1)
pszr pr pl’]" (45)

pit = pr ). (4.6)

Vztahy (4.5) a (4.5) se nazyvaji Chapman-Kolmogorovy rovnice

Véta 4.12. Necht n > 2 je libovolné pFirozené ¢islo a necht i,j jsou libovolnd celd nezd-
pornd cisla. Potom pro matici pravdépodobnosti prechodu plati

Pt =}, =12, (4.7)

kde P™ je n-ta mocnina matice pravdépodobnosti prechodu P pro jeden krok.

4.3 Homogenni Markovské retézce

Méjme homogenni Markovsky Fetézec s matici pravdépodobnosti pfechodt P = (p;;).
Potom plati:

Véta 4.13. Pravdépodobnosti p;;, které vytvdreji matici pravdépodobnosti prechodi P,
must spliovat ndsledujici podminky.

1. pi; >0,Vi,j € {0,1,2..N};

2. > piy=1,Vi,j €{0,1,2...N}, tj. kaZdy radek tvori uplnou mnoZinu jevi.
j=1
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Nyni mtizeme MR popsat na zakladé znalosti vektoru p(n) a matice P = (p;;) (matice
ptechodu) pomoci vztahu
p(n+1)=p(n)-P.

Postupnym dosazovanim mutizeme dojit k vyrazu
p(n+1) = p(0) - P"*, (4.8)

kde p(0) — je vektor uréujici po¢atecéni stav, IP- je ¢tvercova matice fadu N. Jinymi slovy:
jestlize zname pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych stavi v pocatku Markovského
procesu popsaného matici P, potom miZzeme pomoci MR popsat pravdépodobnosti
vyskytu jednotlivych stavi v kazdém dal$im momenté.

Dukaz. vztahu 4.8:

PouZitim matematické indukce dostaneme tvrzeni. O

Poznamka 4.14. Pfipominam, Ze nasobeni matic neni komutativni, tj. obecné pro libo-
volné dvé matice A, B

A-B+#B-A.
Takze vzdy zéalezi na poradi nasobeni.

Poznamka 4.15. Pripominam, Ze obecné nemuzeme vynasobit libovolné dvé matice.
Jestlize mame matici A = (a;;), kde i = 1,...,m, j = 1,...,n, tj. matice A ma m
radki a n sloupct, a matici B = (by), kde k = 1,...,p, [ = 1,...,q, takZe mame dvé
matice typd (m,n) a (p,q), potom je definovan sou¢in A - B (v uvedeném potadi) pouze
tehdy, kdyz n = p. Pocet sloupcti prvni matice se musi rovnat poctu radkt matice druhé.
Vyslednd matice je potom typu (m, q).

Piiklad 4.16. Méjme MR se stavy ,1¢ a ,2“ Nechf jsme v dobé ,0“ ve stavu ,1%
Pravdépodobnost tohoto jevu oznacime p;(0). Jestlize budeme v dobé ,,0“ ve stavu ,2%
potom ozna¢ime pravdépodobnost tohoto jevu py(0).

V dalsim momentu ,,1“ se miZeme ocitnout ve stavu ,,1* dvojim zptsobem: bud setrvanim
ve stavu ,,1“ a nebo prechodem do stavu ,,1“ ze stavu ,2“. Potom

p1(1) = p1(0) - p11 + p2(0) - po1 = Zpi(o) * it

kde p11, pa1 jsou prvky matice P (jde o prvni sloupec) a p;(0), p2(0) jsou slozky vektoru
absolutnich pravdépodobnoisti p(0) v dobé 0.

Jestlize v momenté ,,0“ miize nastat vice moznosti, bude mit vektor absolutnich pravdé-
podobnosti vice ¢lent.
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Pomoci vektoru absolutnich pravdépodobnosti p a matice IP mtizeme urcit rozdéleni prav-
dépodobnosti v libovolny moment pro kazdy z moznych N stavi. Jednotlivé pravdépo-
dobnosti p;(k),i =1,2,..., N,k =1,2... poc¢itdme pomoci vztaht:

pi(1) = pi(0)pir + p2(0)par + - + pn(0)pN1,

p2(1) = p1(0)p12 +p2(0)p22 + - + pn(0)pn2,

pn(1) = p1(0)pin + p2(0)pan + -+ -+ pa(0)p .

Nebo pii maticovém zapisu

Analogicky plati

Chovéani homogennich MR po kone¢ném poétu ¢asovych intervali je tedy popsano pomoci
vektoru vychozich absolutnich pravdépodobnosti a mocnin matice prechodu.

Ptejme se: Jaka je pravdépodobnost pirechodu ze stavu ,i“ do stavu ,,7¢ v pribéhu ,n*
casovych intervalt?

(n)

Tyto pravdépodobnosti jsou dany prvky matice prechodu P, oznacime je p;;” jde o prveky

matice P", ale neziskdme je pouhym umocnénim prvki p;;, ale jako prvek mocniny matice.

Priklad 4.17.

(1)
() G-
IR
v (0h)

Dostali jsme Vn
(n)  _

ri = 1,
;) 0,
P = 1,

ale p{? = n.



170 STOCHASTICKE PROCESY

(n)

Pritom na hlavni diagonale matice P" dostavame pravdépodobnosti p;;” névratu do téhoz

stavu po ,,n“ Casovych intervalech.

4.4 Klasifikace stavu

Definice 4.18. Jestlize je prvek na hlavni diagonale pgf ) rizny od nuly pro vSechna ,n“,

tak potom hovoiime o rekurentnich stavech (je mozné se vratit na pocatek).

V opac¢nych pfipadech mluvime o tranzientnich stavech.

Definice 4.19. Rekurentni stavy mohou byt takové, ze navrat do vychoziho stavu miize
nastat kdykoliv, potom mluvime o ergodickych stavech, nebo miiZe nastat az po pro-
vedeni kone¢ného poctu krokt, potom mluvime o periodickych stavech a nebo az po
provedeni nekone¢ného (ale spocetného) poctu krokid (tj. az v limité) pak mluvime o
stavech rekurentnich nulovych.

Definice 4.20. Hodnoty pg?) nam dovoluji rozlisit dosazitelné a nedosazitelné stavy,
tzv. jestlize pg;l) > 0 = stav ,,5“ je dosazitelny ze stavu ,;2“ po provedeni ur¢itého poctu
krokt po ,,n“ ¢asovych intervalech.

)

V opacném pripade, tj. kdyz pgl = 0, jde o nedosazitelny stav.

Definice 4.21. Stavy vzajemné dosazitelné nazveme souslednymi. Skupinu vzajemné
souslednych stavii nazveme uzavienou tridou.

Je-li v MR pouze jedna takova tfida, potom nazyvame tento fetézec nerozlozZitelny. V
opa¢ném piipadé nazyvame tento fetézec rozloZitelny .

Definice 4.22. Tvori-li vSechny stavy Tetézce uzavienou tiidu a jestlize jsou navic ergo-
dické, potom mluvime o regularnim retézci.

Definice 4.23. Jestlize pro jeden nebo vic stavi plati pgf ) = 1, nebo pgf ) 1, tj. setrvani

ve stavu i “ je stav jisty a jestlize do téchto stavii existuje vstup, potom mluvime o stavech
pohlcujicich (absorpénich).

Ostatni stavy pak nutné musi byt tranzientni, protoze se postupné jejich pravdépodob-
nosti blizi k nule. MR, které obsahuji tyto stavy se nazyvaji absorpénimi.

Poznamka 4.24. Blokové matice — jestlize matici rozdélime nékolika vodorovnymi a
svislymi ¢arami na podmatice, které nazveme bloky, potom mame blokovou matici.

Priklad 4.25. Méjme matici A,

S = W =
—= O Ot N
Tl = O =
J 0o = O
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I C

kde B — [ 1 2 L C = 4 8,1: Loy
35 5 7 0 1

Blokové matice miizeme pouzit pro klasifikaci MR.
Je-li MR rozlozitelny potom pii vhodném pieéislovani jednotlivych stavii miizeme v matici

P vytvorit nulovou podmatici O.
A O
P= ) (4.9)
O B

_( QO
P_(R s) (4.10)

kde @), S - jsou c¢tvercové matice, pricemz () obsahuje rekurentni stavy a S obsahuje

tranzientni stavy.
O C
P= , (4.11)
D O

kde C, D jsou ¢tvercové matice a O je nulové ¢tvercova matice, pak bude systém oscilovat
mezi dvéma mnozinami stavii a prislusna matice P bude popisovat periodicky retézec.

o , B I
Potom mtizeme psat A = ,

A dostaneme:

kde A, B jsou ¢tvercové matice.

Jestlize je P rozlozitelna na tvar:

Neni-li matice P rozlozitelna, jedna se o regularni retézec, kde vSechny stavy tvori uzavieny
celek, ptricemz z kazdého stavu lze ptejit do ostatnich a naopak.

Piiklad 4.26. M¢&jme MR, ktery mé ceklkem ¢tyii stavy, pricemz ze stavu ,,1“ mfizeme
prejit pouze do stavu ,,3“ a naopak, a ze stavu ,,2“ mtizeme piejit pouze do stavu ,4“ a
naopak. Matice pravdépodobnosti pfechodt bude potom mit tvar

0010 00[1 0

p_| 0001 :0001:<01>
1000 1 0/0 0 I 0O
0100 0 1[0 0

Dostali jsme matici periodického Tetézce.

Priklad 4.27. Mé&jme MR, ktery ma celkem pét stavi, pri¢emz ze stavu ,1“ miZeme
prejit pouze do stavu ,3“, ze stavu ,,2° mizeme prejit pouze do stavu ,4% ze stavu , 3
muzeme piejit pouze do stavu ,5% ze stavu ,,4“ muzeme piejit pouze do stavu ,,1“ a ze
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stavu ,,5“ miizeme prejit pouze do stavu ,2%. Matice pravdépodobnosti pirechodtt bude
potom mit tvar

001 O0O0 0 0j1 00O
000T1O0 0 0/]0 1 O
P=100001]=]00[001
10000 1 0{0 0O
0100O0 0 1/0 0 0

Nulové podmatice nejsou ctvercové.

Pokud posledni dva fadky prehodime na prvni mista, dostaneme jednotkovou matici. To
ale znamena, Ze vSechny stavy jsou sousledné a tvofi jen jednu uzavienou tiidu. Jedna se
tedy o regularni fetézec.

4.5 Regularni Markovské retézce

Neni-li matice PP rozlozitelna, potom se podle definice 4.22 jedna o regularni fetézec, kde
vSechny stavy tvori uzavieny celek, pficemz z kazdého stavu lze prejit do ostatnich a
naopak.

Definice 4.28. Matici pravdépodobnosti pfechodu P nazveme regularni, je-li ,P"“ pro
urc¢ité ,n“ bez nulovych prvki.

Priklad 4.29. M¢jme celociselnou matici

o

I
(e R
—_ = O
N = =

ktera obsahuje i nulové prvky. Ale jeji mocnina

—_
—_
w

A2 =A A=

N >
w
ot

uz zadné nulové prvky neobsahuje.

Priklad 4.30. Méjme stochastickou matici

[\)
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kterd obsahuje i nulové prvky. Potom

, 46 40 14
B2:ﬁ 35 41 24 |,
15 10 75

uz zadné nulové prvky neobsahuje.

Disledek 4.31. Je-li P reguldrni, potom neni rozloZitelna na Zadny z typi (4.9), (4.10),
(4.11).

Poznamka 4.32. POZOR! Neplést si pojmy regularni matice, tj matice jejiz determinant
je nenulovy, s regularni matici pravdépodobnosti pfechodu, ktera je matici regularniho
Markovského fetezce.

Priklad 4.33. Méjme danu matici

C:

Wl = Wi
Wik O wl~
Wik O Wl

Protoze det C' = 0 (matice mé dva stejné fadky), jedna se o singularni matici.
Soucasné ale je matice C? bez nulovych prvki (Ovéite!), takZe se jedna o regularni matici
pravdépodobnosti prechodu.

Véta 4.34. Je-li P reqularni potom matice ,P" “ konverguje k limitni matici A, kde A je
matice tvorena prvky ay,as, ...ay, kde vsechny radky jsou stejne.

ay a2 ... an
A=

ay ag ... 4N

ay as ... AN

Vsechny tadky limitni matice A jsou stejné a tvori tzv. limitni vektor d = (aq, as...ay)
Véta 4.35. Pro requldrni matici P plati:
1. Je-li A limitni matice pro P a a je limitni vektor plati pro libovolny pocdtecni vektor

P potom

lim 7-P" = a.
n—oo

2. Limitni vektor je jedinym vektorem pro ktery plati:

a-P=a.

P-A=A=A-P.

Neboli limitni matice komutuje s prislusnou stochastickou matici.
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4.6 Hledani limitniho vektoru d

Ptredpokladame ze se u naseho regularniho fetézce mohou vsechny stavy stale vyskytovat,
tj. plati:
0<pij <1,Yi,7=1,2,...,N

Potom, jestlize existuje limitni rozdéleni, tak plati, ze

lim p(n) = lim p(n—1) =a.

n—oo n—oo
Pritom slozky vektoru @ mizeme chapat jako podily z celkové doby, kdy systém setrvava
v jednotlivych stavech 1,2...N béhem dostatecné dlouhé doby.

Jestlize vyjdeme z podminky a-P = @, dostaneme soustavu linearnich algebraickych rovnic,

které budou linearné zavislé. ReSeni bude zaviset na parametru a nebude jednoznacné
N

urcené. Doplnime-li systém o podminku > a; = 1 potom dostaneme pravé jedno FesSeni.
i=1

Priklad 4.36. Mame vyrobni linku, ktera se mize nachazet pouze ve dvou stavech.

1. linka je v provozu

2. linka je v opravé

Sledovanim provozu bylo zjisténo, ze pokud je linka v jednom okamziku v provozu (stav
1), potom v dalsim okamziku, mtize byt se stejnou pravdépodobnosti bud v provozu a
nebo v opravé. Pokud se linka nachézela v opravé (stav 2), potom v dalsim obdobi byla
s pravdépodobnosti 75% opét v opravé a s pravdépodobnosti 25% byla v provozu.

Reseni. Mame piiklad se dvéma stavy, pficemz uvedené relativni ¢etnosti miizeme po-
kladat za pravdépodobnosti pfechodu mezi jednotlivymi stavy. Matice podminénych prav-

dépodobnosti ma tedy tvar
0,5 0,5
P= ’ ’ .
0,25 0,75

Urc¢ime nyni vektor absolutnich pravdépodobnosti. Predpokladame, Ze na zacatku je linka
v provozu, potom méame p(0) = (1;0)

Pravdépodobnost v bodé 1 ziskame:

0,5 0,5

p(1) = p(0) - P = (1;0) - < 0.95 0.75

) = (0,5;0,5).

To znamena, ze po uplynuti prvniho intervalu bude linka se stejnou pravdépodobnosti v
provozu jako v opravé. Pokracujeme dale a dostaneme:

0,5 0,5

7(2) = p(1) - P = (0,5;0,5) -
p(2) = p(1) ( ) (0725 0.75

) = (0, 375: 0, 625).
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Dostali jsme, ze po uplynuti druhého ¢asového intervalu bude linka s pravdépodobnosti
0.375 pracovat a s pravdépodobnosti 0,625 bude v oprave. Odtud uz se daji délat zavéry
napriklad o kvalité linky, ale to uz neni naplni matematiky.

Vysledky si zapiSeme do tabulky:

n 01 2 3 4 5
Pracuje p;(n) 110,510,375 0,3438 | 0,3359 | 0,334
V opraveé py(n) | 0 | 0,5 | 0,625 | 0,6562 | 0,6641 | 0,666

Tab. 4.1: Vysledky ptikladu 4.36 pro p(0) = (1;0)

Nyni naopak predpokladejme, Ze v poc¢atku je linka v opravé potom p(0) = (0;1).

0,5 0,5

p(1) = p(0) - P = (0;1) - ( 095 0.7

) = (0, 25:0,75),

Takze po uplynuti prvniho casového intervalu linka, ktera byla v opravé, bude dale v
opraveé s pravdépodobnosti 0.75 a pouze s pravdépodobnosti 0, 25 bude pracovat.

7(2) = p(1) - P = (0, 31250; 0, 6875).

Vysledky si opét zapiseme do tabulky:

n 0|1 2 3 4 5
Pracuje p;(n) 010,25 |0,3125 | 0,3281 | 0,332 | 0,333
V opraveé ps(n) | 1 | 0,75 | 0,6875 | 0,6719 | 0,668 | 0,667

Tab. 4.2: Vysledky prikladu 4.36 pro p(0) = (0;1)

Vsimnéte si, ze pres rozdilnost pocatecnich vektorti uz po patem kroku mame v obou
tabulkach skoro stejné hodnoty.

Jestlize existuji pouze uvedené dva stavy potom si mizeme urcit limitni vektor a.

iP=a,

0,5 0,5
kde d = (o;5) a P = . Potom
0,25 0,75

0,5 05\
(a76)<0725 0’75>—(OZ,/8)



176 STOCHASTICKE PROCESY

a soucasné

a+ =1
Dostaneme tak soustavu
1 N 1 3
—a+-0f=a«
2 4 ’
1 3
7 + Zﬁ =0,
a+ =1
Po jejim vyteseni dostaneme:
1 3 2
a=_-, = -.
3 3

1 2
V dostatecné dlouhém obdobi bude linka 3 doby pracovat a 3 doby bude v opravé.
Opét pripominam, ze uz pata aproximace byla velmi blizko limitnimu feSeni. O

Priklad 4.37. Na sidlisti mame dva obchody s potravinami. Pro jednoduchost budeme
predpokladat Ze béhem jednoho tydne zékaznik nakupuje bud pouze v obchodé A nebo
pouze v obchodé B. Prizkumem trhu, ktery se tykal tisice zdkaznikti, bylo zjisténo ze
90% nakupujicich v A tam bude nakupovat i v pfistim tydnu a jen 10% prejde nésledujici
tyden ke konkurenci (tj. bude nakupovat v obchodé B). Déle 80% zakazniki z obchodu
B tam bude nakupovat dale a 20% prejde k obchodu A.

Je treba popsat danou situaci a odhadnou mozny vyvoj.
Reseni. K analjze pouzijeme MR. Opét mame situaci, ve kteri existuji pouze dva stavy:

1. nakupuje v A,

2. nakupuje v B.

Shroméazdéné tdaje z pruzkumu trhu obsahuji relativni ¢etnosti, které miizeme pokladat
za aproximece pravdépodobnosti jednotlivych pfechodt. Sestavime si z nich matici pravdeé-

podobnosti:
0,9 0,1
P= .
0,2 0,8

Prvky na hlavni diagonéle — pravdépodobnost vérnosti obchodu.
Predpokladejme, ze zékaznik nakupuje v obchodé A, potom

p(0) = (1;0).

Pro nésledujici tyden dostaneme:
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Pro dalsi tyden budeme mit:

0,9 0,1

p(2) = p(1) - P =(0,9,0,1) - ( 0.2 0.8

) = (0,83;0,17).

Ziskali jsme, ze po dvou tydnech s pravdépodobnosti 0.83 zékaznik, ktery nakupoval v
A, bude dale nakupovat v A, a s pravdépodobnosti 0.17 prejde ke konkurenci a bude
nakupovat v B. Stejnym zpisobem mizeme pokracovat dale. Vysledky si zapiseme do
tabulky:

n o1 |2 3 4 5 6
p1(n) 11091083} 0,781 | 0,747 | 0,723 | 0,706
pa(n) 001]0,17 0,219 | 0,253 | 0,277 | 0,294

Tab. 4.3: Vysledky piiklady 4.37, zadkaznik nakupoval v A

Neboli ze 1000 zakaznikd, ktefi v poc¢atku nakupovali v A jich po Sesti tydnech ziistane
706 a zbytek prejde ke konkurenci. Soucasné ale i ne€kteti zdkaznici v B zase prejdou k v

A.

Predpokladejme nyni, ze zakaznik v poc¢atku nakupuje v obchodé B, potom

p(0) = (0; 1).

Urc¢ime si pravdépodobnosti pro jednotlivé tydny a zapiSeme je do tabulky:

n 0/1 |2 |3 4 5 6
pi(n) 00,2034 | 0,438 | 0,507 | 0,555 | 0,589
pa(n) 11081 0,66 | 0562|0493 | 0,445 | 0,441

Tab. 4.4: Vysledky priklady 4.37, zdkaznik nakupoval v B

Neboli z 1000 zdkaznikt nakupujicich v pocatku v B jich po Sesti tydnech zistane 411 a
589 jich preslo ke konkurenci.

Pokud predpokladame ze ,n“ je dostatecné velké, tj. mame k dispozici celkem n tydni,
potom muzeme urcit limitni vektor a.

iP=a,
0,9 0,1

kde @ = («a; 3), a soucasné plati, zZe a + =1 a P =
(@:) <0,2 0,8

> . Po Gpravé mame

soustavu rovnic
0.9a+ 0.28 = a,
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0.1a + 0.85 = 3,
a+p=1,

2 1

Ktera ma jediné feseni o = 3 B = 3
2
Limitni pravdépodobnosti ndm ukazuji podil obchodt na trhu. Obchod A mé zhruba 3

1
zakaznikil a obchod B méa zhruba 3 O

Priklad 4.38. Vyjdeme ze zadani predchoziho prikladu. Necht na zédkladé prizkumu trhu
zahajil obchod B reklamni kampan. V jeho disledku doslo k pfesunu zajmu o jednotlivé
obchody, (neboli doslo ke zméné matice P), kterd ma nyni tvar

P 0,85 0,15
0,2 08 )
Vsimnéte si, Zze se zménil pouze prvni fadek matice P. Rozhodnéte, zda byla kampan

uspésna.

Reseni. Uréime si opét vektor limitnich pravdépodobnosti a dostaneme: @ - P’ = @, kde

=/

a = (o/; ') a dostaneme TFeSeni
i@ = (0,57;0,43).

Slovné vyjadifeno: doslo k nartstu zdkazniki o 10% u obchodu B, takZze reklamni kamparn
se vyplatila. n

Priklad 4.39. Ovéite, ze P- A= A-P, pro A, P z prikladu (4.37).

1842 941 20 10

_ 30 30 _ 30 30 _
4416 248 20 10
30 30 30 30

Reseni.

Wl D] N
L W =

Wi wWIN

1
3
1
3
9 1 1842 248 20 10
f 10 10 ) _ 30 30 _ | 30 30 | _
3 8 18+2 248 20 10
10 10 30 30 30 30
V obou ptipadech jsme dostali stejny vysledek.
POZOR! Zde se jedna jen o ovéfeni pro konkrétni matice A, P. Nejde o dukaz. O

I

=

I
Y
wIN Wl
Wl Wl

W= Wl

wWIN Wi
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4.7 Fundamentalni matice regularniho MR

U regularniho MR néas bude zajimat stfedni doba prvého prechodu do uréitého stavu a
rozptyl dob této prvni doby prechodu.

U regularniho MR je stfedni doba setrvani v systému neomezené, nebot kazdy stav se
miize opakovat libovolné casto a proto nas tato charakteristika nezajima.

Definice 4.40. Fundamentalni matice Z regularniho MR s matici pravdépodobnosti pie-
chodu PP a limitni matici A mé tvar:

Z:([—(P—A))‘1:[+§:(P”—A),

kde I je jednotkova matice, P je matice pravdépodobnosti a A je limitni matice daného
fetézce.

Protoze
P*— A,

proto
P*"—A— O,

kde O je nulova matice, a proto rozvinutim do fady dostavame
I—(P-A) ' '=II-P-A)) ' =T+P—-A)+P—-A)>+...

Dale plati
(P—A)"=P"— A

lim, ,.( . P"=A=P"— A — O, kde O je nulova matice

n

(P— A" =P — ( 1

)-]P’"‘l-A+<Z)-]P’"‘z-AQJr...Jr(—l)”-A”

Volme n = 2 a dostaneme
P—A>’=P—-A) - P—A)=P?—PA— AP+ A>=P>— A |
pricemz jsme vyuzili, ze P- A = A - P. Matematickou indukci potom dostaneme, ze plati
(P—A)"=P"— A
Véta 4.41. Pro fundamentalni matici Z plati:

1.P-Z=7Z P
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2. 7-&=¢ kde € =

S. a-Z=a
4. 1 —Z=A—-P- -Z

Diikaz: Dokazeme posledni tvrzeni.
1-7Z=A-P-Z.

Vezmeme si vyjadieni Z a vynasobime jej zleva vyrazem (I — P),

zzl+§:(lp>”—,4),
n=1

dostaneme

(I-P)-Z
=(I-P)-I+P-A)+P*—A)+.+P"—A)+...),
=I+P-A)+P*-A)+-+P"—A)+... |-(-P)—PP-A)-—PP*-A)—...
=[-P+(P-A)+P*-A)+-- - —(P—P-A)—(P>P-P-A)—.....
=] -P+P-A)+P>—P- A+ —(PP—A) - (PP—A)—...
=I-P+(P-A)=1-A

Neboli jsme dostali
(I-P)-Z=Z-PZ=1-A

a po upravé mame

I -7Z=A-P-Z.

4.8 Stredni doba prvého prechodu

Pokud méame regularni MR potom se v ném mohou vyskytovat viechny stavy v priibéhu
sledované doby. Proto nabyvaji na vyznamu charakteristiky, které nam udavaji stfedni
dobu prvého piechodu do urcitého stavu.

Oznacme stfedni dobu prvého prechodu ze stavu ,,S;“ do stavu ,,.S;“ jako ,,m;.“. V pii-
padé, ze i = k (jde vlastné o stfedni dobé prvého névratu) mame

mi; =1 pi + Zpik M-
k#i
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Setrva-li systém ve stavu ,,S;“ s pravdépodobnosti ,p; ¢ (tj. jeden interval systém setrva
v piislusném stavu ,,S;“ coZz mize nastat s pravdépodobnosti ,p;“), proto prvni ¢len
nasobime jednickou.

Ptejde-li systém s pravdépodobnosti ,p;;“ do stavu ,,5;% trva v priméru navrat, tzv.
prvni prechod ze stavu ,,S;“ do ,,5; my;.

V ostatnich pripadech, tj. pro j # i, mizeme stfedni dobu prvého ptrechodu z ,,S;“ do
»9; ¢ vyjadrit rovnici

mg; =1-pi; + Z (pir - Mg + 1+ pare) (4.12)
kit
Ptechod od ,,S;“ do ,,5;“ miize s pravdépodobnosti ,,p;; “ probéhnout hned v prvém kroku
(tj. béhem prvniho ¢asového intervalu) a nebo véemi moZnymi kombinacemi piechodu ze
stavu ,,5;“ do ,,9;“ a to opét béhem rtznych asovych intervalt (béhem raznych krokd,
pfi¢emz opét mize se jednat jen o jediny krok, ale nemust).

Upravou rovnice (4.12) dostaneme

m;j =1 'pij+zpik'mkj +1'sz'k = Zpik'mkj+ 1=
Py oy poy

= Zpik Mg — Pij - My + 1.
k
Ptejdeme k maticovému vyjadfeni a mame vztah
M =P(M — M)+ E,

kde M = (my;),

P - nase matice pravdépodobnostniho prechodu,

M - diagonalni matice, ktera ma na diagonéle prvky matice M,
E' - matice ze samych jednotek.

Pokracujeme dale v apravach a dostaneme
M=(—-Z+E-7)-M, (4.13)

kde Z - ptislusna fundamentalni matice,

Z - je matice obsahujici pouze diagonalni prvky fundamentalni matice Z.

1
Déle plati m;; = —, kde a; je i-ta slozka limitniho vektoru a.
a;

Takze ve vztahu (4.13) zndme vSechny prvky na pravé strané a to nam umoznuje urcit
matici M.

Priklad 4.42. Analyzou situace na trhu prace bylo zjisténo Ze pracovnik mize bud pra-
covat ve svém oboru, nebo pracovat v jiné profesi (mimo sviij obor) a nebo byt nezamést-
nany.
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Ve své profesi pracovalo i nésledujici mésic 80% pracovnikii, ktefi v ni pracovali na zac¢atku.
10% pracovnikt preslo k jiné profesi a 10% se stalo nezamdéstnanymi.

Z pracovnikll zaméstnanych mimo sviij obor se béhem pfistiho mésice 10% vrati ke své
ptivodni profesi, 70% ztistane pracovat mimo sviij obor a 20% pracovnikil piijde o praci.

Z nezaméstnanych naslo sviij obor a praci v ném 5% pracovnikt, 30% naslo praci mimo
sviij obor a 65% bylo déle nezaméstnanymi. Urcete matici M stfednich dob prvého pie-
chodu.

Reseni. Mame celkem tfi stavy

1. déla ve svém oboru
2. déla v jiném oboru

3. je nezaméstnany

Matice pravdépodobnosti prechodu

0,8 0,1 0,1
P=1| 0,1 0,7 0,2
0,05 0,3 0,65

Uréime si limitni vektor a:

a-P=d, kde @ = (a; ;) a sou¢asné musi platit podminka « 4+ 5 4+ v = 1. Dostaneme
tak soustavu
0,8+ 0,184 0,05y = «a,

0,1 +0,78+ 0,37y = B,
0,1a 4+ 0,28 4 0,65 = ~,

a+f+y=1
ktera ma reseni

a = 0,28125,

B =0,40625,

~v = 0, 31250.

Jestlize mame limitni vektor @, potom zname i matici A

0,28125 0,40625 0,31250
A= 0,28125 0,40625 0,31250
0,28125 0,40625 0,31250
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Miuizeme si nyni urc¢it fundamentalni matice Z
2,8496 —1,1270 —0,7227

Z=(I—-P—-A)"=| —0,5879 1,6855 —0,09766
—0,9004 0,1230  1,7773

Vsimnéte si, Zze ne vSechny prvky matice Z musi byt kladné. Matice Z nam totiz svym
zpusobem urcuje odchylku od limitni matice.

Matice M stiednich dob prvého prechodu
M=(I-Z+E-7Z)-M

100 111 2,8496 0 0
kdeI=(0 10|, E=|111] 2= 0 1,685 0 :
00 1 111 0 01,7773

3,5556 0 0
M = 0 2,4615 0
0 0 3,2

Dosazeni do vztahu vypoc¢teme matice M

3,556 6,9229 7,999
M =1 12,222 2,4614 5,999
13,333 3,2461 3,19999
Jednotkou ¢asu pro nas byl mésic. Proto z matice M plyne, Ze pracovnik, ktery na poc¢atku

pracoval ve svém oboru se v priméru za necelych 8 mésici (pfesnéji za 7,999 mésice) stane
nezameéstnanym.

Jestlize je nékdo nezaméstnany tak za 13,33 mésice sezene praci ve svém oboru. O]

Priklad 4.43. Predpokladéame Ze tydenni poptavka po vyrobku v je ddna rozloZzenim

velikost poptavky 0 1 2 3 4

pravdépodobnost vyskytu poptavky | 0,2 | 0,2 | 0,4 | 0,1 | 0,1

Interval porizeni zasob je jeden tyden. Naklady na objednavku ¢ini 100 tolart, sklado-
vani jednoho vyrobku po dobu jednoho tydne néas prijde na 40 tolarti, prodejem jednoho
vyrobku dosdhneme zisku 200 tolarti. Jaky bude mit zisk pfi strategii fizeni zasob néasle-
dujiciho stavu:

stav na pocatku tydne | 0 | 1 | 2| 3
velikost objednavky 3131010




184 STOCHASTICKE PROCESY

Reseni. Musime si uréit naklady spojené se zasobovacim procesem, skladovanim a prode-
jem. Sestavime si matici pravdépodobnosti prechodu. Stavem bude vzdy stav na pocatku
tydne, tj. velikost zasob na pocatku tydne. Pocatecni stav mize byt: 0,1,2,3,4.

Nejdrive si sestavime matici P.

e Pokud byl v poc¢atku 0, mizeme piejit pouze do stavu 3, protoze si objedname 3
vyrobky, neboli

Po3 = 1; Po1 = Po2 = Poa = poo = 0

e Pokud byl stav na pocatku 1, kze objednavame 3 vyrobky a potom muiiZzeme prejit
do stavu 4, jestlize béhem tydne neni zadny zajem o nas vyrobek, coz mize nastat
s pravdépodobnosti 0,2, proto bude p14 = 0,2, nebo mizeme ze stavu 1 pfejit do
stavu 3 s pravdépodobnosti 0,8 pi3 = 0,8. Jestlize byla poptavka 1, 2, 3, 4 (pfitom
vyssi poptéavky (tzv. 2, 3, 4) budou uspokojeny ¢astecné). Proto je p1y = 0.2, p13 =
= 0.8, p10 = p11 + p12 = 0.

e Jestlize na pocatku byl stav 2, proto podle nasi strategie (nic neobjednavame) ne-
muzeme prejit do stavu 3,4, proto psg = poy = 0. Byla-li poptavka nulova, potom
systém setrva ve stavu 2, neboli pyy = 0,2. Dale py; = 0,2 protoze s pravdépo-

dobnosti 0,2 prodame jeden vyrobek a systém piejde do stvu 1 a pravdépodobnost
poo = 0,6, coz mize nastat pokud by byla poptavka po 2,3,4 vyrobcich.

e Obdobné postupujeme déle a dostaneme hledanou matici P:

1 0
0O 0 0,8 02
P=|06 0202 0 0
0,2 0,4 0,2 0,2 0
0,1 0,1 0,4 0,2 0,2

Tato matice P splituje podminky regularniho MR, protoZe vSechny stavy tvoii uzavienou
tfidu a jsou ergodické (Fetézec je nerozlozitelny). Urc¢ime limitni vektor @ ze soustavy

a-P=a

Z a; = 1
Resenim dostaneme: @ = (0, 1729; 0, 2061; 0, 1345; 0, 4350; 0, 0515)
Odtud plyne, ze béhem dostatecné dlouhé doby budeme mit na pocatku tydne nulové
z4soby v 17,29% ptipadi, jeden virobek ve 20,61% atd.
Nyni si spocitame zisk (pro danou strategii, tj zasoby se dopliiuji, pokud mame na pocatku
0 vyrobkl a nebo 1 vyrobek).
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Takovato situace nastava v 37,9% ptipadi (17,29% + 20,61%). Proto stfedni hodnota
nakladi na objednavku bude 0,379 - 100 = 37,9 tolard.

Je-li systém ve stavu 0, potom neni zadny zisk (ani naklady na skladovani).

Je-li systém ve stavu 1, potom s pravdépodobnosti P;3 = 0,8 prodame jeden kus a s prav-
dépodobnosti P4 = 0,2 neprodame nic = vyrobek zistane na skladeé.

Zisk Z1 =0,8-200 —0,2-40 = 160 — 8 = 152 tolar.
Obdobne i dale. Vysledky si zapiseme do tabulky:

stav na pocatku | 0 | 1 2 3 4
zisk Z; 0| 152 | 256 | 264 | 246

Z limitniho vektoru @ vime jak ¢asto (v delsim ¢asovém obdobi) mize ktera situace nastat
,nebo jak casto se s ni mizeme setkat.

ZZSI{}:ZCLZZZ:

0,1729 +0,2061 - 152 4- 0, 1345 - 256 + 0, 4350 - 264 4 0, 0515 - 246 = 193, 2682.

Zisk je funkci strategie Tizeni zasob. Pokud dojde ke zméné strategie zmeéni se vétsinou i
hodnota zisku. O

4.9 Absorpéni retézce

Definice 4.44. Absorpcnim fetézcem nazveme takovy MR, ktery vedle tranzientnich
stavil obsahuje i stavy absorpc¢ni, tj. takové ze pravdépodobnost setrvani v tomto stavu
je 1.

Abychom vytvorili v matici pravdépodobnosti pfechodu absorpéniho fetézce kompaktni
bloky, je vétsinou nutné vhodné precislovat jednotlivé stavy (= zaménime pofadi radki
a sloupctl). Potom dostaneme matici P ve tvaru:

I O
P= .
R Q
Jestlize je N celkovy pocet stavi a pocet tranzientnich stavi je ,,S“ potom je I jednotkova
matice fadu (N — ), Q je matice pravdépodobnosti pfechodu mezi tranzientnimi stavy

radu ,,5¢, O je nulovd matice typu (N — S;.S),a R je matice pravdépodobnosti pfechodu
mezi tranzientnimi stavy a absorpénimi stavy a je typu (S; N — 5).
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4.10 Stredni doba pruchodu tranzientnimi stavy.

U absorpénich fetézci sledujeme charakteristiky, které lze urcit pomoci fundamentalni
matice daného absorpcéniho retézce.

N=({I-Q™

Matice N existuje, jestlize Q" konverguje k nulové matici a mizeme tedy psat:
I-Q) '=I+Q+Q*+---+Q"+--- :ZQk‘
k=0

Prvky matice N udavaji kolikrat se proces v priimeéru ocitne v tranzientnim stavu.

Oznacime prvky matice N jako ,n;;“ potom n;; bude vyjadfovat stiedni hodnotu poctu
prichodt stavem ,,S;“, jestlize proces zacal v ,S;“, pricemz oba stavy ,5;% ,S;“ jsou
tranzientni.

Pokud budeme predpokladat ze se priichody tranzientnimi stavy uskutecnuji v jednot-
livych ¢asovych intervalech, potom néas zajima primérna doba, kterou proces stravi v
jednotlivych tranzientnich stavech. Tato doba zavisi na tom z jakého stavu proces vysel.

Pokud vysel proces ze stavu absorpc¢niho, je tato doba nulova.

Vyjde-li proces z i-tého tranzientniho stavu, mtzeme stiedni dobu (hodnotu)(st¥edni po-

et prichodii) vyjadiit jako prvek m;(t;), kde t; = > n;; predstavuje soucet prichodi
J

vSemi tranzientnimi stavy dosazitelnymi ze stavu ,,S5; “.

Soustavu veli¢in m;(t;) pro rizné ,i“ lze vyjadfit jako sloupcovy vektor mi(t).

Tento vektor 1 (t)je tvoren fadkovymi soucty prvka fundamentalni matice N. Vektor mi(t)
muzeme také ziskat vynasobenim fundamentéalni matice N vektorem & sloZzenym ze samych
jednicek.

4.11 Pravdépodobnost prechodu do absorpcénich
stavl.

Dalsi charakteristikou, ktera se studuje u absorpc¢nich fetézcti, je pravdépodobnost pie-
chodu do absorpé¢nich stavi.

Pfechod ze stavu tranzientniho do stavu absorpéniho mtize probéhnout bud piimo (v
jednom kroku) a nebo pfes fadu jinych tranzientnich stavi. Ozna¢me b;; pravdépodobnost
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pfechodu z tranzientniho stavu ,,5;“ do absorp¢niho stavu ,,S;“. Potom miizeme psat:
bij = pij + sz‘k; = by
k

Ptitom p;; znaci pravdépodobnost pfimého prechodu z ,,S;“ do ,,5; “. Druha suma popisuje
vSechny prechody nepfimé. V maticovém tvaru pro B = (b;;)

B=R+Q-:B.
Po uprave:
B=(I-Q ' R=N-R.

Tady vidite odkud se vzala fundamentélni matice N. Radkové sou¢ty matice B, ktera
vyjadiuje pravdépodobnost prechodu ze stavu tranzientniho do absorpéniho jsou rovny
jedné (=1), protoze proces musi po urcité dobé koné¢it v nékterém z absorpé¢nich stavii.

4.12 Pravdépodobnost setrvani v tranzientnim stavu

Pravdépodobnost prechodu mezi tranzientnimi stavy lze popsat maticoveé:
Q=(N-1)-N"

kde () je matice pravdépodobnosti pfechodu mezi tranzientnimi stavy a N-1 je inverzni
matice k fundamentalni matici, obsahujici pouze diagonalni prvky.

Piiklad 4.45. Firma tfidi své pohledavky (tj. nezaplacené faktury) do 30-dennich in-
tervalti: pohledavky nad 90-dni po dobé splatnosti se pokladaji za nedobytné. Systém
pohledavek tvoii absorpéni MR obdobi pfechodu je 30 dni. Matice pravdépodobnosti pre-
chodu potom obsahuje stavy Sy, Ss, S3, ktery jsou tranzientni a 2 absorpéni stavy Sy,Ss.

S1 — 0 az 30 dni po dobé splatnosti,
Sy — 31 az 60 dni po dobé splatnosti,
S3 — 61 az 90 dni po dobé splatnosti,
S, — pohledavka byla zaplacena,

S3 — pohledavka je nedobytna.

Sestavte matici pravdépodobnosti prechodt a fundamentalni matici.

Reseni. Pii konstrukci matice pravdépodobnosti pfechodu béhem zvoleného ¢asového
intervalu (30 dni) mohou nastat pouze tyto situace:

1. pohledavka byla zaplacena S; — Sy, i = 1,2, 3. (Optimélni moZnost)

2. nezaplacena pohledavka ,postoupila“ do vyssiho stavu S; — Ss, So — Ss.
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3. pohledéavka se stala nedobytnou (pfekroc¢ila 90-denni hranici) S3 — S

Neboli
Sl — 54

SQ—>S4

S3—>S4

!
Ss

Matice P - jeji prvky byli ziskdny pozorovanim za dostatecné dlouhou dobu (vychazime
s konkrétni situace konkrétni firmy).

S1 S S3 Sy S5
Sy 0 0,77 0 0,23
P Sy 0 0 0,34 0,66
S; 0 0 0 0,73 0,27
Sy 0 0 0 1 0
Sy 0 0 0 0 1

Precislujeme-li jednotlivé stavy, potom miiZeme ziskat zvlast absorpéni a zvI4st tranzientni
stavy a poté ziskdme matici P ve tvaru

54 55 Sl SQ Sg

S, 1 0 0 0 0

p_| 5 0 0 0 0 :<1 O)
Sy 0,23 0 0,77 0 R Q
Sy 0,66 0 0 0,34
S; 0,73 0,27 0 0 0

Podmatice Q - jejiz prvky vyjadiuji pravdépodobnost prechodu mezi tranzientnimi stavy
S1, S, S5 ma tvar:

0 0,77 0
Q=10 0 0,34
0 0 0

Podmatice R- jejiz prvky vyjadiuji pravdépodobnost prechodu mezi tranzientnimi stavy
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S1, Sz, S3a absorpénimi stavy Sy,55 ma tvar:

0,23 0
R=1| 066 0
0,73 0,27

Fundamentalni matice N je urcena vztahem:
N=(I-Q

S, S, S
S, 1 0,77 0,2818
S, 0 1 0,34
S3 0 0 1

N:

Pokud vyjdeme z toho, co tikaji prvky fundamentalni matice, z toho vyplyva, Ze je mozné
v pruméru ocekavat, ze pohledavka zafazena do stavu Si, v ném setrva v praimeéru 30 dni
(1...30 dni). Pohledavka setrva ve stavu Sy v priaméru 23,1 dni (0,77 - 30) a setrva ve
stavu Sz - 7,8 dni (pfed zaplacenim a nebo postupem do vyssiho stavu).

Déle matice B, kterd vyjadiuje pravdépodobnost pfechodu z tranzientniho stavu (57, Sa,
S3) do absorpéniho stavu (S4,55) mé tvar:

B=N-R
S, Ss
1 0,77 0,2618 0,23 0
S, 0,9293 0,0707
B=]0 1 034 |[-]066 0 |=
S, 0,9082 0,0918
0 0 1 0,73 0,27

Ss 0,73 0,027

Z prvniho fadku matice B plyne, ze pohledavka zarazena do stavu S; je s pravdépodob-
nosti 92,93% zaplacena (piejde do absorp¢niho stavuSy) a s pravdépodobnosti 7,07% se
stane nedobytnou (pfejde do absorpéniho stavu Ss).

Analogicky mtizeme v ivahach postupovat déle.

Uvedené hodnoty matic P, N, B je mozné pouzit pro stanoveni dalsich ukazatelti, respektive
je mozné uvazovat o zméné nékterého z prvki matice P a sledovat vysledny efekt této
zmény. [

Priklad 4.46. Jestlize zname priamérny objem pohledavek po terminu splatnosti jed-
notlivych 30-dennich intervalech, stanovte ocekdvanou hodnotu splnénych pohledavek,
jestlize vektor k, ktery udava hodnoty pohledavek ve stavech (Si, S, S3) ma tvar:

kT = (4030000; 9097000; 3377000).
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Reseni. Priimérné hodnoty zaplacenych a nedobytych pohledavek i = (1, y2)”

. Sy 14472184
y =
S5 2031816
Dostali jsme, ze primérna hodnota zaplacenych pohledavek bude y; = 14472184 a prii-
meérnd hodnota nesplacenyc pohledavek bude y, = 2031816. O]

Ziskame ze stavu 7 = kT - B

4.13 Analyza Markovskych retézci

4.13.1 Z-transformace

Z-transformace je diskrétni analogii Laplaceovy transformace. Pfipomeneme si nékteré
jejl vlastnosti.

Méjme posloupnost prvki
{ag,al,ag,...,an,...},

nebo funkei
f(n), n=0,1,2,....;n,....

Potom si definujeme jeji obraz pomoci Z-transformace nasledovné:

{an}—>F(z):ao—l—alz+a§zz+---+a2z"+...:Zanz”.

n=1

nebo
f(n) = F(z)=f0)+ f(D)" + f(2)2* + -+ f(n)z"+ ...,

fn) = F(:) = 3 fw)=".

Tato fada konverguje pro |z| < 1. Funkce f(n) je vzor a funkce F'(z) je obraz.

Jestlize mame

f(n)=1 Vn,
potom

Fz)=1+1-24+1-22 4+ 41-2"+--. 2" =

Pro
fn)=n
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dostaneme
F(z) = Zn St = Z'mz" = an"’l cz= zZn-z”’l = zzﬂz" = ZEZz”.
n=0 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
A po derivovani mame konecny vysledek ve tvaru
z
F(z) = ——.
Jestlize f(n) = a", kde |a| < 1 (aby jsme méli zarucenou konvergenci), potom mame
& 1
F(z)=1 : 224 4ad = )t =
(2) +a-z+a" -2+ .. +a" -z nzo(a 2) TR
U1
v
Jestlize mame vektor: v = 2 , potom transformaci dostaneme
Uk
F(z) = 5(0) + 0(1)z + 0(2)2° + -+ #(n)2" + -+ = Y _(n)2",
n=0
neboli
Fi(z) 01(0) v1(1) U1(2) v1(n)
Ey(z U5(0 Ua(1 Ua(2 Ua(n
2(2) = 2(0) + 2(1) z+ 2(2) 2t 2(n) P S
Fii(2) 7 (0) Ui(1) Uk(2) Uk(n)

Analogické pro matice M (n), kde n = 0, 1, 2...k, transformaci ziskdme F'(z), které se bude

rovnat:

F(z) = M(0)+ M(1)z + M(2)2> + -+ M(n)z" +--- = Y M(n)z".
n=0
Specialné pro M(n) = A", kde A je ¢tvercovd matice. Dostaneme Ze obrazem je

F(z) :ZA"Z”:I+A-Z+A2-z2+...+A”-z"—|—~--: (I—A-2).
n=0
Inverzni matice (I — A-2)~! je vyjadfena jako souet nekonecné geometrické fady. Jestlize
je matice (I — A - z) regularni, potom k ni existuje matice inverzni.
Jestlize f(n) =n- A", potom
F2)=z2(I —A-2)' AT —-A-2)".

C aplikacich se casto objevuji zlomky typu
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1 1—cz ‘
S (1—az)- (1—=10bz2)
5 cz 7
(1—az)-(z—bz)
kde a # b.
Jejich rozklad na parcialni zlomky, ma tvar
1)

1—cz A B A— Abz+ B — Baz
(1—az)-(1=b2) (1—az) (1-0bz) (1—az)-(1-02)
(A+ B) — z2(Ab + Ba)
(1—az)-(1—0z)

Srovnanim koeficient® dostaneme dostaneme soustavu, kterou vytesime:

{ 1=A+B { B=1-A { 1=A+B

—c=—Ab— Ba c=Ab+a—aA —c=—Ab— Ba
B c—b
Cez)
A:
b—z
V druhém pripadé mame
2)
cz K L K —Kbz+ L — Laz

(1—az)-(1—-0z) (1—az) (1-0z) (1 —az)-(1—0bz)
(K+ L) — 2(Kb+ La)
(1—az)-(1—=bz) ~’

{0:A+B _ { K=-L =—

c= Kb+ La 7 c=—Lb+ La ’ =

4.13.2 Analyza MR pouZitim Z-transformace

Ukazeme si pouziti Z-transformace pii rozboru chovani vektoru absolutnich pravdépo-
dobnosti.

Mame vektor absolutnich pravdépodobnosti p(n), uréime jeho obraz, a obrazem je

F(z) = 3 n):"
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Pro vektor p(n) plati:
p(n+1) =p(n)-P,
kde PP- matice pravdépodobnosti pfechodu. Odtud dostavame

d Pt 1)=> "pn)-P.
n=0 n=0

Levou stranu si muzeme vyjadrit ve tvaru

o0 1 o0
5 1) == ntlg 1) — p(0).
;z pln+1) == % 2 +1) - p(0)

n+1=0

o
Pfitom je nutné si uvédomit, vyraz > 2""p(n + 1) je také obraz vektoru p(n). Proto
n+1=0
plati

> (F) - 70) = F(2) - B
Odtud
F(z) — p(0) = zF(z) - P
F(z) = p(0) - (I — 2P)~".

Uzitim tohoto vztahu se vyhneme umocnovani matice IP. Problémem tady ziistava vypocet
matice inverzni. Mizeme pouzit vztah

All . Aln
1 1 Aoy ... Ao,

A_l = madj A= m 2 ? )
A .. A

kde A;; je algebraicky doplnék prvku a;;.

Pokud budeme pracovat pouze s matici fidu 2, potom mame ulehc¢enou situaci v tom, ze
zde s vyuzitim predchoziho vztahu existuje vzorec pro vypocet inverzni matice.

a b
Méjme matici A = ( J > a najdeme jeji inverzni matici. Protoze
c
A7l = L adjA
A

] d —c
a kde adjA = ( ) Potom
—b a
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Priklad 4.47. Vezmeme si stejné zadani jako u prikladu 4.36. Méme linku, kterd je bud
v provozu a nebo v opravé, coz popisuje matice pravdépodobnosti:

0,5 0,5
P= :
0,25 0,75

Reseni. Pro vypocet obrazu F(z) si nejdiive uréime matici (I — 2P):

10 0,5 0,5 1-0,5z —0,5z
(I —zP) = -z = :
01 0,25 0,75 —0,252 1—-0,752
Jeji determinat ma hodnotu

I — 2P| = (1-0,52) (1 —0,752) — 0,52 - 0,25z = 1 — 1,25z + 0, 2522 =

=(1-2)(1-0,25z2).

Inverzni matice je proto tvaru

1 1-0,752 0,5
(I—2P)" = ( ‘ N ):

(1—-2)(1—0,252) 0,252 1-—0,52

1—-0,75z 0,52
1—2)(1—-0,252 1—2)(1—-0,252
( )0<, 25z ) 1)£ 0,5z )

(1-2)(1-0,252) (1—2)(1—0,25z2)
Provedeme si rozklad na parcialni zlomky
n 1
1-0,252z \ —

1
I—2P) ' =
(1 - 2P) 1_Z<
[ (L
1—2 ’
o (L = (0,25)"
1-0,252 ’

P”zl"( )+(0,25)”<_

Matici P* mame vyjadienou jako soucet dvou matic.

W= wiN
Wl wIN

) |

Wi Wl
wWIN Wl

Provedeme zpétnou transformaci:

a dostavame

Wl wiN
W= wiN

Wi Wl
wWIN Wb

W= W=
wIh Wl

Prvni matice ( ) je konstantni a nezavisi na hodnoté n. Je to stacionarni matice.
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=Wl

3
nou (tranzientni) slozku procesu.

Druhé matice <

Wi Wi

1
) , kterou vzdy nasobime koeficientem o predstavuje prechod-

Protoze obrazem vektoru p(n) byla funkce

miizeme psat

o1
Protoze lim — =0, mame

n—o0
2 2 12
: = 5 3 3 —
Tim p(n) = p(0) - ( 1 %> = (gg)

Vysledek je pfitom nezavisly na tom, zda je p(0) = (0,1) a nebo p(0) = (1,0).

Pomoci Z-transformace jsme tak dostali stejny limitni vektor jako pii feseni prikladu
4.36. O

Priklad 4.48. Upravime si zadani z predchoziho ptikladu tak, Ze stroj, ktery se pokazil
uz nejde opravit a je vyrazen z provozu. Stroj zistava v chodu s pravdépodobnosti 0,6 a
s pravdépodobnosti 0,4 se v nasledujicim obdobi pokazi.

Reseni. Matice pravdépodobnosti bude mit tvar
0,6 0,4
P= .
0 1
1-0,62 —0,42
(I —2P) = ,
0 1—=2

-1 1 1—2 0,42
(1-0,62)(1—2) 0 1-0,6z

_t (o) 1 -1
T 1-2z\o0 1 1-06z\ 0 0o /°

Provedeme rozklad na parcialni zlomky

1 01 1 1 -1
I—P) = T .
( “P) 1—2(() 1)+1—0.6z<0 ())

Potom
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Zpétnou transformaci dostaneme

.01 (1 -1
=gl (2 1) +0or(2 1))

Jestlize nyni je vychozi vektor p(0) = (1;0) (stroj je v po¢ateéni moment v provozu),

potom mame
. o 01 L1 -1 B
- )ne( )]
anl(32) (2 )
01 0 0

0,6" 1—0,6"
:(1;0)< ’0 1’ >:(0,6”;1—0,6”).

Jestlize je vychozi vektor tvaru p(0) = (0; 1), tj. za¢indme ve stavu poruchy, potom

7(1) = (0;1) ( O(’f 0’14 ) — (0:1).

V obou ptipadech je stav 1 opustén. O

Ukazeme si jesté chovani periodického fetézce.

Priklad 4.49. Matice pravdépodobnosti periodického MR bude mit tvar
01
P= .
10
ResSeni. Postupujeme stejné jako v pfedchozim piipadé.

1 —z
(I —2P) = .
—z 1
Urc¢ime si inverzni matici.

-1 1 1 =z
v ‘<1—z><1+z><z 1>

1 0,5 0,5 1 0,5 —-0,5
= + .
1-2\0,5 0,5 I+z\ —-0,5 0,5

Urdéit limitni vektor.
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Zpétnou transformaci dostaneme
0,5 0,5 0,5 —0,5
—»n — —»O 1n Y ) + _1 n ) ? )
o =0 (07 02 ) (0000
0,5 0,5 ) . L
Zde 1" je stacionarni matice.

0,5 0,5

0,5 —0,5

-0,5 0,5
periodické kolisani mezi stavy.

Druhy ¢len (—1)" < ) je tranzientni matice, kterd ukazuje na oscilaci -

Urc¢ime si nyni

protoze pro n sudé mame

ﬁ(n)=ﬁ(0><(1) f)
ﬁ(n)zﬁ(0)<(1) (1))

takze v tomto pripadé limitni vektor neexistuje. O

a pro n liché mame

4.14 Vypocet mocniny matice prechodu

V predchozi ¢asti jsme si ukazali pouziti Z-transformace pro urcovani mocniny matice
pravdépodobnosti prechodu. Nejvétsim problémem je zde vypocet inverzni matice, zvlasté
u matic vyssich radi. Ukazeme si proto jiny zptsob:

Definice 4.50. Mé&jme MR se stavy S;,5s,...,S, a matici pravdépodobnosti piechodu
P. Potom matici

A —pn —Pi2 -  —Pir
— A — . —Dop
NP = P21 D22 D2 7
—Pr1 —Pr2 . Prr

kde A je parametr, nazveme charakteristickou matici matice P.

Definice 4.51. Charakteristicky polynom matice P je P()\) = det(\ — P).
Charakteristicka rovnice matice P je P(\) = 0, jeji kofeny A1, Ag, ..., A, nazyvame cha-
rakteristickami ¢isly matice P.
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Véta 4.52. Jeden koten charakteristické rovnice P(A\) = 0 matice P je vZdy roven jedné.
Ostatni koteny jsou v absolutni hodnoté mensi jak jedna.

Dukaz.
P(\) =0,
A=—pun  —pi2 .. —Pir
— A— ... —Doy
det(\ — P) = det| '™ P2z Par 1 o,
—Pr1 —DPr2 e A DPrr

K prvnimu sloupci pfi¢teme zbyvajici a dostamene v kazdém fadky vyraz (A — 1). Takze
jeden z kofent nasi charakteristické rovnice bude roven jedné.

Protoze plati
det(\ — P) = det(\ — P)7,

potom determinat soustavy linearnich akgebraickych rovnic

Aoj =Y wipy, j=12,...m (4.14)

i=1
kde z;, i = 1,2,...,r jsou neznamé, je roven P(\) = det(A] — PP). Necht dale je \* je
libovolny kofen charakteristické rovnice P(A\) = 0 a z}, i = 1,2,...,r, jsou nenulovym

feSenim rovnice (4.14), potom
.
- 23] < D Jag] - py.
i=1

Sec¢teme vSechny tyto rovnice a dostaneme

r 7 r
XLl < 0D lail i,
j=1

j=1 i=1
s T s
PRSIy
j=1 i=1 j=1

T T '
DDA Py
j=1 i=1 j=1
a protoze posledni suma je rovna jedné, dostavame
T T
NI sl <Dl
j=1 i=1

odkud plyne
A < 1.
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Véta 4.53. Necht charakteristicky polynom matice P md tvar
PA) = (A=) =)™ .. (A =A™,

kde m; jsou nasobnosti prislusnych korent a my;+ms+---+mg =r. Potom pro libovolné
prirozenée n > 1, plati

2 1 dmi—t (A”B(A))
P" = L , (4.15)
izl (7’I’LZ — 1)' d\mi—1 \IJZ()\) A=)
o ) : - P()\) :
kde B(\) je adjungovand matice k matici A\I — P a W;(\) = TESWIT i=1,2,...,s.

Disledek 4.54. Md-li matice P pouze prosté koteny, tj. P(A) = (A=A1)(A—=X2) ... (A—
— A\), potom

P = 2 A;%A)) (4.16)
P(\)

kde Ui(\) = ==

Priklad 4.55. Urdit n-tou mocninu matice

1 1
_ 2 2
P=113 3
5 5
Reseni. Mame
1
ATy T3
M —P= 9 3
222
5 5
11 1
P\ = P\
10 10
1
=1 = —.
>\1 3 )\2 10
Potom 3
ATE 3
B(\) = 2 I
2 A\ — =
5 2

odkud po dosazeni dostaneme

B(Al)zl—loc i) B(m:%(_i _z)
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P(\) 1 9
¥ild) = A=A 10 AT
P()) 9
Ty(N) = =A—1, Uy(N)=-——.
2(\) A— Ao ’ T
Nakonec dostavame
1 (45 1\", (-5 5
1n— —) L
10\ 4 5 10) 10 4 —4
S 9 -
10 10

S(0) @)

Priklad 4.56. Urdit n-tou mocninu matice

0 1 1
2 2
1 1
P= -0 =
2 2
1 1 0
2 2
Reseni. Charakteristickd matice mé tvar
1 1
A - =
2 2
1 1
M-P=] - = )\ —Z=
2 2
1 1
—_ —= A
2 2

Charakteristicky polynom je
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5 1 11 0 0O
1 11 000
Derivace
1 1
20 = =
2 2
1 1
B'(\) = Z 22 =],
(M) 5 5
1 1
- = 2\
2 2
. 4 1 1 -2 1 1
B/()\l)zg 1 41 5 B/()\Q):B/()\?,):_ 1 -2 1
1 1 4 1 1 -2

Potom mame

Derivace mé tvar

Dy(N2) (nA5 ' Ba(A2) + A5 B (A2) — AF B(Ag) Wh(Ag))

D3 (A2) 7
kde
P()) 1\’ 9
4 = = — b - _
1(>\) )\_ )\1 <>\+ 2) 5 1()\1) 47
P\ 3
U = =\—-1 P = ——
2(>\) )\ _ )\2 )\ ) 2<)\2) 47
Potom
—2 1 1
HCONEEIE |
dA\ ¥\ /., U 3 2 B
A=A 1 1 -2
TakzZe nakonec mame
1 11 A 2 1 1
P”—l 111 —1 —1 1 2 1
3 3\ 2 B
1 11 1 1 =2
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4.15 Klasifikace stava MR

Méjme MR s matici pravdépodobnosti prechodu:

Poo Po1 DPo2
Pio P11 P12
P20 P21 D22

P=

a stavy a;, 1 =1,2,....

Jestlize pro stav a; plati, Ze se i po dostatecné velkém poctu kroka vyskytuje, tj. pokud
existuje konecna limita
lim p” #£0, i=0,1,2,... (4.17)
n—oo

potom stav a; nazyvame rekurentni (podstatny). V opacném piipadé, tj. pokud

lim p™ =0, i=0,1,2,... (4.18)

i
potom stav a; nazyvame piechodny (nepodstatny).

Definice 4.57. Stav a; nazyvame dosazitelnym ze stavu a; jestlize existuje takové pfi-
rozené n, ze plati
pi>0, i#j, n=12.. (4.19)

Tj. existuje nenulova pravdépodobnost pfechodu se stavu a; do stavu a; za n krokt. V
opacném piipadé, tj. pokud

pii=0, t#75, n=12..., (4.20)
je stav a; nedosazitelny ze stavu a;.

Véta 4.58. Jestlize existuji takové stavy a;, a;, ai, Ze stav a; je dosazitelny ze stavu a;
a stav ay, je dosazZitelny ze stavu aj, potom je stav aj dosazitelny ze stavu a;.

Dikaz. Podle (4.19) existuji takova ptirozend ¢isla m, n, Ze plati
pij:()a Z?é], n:1,2,...,

pijO, j#k, 77,21,2,....
Protoze podle (4.6)plati
™ =l >0,

dostavame, ze stav ay je dosazitelny ze stavu a;.k O
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4.16 Markovské retézce se spojitym casem

4.16.1 Obecné vlastnosti procesu se spojitym casem.

Budeme predpokladat ze se prechody mezi jednotlivymi stavy mohou uskutecnit v libo-
volnych kratkych casovych intervalech. Potom miiZzeme hovotit o zménach ve spojitém
case.

V tomto piipadé ndhodné proménné X(¢) nabyvaji hodnoty, ktery jsou pfifazeny ur¢itym
staviim (jako u MR). V okamziku ¢; se miize vyskytnout jeden ze stavu iy, is...ix. P¥itom
se okamziky t; a t;,q lisi o At, neboli t;,1 = t; + At, kde lim At — 0.

Dochézi-li ke zménam v okamzicich, které se blizi k nule (lisi se jen o At, které je velmi

malé), potom musime na stejném intervalu sledovat i pravdépodobnosti pfechodu.

Budeme predpokladat, Ze existuji limity ménicich se pravdépodobnosti, které znamenaji
pravdépodobnosti pfechodu v dobé od t do t + At a které jsou podminény situaci v dobé
t. Takze budeme predpokladat, ze plati

Al}glopij(t’t—'_ At)=0, i#j. (4.21)
Alir_rgopij(t,tjt At)y=1, i=j. (4.22)
Odtud plyne, Ze symbol

oznacuje pravdépodobnost toho, ze jestlize je systém ve stavu a; v ¢ase t, potom v tomto
stavu setrva i v case t + At. Symbol

oznacuje pravdépodobnost vystupu ze stavu a; za dobu At.

Protoze pravdépodobnost pfechodu p;;(¢,t + At) ze stavu a; do stavu a; se v daném
casovém okamziku rovna nule, budeme misto této pravdépodobnosti pouzivat intenzitu
(hustotu) pravdépodobnosti pfechodu.

Budeme predpokladat exitenci nasledujicich limit

— a,y(1) > 0, (4.25)

Definice 4.59. Funkci a;;(t), i # j, nazveme intenzitou pravdépodobnosti prechodu ze
stavu a; do stavu a; za Cas t. Funkci a;;(t) nazveme intenzitou vystupu ze stavu a; za Cas
t.
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Pti dostatecné malém At plati vztah

pij(t,t + At) = a;;(t) - At, i # ] (4.27)

Ve vétsiné pripadi vystacime s pozadavkem, Ze hodnoty a;;(t) = a;j, tedy, Ze jsou kon-
stantni a nezavisi na case.
Matice pravdépodobnosti prechodu, ktera popisuje podminky pravdépodobnosti vyskytu

stavu a;, ¢ = 1,2...N v dobé t + At a které jsou podminény stavem v dobé ¢, ma potom
tvar:

1-— an(t)At a,lg(t)At alN(t)At
P(t’ ¢ At) _ 921 (t)At 1-— a22(t>At agN(t)At ’
aNl(t)At a/NQ(t)At oo 1= CLNN(t)At

kde a;(t)At je priblizné pravdépodobnost vystupu ze stavu a; za ¢as t a 1 + a;(t)At je
priblizné pravdépodobnost setrvani ve stavu a; za cas t.

Protoze soucty radku matice P, musi byt vzdy rovny 1, mame

1= au() AL+ ) ay(t)At = 1,

J#i
J#i
> ai(t) At = a;(t). (4.28)
J#1
Oznacme
—a1] a2 aisz ... Q1N
a21 —a22 Q23 ... Q2N
A(t): asi azz —Aasz ... asN )
ani an2 anNs ... —AaNN

kde pro jednoduchost nejsou uvedeny argumenty, ale kde plati a;; = a;;(%).

Z vyse uvedenych vztaht plyne, Ze soucty prvkiu v fadcich matice A(t) jsou rovny vzdy
nule. Proto je mozné prvky v fadku vynasobit libovolnym nenulovym c¢islem.

Potom miizeme psate

P =1+ A(t)At.

Definice 4.60. Matici A(t) nazyvame matici intenzit pravdépodobnosti pfechodu.

Pravdépodobnost toho, Ze se Markovsky proces v ¢ase ¢ = 0 nachazi ve stavu a; oznacime

pi(0) =p(Xo=17), j=12... (4.29)
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Pravdépodobnost toho, Ze se Markovsky proces v ¢ase ¢ > 0 nachazi ve stavu a; oznacime

pit) =pXe=1j), j=12,... (4.30)

Protoze jevy a; = (X; = j), j =1,2,... tvoii plny systém jevd, potom musi platit
N N
> pi0) =1, > pi(t) =1 (4.31)
j=1 j=1

Definice 4.61. Pravdépodobnosti (4.29) nazveme pocateénimi a pravdépodobnosti
(4.30) nazveme absolutnimi.

Pocatecni i absolutni pravdépodobnosti se zapisuji pomoci vektorii.

Véta 4.62. Chapman-Kolmogorovova Pro absolutni pravdépodobnosti (4.30) plati rov-
nost

N
pi(t+ At) = " p(t); (bt + AL, j=1,2,... (4.32)
v=1
Dikaz. Samostané jako cviceni. m

Definice 4.63. Markovsky proces se nazyva homogennim, jestlize plati
pij(t, t + At) = pii(At), i,7=1,2,... (4.33)
tj. pravdépodobnost prechodu nezavisi na hodnoté t, ale pouze na délce ¢asového intervalu.

Véta 4.64. Kolmogorovova Pro absolutni pravdeépodobnosti homogenniho Markouvského
procesu platt
N
dp(t ,
pi(t) = s g pi(t)a;, i=1,2,... (4.34)

J=1

~—

Dtikaz. Vyjadiime-li si vektor absolutni pravdépodobnosti pomoci matice intenzit, po-
tom

plt+ At) = pl(t) - P(t, t + At) = p(t) - (1 + A(t)At).
Upravime a dostaneme
p(t + At) — plt)
At

v limité pro At — 0 mame
(p(t))" = p(t) - A(t). (4.35)

Jestlize nyni prejdeme ke slozkam, dostaneme tvrzeni véty. O
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Véta 4.65. Jestlize je Markovsky proces v case t ve stavu a;, potom pavdépodobnost
setrvdni v tomto stavu je po dobu At je

1 — pii(t) = a; At + o(At) (4.36)

kde o(At) je Landauwiv symbol, ketry znamend, Ze At konverguje k nule mnohem rychleji
nez linedrné, tj.
o(At)

=0
Aiglo At

Véta 4.66. Pravdépodobnost prechodu ze stavu a; v case t do stavu a; v case t + At je
roUNna

Definice 4.67. Jestlize existuje limita

1tlim pi(t)=p; >0, j=12,... (4.37)
—00

a jestlize toto limitni rozdéleni nezavisi na pocateénim rozdéleni, potom je Markovsky
proces regularni a prvdépodobnosti (4.37) nazyvame stacinidrnimi.

Vektor stacionarnich pravdépodobnosti si oznac¢ime jako

ﬁ: (p17p27"'7pN)

Véta 4.68. Vektor staciondrnich pravdépodobnosti p homogenniho Markovského procesu
je urcen vztahem

a podminkams

kde A je matice intenzit pravdépodobnosti prechodu a O je nulovd matice.
Dikaz. Protoze stacionarni pravdépodobnosti nezavisi na ¢ase, potom ze (4.35) dosté-

vame

(p(1))" = O = pi(t) - At).

Pro klasifikaci Markovskych procest plati stejna pravidla jako pro Markovské fetezce.

Stav a; je dosazitelny ze stavu a;, jestlize existuje takové ¢ > 0, Ze plati
pij(t) > 0, ) 7é ]

Stavy navzajem dosazitelné nazyvame souslednymi.
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Stav a; nazyvame prechodnym, jestlize
0

a trvalym, jestlize
0
Véta 4.69. V homogennim Markovském procesu neexistuji periodicke stavy.

Dikaz. Staci si uvédomit, ze podle (4.36) jsou vSechny diagonédlni prvky matice pravdé-
podobnosti pfechodu kladné. O
Definice 4.70. Jestlize prubéh procesu nezavisi na dobé ktera uplynula od zacatku,
potom jde o homogenni proces. V opa¢ném piipadé jde o nehomogenni proces.

Méjme homogenni proces s koneénym poc¢tem stavii. Potom matice intenzit A(¢#) ma prvky
a;;, které nezavisi na case ¢t. Potom ze vztahu (4.35) plyne

P(t) = p(t) - A, (4.38)

Pokud si tento vztah rozepiseme, tak dostaneme soustavu linearnich diferencialnich rovnic
s konstantni matici A BN
GO

In(p(t)) = At +1Ink,
pt) =k - e,
pt) = p(0) - e,
kde k— je vektor konstant a e*— je exponenciala matice , coz je matice téhoz Fadu jako
A, ktera je definovana predpisem:
A%t? Art?

o T

eM =T+ At + 4.

Jestlize existuje limitni (stacionarni) rozdéleni pravdépodobnosti, potom plati, ze
lim t+ At)) =p(t
i (p(t+A8) = p (1)
a proto plati, ze
ze vztahu (4.35) potom vyplyva, Ze
p-A=0.

Protoze je az na konstantu A = P— I, je limitni rozdéleni stejné jako v pripadé diskrétniho
casu.



208 STOCHASTICKE PROCESY

4.16.2 Laplaceova transformace

Markovsky proces miizeme popsat analogicky jako MR, jen misto Z-transformace pouzi-
jeme Laplaceovu transformaci.

Ptipomeneme si zakladni vlastnosti Laplaceovy transformace:

Funkci f(t) nazveme vzorem a jeim obrazem je funkce F'(s), ktera je definované vztahem
F(s) = / F(1) - e=tdt.
0

Pro funkei f (t) musi platit:

e po castech spojita,
e pro zaporna t je nulova,

e je nejvyse exponencialniho ristu.

V tabulce jsou uvedeny vzory a obrazy funkci, které budeme potiebovat dale:

f) 1 t e
1 1 1
Ja - —
(5) S 52 s+a

Jestlize pouzijeme Laplaceovu transformaci na kazdy prvek vektoru a nebo matice, zis-
kame tim transformaci celého vektoru a nebo celé matice.

Ze vztahu p(t) = p(0) - e potom dostaneme

e}

F(S) = ﬁ(o) . /eAt . e_Stdt — ﬁ(o) . /e_t(SI_A)dt.
0

0

Jde o souhrné vyjadreni pomoci matic a vektorti, ve kterém integrujeme c¢len po ¢lenu.

/ e dt = K1,
0

F(s) = p(0) (sI — A)".

Protoze plati

tak potom miizeme psat

Priklad 4.71. Sestavte vektor absolutnich pravdépodobnosti p(t) pro homogenni proces

s matici intenzit A, kde
-5 5
A= .
4 —4
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Reseni. Sestavime si matici

s+5 —=H
(SI_A):< —4 s+4>'

Inverzni matice mé potom tvar

o 1 s+4 5 7# s+4 5
(s7 = A) —(s+4)(3+5)—20( 4 s—|—5>_3(3+9)( 4 3+5>.

Provedeme rozklad na parcialni zlomky

(sI — A" = é (

©olut ©|ut
N———
+
V2]
+ | =
Ne)
VN
|
Ol o
|
Ol ©lut
~

Ol Ol

Zpétnou transformaci dostaneme:

Ol Ol
©lon ol
v

CD\

©

&
VR
O ©Olut
Ol ol
SN—
I |

A nebo rozepsano po slozkach:

4 4 ) 4

pi(t) = p1(0)§ +P2(0)§ +e ¥ (p1(0)§ — p2(0)§) ;

5 5 5 4
pa(t) = pr(0) 5 +p2(0) 5 + e [ =p1(0) 5 +p2(0)5 | -

9 9 9 9
45
9’9
stabilizace je dana ¢lenem e~ a rychlosti jeji konvergence k nule. ]

Systém se nachéazi ve stacionarni situaci dané limitnim vektorem a = ( ) Rychlost

4.17 Modely procest

4.17.1 Poissoniv proces

Ozna¢me X(t) pocet vyskytu néjakého jevu v ¢ase (0;1).

Jestlize pfitom jde jen o samotny vyskyt jevi, které se navzajem lisi pouze rtiznym umis-
ténim v case, potom se jedna o bodovy proces.

Jde o posloupnost jevi, které se vyskytuji v urcitych casovych okamzicich, které jsou
ndhodné. Predpoklddejme, Ze pocet vyskytu jevi, tj. hodnoty X(¢), mohou byt pouze
celociselné a nezéporné 0,1,2, .... Prirtstek X(t3) — X(¢1) pro vSechna ti,ty : t; < to
taktéz mize nabyvat jen nezapornych celociselnych hodnot.



210 STOCHASTICKE PROCESY

Priklad 4.72. Poissoniv proces popisuje naptiklad:

e Tok nakupujicich v néjakém obchodé.
e Pocet hovorii na urcité telefonni lince, na néjaké spojovatelné.

e Pocet poruch néjakého zafizeni.
Poissontiv proces méa nasledujici vlastnosti:

1. Proces X(t) mé nezavislé prirtstky.
Jevy, které se vyskytnou v navzajem disjunktnich ¢asovych intervalech, jsou navza-
jem nezavislé nahodné veli¢iny. Pocet jevil, které pripadnou na interval I; nezavisi
na poc¢tu jevi, které pfipadnou na interval I, , jestlize I, N Iy = ().

2. Proces X(t) ma homogenni piiristky.
Intenzita vyskytujicich se jevi, tzn. stfedni hodnota poctu jevii za ¢asovou jednotku
je konstantni a znac¢ime ji A\, potom mluvime o homogennim Poissonové procesu.
V ptipadé, ze A = A(t) jde o nehomogenni Poissontv proces.

3. Pro dostatecné maly pfiristek At a pii konstantni hodnoté parametru A plati, ze
pravdépodobnost piechodu ze stavu ,n“ do stavu ,n+1%“ béhem intervalu (¢;t + At)
je roven

(a) Prns1(tst + At) = X At + o(At),
kde funkce o(At) obsahuje veli¢iny fadu (At)? a vyssich a proto pro ni plati:

A
lim 0(A1)

At—0 At =0

(b) Pravdépodobnost setrvani v témze stavu ,n“ v daném ¢asovém intervalu (¢; ¢+
+ At) je rovna
Pon (Gt +A) =1 — XAt +0(At).

(¢) Pravdépodobnosti ostatnich piechodu jsou zanedbatelné
> pij (t;At) = o (At).
j=i+2

Poissontiv proces je tedy takovy, Ze umoznuje pouze setrvani v daném stavu
nebo prechod do nejblizsiho vyssiho stavu.

Matice intenzit pravdépodobnosti pfechodu méa potom pro konec¢ny pocet stavii tvar:
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-2 X 0 0 .. 0 O
0O -2 A 0 ... 0 O

0 0 0 0 .. 0 =X

Pti nekone¢ném poctu staviit budeme mit matici nekonecného fadu, ktera bude mit na
hlavni diagonale prvek —\ a rovnobézné nad hlavni diagonalou prvek A, ostatni prvky
budou nulové.

Pro pravdépodobnost p,, tj. pravdépodobnost, Ze systém bude v dobé (¢;¢ + At) ve stavu
,n, proto bude platit:

Pron =0:
po(t+ At)=[1—X-At+ o(At)] - po (1),

Pron > 0:
pn(t+AL) =[1—=X-At +0(A)] - p, (t) + [N At + 0 (AL)] - pr_1 (t) + 0 (AL) .

Upravime a dostaneme:

po(t +At) —po(t) o(At)
At = —A-po(t) + N (4.39)
Pn(t+A) —pa () 0 (At)
Ar ==X P () + A Pt () + = (4.40)
V limité potom odtud dostaneme
d
%po(t) = —Apo(t), (4.41)
d
2 Pn(t) = =Apa(t) + A (1). (4.42)

Pritom musi platit poc¢atecni podminky
pn(0) =1 pron =0,
pn(0) =0 pro n > 0.

Potom (4.39) az (4.42) pfedstavuji rekurentni soustavy diferen¢nich a diferencidlnich rov-
nic a jejich fesenim potom dostaneme
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Poissonovo rozdéleni je rozdéleni po¢tu zmén za dobu ¢. Clen
ef)\t = Do (t)

udava pravdépodobnost, ze béhem doby ¢ nedojde ke zméné.

U Poissonova procesu pro pravdépodobnosti pirechodu ze stavu ¢ do stavu j za dobu ¢
plati

o0 o 1
/ pii(t)dt = / e Mdt = = < oo,
0 0 A

takze dostavame, ze u Poissonova procesu jsou vSechny stavy prechodné.

4.17.2 Linearni proces rustu

V praxi se Casto vyskytuji procesy pri nichz je intenzita pravdépodobnosti prechodu funkci
stavu, ve kterém se systém nachazel v predesly moment. Nejjednodussim prikladem je
proces linearniho ristu.

Mé¢jme konec¢ny pocet castic, jejichz pocet postupné nartsta. Budeme predpokladat, ze
plati:

1. Pravdépodobnost pfechodu ze stavu a; do stavu a;;; v pribéhu ¢asového intervalu
(t,t + At) je
Piit1(At) = NiAt + o(At),

tj. pravdépodobnost prechodu je pfimo imeérna okamzitému poctu castic i, kde
A > 0 je koeficient imeérnosti.

2. Pravdépodobnost setrvani ve stavu a; v prubéhu ¢asového intervalu (¢, + At) je

3. Pravdépodobnost pfechodu béhem ¢asového intervalu (¢, ¢+ At)ze stavu a; do stavu
aj,j #i.j#i+1je
Pij (At) = O(At),
tj. jde o pravdépodobnost toho, Ze se béhem ¢asového intervalu (¢,t + At) zvysi
pocet Castic o vice nez jednu.
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Jestlize X, je pocet Castic v ¢ase t, potom posloupnost ndhodnych proménnych {X;,¢ >
> 0} tvofi Markovsky homogenni proces s mnozinou stavii S = {1,2,...} a po¢atenam
rozdélenim

p1(0) =1, p;(0) =0, i #1

a intenzitami pravdépodobnosti prechodu

WA, j=1, j=1+1,
Qij + o
0, v ostatnich pripadech,

kde i =1,2,... Matice intenzit pravdépodobnosti prechodu je

Pro vektor absolutnich pravdépodobnosti j(t) = (p1(t), p2(t),...) plati (4.35). Rozepsa-
nim do sloZzek dostaneme soustavu diferenciilnich rovnic

pi(t) = —Ap1(t)

Ph(t) = Ap1(t) — 2Apa(t)

ps(t) = 2Apa(t) — 3Aps(t) (4.43)
() = (n—1)Apu_1(t) — nApn(t)

Vyftesime prvni rovnici soustavy
pi(t) = =Api(t),

pi(t)

In(p;(t)) = =Mt + Ingc,

= —\dt,

pi(t) = ce ™.
Z pocateéni podminky p;(0) = 1 dostaneme ¢ = 1, takze nakonec méame
pi(t)=e ™ A>0, t>0.

Ziskany vysledek dosadime do druhé rovnice a opét fesime diferencialni rovnici.

Py(t) = —2Xpa(t) + .
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Mame linearni nehomogenni diferencialni rovnici, kterou miizeme fesit napiiklad metodou
variace konstanty. A obdobné dale. Na konec dojdeme k souhrnému vysledku

pat) =e M (1—e™)" >0, n=1,2,... (4.44)
Toto rozdéleni, pro které plati podminka (4.31), vyjadiuje pravdépodobnost, Ze v ¢ase t

bude systém obsahovat n castic.

Stfedni hodnota nadhodné veli¢iny X; s rozdélenim (4.44) je
BE(X;) = Zne’)‘t (1- e”“‘/)ni1 :
n=1

Oznaémé v = 1 — e *t, potom dostaneme

=Xt n—1 _ =Xt n __ =\t n __ =\t =Xt
B =e™ ) m =™y gt =e g L = e = e
n=1 n=1

n=1

Po zpétném dosazeni dostaneme
E(X,) = e

Obdobné dostaneme pro rozptyl
D(Xy) =eM(eM—1).
Pravdépodobnost prechodu ze stavu ¢ do stavu j béhem doby t je

(e (1-e )™ 2

pij(t) =
0, j <.
Je to pravdépodobnost toho, Ze se nas systém v Case ¢ nachazi ve stavu a;, jestlize na
pocatku v ¢ase t = 0 byl ve stavu a;. V tomto pfipadé mame pro stfedni hodnotu a rozptyl

vztahy:
E(X;) =i, D(Xy) =ie (e — 1)

Protoze pro i = 1,2,... plati, ze

/ pii(t)dt = / e Mdt = — < oo,
0 0 )

proto vSechny stavy vysSetfovaného systému jsou prechodné.

Priklad 4.73. Sprska kosmickych ¢astic je vyvoland tim, Ze se v pocateéni moment
dostane do atmosféry ¢ ¢astic. Urcete pravdépodobnost, Ze po ¢ase t bude existovat celkem
n Castic, jestlize kazda ¢astice mize v ¢asovém intervalu (¢,t + dt) s pravdépodobnosti
AAt + o(At) vyvolat vznik nové ¢astice, kterd méa prakticky okamzité stejné schopnosti.
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Reseni. Protoze v ¢ase t = 0 bude v atmosféfe i ¢astic, proto podle (4.48) budou abso-
lutni pravdépodobnmosti urceny soustavou diferencialnich rovnic

Put) = (n = DAp-s(t) = nApu(t), n >
a pocatecnimi podminkami
pi(0) =14, p,(0) =0, n #i.

VyteSenim této rovnice dostaneme

n—1

Pu(t) = (n a 1) e M(1- e*“)"ﬂ' . o>

4.17.3 Linearni proces zaniku

Jde o proces, jehoz intenzity pravdépodobnosti pfechodu jsou linearni funkci stavu, ve
kterém se systém nachdazel v predeslém okamziku. Je podobny pfedchozimu procesu, ale
je opacné orientovany.

Méjme urcity pocet c¢astic, jejichz pocet se bude imérné ¢asu postupné snizovat. Budeme
pritom vychazet z toho, ze plati:

1. Pravdépodobnost ptfechodu ze stavu a;, ¢ = 0,1,2,...,r, do stavu aj, j =i — 1, v
prubéhu ¢asového intervalu (¢,t + At) je

tj. pravdépodobnost prechodu je timérna okamzitému poctu castic ¢, kde p > 0 je
koeficient imérnosti.

2. Pravdépodobnost setrvani ve stavu a; v prubéhu ¢asového intervalu (¢, + At) je

pii(At) =1 — it + o(At).

3. Pravdépodobnost pfechodu ze stavu a; do stavu a;, kde j # 7, j # ¢ — 1 v pribéhu
¢asového intervalu (¢,t + At) je

pij(At) = o(At),

tj. pravdépodobnost, Ze se pocet ¢astic snizi v pritbéhu ¢asového intervalu (¢, + At)
o vice nez jednotku nebo vzroste o libovolny pocet cCastic je prakticky nulova.
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Jestlize oznacime X, pocet castic v case t, potom posloupnost diskrétnich nahodnych
proménnych {X;}, ¢t > 0 tvofi Markovsky homogenni proces s mnozinou stavi S +
+{0,1,2,...,7} a poc¢ateénim rozdélenim

pr(o) = 17 pn(o) = O,VTL 7é T,
a intenzitami pravdépodobnosti prechodu
a; =1, 1=0,1,2,....7
ww, j=1—1, i=0,1,2,...,r
Aij = C
0, j#i—1.

Matice intenzit pravdépodobnosti prechodu bude potom matici fadu r + 1 ve tvaru

0 0 0 0 0
wo—p 0 0 0
2u =2 0
A — H H
0 0 3p —3u 0
0 0 0 0 ... —ru

Pro vektor absolutnich pravdépodobnosti p(t) = (po(t), p1(t),. .., p,(t)) plati vztah (4.35).
Rozepsanim na jednotlivé slozky dostaneme soustavu diferencialnich rovnic

po(t) = AG)

pi(t) = —up1(t) + 2upa(t)

Ph(t) = —2ppa(t) + 3ups(t) (4.45)
p;"fl(t) = _(T - 1):U’pr71(t) + rﬂpr(t)

Pi(t) —rup,(t).

(4.46)

Vyftesime posledni rovnici soustavy

P(t) = pp. (1),

dpy
pe(t) i,
pr(t)
In(p.(£)) = —pt + Inc,
pr(t) = ce .

7 pocatecni podminky pro t = 0 dostaneme ¢ = 1, takze nakonec mame

p(t)=e " >0, t>0.
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Ziskany vysledek dosadime do druhé rovnice od konce a opét fesime diferencialni rovnici.

Pr_a(t) = =(r = Dupe_1(t) +rup.(t).

Maéame linearni nehomogenni diferencialni rovnici, kterou miizeme fesit naptiklad metodou
variace konstanty. A obdobné dale. Na konec dojdeme k souhrnému vysledku

pn(t) = (T)e—wt (" —1)"", t>0, n=0,1,2,...,7 (4.47)
n

Toto rozdéleni, pro které plati podminka (4.31), vyjadiuje pravdépodobnost, Ze v Case t
bude systém obsahovat n castic.

4.17.4 Linearni proces rustu a zaniku

Je zfejmé, ze slozenim predchozich dvou procesii je mozné konstruovat model ristu i
zaniku soucasné. Predpokladejme, Ze se jedna o proces, pti kterém intenzity ristu i zaniku
jsou umérné poctu castic v systému.

Budeme pritom vychéazet z nasledujicich predpokladii:

1. Pravdépodobnost pfechodu ze stavu a; do stavu a;;; v pribéhu ¢asového intervalu
(t,t+ At) je
piiv1(At) = XiAt + o(At),

tj. pravdépodobnost pfechodu je primo tmeérnd okamzitému poctu castic ¢, kde
A > 0 je koeficient timérnosti.

2. Pravdépodobnost prechodu ze stavu a;, © = 0,1,2,..., do stavu a;, j =7 — 1, v
prubéhu ¢asového intervalu (¢,t + At) je

tj. pravdépodobnost prechodu je timérna okamzitému poctu castic ¢, kde p > 0 je
koeficient imérnosti.

3. Pravdépodobnost setrvani ve stavu a; v priubéhu ¢asového intervalu (¢, + At) je

pii(At) =1 — (A + p)iAt + o(At),

4. Pravdépodobnost pfechodu béhem ¢asového intervalu (t, £+ At) ze stavu a; do stavu
a],‘]%l,j%lﬁ-l,j#l—l‘]e
pij (At) = o(At),

tj. jde o pravdépodobnost toho, Ze se béhem ¢asového intervalu (t,t + At) zvysi,
popripadé snizi, pocet ¢astic o vice nez jednu.
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5. Stav a = 0 je absorp¢ni.

Jestlize X, je pocet Gastic v ¢ase t, potom posloupnost ndhodnych proménnych {X;,¢ >
> 0} tvori Markovsky homogenni proces s mnozinou stavi S = {1,2,...} a po¢atecnam
rozdélenim

pn(0) =1, n=r,

pn(0) =0, n #r.

a intenzitami pravdépodobnosti prechodu

CL”:’L()\—l-M), i:O,1,27...

A, Jj=1i+1 i=0,1,2,...
aij =9 t, j=1—1, 3=1—-1 1=1,2,...
0, v ostatnich ptripadech,

Matice intenzit pravdépodobnosti prechodu je

0 0 0 0 0 O

o —(A+) A 0 O
A= 0 2u —200+p) 24 0

0 0 3 —3(A+p) 3\

Pro vektor absolutnich pravdépodobnosti p(t) = (p1(t), p2(t),...) plati (4.35). Rozepsé-
nim do slozek dostaneme soustavu diferencialnich rovnic

po(t) = ppa(t)

p(t) = —(A 4 w)pr(t) + ppa(t)

Ph(t) = Ap1(t) — 2(A + p)p2(t) + 3ps(t)

Pt) = (n—=DApa_a(t) — n(A + p)pu(t) + (n+ 1)ppya(t)

VyteSenim soustavy dostaneme
a) Pro A # p

po(t) = ub,
pa(t) = (1 = AB)(1 — uB)(Ab)" 1,

kde
1 — e(A=—m)t

b= n— )\eo\_ﬂ)t‘
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b) Pro A =
() = At
v
()\t)nfl

Ptitomm musi platit
po(t)+ Y pa(t) =1, t>0.
n=1

V linearnim procesu ristu i zaniku je urcity pocet Castic. Jestlize tento pocet klesne na
nulu, potom se uz zadna castice nemuze obnovit, tj. stav a = 0 je stavem absorp¢nim.

Pravdépodobnost, Ze pocet castic v systému se nékdy snizi na nulu, tj. pravdépodobnost
ze Castice zcela zaniknou je:

—_

pro A < p,
p = lim py(t) =
t—o00

>I=

pro A > pu.

4.18 Markovovy rozhodovaci procesy

4.18.1 Ocenéni prechodu mezi stavy

Jestlize dovedeme popsat pribéh urcitého procesu tak, ze jej umime rozlozit na fadu
jednotlivych stavi, jimiz systém prochazi v fadé okamziki, potom se muzeme pokusit i
o ocenéni kazdého stavu nebo pfechodu. Potom bude mit smysl hledat optimalni feseni,
tj. takové, které pfindsi maximalni zisk nebo minimalni naklady (zalezi na Ghlu pohledu,
neboli na ocenéni jednotlivych prechodi).

Ptedpokladejme, ze s pfechodem ze stavu ,:“ do stavu ,,5° je spojena hodnota vynosu
1 (zisk, ndklady na skladovani, ztrata apod.)

Tyto vynosy ,r;; ¢, kde 4,57 = 1,2...N tvofi dohromady matici ohodnoceni (ocenéni) pfe-
chodi

i1 T2 "N

21 Ta2 ToN
R =

Nt TnN2 ... TNN

Ocenéni ,r;;“ mize byt konstantni pro vSechny prechody nebo muze byt rostouci nebo
klesajici funkci v zavislosti na rtstu nebo klesani nékterého z indext.

Specificky ptipad tvoii diskontované ocenéni jednotlivych prechodii. Toto ocenéni jed-
notlivych prechodtl, jimz jsme ptiradili ur¢ité pravdépodobnosti prechodii ndm potom
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mohou dat urcité informace. Navic dovoluji i provadét odhady dalsitho vyvoje a hledani
alternativ.

Ozna¢me ,v;(n)“ stfedni hodnotu celkového oc¢ekévaného vynosu procesu, ktery je na
pocatku ve stavu ,i“ a uskuteéni ,n“ prechodii. Potom pro tuto hodnotu ,v;(n)*“ bude

platit rekurentni vztah
N

vi(n) = Py(r; +vj(n — 1)),
j=1
a po upravé dostaneme

N N
vl(n) = ZIP’ijnj + ZPUUJ‘ (TL — 1)), (448)
j=1 j=1

43

zde je prvni Clen - stfedni hodnota vynosu spojena s jednim prechodem ze stavu ,i“ a
druhy ¢len je st¥edni hodnota vynosu procesu ve kterém do konce zbyva (n — 1) pfechodu
a ktery je s pravdépodobnosti ,p;. “ ve stavu ,k“ kde k. =1,2,..., N.

N

Ozna¢me stiedni hodnotu vynost ) P,;r;; = ¢; (oznaceni je korektni, protoze zde neni
Jj=1

zévislost na po¢tu prechodu)

Potom si lze rovnici (4.48) zapsat ve tvaru

vi(n) = q + Z]P’ijvj(n - 1) (4.49)

j=1

a nebo maticové
in)=q+P-v(n-—1),

kde ¥ je fadkovy vektor.

Pro pouziti vztahu (4.49) pro vypocet je tfeba znat hodnoty ,v;(n)“ pron = 0 a i =
= 1,2,...,N. Z definice ,v;(n)“ plyne, ze ,v;(0)¢ je stfedni hodnota celkového vynosu
procesu, ktery je ve stavu ,,i“ a uz nedéla zadny dalsi pfechod, tj. skoncil ve stavu ,,;i“.

Odtud vyjdeme pti uréovani hodnoty ,v;(0)“, protoze ji mizeme chépat jako jednorazovy
vynos, ktery plyne z toho, ze proces skonci ve stvu ,i“. Jestlize nezéalezi na tom, v jakém
stavu proces konci, je mozné polozit, ze v; = 0 pro Vi.

Rovnice (4.48)je typickou rovnici dynamického programovani. Pfi vypoétu stfedni hod-
noty ocekavaného vynosu ,v(n)“ postupujeme zpétné od posledniho kroku k pocatku
,,Uz‘<0) «,

Priklad 4.74. Mame linku, kterd se mtize nachézet v provozu (stav 1) a nebo v opravé
(stav 2). Sledovanim po dostate¢né dlouhou dobu byly ziskany pravdépodobnosti pfechodu
mezi jednotlivymi stavy, tj. matice P, a ocenéni jednotlivych pfechodi, tj. matice R.

0,5 0,5 10 4
IP): 5 R: .
0,4 0,6 5 -5
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Dale budeme predpokladat, ze nezalezi na tom, v jakém stavu proces skonci, neboli v; =
=0,1=1,2.

Reseni. Potom méame podle vztahu (4.49)

2
vi(n) =q; + Zpijvj(n - 1),
1

2
kde i = 1,2, ¢; = > pijri;, neboli v nasem pripadé mame
Jj=1

¢1=0,5-10+0,5-4=17,

@2 =0,4-10+0,6-(—5) = —1.

Stredni hodnota o¢ekavaného vynost procesu, ktery uskutecnil pravé jeden prechod, bude
zaviset na vychozim stavu.

2
vi() =7+ pi;-v;(0)=7+0,5:-0+0,5-0=7,
7—1

2
UQ(l) = -1 + Zpij . Uj(O) =1
7=1

P1i uskutecnéni dvou prechodi budeme mit

2
vi(2) =7+ py-v(1) =7+0,5-7+0,5- (1) = 10,
j=1

2
v2(2) = =1+ Y pyj-vi(1) = —140,4-740,6 - (—1) = 1,2,
j=1

Vysledky si zapiseme do tabulky

n 0l112 |3 |4 |5
vin) |07 |10 [ 126|152 17,7
vw(m) |0|-1]12]37 |63 |88

Nékdy neni presné vidét zavislost mezi témito ¢isly.
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4.18.2 Asymptotické vlastnosti Markovskych fetézcu

Méjme konstantni ocenéni pfechodi, tj. matice R je konstantni. Opét pouzijeme
Z-transformaci. Celkovy ocekavany vynos pak bude.

F(z,v) = Zﬁ(n) 2"

n=0

Protoze podle (4.49) pro vektor ¢ plati
B0 +1) = 7+ P 3(n),
muzeme psat

iﬁ(n—i—l)-z”zitj~z”+il@~ﬁ(n)-z”, (4.50)
n=0 n=0 n=0

o0

Zﬁ(n%—l)-z":% Zﬁ(n+1)-z”+1—ﬁ(0)>

Po dosazeni do (4.50) méame

Po tpravé dostaneme

a odtud .

F(z,v) = [ (I —2P)" 4 (I — 2P)"" 5(0). (4.51)
JestliZe jsme si analyzou piivodniho Markovského fetézce uréili funkci (1 — 2PP)~!, dosta-
neme F' vynasobenim veli¢inami ¢ a (0). . Protoze navic vétsinou plati, ze 7(0) = 0,
potom mame jednodussi tvar rovnice (4.51) a sice

z
1—2z2

F(z,v) = (I—2P)'q (4.52)

Zpétnou transformaci se dostaneme zpét na vektor celkového ocekavaného vynosu.

Priklad 4.75. PouZijeme zadani z predchoziho ptikladu

0,5 0,5 10 4 7
P = . R= . q= .
0,4 0,6 5 -5 ~1

ReSeni: Potom budeme mit

(I—2P) ' =7 (

Ol Ol

1—=2

©lon ol
\/
+

—_

|

o —_

—_

N
-~

|
Ol ol

|

I ol
~_—
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Predpokladali jsme diive ¢(0) = 0, proto z (4.52), bez nésobeni ¢,

(1—2)° (

Zpétnou transformaci dostaneme

Fo(z,i) =

I—2P) ' =
T, U —2P)

Ol Ol
©lut oot
N~
+

~~

—_

|

N

N—

—~

—

|

o

[S—

N

N—
VR

|
Ol oot
|

Ol oot
N~

<(1_Z)(i—0,1z))_1 :%0—071”),

zde jsme opét pouzili rozklad na parcidlni zlomky. Takze dostavame

fg(n):n~< )—1-1—;(1—0,1")(_

Dale jsme si odvodili, ze pfimy vynos je

Ol Ol
ot Ol
O ©olot

Ol ©lut
v

a proto mame

—

in) = fon) - 7= (

©ftf o8

w0, 0w
)+ Zacom( 2)
9

Nyni si miizeme vyjadrit jednotlivé slozky, takze dostaneme

23 400
vi(n) = gnJrg(l —0,1"),
23 320

Stejnym zpiisobem miizeme pokracovat dale. Protoze 0,1" — 0, tak pro dostatecné velké
n mame asymptotické vyjadieni slozek vektoru 7(n)

23 400
V1 (n) = gn + g

23 320
va(n) = —

9" T 81
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Asymptotické vlastnosti (chovani) vektoru #(n) muzeme studovat i rozkladem matice
(I — 2P) " na stacionarni a tranzientni ¢ast.

1
-z

(I—2P)' = 5+ ()

kde S je stacionarni matice (vzorem pro i jeprvek 1) a F,(T) je vysledek Z-transformace
tranzientni slozky.

V nasem piipadé dostaneme

N

Dosazenim do rovnice (4.51)

Ol Ok
ot oot
~_
o
S
~
SN—
Il
—_
|
o —
—_
b
/N
I
O O
|
Ol ©lut
\/

. z . 1
S-q+rz)Fz(T)-q+(1_2)

My jsme predpoklddali, Ze méame 0(0) = 0, soucasné plati, ze S-¢'a S-9(0) jsou konstanty.

S - (0) + F.(T) - 9(0).

Clen N : F.(T) bude obsahovat konstantni ¢ast
1 5 _5
_ 9 9
B(T) 1-0,1\ —2 4 )"
9 9

Vyrazy, které obsahuji vyssi mocniny 0, 1 mtizeme zanedbat a potom dostavame
i(n)=n-S- -7+ F(T)].

Pritom vektor S - ¢ si oznacime jako ¢, pritom jeho soufadnice dostaneme ve tvaru

N
9i = Z Sigds-
i=1

Jsou to piimé ocenéni pfechodil, vaZend limitnimi pravdépodobnostmi s;;, které udavaji
pravdépodobnost vyskytu jednotlivych stavi pii provozu trvajicim dostatecné dlouhou

dobu.

Je-li matice pravdépodobnosti pfechodi P regularni, potom jsou vSechny fadky matice S
stejné.

Oznacime-li si fadky matice S jako vektor 7, potom

N
g= Zﬂqu'-
j=1

Sloupcovy vektor Fy(T) - ¢ nezavisi na n a obsahuje prvky, které zavisi pouze na 1.
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Jestlize predpokladame, ze systém funguje dostatecné dlouho, potom mame

neboli ve slozkach

vi(n) =n-g + v,
kde veli¢ina v; obsahuje konstantni ¢leny. Pti regularni matici pravdépodobnosti prechodt
Pjegi=g.

V nasem piipadé

4 5 23
9 9 7 9
§g=5-q¢= ( >= :
4 5 -1 23
9 9 9
5 5 400
9 9 81
. . 1 7
: 4 4 —1 320
9 9 81

Po dosazeni dostaneme stejny vysledek jako v predchozim ptipadé.

23 400
vin) = gt 5

23 320
van) = gn = 53

4.19 Rozhodovaci procesy s alternativami

4.19.1 Meénici se ocenéni

V minulé kapitole jsme pfedpokladali, Ze matice ocenéni R ase neméni a je tedy konstantni.
Predpokladejme nyni, Ze ocenéni nebude konstantni. Matici ocenéni R, kterd ztstava
1
konstantni, vynasobime koeficientem § = T ktery mame nejcastéji vyjadieny pomoci

i

urokové miry. Z toho divodu se 8 oznacuje jako diskontni faktor, a vyjadiuje pocatecni
hodnotu vynosu, ktery je splatny ke konci urcitého obdobi. Nemusi ovsem slouzit jen k vy-
poc¢ttiim diskontnich hodnot, 1ze mu prifadit i pravdépodobnostni vyznam. Mtize napiiklad
oznacovat prodleni, s nimz dojde k dalsimu opakovani procesu.

Uziti koeficientu  bude ucelné tam, kde mtzeme ocekavat, ze proces skon¢i, ale nevime
presné kdy.
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Vypocet:
Uzijeme-li irokové miry, poskytuje diskontni faktor 5 nékteré informace, s tim, ze § patii
do intervalu 8 € (0;1), neboli 0 < 5 < 1.

Predpokladejme dale, ze okamzity vynos se bude vyplacet vidy na zacatku piechodu ze
stavu ;2 do stavu ,,j .

Veli¢ina v;(n) - hodnota celkového o¢ekavaného vynosu daného procesu, ktery vychazi ze
stavu ,;2“ a ktery uskutecni ,n“ prechodi, je potom rovna

vi(n) = sz‘j (rij + B - vi(n — 1)),

odkud po upravé dostaneme
N N
vz(n) = Zpijmj + BZpijvj(n — ].)
j=1 j=1

Protoze prvni sume nezavisi na n, oznac¢ime si

N
4 = E DijTij
j=1

a dostaneme

vi(n) =q+p Zpijvj (n—1) (4.53)

Vektorové
in)=q¢+p-P-v(n—1)

Pro asymptotické vyjadieni miizeme pouzit Z-transformaci, jako u konstantniho ocenéni,
a potom dostaneme

S (F(z0) = 0(0)) = T—q + 5B+ F(z,0),

odkud po upravé dostavame

F(z,0) = i (I=B-2-P) g+ (- 8-z P)L50). (4.54)

Vétsinou opét volime (0) = 0 pro zjednoduseni vypoctu. Dostavame potom

1 _
F(z,v)=—— (I —=B-2-P)7' ¢
1—2z
Priklad 4.76. Ponechame zadéani stejné jako v pfedchozim pripadé. Navic budeme pred-
pokladat, ze diskontni faktor 5 = 0,5 oznacuje pravdépodobnost, ze proces bude dale
pokracovat.
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Reseni. Potom z (4.54) dostaneme pro Fy(z,v), jako slozku funkce F(z,v), ktera jesté
neni vynasobena ¢, vyjadreni

1 1 1\ !
z 1 z 4z 4z
F = I — 2. P =
(27?']) 1_2( 075’2 ) 1_2 _i 1_i
¥4 10z
Provedeme rozklad na parcialni zlomky a dostaneme
Fo(z,v) =
28 10 8 10 100 100
_ 1 19 19 | 1 9 9 |, 1 171 171
1-z{ 8 30 1-0,52{ 8 10 1—-20,052 80 80
19 19 9 9 171 171
Provedeme zpétnou transformaci
Jo=(F)™"
2 10 81 100 100
=1 ¥ 5 [+05 [ & & [+00m)"| K K
19 19 9 9 171 171
o 7
Vynéasobime vektorem g = ( > a dostaneme
180 46 800
i(n) = fo(m)g= | & |+@©5"[ g |+(005" I
19 9 171
Odtud plyne, Ze pro dostateéné velké ,n“ budou slozky v;(n), ¢ = 1,2...N stabilni a bude
. 186 6 L . .
platit vy(n) = TR va(n) = T tedy nezéavisi na poctu krokt n. O

Také v tomto pfipadé muzeme asymptotické chovani tohoto vektoru #(n) studovat na
zékladé rozkladu na stacionarni a tranzientni ¢ast (opét pomoci Z-transformace)

_ 1
(I—B-z-P) 1:mSJrFﬁ.Z(T)
T=q+pB -P-v (4.55)

Coz je soustava N rovnic o N neznamych, kterou umime fesit.

Pro nas priklad to vede na soustavu
V1 = 7+ 0, 25U1 + 0, 251)2,

Vg = -1+ O, 2’1]1 + O, 3’1]2,
186 26

kterd ma feseni v; = —,v9 = —.
19’ 19
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4.19.2 Rozhodovaci proces s alternativami

Predpokladejme, Ze existuje néjaké rozhodovaci centrum, které v souladu s urcitym cilem
vzdy v kazdém kroku, voli jeden z konec¢ného poc¢tu moznosti. Tim fidi pribéh celého pro-
cesu. Je ziejmy pozadavek, aby tato volba byla optimalni, a to pro dosti dlouho probihajici
proces. Potom mluvime o fizeni M procesii nebo o procesech sekvenéniho rozhodovani (dy-
namického programovéani na M procesech). Ocenéni jednotlivych pfechodi (tj. stanoveni
pravdépodobnosti pfechodli a uréeni jejich vymnosii) jsou dilezité pro srovnavani jednot-
livych alternativ, pro moznost volby mezi nimi a tim i pro moznost vybéru optimalniho
feSeni.

Priklad 4.77. Studium

e Pribézné - vyzaduje hodné casu, ale poznatky jsou trvalejsi.

e Narazové - Vyzaduji malo casu, ale disledkem je rychlé zapominani a tedy velké
riziko.

Priklad 4.78. Bludisté - na kazdé kfizovatce se mohu rozhodnout kam pujdu déle.

Priklad 4.79. Pacient méa zaludecni viedy. Lékat se musi rozhodnout, zda jej bude 1é¢it
medikamenty a dietou a nebo zda je uz nutna operace, ktera ale byva mnohem drazsi.

4.19.3 Rekurentni metoda reSeni rozhodovaciho procesu s alter-
nativami

Ozna¢me alternativu (moznost) pro kazdy stav k¢ Pocet alternativ v i-tém stavu
oznacme ,k;“. V jednotlivych stavech vyvola kazda moznost obecné jiné rozlozeni prav-
dépodobnosti prechodu pfj a jiné ocenéni prislusnych prechodi rfj Zde k neni mocnina,
ale horni index. Zapis je tak prehlednéjsive srovnéani se zapisem 7; .

-

Nasim tkolem je najit takovy vektor alternativ d(n) se slozkami d;(n), ktery bude opti-
malizovat celkové odekévané vimosy 7 (n). Posloupnost vektortt d(n), n = 1,2... udévé
pocet obdobi, které zbyvaji do konce toho daného procesu. Tim si definujeme strategii,
tj. postup takého MP, ktery vede k optimu.

Pokud tento postup existuje a je nezavisly na case, pak mluvime o stacionarnim procesu.
Budeme ptedpokladat, ze existuje takova stacionarni strategie. Pfi postupném zkouma-
ni jednotlivych alternativ se ukazuje, Ze optimalni strategie ,n“ krokt pred koncem je
mozné pokud budeme vychézet a optima v (n — 1) kroku pfed koncem procesu. Mizeme
to vyjadrit jako
N
vi(n) = mkaprfj (rfj +v(n — 1)) (4.56)

j=1

zde v;(n), v;(n — 1) jsou ofekévané vynosy pii zvoleném optimalnim postupu. Index ,k*
neni mocninou, ale oznacuje k-tou alternativu prislusného stavu.
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Vybér moznosti ,,k“ mé za nasledek prechod do jiného stavu, ktery se ridi pravdépodob-
nostnimi pravidly, které charakterizuji hodnoty ,,pfj, ,7=12...,N“

Pricemz pfj udava pravdépodobnost prechodu ze stavu ,2“ do stavu .5, pfi vybéru moz-
nosti ,k“.

Ptechod ze stavu ,i“ do stavu ,,j“ pfi vybéru moznosti ,,k“ je spojen s vytvorenim néja-
’ / k «

kého vynosu 7 “.

Zde je tfeba zdlraznit, ze rfj nemusi byt pouze kladné cislo, cili zisk, mtize se jednat o

nulovou hodnotu i o ztratu a potom budeme mit zapornou hodnotu.

k

N
RozepiSeme si rovnici (4.56) a oznacime ¢ = Y- pf;rl;, potom dostaneme
i=1

vi(n) = max (qi~C + pr] -v;(n — 1)) . (4.57)

j—1

q¥ je piimy vimos za pobyt ve stavu ,i“ v jednom obdobi (tj. mezi dvéma prechody).

Pii vypoctu sledujeme jednak vektor vybranych alternativ d(n) a jednak celkovy vynos
pii optimalnim postupu. Pravé popsany postup je vhodny pro procesy, které budou koncit
po malém poctu kroki.

Priklad 4.80. Méame vyrobni linku, kterd mtize byt v provozu (tj. ve stavu 1) a nebo
v opravé (tj. ve stavu 2). Ve stavu 1 (v provozu) je mozny plné automatizovany provoz
(bez jakékoliv kontroly) = moznost 1, nebo provoz s namatkovou kontrolou = moznost 2,
nebo provoz s pravidelnou kontrolou = moznost 3. Ve stavu 2 je mozna oprava linky bez
vymény komponent = moznost 1, nebo linky s vyménou komponent = moznost 2,

Za dostatecné dlouhy interval byly ziskany pravdépodobnosti pfechodu a jednotlivé hod-
noty ocenéni.

Stav | Moznost | Pravdépodobnosti prechodu Ocenéni
ol ok wDiy wDi T
1 0,4 0,6 16
1 2 0,7 0,3 11
3 0,9 0,1 8 1
5 1 0,5 0,5 4 -6
2 0,6 0,4 2 -10

Reseni. Vyjdeme ze stavu (4.57). Uréime se hodnoty ¢*
1 =0,4-16+0,6-4=38,8.

¢ =0,7-11+0,3-2=38,3.
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¢=09-84+0,1-1=7,3.
G =0,5-4+0,5-(—6)=—1.
@ =0,6-24+0,4-(-10) = —2,8.

Budeme pfedpokladat, Zze nam nezalezi na tom, v jakém stavu proces skonci a proto
budeme brat, ze slozky v;(0) jsou vSechny nulové, tj. v;(0) =0, ¢ = 1, 2.

Potom vektor v; bude mit tvar

v1(1) = max

N N N
C]%-FZ;Z?L-O;CI%—FZ;]%-O;qiq’—i—z;pi’j.o] :mgx[8,8;8,3;7,3] —8.8.
J= j= j=

v9(1) = max

QQ+Zp2] 0; ql—i-Zij ]:max[—l;—Z,S]:—l.

v obou piipadech (pfi Vyberu maxima) je vyhodn6381 prvni moznost, neboli jsme dostali

-

1
d= ( . ) . Analogicky pro vektor ¥(2) budeme mit

N

Q1+ZP1J q1+zp1] ql_'_zplj ] -

7=1

—

01(2) = max

= max [8,8+ (0,4-8,8 +0,6 (~1));8,3+(0,7-8,8 + 0,3 (~1));

7.34(0,9-8,8+0,1-(—1))] =
= max [11,72; 14,16; 15,12] = 15,12,

N

N
G+ Y vy vi(1;a3+ ) p3; vj(l)] -
j=1

j=1
maxx [~1+ (0,5 8,8+ 0,5- (~1); =2,8+ (0,6 - 8,8 4+ 0,4 - (1)

U5(2) = max

= max (2,9;2,08] = 2,9.

Takze vektor optiméalnich alternativ je dva kroky pred koncem tvaru

Podobné mtzeme pokracovat dale. Vynosy 3 kroky pred koncem, ktery je na pocatku
sledovani v prvnim nebo druhém stavu potom budou slozky vektoru 7(3):

N

1(3) = max a3 + Zpgj )i @5 + Zpgj )i q3 + Zpsg =

7=1
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= max (8,8 + (0,415,124 0,6-2,9);8,3 + (0,7- 15,12 40,3 2,9);

7.3+ (0,915,124 0,1-2,9)] =
= max [16,59; 19, 75;21,2] = 21,2.

N N
%a(3) = max | g5 + > p3; - 0;(2);45 + Z;pij : vj(2)] =
j:

j=1

max [~1+ (0,5 15,124+ 0,5 2,9, 2,8 + (0,6 15,12+ 0,4-2,9] =
= max [8,01;7,43] = 8,01.

Dostali jsme, Ze nejvydodnéjsi pro nas bude pouzit tfeti moznost u prvniho stavu a prvni
3

moznost u druhého stavu, neboli mame vektor alternativ ve tvaru d =
1

Opét jsme dostali stejny vektor d pro dva po sobé jdouci stavy, tzn. dosahli jsme optima.
O

Nevyhodou této metody je, Zze nezname pro urcity pocet obdobi presné kriterium pro to,
zda jsme dosahli optima ¢i nikoliv.

4.19.4 Tteracni metoda FesSeni rozhodovaciho procesu
s alternativami

Pro procesy, které jsou dlouhodobéjsi, nebo jejichz doba trvani neni presné ohranicena, je
vhodnéjsi pouzit metod, které vyuzivaji asymptotickych vlastnosti MP s rozhodovanim.

Misto hledani veli¢in v;(n) postupnym hodnocenim alternativ v kazdém kroku, se snazime
o urdeni v;(n) na zdkladé jejich asymptotickych vlastnosti. AZ poté budeme posuzovat
alternativy jednotlivych stavi. Nejdiive ur¢ime vztah mezi v;(n) a vj(n — 1) pomoci
asymptotického vyjadreni. Protoze plati

N
vi(n) =g + sz'j -vj(n—1)
j=1

a dale
U’L(n) =n-g +vi7

miizeme psat
N

n-g+vi zq,+2p,][(n—1)g+vj]

j=1

Zpij =1,

Po tprave, s vyuzitim toho, ze
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dostavame
N

g‘f‘UiZQi—i‘ZPij'Uj-
j=1

Méame tak soustavu /N rovnic o N 4 1 nezndmych

g,V1,--.,UN,
tzn. tato soustava miize byt fesitelna, ale pouze s parametrem. Nemtzeme presné urcit
hodnoty v;.

Pro posouzeni alternativ nam vsak bude stacit znat relace mezi v;. Takové relace mtizeme
dostat, kdyz budeme pozadovat stalost rozdili mezi témito prvky, tj. v; — v,. Systém
rovnic doplnime o rovnici vy = 0. Vypoctené hodnoty v; se budou lisit od ptivodnich o
stejnou konstantu.

Stanovenim veli¢in g, vy, vs...vy jsme ziskali i hodnoty v;(n) a pomoci téchto hodnot mu-
zeme rozhodovat i o optimalni alternativeé. Kriteriem pro volbu alternativy je vyraz

N
k
g+ >l vi(n)
j=1
Pro dostatecné velké n jej mizeme psat ve tvaru

N N N
af + Y pl-(ng+u) =af +ng ) P+ Y bl
ey j=1 J=1

N
a opét hleddme maximum pro nékterou z k moznych alternativ a tedy ng > pfj je kon-

7=1
statna a mtzeme ji vynechat. Z toho plyne, Ze alternativy posuzujeme podle vztahu

N
q + ZPZ " Uj
j=1
POSTUP:

1. Pomoci veli¢in p;;, ¢g;fesime soustavu

N
g+vi=q+Y py-v, i=12.N (4.58)
j=1
UN =0

2. Pro kazdy stav najdeme alternativu k, kterda maximalizuje vynos
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N
@+ ol (4.59)
j=1

kde pouzivime hodnoty v; uréené v bodé 1.

1. Nalezen4 alternativa ,k“ nam soucasné poskytuje i hodnoty ¢” ,pfj a opakujeme body

1,2.

—

2. Vypocet konéi nalezenim vektoru d(n) alternativ, ktery je ve dvou po sobé jdoucich
krocich stejny.

V pfipadé uziti diskontniho faktoru vyjdeme z rovnice (4.53). Nés zajimaji limitni vynosy
»0; ¢, které jsou nezavislé na poctu kroki, a proto mtizeme rovnici (4.53) pfepsat na tvar

N
v =q; + sz‘j " Vs (4.60)
j=1

kdei=1,2..N
Méme soustavu N rovnic o N neznamych, kterou lze Tesit.

Urcime si tedy hodnoty v; a pak hledame vektor alternativ, ktery budeme maximalizovat

N
@+ B> ol v, (4.61)
j=1

kde i = 1,2...N.

—

Ziskdme vektor alternativ d(n)

Priklad 4.81. Vyrobni linka (pfedchozi ptiklad)
0,4 0,6 8,8
P = 4=
0,5 0.5 1

g+v1=88+0,4-v;+0,6-v, g=3,43
g+”2:_1+0,5'1}1+0,5-’02 => 1)1:879

ze vztahu (4.58)

UQZO UQZO

i k qf+§:1pfj-vj
=
1 8,8+0,4-8,940,6-0=12,36
1 2 8,3+0,7-8,940,3-0=14,53
3 7,34+0,9-8,940,1-0=15,31
) 1 —140,5-89+0,5-0=3,45
2 —2,840,6-8,94+0,4-0=2,54
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- 3
1
0,9 0,1 7.3
IP): s q:
0,5 0,5 1

= q+v1=734+0,9-v1+0,1-v2 ¢qg=5,915

qg+vo=—14+0,5-v1+0,5-v9 => v =13,83

’U2:O ’U2:O

i k qf—l—ipf’j-vj
=
1 8,840,4-13,8340,6-0 = 14,33
1 2 8,3+0,7-13,8340,3-0=17,98
3 7,340,9-13,83+0,1-0=19,75
9 1 —-140,5-13,83+0,5-0=15,92
2 —2,840,6-13,834+0,4-0=5,5

()

Priklad 4.82. Stejné zadani, jen pfidame 5 = 0,9

. (1 0,4 0,6
d= , P= . v = 30,46
1 0,5 0,5

01 =8,840,9(0,4- vy +0,5-v5) vy = 39,45

dosadime do (15)

vy =—1+40,9(0,5-v1+0,5-1) => vy=230,46
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N
i k @+ 8> kv
=1
1 8,8 + 0,9(0,4-39,45+0,6-30,46) =
1 = 39,45
2 8,3 1 0,9(0,7-39,45+ 0,3 -30,46) —
— 41,38
3 7,3+0,9(0,9-39,45+0,1-30,46):42
, 1 1 + 0,9(0,5-39,40+0,5-30,46) —
= 30,46
2 —2,8—{—0,9(0,6-39,40—|—0,4-30,46) =
— 29,47

0,9
P=
0,5

v =17,340,9(0,

- (3

1
0,1 (73
0,5 ) K —1

9-v +0,1-v5) vy =61,33

ve=—1+0,9(0,5-v1+0,5-v5) => wy=48,36

N
i k q; + B30 v - v
j=1
1 57
1 2 60
3 61,33
) 1 48,36
2 47,73

()

4.20 Skryté Markovské modely

4.20.1 Uvod

Skryté Markovské procesy (Skryté Markovské modely) se v literatufe bé7né oznacuji zkrat-

kou HMM, tj. Hinden Markov Models.
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Je to "zlaty standard” pro analyzu casovych tad, protoze jde o statisticky model, ktery
je jesté zvladnutelny algoritmy s polynomialni slozitosti.

Aplikace:
e Rozpoznavani fecovych signéli (x signal z mikrofonu, & fonémy).
e Vyhledévani slov v promluvé (z slova, k oznacené kusy promluvy).
e Rozpoznavani rukopisnych znaku (z tahy pera, k& podpisy).

e Rozpoznavani v obrazech, napi. dopravni znacky (z sloupce registra¢ni znacky,
k znaky znacky).

e Biomedicinské inzenyrstvi - analyza signalit EKG a EEG (z signal, k charakteristiky
signalu).

e Bioinformatika, analjza DNA sekvenci (x odezva fluorescen¢éné oznacenych molekul,
ke {A C,G,T}) nebo (x € {A,C,G,T}, k interpretacné vyznamné posloupnosti).

e Mobilni robotika (x body pohybu robota, k interpretace pohybu).

Definice 4.83. Koneény automat je usporadand Sestice (K, V, X, 0, Ky, F), kde
K je kone¢na mnozina stavii automatu,

V' je konecné abeceda vstupnich symboli,

X je konec¢na abeceda vystupnich symboli,

Ky je pocatecni stav, pricemz Ky C K,

F' je mnozina cilovych stavi, pricemz F' C K,

0: K xV — K x X je prechodova funkce.

Fungovani automatu.
Automat funguje ve shodé s rozdélenim pravdépodobnosti

p('xa k) = p<371; Lo, .., Ty, kO; kb cee 7kn) = p(kO) ' Hp (:C’h kl/klfl) .

i=1

To znamena, Ze automat na pocatku generuje ndhodny stav ky s pravdépodobnosti
p(ko) a prejde do néj. V i-tém okamziku generuje dvojici (x;,k;) s pravdépodobnnosti
(24, ki /ki—1). Na vystupu dava automat symbol x; a prechazi do stavu k;.
Priklad 4.84. Statisticky zjednoduseny model pocasi.
Méjme stavy:
k1 - destové nebo snéhové srazky,
ko - zatazeno,
ks - slunecno.
Necht prechodova matice mé tvar

0.4 03 0.3
P=102 06 02
0.1 0.1 0.8
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Jedné se o priklad automatu a soucasné i o Markovsky proces.

Nahodné posloupnosti

Pozorovani z = ( X1, Toy. .., xy) € X"
Skryté stavy k = (ko, k1, ko, ..., k) € K™
Zavedeme si oznaceni (z,, Tor1, ..., Tp) = 2.

Potom pozorovani z = z7, skryté stavy k = k.
Markovské posloupnosti se skrytymi stavy.

Statisticky model
p(z, k) = X" x K" - R.

Markovsky fetézec: Predpokladame, Ze pro vSechny posloupnosti x = (z8, 2t xl ) ak =
= (kg ', ki, k1) plati

p(x, k) = p(ki) - p (21, ko " ko) - p (a1, K2y /Fi) - (4.62)

Budeme se nyni vénovat pouze skrytym staviim. Vyjdeme pfitom z (4.62). Pro skryté stavy
po scitani pres vSechna mozna pozorovani x vyplyva Markovska vlastnost pro posloupnosti

p(k) = k(k:) - p (ko ki) - p (D1 / ki) - (4.63)

V rovnici (4.62) budeme scitat pies posloupnosti skrytych stavi £}, a potom pfes po-
sloupnosti pozorovani zj, ,. Dostaneme

p (a1 k) Zsz k) =p (21, k) Zzp T ki /i)

7.+2 7,+2 'L+2 'L+2

=D (1'21, kf)) P (Tig1, kiv1/Ki) -
Vyuzijeme predchozi vztah rekurzivné a dostaneme

n

p(xa k) = p(l‘l? ceey T, kOv s 7kn) = p(kO) Hp(x'w kl/kz—l)

=1

Tim se nam vypocet slozité funkce o (2n+1) proménnych zjednodusil na vypocet n funkeci
(24, ki/ki—1) o 3 proménnych a jedné funkce p(kg) o jedné proménné.

Definice 4.85. Skryty Markovsky model je stochasticky automat
HMM = (N, M, A, B,7), ktery je charakterizovan nésledujicimi vlastnostmi:

1. N oznacuje pocet stavi HMM v mnoziné S = {S1,Ss,...,Sx} s hodnotami ¢, v
case t.
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2. M oznacuje pocet navzajem riiznych pozorovanych symbolt vy, v, ..., vy s hodno-
tou @; v Case t. Pozorované symboly odpovidaji fyzickému vystupu automatu. Vzdy
je budeme oznacovat jako jednotliva pisména abecedy.

3. A je ¢tvercova matice fadu N, kde A = {a;;} oznacuje pravdépodobnost rozdéleni
prechodi mezi jednotlivymi stavy, tj.

aij = P(q1 = Sj/qi = Si), 1<4,j<N.

znamena, ze automat, ktery se v ¢ase ¢; nachazi ve stavu S; prejde s pravdépodob-
nosti a;; do stavu .S;.

4. B je matice typu N x M, kde B = {b;(k)} oznacuje pravdépodobnostni rozdéleni
pozorovanych symboli v jednotlivych stavech. Pravdépodobnost

bj(k) = P(up v Case t/q; = 95;), 1<j<N,1<k<M,

znamena, ze automat generuje v ¢ase ¢; pozorovany symbol v, a nachazi se ve stavu

S;

5. 7 je N-dimenzionalni vektor takovy, ze m = {m;} oznacuje pocatecni rozdéleni prav-
dépodobnosti jednotlivych stavi, kde

=Pl =25;), 1<i<N,

tj. prvdépodobnost, ze automat se v case g; nachazi ve stavu S;

Dany HMM s pfislusnymi hodnotami N, M, A.M, 7 lze pouzit jako generator pozorovaci
posloupnosti

O =0,0,...07 (4.64)

kde kazdé pozorovani O; je jednim z moznéach pozorovanych symboli vy, vy, dots, vy a T
je celkovy pocet pozorovani v posloupnosti, tj. délka pozorované posloupnosti.

Algoritmus pro generovani pozorovaci posloupnosti

1. Vybereme pocatecni stav q; = S; podle pocatecniho rozdéleni pravdépodobnosti
jednotlivych stvi 7.

2. Nastavime t = 1.

3. Vybereme O; = v, podle pravdépodobnostniho rozdéleni pozorovanych symbolt ve
stavu SZ‘, tJ bz(l{?)

4. PYesuneme se do nového stavu g1 = S; podle pravdépodobnostniho rozdéleni
pfechodt mezi stavy S; a j, tj. a;;.

5. Pokud je t < T, potom nastavime ¢t =t + 1 a jdeme zpét na krok 3. a opakujeme
postup. V pripadé t = T ukoncujeme proces.
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Zatimco u bézného Markovského procesu odpovida kazdému stavu konkrétni pozorova-
telnd udélost (konkrétni technicky jev), tak u skrytych Markovskych modeli jsou jed-
notliva pozorovani pravdépodobnostni funkci kazdého stavu. Neboli skryty Markovsky
model je vlastné vnofeny ndhodny proces, kdy jeden ndhodny proces je vnofeny, tj. neni
mozné jej piimo pozorovat, tj. je skryty, ale mizeme jej pozorovat pomoci dalsi mnoziny
nédhodnych stvi, které tvofi pozorovaci posloupnost (4.64).

Priklad 4.86. Méjme skryty Markovsky model se tfemi stavy a dvéma pozorovanymi

stavy.

N =2, s={51,5,5} M=2 V ={v,vs},
0.8 0.1 0.1
A={a;} =1 02 05 03 |,
0.2 0.2 0.6

0.5 0.5
B={b;k)}=| 0 05 |,
05 0
7 ={m} ={0.5,0.5,0}.

Pozorovana posloupnost potom bude ve tvaru

O — UV1UV1UV2UV2UV1V2V1V2V1V1V2V2V1 Vg . . .

Pokud pouzijeme jiné oznaceni pro pozorované stavy dostaneme napriklad pro volbu v; =
= 1, vy = 0 posloupnost

O = 110010110010 ..

Pro volbu v; = #, vy = & dostaneme

O = AASIALAALLASL . ..

Stale se jedna o stejny vysledek, ktery nezavisi na pouzitém oznaceni.

4.20.2 Zakladni ukoly fesené u HMM

Uloha ¢. 1:

Uloha ¢&. 2:

Vyhodnoceni.

Jak efektivné spocitat pro konkrétni pozorovanou posloupnost (4.64) a dany HMM
model A = (N, M, A, B, 7) pravdépodobnost P(O/)\)?

Neboli urc¢it pravdépodobnost, Ze je pozorovana posloupnost (4.64) generovana zvo-
lenym modelem .

Dekdédovani
K zadanému modelu A a zadané pozorovaci posloupnosti (4.64) jak co nejlépe vy-
brat posloupnost stavilt () = q1¢s . .. qr, kterd by co nejlépe odpovidala pozorované
posloupnosti.
Neboli pokusit se odkryt skrytou ¢ast modelu a najit spravnou posloupnost stavi.
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Uloha ¢&. 3: Ué&eni. Nékdy se pouZiva i oznaceni ”trénovani”.
Jakym zptsobem muZeme odhadnout parametry modelu A = (N, M, A, B, ) pii
zadané pozorovaci posloupnosti (4.64) tak, aby pravdépobodnost P(O/\) byla ma-
ximalni.
Neboli k danym pozorovanim sestavit co nejpresnéjsi model.

4.20.3 Reseni tieti tilohy

Zatim neni znam zadny analyticky postup, ktery by vedl k feseni tlohy ¢. 3, tj. neumime
sestavit postup, ktery by maximalizoval pravdépodobnost pozorované posloupnosti. Ji-
nymi slovy k libovolné konecné pozorované posloupnosti neexistuje optimalni zptsob,
ktery by umozinioval odhadovat parametry modelu.

Z druhé strany jsme schopni vybrat model A = (N, M, A, B, 7) tak, Zze pravdépodob-
nost P(O/A) bude lokalné maximalizovana numerickymi iterativnimi metodami. Jednim
z nejcastéji pouzivanych postupt je algoritmus Baum-Welch, ktery je mimo jiné i soucasti
Toolboxu pro MATLAB. Budeme se nyni vénovat tomuto algoritmu podrobnéji.

Oznacémé
ft(ivj) = P(Qt =5, qit+1 = Sj/07 )\)7 (4-65)

neboli pro dany model A\ a pro pozorovanou posloupnost O je &(i,j) pravdépodobnost
toho, Ze se v Case t nalézdme ve stavu S; a v ¢ase t + 1 ve stavu .S;.

Jako dopfednou proménnou (i) nazveme pro ¢t < T pravdépodobnost ¢astecné pozo-
rované posloupnosti O = 010, ...0; a stavu S; v Case t pro dany model A, kterd je
definovana vztahem

Obdobné jako zpétnou proménnou f;(i) nazveme pro ¢as t + 1,...,T pravdépodobnost
¢astecné pozorované posloupnosti O = 0,410,145 ... Or astavu S; v ¢ase t pro dany model
A, ktera je definovana vztahem

Bt(Z) = P(Ot+10t+2 e OT, 4y = Sl/)\) (467)
S vyuzitim pravé zavedenych oznaceni miizeme psat:
N P(Qt = Si, Q1 = Sj/07 >\) . Oét(l)az] (Ot+1)5t+1( )
gt(%]) - -~ N N
P(O,\)
Z Z CYt azg Ot+1)5t+1( )

i=1 j=1

(4.68)

.

Pojmy k zapamatovani

— Seznamili jsme se podstatou sktrytych Markovskych procest.

— Vysvétlili jsme si rozdil mezi vysledkem prechodu do daného stavu a pozorovanim, které
mezi sebou nemusi mit jednoznacnou vazbu.
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— Byly zformulovanu t¥i zakladni tkoly, které fesi teorie skrytych Markovskych procesu.

— Ukézali jsme si postup pii feSeni tfeti tlohy.

Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem pozorovani?
2. Co je koneény automat?
3. Které tlohy se Tesi v teorii skrytych Markovskych procesti?

4. Jaké parametry musime znat pro urceni skrytého Markovského modelu?

Cviceni

1. Méjme pristroj, ktery je zapojen do sité. Pfi zvysSeni napéti v elektrické rozvodné siti siti

. 1

s pravdépodobnosti — dojde k vyrazeni zabezpecovaciho zafizeni a s pravdépodobnosti —

prestane piistroj pracovat. Jestlize je vyTazeno zabezpecovaci zafizeni, potom pii nasledném
USRI s y L2 y

zvysSeni napéti prestane pristroj pracovat s pravdépodobnosti —. Urcete pravdépodobnost bez-

chybného chodu pristroje a pravdépodobnost vyrazeni jeho zabezpecovaciho zafizeni, jestlize
doslo ke zvySeni napéti n krat po sobé.

Vysledky
n \"
1. p = §) =Ll
n 1\"
p52)2(3> , n=1,2,....
Maplety

V nasledujicich mapletech si mtizete nékteré studované pojmy priblizit, pfipadné si sesta-
vit vlastni zadani prikladi.

Nésobeni matic

Vypocet determinantu matice

Reseni soustav linearnich rovnic piimymi metodami
Vypocet inverzni matice

Z—transformace

Vypocet urcitého integralu

Vypocet exponenciadly matice

O NS Tt W

Laplaceova transformace


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/nasobeniMatic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Determinant.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SoustavaLinRovnic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/InvMatice.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/zTransform.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/UrcityIntegral.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/exponencialaMatice.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/laplaceTransform.html
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9. Rozklad na parcidlni zlomky

webMathematica

V nasledujicich mapletech si miizete nékteré studované pojmy priblizit, pripadné si sesta-
vit vlastni zadani priklad.

1. Adjungované matice


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/ParcZlomky.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/webmath/Adjungovana.jsp
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