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Predmluva

Ucebni text Vybrané partie z matematiky II. vznikl inovaci uc¢ebniho textu Vybrané par-
tie z matematiky autort doc. RNDr. Zdetika Smardy,CSc. a Mgr. Ireny Rtzickové (viz.
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/inovace/pred.php) z roku 2005. Na zakladé analyzy po-
tfeb oborovych tstavi Fakulty elektrotechniky a komunika¢nich technologii (FEKT) VUT
v Brné v oblasti aplikované matematiky bylo v roce 2010 doporuc¢eno Radou studijnich
programiit FEKT vytvorit z ptivodniho semestralniho predmétu dva navazujici semestralni
predméty Vybrané partie z matematiky I. a Vybrané partie z matematiky II., které by
obsahovaly pozadované nové tématické celky z oblasti aplikované matematiky.

Ucebni text Vybrané partie z matematiky II. navazuje na ucebni text Vybrané kapitoly
z matematiky I. Kromé teorie nevlastniho vicerozmérného integralu a systému diferenci-
alnich rovnic, kterd byla prevzata z ptivodniho textu a doplnéna o grafické vystupy, jsou
nové zarazeny tématické celky vénované impulznim funkcim, zobecnéné derivaci a kva-
litativnim metodam feSeni diferencialnich rovnic pomoci vahové funkce a jeji souvislosti
s Diracovym impulsem. Jsou popsany i podminky rovnovazného stavu dynamickych sys-
témi. K ucebnimu textu byly vytvoreny maplety, které umoznuji studentiim generovat
rizné varianty prikladd s nadzornym fesenim a pfipadné i grafickym vystupem.

31.3.2014 Autori



Uvod

Tento ucebni text by mél slouzit predevsim posluchac¢iim bakalarského studia FEKT VUT,
ktefi uvazuji pokracovat v navazujicim magisterském studiu. Text predpokladéa zakladni
znalosti diferencialniho a integralniho poc¢tu funkce vice proménnych.

Cilem tohoto textu je vytvofeni kontinuity matematickych znalosti absolventti baka-
larského studia pti prechodu na navazujici magisterské studium a to zejména v oblasti
matematickych modeli technickych procest reprezentovanych pomoci dynamickych sys-
tém.

Jeho obsahem je vyklad nevlastniho integralu funkce vice proménnych, spojitych dy-
namickych systémt s vyuzitim vlastnosti Diracova impulzu, které jsou reprezentovany
obecné linearnimi diferencidlnimi rovnicemi n-tého fadu, dale systémi linearnich diferen-
cialnich rovnic s ohledem na kvalitativni metody feseni a to zejména eliminac¢ni metodu,
metodu vlastnich ¢isel a vektorti, metodu variace konstant, metodu neurcitych koefici-
entil a metodu zalozenou na vypoctu exponencialy matice. Zavérem jsou uvedeny dvé
zakladni kritétia vySetfovani stability Tfeseni a to Hurwitzovo a Michajlovovo kritérium.
Jde o standartni soucast matematické analyzy, ktera ma velky vyznam v aplikacich.

Vyklad novych dilezitych pojmt obvykle motivujeme a doprovazime ilustrujicim pri-
kladem. Kromé toho je v textu zafazena fada Tesenych i nefeSenych prikladi, casto
i s aplika¢nim charakterem. Jejich pocet je dostatecny k osvojeni latky i samostatnému
studiu.



1  Zakladni pojmy z teorie integralu
funkce vice proménnych

1.1 Plochy v R?

Uvedme piiklady zobrazeni z R? do R?, kterd budou mit vyznam v kapitolach viceroz-
mérného integralu.

Priklad 1.1. Necht M C R, f= (f1, fo, f3) : M — R3, M = (0,27) x (0, 7),
f(u,v) = (Rcosusinv, Rsinusinv, Rcosv), R>0.
Je tedy u € (0,27), v € (0, 7). Definujici rovnice zobrazeni f mizeme napsat ve tvaru

zr = fi(u,v) = Rcosusinv

y = fa(u,v) = Rsinusinv (u,v) € M.

z = f3(u,v) = Rcosv

Odtud 2?4+ 9*+ 2> = R?cos’usin®v + R*sin®usin®v + R*cos?v =

= R?*sin’v(cos® u +sin®u) + R*cos’ v = R?.

Tedy 22+ 9%+ 22 = R?,

coz je implicitni rovnice kulové plochy o poloméru R se stiedem v pocatku.

Geometricky vyznam daného zobrazeni je na obrazku 1.1.

Piiklad 1.2. Necht M C R?, f= (f1, fo, f3) : M — R3, M = (0,27) x (0, 7),
f(u,v) = (acosusinv,bsinusinv, ccosv),
kde a, b, ¢ jsou obecné navzajem ruzné kladné konstanty.

Je tedy opét u € (0,27), v € (0, 7) a plati

T = acosusinuv
y = bsinusinv (u,v) € M.
Z = cCcosv
2 2 2
Odtud x Yy 2 . 9 .9 .9 2
— 4+ =+ — =cos“usin“v +sin“usin“v +cos*v =1,
a? b 2

coz je implicitni rovnice trojosého elipsoidu, ktery v pripadé a = b prechazi v rotacni
elipsoid s osou z (podobné i pro a = ¢ s osou y, b = ¢ s osou x). V pfipadé a = b = ¢ pak
v kulovou plochu (sféru). Geometricky vyznam zobrazeni f je na obrazku 1.2.
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2n u

Obr. 1.1: Kulova plocha

21 u

Obr. 1.2: Trojosy elipsoid

Priklad 1.3. Necht M C R? f= (f, fo, f3) : M — R3, M = (0,00) x (0, 27),
f(u,v) = (aucosv, businv, u?),
kde a, b jsou obecné navzajem ruzné kladné konstanty. Tedy u € (0, 00), v € (0,27) a
T = aucosv

y = businv (u,v) € M.
2

z=u
22 2
Odtud _2+Z_2:u20052v+u2sin2v:u2:z.
a
Tedy oy
Z:§+§’

coz je rovnice eliptického paraboloidu. Je-li a = b, pak mluvime o rotacnim paraboloidu.
Geometricky vyznam zobrazeni f je na obrazku 1.3.

. 2 2 . “ . . . , . s s e . .
Rovnice y = % + % je opét rovnice eliptického paraboloidu s definujicimi rovnicemi

T = aucosv
y = u? (u,v) € M,
z = businv
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Obr. 1.3: Elipticky paraboloid

ktery méa osu nikoliv v ose z, ale v ose y, viz obrazek 1.4.

Obr. 1.4: Elipticky paraboloid s osou v ose y

Podobné i xz = Z—z + Z—i je rovnice eliptického paraboloidu s osou v ose .

Priklad 1.4. Necht M C R? f= (f1, fo, f3) : M — R3, M = (—o00,00) x {0, 27),
f(u,v) = (aucosv,businv, u),

kde a, b jsou obecné navzajem rizné kladné konstanty. Tedy u € (—o0,00), v € (0,27) a

T = aucosv
y = businv (u,v) € M.

zZ=1u
2 2
T
Odtud —2—1—?;—2:u20082’0+u23m2v:u2:zz.
a
Ted 22 2
Y 22:—+y—

a? b2’
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coz je implicitni rovnice eliptického kuZelové plochy. Je-li a = b, pak jedna se o rotacni
kuzelovou plochu.
Geometricky vyznam zobrazeni f je na obrazku 1.5.

Obr. 1.5: Eliptickéd kuzelova plocha

. 2 2 2 2 . . s ’ ’ v ’
Rovnice z = /%5 + 35, resp. z = —/ % + %7, je rovnici ,horni®, resp. ,dolni* kuzelové
plochy.

o 2 2 2 2 . . v ,
Podobné 22 = %5 + %3, resp. y? = %3 + 7z, je rovnice kuZelové plochy s osou v ose x, resp.
v ose .

Priklad 1.5. Necht M C R? f= (f1, fo, f3) : M — R3, M = (0,27) X (—00,00),
f(u,v) = (acosu,bsinu,v),

kde a,b jsou obecné navzajem rtizné kladné konstanty. Tedy u € (0,27), v € (—o00,0)
a plati

T = acosu
y = bsinu (u,v) € M .
z2=0

Odtud

? oy 2 2
;—l—b—z:cos u+sin“u=1.
Tedy
2 g
2tE=h

coz je implicitni rovnice eliptické vdlcové plochy, z € (—oo,00), s osou v ose z. Je-li a = b,
jednd se o rotacéni vdlcovou plochu, tj 2% + y* = R2.

Geometricky vyznam zobrazeni f je na obrazku 1.6.

Podobné i 2—; + Z—; = 1, resp. z—j + 'Z—z = 1, jsou eliptické valcové plochy s osami v ose y,
resp. v ose .

Analogicky 22 + 2% = R?, resp. y? + 22 = R?, jsou rota¢ni valcové plochy s osami v ose v,
resp. vV 0se T.
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X,

\

Obr. 1.6: Elipticka valcova plocha

Odtud plyne, Ze rovnice kuzelosecek v roviné jsou v prostoru rovnicemi valcovych
ploch. V pripadé rovnice paraboly, resp. hyperboly, mluvime o parabolické vdlcové plose
(viz obrazky 1.7 a 1.8), resp. hyperbolické vdlcové plose.

X/\y

Obr. 1.7: Plocha y = T2 Obr. 1.8: Plocha y2 =7

Na parabolickou valcovou plochu y = 22 se miizeme divat jako na zobrazeni

f=(f1, f2, f3) : M — R* kde M = (—00,00) x (—00,00), f(u,v) = (u,u? v), tj.

T =u
y=u* (u,v)EM.
z=v

Podobné 3% = z lze reprezentovat zobrazenim

f=(f1, f2, f3) : M = R? kde M = (—00,00) x (—00,00), f(u,v) = (u?,u,v), tj.
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r=u
y=u (u,v) € M
z=v

1.2 Vypocet n-rozmérného integralu

Vypocet n-rozmérného integralu (n > 2) prevadime postupné na vypocet jednorozmér-
ného integralu. Uvazujme nejdiive dvojny integral.

Véta 1.6. Necht I C R? je kompaktni interval, I = {(a,b) x {(c,d). Je-li f : [ — R
integrovatelnd na I, pak existuji integraly (dvojndsobné)

n= ([ revw)a. n=[ ([ reow)a

a plati rovnost

7= /f(w,y)dﬂsdy =1, =1,
I

Dvojrozmérny integral se tedy vypocita pomoci dvou urcitych integralti - postupnou
integraci vzdy podle jedné proménné (analogie parcidlni derivace). Tento postup se pii-
rozenym zpusobem rozsifi na trojny (i n-rozmérny) integral:

Necht I C R"je kompaktni interval, I = (aj, b;) X {(as,by) X -+ X {(a,,b,), a necht
f I — R je integrovatelna funkce na I. Potom plati

b/ pbo bn
/f(xl,xg,...,xn)dxl...dxn:/ </ (( f(xl,...,xn)dxn>---> dx2) dr, =
I ai a2 Qn
biy [ rbiy bi,,
= / (/ < ( f(:);l,...,:vn)dxin> ) d:%) dz;,

pro kazdou permutaci (i1, is, .. .,%,) mnoziny indext {1,2,...,n}.
Piiklad 1.7. Vypoditejte integral [, 2%y dady, I = (0,2) x (1,2).

Reseni. V tomto piipadé je kompaktni interval I obdélnik.
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m
Piiklad 1.8. Vypoditejte integral [, (z +y + z) dedydz, I = (0,3) x (0,2) x (0,1).
ResSeni. V tomto piipadé je kompaktni interval kvadr.
/(m + vy + z)dedydz =
I
1/ r2/ 13
:/ (/ (/ (x+y+2)d ) )
0 Vo Vo
/1 /2 |:£U2
= — +ay + xz =
0 0o L2
L/ 12 /3
G
o Vo \2
1 3 1 y=2 1 1
= “y+ =y +yz =3 (5+2z)dz:3[5z+22] = 18.
o 12772 o 0
yi
m

Definice 1.9. V roviné rozumime elementdrni oblasti typu [x,y] mnozinu vSech boda
(r,y) € M C R? jejichz soufadnice vyhovuji nerovnostem

I/\ I/\
I/\ I/\

a b
() 9(x),
kde a,b,a < b jsou ¢isla a f, g jsou funkce spojité na intervalu (a,b). Tedy

M={(z,y) eR*:a<a2<b f(x) <y <g(x)}. Vizobr.l.9
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Podobné je jisté mnozno definovat elementérni oblast typu [y, x]; je ji takovd mnozina
A C R? v roving, pro jejiz body (z,y) € A plati nerovnosti

)
T

IN A
IA A
o

f(y) (¥),

kde funkce f, g jsou spojité na intervalu (c,d), tedy

A={(z,y) eR*:c<y<d, fly) <z <g(y)}. Vizobr.1.10

y y
y=g(x)
///\ dl
M x=f(y) x=g(y)
/_\/ A
y=1(x) T
a b X X
Obr. 1.9: Elem. oblast typu [z, y] Obr. 1.10: Elem. oblast typu [y, z]

Jak tyto pojmy zobecnime do trojrozmérného prostoru?

Predné primét do nékteré ze soutfadnicovych rovin musi byt elementarni oblast v
roving; méjme tedy mnozinu M C R3 takovou, Ze pro jeji body (x,y,z) € M plati
a <x<b filr) <y < gi(x) — to znamend, Ze prumét mnoziny M do roviny zy je
elementarni oblast typu [z, y].

Dale je potfeba omezit z-ové soufadnice; zde se jiz mohou vyskytovat funkce dvou
proménnych. Tedy elementarni oblasti typu [z,y, z] v prostoru rozumime mnozinu M,
pro jejiz body (z,y,2) € M plati

a b
fi(z) 91(z)
fg(l‘,y) g?(xvy)
Podobné je mozno definovat elementarni oblasti typu [y, z, z], [z, y, z] atd.

Chceme-li tedy n&jakou mnoZinu M C R? popsat jako elementarni oblast, promit-

neme ji do nékteré souradné roviny, primét popiseme jako elementarni oblast a zbyvajici
proménnou ohrani¢ime dvéma funkcemi (plochami) obecné dvou proménnych.

IA N CIA
IS SO
IA A IA

Priklad 1.10. Rozhodnéte, zda dané mnoziny jsou elementarnimi mnozinami.



1.2 VYPOCET N-ROZMERNEHO INTEGRALU

13

a) MnoZina M ohrani¢end parabolou y = 2z — 2? a piimkou y = —x.

Parabola

2

y = 2x — x° ma rovnici

y—]_:—(l’—l)27

y=-X
1 3
M X tedy vrchol v bodé (1, 1), oteviend smérem dolt.
y=2x-x> Priseciky s primkou y = —x jsou v bodech
(0,0), (3,—=3). Pro (x,y) € M tedy plati

Tedy M je elementarni oblasti typu [z, y].

0<xr <3
—xgyg—x2+2x

b) Mnozina M zadand nerovnosti |z| <y < 2.

y="x

y=x

Tedy M je elementarni oblasti typu [y, z].

¢) Mnozina M ohrani¢end grafy funkeci y

Grafy funkei y = |x| a y = 2 se protinaji
v bodech (—2,2) a (2,2). Plati

—2<zx<2

vz

Vyhodnéjsi je v tomto pripadé vyjadieni

0<y<2

(%wEAhi{—yéxéy

:l”y:xg

Mnozina M v tomto pripadé neni elemen-
tarni oblast; da se vyjadrit jako sjednoceni
dvou elementarnich oblasti, napf. typu [z, y]:

M:M1UM2
My = {(@y)| 0z < 1a* <y < a}
My =A{(z,y)]| —1 <z <0,z <y<a’}
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d) M je ohrani¢end plochami 2x + 2y + 2 =6, =0,y =0, 2 =0.

Rovina 2x + 2y 4 z = 6 protina souradné osy
v bodech o souradnicich x = 3, y = 3, z = 6.
Primét mnoziny M do roviny je trojuhelnik

o vrcholech (0,0), (0,3), (3,0). Plati tedy

0<xr<3
(x,y,2) e M =< 0<y<3—z
0<2<6—22x—2y

M je v tomto pripadé ctyistén a jedna se
o elementéarni oblast typu [z, y, z].

Fubiniova véta pro vypocet integrali se da snadno rozsitit na elementarni oblasti:

Véta 1.11. Nechf

kde d, h, resp. dy, hy,ds, he jsou spojité funkce. Pak, existuje-li

Izé/f(x,y)dxdy resp. Izé//f(x,y,z)dxdydz,

b h(zx)
- | ( / f(x,y>dy> &
a d(z)
b hi(z) ha(z,y)
I:/ (/ (/ f(z,y, z)dz) dy) dx
a di(z) da(z,y)

Véta plati analogicky pro elementarni oblasti typu [y, 2] nebo [y, z, 2] atd.

platt

resp.

Priklad 1.12. Vypoctéte integraly

a) [[(2* +y) dazdy, kde M je ohranifend pfimkami y =0,y =z, 2 +y = 2.
M
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M je elementarni oblast typu [y, x]
, popsand nerovnostmi

N 0<y<1
1

y<zr<2-y

//(x2 +y) daedy =

] 5 M

= /01 (/;_y(ﬁ —i—y)dx) dy =

1,3 T=2-y 1o 9 y2 y4 1 3
= — dy= [ Z(4—-3y—¢yHdy==[dy—3L —Z| ==
A Ly+w}_ y Aiﬁ y—y’)dy S{y 5 4L 5

b) [[(x — y) dady, kde M je ohrani¢ena kfivkami y = 22, y* = .
M

2 " / / (z — ) dady —

M
M

p T = /01 (/f(x - y)dy> dv=

¢) [[[ycos(z + z)dzdydz, kde M je ohrani¢end plochami y = \/z, y = 0, z = 0,
M

_x
x—i—z—2.
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Mnozina M je shora ohranicena rovinou x + z =

= 7, déle soufadnicovymi rovinami a parabolickou

valcovou plochou y = /z. Primét do soufadné
roviny xy je shora ohranicen grafem funkce y =
= \/z, dale osou x a pfimkou x = 7. Proto plati

/ / / ycos(z + z) dadydz =
- /0g (/Oﬁ (/ngycos(Zva)dz) dy) dz =

_ /0 (/f lysin(z + 2)] =5 dy) dr = /0 </Oﬁy(1 _ sinx)dy) d —

1 (2 1
25/02x(1—sinx)dx:§

x? 2 2 1
{7 —l—:l:cosx—sin:c]o = E 3

1.3 Transformace integrala

Ptipomenme, jak se pocital urcity integral pomoci véty o substituci - stru¢né mtzeme
formulovat tuto vétu takto:
Necht f je integrovatelnd funkce na intervalu (a, b), ¢ diferencovatelnd funkce. Potom

/abf (r)dw = ‘ o= 9 ' -/ e ot

pfitom nové meze jsme obdrzeli jako FeSeni rovnic a = ¢(t), b = ¢(t); tedy je-li ¢ prosté
zobrazeni, je (a, 8) = ¢~ ({a, b)) -Uplny vzor intervalu (a, b).

Analogicky budeme postupovat u transformaci vicerozmérnych integralii, ovsem inte-

vvvvvv

gracni obor - v urc¢itém integralu jsme zavadeéli substituci, abychom zjednodusili integrand
(k tomu budeme jisté piihlizet také).

Poznamka 1.13. V piipadé vicerozmérnych integrali hovorime misto o substituci o
transformaci, protoze prechazime od kartézskych souradnic k novym tzv. kfivo¢arym sou-
fadnicim - transformujeme soutadnice.

1.3.1 Polarni souradnice

Nejcastéji uzivanou transformaci v roviné je zobrazeni pomoci poldrnich soutadnic. Zob-
razeni @ je tvaru ®(p, p) = (@1(p, ), P2(p, p)) = (pcosp, psinp).
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. , 3 P(X,Y)=P(P.®)
Transformacni rovnice maji tvar
p
v = Qi(p,p) = pcosyp
y = O(p,p) = psing ¢

091 9091 .
| 9 op | _|COsp —psing | o Lo
Dq’(p,w)—’ aa;q% %Z |— sinp  peose ‘—pcos @+ psin® = p.

Jedna se o zobrazeni @ : (0,00) x (0,27) — R? (nebo téz ® : (0,00) X (—m, m) — R?)
a plati tedy vzorec

Z/ﬂx,y)dxdy:l/f(/)COS%PSimP)'pdpdap

Piiklad 1.14. Vypoctéte [[ /a2 + y? dzdy, kde
B

B={(r,y) €eR?: x>0,y >0,2> +y* <4}.
ResSeni. Mame
T = pcosy gp€<0,§>
y=psing  pe(0,2)

V nafem piipadé je tedy A = {(p,p) € R* : 0 < p < 2,0 < p < Ih
y
. /\/a:2+y2d:cdy:/ VP2 pdpdp =
B A
3 2 3872
P
=/ (/ p2dp>d90=/ [31 dy
B 0 0 0 0
:§/2d¢:§w
0
2 x
O

1.3.2 Cylindrické souradnice

Zobrazeni ® je tvaru

Q(p7¢)z) = <@1(P7 907Z>a(p2(p7 @, Z)7<I)3(P790,Z)) - (IOCOS QO,pSiIlQD, Z)
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z Transformacni rovnice maji tvar
r = Pi(p,p,2) = pcosy
- P(xy,z)=P(p,9,z) y = Do(p,p,2) = psing

s = Oylpgs) =

z
0 \y cosp —psing 0
./ ® D®(p,p,z) =| sing pcosp 0 |=p.

0 0 1

Jedné se o zobrazeni ® : (0,00) x (0,27) x (—o00,00) — R? (nebo téz ® : (0,00) x
X (—7,7) X (—00,00) — R?) a plati

/B//f(x’y’z)dxdydzz/A//f(pCOS%PSinSO,Z)-pdpdgodz

Cylindrické soufadnice pouzivame u integrac¢nich obort, jejichz priméty do vhodné
soutadnicové roviny lze vySetfovat v polarnich soutadnicich.

Priklad 1.15. Vypoctéte [[[(2* + y?)dzdydz, kde
B

B={(z,y,2) e R®: L(z® +¢*) <z < 2}.

ReSeni. Mame

T = pcosp v € (0,2m)
y=psing  pe(0,2) D®| =p
Z==z A

Tedy A= {(p,p,2) eR3:0<p<20

/// (2% + y")dadydz = / / / p* - pdpdedz =
B /0% (/02 (/2 pgdz> dﬂ) dp=-r=2o".

2
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1.3.3 Sférické souradnice

Zobrazeni ® je tvaru

®(p,0,90) = (P1(p, @, 1), Pa(p, 0, 9), P3(p, 0,v)) = (pcos psini, psin psin, pcosp).

z

Transformacni rovnice maji tvar

P(x,y,2)=P(p,¢.y) r = ®i(p,p,1) = pcospsiny

P y = Qao(p,p.y)) = psinpsing
v z = Py(p,p,h) = pcosy

X/Lb
cospsiny —psinpsiny pcos e cosY

D®(p, p,1)) = | sinpcosy pcospsiny psinipcosty | = —p®sinp.
cos 0 —psiny

Jedna se o zobrazeni @ : (0, 00) x (0, 27) x (0, 77) — R? (nebo téz ® : (0, 00) x (—7, 7) x
x (0,7) — R3) a plati

/3// f(z,y, z)dzdydz = /A// f(pcospsiny, psin psini, pcosy) - p*sin 1 dpdpdy

Piiklad 1.16. Vypoctéte [[[ /22 + y? + z2dadydz, kde
B

B={(z,y,2) e R®: 2 + " +2° < 1,2 > a2 + 42},

T = pcospsiny p€(0,1)
y = psin psiny ¢ € (0,2m)
z = pcosy w€<0,§>
Tedy A={(pp,) eR*:0<p<1,0<p<2m,0<¢y < I}

/// Va2 +y? + 22dxdydz =
B

<

ResSeni. Mame

— N

B « T =/A//W7-p2sinwdpd¢dw:
.

¥ </ ([ sinver) dw> dp =

:...:Z(g_\/ﬁ)_

X
<



20 NEVLASTNI VICEROZMERNY INTEGRAL

2 Nevlastni vicerozmérny integral

2.1 Mira neohranic¢enych mnozin

Definice 2.1. Mnozina A C R" se nazyva méritelnd, jestlize pro kazdé k € N je méfitelna
ohrani¢end mnozina Ay = AN (—k, k)" ((—=k, k)" je n-ta kartézskd mocnina jednorozmér-
ného intervalu (—k, k)). V tom piipadé definujeme miru v(A) takto:

v(A) = kh_{g@ v(Ayg). (2.1)

Plati .
A= UAk, A CAyC...CA,C...,
k=1
takze v(A;) < v(A;) <--- <v(Ag) < ---.Posloupnost ¢isel v(Ag) (k=1,2,...) ma tedy
limitu. Tato limita vSak mtze byt rovna +o0o. Napiiklad v(R") = 4o00. Je-li A ohranicena
mnozina, pak pro vSechna dostatecné velka k je A = A, a tedy limita 2.1 je rovna mire
v(A), jak byla definovana dfive.

Definice 2.2. Mnozina A se nazyva nulovd, je-li v(A

) =0.
Priklad 2.3. Necht A = {(x,y) € R* : x € (1,00),0 < y < 1/2%}. Zjistéte, zda je A
méfitelnd, a v kladném piipadé stanovte miru v(A).
Reseni. Zde A, = AN ((—k, k) x (—k, k) = {(z,y) € R? : z € (1,k),0 < y < 1/2?}
(viz obrazek).

Mnozina Aj je ziejmé méritelna a

y

4- k1 1
Ap) = —dz=1—-—

N v(Ag) /1 —de R

2 takie

v(A) = klggo <1 - %) = 1.

Je vidét, ze 1ze psat
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]

Nékdy je vhodnéjsi k vysetfovani méritelnosti mnoziny A C R™ pouzit jiné posloup-
nosti mnozin, nez jsou intervaly (—k, k)".

Necht (K,,,),>_, je posloupnost ohrani¢enych méfitelnych mnozin v prostoru R” takova,
ze plati:

(1) KiCKyC...CK,C...,
(2) ke kazdému k € N existuje mnozina K,, tak, ze K,, D (—k,k)".

V tomto piipadé budeme psat K,, = R" (mnoziny K, ,stejnomérné zapliuji prostor
R"™*). Je ziejmé, ze

R" = @1 Ko,

a Ze ke kazdé mnoziné K,, existuje [l € N tak, ze K,, C (—[,1)", nebot K,, je ohrani¢ena
mnozina.
Piikladem posloupnosti (K,,) >_, je posloupnost kouli

{p € R™ : ’P_po‘ S Tm}y
kde (ry,) -_, je rostouci posloupnost, r,, — cc.

Véta 2.4. Necht K,, = R", kde K,, jsou ohranicené méritelné mnoZiny. Pak mnoZina
A C R" je méritelnd, prave kdyz AN K, je méritelnd mnozina pro kazZdé m € N. Pritom
plati

v(A) = lim v(ANK,,).

m—00

V dalsich tivahach budeme pouzivat nasledujici oznaceni:
Necht f : R™ — R je libovolné funkce, pak

fT =max{f, 0} (tzv. kladnd ¢ast funkce, viz obrazek 2.2 pro funkci jedné proménné)

f~ = max{—f,0}(tzv. zdporna ¢ast funkce, viz obrazek 2.3 pro funkci jedné proménné)

Je ziejmé, ze plati f = f — f~, |fl=fT+ .

ﬂv/\,x ﬂ*ﬂx LA

Obr. 2.1: f Obr. 2.2: f¥ Obr. 2.3: f~
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2.2 Integral neohranicené funkce pres ohranic¢enou
mnozinu

Teorii nevlastnich jednorozmérnych integralt z BMA1 nelze dost dobfe modifikovat pro

funkce vice proménnych. V této teorii byla dosti podstatnd usporadanost oboru real-

nych ¢isel. V jednorozmérném pripadé jsme méli jednak absolutné konvergentni, jednak

neabsolutné konvergentni integraly. Ve vicerozmérném pripadé budeme uvazovat pouze

absolutné konvergentni integraly. Zakladni schéma je toto: Nejdiive se definuje integral
pro nezaporné funkce. Pro funkce nabyvajici i zdpornych hodnot se pouzije rozklad

f=r—r

a integral funkce f se pak definuje vztahem

/A fdv = /A Frdv — /A Fdv.

(Je tfeba Fici, ze pro neohrani¢ené funkce a mnoziny nekoneéné miry se integralni
soucty jiz nehodi, limita integralnich sou¢t by ve vétsiné pripadi neexistovala.)
Necht f je nezédporné funkce na ohranic¢ené méfitelné mnoziné A C R™. Integral

/A fdv = /A fdu,

chceme definovat tak, aby byl mirou podgrafu P funkce f na A:
P={(z1,...,Tn, Tny1) ER": (21,...,2,) € A0 < 2py1 < f21,...,20)}
Zvolime metodu ,ufezavani“ podgrafu P. Pro kazdé prirozené k definujme mnozinu
Po={(z1,...,Zp, Tps1) ER™ (21, 2,) € A0 < 20yt < f21,...,20),0 < 2y < kD,

tedy
P.=P\{(z1,...,Tn, Tny1) ER" 2 (21,...,2,) € A 20y > k},

takze jsme ,odfizli“ ¢ast podgrafu lezici nad rovinou x,1 = k (viz obr. 2.4)
Pritom

(G

PCPhC..CPC..., b.=P.

k=1

Pro dostatecné velké k € N je A C (—k, k)" (A je ohranifend mnozina), takze pro m > k
je PN (—m,m)""" = P,,. Jsou-li tudiz mnoziny P, méFitelné v R™1, je téz P méfitelna
mnozina a
Upnt1(P) = lim vy 1 (Py).
k—o00

Mnozina P je podgrafem funkce fi) na A:

, je-li k
foey = min{f(p), k} = { i,(p)’ ;2-11 ;gg; § k.
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Obr. 2.4: Ufezavani“ podgrafu

Funkce fgy jsou nezdporné a ohranicené a plati

Joy<foy << fum <<,
Jim i (p) = f(p)

pro kazdé p € A; je-li f ohranicend, je f() = f od urcitého ko pocinaje.
Jsou-li funkce f(; integrovatelné, plati

/f<1>dV§/f<2>dV§"'§/f<k>dl/§--~,
A A A

takze existuje limita této posloupnosti. Pfitom je

Vn+1(Pk):/f(k>dVa
A

takze

Chceme-li tudiz, aby platilo
Vn—l-l(P ) = fdv
A

jako v pfipadé ohranicené funkce, jevi se rozumné definovat integral nezaporné funkce
takto:
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Definice 2.5. 1. Necht A je ohrani¢end méfitelnd mnozina a f nezaporna funkce defino-
vana na A. Jsou-li funkce fuy (kK =1,2,...) integrovatelné na A, definujeme

[ s =tim [ o 2:2)

a fikame, ze tento integral existuje.

Je-li limita v 2.2 konecné, ¥ikame, ze [ 4 Jdv konverguje, a funkci f nazgvame integro-
vatelnou na A. Je-li limita v 2.2 +o0, fikime, ze [, fdv diverguje (k +o0).

II. Necht f je funkce definovand na A. Pak definujeme

/A fdv = /A Frdy — /A Fdv, (2.3)

existuji-li integraly na pravé strané 2.3 a je-li aspoti jeden z nich kone¢ény (rozdil uvazujeme
v R*). Jsou-li oba integraly konecné, fikame, Ze integral [ . fdv konverguje, a funkci f
nazyvame integrovatelnou na A. Jsou-li oba integraly nekonecéné nebo néktery z nich
neexistuje, fikdme, ze [ 4 fdv neexistuge.

Poznamka 2.6. Integral nezdporné funkce f pres mnozinu A existuje, pravé kdyz existuji
integraly [ 4 fuydr. K tomu staci, aby funkce f byla skoro vSude spojitd v A.

Priklad 2.7. Zjistéte, pro kterd p > 0 konverguje integral

dxdy I 9
== . < .
S = // Camr A={(z,y) eR*: 2? +4* < 1}

Reseni. Integrovana funkce je kladna a spojita pro (z,y) # (0,0) a tedy neohranicena
v libovolném okoli poc¢atku. Plati tedy pro k € N

1 1
: Pro == < k
fusy(z,y) = min{ f(z,y), k} = (z2+y?)P (@2 y2)p =
(2, ) {f(z,y), k} { k Pro o 1y2)p >k

1 1
m <k @+ > (%) ?- coz je vnéjSek kruznic se stfedem v pocatku
1 1
— >k er4+yi< (l) ?- coz je vnitfek kruznic se stredem v pocatku
(22 +y?) :

Polozme Ak:{(x,y)eRQ: (3)” §x2+y2§1}

// foy(z,y)dady = // xzdidyy // kdzdy
A

A\Ay,
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//kdxdy = k-m(A\A) =k -7 (%)%

A\Ay,
i 400 prop>1
hm//kdxdy = limk-7 (1) = T prop=1
k—o0
Ay 0 prop<l1

dady T = pcosy /27r /1 1
Sp = . = c—dp | dp =
: // (22 + y2)p y = psing ‘ 0 (%)ﬁp P2
: 1) 2 prp 1 1 1 ( (1>(1_p)/p>
= (prop 1:/ l ] ) =2n —— |1 — (%
o L2=2pl(y» v 2(1—-p) :

l%p prop <1
+00 prop>1

k—o0

2m L
Prop=1ie S = [ I, yde=2n (~ln()}) = —2rhnyff o +oc
k
d$dy ) = prop<l
= —-p
// 22 +y?) s // fuy (@ y)drdy { +00 prop > L.
A

Uvedme nyni druhy pfistup k vypoctu integralu neohranicené funkce ptes ohranic¢enou
mnozinu, ktery je vyhodny v pfipadé nezaporné neohranicené funkce:

ZAavér:

]

Definice 2.8. Nechf X € R” je bod, (Ax);" posloupnost mnozin z R" s nasledujicimi
vlastnostmi:
1) X € Ay prok=1,2,...
2) lim dy = 0 (dy je prumér mnoZiny Ay, tj. dy = sup p(X,Y).)
k—o00 (X,)Y)eAy

Pak posloupnost (Ay){° nazveme zuzujici posloupnosti k bodu X.

Definice 2.9. Necht M je méfitelnd, ohrani¢end oblast, M C R™, X € M. Déle necht
f: M — R" je neohranicena na néjakém okoli bodu X, ale ohrani¢ena a integrovatelna
na kazdé mnoziné M \ A, kde A je méfitelna oblast obsahujici bod X. Jestlize pro kazdou
zuzujici posloupnost (Ak) k bodu X méfitelnych mnozin A, existuje

lim flzy,...,xy)day ... dx, =1, pak/f(a:l,...,xn)dxl...da:n:[.
M

Lze dokazat, ze v pripadé nezaporné funkce staci vysSetfit existenci limity pro jednu
zuzujici posloupnost.
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Tedy v predchézejicim ptikladé, jelikoz f je na A kladna, staci zvolit zuzujici posloup-
nost (Ax) k bodu (0,0) ve tvaru

Ac={(n,y) € R :a? 4yt < 1),
tedy A\ Ax = {(z,y) € R* : £ <a? +y* < 1} a bude platit
// dedy // dzdy
(x2 4+ y?)p k—>oo (22 4 y2)p
A\Ay,

Ovérte si vypoctem, ze vysledek je totozny s vysledkem ptikladu 2.7.

2.3 Integral funkce pres neohranicenou méritelnou
mnozinu

Necht A C R" je méfitelnd mnozina, kterd nemusi byt ohranicend, f funkce definovana
na A.

Nejdiive budeme definovat integral pro ptipad, Zze f je na A nezaporna. Chceme opét,
aby integral byl mirou podgrafu funkce f. Tentokrat budeme podgraf ,ufezavat ze stran®,
aby podstava podgrafu byla ohrani¢ena mnozina.

Necht Ay = AN (—k, k)", mnozina Aj, je pro kazdé k € N ohranic¢end a méfitelnd, ma
ziejmé konecnou miru. Pfitom

Ay CAyC...CA.C..., A:UAk.

Existuje-li pro kazdé k € N integral [ Ay fdv, plyne z nezapornosti funkce f,ze
fdv < fdv < fdv <
Ay As Ay,
existuje tedy limita posloupnosti téchto integrala.

Definice 2.10. Je-li f nezdporna funkce na méritelné mnoziné A a existuji-li integraly

fAk fdv, kde Ay, = AN (—k, k)", (k=1,2,...), definujeme
/fdyz lim fdv
A k—o00 Ay,

a tikdme, ze tento integral existuje.
Je-li tato limita kone¢na, fikdme, ze [ 4 fdv konverguge, a funkci f nazyvame integro-
vatelnou na A. Je-li limita +oo, fikdme, ze [, fdv diverguje (k +00).

Nabyvé-li f na mnoziné A i zdpornych hodnot, definujeme integral [ 4 fdv Gplné stejné
jako v II. ¢asti definice odst. 2.2.
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Poznamka 2.11. Integral nezdporné funkce existuje napt. tehdy, je-li funkce f skoro
vsude spojita na A.

V definici integralu nezaporné funkce jsme se omezili na speciadlni mnoziny Ay (viz
definici miry v odst. 2.1). Misto nich mZeme vzit mnoziny A N K, kde K,,, = R™ (viz
odst. 2.2). To ndm umoziiuje tato véta:

Véta 2.12. Necht K,,, (m = 1,2,...) jsou ohranicené méritelné mnoziny a K,, = R".
Necht | je nezdpornd funkce na A. Integrdly fAk fdv (k=1,2,...) existuji, pravé kdyz
existugi integrdly fAme fdv (m=1,2,...), pricemZ plat{

/de— lim fdv.

m—00 ANK

Priklad 2.13. Vypoctéte integral

dxd
// xy ,p>0

x24y2>1
a zjistéte, pro ktera p > 0 konverguje.

ResSeni. Integrand je kladna spojita funkce, dany integréal tedy existuje. Je tieba zjistit,
kdy bude mit kone¢nou hodnotu. Vzhledem k ,tvaru“ integra¢niho oboru A i k ,tvaru“
integrované funkce se nabizi moZnost volit mnoziny K,, = {(z,y) € R? : 22 + 3? < m?}
(m=1,2,...). Zfejmé K,, = R? a mnoZiny ANK,, jsou pro m > 1 mezikruzi. Je vhodné
zavést polarni souradnice.

[ e
(a2 +y2p @y L\ )T

ANKm 1<z2+y2<m?
B { 2w Ilnm prop =1
p) (1- m2_<}v—1)) pro p # 1.
Odtud
dxdy ) dxdy - prop>1
————— = lim =4q P
(2 4+ y2)P  mooo x2+y +oo  prop<1.
z24y2>1 ANKn,
Dany integral konverguje pouze pro p > 1 a ma hodnotu p%l. [

Priklad 2.14. Vypoctéte integral

S = //e_(x2+y2)dxdy.

RQ
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Reseni. Integrovana funkce je kladné spojita funkce, dany integral tedy existuje. P¥itom
podle definice je

k k
S = lim // (2% +4%) Jdzdy = lim (/ e dx / e_y2dy) =
k—)oo k—o0 _k _k
2

k 00 2
= lim (/ e_$2dx) = </ e_“’jda:) .
k—o0 _k oo

Podle uvedené véty je vsak také

= lim // e (@ty? )dazdy
k—oo

22 4y2<k2

a po zavedeni polarnich souradnic dostaneme

s k o0 o0
S = lim (/ pepzdp) dp = 27r/ pe’dep = 7r/ e 'dt = 7.
k=oo J_7 \Jo 0 0

Je tedy [~ e dr = /7. O
Priklad 2.15. Vypoctéte [[ zy e Vdady, A= (0,00) x (0,00).
A

Reseni. 1. JelikoZ f(z,y) je nezdporna funkee, staci vzit posloupnost étvrtkruht (K})$°
se stfedem v pocatku, které stejnomérné zapliuji mnozinu A.

Kip={(z,y) eR*: 2’ +y* <k, 2 >0,y > 0}

k T
22 T = pCcosy 2 4 . 2
rye Ydady = . ‘:/ / cospsinp-p-e P dp | dp=
// y=psing |~ J, | ) Peosesingp v | dp
Ky
k z k
cos2p]® 3 o 5 2 o=t |
/0[ 2 Lpe =2 ) 7= gpdp = ar |
k2 2
_ _ k2 -k -1
:%1/0 t~etdt:;11[—tet—et}0:}L(Tle)

k* 41 1

z? y — z? Z-,I — = - — —

//xye dxdy = klggo//xye dady = klglolo4 <1 o2 > 1
A

II. Provedeme vypocet postupnou integraci:

a b
// xy e’x2*y2dxdy = lim (lim/ xy exzde:L) dy =
a—oo [q b—oo J
A

a

b
= lim (lim [—%y e‘x2_y2]0) dy = lim lim (—%y e VY 4 Ty e_yz> dy =

a—00 \ b—o0o a—oo fo b—oo

N | =

a a 1
— 1im L >3 — 1 Loy
= lim = ye Y'dy = lim [—Zey] —;

a—s00 2 0 a—00 0
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Maplety

Odkaz na maplety:

1. dvojny integral,
polarni transformace,
trojny integral,

cylindricka transformace,

Ot N

sféricka transformace.

Cviceni

1. Vypoctéte uvedené nevlastni integraly

1 _ 2. .2 2
a) £f\/md$dy,A—{(x,y)eR st 4 y? <z}
b) f f e% daxdy, A je mnoZina ohraniend kiivkami y = 0, y = 1,
A
r=0,y=+x
1 _ 2. .2 2
c) fAfln\/mdv’Udy’A—{(%y)GR st y* <1} x

D Jf rdedy dudy
e) £fe_(””+y)d:rdy, A={(z,y) ER?:0< 2 <y,0<y< o}
f) ff{f m dzdydz, A= (0,1) x (0,1) x (0,1)
g) [[f e~ @+’ +2%) qrdydz
R3
h) [ P S dzidz, ...dz, x

Rn

Vysledky
1.

S

o o
' N e e N N N N

A o
BRI

iverguje

—

3/2

N o= QN

o

=
9
3


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/DvojnyIntKartezskeBezSouboru.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/IntDvojnyPolarniBezSouboru .html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/IntTrojnyKartezskeBezSouboru.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/IntTrojnyCylindrBezSouboru.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/IntTrojnySferickeBezSouboru.html
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3  Impulzni funkce

3.1 Diracova zobecnéna funkce 0(t)

Pfi studiu mnoha prirodnich jevi se setkdvame s veli¢inami, které jsou nulové vné malého
intervalu a jejichz integral je nenulovy. Takovy charakter ma velika sila ptisobici po velmi
kratkou dobu (néaraz), velké elektrické proudy piisobici jen velice kratkou dobu (elektricky
impuls), které ale po tuto dobu nabyvaji velikych hodnot, takze integral z této veli¢iny je
nenulovy. Z véty o stiedni hodnoté integralu vyplyva, ze funkéni hodnoty takovéto funkce
musi byt velké a pro délku intervalu blizici se nule musi funkéni hodnoty rtist nade vsechny
meze.

Matematickou motivaci nasledujicich tivah mutze byt nalezeni derivace nespojité
funkce. U spojitych funkci, které nemaji v daném bodé derivaci napi. absolutni hodnota
y = |x|, mizeme za derivaci této funkce povazovat funkei, jejiz integral je zadanou funkci.
V tomto smyslu je derivaci funkce |z| funkce sgn(z), nebot:

]a:|—/ sgn(t) dt
0

Uvazujme Heavisideovu funkci jednotkového skoku 7(t), které je nespojita v bodé 0. Tuto
funkci muzeme povazovat za limitu spojitych funkci

0, prot < —1/n,
F,(t)=¢ 2(t+2), pro—1/n<t<1/n,
1, pro 1/n <t.

Tyto funkce jsou spojité a maji derivaci:

n 1

RO = (0 =5 (a6t D -+ ).

Limitnim pfechodem pro funkce f,(¢), bychom ziskali funkci nulovou s vyjimkou jed-
noho bodu s neohrani¢enou funkéni hodnotou. Integral z takovéto funkce je ovsem nulovy a
tedy vyse naznaceny postup je nevyhovujici. Budeme postupovat podobné jako u realnych
¢isel, kdy iracionalni ¢isla chapeme jako limitu posloupnosti ¢isel racionalnich blizicich se
k danému iracionalnimu ¢islu. Prikladem mohou byt rtzné ,definice® ¢isla e:

1\" 1\ 1 1
e=lim 1+ — = lim (1+ — =lm (1+—+---4+—1.
n—o00 n n—o00 n n—oo 2' n'
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Podobné posloupnost obdélnikovych kmitt f,(¢) neni jedinou posloupnosti funkei, které
jsou derivaci funkei majicich za limitu Heavisideovu funkci jednotkového skoku. Strucné
jsou uvedeny nékteré z nich:

. Dirichlet  4®=» exp( a1 /2 N Kirckhoff
I f A
;‘ ~| o j \ - '\
,r-d_x‘l\ fn(f>=§|mal ];UI]__n“ m? /Ij R
275\ z'::'ﬁ.:' .II I' "F}r:‘.'::'\. TS _--,'I i
=N P
3 - o A *-._\::.__ *
| Gauss - - ﬁ : | Cauchy
D =cnep(-+#F)cosnt |
¢ = exp(0.25) / Va

Lify=ng tﬁ(nr}ft F
=

V'*..-«-..... S —

Rt

Obr. 3.1: Priklady posloupnosti funkci, které maji za limitu Heavisideovu funkci

Zobecnénim téchto posloupnosti jsou tzv. jehlovité funkce:

Definice 3.1. Spojitou pfip. po ¢astech spojitou funkei (¢, \) argumentu ¢ zavislou na
parametru A se nazveme jehlovitou, jestlize plati:

1. §(t,\) =0 pro [t| > A
2. §(t,\) > 0 pro |t| < A;

3. / Z 5t \)dt — / 1 5t \)dt —

Uvazme limitni chovani jehlovité funkce (¢, A) pro A — 0. Plati
e §(t,\)=0prot#0aX—0.

e 5(0,\) = 00 pro A — 0, coz plyne uzitim véty o stiedni hodnoté urcitého integralu.
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To znamena, ze limita jehlovité funkce v klasickém slova smyslu neexistuje, proto
uvazujme limitni chovani / f()d(t, N)dt pro A — 0 a spojitou funkei f(t) € Cla, b].

I v tomto pfipadé nastanou dva ptipady v zavislosti na tom, zda interval |a, b] obsahuje
pocatek ¢i nikoli:

e Jestlize 0 € [a,b], tj. a <0 < b a A < min(|al,b), pak plati

/f 5t \)dt — /f 5(t, \)d /5m £(7),

kde 7 € (=, \) je vhodné ¢islo, které existuje podle véty o stfedni hodnoté integralu.
Jestlize A — 0, pak i 7 — 0 a ze spojitosti funkce f(¢) plyne f(7) — f(0). Tedy

b
lim / FO8(, Nt = F(0).

=0/,

b
e Jestlize 0 & [a, b] pak pro dostatetné malé \ plati / f(&)o(t, N)dt =0, tedy

b
lim / FO3(, Nt =

b
ProtoZe hodnota lim / f(&)o(t, N)dt = f(0) resp. 0, tedy nezavisi na volbé& konkrétni

jehlové funkee 0(¢, >\) mizeme pouzit strucnéjsi zapis:

hm/f S(t, N)dt = /f (3.1)

pak symbol 0(t) nazveme Diracovou distribuci, Diracovym impulsem. Diracova distribuce
je tzv. zobecnénou funkci, charakterizujici limitni chovani jehlové funkce (¢, ) pro A — 0.

Definice 3.2. Polozme

3.2 Vlastnosti Diracovy zobecnéné funkce

Z defini¢éniho vztahu (3.1) plynou nésledujici identity:

b [ £0). 0eab)
/a f(t)a(t)dt_{ 0 0dly (3.2)

Oznacime-li

/ ' F0)5(t — to)dt i / " 150t — to, N,
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pak plati

b B f(t()), to € [a, b],
éf@M—mﬁ_{Q R (3.3)

Vlastnost (3.2), (3.3) se nazyva filtrujici vlastnosti Diracovy distribuce.
Je-li f(t) =1, pak

b 1, 0E€la,bl, b 1, to € la,bl,
/ S(t)dt = / S(t — to)dt =
a O, 0 g [a, b], a 0, t() g [CL, b]
Uvazujeme-li misto intervalu [a, b] interval (—oo, 00), pak plati

/ZMWﬁ:/Z&ﬁ%@ﬁ:L

Diracova distribuce se v technickych védach Casto nazyva funkci jednotkového impulzu.
Pro Diracovu distribuci plati vlastnost ”sudosti”

b b
/ f(t)o(t)dt = / f(t)o(—t)dt. (3.4)
Tuto identitu lze dokazat néasledovné:
V integralu / f(t)6(—t)dt zavedme substituci ¢t = —u, pak
—b —a
/ f(t)o(—t)dt = —/ f(—=u)d(u)du :/ f(—=u)d(u)du. (3.5)
a —a b

Je-lia < 0 < b, pak —b < 0 < —a a v disledku filtrujici vlastnosti Diracovy distribuce

dostavame i
/?(ﬂ—uwﬁwmw=f®)

b
/fmmw:ﬂm

Na zékladé relace (3.5) pak dostavame identitu (3.4). Obecné plati

/f 5(t — to)dt — /f 5(to — )d (3.6)

Necht a # 0 libovolné konstanta pak

| rastana - /'f aft — 1)) = 110, (3.7)

lal

Podobné

Pro monoténni funkci, kterd ma jednonasobny kofen v bodé 0, tj. ¢(0) = 0 A ¢'(0) # 0,

plati .
| rwstenn = L 39
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Identitu (3.8) mizeme odvodit nésledovné:

I) Nejdiive budeme uvazovat, ze ¢(t) je monoténni rostouci diferencovatelnd funkce,
tedy p(—o0) = —o0, p(o0) = 00, p(0) = 0, ¢'(0) > 0. Polozme ¢(t) = x, pak
t = ¥(z), ¥(0) = 0 je inverzni monoténni rostouci funkce. Odtud

. AW 0) _ f0)
/oof(““"”“”dt‘ P D= S0y T g0

IT) Nechf nyni ¢(t) je monoténni klesajici diferencovatelna funkce, tedy ¢(—o0) =
= 00, p(00) = —00, ¢(0) =0, ¢'(0) < 0. Polozme ¢(t) = z, pak t = ¥(z), ¥(0) =0 je
inverzni monoténni klesajici funkce. Odtud

> * f()) f(@(0)) f(0)
0 = — =0 = —
[ sweton=- [ SEE e = i = o
Tedy zkracené muzeme psat
d(¢)
) = —,
MURNFETO]
V obecném pitipadé, kdy ti, s, . .., t, jsou jednondsobnymi koteny funkce ¢(t), plati
°° ~ f(t:)
) = . .
RGO > o (39)
Jelikoz §(t — t9) = 0 pro libovolné t # ¢y, pak
f(£)o(t —to) = f(to)d(t — to). (3.10)

Priklad 3.3. Pomoci filtrujici vlastnosti Diracovy distribuce vypoctéte integraly

3 0o
/cos2t5(t)dt, / e Po(t — 2)dt.
0

-1

Reseni. Prvni integral vypoéteme uzitim vzorce (3.2), tedy

3
/ cos 2t(t)dt = cos2t| = 1.

-1 t=0

Druhy integral vypoc¢teme uzitim vzorce (3.3), tedy

—2p

=€
t=2

/ e P 5(t — 2)dt = e
0

Piiklad 3.4. Vypoctéte integral / (t* +2)6(5 — 5t)dt.

—00
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Reseni. Postupné vyuzijeme vlastnosti (4.12), (4.13) a dostavame:

/Oo(t2 +2)6(5 — 5t)dt = %/w(t2+2)6(1 —t)dt = 1P+2 = g

—o o 5
O
Priklad 3.5. ZjednodusSete nasledujici vyrazy:
2 +3)8(t—2), a6t —1).
Reseni. Uzitim vzorce (3.10) dostavame
(24 3)0(t —2) = (224 3)0(t —2) = 76(t — 2), €*6(t—1) = 33(t — 1).
O

3.3 Vztah jednotkové funkce a Diracova impulsu

Pfipometime si nejdiive pojem jednotkové funkce (funkce jednotkového skoku) definované
nasledovné:

1, t>0,
V aplikacich se vsak mtizeme setkat i s jinymi definicemi jednotkové funkce. Naptiklad
symetrickd jednotkova funkce je tvaru

1, t>0,
ns(t) = %, t=0,
0, t<O.
Antisymetrické jednotkové funkce jsou tvaru
1, t>0,
”—(t)_{ 0, t<0.

1, t>0,
Obecné jednotkova funkce s ¢asovym posuvem ¢, je definovana nasledovné:

1, &>t
n(t—to)z{o t<t2_ (3.12)

Uvazujme nyni integral
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Jestlize t < 0, pak interval (—oo,t) neobsahuje bod 7 = 0 a plati tedy

/;5um7:u

Jestlize t > 0, pak interval (—oo,t) obsahuje bod 7 = 0 a plati

/;&ﬂm:L

Odtud plyne

t 1, t>0,
/;5ﬁmfz{o,t<0’ (3.13)
Tedy
t
/'5@m7:n@. (3.14)
Analogicky dostavame
t

3.4 Zobecnéna derivace, derivace Diracovy distri-
buce
Z predchozi kapitoly vyplyva, ze funkce jednotkového skoku je vlastné zobecnénou primi-

tivni funkci Diracova impulsu. Tento vztah je podobny vztahu mezi jednotkovou funkci
n(t) a identickou funkei ()

/ n<0>d9=w<t>={t ot

oo 0 pr0t<0'

Diracovu distribuci jako derivaci funkce jednotkového skoku mtzeme dale chapat jako
derivaci identické funkce (t), tj.

WI(t) =n'(t) = o(t).

Situaci ilustruje néasledujici obrazek
f /H
4/ THE)

3 ()
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Uvazujme nyni funkci f(t), kterd méa v bodé ¢ = ¢, nespojitost I. druhu a diferenco-
vatelnou Vt # to. Sestrojme pomocnou funkei ¢(t) tak, ze ¢(t) = f(t) pro t < ty a pro

t > to je rovna f(t) = [f(tg) — f(t)], kde

£(8§) = lim J(0), £(t7) = lim J(t).

t—ty t—ty

Tedy
o(t) = f(t) = [f(tg) = f(ta)] n(t — to), (3.16)

to je jiz bodem odstranitelné nespojitosti, takze lze funkci ¢(t) dodefinovat tak, aby jiz
byla spojitou funkci.

7 rovnice (3.16) pak plyne

f@t) = o(t) + [f(ts) — f(to)] m(t — to).
Zobecnénou derivaci funkce f(t) pak rozumime derivaci

£o) = &' (t) + [f(tg) — f(tg)] 6(¢ — to),

kde ¢'(t) je klasickd derivace, tedy pro t # to plati ¢'(t) = fi(t) (klasicka derivace funkce
£(#)). Odtud

FUt) = fi() + [f(tg) = f(tg)] 0t — to). (3.17)
Jestlize tq,1s,...,t, jsou body nespojitosti I.druhu, pak plati

f1(t) = fi(t) + Z[f(t?) — f{t)]o(t = ta).
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Priklad 3.6. Vypoctéte zobecnénou derivaci funkce

0, t <0,
f(t) - { 3€_t, t> 07 (318)
Reseni. Nejdiive vypoéteme klasickou derivaci funkce, tj.
i )0, t <0,
ro={ % 150 (3.19)

Klasickou derivaci pak vyjadiime pomoci jednotkové funkce ve tvaru
fi(t) = =3e7'n(t).
Dosazenim do vzorce (3.17) dostavame zobecnénou derivaci funkce (3.18)
fLt) = =3 "n(t) + 35(t).

Uvedeny priklad mizeme také spocitat pomoci vzorce (3.10). Nejdiive vyjadiime funkci
f(t) pomoci jednotkové funkce ve tvaru f(t) = 3e 'n(t) a zderivujeme formalné jako
soucin dvou funkci, tedy

fL(t) = =3e 'n(t) + 3e"o(t)
a zjednodusime pomoci vzorce (3.10), tj. 3e~*0(t) = 36(¢). Odtud
fL(t) = =3e 'n(t) + 34(t).
O
Jak jiz vime, Diractv impulz charakterizuje limitni chovani jehlovitych funkei §(t, \)

b
pro A — 0 v integralu / f()o(t, \)dt. Tedy nemizeme definovat

5(0) — 1 D) =50)

h—0 h

Je tedy prirozené uvazovat limitni chovani integralu
b
ot+h)—o(t
[ e,

pro h — 0, f(t) € C*(a,b), (—h,h) C (a,b).

Tedy
/ab f(t)m - h}i - 5<t)dt = % [/b f()o(t + h)dt — /ab f(t)é(t)dt]
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Odtud plyne
b
. ot +h)=o@t) . fO)=f(=h)
| 107G = - iy FESEEE -0
Polozme
) ot + h ,
}ILILI(I)/ f(t) dt / ft)o'(t
Pak
/f 08 (1)t = f’() pro 0 € (a,b)
pro 0 & (a,b).
Zde uzity symbol ¢'(t) nazyvame derivaci Diracovy distribuce. Podobné
b /
—J(t t b
/ FOF (¢t — to)dt — § o) proto € (a.0)
a 0 pro to & (a,b).
Analogicky zavadime n—tou derivaci Diracova impulzu
b —1)n (¢ t b
/ f(t)(s(n)(t _ to)dt _ ( ) f ( 0) pro top € (&7 ) (320)
a 0 pro to & (a,b).
Priklad 3.7. Vypoctéte integraly
/ eIt 5" (t)dt, / e P (t — to)dt, to > 0.
—o0 0
Reseni. V obou piipadech pouzijeme vzorec (3.20), pak
/ G_jwt5///<t)dt — (_1)3(€—Jwt ///}t 0= _jw?)‘
/ e Pt (t —to)dt = (—1)”(e_pt)(”) = p'e Pl
0 t=to
O

Poznamka 3.8. Je-li navic jehlovita funkce suda v proménné ¢ je mozné vyjadiit i in-

tegral z funkce nespojité v bodé 0:
/ 0 (tlnron+ 7+ lim f(t)) .

Priklad 3.9. Funkci
2t pro —oo<t<0
ft)=43 pro0<t<?2
2 pro2<t<oo

zapiste jedinym analytickym zapisem a urcete jeji prvni a druhou zobecnénou derivaci.



40 IMPULZNI FUNKCE

2t

Reseni. Funkci f(t) miizeme vyjadiit pomoci jednotkové funkce jako soucet tiech funkei,
tj. f(t) = fu(t) + f2(t) + f5(t), kde

fi(t) = 2t —2tn(t),

fa(t) = 3(n(t) —n(t —2)),

f3(t) = t*n(t-2).

fi(t) fa(t) f3(t)

A
T /
4]

Po upravé pak dostavame
f(t) =2t + (3—2t)n(t) + (t* = 3)n(t — 2).
Zobecnéna derivace I. fadu je tvaru
fL(t) =2 — 2n(t) + (3 — 2t)6(t) + 2tn(t — 2) + (£* — 3)6(t — 2)
=2 —2n(t) + 30(t) + 2tn(t — 2) + 6(t — 2).
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Zobecnéna derivace II. fadu je pak tvaru

r(@t) =—26(t) + 38 (t) + 2n(t — 2) + 2t6(t — 2) + 0" (t — 2)
= —20(t) + 30" (t) + 2n(t — 2) + 46(t — 2) + &' (t — 2).

Poznamenejme, ze tieti zobecnéna derivace bude pouze linearni kombinaci funkce jednot-
kového impulzu a jeho derivaci. O]

Cviceni
1. Zjednoduste nasledujici vyrazy:
a) (2 —2)5(t —2)

c) tet2(5(t -1)

2. Vypoctéte integraly:

0/

7
2
B /5 (t + 1)26(t)dt

sint 0(t —7/2)dt

3. Vypoctéte integraly:

2 /.

8 / T2 - 102t — 8)dt

(t* + 3)5(2t)dt

) / T4+ 163t — 9)dt

b) (2t — 1)6(t + 3)

d) 3+ 26> —1)6(t — 2)

cosntd(t — 2m)dt

0 [,

d) /07r cos 3to(t — 7 /6)dt

(t + 4)5(—3t)dt

) [

d) (t2 —1)5(3t + 6)dt

f) / 11(t +eN5(3t — 6)dt.
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4. Vyjadrete dané funkce pomoci jednotkové funkce:

] 0, prot<a;
a)f(t)—{& pro t > a.

0, prot<0 A t>1;
b)f(t)_{Z, pro 0 <t < 1.
0, pro —oo < t < 0;
c) ft)y=4 t°+1, pro0<t<l;
%, pro 1 <t < oc.
t, prot < —1;
d) f(t)y=14 t+1, pro-1<t<l;
3, prot > 1.
-3, prot<O0;
e) ft)y=<¢ =2, pro—-0<t<I;
1, prot>1.

5. Vypoctéte zobecnéné derivace funkci uvedenych v prikladu 4.

6. Vypoctéte zobecnéné derivace funkci znazornénych graficky:

a) b) 4 c) ‘
G N0 T 0

o [

Q
= t t t
d

M)

7. Vypoctéte integraly:

3 T
a) / 56" (t — 2)dt b) / sin t6™ (t)dt
0

—T

2 00
d) / St —2)dt  d) / 6 (8)dt
0

—00

€) / cost6™ (t)dt ) / sin t6") (¢ + 27)dt
0

—T
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Vysledky
1. a) 68(t—2)
b) 176(¢ + 3)
c)ed(t—1)
d) 155(t — 2)
2. a)l
b) 0
c) =3
d) 0
3. a) %
b) 4
c) %
d) -3
e) %
£) 0
4 @) f(t) = 3n(t—a)
b) f(t) =2[n(t) —n(t —1)]
o) fO)=t+ @ —t+nt— 3+ nt-1)
d) f(t) =0+ nt+1)+2—t)n(t—1)
e) f(t)=—-3+nt+3nt—1)
5. a) 36(t—a)
b) 24(t) — 26(t — 1)
c) 1—n(t) +3t%[n(t) — n(t — 1)) +6(t) — 6(t — 1)
d) nt+1)—nt—1)+8t-1)
e) 6(t) +30(t—1)
6. a) ho(t+7)—hi(t—1)
b) Z[n(t+35) —n(t - g)] — 203()
c) 2?1 {n n(t— 7% ]
7. a) 160
b) 1
3 2a

e}

( 1)"n
Opron—2k+1 (=1)* pro n = 2k.
0

)

[oN
—_ N D T

—
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4 Reseni linearnich diferencialnich
rovnic uzitim vahové funkce

4.1 Cauchyova funkce, vahova funkce

Ptipomenme nejdiive nékolik zakladnich pojmu z teorie linearnich diferencialnich rovnic
n—tého radu.
Linedrni diferencidlni rovnici n—tého rddu nazveme rovnici tvaru

ao()y™ + a1y V) + - F a1 (Y (1) + an(t)y(t) = F(t), Lao(t) #0.  (4.1)

PoloZme
Lly) = ao(t)y™ + ar(t)y" () + -+ + an1 ()Y (£) + an(t)y(t). (4.2)

Rovnici (4.1) pak mizeme psat ve tvaru

Lly] = f(®). (4.3)

Spojitost funkei a;(t), f(t), i =0,1,...,n, ap(t) # 0, na intervalu (a, b) zajistuje existenci
a jednoznacnost feSeni rovnice (4.1) spliiujici po¢ateéni podminky

y(to) = ao, ¥ (to) = a1, -, Y™V (to) = an1, (4.4)

kde o, i = 0,1,...,n — 1 jsou realna ¢isla. Uloha najit feseni rovnice (4.1) splitujici
pocateéni podminky (4.4) se nazyva Cauchyovou dlohou.

Obecné feseni (4.3) je tvaru y(t) = yo(t) + Y'(t), kde yo(t) je obecné Feseni homogenni
rovnice L]y] = 0 a Y (¢) je libovolné partikularni feSeni nehomogenni rovnice (4.3).

Uvazujme nyni homogenni linedrni diferencidlni rovnici L[y] = 0 s pocateénimi pod-

minkami .

ao(7)’
7 € (a,b). Necht y1(t),y2(t), ..., yn(t) je fundamentédlni systém FeSeni rovnice L[y] = 0,
pak obecné TeSeni je tvaru

yr) =y = ... =y" ) =0, y" V()= (4.5)

yO(t) = Clyl(t) + 02y2(t> +oet Cnyn(t)a
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kde konstanty cq,cs, ..., c, jsou feSenim soustavy

cyi(T) + cayp(T) + -+ cayn(7) =0

™ (7) + ey () 4 ey () = 0

1
(n—1) (n—1) . (=D (r) = ——_
cyy (T) Fcyy (7)o F eyt (T) eSS
Je zfejmé, ze konstanty ci,cy, ..., ¢, zavisi na pocateénim bodu ¢t = 7 € (a,b), tedy
1 =c1(7),c0 = o(T), ..., = cy(7). Odtud partikularni feSeni rovnice L[y| = 0 lze psat
ve tvaru
Yo(t,7) = cr(T)ya(t) + -+ + cn(T)yn(t) (4.6)

a lze je tedy chépat jako funkci dvou proménnych ¢, 7. Funkce yo(¢, 7) se nazyva Cauchy-
ovou funkct.

Definice 4.1. Vihovou funkci operatoru L[y| nazveme funkci k(t,7) = 0 pro t < 7
a kterd pro t > 7 je rovna partikuldarnimu feSeni rovnice L[y|] = 0 splilujici pocéatecni
podminky (4.5).

Vahovou funkci 1ze tedy vyjadrit ve tvaru
k(t, ) = yolt, T)n(t — 7).
Vlastnosti vahové funkce:
i) k(t,7)=0prot <.
ii) k(t,7) jako funkce proménné ¢ (pfi pevném 7) vyhovuje pro t # 7 rovnici
Llk(t,7)] = 0.
iii) Funkce k(t,7) a jeji derivace véetné n—tého fadu jsou spojité na intervalu (a,b)

s vyjimkou bodu ¢t = 7, kde jsou spojité derivace pouze do (n — 2)—tého Fadu,
(n — 1)—t4 derivace ma v bodé ¢t = 7 nespojitost I. druhu se skokem

O Vk(t, 1) B O Vk(t, 1) 1
o=t |_ 4 o=t | __ ag(r)
iv) Pro t = 7 plati:
k(r,7) =K (r,7) = = k"D (r,7) =0, k" V(r, 1) = ! :
ao(7)

Priklad 4.2. Urcete vahovou funkci linearniho diferenciadlniho operatoru

Lyl =ty' +y.
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Reseni. Nejdiive vypoc¢teme partikularni feSeni homogenni rovnice L[y] = 0 s po¢atecni
podminkou

y(r) = . (4.7)

Resenim homogenni rovnice ty’ 4+ y = 0, ktera je rovnici se separovovanymi proménnymi,
dostavame

C
Inly=—Inlt|+ InC = y(t) = —,

t
coZ je obecné feseni homogenni rovnice. Z pocatecni podminky (4.7) plyne
C 1
t = — = —
y( ) t=1 t lt=r T

1
Odtud C' =1, yo(t,7) = —. Tedy vahova funkce je tvaru
T

(t,m) = Tnft — 7).

O
Priklad 4.3. Urcete vahovou funkci linearniho diferenciadlniho operatoru
Lyl =y +acost y.
Reseni. Vypocteme partikuldrni feseni homogenni rovnice L[y] = 0 s po¢atecni pod-

minkou y(7) = 1. Obecné feseni homogenni rovnice, coz je opét rovnice se separovanymi
proménnymi, je tvaru

y()(t) — Cefasint.
7 pocatecni podminky plyne, Ze konstanta C' = e¢**"7. Cauchyova funkce je tvaru

a(sint—sin T)

yo(t, 7) =€~

Odtud o
k(t,T) _ efa(smtfsmf)?,](t . 7_)'

Priklad 4.4. Urcete vahovou funkci linearniho diferencidlniho operatoru
Lly] = y" +w’y.

Reseni. Nejdiive vypocteme partikularni feseni homogenni rovnice L[y] = 0 s pocated-
nimi podminkami
y(r) =0, y(1)=1. (4.8)

Kofeny charakteristické rovnice A\* + w? = 0 jsou A\; o = +jw. Obecné Feseni homogenni
rovinice ma tvar
yo(t) = C1 coswt + Cy sin wt.
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Konstanty C;, C5 jsou feSenim soustavy rovnic

Cicoswt + Coysinwt =0

—Ciwsinwt + Chw coswt = 1.

Tedy .
sinwT COSWT
Cl = - ) C? = .
w w
Cachyova funkce je pak tvaru
sinwTt COSWT sinw(t — 1)
y(t,7) = — coswt + sinwt = ———.
w w w
a odtud vahovéa funkce ( )
sinw(t — 7
b(er) = D)

O

Vahova funkce k(t, 7) je v tomto piipadé funkei diferenéniho argumentu ¢ — 7. V piipadé,
ze rovnice Lly] = 0 mé konstantni koeficienty, tak vahova funkce k(t¢, 7) zavisi pouze na
diferen¢nim argumentu t — 7, tj.

k(t,7) =k(t —T).
To plyne z nésledujiciho: Rovnice L[y] = 0 je v tomto pfipadé tvaru
a0y ™ (8) + ary™ (1) + -+ g/ (6) + any(t) = 0 (4.9)

Substituci t — 7 = s (dt = ds), kde 7 je nyni pevna hodnota, dostavame, Ze rovnice (4.9)
je tvaru

aOy(n)(5> + aly(n_l)(s) +oeee an—ly/(s) + any(s) =0. (410)
Tedy linearni operator L[y zstava stejny, ale v tomto ptipadé pti vypoctu vahové funkce

je tfeba uvazovat poc¢atecni podminky (4.5) prot — 7 = s = 0, tj.

1
oy =0, yV =, 4.11
o VTTE)| =0T = o (4.11)

Vahova funkce v tomto pripadé zavisi pouze na jedné proménné s a tedy po dosazeni
s =t — 7 dostavame k(s) = k(t — 7).

Priklad 4.5. Urcete vdhovou funkci operatoru Ly| = y” — 4y’ + by.

Reseni. Nejdiive vypocteme partikularni feSeni homogenni rovnice v nasem piipadé jiz
s konstatnimi koeficienty, tj. v’ — 4y’ + 5y = 0 s poc¢atecnimi podminkami
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pficemz y(t) = 0 pro s < 0. Kofeny charakteristické rovnice jsou A\;o = 2 £+ j a tedy
obecné Teseni homogenni rovnice je tvaru

Yo(s) = €**(C} cos s + Oy sin s).
Resenim soustavy rovnic

Cicos0+ Cysin0=20
2(C1cos0+ Cysin0) + Cycos0 — Cysin0 = 1

dostavame, ze C; =0, Cy =1 a déle

yo(s) = e**sins, k(s) = e** sins n(s).

Substituci s =t — 7 pak dostavame vahovou funkci ve tvaru

k(t —71) = sin(t — 7)n(t — 7).

4.2 Partikularni feseni nehomogennich rovnic

Nyni ukazeme jak lze pomoci vahové funkce urcit partikularni feSeni nehomogenni linearni
diferencidlni rovnice.

Véta 4.6. Partikularni reseni nehomogenni linedrni diferencidlni rovnice Lly] = f(t)
s pocatecnimi podminkami

y(to) = o' (to) = -+~ =y V(to) = 0 (4.12)
je pro t > tg tvaru

Y(t)= /tk(t,T)f<T)d7', (4.13)

to

kde k(t,T) je vahovd funkce linedrniho operdtoru L[y|.

Dikaz. Platnost véty dokézeme dosazenim partikularniho feseni (4.13) a jeho derivaci
do rovnice (4.1). Derivaci (4.13) podle parametru t, tj. obecné aplikaci vzorce

d [ b(t) , , |
at " g(t,7)dr = /a(t) gi(t, T)dT + ' (t)g[t, b(t)] — d'(t)g[t, a(t)]

a vyuzitim vlastnosti vahové funkce, t;j.

+ _ . k:("_z) ¢ _ (n—1) 1) =
k( 7t) kt(tvt) t ( vt) 07 kt (t7 ) ao(t)
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dostavame

YD) = / t k(1) f(7)dr, (4.14)

v = [ KO K050

e Nrge o 4D
= [ W@+ 28

Dosazenim (4.13) a (4.14) do rovnice (4.1) dostaneme
/ a0 (1, 7) + ar (O, 7) 4 -+ an(OR(E )| F(T)dr + F(8) = F(0).

Protoze L[k(t,T)] = 0, pak dostame identitu f(t) = f(t), tedy tvrzeni véty je dokazano.
[

Obecné Feseni rovnice (4.1) je tvaru
t
y(t) = yo(t) + Y (t) = Cron(t) + Caga(t) + - - + Gty (?) +/ k(t,7)f(r)dr,  (4.15)
to

kde yo(t) je obecné feSeni homogenni rovnice L[y] = 0 a Y (¢) partikularni feseni neho-
mogenni rovnice L[y| = f(t). Ze vztahu (3.5) pak mizZeme vypocitat partikularni feSeni
nehomogenni rovnice spliiujici pocatecni podminky

y(to) = o, ¥ (to) = a1, ..., ¥ D(to) = .
Konstanty C,Cs, ..., C, jsou pak fesenim soustavy algebraickych rovnic

C1y1(to) + Coyalto) + - -+ + Cuyn(to) = ao
Chyy (to) + Cayy(to) + - - + Cry,, (to) =

: (4.16)
C1y§n_1)(to) + C2y§n_1)(to) o+ Oy I (L) = g,

protoze
Y(to) =Y'(to) = --- = Y™ D(ty) = 0.

Priklad 4.7. Vyfeste Cauchyovu tlohu

Y + cost y =cost, y(0)=0.
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Reseni. V piikladu 4.3 jsme nalezli vahovou funkeci linearniho operatoru Lly] = v+ cos ty
ve tvaru

k‘(t,T) — e—a(sint—sinT)n<t o 7_)'
V nasem piipad€ je a = 1 a tedy vahova funkce je tvaru
k}(t,T) — e—sint—i—sinrn(t o 7_)'

Jelikoz v nasem pfipadé se jedna o nulovou pocatecni podminku, tak partikulédrni feseni
vzpocteme podle vzorce (4.13), tj.

t
y(t) — / efsmtJrsmTCOS TdT — efsmtesmT — 1 o efsmt.
0 =0

Tedy teseni Cauchyovy tlohy ma tvar

y(t) =1 — e 50t

O
Priklad 4.8. Vyfeste Cauchyovu tlohu
y"+ 9y =2cos3t, y(0)=2, y(0)=1.
Reseni. Dle pifkladu (4.4) miiZeme psat vdhovou funkci operatoru Lly] = y” + 9y ve

tvaru
k(E7) = k(t — 7) = %sin?y(t R ——

Obecné feseni homogenni rovnice y” 4+ 9y = 0 je tvaru
yo(t) = C1 cos 3t + Cy sin 3t.
Partikularni feseni nehomogenni rovnice ma tvar
‘1. t .
Y(t) = / —sin3(t — 7)2 cos 3rdT = - sin 3t.
0 3 3
Obecné feseni nehomogenni rovnice je pak tvaru
t
y(t) = Cycos 3t + Cysin 3t + 3 sin 3t.

Systém (4.16) pro urceni konstant C7, Cy 1ze pak psat ve tvaru

Cicos0+ Cysin0 = —2
—301 sin 0 + 302 sin0 = 1.

Odtud C} = -2, Cy = 1/3. Refenim Cauchyovy tlohy je pak funkce

sin 3t — 2 cos 3t.

1 t t+1
y(t) = —20053t—|—§sin3t+§sin3t: *
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Vypocet partikularniho feSeni nehomogenni rovnice (4.1) s nenulovymi pocatecnimi
podminkami (4.4) se zjednodussi, jestlize uvazujeme normovany systém feSeni rovnice
Lly] =0.

Definice 4.9. Fundamentalni systém fteSeni y;(t),y2(),. .., y,(f) homogenni rovnice
Lly] = 0 nazveme normovanym systémem fteseni v bodé t = ty jestlize jeho FeSeni
vyhovuji poc¢atecnim podminkam

yi(to) = 1, v (to) = 0,47 (to) = 0, ..., 5" V(o)
- 0,...,u8" V(to) =

0
0
Ynlto) =0, yh(to) = 0,yn(to) = 0,...,y" V(te) = 1,

tedy
(m) |1, prom=Fk—-1;
Yr (to)_{ 0, prom#k—1,

kde k=1,2,....nam=20,1,2,...,n— 1.
Kdyz fundamentalni systém feseni yy(t), y2(t), ..., yn(t) homogenni rovnice Lly] = 0

je normovanym systémem v bodé ¢t = %y, pak partikularni feSeni nehomogenni rovnice
(4.1) spliiujici nenulové pocéateéni podminky

y(to) = ao, ¥'(to) = o, ..., ¥ V(to) = ap1.
je tvaru
y() =Y () + D arauil(t), (4.17)
k=1
kde .
Y(t) = / k(t, 7)f (r)dr
to
a y1(t),y2(t), ..., yn(t) je normovany systém feseni rovnice L[y] = 0. Tedy v tomto pfi-
padé partikuldrni feseni nehomogenni rovnice (4.1) s nenulovymi poéateénimi podmin-
kami (4.4) dostaneme z obecného FeSeni (4.15) volbou konstant Cy, = a1, k=1,...,n

a misto fundamentéalniho systému FeSeni rovnice L[y| = 0 uvazujeme normovany systém
feSeni v bodé t = t,.

Priklad 4.10. Uvazujme diferencialni rovnici (viz. Ptiklad 4.8)
y" + 9y = 2 cos 3t.

Reseni. Normovany systém feSeni homogenni rovnice y” + 9y = 0 v bodé ¢t = 0 spliiuje
pocatecni podminky

y1(0) =1, 1(0) = 0.
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12(0) = 0, 95(0) = 1.
7 obecného feseni homogenni rovnice
yo(t) = Cy cos 3t + Cosin 3t

a jeho prvni derivace
Yo(t) = —3C1 sin 3t + 3C5 cos 3t

dostavame z pocatecnich podminek

y1(0) =1
41(0)

Tedy C7; =1, Cy = 0 a normované feSeni v bodé ¢t = 0 je tvaru

C1.1+C5%.0
—3C1.0 4+ 30, 1.

y1(t) = cos 3t.

Podobné vzhledem k pocateénim podminkam y2(0) = 0, y5(0) = 1 dostavame druhé
normované feseni ve tvaru

1
y2(t) = 3 oos 3t.

Pak partikularni feSeni nehomogenni rovnice s pocate¢nimi podminkami y(0) = —
—2, y'(0) =1 je podle vzorce (4.17) tvaru

t+1
+ sin 3t — 2 cos 3t.

t 1
y(t) = gsin?)t —2cos 3t + 1.5 sin 3t =

4.3 Vztah Diracova impulzu a vahové funkce

Dynamicky systém, ktery je popsan linedrnim diferencialnim operatorem L[y, se nachézi
v rovnovazném stavu na intervalu (a,b) odpovida-li reakce systému trividlnimu FeSeni, tj.
y(t) = 0. Predpokladejme, Ze na vstup rovnovazného systému, jehoZ préace je popséna
linedrnim diferencidlnim operdtorem Ly, ptisobi signél

J{t) =0t =7, 2),

kde 6(t — 7, A) je jehlovita funkce, A je dostate¢né malé, tj. signal trva pouze od okamziku
7 — A do 7 + A a vné intervalu je nulovy. Budeme hledat reakci systému y,(¢) na tento
signal, tj. budeme hledat feseni nehomogenni rovnice

ao(t)y™ (8) + ar()y" V(@) + . an(t)y(t) = 6(t =7, N),

vyhovujici nulovym poc¢ateénim podminkam
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Tedy reakce systému y,(t) je dle vzorce (4.13) tvaru
t t T+A
ya(t) = / k(t,7)f(T)dr = / E(t,7)o(t — T, \)dr = / k(t,7)d(t — 1, \)dr.
to to T—M\

Aplikujeme-li vétu a stfedni hodnoté a vyuzijeme-li vlastnost jehlovité funkce, tj.

A
/ d(t, \)dt = 1, dostavame reakci systému ve tvaru
-2

T+A T+A

yr(t) = / k(t,7)o(t — 7, \)dr = k(t, T*)/ ot —7,Ndr = k(t, ),
T—A T—A

kde 7" € (1 — A\, 7 + \). Tedy

Ale pro A — 0 jehlovita funkce (¢ — 7, \) konverguje pod integra¢nim znaménkem k
Diracovu impulzu §(t — 7).

Jestlize na vstup rovnovazného systému v ¢asovy okamzik ¢ = 7 za¢ne pisobit Diractv
impulz f(t) = §(t — 1), pak systém prechazi do nerovnovazného stavu s odezvou, ktera je
popsana vahovou funkci k(t, 7). Vahova funkce je tedy feSenim rovnice

Lly] = o(t — ),

které je pro t < 7 identicky rovno nule. Vahovou funkci k(t,7) pak nazyvame reakc?
Diracova impulzu nebo také impulzni prechodovou funkci.

Priklad 4.11. Urcete vahovou funkci operatoru L[y] = ay/, kde a je konstanta.
Na zakladé predchozi teorie vahova funkce je feSenim rovnice
ay' =6t —71),
pticemz y(t) =0 pro t < 7.
Reseni. Tedy t
y(t) = %/wa(t—T)dHC: Tt~ )+ C.

Jelikoz y(t) =0 an(t —7) =0 pro t < 7, pak C' = 0. Tedy pro t > 7 plati

y(0) = 2alt — 7).

coz znamena, ze vahova funkce je tvaru

K(t.) = (e 7).
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Cvicdeni

1. Vypoctéte vahové funkce linedrnich diferencidlnich operator:

[]
b) Lly] = ¢ + aty, kde a je konstanta.
¢) Lly] = 3y" + 27y
d) L[yl =3y" -2y —y
e) Lly] =y +sint y

2. Vypoctéte partikuldrni feseni nehomogennich linedrnich diferencidlnich rovnic s nulovymi

pocateénimi podminkami:

a)y +y=0, y(0)=0.

b) ¥ + ay =sinwt, y(0) =0, a,w jsou konstanty.
c)y’" =3y +2y=1, y(0)=y(0)=0.

d) ¢ +sin2t y =sin2t, y(w)=0.

e) v +4y =2cos2t, y(0)=19'(0)=0.

£ty +y=t y1)=0.

3. Vypoctéte partikularni feSeni nehomogennich linearnich diferencialnich rovnic s nenulovymi

pocateénimi podminkami:
a) ¥’ +w?y = Acoswt, y(0)=2, y'(0) =1, A,w jsou konstanty.

b)y"+y=1, y(r) =0, y(r)=1
c)y +2y=et, y(0)=1.

d) ¢ +sin2t y =sin2t, y(n)=1.

e) v +sin2t y =sin2t, y(r)=el/2

f) v/ +sin2t y =sin2t, y(0) = 1.

g) ¥ +sin2t y =sin2t, y(0) = 3.

h) ¢ +4y =2cos2t, y(0)=1, y/(0) = -1

)ty +y=t, y(l)=2.

Vysledky

1. a) k(t—7)=e Tyt —1).

o) k(t—7) = é sin3(t — )n(t — 7).
d) k(t — 7) = %(eH C e Tt — 1),

e) /{:(t, 7_) — 6%(cos 2t7cos27')77(t _ 7_).
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5 Systémy obycejnych diferencial-
nich rovnic

5.1 Zakladni pojmy

Pti studiu konkrétnich fyzikalnich systémt matematickymi prostredky postupujeme zpra-
vidla tak, ze zvolime jisty soubor fyzikalnich veli¢in, pomoci nichz mizeme studovany
systém 1plné popsat. Uloha vySetiit chovani takového systému se pak prevadi na tlohu
zjistit, jak se tyto vybrané velifiny, zvané obvykle stavové veliciny (nebo také stavové
proménné), méni s asem.

Stavové veli¢iny lze pro dany systém obecné vybrat mnoha zptsoby a zavisi do znacné
miry na fyzikalni a technické formulaci studovaného problému. V této kapitole se nebu-
deme zabyvat metodami vybéru stavovych veli¢in, ale budeme predpokladat, ze problém,
ktery mame Tesit, je uz pomoci stavovych veli¢in formulovan. Nasim tkolem bude popsat
metody, jak explicitné vyjadiit zavislost téchto stavovych veli¢in na case.

Rada problémii pfirodnich i technickych véd se matematicky formuluje pomoci sys-
témi obycejnych diferencialnich rovnic. Nejjednodussim systémem obycejnych diferen-
ciadlnich rovnic je systém diferencidalnich rovnic I. Tddu rozreseny vzhledem k derivacim
(nazyva se téz normdlni systém).

Je to systém rovnic tvaru

Ty = fl(tuxh 7~rn)
Ty = f2 tuxh y L
2 = f ) (5.1)
= fult,xy, ... 1),
kde f; (i =1,...,n) jsou realné funkce definované na oteviené mnoziné G C R x R".
Systém (5.1) je vyhodné piepsat do vektorového tvaru:
Oznacme x = (z1,...,2,), X = (2}, ..., 2)T, £ = (f1,..., fu)?, kde T znadi transpo-

novanou matici, tj. fadek se méni na sloupec a naopak. Systém (5.1) lze pak popsat ve
tvaru

x' = f(t, x) (5.2)

Definice 5.1. Uvazujme systém diferencialnich rovnic (5.2), kde f je vektorovéa funkce
definovand na oteviené mnoziné G C R""!,
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Zobrazeni u : J — R" | kde J C R je otevieny interval, nazveme resenim systému
(5.2), jestlize plati

1) (t,u(t))e G vVtelJ
2) zobrazeni u mé derivaci na J a plati u'(t) = f(¢,u(t)) Vt € J.

Necht u;(t), t € Jy, uy(t), t € Jp, jsou dvé feseni systému (5.2). Rekneme, 7e u;(t) je
prodlouZenim uy(t), jestlize J; D Jy a pro kazdé t € Jy plati uy(t) = ua(t).

Zpravidla nas zajima takové feseni v : K — R", K C R, k némuz neexistuje reseni,
které by bylo definovano na vétsim intervalu, nez je interval K a pritom bylo prodlouzenim
zobrazeni v. Takové feSeni v nazyvime maximalnim FeSenim. D4 se dokézat, Ze ke
kezdému feseni u existuje maximalni feseni v, které je prodlouzenim feseni u.

Definice 5.2. Necht je dan bod (t, 7) € G. Cauchyovou nebo téz pocdtecni ulohou pro
systém (5.2) nazyvame tlohu najit feseni u = (uq,...,u,) : J — R" systému (5.2), pro
néz plati

u(ty) =1 (5.3)

neboli
uy(to) = 11, ua(to) = T2, ..., un(to) = 7o (5.4)

Cauchyovu tlohu zpravidla zapisujeme ve tvaru
x' =f(t,x), x(to)=T1. (5.5)

O fesSeni u, pro néz plati (5.3), fikdme, ze je FeSenim Cauchyovy tlohy (5.5) nebo Ze je
feSenim systému (5.2) vyhovujicim pocéateéni podmince (5.3).

Geometrické znazornéni resSeni

Je-liu: J — R” feSeni systému (5.2), nazyvame mnozinu u(J) = {u(t),t € J} trajektorii
systému (5.2). Jestlize u(ty) = 7, fikdme, Ze trajektorie prochazi v okamziku t, bodem
(,stavem“) 7 prostoru R™ (prostor R" v tomto pfipadé také nazyvame prostorem stavi
nebo téz fazovym prostorem).

Zobrazeni u je parametrizace trajektorie u(J). Trajektorie mize byt za jistych pod-
minek krivka nebo jednobodova mnozina. Pojem trajektorie je vhodny zejména pro tzv.
autonomni systém, coz je systém tvaru

Je-li u/(t) # o, je tento vektor te¢nym vektorem k trajektorii u(.J) v bodé u(t), tento
tecny vektor je vektorem pole f v bodé u(t).

Priklad 5.3. Uvazujme systém
) = —To
Th = 11
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Resenim je vektorova funkce
u(t) = (reos(t + ), rsin(t + ¢)), teR,

ve slozkovém tvaru
up(t) = rcos(t + )
us(t) = rsin(t + ),

kde r, ¢ jsou libovolné ¢isla. Pro r # 0 je trajektorie systému kruznice o poloméru |r|.
Pro totéz r a rizna ¢ dostaneme tutéz trajektorii, i kdyz feSeni jsou rizna - jsou casove
posunuta. Pro 7 = 0 dostaneme jako trajektorii jednobodovou mnozinu {(0,0)}. Resent,
které ma tuto trajektorii, je nulové (trivialni) feSeni: ui(t) = 0,u2(t) = 0. Bod (0,0) je
tzv. rovnovazny (klidovy) stav systému.

Trajektorie maji v kazdém bodé (z1,x2) # (0,0) smér pole f(xq,x2) = (—x2,21) (Viz
obrazek 5.1 ).

X4

&

Obr. 5.1: Trajektorie z prikladu 5.3. Obr. 5.2: Charakteristika z ptikladu 5.3.

Uplnégji nez trajektorie charakterizuje geometricky feseni u = (ug, ..., up) + J — R”
jeho graf, tj. mnozina

U={(t,u(t),...,u,(t)) : t € J} C R*".

Graf feSeni u je podmnozina prostoru R"™*! = R x R", ktery se nazyva rozsireny
fdzovy prostor. Prvni slozka R kartézského souc¢inu R x R™ je ¢asova osa, druha slozka R™
kartézského soucinu R x R" je fazovy prostor soustavy (5.2).

Graf maximalniho feSeni se nazyva charakteristika soustavy (5.2). Mnozina vSech cha-
rakteristik soustavy zcela tuto soustavu urcuje.

Charakteristikou soustavy z ptikladu (5.3) je mnoZina
{(t,rcos(t+ ¢),rsin(t+¢)) : t € (—o0,00)},

a je to tedy Sroubovice pro r # 0 (viz obrazek 5.2). Pro riznéd ¢ a stejné r # 0 dosté-
vame Sroubovice posunuté ve sméru osy t; vSechny tyto sroubovice se promitaji do téze
trajektorie.
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Dale si ukdzeme, ze diferencialni rovnici n-tého fadu v explicitnim tvaru lze chapat
jako specidlni pfipad systému (5.1). Necht tedy

2™ = f(t,x,a. xY). (5.6)
Oznatme x, = 2,29 = 2, ..., &, = o™,
Plati
xy =a = Ty
xy, =2  =ux3

= gD —
o =2 = f(t a2, 2 = f(tw,m, . 2),

coz vede k systému

xh =x3
: (5.7)
x =,
ZU;.L :f(t,xl,...,l‘n),
To je systém tvaru (5.1), kde

fl(t,IL‘l,...,l’n) = T2

fa(t, @1, .. ) = @3

foo1(t e, .. ) = oy

folt,ze, .. xn) = f(t, o1, x,)

Ziejmé plati:

Funkce u(t), t € J, je feSenim rovnice (5.6) pravé tehdy, kdyz (u(t), u/(t), ..., u" =1 (¢t))
je Tesenim systému (5.7) a naopak, je-li (u1(t),...,u,(t)) feSenim systému (5.7), je prvni
slozka w;(t) FeSenim rovnice (5.6).

Analogicky je mozné i systémy vyssiho fadu s osamostatnénymi nejvyssimi derivacemi
prevést na systémy prvniho fadu s vétsim poctem neznamych.

Priklad 5.4. Uvazujme systém

"o / / "
Yy —g(t,y,y,Z,Z,Z)
n __ / / "
z 7h(t7y7y7z7272)7
kde ¢, h jsou funkce definované na oteviené mnoziné G' C RS.
ReSeni. Polozme y = 2y, y = 29, 2 = a3, 2 = 24, 2" = 2°.

Dostaneme systém

/
Ty = g(t,$1,$2,$3,$4,$5)
Ty = T4
Ty = x5

Ty = h(tv L1, XLz, X3, Ty, I‘5) )
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coz je systém péti rovnic I. Tadu. O]

5.2 [Existence a jednoznac¢nost resSeni systému dif.
rovnic I. fadu

Velmi dilezitou otazkou je, zda Cauchyova tiloha ma feSeni (otazka existence) a zda toto
feSeni je v jistém smyslu jediné (otdzka jednoznacnosti).

Nez prejdeme k formulaci podminek existence a jednoznac¢nosti feseni Cauchyovy
ulohy, pripomenme si nékteré dilezité pojmy:

Definice 5.5. Vektorovy prostor V nazveme normovany, jestlize na V' je definovana
norma, tj. realna funkce || - || : u — ||u|| majici nasledujici vlastnosti:

i) [laf >0, je-liuo, [o]| =0
ii) |Jou|| = |af - ||Jul| Yu € V a kazdy skalar o
iii) |lu+v| < |ul +|v|| Vu,veV.
Pro vektorové prostory konecné dimenze je charakteristickd tato vlastnost normy:

Mame-li ve vektorovém prostoru V' konecné dimenze dvé libovolné normy || - ||1, || - |2,
pak jsou ekvivalentni, tj. existuji kladna ¢isla «, 5 tak, ze Vu € V| u # o, plati

[l

a <
[[ulf2

<B.

Tato vlastnost je velmi dilezita, nebot naptiklad v tilohdch o konvergenci nebo spojitosti
miizeme pracovat s kteroukoliv normou.

Ptipomenme jesté, ze operace vektorového prostoru v R”, tj. s¢itani vektori, nasobeni
vektoru skalarem apod. jsou definovany po slozkach.

Jako normu || - || v R” mtzZeme pouzivat kteroukoliv z tfi navzajem ekvivalentnich
norem

n

lally = > fuil

=1
" 1/2
full = (Zu?) 59
=1
||11||3 = maX{|u1|,|u2|,---,|un\}.

Déle necht M, (R) je vektorovy prostor ¢tvercovych matic n-tého fadu. V prostoru
M, (R) mizeme zavést fadu norem, z nichz vSechny jsou ekvivalentni (prostor M, (R)
m4 dimenzi n?). Pro nds v nésledujicich iivahach budou dtleZité normy, pro néz kroms
vlastnosti i), ii) a iii) plati jesté

|A - B[l < [|A]l-[|B]]
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Necht A = (a;;)}, nejuzivanéjsi budou normy:

n

A, = maXiZ|aik| (fadkova norma)
k=1
n

Al = manZ|aik| (sloupcova norma)
i=1

A, = (euklidovska norma)

1 3
Priklad 5.6. Uvazujme matici A= 0 —1 0 |, pak
1 2 2

|A], = max{14+0+3,0+1+0,14+2+2} =max{4,1,5} =5;
|Alls = max{l1+0+1,04+1+2,3+0+2}=max{2,3,5} =5;
Al = V1I+0+9+0+14+0+1+4+4=+20.

a

Definice 5.7. Rekneme, 7e Cauchyova tloha x' = f(¢,x), x(t)) = T, ma pravé jedno
feSeni, jestlize pro kazdou dvojici feSeni u(t), t € I, v(t), t € J, existuje okoli O bodu ¢y,

O C INJ,tak, ze u(t) =v(t) Vt € O.

Uvedme nékteré vlastnosti funkce f, které zarucuji jednoznacnou fesitelnost Cauchyovy
ulohy.

Definice 5.8. Necht G C R"*! je oblast. Vektorova funkce f : G — R" se nazjva
lipschitzovska vzhledem k proménné x na mnoziné G, existuje-li konstanta L > 0 tak, ze
pro kazdou dvojici (t,x), (t,y) € G plati

1€, x) — £t y)[| < L-[x =yl (5.9)

V podminkce (5.9) miZeme za normu || - || zvolit kteroukoliv z norem (5.8).

DileZitou t¥idu funkei lipschitzovskych vzhledem k proménné x v oblasti G C R**!
tvori funkce majici na G' ohranicené vsechny své prvni parcidlni derivace podle promén-

nych x1, xs, ..., x,, tj. funkce takové, ze existuje konstanta M > 0 tak, ze plati
af; Y Sochna i, i — a
%(t,xbﬁg,...,xn) < M pro vSechna i,j =1,2,...,n, (t,x1,...,2,) € G.
J

Véta 5.9 (O existenci a jednoznacnosti feSeni). Necht je dina Cauchyova tloha

¥ =flt,z), z(ty) =1 (5.10)
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v oblasti G C R" a necht existuji ¢isla o, 3 tak, Ze funkce f je spojitd na mnoZiné

R={(t,2) € G: |t —to| <o, ]lz— [ < 5}

y : p
@) M = t 0= —1.
znacme max AL )] min{a, -}
Pak ezistuje teSeni Cauchyovy ulohy (5.10) definované na intervalu (to — d,to + ).

Je-li navic funkce f lipschitzovskd vzhledem k x na R, pak existuje jedin€ teseni Cau-
chyovy dlohy (5.10) definované na intervalu (ty — 0,1y + 0).

5.3 Systém linearnich diferencialnich rovnic I. fadu

Necht I C R je otevieny interval, G C R*™! f: G — R". Rikdme, Ze systém diferencial-
nich rovnic x’ = f(¢, x) je linedrni, existuje-li maticova funkce A (t) typu (n,n) a vektorova
funkce b(t) typu (n, 1),

ai (t) alg(t) s Alp (t) bl (t)
A(t) _ agl:(t> 929 (t) s CI,QTL:(t> 7b(t) _ b2 (t) ’
a1 () apa(t) - ann(t) b (t)

takova, ze plati
f(t,x) = A(t)x + b(t) pro vsechna (t,x) € G .

Linearni systém diferenicalnich rovnic I. fadu zapisujeme ve tvaru

Ty = anxy + appTy + - + appx, + bi(t)
l“/2 = @911 + QA92X9 + -+ + QAop,T, + b2<t>
T = a1 + apoTa + -0+ appt, + bi(t)

nebo stru¢né ve vektorovém tvaru
x' = A(t)x + b(t). (5.11)

Rikdme, 7e linearni systém (5.11) je homogenni, jestlize bj(t) = 0 Vi = 1,...,n a
Vit € I. Je-li pro néjaké t € I nékterd z funkci b; nenulova, pak linearni systém (5.11)
nazyvame nehomogennim.

Je-li systém (5.11) matematickym modelem néjakého fyzikalniho systému, pak mati-
cové funkce A(t) popisuje chovani prvki, z nichz je tento systém sestaven, a vektorova
funkce b popisuje vstup systému. Vektor x je stavovym vektorem tohoto systému.

Podivejme se nyni na problém existence a jednoznacnosti feseni Cauchyovy tlohy

xX =At)x+b(t), =x(t)=r7. (5.12)
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Necht maticova funkce A(t) i vektorova funkce b(t) je spojitd na otevieném intervalu
I C R, pak i funkece f(¢,x) = A(¢)x + b(t) je spojitd na G C R"™! a tedy v dostatecné
malém okoli kazdého bodu (¢,x) € G ohrani¢ena. Déle plati

ofi _

= a;;
8:6]- 7

,7=1,...,n,

takze kazda z funkci f; ma v dostate¢né malém okoli kazdého bodu (¢,x) € G ohranicené
parcialni derivace vzhledem k proménnym x, xs, . . ., x,. Je tedy flipschitzovska vzhledem
k proménné x v jistém okoli kazdého bodu (¢,x) € G. Odtud plyne nésledujici tvrzeni:

Véta 5.10. Necht maticovd funkce A(t) a vektorovd funkce b(t) jsou spojité na otevieném
intervalu I C R. Pak pro kaZdé to € I a 7 € R™ md Cauchyova tloha

d=At)z+b(t), z=(t) =T,
prdave jedno teseni definované na celém intervalu I.
V dal$im budeme automaticky predpokladat, ze A(t), b(t) jsou spojité.
Uvazujme nyni homogenni systém linearnich diferencialnich rovnic

/
] = anx1 + apTy + -+ Apy

xTh = a91T1 + G22%2 + -+ + A2, Ty
2 tj. maticové  x' = A(t)x (5.13)

/

Ty, = Ap1y + ApaTa + -0 + Appy

Jsou-li u;(t) a ua(t) dvé feseni systému (5.13), ¢ € R, pak také u;(t) + ua(t) a ¢ - uy(t)
jsou FeSeni systému (5.13). Tedy FeSeni systému (5.13) tvoii vektorovy prostor dimenze n.

Zvolme nyni né&jakou bazi u(t),...,u,(t) v prostoru feseni systému (5.13).

Oznaéme  w;(t) = (ugs(t), ug(t), ..., um())’ , i=1,...,n.

Tuto bazi nazyvame fundamentalnim systémem feseni systému (5.13).

Matice
u11<t) s Uln(t)
Ui =1 : :
Un1(t) -+ Unn(t)
sestavend ze sloupct uy(t),...,u,(t) se nazyva fundamentdlni matice systému (5.13).
Definice 5.11. Definujme pro libovolnou n-tici feseni uy (), ..., u,(¢)
un(t) -0
W(uh : ) un) - . .
W (t) -+ Upu(t)

Uvedeny determinant nazyvame wronskianem.
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Plati:
W(uy,...,u,) =0na I, nebo W(uy,...,u,)#0nal.

Véta 5.12. n-tice 7eSeni wy, ..., w, systému (5.13) je linedrné nezdvisla, pravé tehdy

kdyz W (u, ..., u,) #0.

7 této veéty pak vyplyva, ze fundamentalni matice U je regularni, a tedy k ni existuje
inverzni matice U™!(¢).

Je-li uy(?),...,u,(t) fundamentalni systém feSeni systému (5.13), je obecné FeSeni
systému (5.13) tvaru

u(t) = cui(t) + -+ cuup(t), c1,...,cp ER. (5.14)
Oznadime-li ¢ = (cy, ..., c,)T, lze pak obecné TeSeni zapsat ve tvaru
u(t) =U(t) - c, (5.15)

kde U(t) je fundamentalni matice systému (5.13).

Uvazujme nyni nehomogenni systém
x = A(t)x+b(t). (5.16)

Pak plati:
Je-li uy(t),...,u,(t) fundamentalni systém Feseni homogenniho systému u’ = A(t)u
a ug(t) partikularni feSeni systému (5.16), pak obecné feseni systému (5.16) ma tvar

u(t) =cui(t) + -+ cuu,(t) +up(t), c1,...,cn €ER,

v maticovém tvaru
u(t) =U(t) - c+u(t),

kde U(t) je fundamentéalni matice, ¢ = (c1,...,c,)%.

5.3.1 Metoda variace konstant

Predpokladame, ze zname fundamentalni systém teseni prislusného homogenniho sys-
tému, zbyva popsat, jak najdeme partikularni feseni nehomogenniho systému.

Myslenka je obdobna jako u skalarni rovnice, tj. nahradit v obecném feseni (5.14)
konstanty c1, ..., ¢, funkcemi ¢i(t), ..., c,(t) a najit partikularni feseni systému (5.16) ve
tvaru

uo(t) = cr(t)ur(t) + -+ cu(t)u,(t) .

Oznacme c(t) = (ci(t),...,c.(t))T.
Pak ug(t) = U(t) - c(t) = uy(t) = U'(¢) - ¢ + U(t) - (1),
kde U(t) je fundamentélni matice. Po dosazeni do (5.16) mame

U'(t)-c(t)+ U(t) - c'(t) = A(t) - U(t) - c(t) + b(t) .
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Jelikoz U'(t) = A(t) - U(t), dostavame, Ze

Ut)-c(t) =b(t)=c(t)=U'1t)-b(t),
tedy c(t /U t)dt,

pak m@zU@m@zU@:/Uﬂﬂb@&

a obecné feSeni systému (5.16) je tvaru
at) = U(t) - ¢ + uo(t) = U(t) - ¢ + U(®) Q/U ‘bdt, (5.17)

kde c je libovolny sloupec konstant.

—cost sint

sint cost T
ot T) je funda-

T
Priklad 5.13. Ovéite, ze u;(t) = (— —) , Ug(t) = (

t ot
mentalni systém homogenni soustavy ptislusné k

u
— —71 + uy + 2sint,

!/
1
t>0
u )

uh = —uy — ?2—1—200315,

a najdéte jeho obecné Teseni.

Reseni. Po dosazeni do piislusnych homogennich rovnic vyjde pro u;

sint\’ B tcost —sint B 1 sint+cost
t a t2 ot ot t

cost\’ .t sint — cost B sint 1 cost
t N t2 ot t ot

a pro us

—cost)’ B tsint+cost 1 cost n sint
t B t2 t t
C

t
sint)’ ~ tcost — sin t ost 1 sint
t B {2 N t t ot

tedy u; i uy jsou feSeni homogenniho systému. Oznac¢me

sint cost
- 2sint
_ t t _
U(t) = cost sint b(t) = (2 cos t)

t t
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Protoze det U(t) %;t + %;t = & # 0 pro t > 0, je U(t) fundamentélni matice. Dale

vypoc¢teme U~ (¢). Postupné mame

sint cost

adj U(t) = cf)st Sifl

t t

<+

a tedy
adj U(t)

Um0 = 4 Ut

:t2ade(t) _ ( tsint tcost) .

—tcost tsint

Nyni uré¢ime
1 _ tsint tcost 2sint)
U(®)-bt) = (—tcost tsint ) \2cost)
B 2t sin® t + 2t cos? t (2t
-\ —2tsintcost + 2tsintcost) \ 0

fomoa (i) ()

Partikularni feseni ma proto tvar

Tedy

sint cost )
B - T t tsint
Uy = U(t) /U l(t) . b(t) dt = COtSt Sintt (O) - (t COs t)
t t
a obecné Teseni je
sint cost
— T c1 tsint
u(t) =U(t) - c+uo(t) = cotst sint <Cz) + (t oS t> ’
t t
tj.
sint cost .
ul(t) = C T — Co + tSlIlt,
cost sint 2 ER.
us(t) = ¢ —CQT + tcost,

t

5.4 Linearni systémy s konstantnimi koeficienty

Obecné neumime najit fundamentalni systém homogenniho systému, pokud jsou koefici-
enty skutecné funkcemi t. V ptipadé, ze jde o konstanty, je situace vyrazné priznivéjsi,
nebot jsme schopni v podstaté efektivné najit fundamentalni systém (az na problém na-
lezeni kofentt polynom).
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Uvazujme tedy systém

/I __
T = a11®1 + -+ A1y,

tj. maticové  x' = Ax, (5.18)
ZL',/rL = Qp1T1 + -+ Apndy

kde A je konstatni matice. Ke standardnim metodam patii postup zalozeny na Jorda-
nové kanonickém tvaru matice, ktery ovsem vyzaduje znalost Weierstrassovy teorie ele-
mentarnich délitelt. Dale je to postup vyuzivajici normalni systém vektorti matice, ktery
vyzaduje znalost Weyrovy teorie a Weyrovych charakteristik. Jak teorie elementarnich
délitelt, tak ji ekvivalentni Weyrova teorie patii do linearni algebry a jde o relativné slo-
zité vysledky. Jejich znalost je mimo ramec béznych znalosti, které inzenyti z této oblasti
mivaji. Z toho divodu tplny popis obecného feSeni systému ¢ini potize.

My si ukazeme nejprve tzv. eliminac¢ni metodu, které je sice co do algoritmu jedno-
duché, ale nedaji se dost dobfe teoreticky popsat komplikace, které mohou nastat. Proto
se pro vétsi systémy nehodi. Dale si vSimneme metody vyuzivajici normalni systém vek-
tort, ale jen ve specialnich pripadech. V poslednich letech se objevily nové, velice t¢inné
metody, které bohuzel zatim nejsou prilis rozsifené. Lze Tici, Ze jsou jednodussi nez vyse
zminéné metody (maji podstatné mensi naroky na znalosti hlubsich partii linearni alge-
bry). Jsou vesmés zaloZeny na Cayleyové-Hamiltonové vété.

5.4.1 Elimina¢ni metoda

Tato metoda je pouzitelna i na nehomogenni systémy tvaru

l‘ll = 1171 + -+ ALy + Oél(t),
: (5.19)

T = a1 + o+ QGunn + (),

kde a;; jsou konstanty a «;(t) jsou funkce, majici dostateény pocet derivaci.
Princip spociva v tom, Ze se systém n rovnic prvniho fadu prevede na jedinou linearni
rovnici n-tého fadu (s konstantnimi koeficienty). Naznacime si nyni postup.

I. Zvolime jednu rovnice v (5.19), napf. prvni, a tu zderivujeme. Vyjde
SL’/l/ = CLHZL’/I +--+ alnx/n + Oé,(t) .

Do pravé strany této rovnice dosadime za z/, .. ., 2, z (5.19). Po tpravé dostaneme néjakou
rovnici tvaru
x&/:blx1++bnl’n+6(t), biGR,izl,...,n.

I1. Ziskanou rovnici opét zderivujeme, tj. dostaneme rovnici
oy = by + -+ by, + (),
a do ni znovu dosadime z (5.19) za 2/, ..., z/. Vyjde

' =cri 4+ 4, +91t), GeER, i=1,...,n.
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III. Tento postup opakujeme, az dostaneme rovnici
x§”) =diry+ - dpx, +0(t), G ER i=1,...,n.

IV. Nyni mame soustavu rovnic tvaru

93:1/ = a1 + -+ a2, + aft),
! : bizy + -+ by, + B(1), (5.20)
2" = dyry 4+ dmn + (1)

7 tohoto systému postupné vyloucime neznamé xzs,...,x,, a to tak, ze nejprve z prvni

rovnice v (5.20) vypoéteme napf. x5 a dosadime do zbyvajicich rovnic. Tim se pocet rovnic
o jednu snizi a nebude zde jiz x5. Nyni opét z prvni ze zbyvajicich rovnic, tj. z té, ktera
obsahuje 7!, vypo¢teme napf. z3, dosadime do ostatnich atd. Nakonec nam vyjde jedna
rovnice n-tého fadu pro x;(t). Najdeme obecné feSeni této rovnice, které bude obsahovat
n konstant.

V. Obecny tvar 1 (t) dosadime do levych stran v (5.20) a ze vzniklych rovnic jiz pouze
algebraicky vypocitame xs(t), ..., x,(t).

Uskalim této metody je, ze v kroku IV. se miZe stit, Ze nedojdeme az k x&”), ale

jiz dive nastane situace, kdy se vSechny nezndmé x,, ..., x, vyrusi. Tedy pro z;(t) do-
staneme rovnici fadu nizsiho nez n. Jeji obecné feseni bude proto obsahovat méné nez
n konstant. Pak nezbyva nez dosadit z1(t) do (5.19) a obdobné jako pro z;(t) vytvorit
z téchto rovnic diferencidlni rovnici pro z5(t). To se mtze nékolikrat opakovat. Musime
pokracovat tak dlouho, az dostaneme n integrac¢nich konstant. Jinymi slovy, muze se stat,
ze se systém nepodaii prevést na jednu rovnici n-tého radu, ale na nékolik rovnic nizsich
radi (soucet jejich Fadi je ovSem n). Je obtizné popsat, kdy tato situace nastane. Souvisi
to jednak s tim, pro kterou nezndmou budeme vytvaret diferencialni rovnici a zda jsou
nékteré slozky vlastnich vektorti v fadku odpovidajicim zvolené neznamé nulové, jednak
se strukturou normalniho systému vektort (viz nasledujici kapitoly).

Priklad 5.14. Najdéte obecné feseni systému

] = 4x; — 3xy + sint
xh = 2x; — my — 2cost.

ReSeni. Vytvofime napf. rovnici pro neznamou ;. Derivaci prvni rovnice dostaneme
xf = 42 — 32}, + cost,
tedy
o = 4(4xy — 3wy + sint) — 3(2x1 — w9 — 2cost) + cost = 10x7 — 9z + 4sint + 4 cost
Ze systému

) = 4wy — 3wy + sint

x] = 10zy — 9x9 + 4sint + Tcost (5.21)
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vylou¢ime z5. Odec¢teme-li trojnasobek prvni rovnice od druhé, dostaneme
xf —3x] = =2z +sint + Tcost = zf — 3z + 2z =Tcost+sint. (5.22)
Charakteristickd rovnice je pak tvaru
MN_3A+2=0 = M=1 A=2.
Obecné feseni rovnice (5.22) je
u(t) = cre’ + cpe .
Partikularni feseni budeme hledat ve tvaru
uo(t) = acost + bsint.

Odtud
Uy = — asint + bcost

uy = — acost — bsint
a po dosazeni do (5.22) mame

—acost — bsint + 3asint — 3bcost + 2acost + 2bsint = Tcost +sint,
(a —3b)cost + (3a+b)sint = Tcost+sint.

Tedy musi platit
a —3b=7

3a+ b —1 a=1, b=-2.

Celkove
uy (t) = u(t) + uo(t) = cre’ + coe® + cost — 2sint.

Dosazenim obecného FeSeni u;(t) za x; do prvni rovnice v (5.21) vypocteme xy = uy(t).
Tedy

cre! 4+ 2cpe® —sint — 2cost = 4eje’ + dege® + 4cost — 8sint — 3uy(t) +sint,
tj.  us(t) = cre’ + §c2e2t +2cost — 2sint.
Maticoveé vysledek zapiseme takto
t 2t : :
_ ci1€" + coe** + cost — 2sint - 1\ 1\ o cost — 2sint
u(t) = <clet + 2 cpe® + 2cost — 2sint> - a (1 ¢ ta 2 ¢t \2cost — 2sint ) -
Tedy fundamentalni systém feSeni homogenni soustavy je

w(t) = (') w(t) = (¥, 2e*)"

a fundamentalni matice je tvaru
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Priklad 5.15. Najdéte obecné feseni systému

) = =3z + 4wy — 2x3
Th= I + 3
ZEé = 61‘1 — 61’2 + 51’3 .

Reseni. Vytvoiime rovnici pro x;. Derivujeme prvni rovnici a po dosazeni vyjde
o = —3x) + 4w, — 225 =
—3(—3z1 + 4wy — 223) + 4(x1 + 23) — 2(621 — 622 + Dg) = X7 .
Pro z; tedy dostavame (ani neni tfeba psat systém (5.20) a provadét eliminaci), Ze
r{ —x=0.
Charakteristickd rovnice A2 — 1 = 0 mé4 kofeny A12 = £1 a obecné feseni mé tvar
ui(t) = cre’ + cpe™" .
Po dosazeni do prvni rovnice mame
cre! — coe™t = —3c1et — 3coe Tt 4 day — 214
aodtud x5 =2z — 2cie! — coe ™t
7, druhé rovnice pak vyjde

t

1y =cre' + et + 229 — 2c1e" — et = ah = 2wy — ciet.

To je linearni rovnice prvniho fadu. Charakteristicka rovnice je A —2 = 0, tj. A = 2, a
obecné feseni homogenni rovnice je

u(t) = cze® .

Daéle uréime partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice. Prava strana —cie! je typu kon-
stanta krat exponenciala, pfitom ¢islo 41 neni kofenem charakteristické rovnice. Reseni
Ize proto najit ve tvaru ug(t) = ae’. Po dosazeni vyjde

ae' =2ae' —cie! = a=2a—-c¢ = a=c.
Obecny tvar xs je tudiz
ug(t) = u(t) + uo(t) = cze® + cre’.

Zbyva urcit algebraicky xs = us(t). To lze napf. z druhé rovnice zadéni dosazenim za
To = us(t), x1 = uy(t), odkud ihned vyjde

us(t) = ub(t) — up(t) = 2c3e® + cre’ — cre’ — cpe™ = —cpe™t + 2cze?.

Maticovy zapis je

crel + coe? 1 1 0
u(t) = | ciet +  cge?! = |1])ef4+ec| 0 Jel+es|1]e*.
— Cge_t + 20362t 0 -1 2
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Jak se miizete snadno presvédcit, v predchozim prikladu by pfi osamostatnéni kteréko-
liv neznamé doslo k ,rozpadnuti“ na jednu rovnici druhého fadu a jednu rovnici prvniho
radu. Je snadné si predstavit, ze u systému s vétsim poctem neznamych by se za této
situace stala elimina¢ni metoda velmi nepfehlednou a pracnou.

5.4.2 Metoda charakteristickych ¢éisel

Uvazujme homogenni linearni soustavu s konstantnimi koeficienty

x = Ax, (5.23)
kterou téz nazyvame linedrni autonomni soustavou. Ukézeme, Ze fundamentalni systém
feSeni soustavy (5.23) lze ziskat algebraickymi prostredky.

Hledejme nenulové feseni soustavy ve tvaru
u(t) =e-v,

kde ) je skaldr, v n-rozmérny vektor (sloupcovy). Pak u/(t) = Ae v a dosazenim do (5.23)
dostaneme
ety = A (e’\tv) = eMAv,

odkud po vykraceni e’ mame

Av = )v. (5.24)

Z linearni algebry je zndmo, Ze ¢islo A\, k nemuz existuje vektor v # o tak, ze plati (5.24),
se nazyva charakteristické ¢islo (nebo téz vlastni ¢islo) matice A a vektor v # o, pro
néjz plati (5.24), se nazyva charakteristicky (nebo téz vlastni) vektor matice A, ptislusny
k charakteristickému ¢islu \.

Vektor v je tedy feSenim linedrni homogenni soustavy algebraickych rovnic
(A-X)v=o0 (5.25)
(I je jednotkova matice n-tého fadu). Soustava (5.25) ma netrivialni feSeni, pravé kdyz
det (A — \I) = 0. (5.26)
Funkce
F(X\) = det (A — AI)

je algebraicky polynom n-tého stupné a nazyva se charakteristicky polynom matice A a
rovnice

F(\) =0

nebo téz rovnice (5.26) se nazyva charakteristickd rovnice matice A. Charakteristicka ¢isla
jsou tedy koteny charakteristické rovnice. AvSak algebraické rovnice miize mit i komplexni
kofeny. Proto je i¢elné uvazovat i komplexni feSeni soustavy (5.23). Bude-li A komplexni
charakteristické ¢islo, pak prislusny charakteristicky vektor v bude rovnéz komplexni.
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Definice 5.16. Mnozina vSech charakteristickych ¢isel matice A (tj. vSech kofenti charak-
teristického polynomu) se nazyva spektrum matice A; oznacime je o(A). Jsou-li vSechna
charakteristicka cisla jednoduchymi kofeny charakteristické rovnice, fikame, ze A ma jed-
noduché spektrum.

Je-li X charakteristické ¢islo matice A, je mnozina vsech vektortt v € C”, pro néz plati
(5.25), linedrni podprostor C", nazyva se charakteristicky podprostor. Tento podprostor
je tvoren vsSemi charakteristickymi vektory prislusnymi k charakteristickému cislu A a
vektorem o.

Dimenze charakteristického podprostoru je nejvyse rovna nasobnosti charakteristic-
kého cisla jakozto korene charakteristické rovnice.

Budeme predpokladat, ze matice A méa jednoduché spektrum
g(A)={\,.... \}.

Dimenze kazdého charakteristického podprostoru je v tomto ptripadé rovna 1.

Necht v; je charakteristicky vektor pfislusny k charakteristickému ¢islu \; (i =

=1,...,n). Jelikoz charakteristické vektory pfislusné k rtiznym charakteristickym ¢islim
jsou linearné nezavislé, vektory vy,..., v, tvofi bazi prostoru C". Matice
U(t) = (eM'vy,...,eMv,) (5.27)

je fundamentalni matice soustavy (5.23). Obecné FeSeni je tedy tvaru
u(t) = cieMivy + -+ ety (5.28)
kde ¢y,...,¢, € R™ Jsou-li A\j,...,\, redlnd cisla, pak charakteristické vektory jsou

rovnéz realné a v tomto ptipadé bude fundamentalni matice (5.27) rovnéz realna.

Necht nyni A = o+ je komplexni charakteristické ¢islo matice A. V teorii komplexni
proménné plati tzv. Eulertv vztah

et = e®MF =¥ . P = ™. (cos § + jsin )

Oznacme Re z a Im z redlnou a imaginarni ¢ist komplexniho ¢isla z. Pak plati

Rez:z+z, ImZ:z—.z,
2 27

tj. Re z,Im z jsou linearnimi kombinacemi z a Z.

Je-li A charakteristické &islo matice A, pak i A je charakteristické ¢islo A a podobné,
je-li v charakteristicky vektor odpovidajici A, pak ¥ je charakteristicky vektor odpovidajici
A

Tedy systém (5.23) mé dvojici feseni

At

AtV, ﬁgze v,

ﬁlze
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a tudiz i FeSeni

a; + u; — Uy
—ReeMv a uy=

5 2 = ImeMv.

u; =

Dtlezité je, ze v tomto pripadé jsou jiz uy, us realné funkce.
Priklad 5.17. Najdéte obecné feseni systému

= 11 + 219
xh = 4xy + 3xs.

. . . 1 2
Reseni. Matice soustavy je tvaru A = ( 4 3)

1A 2

43—\

F(A)=0 pro A\ =5, \g=-1
#(A) = (5,1}

F()\) = det(A — AI) =

‘—)\2—4)\—5

Charakteristické vektory jsou pak feseni soustav

(A — )\11)V1 =0 <~ (A — 5I)V1 =0
(A — )\QI)VQ =0 < (A + I)V2 =0

o (P20 CH-6)

Prvni soustava je tedy tvaru
—4v11 + 2012 = 0
4U11 — 2U12 = O,

obecné feseni je vy, = t,v1 = 2t, volbou t = 1 dostavame v; = (1,2)7 .

Druhé soustava je tvaru
2”021 + 21}22 =0
4voy + 4vge = 0,

obecné Feseni je pak vy = t,v99 = —t, volbou t = 1 dostdvame vy = (1,

Tedy obecné feseni systému je

—1)T
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Priklad 5.18. Najdéte obecné feseni systému

) = —Tr1 + 23
xh = —2x1 — by,

Reseni. Matice soustavy je tvaru A = <:; _é)

—7—=A 1
-2 —5—A

M=—6+j, d=—6-j, o(A)={-6+j—-6—;}.

F(\) = det(A — M) = ’ ’ = A2+ 12\ + 37

Stac¢i najit charakteristicky vektor naptiklad k \; = —6 + j.

B (15 1
A—)\ll_A—(—6+])I—( ., 1_j).

Pro charakteristicky vektor vi = (v11,v12)? plati rovnice
(=1 —j)vy1 +v12=0 (druhd rovnice je nezavisla).

Charakteristicky vektor je tedy napriklad vi = (1,1 + j)T a charakteristicky vektor pfi-
slusny k Ay = Ay je Vi = (1,1 —5) .

Soustava mé fundamentalni systém Tfeseni
e O S ) (S S
Soustava mé ovsem téz redlny fundamentalni systém feseni

wi(t) = Re (08 (1,145)7)
wy(t) = Im (eCFH (1,14 5)7)

Jelikoz e+t (1. 14+ )T = e . (&7, (14 j)e)T =

= e . (cost+ jsint,cost —sint+j- (cost+sint))",
tak wuy(t) = e 5. (cost,cost —sint)"
uy(t) = e%. (sint,cost+sint)?

Obecné feseni je pak tvaru

u(t) = ciu(t) + cous(t) = et . ( cost ) +epe ( sint >

cost —sint cost 4+ sint
O

Podstatné komplikovanéjsi situace nastava, kdyz neni mozné vytvorit bazi z vlastnich
vektort. K tomu dojde, kdyz algebraicka nasobnost nékterého charakteristického c¢isla A
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(tj. ndsobnost tohoto ¢isla jako kofene charakteristické rovnice) je ostie vétsi nez jeho geo-
metrickd nasobnost (tj. pocet parametri, které vyjdou pfi feseni soustavy (A — A\I)v = o).

V tomto pripadé je tfeba doplnit nezavislou soustavu charakteristickych vektort na
tzv. normalni systém, coz je relativné obtizné:

Necht A je charakteristické ¢islo, k némuz prislusi k-clenny Fetézec tzv. zobecnényjch
charakteristickych vektori vy,..., vy, tedy

(A= ADvi =vi1,...,(A=A)vy = vy, (A = Al)v; =0,

kde v; je charakteristicky vektor, pak £ sloupcti

u; = Vle)\t
Uy — (tVl + Vg)e)\t
uz = (% v+ vy + vs)e
k—1 k—2
u, = (hvl—f—ﬁVz—i—"'—i—Vk)eM

tvori linedrné nezavisla feseni systému (5.23). Lze dokazat, Ze systém sloupct, ktery se-
stavime timto zptsobem ze vSech Tetézcl zobecnénych charakteristickych vektort, tvori
fundamentalni systém Feseni soustavy (5.23).

Priklad 5.19. Najdéte obecné feseni systému

oy = 17zy + 9z
xh = —25x1 — 13x,.

Reseni. Charakteristickd rovnice je

17— A 9

det(A — M) = L9513 )

=N -4 +4=(\-2)2=0.

Ta ma dvojnasobny kofen A\, = 2. Pro charakteristicky vektor v; = (1111,1112)T méame
soustavu (A — 2I)vy = o, tj.
15v11 + v =0
—25U11 — 15’012 =0.

Protoze jedna rovnice je nasobkem druhé, je jeji obecné feseni tvaru vy, = —% t, vig =1,
t € R. Volbou t = 5 dostavame v; = (—3,5). Dalsi nezavisly charakteristicky vektor
nemame. Vypocteme tedy zobecnény charakteristicky vektor, ktery bude fesenim soustavy
(A —2I)vy = vy, tj.
15’021 + 9U22 = -3
—2bv91 — 15v99 = 5,

. . —1-3t
Rovnice jsou opét linedrné zavislé a jejich obecné reseni je voy = ———— , v99 = t. Volbou

)
t = 3 dostavame vy = (-2, 3)T.
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Fundamentalni systém fesSeni je pak tvaru

-3 —3t—2
u,(t) = vie* = ( 5) e uy(t) = (tvy +vy)e? = ( 504 3) e

Obecné teseni je tedy
up(t) = —3ci1e® — co(3t + 2)e*
uz(t) = 5Here® + co(5t + 3)e*

5.4.3 Vypocet exponencialy matice

Vsimnéme si systému x' = Ax, kdyz n = 1, tj. kdyz jde o jedinou rovnici tvaru ' = Ax,
kde A je konstanta. To je homogenni linearni rovnice, kterou fesime jako rovnici se sepa-
rovanymi proménnymi. Tedy

dx

E:Ax = Inlz|=At+Inc = xz(t)=c-e*.

Tedy fundamentélni ,matice (je jednorozmérnd) je e. Ukazuje se, Ze i v obecném pfi-
padé je mozné zapsat fundamentalni matici ve tvaru exponencialy, je vSak tfeba nejprve
vhodné definovat, co exponencialni funkci z matice budeme rozumét.

Vyjdeme ze zndmého rozvoje funkce €, t € R, do Taylorovy fady. Plati

2 3
e—zn'—1+ +2'+3'+

Dosadime do této fady za t forméalné matici At. Vyjde (za 1 ddme jednotkovou matici I):

= (A", At A2 AP
Z%n! I TR T

Dost4dvame nekone¢nou fadu matic. Ta predstavuje po slozkach n? nekoneénych fad funkei
jedné realné proménné. Lze ukazat, Ze vSechny tyto fady jsou konvergentni pro kazdé
t € R. Jejich soucty vytvoii po slozkdch novou matici, ktera se oznacuje e®t. Ta je
definovana pro kazdé t € R a plati

(eAt)’ _ AeAt :

kde derivaci provadime jako normalné po slozkach. Z ptrechoziho vztahu bezprostifedné
plyne, Ze sloupce matice eA! tvoif feSeni systému (5.23). Navic zfejmé e = I, tj. tyto
sloupce jsou linedrné nezavislé (pro t = 0 a tudiz pro kazdé ¢ € R) a predstavuji tedy
fundamentalni systém. Matice eA! je pak fundamentéalni matici systému (5.23), ktera je
v nule rovna jednotkové matici.
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Mame tedy velice elegantni a struéné oznaceni fundamentalni matice systému (5.23).
Tento zapis ma ale i dalsi prednosti. Pro libovolné ¢tvercové matice C a D, které jsou
zaménitelné (tj. CD = DC), totiz plati

oCeD — C+D _ ,D.C
Odtud volbou C = At, D = —At plyne
Atg-At _ O _ 1 _y (eAt)*l — oAt

Tedy inverzni matice k exponenciale z At je exponenciala z —At. Pouzijme tento vysledek
na variaci konstant. Ze vzorce (5.17) dostaneme

(&

x(t) = efc 4 e / e Ab(t)dt.

Pokusme se vzorec upravit tak, aby daval piimo feseni pocatecni tilohy s pocatecni pod-

minkou x(¢y) = X¢. Za tim Gcéelem zapiSeme sloupec konstant ¢ ve tvaru e Atox, a zvolime
A S - ) C .ot

tu primitivni funkci k e=A4¢ b(t), ktera je v ¢, rovna nulovému sloupci, tj. fto e A% b(s)ds.

Vyjde

t t
x(t) = eAleAlox, 4 eAt/ e A b(s)ds = eAll—to)y  + / eAt=9) b(s)ds. (5.29)

to to

Pro ¢tenare obeznameného s Laplaceovou transformaci je vhodné pripomenout, ze
vztah (5.29) ma znaény vyznam v teorii systémi, které jsou popsané soustavou linearnich
diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Zde b(t) ma vétsinou charakter vstupu.
Obvykle se zde predpoklada, ze ty = 0,x(ty) = xo = o (systém je na pocatku v klidu) a
t > 0. Pak

t
x(t) = / A= b(s)ds.
0
Integral na pravé strané ma tvar konvoluce. Pro Laplacetiv obraz potom plati
Li{x(t)} = L{e™ xb(t)} = L{e™} - L{b(t)};

zde * znadi konvoluci. Matice £{eA!} se nazjva prenosovd. Tedy Laplacetiv obraz vystupu
je roven soucinu prenosové matice a Laplaceova obrazu vstupu.

Vrafme se viak k otazce nalezeni explicitniho tvaru e®f. Existuje fada postupti, jak
definovat a vy¢islit funkce (ne jen expoencialu) z matic.

Matici e? 1ze napi. urcit tak, Ze najdeme dosud uvedenymi metodami fundamentélni
systém soustavy (5.23), pro néjz plati

1 0 0
0 1 0
x1(0) = , x0)=1.[,..., x0)=].
0 0 1

Odpovidajici fundamentalni matice tvofend témito sloupci je vzhledem k jednoznacnosti

feSeni pocatecni tlohy pravé eAl,

Existuji vsak i elegantnéjsi metody, zalozené na nasledujici véte.
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Véta 5.20 (Cayley-Hamilton). Jestlize A je libovolnd ctvercova matice a p(N\) =
= det(A — M) jeji charakteristicky mnohoclen, plati

p(4) =0,
tj. A je korenem svého charakteristického mnohoclenu.

Existuje fada novéjsich metod, zalozenych na predchozi vété, ale nejsou bohuzel prilis
znamé. My si uvedeme aspon jeden vysledek, ktery je zformulovan v nasledujici véte.

Véta 5.21. Necht A je ¢tvercovd matice a
N4 @y A s a A+ ag =0

jeji charakteristickd rovnice. Necht x(t) je teseni diferencidlni rovnice se stejnymi koefi-
cienty
2™ 4y 4 g + gz =0,

ktere splnuje pocatecni podminky

2(0) = 2'(0) = --- = 2" (0) =0, 2 V(0) =1.
Oznacéme
21 (t) a; as Ap—1 1 I(t)
Zz(t) o A3 1 0 I/(t)
Zu() 1 0 0 0/ \a V(@)
Pak je

e =2 ()T + () A+ -2, () A" L.

7 praktického hlediska tedy staci umeét resit jednu rovnici n-tého fadu. Zcela odpadnou
problémy s nasobnymi kotfeny charakteristické rovnice - zatimco u systémti nam znac¢né
komplikovaly situaci (mohli jsme mit malo nezavislych vlastnich vektort), u jedné rovnice
vyssiho Tadu nepredstavuji vaznéjsi problém.

Priklad 5.22. Najdéte obecné feseni systému

x) = —2x1 + x9 — 213
rh = x1 — 2Ty + 213
fL’é = T — X9 + T3.

Reseni. Charakteristicka rovnice je

—2-x 1 —2
det(A —\I)=| 1 —2-=X 2 [==-XN-3N-3A-1=-(\+1).
1 e I

Nyni najdeme feseni rovnice

2" +32"+327 +2=0.



5.4 LINEARNT SYSTEMY S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY 79

Jeji charakteristickd rovnice ma trojnasobny kofen ;23 = —1. Tedy obecné feseni mé

tvar
z(t) = (c1 + ot + cst®)e™

Potfebujeme partikularni feseni, pro néz x(0) = 2/(0) = 0,2”(0) = 1. Vypocteme

2'(t) = (co+2cst)e™ — (c1 + cot + cst?)e ™,
2"(t) = 2czet —2(cy + 2c3t)e” + (1 + cot + c3t?)e

7 pocatecnich podminek dostaneme

01:0
co—c1 =0 =
203—202+01:1

61:07 C2:O7 C3:§

Hledané reseni
a(t) =1tPe™ =

Dale uréime

21() 331 12! (1+t+ 3%
) =13 10 (—1t2 (t + t?)e™!
z3(t) 100/ \(1—-2t+3 t2 Tt%e !

Konec¢né vypocitame

-2 1 =2 ) 3 =2 4

A= 1 -2 2 -2 3 —4
1 -1 1 -2 2 -3
Tedy
100 -2 1 =2
A = (1+t+ 1) 01 0]+ @+t 1 -2 2|+
00 1 1 -1 1
3 -2 4 1—t t =2t
+ite -2 3 4= t 1-t 2t |e.
-2 2 -3 —t 1+2t

Obecné feSeni ma tudiz tvar

1 (c1(1 —t) + cot — 2c5t)e™
T (crt + ca(1 —t) + 2c3t)e”™
1 (et — ot + c3(1 + 2t))e ™
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5.4.4 Metoda neurcitych koeficienti

K nalezeni partikularniho feSeni nehomogenni rovnice mame univerzalni metodu variace
konstant. Ta je vSak né€kdy dost pracna. U linearnich rovnic n-tého fadu s konstantnimi
koeficienty jsme vidéli, ze je v piipadé specidlniho tvaru pravé strany mozné najit parti-
kularni feseni mnohem snaze metodou neurcitych koeficienti. To 1ze udélat i u systému
tvaru

x' = Ax + b(t), (5.30)

kde A je konstantni matice a prvky b(¢) jsou kvazipolynomy, tj. b(¢) je linedrni kom-
binaci funkci tvaru t*e® cos Bt. respektive t*e® sin ft. Viimneme si postupné nékterych
specialnich pripadi.

Véta 5.23. Necht b(t) je sloupec, jehoz slozky jsou polynomy stupné nejuyse m. Necht
nula je k-ndsobny koren charakteristické rovnice matice A. Pak existuje partikuldrni reseni
systému (5.30), jehoZ slozky jsou polynomy stupné nejuyse m + k.

Plati, ze k = 0, pravé tehdy kdyz det A # 0.

Vsimnéte si, ze na rozdil od jedné rovnice vyssiho fadu nelze u systémii predpokladat,
7e slozky Feseni jsou tvaru t*P,,(t), kde P,,(t) je polynom stupné m. V feseni mohou byt
s nenulovymi koeficienty i niz$i mocniny nez k-té.

Véta plati, i kdyz prvky A a popfipadé koeficienty polynomt ve slozkach b(t) jsou
komplexni disla.

Priklad 5.24. Najdéte partikularni feSeni systému

x) =2x) — 3wy +
xh = x1 + 4y — 1.
Reseni. Je
detA =2 =110, bey=("*
1 4| ’ o \-1)"

Sloupec b(t) obsahuje nejvyse linedrni polynom, tedy m = 1,k = 0. Musi proto existovat

FeSeni tvaru

r1=at+b, xro=ct+d = x’lza, x’2:c.

Po dosazeni dostaneme

a=2(at+0b) — 3(ct+d) +t N t(—2a+3c)+a—2b+3d= t
c= at+b +4(ct+d) -1 t(—a—4c) — b+ ¢ —4d=—1.

Porovnanim koeficienti vyjde

—2a + 3c =1
—a — 4c =0 4 20 1 28
a— 2b +3d= 0 = a:_ﬁ’b:ﬁ’czﬁ’d:ﬁ'

— b+ c —4d=-1
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Partikularni feseni tedy je

_ 4 20 _ 1 28
iL’l——ﬁt—i—ﬁ, .I'Q—ﬁt—i—ﬁ

[]

Podobné 1ze postupovat, kdyz b(t) obsahuje exponencialy nebo siny a kosiny. Vzhle-
dem ke zna¢né komplikovanosti vypoc¢t vsak obvykle postupujeme jinak.

Véta 5.25. Necht sloupec pravych stran je tvaru e*'p, (t), kde a € C a slozky sloupce
p,, jsou polynomy stupné nejuyse m. Pak substituce x = e*'u prevede systém @ = Az +
+ e*'p,,(t) v nehomogenni systém, kde slozky sloupce pravich stran jsou polynomy stupné
nejuyse m.
Dikaz. Protoze

X'(t) = (e*'u(t)) = aetu(t) +eu'(t),
po dosazeni

ae®u+ e”u’ = Ae*u +e*p,, (1),

z ¢ehoZ po tpravé a vykrdcent vijrazem e # 0 vyjde

u = (A—-al)u+p,,(t). (5.31)

Priklad 5.26. Najdéte partikularni feSeni systému

Ty =1x1 — 219 + €
rh =11 + 229 + te'.

Reseni. Substituci x = e'u piejde podle véty (5.25) nas systém v systém (5.31), tj.
UIQZU1+ (5) +t,.

Ten ma podle véty (5.23) (m =1,k = 0) feSeni tvaru

w=at+b, ug=ct+d = uji=a,uy=c

a po dosazeni vychazi
a= — 2(ct+d) +1
c=at+b+ ct+d +1.

Porovnanim koeficientd dostaneme

2c =10
—a— c =1
0+ 2d—1 = a=-1,b=-1,¢c=0,d=1.
—b—d =0
Tedy u; = —t — 1, us = 1 a partikularni feseni daného systému je

vy =—(t+1)e", x9=c¢".
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Nakonec si vSimneme pfipadu pro siny a kosiny. Uzitim predchozi véty a Eulerova
vzorce se snadno odvodi nasledujici tvrzeni

Véta 5.27. Necht a, B € R a p(t) je sloupec, jehoz proky jsou polynomy. Je-li x = x; +
+ jxy TesSent systemu A
¥ =Ax—+ p(t) 6(0‘+5])t,
je x; = Re @ resenim systému
¥ = Az + p(t)e™ cos Bt
a ¢, = Im x je Tesenim systému

¥ = Az + p(t)e™ sin Bt.

Priklad 5.28. Najdéte partikularni feseni systému

x) = Ty + cost
Th =11 — To.

Reseni. Polozme a = 0,3 = 1,p(t) = (1,0)7. Podle véty (5.27) budeme fesit systém

Ty = Ty + et
/!
Th =11 — Ty.

Nyni zavedeme podle véty (5.25) substituci x = ue’t. Systém (5.31) m4 tvar

u’l = —ju1 + U9 +1
up = w — (I+j)us.

Ten méa podle véty (5.23) (m = 0,k = 0) feSeni tvaru
uy=a, up="5b, abeC.

Po dosazeni vyjde
0= —ja+ b +1

0= a— (14+)0.
Z druhé rovnice dosadime a = (1 + j)b do prvni a dostaneme
) . -1 2+ 2 1.
0=—j1+j)b+b+1 = b= — J __Z_Zj

2-5  @2-)C+5) 5 5

up=—1(1+35)e’", up=—-1(2+j)e".
Pomoci Eulerova vztahu vyjde

uy = —3 (1+3j)(cost + jsint) = —% cost + 2 sint 4 j(—2 cost — 1 sint)

up = —%(2+j)(cost + jsint) = —2 cost + £ sint + j(—% cost — 2 sint).
Vypocteme realné ¢asti (viz véta (5.27)) a dostaneme hledané feseni:
r1 = Reu; = —% cost—i—% sint, x5 =Reuy= —% COSt—I—% sint.
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Je-li b(t) sou¢tem nékolika typu specidlnich pravych stran, pouzijeme princip super-
pozice. Napt. bychom rozdélili

t?2 + et cos 2t — 4sint 2 el cos 2t sin t 0 0
b(t) = 2 — cost + 6e =12+ 0 —41 0 | —|cost|+3]2€
3et 0 0 0 0 et

a urcili postupné pét partikularnich feseni.

Z predchozich vysledki vyplyva, Ze vSechna Feseni systému (5.30), kde slozky b(t) jsou
kvazipolynomy, jsou opét kvazipolynomy. Specialné to tedy plati pro homogenni systémy.
To umoznuje vyuzit pro feSeni Laplaceovu transformaci.

Jak jsme jiz konstatovali diive, jsou uvedené metody efektivni jen zdanlivé. U systémi
vétsich rozmért totiz obecné ztroskotame na nalezeni kofent charakteristické rovnice.
Ptesto jsou tyto vysledky nesmirné dilezité. Davaji nam totiz velmi podrobné informace
o struktufe FeSeni systémii s konstantnimi koeficienty (které ¢asto slouzi jako aproximace
nelinearnich systémi). To umoziuje usuzovat na chovani téchto linedrnich systému. Napf.
existuji metody, které umoznuji efektivné a celkem snadno zjistit, zda vsSechny koreny
(charakteristického) polynomu lezi ve vymezené ¢asti komplexni roviny, napt. vlevo od
imaginarni osy (tzv. Hurwitzovo kritérium). To ovSem znamena, ze vSechny slozky feseni
obsahuji exponenciély tvaru e* se zdpornym «. Pak pro ¢t — oo konverguji vSechna feSeni
k nule. To je podstatné informace u realnych systému (jsou tzv. asymptoticky stabilni, tj.
maji tendenci se ustalovat).

5.5 ResSeni linearnich systémil s nespojitou pravou
stranou

V predchazejicich kapitolach jsme predpokladali, ze pravé strany uvazovanych diferen-
cidlnich rovnic, respektive jejich koeficienty jsou spojité funkce. AvSak mmnohé aplikace
diferencialnich rovnic nam ukazuji, ze skutecnost je zcela jina. Naptiklad v teorii fizeni,
kde k ovladani systémi popsanych diferencidlnimi rovnicemi se pouzivaji parametry, které
se méni skokem, tj. jsou nespojité. Tak je tomu i u elektrickych siti, kde riiznéa relé méni
skokem svou polohu. Diferencialni rovnice se spojitou pravou stranou jsou jako model
takovych systémt nepostacujici.

7 téchto divodt matematikové hledali cestu, jak zobecnit pojem feseni diferencialnich
rovnic na podobné nespojité pripady. uvazujme napft. diferencidlni rovnici prvniho radu
v explicitnim tvaru s pocatecni podminkou

= f(t,z), xz(ty) = xo. (5.32)

Formalni integraci na intervalu [t¢, t] dostaneme

x(t) —xo = /t f(s,z(s))ds, (5.33)
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coz je integralni rovnice. jeji TeSeni podstatné zavisi na tom, jaky pouzijeme integral.
V piipadé bézného Riemannova integralu je piirozenym predpokladem spojitost f(¢,x)
a pak dostédvame nase dosavadni vysledky, kdy feseni ma spojitou derivaci. Je vsSak
mozné pouzit jiny integral. Jako asi nejvyznameéjsi se ukézala volba tzv. Lebesqueova
integralu. P¥irozenymi pfedpoklady na f(¢, ) umoziujici pouziti tohoto integralu jsou
tzv. Carathéodoryho podminky [7]. Reseni rovnice ((5.32)) je pak absolutné spojité a
ma derivaci pouze skoro vSude a ta spliuje rovnici ((5.32)) také skoro v8ude ( néjaka
vlastnost plati skoro vSude, jestlize neni splnéna na mnoziné Lebesgueovy miry nula).
Podrobné pouceni o této teorii viz. [7].

Nasim tkolem neni zkoumat rizna zobecnéni feseni, které vyzaduji znalost casto kom-
plikovanych integrac¢nich teorii. Omezime se pouze na linearni systémy s po ¢astech spo-
jitymi koeficienty. Ty jsou v aplikacich vétsinou zcela postacujici a pritom vysledky jsou
jednoduché.

Definice 5.29. Nechf J = (a,b) je ohraniceny otevieny interval. Rekneme, Ze funkce
g(t) je po Gastech spojita na intervalu J, jestlize existuji ¢isla

a=tog<t;1<---<tpr=0b

tak, Ze ¢(t) je spojitd na kazdém otevieném podintervalu (t;_1,%;), ¢ = 1,...,k a v
krajnich bodech téchto podintervall existuji kone¢né jednostranné limity. V piipad€ ne-
ohrani¢eného intervalu J nazveme ¢(t) po ¢astech spojitou, je-li po éastech spojitd na
kazdém ohrani¢eném podintervalu I C J (tj. v kazdém ohrani¢eném podintervalu je
pouze koneény pocet bodl nespojitosti).

Definice 5.30. Uvazujme systém n linedrnich diferencidlnich rovnic I. fadu
x' = A(t)x + b(t). (5.34)

Predpokladejme, ze vSechny koeficienty a;;(t), b;(t), 7,5 =1,...,n, jsou po ¢astech spo-
jité na otevieném intervalu J. Oznac¢me [ mnozinu vSech bodi nespojitosti vSech téchto
koeficientti. Tedy I C J je konecna mnozina.

Pak sloupcovy vektor x = (z1(t), ..., z,(t))” nazveme fesenim rovnice ((5.34)), jestlize
plati:

i) z;(t), i =1,...,n jsou spojité na J.
ii) pro kazdé t € J \ [ existuji derivace z}(t), i = 1,...,n a plati
xX' =A(t)x+b(t), teJ\I
Tedy feSeni spliiuje rovnici ((5.34)) jen v téch bodech, kde jsou vSechny koeficienty
rovnice spojité. V bodech nespojitosti koeficientt derivace x(t) vitbec neexistuje. Resen{

vsak musi byt spojité. Da se zjistit, ze v bodech nespojitosti koeficinti existuji jedno-
stranné derivace, které jsou ale rtizné.
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Véta 5.31. Necht koeficienty a;;(t), b;j(t), i,j = 1,...,n, jsou po cdstech spojité na
otevrenem intervalu J. Pak pro kaZdé ty € J a xg € R™ md pocdtecni uloha

x' = A(t)x+b(t), x(ty) =x%o
prdaveé jedno Tesent, ktere existuje na celém intervalu J.

Podobné jako v pripadé spojitych koeficientii 1ze dokazat, ze mnozina feSeni homo-
genni rovnice tvori vektorovy prostor dimenze n, lze zavést fundamentalni matice, plati
princip superpozice apod.

Na zavér si vSimneme, co dostaneme, kdyz predchozi definici a vétu aplikujeme na
linearni diferencialni rovnici n-tého radu
2™ an, ()™ 4 b ay (D)2 4 ag(t)z = b(t). (5.35)

Ta je ekvivalentni systému

Ty = X
T, = a3
/
n—1 — ¥n
= —ap(t)ry —ar(t)ry — ag(t)wz — -+ — ap_1 ()@, + b(t),
kde (21, 29,...,2,)" = (z,2',..., (=T,
Predpokladejme, Ze koeficienty a;(t), i = 0,1,...,n — 1 a b(t) jsou po ¢astech spojité
na J. Protoze x1(t), ..., x,(t) jsou spojité, dostavame, ze x(t) je feSenim ((5.35)), jestlize

i) x(t) ma spojité derivace na J az do (n — 1)-ho fadu vcetné.
ii) prot € J \ I (I je mnozina bodii nespojitosti koeficientti ) existuje (™,
iii) prot € J \ I je splnéna rovnice ((5.35)).

Poznamka 5.32. Jsou-li koeficienty A(t) po ¢astech konstantni a koeficienty b(t) po
¢astech rovny kvazipolynomtim, lze na vhodnych podintervalech pouzit predchozi vysledky
o systémech s konstantnimi koeficienty a specialnimi pravymi stranami. Pti pfechodu pres
bod nespojitosti t € J je jen tieba jednotlivé tiseky feseni spojité navazat. Totéz plati pro
rovnici ((5.35)). Postup si ukazeme na nésledujicim ptikladu.

Priklad 5.33. Najdéte feSeni pocatecni tlohy
" +x=sgnt, xz(r)=0, 2/(7) =1. (5.36)

V nasem pfipadé je J = (—o0,00), I = {0}. Najdeme obecné feseni homogenni rovnice
jejiz koeficienty jsou spojité a dokonce konstatni. Charakteristicka rovnice méa tvar

)\2+1:0 = /\ngij.
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Obecné feseni je pak tvaru
T = c1cost + cosint.

Nejprve budeme uvazovat t € (0,00) tj. b(t) = 1. Existuje pak partikularni feSeni tvaru
x1(t) = a1, kde a; € R. Po dosazeni do rovnice ((5.36)) dostavame

O4+a=1 = a] = ]_,
tedy
z(t) =cicost+casint+1 = a'(t) = —c¢ysint + ¢y cost.

7 pocatecnich podminek dostaneme

0= cicosm+cysinm +1 N O0=—+1
l=—c;sinm+cycosm l1=—c

Tedy
z(t) =cost —sint+ 1, t € (0,00).

Ze spojitosti x(t) plyne
2(0) =cos0 —sin0+1=2, 2/(0) =—sin0— cos0 = —1.

Prot € (—00,0) je b(t) = —1, tedy musi existovat partikuldrni feseni ve tvaru z5(t) = ao,
kde ay € R. Po dosazeni do rovnice ((5.36)) dostavame

O+(Z2:—1 = agz—l,

tedy
x(t) = cicost +cpsint —1 = 2/(t) = —cysint + ¢y cost.

Nyni musi platit

2= c1cos0+cosin0—1 2=c¢ —1

—1=—¢;8in0+ cycos0 = —1=c - a=3 ==L

Tedy
x(t) =3cost —sint — 1, ¢ € (—00,0).

Celkové tedy méame
+(t) = 3cost —sint—1, t <0,
| cost—sint+1, t>0

Prubéh feseni a jeho derivaci je zndzornén na obr. (5.3) . VSimnéme si, Ze v bodé t = 0
mé x(t) derivaci, 2/(t) je spojité, ale nemd derivaci v bodé ¢ = 0. Snadno lze spocitat,
ze jednostranné derivace jsou z” (0) = —3, 2/{(0) = —1, tedy z” (0) # 2’.(0), tedy 2"(t)
v tomto bodé neexistuje.
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5.6 Stabilita reseni systému diferencialnich rovnic
Uvazujme systém diferencialnich rovnice ve vektorovém tvaru
x' = f(t,x) (5.37)

Dany konkrétni systém (5.37) mtize byt matematickym modelem celé fady riznych me-
chanickych, elektrotechnickych, biologickyjch a jinych systémti. Chovani téchto systémii je
pak popsano vlastnim FeSenim systému (5.37), ktery miize mit obecné nekoneéné mnoho
feseni, odpovidajicich riznym volbam jeho pocatecniho stavu.

U vétsiny systémil pozadujeme, aby jejich chovani bylo v néjakém smyslu blizké jed-
nomu predem danému chovéani systému (napf. setrvani v klidu, v periodickém pohybu,
apod.).

Predpokladejme, ze (5.37) je matematickym modelem néjakého fyzikalniho systému
S, jehoz jeden pracovni rezim je popsan danym FeSenim v systému (5.37). To znamen4, Ze
pro kazdé ¢t udava vektor v(¢) hodnoty stavovych proménnych v okamziku ¢. V pocateénim
okamziku ¢y nabyvaji stavové proménné systému S hodnotu v(ty).

V praxi vSak tyto poc¢atecni hodnoty stavovych proménnych systému S ziskdme zpra-
vidla méfenim a takto naméfené hodnoty xg jsou pouze aproximacemi skute¢nych hodnot
v(tg). Spojita zavislost FeSeni na poc¢ateéni hodnoté zarucuje, Ze chyba, které se dopustime
pii méreni pocatecnich hodnot, nezkresli podstatné informaci o charakteru vysetfovaného
reseni na konecném casovém intervalu.

Presnéji, ke kazdému predem danému intervalu (to,¢;) a ke kazdému ¢islu ¢ > 0
existuje ¢islo 0 = d(e, tg,t1) > 0 tak, ze kdyZz naméfené pocateéni hodnoty xq stavovych
proménnych x se budou v okamziku ¢, lisit od skute¢nych pocateénich hodnot v(tg) o
méné nez J, budou se vypoctené hodnoty u(t, ¢y, Xg) stavovych proménnych v okamziku
t 1lisit od skute¢nych hodnot stavovych proménnych v(t) Vi € (to,t1) o méné nez e.

Velikou zavadou tohoto odhadu je zavislost odchylky 6 poc¢atecnich hodnot na délce ¢a-
sového intervalu (tg,t;). Se zvétSovanim délky intervalu jsme zpravidla nuceni zmensovat
¢islo 6.

7Z fyzikalnich a technickych divodu je pfirozené pozadovat, aby ¢islo § bylo dostateéné
veliké i pro libovolné veliké délky casovych intervalt ¢t; —t¢y. Proto se studuje takova zavis-
lost TeSeni na pocatecnich udajich tg, xq, ve které odchylka o zavisi pouze na poc¢atecnim
okamziku ¢y a pripustné odchylce feseni € a nezavisi na délce casového intervalu t; — t,.
Studium takové zavislosti predstavuje napln teorie stability.

Uvedme jesté jeden pohled na problematiku stability.

Predpokladejme, Ze na fyzikalni systém S, popsany ptiblizné systémem (5.37), ptisobi
néjaké poruchy vyvolané zasahy, které nejsme schopni do modelu zahrnout a pii sestavo-
vani rovnic (5.37) je zanedbavame. Kdybychom je totiz chtéli respektovat, pak bychom
museli v kazdém okamziku, ve kterém poruchy piisobi, provadét na nasem modelu ko-
rekci napt. v nastaveni okamzitych hodnot stavovych proménnych. To je velmi obtizné
realizovatelné, a proto je vhodnéjsi tyto poruchy zanedbat a urcit, jak velké chyby se
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timto zjednodusenim dopoustime. To je opét problematika, ktera spadé do ramce teorie
stability.

V nésledujicim textu se budeme zabyvat studiem riznych typt stability feseni systému
(5.37) a budeme predpokladat, ze f(¢,0) = o, takze x’ = f(¢,x) ma trividlni resent, které
budeme znacit o.

Nejdrive ukazeme, ze omezeni nasich ivah na studium stability trivialniho feseni o
nikterak nezmensuje obecnost dalsich ivah a pfitom znac¢né zjednodusuje symboliku i for-
mulace.

Predpokladejme, ze chceme vysSetfovat feSeni v systému

y =g(ty) (5.38)
definované na néjakém intervalu I. Provedme v systému (5.38) substituci
y=Xx+V. (5.39)
Jelikoz funkce v je feSenim systému (5.38), plati
vi(t)=g(t,v(t) Vtel,
a tedy
X' =y —v =gty -gltv)=gltx+v)—gv) (5.40)

Oznacime-li
f(t7 X) = g(tv X+ V) - g(ta V) )

dostaneme z (5.40) systém
x' =1(t,x), f(t,0)=o, (5.41)

takze systém (5.41) ma trivialni feSeni o. Na toto trividlni FeSeni se transformaci (5.39)
zobrazuje FeSeni v systému (5.38). VySetiime-li vlastnosti trividlniho feSeni o systému
(5.41), pak pomoci transformace (5.39) miZeme vysledky pfenést na feseni v systému

(5.38).

Predpokladejme v nésledujicim, Ze existuje interval I = («, 00), & € R a oblast H C R"
obsahujici pocatek tak, ze zobrazeni f je spojité na oblasti G = I x H a pro kazdy bod
(to,Xo) € G je Cauchyova tloha

x' =1(t,x), =x(to) =xo, (5.42)
jednoznacné fesitelna a necht f(t,0) = o Vt > .
Definice 5.34. Rekneme, Ze trivialni feseni o systému
x' = f(t, x) (5.43)

je stabilni (viz obrazek (5.4)), jestlize ke kazdému ¢, > « a kazdému e > 0 existuje
d = d(ty, €) tak, Ze pro v8echny pocatecni hodnoty xo € H, ||xo|| < d a pro vSechna t > ¢,
plati, Ze feSeni u(t, ty, xg) Cauchyovy tlohy (5.42) spliiuje nerovnost

lu(t, to, x0)|| < €. (5.44)
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4 u(t,t,x,)
(t,X,) W

o 6(8,’[0)“t0 t

€4

Obr. 5.4: Trivialni TeSeni je stabilni.

Priklad 5.35. Ukazte, ze trividlni feSeni rovnice
¥ =kx
je stabilni pro kazdé k£ < 0.

ReSeni. Funkce f(t,7) = kz je spojita a lipschitzovska vzhledem k proménné z pro
v8echna (t,z) € R x R. Muzeme tedy volit « = —00, I = (—00,00), H =R,G =1 xR..
Cauchyova tloha

¥ =kx, x(ty) = xo

mé feseni u(t,ty, 29) = weet—10) ¢ € I.
Tedy  |u(t, to, zo)| = | zo| - ") < | 20| pro viechna k <0, t > t,.
Zvolime-li § = ¢ , bude podle (5.44) platit
|u(t, to, xo)| < e pro vSechna t > to, k < 0,|zo| <.
Tedy trivialni feseni je stabilni. O]
Priklad 5.36. Ukazte, Ze trividlni feSeni systému

= =z
xé _ _xj (5.45)
je stabilni.

Reseni. Cauchyova tiloha pro systém (5.45) s poc¢atecni podminkou x (tg) = xo1, T2(tg) =
= T M4 pro kazdé ty € R a xg = (o1, To2) € R? feseni

~{ xorcos(t — tg) + woe sin(t — 1)
u(t, to, ¥o) = (—xm sin(t — to) + wo2 cos(t —to) )’ te k.
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Pro normu reseni dostavame odhad

|lu(t, to,%0)|| = |xo1cos(t —tg) + zogsin(t — to)| + | — o1 sin(t — to) + wog cos(t — to)| <
< Jwor| + [ woo| + | wor] + | zoz| = 2 (| mor| + | wo2|) = 2]|x0l| -

Polozime-li § = £, dostaneme

3

2
|lu(t, to, x0)|| < 2||x0]] <20 =€ pro vSechna t > t;.

Tedy trivialni feseni je stabilni. O

Trivialni feseni, které neni stabilni, nazveme nestabilnim.

Volné mizeme Fici, Ze trividlni feSeni systému (5.43) je nestabilni pravé tehdy, existuje-
li okamzik ¢y a ¢islo € > 0 tak, ze v kazdém libovolné malém okoli pocatku existuje bod
xo tak, Ze TeSeni u(t, o, Xo) se vzdali od trividlniho feSeni o vice nez e, neboli existuje
t1 > to tak, ze ||u(t,t9,%o)|| > € pro t > t; (viz obrazek (5.5)).

€
(to.%0)

« 8(e,t0)“t0

€<

Obr. 5.5: Trividlni feSeni neni stabilni.

Priklad 5.37. Ukazte, ze trividlni feseni systému

=z
x,; _ xf (5.46)
je nestabilni.

Reseni. Cauchyova tiloha pro systém (5.46) s poc¢atecni podminkou x; (tg) = xo1, 22(tg) =
= Zp2 mé FesSeni

u(t, to,z0) = 5 ((zo1 + zo2)e" " + (zo1 — Zoz)e ) (o) + wgp)et 0 — (2op — xoz)e*(t*to))

Zvolme ¢ = 1, ty = 0, pak pro libovolné § > 0 mizeme volit xq = (g, g)T, ty > —Ins a
dostaneme odhad

lu(ty, to, x0)| = [lu(ty,0,x0)]| = [[5 (9e", de") || =
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= Lo ||, = Laet (|1 + | 1)) = bt > deE =62 =2>¢.
Trivialni feSeni systému (5.46) je nestabilni. O
Definice 5.38. Rekneme, Ze trividlni feSeni systému
x = f(t,x)
je stejnomeérné stabilni (viz obrazek (5.6)), jestlize je stabilni a ¢islo § v definici (5.34)
nezavisi na volbé poc¢atecniho okamziku ¢y, tj. kdyz ke kazdému e > 0 existuje § = d(g) > 0
tak, ze pro kazdé xo € H C R", t,ty € R, vyhovujici nerovnostem ||xq| < d, ¢t >ty > «

plati
lu(t, to, x0)|| < €.

u(t,te,x,)

o t, t, u(tt,,x,) t
o(g) 3(g)

€4

Obr. 5.6: Trivialni feSeni je stejnomérné stabilni.

Vsimneme-li si podrobnéji piikladu (5.35), (5.36), (5.37), zjistime, Ze trividlni FeSeni
ve vSech pripadech jsou stejnomérné stabilni, nebot § zavisi pouze na e a nikoli na tg.
Tuto vlastnost maji vSechny autonomni systémy, tj. systémy tvaru x’ = f(x). Plati, ze
kdyz trivialni feseni autonomniho systému je stabilni, pak je stejnomérné stabilni. Pro
neautonomni systémy to neplati.

Priklad 5.39. Uvazujme Cauchyovu tlohu

/

ry = (sinlnt+coslnt — 1)xy

s pocatecni podminkou x1(ty) = xo1, x2(ty) = Zos2-
Pak pro kazdé (to,xo) € I x R? I = (1,00), m4 tloha feseni

U(t7 to, XO) _ ($01 e—t—i—to . Toa e—t(l—smlnt)—i—to(l—smlnto)) . t> 1.
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Pro normu tohoto feseni dostavame odhad

||u(t,t0,x0)|] — |I’01 e—(t—t0)| + |I02 e—t(l—sinlnt)+to(1—sinlnt0)| <

< zor| + | zo2] € < (| wor| + | wo2|) € = ||xo]le*® pro vSechna t > t,.

Vidime, ze v odhadu se vyskytuje jak pocatecni hodnota xg, tak i poc¢atecni okamzik ¢.
Zvolime-li napi. § = e e 2%, dostaneme

lu(t, to, %o)|| < ||xol[e*® < de*0 = ge 0 . g0 = ¢
Je tedy trivialni feSeni stabilni, nikoli vSak stejnomérné stabilni.
Definice 5.40. Rekneme, Ze trivialni feseni systému
x = f(t,x)
je asymptoticky stabilni (viz obrazek (5.7)), jestlize
i) je stabilni
ii) existuje ¢islo A > 0 tak, ze pro kazdé xo € H C R", ||xo]| < A a kazdé ¢y > « plati

lim ||u(t,to,%0)|| = 0.

t—o00

€<
u(t,to,x )

A f——ou Tt

el L)

Obr. 5.7: Trividlni feSeni je asymptoticky stabilni.

Analogickym zptisobem definujeme stejnomérnou asymptotickou stabilitu trivialniho
feSeni systému x’ = f(¢, x).

Podminka ii) v definici (5.40) znamen4, ze ke kazdému ¢ > 0, ty > «, xg € H C R",
|x0|| < A, existuje ¢islo T = T'(e, ty, Xo) tak, ze pro vSechna t > to+1 je ||u(t, to, %o)|| < €.
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Priklad 5.41. Ukazte, Ze trividlni Feseni systému

T = Xg
Th = —x1

neni asymptoticky stabilni.

Reseni. V piikladu (5.36) jsme ukézali, Ze trividlni feSeni je stabilni (dokonce je stej-
nomérné stabilni). Musime tedy ukazat, ze neni splnéna podminka ii) v definici (5.40).
Resenim Cauchyovy tlohy

= x2  x1(to) = o1

23/2 = —I Qfg(to) = T02

je vektorova funkce
u(t, to, z9) = (w1 cos(t — to) + woe sin(t — to) , —xe1 sin(t — to) + o2 cos(t —tp)) , t€R.

Pro normu tohoto feSeni (pouzijeme euklidovskou normu) dostavame

lu(t o, xo)ll = ((un(t.to x0))> + (us(t, to, x0))?) /> =
= (x(2)1 COSQ(t — to) + 201702 cos(t — to) sin(t — to) + x%z sin2(t — o)+
a3, sin’(t — to) — 220170 SIn(t — tg) cos(t — tg) + x5y cos®(t — to))1/2 =
= (251 +a5)"? = [Ixll,
takze pro ||xo|| # 0 plati
i [[u(#, 2o, %0) || = [|xol| # 0

Tedy trivialni feseni neni asymptoticky stabilni. O
D4 se dokazat, ze pti oveétovani podminek stability trivialniho feSeni staci podminky
ovérit pro jedno libovolné tg > « a pak uz musi platit pro vSechna t > «.

5.6.1 Stabilita linearnich systému

Uvazujme nyni nehomogenni linearni systém diferencidlnich rovnic
x' = A(t)x + b(t), (5.47)

kde A(t), b(t) jsou spojité na intervalu I = («, 00) C R. Pak libovolné feseni u(t) systému
(5.47) je stabilni, resp. asymptoticky stabilni, resp. nestabilni, pravé kdyz trividlni feseni
homogenniho systému

x = Ax

je stabilni, resp. asymptoticky stabilni, resp. nestabilni.

V linearnich systémech nastane tedy prave jeden z téchto pripadi:

I) Vsechna Feseni jsou stabilni.
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IT) Vsechna FeSeni jsou asymptoticky stabilni.
IIT) Vsechna FeSeni jsou nestabilni.

Proto v pfipadé I) fikdme, Ze linedrni systém je stabilni, v pfipadé II) fikdme, Ze
linedrni systém je asymptoticky stabilni, a v pfipadé III) fikdme, Ze linearni systém je
nestabilni.

P¥i vySetfovani stability nehomogenniho systému (5.47) se tedy staci omezit na vyset-
fovani stability trividlniho feSeni systému

x = A(t)x (5.48)

Véta 5.42. Trividlni teseni systému (5.48) je stabilni pravé tehdy, kdyZ existuje K > 0
tak, Ze

1| <K, tel,

kde U(t) je fundamentdlni matice teseni systému (5.48). (Tedy kaZdé Teseni systému je
ohranicené.)

Odtud plyne, Ze je-li nehomogenni systém (5.47) stabilni, pak jsou bud vSechna FeSeni
ohranic¢ena, nebo neohrani¢na pro t — oc.

Poznamenejme jesté, ze u nelinearnich systémi z ohranicenosti vSech jeho feseni ne-
plyne obecné jejich stabilita.

Véta 5.43. Trividlni teSeni systému (5.48) je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz
U] —0 prot— oo,

kde U(t) je fundamentdlni matice teseni systému (5.48). (Tedy vsechna Teseni systému
(5.48) konverguji pro t — oo k nule.)

Uvazujme nyni homogenni systém linearnich diferencidlnich rovnic

x = Ax, (5.49)
kde A je konstatni realnd ¢tvercova matice typu (n,n).

V tomto pfipadé je systém (5.49) specidlnim piipadem autonomniho systému x’ =
= f(x), kde f(x) = Ax.

Tedy stabilita trividlniho feSeni systému (5.49) je ekvivalentni s jeho stejnomérnou sta-
bilitou a podobné asymptotické stabilita trividlniho feseni systému (5.49) je ekvivalentni
se stejnomérnou asymptotickou stabilitou.

Véta 5.44. Necht je ddan systém (5.49). Jestlize vsechna charakteristickd cisla matice A
maji zaporn€ redlné casti, pak trividlni resent danéeho systému je stejnomeérne asymptoticky
stabilni. Existuje-li charakteristickée ¢islo matice A s kladnou redlnou casti, pak trividlni
reseni je nestabilni.
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Poznamka 5.45. O stabilité linedrniho systému (5.49) nelze rozhodnout pomoci véty
(5.44) v piipadé, ze zadné charakteristické ¢islo matice A nemad kladnou realnou ¢ast, ale
mezi charakteristickymi ¢isly se vyskytuji ¢isla s nulovou realnou c¢asti. V tomto pripadé
muze byt linearni systém stabilni nebo nestabilni. Podminky stability, resp. nestability,
uvedené ve vété (5.44) jsou tedy postacujici, nikoli nutné. Podminky asymptotické stability
jsou nutné a postacujici.

Lze dokazat, ze v piipadé, ze vSechna charakteristicka c¢isla matice A maji zaporné
nebo nulové redlné casti, pricemz vSechna charakteristicka ¢isla s nulovou redlnou casti
maji nasobnost jedna, je uvazovany linedrni systém stabilni (nikoli vSak asymptoticky
stabilni).

5.6.2 Hurwitzovo kritérium
Jelikoz charakteristické ¢isla systému (5.49) jsou kofeny charakteristického polynomu
det(A — M) = ag + a A+ -+ + ap A"+ a,\",

budou nas zajimat polynomy, jejichz vSechny nulové body maji zaporné realné casti.
Takové polynomy se nazyvaji hurwitzovské polynomy a piislusné kritérium Hurwitzovo
kriterium:

Necht je dan polynom
f)=a+arz+ - +a, 12" +a2", n>1, a9>0, a, #0 (5.50)

s realnymi koeficienty. Hurwitzovou matici polynomu (5.50) nazyvame matici

aq ao 0 0 ce 0
as a9 ay Qg - 0

: (5.51)
Gop—1 Q2p—2 Q2p—3 0A2p—4 - dn

kde klademe as; = 0 pro s < 0 a s > n. Plati toto tvrzeni:

Vsechny nulové body polynomu (5.50) maji zaporné reélné ¢asti pravé tehdy, kdyz

determinanty Aq, Ao, ..., Ay jsou kladné, pficemz
aq Qo 0 0 ct 0
as a9 ay ag - 0
A =1 a5 ay as a - 0 k=1,....n.
Agk—1 Q2k—2 QA2k-3 QA2k—q - Ak

Maji-li vSechny nulové body polynomu (5.50) zaporné realné ¢asti, musi byt vSechny jeho
koeficienty a;, 7 = 0,...,n, kladné.

D4 se ukézat, ze pro n = 2 je tato podminka i postacujici, tj. Ze polynom f(z) = ao +
+ a1z + a2? je hurwitzovsky pravé tehdy, kdyz ag > 0, a; > 0, ay > 0.
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Pro polynomy vyssich stupni je tato podminka pouze nutna. Tak naptiklad polynom
f(2) =30+ 4z + 2* + 2°

mé nulové body —3, 1437, 1—37, tedy dva kofeny maji kladné realné ¢asti, i kdyz vSechny
koeficienty daného polynomu jsou kladné.

Priklad 5.46. Zjistéte, zda polynom
f(z) =342+ 722 +32°+2*
je hurwitzovsky.

Reseni. Vsechny koeficienty polynomu f jsou kladné, takZe tento polynom mtze byt
hurwitzovsky. Pouzijeme Hurwitzovo kritérium:
ag=3, a1 =2, as =7, a3 =3, as = 1, tedy

. . o a; Qo - 2 3 o
Al = G1—2>O, Ag—a?) a2—‘3 7’ 5>0
a; Qg 0 2 30
As = |lag ay a1|=1(3 7 2/=11>0
as Qa4 a3 01 3
ay Qo 0 0 2 3 00
. az az aip Go| 3 7 2 3 o .
A4 = as ay as a2_0 1 3 7—1 A3—11>0
ar Qg G5 Qg4 0 001
Podminky Hurwitzova kritéria jsou splnény, takze polynom je hurwitzovsky. O]
Priklad 5.47. VySetfete stabilitu systému
Ty = x+ X
13/2 = I3
Ty = 14
x 0
Reseni.
1100 1—A 1 0 O
10100 _ | 0 I=A 0 0] 2y 2
A= 000 1 , f() =det(A = AI) = 0 0 1 =XN\=-1)
0000 0 0 0 —-A

Tedy charakteristicka ¢isla matice A jsou A\ = Ay = 0,A\3 = Ay = 1. Matice A ma
charakteristické cislo s kladnou realnou c¢asti, tedy systém je nestabilni. O
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Priklad 5.48. Vysetiete stabilitu feseni u(t) = (sint,t + cost, 1+ sint)? systému

x) 2 1 =2 T 2—t
xl2 =1-1 0 O To | + 1
xh 1 1 -1 T3 1—-1

Reseni. Staci vySetfit stabilitu trivialniho feSeni homogenniho systému

x) 2 1 =2 T

]l =1-10 0 T

xh 1 1 -1 T3

2—X2 1 -2

det(A-X)=| -1 —-Xx 0 |=—-(\+DXN-1=0.
1 1 —1-=2A

Tedy A\ = j, A\a = —J, A3 = 1. Protoze existuje charakteristické ¢islo matice A s kladnou
realnou ¢asti, je trividlni feSeni homogenniho systému nestabilni a tudiz i feSeni u(t)
daného nehomogenniho systému je nestabilni. O]

5.6.3 Michajlovovo kritérium

Uvazujme polynom
P(z)=2"+a 2" '+ +a,, (5.52)

ktery nemd kofeny lezici na imaginarni ose. RozloZme polynom P(z) na soucin kofenovych
Giniteld, tj.
Pz)=(z—2z1)(z—22) (2 — zn) .

Necht bod z = jw, w € (—00,0), se
pohybuje zdola nahoru po imaginarni ose.
Z obrazku je zfejmé, ze kdyz Rezp < 0,
tak pfi zméné w od —oo do +oo se vektor
Z — 2 = jw — zx otoc¢i o thel 7 proti sméru
hodinovych rucicek a funkce arg(z — z;) méa
prirtstek +m. Jestlize tedy vSechny kofeny
polynomu P(z) maji zdporné realné ¢asti, ar-
gument polynomu P(z) bude mit pfirustek
nm, protoze prirtistek argumentu soucinu se
rovna souctu prirtistkt argumenti jednotli-
vych Cinitelt.

Kdyby alespoil jeden z kofent z;, j € {1,...,n} mél kladnou redlnou ¢ast, pfirtstek
argumentu ¢initele z — z; by mél hodnotu —7 (odpovidajici vektor se otaci ve sméru
pohybu hodinovych ruéicek) a pfirtstek argumentu polynomu P(z) by byl mensi nez nr.

iy

jo
jo -z

Zy

Dosadme nyni do (5.52) z = jw. Pak plati

P(jw) = u(w) +jow),
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kde

w(w) = ap — Qpow? + ap_gw* — -

3 5
Ap—1W — Ap—3W" + Ap_swW" — - -

<
—~
&
~—
I

P(jw) pak reprezentuje vektor v komplexni roviné (u,v). Pfi zméné parametru w od
—o00 do +oo vytvari koncovy bod daného vektoru kiivku, kterou nazyvame hodografem
vektorové funkce w = P(jw) (nebo téz Michajlovovou kiivkou), viz obrazek (5.8).

P(jo)

\

Obr. 5.8: Michajlovova kiivka

Tedy pro w € (—00,0) se vektor P(jw) oto¢i o thel ¢. Jestlize polynom P(z) méa m
kofenti s kladnou realnou ¢asti a n — m korenii se zapornou realnou casti, pak

o=m—-—m)r+m(—m)=(n—-2m)r.

Jelikoz funkce u(w) je suda, Michajlovova kfivka je symetrickd podle osy u, coz znamena,
ze muzeme konstruovat Michajlovovu kfivku pouze pro w € (0, 00), pFi¢em?z

p=n-—m)5+m-(=3)=(n—2m)

ol

. (5.53)

Jiz vime, Ze TeSeni systému (5.47) je asymptoticky stabilni, jestlize vSechny kofeny pti-
slusné charakteristické rovnice maji zdporné redlné ¢asti, tj. m se musi v (5.53) rovnat
nule, coz vede k nasledujicimu kritériu stability.

Michaglovovo kritérium. Polynom (5.52) je Hurwitziv, jestlize Michajlovova kfivka
pro w € (0, 00) neprochazi pocatkem a plati ¢ =n - 7.

Na obrazku (5.9) jsou zobrazeny typické Michajlovovy kfivky pro polynomy stupiii
n=1,2,3,4,5 v pripadé, ze vSechny kofeny maji zapornou realnou cast.
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n=2

a, u

Obr. 5.9: Michajlovovy kiivky pron =1,2,3,4,5.

Priklad 5.49. Michajlovovym kritériem rozhodnéte o stabilité systému

/
/
/
Ty, = —T1— 2Ty — 3T3— 274.

ResSeni. Charakteristickd rovnice je tvaru
PO) =M +20° +3N+20+1=0.
Dale plati
P(jw) = w*—2jw* —3w? +2jw +1,
uw) = w'—3w*+1
v(w) = —2w? + 2w =2w(1 - w?) =2w(l —w)(l+w).
Hledejme nyni kofeny rovnic u(w) =0, v(w) =0, w € (0,00).

uw)=0 & w'—=3w+1=0 = WIZW/%S,L«JQ: /3+2\/5

1w)=0 & 2w(l-w)(l+w)=0 = w3=0,w,=1.

Sestavme tabulku hodnot u = u(w), v = v(w) pro vypoétené hodnoty parametru w, a to
vzestupné vzhledem k w:

IS
—_
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K prtbéhu Michajlovovy kiivky nam staci urcit pouze znaménka funkénich hodnot véetné

piipadu, kdy w — oo. Jelikoz lim ¢ = 0, pribéh Michajlovovy kfivky lze znazornit
w—r00

nésledovneé:

AU

Obr. 5.10: Michajlovova kfivka k piikladu (5.49)

Tedy pro w € (0, 00) se vektor P(jw) otoci o thel ¢ = 2w. Aby polynom P()) byl dle
Michajlovova kritéria hurwitzovsky, musi v nasSem piipadé platit ¢ = 4 -7 = 27, coz je
splnéno. Odtud plyne, ze vySetiovany systém je asymptoticky stabilni. O]

Z vyse uvedeného vyplyva, Ze jsou-li vSechny redlné ¢asti kofeni polynomu (5.52)
zaporné, plati:

1) Pfi pohybu w od 0 do oo se bude vektor w = P(jw) otac¢et pouze proti sméru pohybu
hodinovych rucicek a Michajlovova kfivka bude stiidaveé protinat jak realnou, tak
imaginarni osu roviny (u,v).

2) Celkovy pocet téchto pruseciki (véetné pruseciku pro w = 0) se bude rovnat stupni
polynomu P(z).
3) Michajlovova kiivka nemize prochéazet pocatkem soufadnic, protoze pro uréitou
hodnotu w by muselo platit P(jw) = 0, coZ by byl spor s podminkou, Ze polynom
P(z) nemé koreny lezici na imaginérni ose.
Tento rozbor ndm umoznuje zformulovat Michajlovovo kritérium v néasledujicim,
snadno ovéritelném tvaru:

Jestlize polynom P(z) nemé kofeny na imaginarni ose, pak nutnou a postacujici pod-
minkou pro existenci kofentt P(z) pouze se zapornou realnou ¢asti je, aby:

1) Pfirostoucim w € (0, 00) se vektor P(jw) pohyboval proti sméru pohybu hodinovych
rucicek.
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2) Vsechny kofeny rovnic u(w) = 0,v(w) = 0 byly redlné a navzijem se stiidaly.
(Tj. mezi dvéma nésledujicimi kofeny jedné rovnice musi leZet jeden kofen druhé
rovnice.)

Jestlize vSechny koeficienty polynomu P(z) jsou kladné, staci ovéfit pouze podminku 2).

Na zéavér zdiraznéme, ze vyse uvedena kritéria stability pro systémy linearnich diferen-
cidlnich rovnic 1. fadu plati vzhledem k ,ekvivalenci“ systému linearnich diferencialnich
rovnic 1. fadu a linedrnich diferencialnich rovnic n-tého fadu (viz kapitola (5.1)) i pro
vySetfovani stability linearnich diferencialnich rovnic n-tého radu.

Priklad 5.50. Pomoci Michajlovova kritéria zjistéte, zda je stabilni diferencialni rovnice
W 42" + 102" 4 42’ + 92 = 0.
Reseni. Charakteristicka rovnice je tvaru
PA) =X+ X +100 2 +4)1+9=0

Tedy P(jw)=w*—10w? +9 — j(w® — 4w).
Odtud

ww) = wr=10w?+9=0 = w;y==1, w3y ==3

v(w) = —wW+4dw=0 = w; =0, wyz =42

Sta¢i ndm uvazovat pouze kofeny z intervalu (0, 00). Vidime, Ze vSechny jsou redlné a na-
vzajem se st¥idaji, z ¢ehoz plyne, Ze polynom P()) je hurwitzovsky, a tedy vySetfovana
rovnice je asymptoticky stabilni. O]

Bude doplnéno o dalsi priklady pozdéji na zakladé zkusenosti ziskanych v ramci tes-
tovani vystupu.
Maplety

Odkaz na maplety:

1. feSeni diferencialnich rovnic,
2. exponencialni matice,

3. vlastni ¢isla.

Cviceni

1. Reste uvedené systémy elimina¢ni metodou

a) ) = 4dx; — 2x9
Ty = X1 + X2

b) x] = —3x1 + 219
Ty = —2x1 + X2


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/dsolve.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/exponencialaMatice.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/vlastniCislaAVektory.html
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8
o
I

T + X2

= —2x1 + 329

=2x1 — T2 + 2
=4xy — 229 + 2

= 3x1 + 2z + 45

r1 + 272

= 2$1 — X2
= —x1 + 229 — Helsint

=21 — 22 + T3
=21+ T2 — T3

— To + 2x3
-] — X9 +t2
— X9 — X3

—x3 +

62} = x1 + Twy — Brg + 10€
2rh = —x1 — m + w3
3z = x1 — 2m0 + w3 + €

2. Metodou variace konstant feste néasledujici systémy

a)

= —3x1 — 4x9 + 2t 1‘1(0)

0
0

T+ z2 + t x2(0)

To + tg2t— 1

= —x1 + tgt

—x1 + 219
3t

-3 4 -
xr1 + 4x9 + 21

—4x1 — 2w9 + z1(In2) =0

of
3
et —1

6x1 + 39 — x2(1n2) =0
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e) ¥y = 1 — 219 + €
rh = —3x1 + 239 + te!

f) o) = —z1 — 29 + 2
rh = — x9 — x3 + 2t
rh = —x3 + ¢

3. Metodou charakteristickych cisel feste dané systémy

a) x}) = 2x; — 3x9
Ty = T1 — 2T

b) a2} = 2z1 + 2

xh = —x1 + 4xg
c) ¥y = w1+ w9
xh = =211 + 319
d) 2} = z1 — xa — 23
Th = x1 + 29
rh = 321 + x3

e) ¥p =z — x2 + 3

Ty =21 + X2 — T3
rh = — X9 + 223

f) o) = — 29 — a3
Th = X9
Ty = 3

g) = — x93 + 3
Th=—2x1 4+ x2 + T3 — T4
rh = 2m — x3 — X3 + X4
zy = 2xy — 213

4. Metodou neurcitych koeficientii vypoctéte partikularni reSeni systému

a) ¥} = 2x1 + 4xe — 8
x’2 = 3%1 + 6.%2
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5. Vysettete z hlediska stability trivialni feSeni systémii:

a)

b)

)

3r1 + 229 + 4¢Pt
= T1 + 2m9

= 21’1 — X2
= —x1 + 229 — Helsint

= 2x1 + 3z2 + bt
= 311 + 229 + 8!

= x9 + sint
= —x1 + cost

= I — X2
T2 — X3
=-—z1+x3+1

6z) = x1 + Twxg — 5wz + 10e!

21,
3y = m — 229 + x3 + e

-1 — T2 + T3
t

= LE2
= —2.%‘1 — 3.%‘2
= :1;‘2
= 3x1 + 229
= —3xq

= 3171

6. Pomoci Hurwitzova kritéria rozhodnéte o asymptotické stabilité nasledujicich linearnich dife-

rencialnich rovnic a systému linearnich diferencialnich rovnic.

a)

/
L1
/
Lo

== 3.%‘2
= —3l'1 — 53:2

x3
=21 + 3x3 — 223
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c) Ty = — 19

rh = x1 — 3 — 23
d) 2@ + 42" 4 62" + 82 + =0
e) 2 452" + 92 =0

7. Michajlovovym kritériem vysSetifete stabilitu nasledujicich systéma linearnich diferencialnich
rovnic a linearnich diferencialnich rovnic vyssich rada.

b) v +6y” + 11y + 6y =0

) Ty = o

/
rh = T4
ay = —tay — 3wy — Saz — 21y

d) y® +y® + 7" + 4y" + 10y’ + 3y = 0

Vysledky
r1 = cle2t + 02e3t
1. a) To = ce?t+ % cpedt
r = e_t(cl + 2cot)
b) 2y = e ey + a1+ 2t))
r1 = e*(cicost + cysint)
¢) zy = ec(cost —sint) + e2ey(cost + sint)
= at+e+t*+2
d) 2o = (2 —1)+ 200 + 262+ 2
rT = Clet + 202€4t + 365t
€) xy = —cret + coett + bt
1 = crel + coe®t +ef(2cost — sint)
f) 25 = cret — coedt + e!(2cost + sint)
r1 = (a1 + cot)e! + coe?
ro = cret + ot — 2)el

r3 = ciel +ca(t — 1)ef + cge?
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1
T2
T3

I

Z2
3

I

To =

T

T —

T
T2

r1 =
= —3e 'In(e’ — 1)

T2

T

To =

I
T2

xr3 —

T
Z2

T
Z2

I
Z2

I
Z2
x3

i
T2
T3

1
T2
T3

—e et + ieat? —c3) +12 —t+1
e (1 +cat) —t+2
—coe 4t —1

c1 + cycost + cgsint + et

2c1 — 1 co(cost +sint) + 5 c3(cost — sint)

3c1 + 5 co(sint — cost) — £ cz(cost + sint) + ef

= 14(1 —e7?) — 2t(3 + 4e7?)

—9(1—e t) +t(5+4e?)

= cjcost+ cosint 4+ tgt

—cysint 4 cycost + 2

= crel + 2c9e?t — el In(e?! + 1) + 2e?!arctg e’
= cie’ + 3cpe?’ — el In(e?’ + 1) + 3e*!arctg e’

2¢tIn(e! — 1)

= 2cie? 4 coe™t + L (3t + 1)e!

—3c1e*t + et + %et

-~
= e

tert? +cot +c3) +t2 — 3t +3
t(—2c1t —co) +t

2cie P+t —1

3ciel + coe™t

cret + coe™t

(c1 + cot)ed

(c1 + co(1+t))e
e?!(cycost + cosint)

e?!(c1(cost — sint) + ca(cost + sint))
(2¢9 sin 2t + 2¢3 cos 2t )e’

(c1 — ¢ cos 2t + cg sin 2t)e

(—c1 — 3cg cos 2t + 3ez sin 2t)el

(c1 + cot)e! + cze?
clet + Cg(t — 2)et
crel + co(t — 1)et + cze?

c1+ C2et + c;;et
—CQGt

t
—C3e
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21 = c1(1+2t%) + 2ot +c3+ ¢4
T9 = —2cit—co9+cq

g) T3 = 2cit+co+cy
T4 = —4Clt2 — 462t — 263

-~
®
c

ol?
t

(t) = (=6t +1,3t)T
( ) (3e5t 5t)T
uo(t) = (e!(2cost — sin t), et(2cost + sint))”
ug(t) = (—3e +2t — 13 et — 3¢t + )7
ug(t) = (tsint,tcost)”
(t) =(
(t) =(

t
S +2t+2), 52 5 (2 —2t)T

L

ug(?

up(t et’o’et)T

o

)
)
)
)
)
) u
) u
5. a) Stejnomérné asymptoticky stabilni
b) Nestabilni
c¢) Stejnomérné stabilni
6. a) Asymptoticky stabilni
b) Asymptoticky stabilni
c¢) Asymptoticky nestabilni
d) Asymptoticky stabilni
e) Asymptoticky nestabilni
)
)
)
)

7. a) Nestabilni, viz obrazek (5.11)
b) Asymptoticky stabilni, viz obrazek (5.12)
c) Asymptoticky stabilni, viz obrézek (5.13)
d) Asymptoticky stabilni, viz obrazek (5.14)
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Obr. 5.11: Michajlovova kiivka z piikladu (7a))

Obr. 5.12: Michajlovova kiivka z ptikladu (7b))
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Obr. 5.13: Michajlovova kiivka z piikladu (7¢))

Obr. 5.14: Michajlovova kiivka z piikladu (7d))
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