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Predmluva

Ucebni text Vybrané partie z matematiky I. vznikl inovaci ucebniho textu Vybrané par-
tie z matematiky autort doc. RNDr. Zdetika Smardy,CSc. a Mgr. Ireny Rtzickové (viz.
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/inovace/pred.php) z roku 2005. Na zakladé analyzy po-
tfeb oborovych tstavi Fakulty elektrotechniky a komunika¢nich technologii (FEKT) VUT
v Brné v oblasti aplikované matematiky bylo v roce 2010 doporuc¢eno Radou studijnich
programiit FEKT vytvorit z ptivodniho semestralniho predmétu dva navazujici semestralni
predméty Vybrané partie z matematiky I. a Vybrané partie z matematiky II., které by
obsahovaly pozadované nové tématické celky z oblasti aplikované matematiky.

Oproti puvodnimu textu je v uc¢ebnim textu Vybrané partie z matematiky I. vyne-
chéna teorie vicerozmérného nevlastniho integralu a teorie systémi diferencialnich rovnic
a jejich stability. Inovace ucebniho textu predevsim spociva v rozsiteni diferencialniho po-
¢tu funkce vice proménnych se zamétfenim na limitu, spojitost a derivaci zobrazeni véetné
nového tématického celku zaméreného na lokalni, vazané a absolutni extrémy funkce vice
proménnych. VSechny kapitoly vénované vicerozmérnému integralu, kiivkovému a plos-
nému integralu byly doplnény o aplikace v elektroinzenyrskych oborech. Ke kazdé kapitole
byly rovnéz vytvoreny maplety, které umozinuji studenttim generovat rtizné varianty pii-
kladl s ndazornym feSenim a pripadné i grafickym vystupem.

31.3.2014 Autori



Uvod

Tento ucebni text by mél slouzit predevsim posluchac¢iim bakalarského studia FEKT VUT,
ktefi uvazuji pokracovat v navazujicim magisterském studiu. Vzhledem k redukci poctu
hodin matematiky v bakalarském sméru bylo nutné vypustit nékteré tématické celky, které
jsou nutné k pochopeni matematickych predmeétii i aplikaci v navazujicim magisterském
studiu.

Cilem tohoto textu je tedy vytvoreni kontinuity matematickych znalosti absolventii
bakalarského studia pfi prechodu na navazujici magisterské studium. Jeho obsahem je
vyklad integralniho poc¢tu funkce vice proménnych, k¥ivkového a plosného integralu, sys-
témt zejména linearnich diferencialnich rovnic s ohledem na kvalitativni metody feseni a
stability Teseni. Jde o standartni soucast matematické analyzy, kterda ma velky vyznam
v aplikacich.

Zvladnuti této latky je pomérné obtizné, protoze vyzaduje znalost zejména diferenci-
alniho poctu funkce vice proménnych a zakladnich pojmi linedrni algebry, coz je naplni
zejména I. kapitoly. Dalsi obtiz spoc¢iva v tom, Ze je nutné zavést pojem ,n-rozmérného
integralu“ a nasledné pojmi kiivka, plocha, kfivkovy a plosny integral. Piestoze jde o
intuitivné jasné pojmy, jejich matematicka definice je pomérné komplikovana. Pro potieby
inzenyrského studia je nutné udélat kompromis mezi obecnosti, matematickou pfesnosti
a nazornosti vykladu.

Vyklad novych dilezitych pojmit obvykle motivujeme a doprovazime ilustrujicim pfti-
kladem. Kromé toho je v textu zafazena tfada feSenych i nefesenych prikladi, casto i
s aplikacnim charakterem. Jejich pocet je dostatecny k osvojeni latky i samostatnému
studiu.



1 Neékteré pojmy z diferencialniho
poctu funkce vice proménnych

1.1 Metrika, metrické prostory

Pojmem metriky na dané mnoziné chceme vystihnout co nejobecnéji pojem vzdalenosti
objektl, které dané mnoziné nalezi. Méreni vzdalenosti objekti je vyvolano potfebami
praxe. Vzdalenosti dvou bodi p, ¢ na primce, v roviné, resp. v prostoru se zpravidla rozumi
tzv. euklidovskd vzdalenost. Vzdalenost bodt je vSak relativni pojem. Demonstrujme to
na tomto prikladé:

Priklad 1.1. Mé&jme v roviné néjakou mnozinu bodia M (pro jednoduchost koneénou)
a dale necht je dan systém £ lomenych car takovych, ze kazdé dva body p;,p; € M lze
spojit aspoii jednou lomenou ¢arou L € L (viz obrézek).

Reseni. Nechf body pi,ps,--- € M prestavuji obce a lomené ¢ary piedstavuji cesty.

Ds Pro zemémeérice je pojem vzdalenosti dvou obci

D4 jasny, je to ,nejkratsi“ vzdalenost téchto obci,

- 7 tedy pro malou ¢ast zemského povrchu v podstate

e euklidovska vzdélenost (napt. vzdalenost ,obci“

/ 1, D5 je Vyznacena na obrazku prerusovanou ca-

b2 rou. Pro cestovatele, ktery se chce z jedné obce

dostat do jiné a pouziva k tomu pouze existujicich

/ cest, je vSak euklidovska vzdalenost zbytecna. Z

D1 z jeho hlediska je uzitecnéjsi charakterizovat vzda-
lenost patrné takto:

ps3

Vzdalenost bodi p;,p; je délka nejkratsi lomené cary ze systému L, kterd tyto body
spojuje. O

Hovoftili jsme zatim o vzdalenosti geometrickych bodu. S rozvojem védy a techniky se
ukazuje, ze je tieba se divat na pojem vzdalenosti z obecnéjsiho hlediska v tom smyslu,
ze je zapotiebi kvantitativné vystihnout ,vzdalenost nebo, jak se také nekdy tika, ,od-
chylku® i jinych objektt, nez jsou geometrické body. Uvedme néasledujici priklad:

Pomoci nékterého fyzikalniho systému (napi. elektrického obvodu) chceme generovat
signél (z matematického hlediska funkci ¢asové proménné), ktery by mél zadany tvar.
Zpravidla se nam nepodaii vytvorit z danych prvkd systém tak, aby generoval zadany
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signal. Zde si mizeme polozit zjednoduseny problém: sestrojit takovy systém, ktery by
vytvarel signal, jenz by se od zddaného v jistém smyslu do nejméné odchyloval. Vidime,
ze je tedy ucelné zavést pojem vzdalenosti i pro funkce.

Nekdy potiebujeme charakterizovat odchylku dvou signali f, g z hlediska jejich hodnot
v jednotlivych ¢asovych okamzicich t € (a,b). V tomto pfipadé je pfirozené vzit v Gvahu
absolutni hodnoty vSech moznych rozdili funkénich hodnot: |f(t) — g(¢)| a jako odchylku
dvou signalti vzit maximum z téchto ¢isel (viz obr. 1.1), tj. definovat odchylku (vzdalenost)
signalua f, g vztahem

p(f,g) = max |f(t) — g(t)]

te(a,b)

Takova odchylka (,,vzdalenost“) funkeci se nazyva stejnomérnd.

T

p(f.9)
L_/
b

Obr. 1.1: Stejnomérna odchylka (vzdélenost)

a t

Chceme-li vSsak posoudit, jak se lisi dva signély f, g z hlediska energetického, pak je
ucelnéjsi definovat odchylku (,,vzdalenost®) signala f, g vztahem

o(f,9) = \// (f(t) — g(t))* dt.

(Tato tzv. stredné kvadratickd odchylka nemé ovSem tak ndzorny geometricky vyznam
jako stejnomérna odchylka.)

Chceme-li definovat pojem vzdélenosti (metriky) prvki (,,boda*) v libovolné mno-
ziné, je prirozené vychéazet z urcitych obecnych charakteristickych vlastnosti, které ma
vzdalenost chapana intuitivné:

e Je prirozené pozadovat, aby vzdalenost dvou riznych bodi byla kladné realné ¢islo
a vzdalenost bodu od sebe samého byla rovna nule.

e Stejné prirozeny je pozadavek, aby vzdalenost mérend od bodu p k bodu ¢ byla
stejna jako vzdalenost méfend od bodu ¢ k bodu p.

e Konecné je rozumné, aby v definici metriky figuroval jesté pozadavek, ktery by
vystihoval tu skutecnost, ze vzdalenost bodu p od bodu ¢ se nemutze zmensit tim,
ze bychom ji mérili ,oklikou“ pres bod r. Tento pozadavek je znam z elementéarni
geometrie, kde se vyskytuje v této podobé: Soucet délek dvou stran v trojihelniku
neni nikdy mensi nez délka tteti strany (tzv. trojihelnikova nerovnost).
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Po tomto tvodu k problematice metriky mtizeme vyslovit definici, kde budou matematicky
formulovany zminéné pozadavky kladené na vzdalenost.

Definice 1.2. Rekneme, Ze p je metrika na mnoziné P, jestlize kazdé usporadané dvojici
(p,q) bodl z P je pfifazeno pravé jedno realné ¢islo p(p,q) (tj. p je redlnd funkce na
P x P) tak, ze pro libovolné body p, q,r € P plati:

(M1) p(p,q) >0, je-li p # q; p(p,p) = 0 — pozitivnost metriky

(M2)  p(p,q) = p(q,p) — symetrie metriky
(M3)  p(p,q) < p(p,r) + p(r,q) — trojihelnikovd nerovnost.

Mnozinu P spolu s metrikou p nazyvame metrickym prostorem, jejz oznacujeme (P, p).
Prvky mnoziny P nazyvame body metrického prostoru (P, p); ¢islo p(p, q) nazyvame vzdd-
lenosti (nékdy téz odchylkou) bodu p, q.

V téze mnoziné P muze byt definovano nékolik metrik p, o, 7,.... Pak je tfeba rozlisovat
pfislusné metrické prostory (P, p), (P, o), (P,7),....

Priklady metrickych prostoru

e Redlna osa R. V mnoziné vSech redlnych ¢isel definujme metriku p predpisem

p(.ﬁU,y):’I—y|, xayeR'
Je ziejmé, ze p ma vlastnosti (M1), (M2), (M3).

e Rozsitend redlnd osa R*. V mnoziné R* = R U {—o00,00} definujme metriku w
predpisem
w(z,y) = |arctgz — arctgy|, =,y € R,
s

kde arctg(4+oo) = lim arctgz = 7, arctg(—oo) = lim arctgz = —7.
Tr—r00 r—r—00

Podminky (M1), (M2), (M3) jsou opét splnény. Vzdalenost w(x,y) je patrna
z obrazku (1.2).

FL A

(%) { |

————————————————————————— t—T0/2

Obr. 1.2: Metrika v R*.
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o Aritmeticky n-rozmeérny euklidovsky prostor. Je to mnozina R" (mnozina uspo-
fadanych n-tic redlnych ¢isel) s metrikou p definovanou predpisem:
Necht p,q €R", p = (z1,...,22),¢ = (y1,- .-, Yn), Pak

Metrika p definovana vztahem (1.1) se nazyva euklidovskd metrika.
Vzdalenost p je v pripadé n = 2 znazornéna na obrazku.

Yo a

X2

X Y1
Misto euklidovské metriky je nékdy snazsi pracovat s témito metrikami:

o(z,y) =max{|x1 — vy1|,. .., | Tn — Yn|} (1.2)

(tzv. kubickd metrika)
T(z,y) =Y |7 — yi (1.3)
i=1

(tzv. oktaedricka metrika).
Vzdélenosti o a 7 jsou v pfipadé n = 2 znazornény na obrézcich.

Yo 4 Yo a

X2 X2

X4 Y1 X4 Y1

Obr. 1.3: Kubickd metrika Obr. 1.4: Oktaedricka metrika
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e Na mnoziné R x R definujme

a(z,y) = sin(z —y)

Polozme napiiklad z = 4,y = 27, pak a(z, y) = sin®(47 —27) = 0, tedy pro = # y
plati a(z,y) = 0, coz je spor s podminkou (M1). Zobrazeni o neni metrikou na R.

Vztahy mezi body a mnozinami v R" ¢i v jiném metrickém prostoru mtzeme charakte-
rizovat pomoci metriky. Nékdy je vSak ucelnéjsi (a i ndzornéjsi) je charakterizovat pomoci

okoli bodu. Pojmy, které definujeme pomoci okoli, se nazyvaji zpravidla topologické pojmy.

S okolim bodu v R jste se seznamili v kurzu BMA1. Okolim bodu a € R byl kazdy
otevieny interval (a —r,a +1),r > 0.
Lze také psat

(a—rya+r)={zeR: p(zr,a) <r},
kde p(z,y) = |z — y|. Vidime, ze okoli lze vyjadiit pomoci metriky.

Budeme nyni definovat okoli na metrickém prostoru (R, p).

Definice 1.3. Okolim bodu a € R"™ budeme rozumét mnozinu

Us(a) :={p € R" : p(a,p) < d}.

(Ps(a) =Us \ {a} - se nazgvd redukované okoli)

V R? je okolim bodu otevieny kruh se stiedem v bodé a a polomérem J, v R? je okolim
bodu oteviend koule, viz obrazky.

Tato okoli se nazyvaji sférickd okoli v R™.

Pouzijeme-li kubickou metriku o, ostaneme pro n = 2 otevieny c¢tverec se stfedem v
bodé a, pro n = 3 otevienou krychli se stfedem v bodé a, viz obrazky.
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Okolim Us(a) pfi oktaedrické metrice je v R? otevieny ¢tverec se stfedem v bodé a
s tihlopiickami rovnobéznymi se soufadnicovymi osami, v R? je to pravidelny otevieny
osmistén (oktaedr), viz obrazky.

V nésledujicich uvahach budeme uvazovat prostor (R",p) a zkracené ho budeme
oznacovat R".

Pomoci pojmu okoli budeme definovat zakladni topologické pojmy v R™.

Definice 1.4. Necht M C R", a € R™

1. Bod a nazveme vnitinim bodem mnoziny M, existuje-li okoli U(a) C M. Mnozina
vsech vnitinich bodtt mnoZiny M se nazyva vnitrek mnoziny M a znadi se M.

2. Bod a nazveme hrani¢nim bodem mnoZiny M, jestlize pro kazdé okoli U(a) plati:
Ua)NnM#0 AN U(a) NR*\ M # 0.

Mnozinu vSech hrani¢nich bod@ mnoziny M nazveme hranici mnoziny M a zna-
¢ime hM.

3. Bod a nazveme bodem uzdvéru mnoziny M, jestlize kazdé okoli U(a) méa s M
neprazdny prinik. Mnozinu vSech bod uzavéru mnoziny M nazveme uzdvérem
mnoziny M a znac¢ime M.

4. Mnozinu M nazveme otevienou v R™, plati-li M = M°.
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5. Mnozinu M nazveme uzavienou v R™ plati-li M = M.

6. Mnozinu M nazveme ohranicenou v R", existuje-li & > 0 tak, ze pro libovolné
body p,q € M plati p(p, q) < k.

7. Rekneme, Ze body a,b € M lze spojit cestou lezici v M, existuje-li spojité zobrazeni
¢ : (a, B) = R™ takové, ze p(a) = a, ¢(B) =ba p((a, ) C M.
Neprazdnou mnozinu M nazveme pak souvislou, jestlize libovolné jeji body a, b lze
spojit cestou lezici v M.

8. Otevienou souvislou mnozinu M nazveme oblasti.

9. Uzavienou souvislou mnozinu M nazveme uzavienou oblasti.

10. Uzavienou, omezenou mnozinu M nazveme kompaktni mnoZinou.
Poznamka 1.5. Z definic je zfejmé, ze M° c M, M° = M — hM, M = M U hM.
Véta 1.6. i) Mnozina M je uzaviend, pravée kdyz obsahuje svoji hranici, tj. hM C M.
ii) M je oteviend, pravé kdyZ nemd spoleéné body se svou hranict, tj. M N hM = ().
iii) Mnozina M je uzaviend (oteviend), pravé kdyz je jeji doplnék R™\ M oteviend (uza-
viend) mnozina.

Na obrazku 1.5 je bod p vnitinim bodem a soucasné i bodem uzévéru mnoziny M,
bod ¢ je hrani¢nim bodem a soucasné i bodem uzavéru mnoziny M.

\ q.,
NS

Obr. 1.5: Priklad vnitiniho a hrani¢niho bodu mnoziny.

Priklad 1.7. Zjistéte, které z mnozin

1) My =(-2,3)
2) My = (2,4)
3) M; = (476)
4) My = {8}

5) Ms = R!

jsou oteviené, uzaviené v R! a stanovte jejich hranici.
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Reseni. 1) hM = {2, 3}, pfi¢emz body —2,3 € M;. Dale M; = M; UhM, = (—2,3) =
= M; = Mnozina je uzaviena (uzavieny interval).

2) hMy = {2,4}, pticemz 2 € My, 4 ¢ My, tedy M, neobsahuje vSechny své hrani¢ni
body, a tudiZ neni uzavienou mnoZinou. Jelikoz bod 2 € M, nepatii do MY (tj. neni
vnitinim bodem M), tak My # MY, z ehoZ plyne, Ze M, neni oteviend mnoZina.

3) hMs = {4,6}, 4,6 ¢ Ms, pak Ms = M3 U hMs = (4,6) # Ms = (4,6), a tedy M
nen{ uzavienad mnozina. Jelikoz kazdy bod mnoziny Ms je vnitini, tj. Mz = MY, tak M;
je oteviend mnozina.

4) Jelikoz kazdé okoli bodu 8 mé neprazdny priinik s My, nebot Us;(8) N My = {8}
pro libovolné § > 0, tak 8 je bod uzavéru mnoziny My, tedy My = My = M, je uzaviena
mnozina.

5) JelikoZ vnitfek prazdné mnoziny je prazdnd mnozina, tj. Int ) = (), tak @ je oteviena
mnoZina a komplement, tj. R! \ ) = R!, je podle véty (1.6) uzavfend mnoZina.

Jelikoz kazdy bod R! je vnitfnim bodem, tak Int R! = R!, tj. R! je oteviend mnoZina,
a tedy komplement R! \ R! = () je podle véty (1.6) uzavfend mnozina.
Tedy 0, R, a tudiz i R™, jsou jak oteviené, tak i uzaviené mnoZiny. O]

1.2 Zobrazeni euklidovskych prostoru

Dilezita bude pro nas ta skutecnost, ze lze v R™ pfirozenym zptisobem zavést pojem
vektoru. Predstava vektoru v R" je spjata s posunutim (translaci). Tento pojem je znam
z elementarni geometrie i z fyziky. Vime, Ze posunuti je jisté zobrazeni, které je urceno
velikosti a smérem a lze tudiz vektor interpretovat jako posunuti. Jevi se tedy pfirozena
tato definice:

Definice 1.8. Vektorem u v R™ budeme rozumét zobrazeni, které kazdému bodu p € R”
pfifazuje pravé jeden bod z R", ktery oznacime p 4+ u (jde pouze o jinou formu zépisu
- pfi zobrazeni zpravidla pouzivime pro obraz zapisu u(p) ) tak, Ze plati pro kazdé dva
body p,q € R™

p+u

p(p+u,g+u)
q+u
p(p,p+1u) = p(g, g +u) (1.4)
. u
p(p.q) = p(p+u,q +u). oo +1)
pla.a+u)
(Viz obrazek.) D
p(p.a) q
Oznac¢me soutadnice bodt p, q,p + u, ¢ + u takto:
p:(x]-?"'?xn)? q:(y]-?""yn)?

ptu=(x,...,2)), gt+u=(yy,...,y).
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Lze ukazat, ze plati o), —x; =y, —vy;, i=1,...,n.
Rikame, ze vektor u ma soufradnice uy, ..., u,, kde
/ / .
w=x,—xzi(=y;—v), i=1...,n

a vektor u budeme zapisovat takto
u = (g, ..., Uyl

Rikdme, Ze bod p’ = p + u je posunutim bodu p o vektor u (nebo téz, Ze jsme jej dostali
,Drictenim® vektoru u k bodu p). Je-li p’ = p + u, pak piSeme téz

u=p —p

a fikdme, ze vektor u je ,rozdilem“ bodu p/,p (v tomto poradi).

Kazdému vektoru je tedy pfifazena n-tice jeho soutfadnic. Je-li naopak [ug,. .., u,)
n-tice redlnych ¢isel, pak zobrazeni (xy,...,xz,) — (1 + uq,...,2, + u,) je translace, tj.
mé vlastnosti (1.4) a urcuje tedy vektor u o soufadnicich [uq, ..., u,].

Definice 1.9. Mnozinu vSech vektorti prostoru R™ oznac¢ime V(R™) a nazveme ji vek-
torovym prostorem prostoru R™ (také se pouziva terminu vektorové zaméreni prostoru

R").

Necht A C R™ a f je zobrazeni A do prostoru R™, f : A — R™. Je-li m = n, mizeme si
takové zobrazeni predstavit jako pfemistovani bodi v n-rozmérném prostoru (pro n = 2
v roving). Napiiklad zobrazeni z R? do R? si mlizeme piedstavit jako deformaci hmotného
télesa, kdy jednotlivé body méni pfi tomto procesu svou polohu. Néktera zobrazeni z R
do R" (n = 2,3) nam pozdé&ji poslouzi pro popis kiivek v roviné ¢ prostoru; nékterd
zobrazeni z R? do R® ndm zase poslouzi pro popis ploch v prostoru. Piestoze budeme
studovat prevazneé realné funkce, prece se v nékterych situacich bez zobrazeni neobejdeme.

Definice 1.10. Zobrazeni f : A — R™ piitazuje bodu p = (z1,...,x,) € A bod q =
= (Y1,.--,Ym) € R™ tedy

flxr,...oxn) = (Y1, s Ym)- (1.5)
Kazda soutadnice y; (i = 1,...,m) je pfi daném zobrazeni f jednoznacéné uréena n-tici

(x1,...,2,). Existuji tedy funkce f; : A — R tak, ze y; = fi(x1,...,2,). Tyto funkce
dostaneme takto: Ozna¢me 7; : R™ — R i-tou projekci, tj. mi(y1, ..., Ym) = y;. Je tedy

ﬂ-i(f(xlv - >xn)) = 7Ti<y17 <. 7ym) = Yi,

takze fi = mo f (i =1,2,...,m). Zobrazeni f je tedy uréeno usporadanou m-tici funkci
(fi,.-., fm), piSeme
f= (fl)"'afm)'



14 NEKTERE POJMY Z DIFERENCIALN{HO POCTU FUNKCE VICE PROMENNYCH

Funkce f; se nazyvaji slozky (komponenty nebo souradnice) zobrazeni f. Vztah (1.5) lze
pak pomoci slozek f; vyjadrit také takto

h = fl(‘/rla cee 7$n)7
(1.6)

Ym = fm(xla S 7xn)~
Rovnice (1.6) se nazyvaji definujicimi rovnicemi zobrazeni f.

Uvedme piiklady zobrazeni z R? do R3, ktera budou mit vyznam v kapitolach vice-
rozmérného integralu a plosného integralu.

Piiklad 1.11. Necht M C R, f= (f1, fo. f3) : M — R®, M = (0,27) x (0, 7),
f(u,v) = (Rcosusinv, Rsinusinv, Rcosv), R >0.
Je tedy u € (0,27), v € (0, 7). Definujici rovnice zobrazeni f mizeme napsat ve tvaru
r = fi(u,v) = Rcosusinv

y = fa(u,v) = Rsinusinv (u,v) € M.
z = f3(u,v) = Rcosw

Odtud 2*+4%>+ 2> = R?cos’usin®v + R%*sin®usin®v 4+ R? cos®>v =
= R?sin’v(cos® u +sin® u) + R*cos’v = R?.

Tedy 2?4yt 2 =R

coz je implicitni rovnice kulové plochy o poloméru R se stfedem v pocatku.
Geometricky vyznam daného zobrazeni je na obrazku (1.6).

2n u

Obr. 1.6: Kulova plocha
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Piiklad 1.12. Necht M C R, f= (f1, fo. f3) : M — R®, M = (0,27) x (0, 7),
f(u,v) = (acosusinv,bsinusinv, ccosv),

kde a, b, c jsou obecné navzajem rtzné kladné konstanty.

Je tedy opét u € (0,27), v € (0, 7) a plati

T = acosusinv
y = bsinusinv (u,v) € M.

Z = CCOSV
2 2 2
Odtud x Y z : ) .
— 4+ L+ =cosPusin® v + sin®usin? v + cos? v = 1,
a? b 2

coz je implicitni rovnice trojosého elipsoidu, ktery v ptripadé a = b prechazi v rotacni
elipsoid s osou z (podobné i pro a = ¢ s osou y, b = ¢ s osou x). V pfipadé a = b = ¢ pak
v kulovou plochu (sféru). Geometricky vyznam zobrazeni f je na obrazku (1.7).

2n u

Obr. 1.7: Trojosy elipsoid

Priklad 1.13. Necht M C R?, f= (f1, fo. fs) : M — B3, M = (0, 00) x (0, 27),
f(u,v) = (aucosv, businv, u?),
kde a, b jsou obecné navzajem ruzné kladné konstanty. Tedy u € (0, 00), v € (0,27) a
T = aucosv

y = businv (u,v) € M.
2

z2=u
2 2
x
Odtud —2—|—y—:u2008211+u2sin2v=u2:2-
a b?
Ted z? 2
y PR i
a2 b

coz je rovnice eliptického paraboloidu. Je-li a = b, pak mluvime o rotacnim paraboloidu.
Geometricky vyznam zobrazeni f je na obrazku (1.8).
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2 1 f

Obr. 1.8: Elipticky paraboloid

. 2 2 . v . . . , . s s e . .
Rovnice y = % + 77 je opét rovnice eliptického paraboloidu s definujicimi rovnicemi

T = aucosv
y = u? (u,v) € M,
z = businv

ktery ma osu nikoliv v ose z, ale v ose y, viz obrazek (1.9).

Obr. 1.9: Elipticky paraboloid s osou v ose y

Podobné i xz = Z—z + g—i je rovnice eliptického paraboloidu s osou v ose .

Piiklad 1.14. Necht M C R, £= (f1, fo, fs) : M — R®, M = (—o00,00) x (0, 27),
f(u,v) = (aucosv,businv, u),

kde a, b jsou obecné navzajem rizné kladné konstanty. Tedy u € (—oo,00), v € (0,27) a

T = aucosv
y = businv (u,v) € M.
z=u
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2 42
Odtud x__|_b—2_u cos® v + u?sin?v = u? = 2%,
Tedy Z2:x2+y2

a?  b?

coz je implicitni rovnice eliptickeho kuZelove plochy. Je-li a = b, pak jedna se o rotacni
kuzelovou plochu.
Geometricky vyznam zobrazeni f je na obrazku (1.10).

Obr. 1.10: Elipticka kuzelova plocha

. 2 2 2 2 o . s ’ ’ v ’
Rovnice z = /% + &, Tesp. 2 = —4/ %5 + 7z, je rovnici ,horni®, resp. ,dolni* kuZzelové

plochy.

o 2 2 2 2 ., . v ,
Podobné 2% = %5 + 7z, resp. y? = %3 + %z, je rovnice kuzelové plochy s osou v ose z, resp.
v ose .

Piiklad 1.15. Necht M C R, = (f1, fo. f3) : M — R®, M = (0,27) x (—00, ),
f(u,v) = (acosu,bsinu,v),

kde a,b jsou obecné navzajem ruzné kladné konstanty. Tedy u € (0,27), v € (—o0,00)
a plati

T = acosu
y = bsinu (u,v) € M.
z =
Odtud
22 y2_
——l—b—2 cos’u +sin®u = 1.
Tedy
2 2
x__i_y_:l,

b2
coz je implicitni rovnice eliptické vdlcové plochy, z € (—o00,00), s osou v ose z. Je-li
a=0b= R, jedna se o rotacni vdlcovou plochu, tj % + y?> = R.

Geometricky vyznam zobrazeni f je na obrazku (1.11).
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X,

Obr. 1.11: Elipticka valcova plocha

Podobné i Z’—z + Z—; = 1, resp. z—i + i—j = 1, jsou eliptické valcové plochy s osami v ose v,
resp. v ose .
Analogicky 22 + 2% = R?, resp. y? + 22 = R?, jsou rota¢ni valcové plochy s osami v ose v,
resp. v ose 1.

Odtud plyne, Ze rovnice kuzelosecek v roviné jsou v prostoru rovnicemi valcovych
ploch. V pripadé rovnice paraboly, resp. hyperboly, mluvime o parabolické vdlcové plose
(viz obrazky (1.12) a (1.13)), resp. hyperbolické vdlcové plose.

S

Obr. 1.12: Plocha y = 22 Obr. 1.13: Plocha y?> =2z

2

Na parabolickou valcovou plochu y = z* se mtzeme divat jako na zobrazeni

f=(f1, f2, f3) : M — R* kde M = (—00,00) x (—00,00), f(u,v) = (u,u? v), tj.
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r=u
y = u? (u,v) € M.
z=v

Podobné y? = z lze reprezentovat zobrazenim

f=(f1, f2, f3) : M — R* kde M = (—00,00) x (—00,00), f(u,v) = (u?,u,v), tj.

rT=u
y=u (u,v) € M.
Z =0

Uvazujme nyni zobrazeni f : A4 — V(R™). V tomto piipadé slozky vektorové funkce f
ur¢uji v kazdém bodé p soufadnice vektoru f(p) € V(R™). Oznacime-li tyto slozky opét
napt. fi,..., fm, piSeme

f=[f1,..., [m]

Je tedy f(p) vektor o soutadnicich fi(p),..., fm(p) (rozumi se ve standardni bazi prostoru
V(R™)).

Definice 1.16. Vektorovou funkei v R™ budeme rozumét zobrazeni f : A — V(R™),
A C R". Specialné pro A C R, tedy n = 1, hovofime o wvektorové funkci skaldarniho
argumentu.

Zcela analogicky jako u zobrazeni muzeme vektorovou funkci vyjadiit pomoci soutrad-
nic v nasledujicim tvaru:

Je-lip € A, pak f(p) = filp)e1 + fa(p)ea+- -+ fi(p)em, kde eq, ..., e, je standardni
baze v V(R™).

Poznamka 1.17. Poznamenejme, Ze funkce jedné nebo vice proménnych tj. f: A — R,
A C R", n > 1, budeme nazyvat skaldrnimi funkcemi. Zejména ve fyzikalnich aplikacich
budeme v pripadé vektorové funkce f:A— V(R™), A C R™, hovofit o vektorovém poli f
a analogicky v pfipadé skalarni funkce o skaldrnim poli.

Piiklad 1.18. Zvolime-li v R?® kartézskou soustavu souiadnic tak, aby hmotny bod
o hmotnosti M lezel v jejim poc¢atku O, je intenzita gravitacniho pole vytvofeného timto
hmotnym bodem
E M
= —kK

i

kde r je radiusvektor libovolného bodu p # O. Toto pole mizeme téz vyjadrit vzorcem

M
E:—Hm(P—O% peR’, p#£0.

Vektor E = E(p) je vektor intenzity gravitacniho pole v bodé p.

V kartézské soustavé (O; ey, e, e3) vyjadiime pole E omoci souradnic nasledovné:
) 3 s ©3

E M
= —K Rt ) (re; + yes + ze3)
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kde p = (z,y, 2) # (0,0,0), nebo téz

B —kMzx —kMy —kMz
T\ @2y 232 (12424 22320 (2% + 2 + 22)32

Vektorové pole f:A— V(R™), A C R" pro n = 2,n = 3 znizortiujeme tak, ze v kaz-
dém bodé p € A zobrazime vektor f(p) jako orientovanou tsecku (Sipku) s pocate¢nim
bodem p a koncovym bodem p + f(p), viz obrazek (1.14).

R y
f
>
p
X
Obr. 1.14: Vektorové pole

1.3 Limita a spojitost funkce vice proménnych

Vzdalenosti dvou bodt x = (x1, 2, ..., 2,), ¥ = (y1,Y2, .., Yn) V D-rozmérném prostoru
R"™ budeme v této kapitole rozumét euklidovskou metriku

d(z,y) = V(@1 =) + (w2 = y2)* + -+ (20— ya)? = |2 — yl.

Definice 1.19. Bod a € R" se nazyva hromadnym bodem mnoziny M, jestlize v kazdém
jeho redukovaném okoli lezi né€jaky bod patiici do mnoziny M, tedy kdyz plati

VP(a): P(a)N M # 0.

Definice 1.20. Rekneme, Ze funkce f : M — R, M C R™ m4 v bodé a € M limitu
b e R, kdyz
e o je hromadnym bodem mnoziny M,

e k libovolnému okoli U (b) bodu b existuje okoli U(a) bodu a tak, Ze funkce f zobrazi
redukované okoli P(a) do U(b), tedy

YU(b) 3P(a): f(P(a)) C UO).

Potom piSeme lim f(z) = b.
Tr—a
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Definice 1.21. Rekneme, Ze funkce f: M — R, M C R" je v bodé a spojitd, jestlize

lim f(z) = f(a).

T—ra

Rekneme, ze funkce f : M — R, M C R" je spojitd na mnoZiné M, je-li spojitd v kazdém
bodé této mnoziny.

Véta 1.22. (O limité zuzené funkce) FEzistuje-li lim f(z) = b, potom pro libovolnou
r—a
mnozinu M C Dy, jejimZ hromadnym bodem je bod a, plati

lim f/p(z) = b.

T—ra

Dusledek 1.23. Jestlize lim f/y(x) neexistuje, nebo jestlize pro dvé mnoZiny M C
r—a
C Dy, N C Dy plati
lim £/ () # lim f/ (),

potom lim f(z) neezistuje.
T—a

Véta 1.24. (Aritmetické operace s limitami) Je-li lim f(z) =b;, limg(z) =0bs a
r—a r—a
k e R, plati:

alclirclz(f(x) + g(x)) = bl + b2, alclirclzkf(x) = k‘bl,
lim () - g()) = by by iﬁ%% - 2—; je-li by # 0.

Véta 1.25. (O limité slozené funkce) Nechl je dana sloZend funkce

F(t17t27 s 7tn) = f(<ﬂ1(t17t27 s 7tn);902(t1at2a s 7tn)7 s '7(pm(tl7t27 s 7tn) )a

necht pro vnitini slozky p;, i = 1,...,m, této sloZené funkce plati
lim Z‘t,t,...,tn :bi,izl,...,m,
(tl,tz ..... tn)—>(a1,a2 ..... an) 90 ( 102 )
a necht je vnéjsi slozka f(xq1,xs,. .., xm) spojitd v bodé (by,ba, ..., by,). Potom plati
lim F(tl,tg,...,tn):f(bl,bg,...,bm>.

(tl,tz ..... tn)—>(a1,a2 ..... an)
Véta 1.26. (Véta o sevieni) Jestlize pro kazdé x € U(a) plati g(x) < f(x) < h(z) a
lim g(x) = lim h(z) = b, pak také lim f(z) = b; je-li specidlné | f(z)| < h(x) pro x € U(a)
r—a Tr—a T—a

a lim h(z) = 0, potom lim f(x) = 0.

T—ra r—ra
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V dalsich nékolika piikladech budeme podcitat limity (resp. provéfovat, Ze tyto nee-
xistuji) u nékolika funkei dvou proménnych, ponévadz zde je mozno pro lepsi pochopeni
situaci znézornit graficky. Bez jmy na obecnosti budeme pocitat limity v poc¢atku (v pii-
padé vypoctu limity v jiném bodé je moZzno posunout pocatek do tohoto bodu). Priklady
uvadime hlavné proto, abychom na nich ilustrovali, jak komplikovana situace mtze byt
v okoli bodt, v nichz funkce vice proménnych neni definovana, narozdil od funkce jedné
proménné, kdy ke kompletni predstavé o pribéhu funkce v okoli takového bodu stacily
jednostranné limity.

Priklad 1.27. VysSetfete limity  lim : f(z,y), je-li funkce

(z,y)—(0,0
22— 2
a) f(z,y) = o
23y — xy’
b) f(z,y) = R

&) fla.y) = (2 + o) iy

2 _ 2 _
Reseni. a) Plati oY (z—y)@+y) = :v—y/ , pii¢emz  lim  (z—y) = 0.
T4y T4y S (.4)—(0,0)

2,2
Odtud podle véty o limité ztzené funkce plyne, ze  lim L T y —o.
(zy)=(00) T TY

b) Definiénim oborem funkce je mnozina Dy = R?\ {(0,0)}, pfidemz

2

23y — xy’ 22—

x2—|—y2
x? + y? < ey

il

= |zy|

x2 492

a protoze lim |zxy| =0, je hledand limita rovna nule.
(2,4)—(0,0)

Chovéani funkce v okoli po¢atku je naznaceno na 3d-obrazku.
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c¢) Definiénim oborem funkce je mnozina Dy = { (z,y) |z # 0,y # 0}, tedy rovina s
vyjmutymi soufadnymi osami; vySetiujeme samoziejmé limitu vzhledem k tomuto defi-
ni¢nimu oboru. Plati

1
(2% + %) Sin—‘ < 2?4972
Ty

a lim (22 +9%) =0,
(x,y)—>(0,0)( v)
tedy hledana limita je rovna nule.
Sousedni obrazek opét naznacuje chovani funkce v okoli pocatku; graf  kmita“ se zmen-
Sujici se amplitudou, ale s nartstajici frekvenci.

]

Rozmanit€jsi a zajimavejsi byvaji pripady, kdy limita neexistuje; pro ovéfeni tohoto
faktu pouzivame dusledku véty (1.22) — jestlize pro dvé rizné zizeni funkce je limita v
nékterém bodé rizna, potom limita ptivodni funkce v tomto bodé neexistuje.



////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Alexander Grahn
//
// 3Dmenu.js
//
// version 20120912
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript used by media9.sty
//
// Extended functionality of the (right click) context menu of 3D annotations.
//
//  1.) Adds the following items to the 3D context menu:
//
//   * `Generate Default View'
//
//      Finds good default camera settings, returned as options for use with
//      the \includemedia command.
//
//   * `Get Current View'
//
//      Determines camera, cross section and part settings of the current view,
//      returned as `VIEW' section that can be copied into a views file of
//      additional views. The views file is inserted using the `3Dviews' option
//      of \includemedia.
//
//   * `Cross Section'
//
//      Toggle switch to add or remove a cross section into or from the current
//      view. The cross section can be moved in the x, y, z directions using x,
//      y, z and X, Y, Z keys on the keyboard and be tilted against and spun
//      around the upright Z axis using the Up/Down and Left/Right arrow keys.
//
//  2.) Enables manipulation of position and orientation of indiviual parts in
//      the 3D scene. Parts which have been selected with the mouse can be
//      moved around and rotated like the cross section as described above, as
//      well as scaled using the s and S keys.
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License, either version 1.3
// of this license or (at your option) any later version.
// The latest version of this license is in
//   http://www.latex-project.org/lppl.txt
// and version 1.3 or later is part of all distributions of LaTeX
// version 2005/12/01 or later.
//
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
//
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
// The code borrows heavily from Bernd Gaertners `Miniball' software,
// originally written in C++, for computing the smallest enclosing ball of a
// set of points; see: http://www.inf.ethz.ch/personal/gaertner/miniball.html
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//host.console.show();

//constructor for doubly linked list
function List(){
  this.first_node=null;
  this.last_node=new Node(undefined);
}
List.prototype.push_back=function(x){
  var new_node=new Node(x);
  if(this.first_node==null){
    this.first_node=new_node;
    new_node.prev=null;
  }else{
    new_node.prev=this.last_node.prev;
    new_node.prev.next=new_node;
  }
  new_node.next=this.last_node;
  this.last_node.prev=new_node;
};
List.prototype.move_to_front=function(it){
  var node=it.get();
  if(node.next!=null && node.prev!=null){
    node.next.prev=node.prev;
    node.prev.next=node.next;
    node.prev=null;
    node.next=this.first_node;
    this.first_node.prev=node;
    this.first_node=node;
  }
};
List.prototype.begin=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.first_node;
  return(i);
};
List.prototype.end=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.last_node;
  return(i);
};
function Iterator(it){
  if( it!=undefined ){
    this.target=it.target;
  }else {
    this.target=null;
  }
}
Iterator.prototype.set=function(it){this.target=it.target;};
Iterator.prototype.get=function(){return(this.target);};
Iterator.prototype.deref=function(){return(this.target.data);};
Iterator.prototype.incr=function(){
  if(this.target.next!=null) this.target=this.target.next;
};
//constructor for node objects that populate the linked list
function Node(x){
  this.prev=null;
  this.next=null;
  this.data=x;
}
function sqr(r){return(r*r);}//helper function

//Miniball algorithm by B. Gaertner
function Basis(){
  this.m=0;
  this.q0=new Array(3);
  this.z=new Array(4);
  this.f=new Array(4);
  this.v=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.a=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.c=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.sqr_r=new Array(4);
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=0;
  this.reset();
}
Basis.prototype.center=function(){return(this.current_c);};
Basis.prototype.size=function(){return(this.m);};
Basis.prototype.pop=function(){--this.m;};
Basis.prototype.excess=function(p){
  var e=-this.current_sqr_r;
  for(var k=0;k<3;++k){
    e+=sqr(p[k]-this.current_c[k]);
  }
  return(e);
};
Basis.prototype.reset=function(){
  this.m=0;
  for(var j=0;j<3;++j){
    this.c[0][j]=0;
  }
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=-1;
};
Basis.prototype.push=function(p){
  var i, j;
  var eps=1e-32;
  if(this.m==0){
    for(i=0;i<3;++i){
      this.q0[i]=p[i];
    }
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[0][i]=this.q0[i];
    }
    this.sqr_r[0]=0;
  }else {
    for(i=0;i<3;++i){
      this.v[this.m][i]=p[i]-this.q0[i];
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      this.a[this.m][i]=0;
      for(j=0;j<3;++j){
        this.a[this.m][i]+=this.v[i][j]*this.v[this.m][j];
      }
      this.a[this.m][i]*=(2/this.z[i]);
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      for(j=0;j<3;++j){
        this.v[this.m][j]-=this.a[this.m][i]*this.v[i][j];
      }
    }
    this.z[this.m]=0;
    for(j=0;j<3;++j){
      this.z[this.m]+=sqr(this.v[this.m][j]);
    }
    this.z[this.m]*=2;
    if(this.z[this.m]<eps*this.current_sqr_r) return(false);
    var e=-this.sqr_r[this.m-1];
    for(i=0;i<3;++i){
      e+=sqr(p[i]-this.c[this.m-1][i]);
    }
    this.f[this.m]=e/this.z[this.m];
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[this.m][i]=this.c[this.m-1][i]+this.f[this.m]*this.v[this.m][i];
    }
    this.sqr_r[this.m]=this.sqr_r[this.m-1]+e*this.f[this.m]/2;
  }
  this.current_c=this.c[this.m];
  this.current_sqr_r=this.sqr_r[this.m];
  ++this.m;
  return(true);
};
function Miniball(){
  this.L=new List();
  this.B=new Basis();
  this.support_end=new Iterator();
}
Miniball.prototype.mtf_mb=function(it){
  var i=new Iterator(it);
  this.support_end.set(this.L.begin());
  if((this.B.size())==4) return;
  for(var k=new Iterator(this.L.begin());k.get()!=i.get();){
    var j=new Iterator(k);
    k.incr();
    if(this.B.excess(j.deref()) > 0){
      if(this.B.push(j.deref())){
        this.mtf_mb(j);
        this.B.pop();
        if(this.support_end.get()==j.get())
          this.support_end.incr();
        this.L.move_to_front(j);
      }
    }
  }
};
Miniball.prototype.check_in=function(b){
  this.L.push_back(b);
};
Miniball.prototype.build=function(){
  this.B.reset();
  this.support_end.set(this.L.begin());
  this.mtf_mb(this.L.end());
};
Miniball.prototype.center=function(){
  return(this.B.center());
};
Miniball.prototype.radius=function(){
  return(Math.sqrt(this.B.current_sqr_r));
};

//functions called by menu items
function calc3Dopts () {
  //create Miniball object
  var mb=new Miniball();
  //auxiliary vector
  var corner=new Vector3();
  //iterate over all visible mesh nodes in the scene
  for(i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    if(!mesh.visible) continue;
    //local to parent transformation matrix
    var trans=mesh.transform;
    //build local to world transformation matrix by recursively
    //multiplying the parent's transf. matrix on the right
    var parent=mesh.parent;
    while(parent.transform){
      trans=trans.multiply(parent.transform);
      parent=parent.parent;
    }
    //get the bbox of the mesh (local coordinates)
    var bbox=mesh.computeBoundingBox();
    //transform the local bounding box corner coordinates to
    //world coordinates for bounding sphere determination
    //BBox.min
    corner.set(bbox.min);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //BBox.max
    corner.set(bbox.max);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //remaining six BBox corners
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
  }
  //compute the smallest enclosing bounding sphere
  mb.build();
  //
  //current camera settings
  //
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var res=''; //initialize result string
  //aperture angle of the virtual camera (perspective projection) *or*
  //orthographic scale (orthographic projection)
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov*180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('\n3Daac=%s,', aac);
  }else{
      camera.viewPlaneSize=2.*mb.radius();
      res+=host.util.printf('\n3Dortho=%s,', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  //camera roll
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('\n3Droll=%s,',roll);
  //target to camera vector
  var c2c=new Vector3();
  c2c.set(camera.position);
  c2c.subtractInPlace(camera.targetPosition);
  c2c.normalize();
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('\n3Dc2c=%s %s %s,', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  //
  //new camera settings
  //
  //bounding sphere centre --> new camera target
  var coo=new Vector3();
  coo.set((mb.center())[0], (mb.center())[1], (mb.center())[2]);
  if(coo.length)
    res+=host.util.printf('\n3Dcoo=%s %s %s,', coo.x, coo.y, coo.z);
  //radius of orbit
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var roo=mb.radius()/ Math.sin(aac * Math.PI/ 360.);
  }else{
    //orthographic projection
    var roo=mb.radius();
  }
  res+=host.util.printf('\n3Droo=%s,', roo);
  //update camera settings in the viewer
  var currol=camera.roll;
  camera.targetPosition.set(coo);
  camera.position.set(coo.add(c2c.scale(roo)));
  camera.roll=currol;
  //determine background colour
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('\n3Dbg=%s %s %s,', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  //determine lighting scheme
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+=host.util.printf('\n3Dlights=%s,', curlights);
  //determine global render mode
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      currender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      currender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      currender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      currender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      currender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      currender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      currender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      currender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      currender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      currender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      currender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      currender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      currender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      currender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(currender!='Solid')
    res+=host.util.printf('\n3Drender=%s,', currender);
  //write result string to the console
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Copy and paste the following text to the\n'+
    '%% option list of \\includemedia!\n%%' + res + '\n');
}

function get3Dview () {
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var coo=camera.targetPosition;
  var c2c=camera.position.subtract(coo);
  var roo=c2c.length;
  c2c.normalize();
  var res='VIEW%=insert optional name here\n';
  if(!(coo.x==0 && coo.y==0 && coo.z==0))
    res+=host.util.printf('  COO=%s %s %s\n', coo.x, coo.y, coo.z);
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('  C2C=%s %s %s\n', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  if(roo > 1e-9)
    res+=host.util.printf('  ROO=%s\n', roo);
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('  ROLL=%s\n', roll);
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov * 180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('  AAC=%s\n', aac);
  }else{
    if(host.util.printf('%.4f', camera.viewPlaneSize)!=1)
      res+=host.util.printf('  ORTHO=%s\n', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('  BGCOLOR=%s %s %s\n', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+='  LIGHTS='+curlights+'\n';
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      defaultrender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      defaultrender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      defaultrender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      defaultrender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      defaultrender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      defaultrender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      defaultrender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      defaultrender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      defaultrender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      defaultrender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      defaultrender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      defaultrender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      defaultrender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(defaultrender!='Solid')
    res+='  RENDERMODE='+defaultrender+'\n';
  for(var i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    var meshUTFName = '';
    for (var j=0; j<mesh.name.length; j++) {
      var theUnicode = mesh.name.charCodeAt(j).toString(16);
      while (theUnicode.length<4) theUnicode = '0' + theUnicode;
      meshUTFName += theUnicode;
    }
    var end=mesh.name.lastIndexOf('.');
    if(end>0) var meshUserName=mesh.name.substr(0,end);
    else var meshUserName=mesh.name;
    respart='  PART='+meshUserName+'\n';
    respart+='    UTF16NAME='+meshUTFName+'\n';
    defaultvals=true;
    if(!mesh.visible){
      respart+='    VISIBLE=false\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(mesh.opacity<1.0){
      respart+='    OPACITY='+mesh.opacity+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    currender=defaultrender;
    switch(mesh.renderMode){
      case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
        currender='BoundingBox';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
        currender='TransparentBoundingBox';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
        currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
      case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
        currender='Vertices';break;
      case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
        currender='ShadedVertices';break;
      case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
        currender='Wireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
        currender='ShadedWireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_SOLID:
        currender='Solid';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
        currender='Transparent';break;
      case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
        currender='SolidWireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
        currender='TransparentWireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
        currender='Illustration';break;
      case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
        currender='SolidOutline';break;
      case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
        currender='ShadedIllustration';break;
      case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
        currender='HiddenWireframe';break;
      //case scene.RENDER_MODE_DEFAULT:
      //  currender='Default';break;
    }
    if(currender!=defaultrender){
      respart+='    RENDERMODE='+currender+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(!mesh.transform.isEqual(origtrans[mesh.name])){
      var lvec=mesh.transform.transformDirection(new Vector3(1,0,0));
      var uvec=mesh.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
      var vvec=mesh.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
      respart+='    TRANSFORM='
               +lvec.x+' '+lvec.y+' '+lvec.z+' '
               +uvec.x+' '+uvec.y+' '+uvec.z+' '
               +vvec.x+' '+vvec.y+' '+vvec.z+' '
               +mesh.transform.translation.x+' '
               +mesh.transform.translation.y+' '
               +mesh.transform.translation.z+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    respart+='  END\n';
    if(!defaultvals) res+=respart;
  }

  //detect existing Clipping Plane (3D Cross Section)
  var clip=null;
  for(i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    if(
       scene.nodes.getByIndex(i).name == '$$$$$$' ||
       scene.nodes.getByIndex(i).name == 'Clipping Plane'
    ) {
      clip=scene.nodes.getByIndex(i);
    }
  }
  if(clip){
    var centre=clip.transform.translation;
    var normal=clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
    res+='  CROSSSECT\n';
    if(!(centre.x==0 && centre.y==0 && centre.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    CENTER=%s %s %s\n', centre.x, centre.y, centre.z);
    if(!(normal.x==1 && normal.y==0 && normal.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    NORMAL=%s %s %s\n', normal.x, normal.y, normal.z);
    res+='  END\n';
  }
  res+='END\n';
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Add the following VIEW section to a file of\n'+
    '%% predefined views (See option "3Dviews"!).\n%%\n' +
    '%% The view may be given a name after VIEW=...\n' +
    '%% (Remove \'%\' in front of \'=\'.)\n%%');
  host.console.println(res + '\n');
}

//add items to 3D context menu
runtime.addCustomMenuItem("dfltview", "Generate Default View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("currview", "Get Current View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);

//menu event handlers
menuEventHandler = new MenuEventHandler();
menuEventHandler.onEvent = function(e) {
  switch(e.menuItemName){
    case "dfltview": calc3Dopts(); break;
    case "currview": get3Dview(); break;
    case "csection":
      addremoveClipPlane(e.menuItemChecked);
      break;
  }
};
runtime.addEventHandler(menuEventHandler);

//global variable taking reference to currently selected mesh node;
var mshSelected=null;
selectionEventHandler=new SelectionEventHandler();
selectionEventHandler.onEvent=function(e){
  if(e.selected && e.node.constructor.name=="Mesh"){
    mshSelected=e.node;
  }else{
    mshSelected=null;
  }
}
runtime.addEventHandler(selectionEventHandler);

cameraEventHandler=new CameraEventHandler();
cameraEventHandler.onEvent=function(e){
  runtime.removeCustomMenuItem("csection");
  runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);
  for(i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    if(
       scene.nodes.getByIndex(i).name == '$$$$$$' ||
       scene.nodes.getByIndex(i).name == 'Clipping Plane'
    ) {
      runtime.removeCustomMenuItem("csection");
      runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 1);
    }
  }
}
runtime.addEventHandler(cameraEventHandler);

//key event handler for moving, spinning and tilting objects
keyEventHandler=new KeyEventHandler();
keyEventHandler.onEvent=function(e){
  var target=null;
  var backtrans=new Matrix4x4();
  if(mshSelected){
    target=mshSelected;
    var trans=target.transform;
    var parent=target.parent;
    while(parent.transform){
      //build local to world transformation matrix
      trans.multiplyInPlace(parent.transform);
      //also build world to local back-transformation matrix
      backtrans.multiplyInPlace(parent.transform.inverse.transpose);
      parent=parent.parent;
    }
    backtrans.transposeInPlace();
  }else{
    try {
      target=scene.nodes.getByName("Clipping Plane");
    }catch(e){
      var ndcnt=scene.nodes.count;
      target=scene.createClippingPlane();
      if(ndcnt!=scene.nodes.count){
        target.remove();
        target=null;
      }
    }
  }
  if(!target) return;
  switch(e.characterCode){
    case 30://tilt up
      tiltTarget(target, -Math.PI/900);
      break;
    case 31://tilt down
      tiltTarget(target, Math.PI/900);
      break;
    case 28://spin right
      spinTarget(target, -Math.PI/900);
      break;
    case 29://spin left
      spinTarget(target, Math.PI/900);
      break;
    case 120: //x
      translateTarget(target, new Vector3(1,0,0), e);
      break;
    case 121: //y
      translateTarget(target, new Vector3(0,1,0), e);
      break;
    case 122: //z
      translateTarget(target, new Vector3(0,0,1), e);
      break;
    case 88: //shift + x
      translateTarget(target, new Vector3(-1,0,0), e);
      break;
    case 89: //shift + y
      translateTarget(target, new Vector3(0,-1,0), e);
      break;
    case 90: //shift + z
      translateTarget(target, new Vector3(0,0,-1), e);
      break;
    case 115: //s
      scaleTarget(target, 1, e);
      break;
    case 83: //shift + s
      scaleTarget(target, -1, e);
      break;
  }
  if(mshSelected)
    target.transform.multiplyInPlace(backtrans);
}
runtime.addEventHandler(keyEventHandler);

function tiltTarget(t,a){
  var centre=new Vector3();
  if(mshSelected) {
    centre.set(t.transform.transformPosition(t.computeBoundingBox().center));
  }else{
    centre.set(t.transform.translation);
  }
  var rotVec=t.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  rotVec.normalize();
  t.transform.translateInPlace(centre.scale(-1));
  t.transform.rotateAboutVectorInPlace(a, rotVec);
  t.transform.translateInPlace(centre);
}

function spinTarget(t,a){
  var centre=new Vector3();
  var rotVec=new Vector3(0,0,1);
  if(mshSelected) {
    centre.set(t.transform.transformPosition(t.computeBoundingBox().center));
    rotVec.set(t.transform.transformDirection(rotVec));
    rotVec.normalize();
  }else{
    centre.set(t.transform.translation);
  }
  t.transform.translateInPlace(centre.scale(-1));
  t.transform.rotateAboutVectorInPlace(a, rotVec);
  t.transform.translateInPlace(centre);
}

//translates object by amount calculated based on Canvas size
function translateTarget(t, d, e){
  var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
  if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
    var scale=Math.tan(cam.fov/2)
              *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }else{
    var scale=cam.viewPlaneSize/2
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }
  t.transform.translateInPlace(d.scale(scale));
}

//scales object by amount calculated based on Canvas size
function scaleTarget(t, d, e){
  if(mshSelected) {
    var bbox=t.computeBoundingBox();
    var diag=new Vector3(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    diag.subtractInPlace(bbox.min);
    var dlen=diag.length;

    var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
    if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
      var scale=Math.tan(cam.fov/2)
                *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
                /dlen
                /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
    }else{
      var scale=cam.viewPlaneSize/2
                /dlen
                /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
    }
    var centre=new Vector3();
    centre.set(t.transform.transformPosition(t.computeBoundingBox().center));
    t.transform.translateInPlace(centre.scale(-1));
    t.transform.scaleInPlace(1+d*scale);
    t.transform.translateInPlace(centre);
  }
}

function addremoveClipPlane(chk) {
  var clip=scene.createClippingPlane();
  if(chk){
    //add Clipping Plane and place its center either into the camera target
    //position or into the centre of the currently selected mesh node
    var centre=new Vector3();
    if(mshSelected){
      //local to parent transformation matrix
      var trans=mshSelected.transform;
      //build local to world transformation matrix by recursively
      //multiplying the parent's transf. matrix on the right
      var parent=mshSelected.parent;
      while(parent.transform){
        trans=trans.multiply(parent.transform);
        parent=parent.parent;
      }
      //get the centre of the mesh (local coordinates)
      centre.set(mshSelected.computeBoundingBox().center);
      //transform the local coordinates to world coords
      centre.set(trans.transformPosition(centre));
      mshSelected=null;
    }else{
      centre.set(scene.cameras.getByIndex(0).targetPosition);
    }
    clip.transform.setView(
      new Vector3(0,0,0), new Vector3(1,0,0), new Vector3(0,1,0));
    clip.transform.translateInPlace(centre);
  }else{
    clip.remove();
  }
}

//function to store current transformation matrix of all mesh nodes in the scene
function getCurTrans() {
  var nc=scene.meshes.count;
  var tA=new Array(nc);
  for(var i=0; i<nc; i++){
    var cm=scene.meshes.getByIndex(i);
    tA[cm.name]=new Matrix4x4(cm.transform);
  }
  return tA;
}

//function to restore transformation matrices given as arg
function restoreTrans(tA) {
  for(var i=0; i<tA.length; i++){
    var msh=scene.meshes.getByIndex(i);
    msh.transform.set(tA[msh.name]);
  }
}

//store original transformation matrix of all mesh nodes in the scene
var origtrans=getCurTrans();

//set initial state of "Cross Section" menu entry
cameraEventHandler.onEvent(1);

//host.console.clear();



// arrays of specially-named sections of the model tree  
var PDObjsArray      = new Array();  
var PDPosArray       = new Array();  
var PDTransformArray = new Array();  
var PDCount = 0;  
var bbnodes = new Array(); // stores the billboard meshes 
var bbtrans = new Array(); // stores the billboard transforms 
var bbcount = 0;           // how many billboard meshes are there? 
  
var zero=new Vector3(0,0,0); 
 
var nodes=scene.nodes; 
var nodescount=nodes.count; 
for(var i=0; i < nodescount; i++) { 
  var node=nodes.getByIndex(i);  
  var name=node.name; 
  if ( name.indexOf("Billboard") > -1 ) {  
        var nodeMatrix = node.transform; 
        var c=nodeMatrix.translation; // position 
        var d=Math.pow(Math.abs(nodeMatrix.determinant),1.0/3.0); // scale 
        bbnodes.push(node); 
        bbtrans.push(Matrix4x4().scale(d,d,d).translate(c)); 
  } 
  if ( name.indexOf("LinePrettyDrawing") > -1 ) {  
    PDObjsArray[PDCount] = node;  
    PDPosArray[PDCount] = node.transform.translation.add(node.computeBoundingBox().center); 	// center position (vector3)  
    PDTransformArray[PDCount] = Matrix4x4(node.transform);  
    PDCount++;  
  }  
  
} 
bbcount=bbnodes.length; 
 
billboardHandler=new RenderEventHandler(); 
billboardHandler.onEvent=function(event) 
{ 
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);  
  var position=camera.position; 
  var direction=position.subtract(camera.targetPosition); 
  var up=camera.up.subtract(position); 
  var T=new Matrix4x4(); 
  T.setView(zero,direction,up); 
 
  for (var j = 0; j < bbcount; j++) { 
    bbnodes[j].transform.set(T.multiply(bbtrans[j])); 
  } 
 
  // Loop through all PDs shifting them slighly towards the camera position.  
  for (j = 0; j < PDCount; j++) {  
    PDObjsArray[j].transform.set(PDTransformArray[j].translate(position.subtract(PDPosArray[j]).scale(0.0001)));  
  }  
  runtime.refresh();  
} 
  
runtime.addEventHandler(billboardHandler);  
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2xy
22+ y?

Priklad 1.28. Vysetfete limity lim  f(x,y), je-li f(z,y) =
(,y)—(0,0)

Reseni. Provedme zUzeni funkce na libovolnou pfimku prochézejici pocatkem y = k x.
Dostaneme systém funkci

2ka® 2k
2(1+ k2 1+k2

hk:(xvy) = f(ZL‘, ]{,‘[E) =

Je to systém konstantnich funkci — naptiklad pro k = 1, tj. pro pfimku y = x dostaneme

212
h1<x7y) = "9, 2 1/17&07

z2 + x2

pro k = %, tj. pro primku y = %m dostaneme

2
T 4
h@y) =512 I = a0
Po kazdé primce tedy vychézi jina limita — zadana limita neexistuje. O

Na zaveér této kapitoly uvedeme véty o funkcich spojitych na uzavienych ohranic¢enych
mnozinach:
Véta 1.29. JestliZe je funkce f spojitd na ohranicené uzaviené mnoziné M, potom
e je na mnozine M ohranicend,
e ma na mnoziné M mazrimum a minimum.

Je-li navic M souvisld, potom pro libovolné body a,b € M, a # b, nabude f kaZdou
hodnotu mezi f(a) a f(b) alespori v jednom bodé mnoZiny M.

1.4 Derivace ve sméru, parcialni derivace

V tomto odstavci si pfipomeneme pojem smérové a parcialni derivace, zavedeny jiz v kurzu
BMAL1, avsak z pohledu linearni algebry, zejména linearnich forem, které nam umozni
logickou ,,vystavbu® vyse uvedenych pojmi véetné nazornych odlisnosti derivace funkci
jedné proménné a derivace funkci vice proménnych.

Definice 1.30. Nechf f : G — R, G C R* a nechf p € G je vnitini bod mnoziny G,
a € V(R*). Existuje-li kone¢na limita

i L2+ 1) — f() |
h—0 h

nazyvame ji derivaci funkce f v bodé p € G podle vektoru a € V(RF) a zna&ime f.(p).
Je-1i vektor a jednotkovy, hovorime o smérove derivaci.
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Smérové derivace f; , fi,,---, [, kde e, ey, ... e jsou vektory standardni baze (tj.

e; = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0),..., e, = (0,...,0,1) ), nazyvame parcidlnimi
derivacemi funkce f.

Smérovou derivaci fg , (j = 1,..., k) nazgvame parcidlni derivaci 1. fddu vzhledem k j-té

soutadnici (k j-té proménné) a znac¢ime % .
J

Poznamka 1.31. V piipadé k = 2, respektive £ = 3, budeme znacit proménné x,y,

respektive x,y, z a parcidlni derivace %, g—i , respektive %, g—i, % .

Y=1Yo

Obr. 1.15: Geometricky vyznam parcidlnich derivaci %(mo, o) a g—i(xg, xo)

Piedpokladejme nyni, ze v bodé p € G existuje smérova derivace f.(p) Va € V(R¥)
a ze zobrazeni F' : a — fl(p) je linedrni formou vektoru a, tedy:
1) F(c-a)=c- F(a), tj. f..(p) = c- fL(p), pro libovolné c € R, a € V(R¥).
2) F(a+b) = F(a)+ F(b), tj. for,(p) = falp) + fi,(p), pro libovolné a,b € V(R¥).
Je zfejmé, ze existuje-li f.(p), pak existuje i f.,(p), c € R a plati f. . (p) = c- fi(p).
Naproti tomu, z existence smérovych derivaci f.(p), fi,(p) obecné neplyne existence
faip(p) a v piipadé, ze fi (p) existuje, nemusi platit

fa®) + fi(p) = farn(®) - (1.7)
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Priklad 1.32. Necht p = (0,0),a = (1,0),b = (0, 1). Uvazujme funkci

=z (@y) #(0,0)
f@) { 6% (x,y) = (0,0)
Pak
£(p) = }lg%f((o,o) +h (hl,O)) £(0,0) I £(h,0) . £(0,0) %E%% L
Podobné ol (01 - -
() = i LQOH1 O SO0y, SO _
00 h hh 2hz2
ﬁMM=£gﬂb)+ m%fﬁw»f&ngﬁﬁ)zgﬁ#—
= 1 o oo, h— 0"
a hlgtl)ﬁ_ —o00, h—0"

Limita a tedy f.,,(p) v bodé p neexistuje.

Piiklad 1.33. Nechf p = (0,0),a = (1,0),b = (0,1). Uvazujme funkci

vy { R (ay) #(0,0)
f(’y)‘{ 0" (e.0) = (0,0).

/ . . . o g
falp) = fim ) = jim h =iy =0
/ . 27—
b(p) = Jim h = Jim = = fimg =0
. f((0,0)+R-((1,0) +(0,1))) — f(0,0) .. f(h,h)
/ _ — —_—
farn(P) = }ILIE}) h n 1%12% h
h2 (h+h)
— lim 2 _lim1=1.
h—0 h h—0

Tedy fan(p) =1# 0= fa(p) + fi(p).

Jestlize vSak f! existuje v jistém okoli U(p) bodu p a je v bodé p spojita a existuje-li
ft.(p), pak existuje i f,_ y(p), piiemz

farn(®) = falp) + fu(p) -

Necht nynia = aie;+- - -+apey, pak F'(a) = a1 F(e1)+- - -+arF(er), tj. fa(p) = =
ZaW%MkWZ(ﬂq%“Wﬂ%»:(é@%“%&@»=<£>,“W%k )
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Definice 1.34. Vektor w = (ﬁ(p),. ﬂ(p)) nazyvame derivaci funkce f v bodé p

Ox1 T Oz

nebo také gradientem funkce f v bodé p a zna¢ime f’(p) nebo gradf(p).

Funkce f mé v bodé p gradient, pravé kdyz funkce F' : a +— f.(p) je linedrni formou
a plati

falp) = a.gradf(p).

Poznamka 1.35. Z existence gradientu funkce f v bodé p, tedy vSech parcialnich derivaci
v bodé p, obecné neplyne spojitost funkce f v bodé p, coz je podstatny rozdil oproti funkci
jedné proménné, kde z existence derivace v libovolném bodé xy € R plynula spojitost
funkce f v bodé xg.

Priklad 1.36. Vypocitejte gradient a spojitost funkce f v pocatku, jestlize

B zzz—ny, (x,y)%(o,())
f(x,y){ 0 (z,y) = (0,0).

ResSeni.
df(0,0 , _ 0,0)+h-(1,0)) — (0,0 ) h,0
prai 200 _ g (g ) =y SO0 00) SO0y, S000)
df(0,0 , ) 0,0)+h-(0,1)) — (0,0 ) 0,h
pooine. L0 _ 1 0,0)— pyy (OO 101 = 0.0, S01)

Tedy parcilni derivace v bodé (0,0) existuji a plati  gradf(0,0) = (0,0).

Nyni vySetfime spojitost funkce f v bodé (0,0), ukdzeme, Ze f v poc¢atku neni spojita.
K tomu stac¢i ukézat, ze nékteré jeji ztzeni (restrikce) na mnozinu obsahujici pocatek
neni v pocatku spojita.

Necht h je zizeni funkce f na mnozinu M = {(z,y) € R?*: y = kx, k # 0}, coz je
svazek pfimek prochazejicich poc¢atkem (h = f|ar). Tedy

kx? ok

Vidime, Ze limita zzeni h(x) pro x — 0 zavisi na konstanté k, tedy napiiklad pro
k =1k =2, tedy ptfimky y = x,y = 2z, dostavame dva rtizné vysledky:
k=1: limh(z)=
z—0
k=2: limh(z)=
z—0

GUDN N[

Odtud plyne, ze limita funkce f v pocatku neexistuje, tedy f neni v pocatku spojita,
pricemz parcialni derivace v pocatku existuji. O

Tedy existence parcialnich derivaci funkce f v bodé p je pomérné slabym predpokladem
o chovani funkce v bodé p. Je patrné, ze samotnd existence parcialnich derivaci ve smyslu
vyse uvedené definice neni vhodnym zobecnénim pojmu diferencovatelnosti funkce jedné
proménné na piipad funkce vice proménnych.

Jedingm vhodnym zobecnénim je pojem diferencovatelnosti, tak jak jej nyni budeme
definovat:
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Definice 1.37. Rekneme, 7e funkce f : G — R definovand v oteviené mnozine G C R¥
je diferencovatelnd (mé diferencidl) v bodé p € G, existuje-li gradf(p) a plati-li

lig L@ +3) — f(p) —gradf(p) .a

a—o |a|

=0.

Lineéarni formu
F(a) = fy(p) = gradf(p) . a

nazveme diferencidlem (totalnim diferencidlem) funkce f v bodé p a zna¢ime df(p,a).
Plati tedy

df(p,a) =gradf(p).a

Je-li p=(xy1,...,2), a=(ay,...,a), pak

0 0 0
e = (320 L0 o) ) -
0 0
= 31{1() 1—1—8—;;(]9)'&2—1—' +a—xfk(p)'ak
nebo v tradicnim tvaru
0 0 0
Af(p.2) = 22 o+ 20 oot 4 7L )i

Piiklad 1.38. Vypoctéte diferencial funkce f(x,y) = Iny/2? + 32 v bodé
p=(z,y) # (0,0).

of x of
Reseni. Plati %( p) = TR o EiE
af af x Y
T - J . = )
edy df(p,a) 8x(p) dz + E)y( p)-dy = P dx + N dy O

Také u funkce vice proménnych vyjadiuje diferencidl lineadrni ¢ast prirtistku funkce
vzhledem k pfiristkovému vektoru z —p. V pfipadé f = f(z,y), funkce dvou proménnych,
dostaneme pomoci diferencidlu rovnici tecné roviny v bodé [z, yo):

i 2= Flao, o) = (00 (:9)) = 5 o) (& = 20) + 5 (20, 0) (0 = o).

neboli of of
p: %(Ig,yo) (x —x0) + a—y($07iyo) (v — %) — (2 = f(zo,50)) = 0,

coz je obecna rovnice te¢né roviny. Z tohoto tvaru rovnice vidime, ze normalovy vektor
k tecné roviné a tedy i ke grafu funkce f v bodé [z, yo, f(z0, yo)] mé tvar

<g£ (70, %0), gg (w0, v0), —1>
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a normdla ke grafu funkce f v tomto bodé méa rovnice

T—%o Y~ :Z—f(xo,yo)
g—i(l’o,yo) g—i(%,yo) -1

Umime tedy najit tecnou rovinu k plose, ktera je grafem néjaké funkce dvou proménnych;
muze se stat, ze plochu nemizeme chéapat jako graf funkce (napf. kulovou plochu). Uké-
zeme si, jak lze postupovat v takovém pripadé.

Uvazujme plochu o rovnici f(z,y,2) = 0 a na ni bod p = [z, ¥o, 20] (napf. elipsoid
22 +2y% + 322 — 6 = 0 s bodem p = [1,1,1]); mame najit rovnici te¢né roviny k za-
dané plose v zadaném bodé. V nékterych piipadech je mozné chapat ¢ast této plochy
kde lezi zadany bod jako graf jisté funkce (v pfipadé uvazovaného elipsoidu by to byla
funkce z = f(z,y) = % 6 — 22 — 2y?) a pouzit pfislusny vzorec, vypocet by vSak byl
dosti komplikovany, navic existuji pfipady, kdy takto postupovat nelze (napf. pro plochu
o rovnici xe¥ +ye® + ze* —3e =0 a bod [1,1,1]). UkdZeme si jiny postup:

Rovnici f(z,y,2) = 0 mizeme chépat jako nulovou hladinu funkce t¥i proménnych
f(z,y,2) (je to prostorova analogie vrstevnice funkce dvou proménnych). Vime, Ze gra-
dient funkce f v bodé na hladiné mé smér kolmy na tuto hladinu (je to, jak vime, smér
nejrychlejsiho rastu funkce) — je to tedy normaélovy vektor této hladiny v prislusném
bodé, tedy i norméalovy vektor hledané tecné roviny. Jeho slozky budou tedy koeficienty

u jednotlivych proménnych v rovnici hledané te¢né roviny, ktera bude mit tvar:

%(p)x + %(p)y + %(p)z +d=0.

Absolutni ¢len d pak urcime z podminky, Ze zadany bod na této roviné lezi.
Priklad 1.39. Méame najit rovnice tecné roviny ploch danych rovnicemi f(z,y,z) = 0
v bodé p = [1,1,1], je-li

a) f(xr,y,2) =%+ 2y* + 322 — 6, b) f(z,y,2) = xe¥ + ye* + ze® — 3e.
Reseni. a) grad f = (2z,4y,6z) a grad f(p) = (2,4, 6). Tena rovina mé tedy tvar
r4+2y+32+d=0,kded=—(x+2y+32)p1y=-6 = p: v+2y+32-6=0.

b) grad £(z,, 2) = (e¥ + 267, we¥ + &%, ye* + %), grad (p) = (2e, 2e, 2e),

r+y+z2+d=0, d=—-(r+y+2)p1y=-3 = p:x+y+2—-3=0.
]

Poznamka 1.40. Poznamenejme, Ze rovnici teéné roviny k plose o rovnici f(x,y,z) =0
v bodé p = [p1, p2, p3] lezicim na této plose muzeme napsat ve tvaru (z—p)-grad f(p) = 0,
neboli

) 0 0
p: a—i(pl,pz,ps)(w —p1) + a—]yc(pl,pz,m)(y —p2) + a—ﬁ(php%pf%)(z —ps) =0
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— vektor s koncovym bodem v libovolném bodé tecné roviny a pocatecnim v bodé dotyku
(tedy lezici v te¢né roving) je kolmy na gradient funkce, jejiz hladinou je rovnice dané
plochy.

Velice diilezita vlastnost diferencovatelnych funkei je, ze je-li funkce f diferencovatelna
v bodé p € G C R¥, pak je jiz v bodé p spojita.

Definice 1.41. Rekneme, Ze funkce f je diferencovatelnd na oteviené mnoziné G C R¥,
je-li diferencovatelnd v kazdém bodé p € G.

Rekneme, Ze funkce f je t9dy Cy na oteviené mnoziné G C R*, existuje-li na G gradient
funkce f a je spojity, piseme f € Ci(G).

Véta 1.42. Plati: f € C1(G) = [ je diferencovatelnd na G = f je spojitd na G.

Definice 1.43. UvaZujme nyni funkci f : G — R, G C R, kterd ma v n&jakém okoli
v . . . . % v , . /

bodu p € G smérovou derivaci f,. Pak existuje v bodé p smérova derivace (fy),, (p) funkce

fi ve sméru vektoru b, kterou nazveme smeérovou derivaci druhého rddu v bodé p ve sméru

vektord a, b a znacime f;},(p).

Obecné indukci definujeme smérovou derivace n-tého radu:

fm) _ (f(n—l) )’
ui,usg,..., Uy ug,uz,. U1/,

Smeérové derivace n-tého radu ve smeéru vektort standardni baze ey, es, ..., e tj. smérové
derivace
f(n)
€y 1€’
kde (j1,72,.-.,7n) je libovolnd permutace s opakovanim mnoziny indexi (1,2,...,n),

nazyvame parcialnimi derivacemsi n-tého 7ddu funkce f a budeme znacit

o f
- D
! . ’ ’ <z ’ . 7 v 7 2
Necht f : G — R, G C R je funkce, kterd mé parcialni derivace druhého fadu %, kde
10T
o2f ;2 b .
Burow; Dazyvame smisenymi parcidlnimi

i#j,i,7 € {1,2,...,k}, pak pfislusné derivace
derivacemi druhého Tadu.

Poznamka 1.44. Existuji-li smiSené parcialni derivace aiyxj (p), 82'25137; (p), nemusi platit
rovnost

P )= 2T )

Priklad 1.45. Uvazujme funkci

fz,y) :{ vy =z (2,y) #(0,0)
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V libovolném bodé rizném od pocatku plati

g_ _<x2—y2+ Ax2y? ) g_x.(xz_yz Az2y? )

or 22+ 92 (22 + 9y2)2 Oy

V pocatku pak plati

200 = h ST O
podobné 2—5(0, 0)=0.
Nyni spocteme smisené parcialni derivace v pocatku:
Pf 5:((0,0) + h-(0,1)) — 5£(0,0) _ . 5 0,h) b =P
0x 0y h—0 h h—0  h h=0 h — ——
0 0 0
#f _ 500 +h-1,0)-500 5" o h_.
Oyox h—0 h h=0  h h—0h T

Tedy smisené derivace se v pocatku nerovnaji.

Existuji-li vSak smiSené derivace 81‘?_28’;_ (p) , 85_2(,;;, (p), 1 #J,1,7 €{1,2,...,k}, a jsou
1O j 7 7
spojité na G, pak plati
0 f 0*f

Definice 1.46. Rekneme, Ze funkce f je tiidy Cy na oteviené mnoziné G C R*, ma-li f
na GG spojité parcidlni derivace n-tého fadu, pisSeme f € C,(G).

Definice 1.47. Necht ¥ = (¥,,...,¥,): G — R", G C R¥, pak vektor

, . Yp+h-u)—Y(p
W, ) = lim T V)

nazveme smérovou derivaci zobrazeni v bodé p € G ve sméru vektoru u € V(R*), (ju| =
=1).

Smeérové derivace \I’;j (p) nazyvame parcidlnimi derivacemi zobrazeni ¥ podle j-té pro-
ménné.

Poznamka 1.48. Plati, Ze derivace ¥ (p) existuje pravé tehdy, kdyz existuji derivace
vSech souradnic v bodé€ p ve sméru u, tj.

UL(p) = ((T1)u(p), -, (n)u(p))

Prostfednictvim soufadnic zobrazeni lze analogicky zavést pojem diferencovatelnosti
zobrazeni.
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Definice 1.49. Uvazujme nyni zobrazeni ¥ : G — R" diferencovatelné na oteviené
mnoziné G C R¥, pak pro kazdé u = (uq, ..., u;) € V(RF) plati:

= ((Wy).,. .. ) )= (grad¥;.u,...,grad¥, .u) =
8\111 1 ( ) ov,, ov,, ( )
8,151 T 1 y Wk ) ) 8.7)1 ) ) axk 1, s Wk
Ory Oz Ozy, U
b 0%y 0¥y . OV g
. ox1 Oxa oxy, . —
; e Z 8% " S : :
Wy 0y, Oy Uy,
Oxry Oz Ozy,

Matici ¥’ nazyvame Jacobiovou matici nebo derivaci zobrazeni ¥ na G. Je-li k = n, pak
determinant Jacobiovy matice nazyvame jakobianem zobrazeni W a znac¢ime DW

Uvedené pojmy budou hrat dulezitou roli pfi formulovani véty o substituci v n-
rozmérném integralu.

Priklad 1.50. Spoditejte Jakobidn zobrazeni ¥ = (U, ¥y, ¥3) : R? — R3,

W (z,y,2)= (xyz,x2 +y? T+ z).

~

Reseni. V naSem piipadé

\Ijl(w7 Y, Z) = TYyz

\112(m7y72) = ‘IQ + y2

Us(z,y,2) = z+z2,

tj. Jacobiova matice mé tvar

ov; 0¥y 0v;

I | 9%2 9% 9%y | _
v = | 7 oy = | = 12 2y O
oV ¥y OV 1 0 1

ox oy 0z

Jacobian DW je pak tvaru

yz T2 TY
DW= |22 2y 0]|=2y*z — 2y — 22%2.
1 0 1
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1.5 Diferencialy vyssich radu. Taylorova véta

Definice 1.51. Je-li f: A — R t¥idy C,,, pak pro libovolné p € A a k < m funkci, ktera
kazdému vektoru h = (hy,. .., h,) pfifadi k-tou derivaci funkce f podle vektoru h, tedy
funkci

) d\"
nazyvame diferencidlem k-tého tddu funkce f v bodé p. Misto d* f(p, h) nékdy piSeme jen

d*f(p).

Naptiklad pro funkci t¥i proménnych méa druhy diferencial pro obecny prirtastkovy
vektor h = (dz, dy, dz) nésledujici tvar:
_of

~ 02

32
(p) da? + 22 ?) dy® + a—zjs(p) dz® +2

0 f
0x 0y

d*f(p) (p) dz dy+

0 f 0% f
2
0x0z (p)dwdz + Yoz

Druhy diferencial byva vyhodné zapisovat v nasledujicim maticovém tvaru:

+2

(p) dy dz.

_ofr _f . 9
Ox10x1 83:]28:22 O0x10xn dxl
T . i dis

d2f — (dx]_, dxz, o ,dxn) d:ﬁg'ail:l d;tz.axz ' 8$2'dxn
0%f orf ... _Of dz,

O0xn0x1 O0xn0xo 0T O0Tn

I v pripadé funkci vice proménnych byva vyhodné nahradit funkci v okoli néjakého
bodu polynomem — stejné jako v ptipadé jedné proménné k tomu slouzi Taylortv polynom:

Definice 1.52. Ma-li funkce f spojité parcidlni derivace az do fadu k na okoli U(p) bodu
p, potom Taylorovym polynomem funkce f v bodé p nazyvame polynom

T(z) = f(p) +%df(p,x —p) +%d2f(p,x—p) +---+%dkf(p,:r—p).

Priklad 1.53. Pro funkci dvou proménnych f(z,y) a obecny piirtstkovy vektor h = = —
—p = (x1 — p1, 22 — p2) ma Tayloriv polynom druhého stupné nasledujici tvar:

1 1

Ti(x1,22) = f(p1,p2) + 1 <§—xfl(p17p2) (21— p1) + 3—51(1717]72) (2 —p2)) + o

2 2 ?
: <g—;§(])1,p2) (x1 — p1)2 + 28518];2 (p1,p2) (1 — p1) (22 — p2) + g—é(pbpz) (22 — p2)2> :
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Véta 1.54 (Taylorova). Ma-li funkce f spojité parcidlni derivace aZ do Tadu k + 1 na
okoli U(p) bodu p, potom pro x =p+h € U(p) plati f(z) = Ti(x) + Rps1(2), t.

Fp-+B) = () + 5 () o BT, ) + -+ P B) + R (2,
1

kde Ryp1 = CES]

d*Vf(p+¢chh), a & jejisté islo z intervalu (0,1).

Priklad 1.55. Mame odhadnout chybu, které se dopustime pii vypoc¢tu hodnoty
1,94% . €%!2 pomoci Taylorova polynomu 1. stupné (tedy pomoci diferencidlu).

Reseni. Hledané ¢islo je hodnota funkce f(z,y) = 2%e¥ pro x = (1,94; 0,12) a tento bod
je blizky bodu (2,0); polozime tedy p = (2,0), h = (dz, dy) = (—0,06; 0,12). Pocitejme

potiebné parcialni derivace:

of af _ of of

— =2r¢e’ — = v —(2,0) =4 —(2,0) =4.

827 T e ) ay xe ) ax( 70) Y ay( 70)
Tedy pro funkéni hodnotu ptiblizné plati:

f(z) = f(p) + g dz + a_g y; 1942912 =44 4. (—0,06) +4-0,12 = 4,24,
Nyni odhadneme chybu. Druhy diferencial funkce f(z,y) = z%¢¥ m4 tvar
f 2,2 2f 52f 2
d? 5 dz d dy + —= dy” =

= 2e¥ da? + 4xe? dz dy + x%e¥ dy?.

Pro zbytek Ry v Taylorové vété plati Ry = %dzf(p + &h, h), takze pro x = p + £h, tj.
x=2-0,06¢&, y=0,12¢ dostaneme

1
RQ = 5 (O,OO7260712§ — 0,0288 (2 — 07065)80’125 + 0’0144 (2 . 0,065)260’12§> _

— 0,00366%12¢ (1 —0,24€ +0,0072 52).

Ry, mtzeme chépat jako funkei jedné proménné &, kde £ € (0,1); mame tedy najit
ohraniceni jejiho oboru hodnot. Plati

|Ry| = |0,0036e%1%¢(1 — 0,24 £ 40,0072 £2)| < 0,0036 %% - 1 < 0,0036 - 2 = 0,0072.

Odhad jsme provedli takto: vyraz méa tvar konstanta krat soucin dvou funkci. Prvni —
exponenciala — je vSude rostouci, tedy na intervalu (0,1) méa hodnoty mensi nez je jeji
hodnota v ¢ = 1. Druha funkce (v zévorce) je na intervalu (0, 1) klesajici (mé zde zapornou
prvni derivaci), tedy zde mé vSechny hodnoty mensi nez je jeji hodnota v £ = 0. (Ponékud
komplikovanéjsim vypoctem se da zjistit, Ze cely vyraz je na intervalu (0,1) klesajici
funkci, tedy odhad mtzeme zpiesnit tak, ze za horni odhad chyby vezmeme hodnotu
celého vyrazu pro £ = 0 — tedy |Rs| < 0,0036.)
Vidime, 7e chyba je aZ na tietim desetinném misté (na kalkulacce 1,942 - %12 = 4,2434).
O
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Priklad 1.56. Aproximujme funkei f(z,y) = % v okoli bodu p = (0,0) polynomem

druhého stupné.

~

Reseni. Funkci rozvineme do Taylorova polynomu. Potfebné parcialni derivace jsou:

df  sinz of e df cosz siny of o
or  cosy’ ox (0,0) = 0; oy  cosly oy (0,0) =0;
o0 f cos o0 f o0 f sinz siny  0%f
) 4 - _1: — _ —0-
Ox? cosy’ Ox? (0,0) " 0x0y cos’y 7 0xdy (0,0) =0;
0?f  cosx (1 +sin’y) O*f
o2 cos®y T Oy? (0,0)=1.

Odtud

fe) = 100+ 3 (o0 w-0+ 00 6-0)+

1 [(0*f ) 02 f 9 f 2
+5 (a 7(0,0)(z = 0) +2axay<o,0)(x—o)(y—0) ay2(0 ,0) (y - 0) )
o cosx 1, 5
=1+ (y"—27)
cosy

1.6 Vektorova analyza

Uvazujme nyni otevienou mnozinu G C R? a funkci f : G — R, f € C1(G). Oznacime-li
i, j, k vektory standardni baze prostoru V(R?), pak plati pro bod p € G

wadf ) = (0 L. Fw) =i+ 55 L

or y 0z
Jestlize f : G — R je skalarni pole tiidy C; na G, pak zobrazeni gradf : G — V(R3) je
vektorové pole definované na G.
Necht f,g: G — R, f,g € C1(G), o € R, pak plati:
1) grad(f + g) = gradf + gradg
2) grad(a - f) = a - grad f
3) grad(f - g) = [ - gradg + g - grad f

Definice 1.57. Necht G C R? je oteviend mnoZina, F = (Fy, By, F3) : G — V(R3) vek-

torové pole, ﬁ € C1(Q). Divergenci pole ﬁ nazyvame funkci leF G — R definovanou

predpisem
oF, 0F, OF:
divF = 21 22 00

dy 0z
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Necht ?,ﬁ : G — V(R3?) jsou vektorova pole t¥idy C; na G, a € R, f : G - R
funkce t¥idy C} na G, pak plati:

1) div(ﬁ + ﬁ) — divF + divH

2) div(a - ?) — o divF

3) div(f-F) = f-divF + F .gradf
Ukazme si naptiklad platnost identity 3):

Oznac¢me L, resp. P, levou, resp. pravou stranu identity. Pak f-? = (f-F1, [-Fy, f-F3)
a plati

L:div(f-f)):div(f.be.F%f.Fg):a(f'Fl) +(9(f~F2) Jr8(f~F3) _

ox Jy 0z
_of oFy  Of oFy, of OF3
Oz g 8x+8y R 8y+0z Fs+f dz
B oF, 0F, O0F;3 of of Of B
=f (8m+6y+8z)+(8x+8y+62 . (F1, Fy, F3) =

:f-divﬁ+gradf.ﬁ:P.
Identita je dokazana.
Divergenci vektorového pole lze definovat obecné v R™:

Definice 1.58. Necht ? = (F,...,F,) :G— V(R"), G CR" je vektorové pole tiidy
C} na G, pak definujeme divergenci

divﬁ = @ + OF, . OF,

011 8_x2+” oz,

Definice 1.59. Necht F — (F1, By, F3) : G — V(R3), G C R3, je vektorové pole tiidy C}
na oteviené mnoziné G. Rotaci vektorového pole ﬁ nazyvame vektorové pole definované

predpisem
_ [(O0Fy  OFy\, 0F, 0Fs\ . 0F, 0F
rOtﬁ_(ﬁy 82>1+<8z 6x)‘]+<8x 8y>k

Poznamka 1.60. Rotaci vektorového pole lze prehledné napsat pomoci symbolického
determinantu tfetiho fadu

i j k
otF = | 2 2 2|,
Fy, F, F3

kde kazdy soucin, napf. i ((%) F3, chapeme jako parcialni derivaci nasobenou vektorem

standardni baze, tedy 88—123 i.

vz

Vyhodnéjsi je vSak pocitat rotaci vektorového pole ﬁ rozvojem vysSe uvedeného de-
terminantu podle prvniho fadku, viz nasledujici priklad.
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Priklad 1.61. Vypoctéte rotaci vektorového pole ﬁ = (zyz,x +y + z,22%).

Reseni.
i j k
ﬁ o '39 o | . (0(xz*) Ox+y+=z)
rot = Dz 8_y 92 | — 1- ay — 82 —

ryz T+y+z w2’

. ((9(1’22) 8(xyz)) e (8($ +y+2) 0(:63/2))

ox dy

ox 0z

= i-(0-1)—-j-F—ay)+k-(1—-22)=(-1l,2y —2*,1 — x2).

[]

Necht ﬁ, ﬁ : G — V(R?), G C R3, jsou vektorové pole t¥idy C) na oteviené mnozing
G, f : G — R funkce t¥idy C na G, pak plati:

1 rot(ﬁ + ﬁ) — ot F + rotH
2) rot(f - ﬁ) = f-rotﬁ—I— (gradf) x H

)

)
3) div(ﬁ X ﬁ) —H.rotF — F .rotH
4) rot gradf = o
5) div rot F = 0

) o*f 0*f  O°f

6) div gradf = 97 + 3y + 9.2

V tvrzenich 4), 5), 6) je t¥eba, aby f, ﬁ € Cy5(G).

Ukazme si napiiklad platnost identity 2):
f'ﬁ = (f-Hy, f-Hy, f- Hs) aplati

i j
L = rot(f - ﬁ) | 2 8% Z ;. (3(fa'yH3) B 8(fa'ZH2)> _

f-Hy f-Hy f-H;

_j. (8(f-H3) a(f'Hl)) k. (8(f-H2) B 3(f'H1))

ox 0z ox dy
. (of OHy of ., OHy\ . (9f OH;
-t (@_ Bvf-5r—5. 215 ) . (a s+ /-5,
of o, of OH, Of OH,

SN & S il k-(2L.H 2 g . L) =
9z ! / 8z)+ <8x 2+ f or oy ! / 8y)

B .(0H; 0H, .(0H; OH; 0H, 0OH;
=/ (1(8y_82)_J(8x_82>+k(8x_8y))+
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. (0f of . (0f of of of o\
_H.(a_y.[—]g_%.]—b) _J.(%.Hg_a.]—jl)+k.(%.Hz_a_y.]—[l)_

k| |i § k
0| oL 2L o\ _ ¢ ot H 4 (gradf) x H = P.

J

2]
_f ox 8_y 0z + ox dy 0z
H, Hy H; H, H, H;

Identita je dokazana.

Definice 1.62. Necht nyni F = (F, F) : G — V(R?), G C R? je tfidy C; na oteviené
mnoziné G. Rotaci rovinného pole F nazyvame skalarni pole

COF,  OF
I'Otﬁ = % — a_y .

V aplikacich se pouziva operdtor V (¢teme ,nabla“), zavedeny anglickym matemati-
kem W. R. Hamiltonem:

o o0 0 o, 0. 0
V= (Ga ) " w

pomoci néhoz lze gradf, div?, rot? formalné zapsat:

V teorii parcialnich diferencidlnich rovnic se setkavame s Laplaceovym operdtorem A
definovanym predpisem
*f  0f  f

Af =div gradf = 92 + Iy + 522"

Plati tedy A = V.V (,skalarni sou¢in nabla operatora“).

Samoziejmé analogickym zptisobem jako u zavedeni divf> v R™ mizeme v R" zavést
nabla operator V i Laplacetv operator A.

Maplety
Odkaz na maplety k procviceni diferencidlniho poc¢tu funkce vice proménnych:

1. parcialni derivace,
2. vypocet tecné roviny,

3. gradient funkce.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/parcialniDerivace.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/tecnaRovina.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/gradient_nehotove.html
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Cvicdeni

1. Vypocitejte nasledujici limity:

. 2 . 1-/(@@-2)(y+1)+1
a lim Y , b lim
) () —(1,3) 4% —y ) (2.9)—>(2,-1) (z=2)y+1)
cos TY d T 1 .1 Nosiaglp
) ()~ (w1 y° + 1 ) (x,y)i%,—n( st )T
; drz . e2(@+y—2) _ 1
| f | T R
°) (@0,2)(1,02) J° + 22 (@) (1,10) €TV 7 — 1
32
2. Ukazte, Ze neexistuje limita ~ lim ——— .
(z,y)—(0,0) ° + y
3. Zjistéte body nespojitosti nasledujicich funkci:
2243y + 5 S (2,y) #(0,0)
a x, =" — b T, — x2—y2 ) 5
) f(z,y) L ) f(z,y) 0 (z.4) = (0.0)

)

4. Vypoctéte derivaci funkce f: G — R, G C R" v bodé p € G podle vektoru u € V(R"), kdyz

a) f(z,y) =Y, p=(1,0), u=(1,1)
b) f(x,y.2) = 2% +y? + 25 — 3ayz, p=(1,0,1), u= (2,21

5. Zjistéte, zda existuje parcialni derivace %(0, 0) funkce f zadané predpisem

2zy (e
f(z,y) z{ 662#13//27 Emz; i (0,0)

6. Najdéte prirtistek funkce (diferenci) Af a diferencial df funkce f(x,y) = 42% + 22y — 3% + 2,

jestlize z bodu p = (3, —1) pfejdeme do bodu = = (—1,2).

7. Vyjadriete diferencial funkce f v bodé p = (z,y) # (0,0) resp. p = (z,y,2) # (0,0,0), je-li

f(z,y) resp. f(x,y, z) rovno:

a) 2% —2xy+y? b) Iny/z2+ 32, c) arctg%,

d) Va?+y?+y2, e) e cosb¥, f) 3a¥2.

8. Vypoctéte Jacobiovu matici zobrazeni

a) U = (U1, T3) : R® = R?, ¥(z,y,2) = (2°yz, ysin(z + 2))

b) ¥ = (\Illa\I/Z):G—)Rgv G= {(CL’,y) €R2Z$7ﬁ0,y7§0}, ‘I’(.I,y) = (%,%,xy)

9. Najdéte d®f(X) pro h = (dz,dy,dz), je-li f(x,y,z) rovno
a) ryz, b) sin(z? + y?), c) In(a®y¥ z%).
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10. Najdéte Tayloruv polynom funkce f v bodé p pro dané n:
a) f(z,y) =32 —2zy+y* —20-3y+1, p=(1,2), n=3,
b) f(w,y) =2 +y° =22y, p=(1,1), n=2n=3

11. Najdéte Taylortav polynom funkce f v bodé p = (0,0) pro dané n:

_ 1 _
a) f(x,y)—ma n=2,
b)  f(z,y) = cos(a? +y?), n =25,
c) f(z,y)=e"siny, n=3,

d) f(z,y)=In(1—2z)In(1-y), n=3.

12. Najdéte Tayloriv polynom tfetiho stupné funkce f(z,y,z) = sinz siny sinz v bodé p =
T T ﬂ').

:(1’174

13. Nahradte funkci f(z,y) = a¥ v okoli bodu p = (1,1) polynomem tfetiho stupné. Pomoci
tohoto polynomu urcete piiblizné (1,1)1:02,

14. Vypoditejte divergenci vektorovych poli ? :R3 — V(R3):
a) ﬁ(:):, y,2) = xyzi+ 2z + 3y + 2)j + (22 + y?)k
b) ?(m, y,2) = 622y — 23 + yz — 5)i+ (da®y + 22 + 2)j + (zy — 3222 — 3)k

15. Necht f,g: G — R, G C R3, vypocitejte a) div (f gradf) a b) div(fgradg).

16. Vypocitejte rotaci vektorového pole ﬁ:
a) ﬁ(w, y,2) = y*zi+ 22xj+ 2%yk
b) F(z,y,2) = ayzi+ (22 + 3y — 2)j + (a2 + y2)k

17. Dokazte, Ze pro vektorové pole ﬁ = (F}, Fy, F3) plati

rot (rot?) = grad (div?) — A?, kde A? =AFRi+ AFRj+ AFsk.

Vysledky

1. a

o
= O

@]
D=

(o}

@
N @
N

)
)
)
)
)
f) e? +1

2. Provedte zuzeni funkce na pfimky prochézejici poc¢atkem y = k x.
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3. a

@

)
b) vSude SpOJlta
4. a) f1(1,0)=0
b) f1(1,0,1) =
f

2
5. 82:83/ (0,0) neexistuje.
6. Af =-33, df = —
7.
r 2xyz 2z z%y
8 a)¥= (y cos(z + z) sin(x +z) ycos(x + 2)

9. a)6drdydz
b) —12sin(2? + y?)(z dz + y dy)(da? + dy?) — 8 cos(z? + y?)(z dz + y dy)3
c) —x—lzda:?’ - y%dy?) — Z%dz?’

10. a) 2—-y+(y—2)2-2(z—1)(y—2)+3(x—1)?
b)y—2+2+3x—-1)2+3y—-1)2 -2y —1),y—2+2+3@x—-1)2+3@y—1)% -
=2z -1y -1+ (@-1)°+(y-1)°

11. a) 1+y+x+x2+aﬁy+y2

b) 1-— 1 xt — y2a? %y‘l
c) y—l—xy—gy + 122y
d) :Uy—l—%xy2+ %mQy
12. 20+ D+ PH- - }e- D= D= G- He-D- 31+
~D6-1- - D e Db DD e D=1 b P Do
SDu-HetDe-re-niiEl - Yu-ne-to- e -fu- -9

4
3.1+ (-1 +(z-1)(y—1)+3@x—1)>%*y—1),
14+0,1+0,1-0,02+0,5-0,01-0,02=1,1021

4. a) divF =yz+3
b) divF = 12242 + 4% — 612

15. a) div(fgradf) = |gradf|> + f - Af
b) div (f grad g) = gradf .gradg + f - Ag
16. rot? (22 — 222)i+ (y? — 22y)j + (22 — 2y2)k
rotf> Qy+1)i+ (zy—22)j+ (2—2z2)k
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2 Extrémy funkce vice proménnych

2.1 Lokalni extrémy funkce vice proménnych

Definice 2.1. Rekneme, 7e funkce f : A — R, A C R®” ma v bodé p € A lokdini
mazximum (resp. minimum), jestlize existuje okoli Us(p) tak, ze plati

Vo € Ps(p) . f(z) < f(p) (resp. f(z) = f(p)).

V ptipadé, Ze plati ostré nerovnosti, fikdme, Ze lokdlni maximum (minimum) je ostré.
Lokalni maximum a minimum se nazyva spoleénym pojmem lokdlni extrém.

Pod pojmem lokalni extrém budeme nadale rozumét ostré lokalni extrémy, v pripadé
neostrych extrémi na to upozornime.
2.1.1 Nutna podminka pro extrém

Véta 2.2. (Fermatova) Necht f : A — R je hladkd na néjakém okoli Us(p) bodu p
a necht md funkce f v bodé p lokdlni extrém. Pak plati:

gradf(p) = f'(p) = 0.

2.1.2 Postacujici podminka pro extrém

Definice 2.3. Plati-li v bodé p vztah gradf(p) = 0, fikdme, Ze p je staciondrni bod
funkce f. Stacionarni bod, ve kterém extrém nenastane, se nazyva sedlovy bod.

Véta 2.4. Necht p je staciondrnim bodem funkce f : A — R. Pak plati-li pro kaZdy
nenulovy prirustkovy vektor h

1) @ f(p,h) > 0, je v bodé a lokdlni minimum,

2) d*f(p,h) < 0, je v bod¢ a lokdini mazimum,
3) d*>f(p,h) >0, extrém v bodé a miZe a nemusi nastat,
4) d®f(p,h) <0, extrém v bodé a miZe a nemusi nastat.

Jestlize pro nékteré h je d*f(p,h) > 0 a pro jiné h je d*f(p,h) < 0, extrém nenastane.
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Poznamka 2.5. Druhy diferencial miizeme napsat ve tvaru d?f(p,h) = h”- f”(p)-h. Na-
priklad pro funkci f t¥i proménnych se spojitymi parcidlnimi derivacemi alespon druhého
fadu muzeme druhy diferencial napsat ve tvaru

2% f of o*f

Erel oxdy 0xdz dx
2 22f  9%f 22 f
df =ldv.dy.d2]- | 54 57 was || W
92f  92f  9f dz

dzdz Oydz 022

Ozna¢me determinant matice f” jako D, a jeho subdeterminanty obsahujici prvnich k
radkl a sloupcii tohoto determinantu jako Dy, je tedy

o 5 o
x x "
L A A
oydxr  Oy?

Pomoci téchto determinanti mtuzeme obvykle rozhodnout, zda ve stacionarnim bodé na-
stane extrém a jaky:

Véta 2.6. (Sylvestrovo kriterium) Necht f je funkce n proménngch a bod p € R" je
stactondrnim bodem funkce f.

e Jsou-li v bodé p subdeterminanty Dy, Do, ..., D, matice f" vSechny kladné, mda
funkce f v bodé p lokdlni minimum.

e Jsou-li v bodé p subdeterminanty D1, Ds, ... zdporné a subdeterminanty Do, Dy, . . .
kladné (tedy jsou stridavé zdporné a kladné s Dy zdpornym), md funkce f v bodé
p lokalni maximum.

o Je-li néektery subdeterminant se sudym indexem v bode p zaporny, potom v bodé p
extrém menastane.

o Je-li néktery subdeterminant s lichym indexem kladny a jing zdporny, extrém ne-
nastane.

Je-li néktery subdeterminant v bodé p roven nule a predchozi dvé podminky extrém
nevyloucily, nelze pomoci tohoto kriteria o existenci extrému rozhodnout.

Priklad 2.7. Vysetiete lokalni extrémy funkce f(z,y) = 2® + y> — 3xy.

Reseni. Hledejme stacionarni body — body, ve kterjch mé funkce nulovy gradient:
y=a’
gradf = (32 — 3y, 3y* —32) =0 = { o= srv=1"e20@*-1)=0

Dostavame dva stacionarni body p; = (0,0), po = (1,1). VySetfime druhy diferencial
v téchto bodech:
>*f >’f
— = 6z, =
0x? 0x0y

82
-3, 0_3/]; =6y;  d'f =6wds” — 6dudy + 6y dy*;
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Druhé derivace mé tvar

(e reo=( 5 o) rea=( 5 5 )

Podle Sylvestrova kriteria mame zjistit znaménka prislusnych determinantii:
Dso(p1) =|f"(p1)|=—-9<0 = v bodé p; extrém nenastane;
Da(ps) = |f"(p2)| =27>0 = v bodé ps extrém miize nastat;

Di(ps) = Z£(py) =6>0 = v bodé p, nastane minimum.

922

O
Priklad 2.8. Vysettete lokdlni extrémy funkce f(z,y,2) = 2° +y*+ %,22 —3rz—2y+22.

Reseni. gradf(z,y,2) = (32232, 2y—2, 2—31x+2)=0 = dva stacionarni body
= (1,1,1), pp = (2,1,4).

ja= 63 (2) _g ' Ds(p1) = —6 Ds(p1) =12 Di(p1) =6 = neexistuje
-3 0 1 D3(p2) =6 Ds(pe) =24 Di(ps) =12 = minimum

2.2 Vazané extrémy

Definice 2.9. Nechf M C R” je libovolnd mnozina, p € M. Rekneme, ze funkce
f: M — R ma v bodé p lokdlni mazimum (resp. minimum) vzhledem k mnoZiné M,
jestlize existuje okoli U(p) tak, Ze plati:

Ve e (Up) N M) je f(x) < f(p) (resp. f(x) > f(p)).

Nejcastéji se vysetiuji extrémy, kdy mnozina je popsana podminkami ve tvaru rovnosti;
pak hovotime o wdzanych extrémech a podminky nazyvame wvazbami. Funkci, jejiz extrém
hledame, nazyvame nékdy ucelovou funkci.

Budeme vysettovat tlohy, ve kterych maji podminky takovy tvar, Zze z nich lze nékteré
proménné explicitné vyjadrit, eventualné vazebni podminku umime vyjadrit v parame-
trickém tvaru. Potom mizeme dosadit za vyjadiené proménné a hledat lokalni extrémy

vzniklé funkce méné proménnych.

Priklad 2.10. RozloZzme kladné ¢islo a na ¢tyfi kladné scéitance tak, aby jejich soudin
byl maximéalni.

Reseni. Hledame extrém (maximum) funkce

f(z,y,z,u) = zyzu za podminky z+y+z+u=a, x>0,y>0,2>0,u>0.
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Z vazebni podminky vyjadiime proménnou u, dosadime do tcelové funkce a dostavame
formalizaci

F(z,y,z) =2yz(a —x —y — z) — maximum, z >0,y >0,z >0.
Hledame body, ve kterych plati
F'=(yzla—2x—y—2),2z(a—2x—2y —z2), a2yla—x—y—2z)) = 0.

Vzhledem k tomu, ze zddna proménna nemtize byt rovna nule, fesime soustavu

2r+y+z=a

a
r+2y+z=a = x:y:Z:Z(:u)
T+y+2z=a

-y ., a a a
Dostavame stacionarni bod p = (=, =, = ).
444
7 charakteru ulohy vyplyva, Ze jsme nasli feSeni tulohy; presto se presvéd¢éime pomoci
Sylvestrova kriteria, ze se jedna o maximum:

0 f 0 f .
@:—Qyz, amay:z(a—Qx—Zy—z), Of P . Of . a?
an 82f @(p) - 8_y2<p) - @(p) - _ga
op T e TVOTHIVIER gy B
o°f o°f dxdy " T T gy T 16
=2 =2(a — v — 2y — 2z); Y yoz
522 xy, 950> z(a — v — 2y — 22);

a2\ ? 2 11

ro=(-5) (1)
11 2
a® a’ a?
Dg(p):—E~6<0, Dg(p)zﬂ-3>0, D+ (p) =—3 < 0.
V bodé p nastane maximum f(p) = Z—i. Cislo je tfeba rozdélit na ¢étyfi stejné dily. O

Priklad 2.11. Mame najit extrémy funkce f(z,y) = zy za podminky z? 4 y* = 2.
ResSeni. V tomto piipadé nemfizeme vyjadfit z podminky Zadnou proménnou jedno-

znacné, je vhodnéjsi pouzit parametrické rovnice. Podminka je rovnice kruznice se stredem
v po¢atku a polomérem /2, parametrické rovnice maji tedy tvar

=2 cost, y=+2sint, te(0,2n).
Dosadime do Gcéelové funkce a dostaneme funkci

g(t) = f(V2cost,V2sint) = 2cost sint = sin 2t.
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Ulohu jsme pfevedli na problém nalezeni nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce jedné pro-
ménné ¢ na uzavieném intervalu ¢(0, 27).

g(t)=2cos2t, ¢(t)=0 = 2t:g+k7r étz%—i—k%.

Z nalezenych stacionarnich bodt lezi v daném intervalu ¢tyfi, a to

3 5%3 s
7t2:_7 t3:_7 t4:_

t_?T
17y 4 4 4

Vzhledem k tomu, Ze funkce ¢ je na intervalu (0, 27) spojitd, mé zde nejvétsi a nejmensi
hodnotu, a to bud ve stacionarnich bodech, nebo v krajnich bodech intervalu. Staci tedy
porovnat funkéni hodnoty v téchto bodech:

o) =sin(2- T) =1, g(t2) = sin(2- ?jf) "

olts) = sin(2 %”) — 1, g(ts) —sin(2- %”) — 1, g(0) = g(27) = 0.

Funkce ¢ ma maximum 1 v bodech t; a t3, minimum —1 v bodech t, a ;4.

Funkce f méa vazané lokalni maximum 1 v bodech p; a po, kde
= (V2costy, V2sinty) = (1,1), po = (V2costs, V2sints) = (=1, —1),
a vazané lokalni minimum —1 v bodech p3 a py4, kde

ps = (V2costy, V2sinty) = (—1,1), ps = (V2costy, V2sinty) = (1,-1).

1]
A9
Ay
\
N
LY
WU
-
B
grrns
|~ e
N

Obr. 2.1: z = ay, 2% + y?> = 2

Pro lepsi pochopeni si prohlédnete 3-d obréazek.
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2.3 Absolutni extrémy

Absolutni extrémy jsou nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce na mnozinach zpravidla stejné
dimenze jako defini¢ni obor funkce (obvykle popsané nerovnostmi). Jejich existenci zaru-
¢uje nasledujici véta:

Véta 2.12. (Weierstrassova) Spojitd funkce nabgvd na uzaviené oblasti svého absolut-
ntho maxima a minima.

Pti hledani absolutnich extrémi se budeme opirat o vétu:

Véta 2.13. Jestlize funkce f je hladkd v oblasti M a spojitda v M i na hranici hM , potom
nabyjvd své nejuétsi a nejmensi hodnoty (tj. absolutnich extrémi) bud ve staciondrnich
bodech wvnitr oblasti, nebo v hrani¢nich bodech.
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V prvnim pripadeé jde tedy o hledani volnych lokalnich extrémi a ve druhém o hledani
vazanych extrémi, kde rovnice hranice je vazebni podminkou.

Piiklad 2.14. Najdéte nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f(z,y) = 2 — 2y* + dxy —
— 62 —1 na mnoziné { (z,y) |z >0,0<y<3—z}.

Reseni. Funkce je spojita a je mnoZina uzaviena oblast, proto absolutni extrémy mohou
nastat bud v stacionarnich bodech uvnitf¥ zadané mnoziny, nebo v stacionarnich bodech
pro vazané extrémy na tseckach

{z=0,y€(0,3)},

{y=0,2€(0,3)}
{y=3—-—x,2€(0,3)}

nebo ve vrcholech trojuhelnika. Staci najit prislusné stacionarni body, vypocitat v nich
funkcéni hodnoty a porovnat s hodnotami ve vrcholech. V bodé, kde bude hodnota nejvétsi
resp. nejmensi, je absolutni maximum resp. minimum. Stacionarni body uvnitf mnoziny:

ff=0Qr+4y—6, —4y+4z)=0 = p=(1,1), f(p1)=—4
Vazané extrémy:
f0,y) = fily) = —29" - 1,
ye(0,3); fi=—4y=0 = y=0
f(z,0) = fo(x) = 2° — 62 — 1,
z € (0,3); fo=2r—6=0 = x=23,

f(x,3 —12) = f3(x) = —52® + 182 — 19,

6

Vypocitame piislusné funkéni hodnoty:

96 14
f(1,1)=—4, f (g, 3) =—% f£(0,3) = —19, f(3,0) =—10, f(0,0)=—-1 =
funkce ma na dané mnoziné absolutni maximum v bodé (0,0), fmax = —1,

funkce ma na dané mnoziné absolutni minimum v bodé (0,3),  fiiy = —19. O
Priklad 2.15. Drat délky [ mame rozdélit na tii ¢asti, ze kterych vyrobime kruZnici,
rovnostranny trojuhelnik a ctverec, pricemz pripoustime moznost, ze nékterd ¢ast ma
nulovou délku. Mame zjistit, kdy bude soucet plosnych obsaht vzniklych obrazct a)
minimélni, b) maximalni.
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Reseni. Nejdiive musime tlohu formalizovat, tedy nalézt tcelovou funkci, jejiz extrémy
mame hledat, a mnozinu, na které mame hledat extrémy.

Oznacme jako =z délku kruznice,
y obvod trojuhelnika

z obvod ctverce.
Potom plati x = 27r, tedy r =
y=3a, tedy a=
z=4b, tedy b=

rl>~|N w|:¢[\3
=y |H

Pro jednotlivé plosné obsahy plati:

kde r je polomér kruhu,
kde a je strana trojihelnika,

kde b je strana c¢tverce.

2

obsah kruhu: Sk = 12 I

obsah trojthelntka: 5, = Y22 = V3,2
4 ) 36

obsah ¢&tverce: Sy =0 = f—6

Odtud

Sk’r + Str + Sct

ar 36 16 4 9

Dosadime za z z podminky x + y + z = [ a jako ucelovou funkci zvolime

fla,y) = \/_ v+ 4(l—$—y)2-

2 1 2 2 3 2
A —(%+y\/_+%>.

Nyni uréime mnozinu, na které budeme extrémy hledat. Ze zadani tlohy dostaneme ome-

zeni pro z,y a z:
0<z<[,0<y<l 0<z2<]

pricemz posledni podminka znamena
0<l—z—-y<Il=0<zx+y<lI.

Ulohu tedy miizeme formalizovat takto:

3
%f + Z(l —z—y)? — extrém,

flz,y) = %xz +

0<2<,0<y<l—u.

Podminka zfejmé popisuje trojihelnik s vrcholy (0,0), (0,1), (I,0); mame tedy najit nej-

vétsi a nejmensi hodnotu tucelové funkce na tomto trojuhelniku.

Nejdrive vysettime lokalni extrémy uvniti trojihelnika:

2V/3

grad f(z,y) = (%x—i—%(m—i—y—l)' —y+ 2(:E+y—l)> , grad f(z,y) =0=

9
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T = LI 0,2550, yo = 0 [ =04211.
9+ (4+m)V3 9+ (4+7)V3
2,1 1 v
T2 2 9+ (4+m)V3 2 1
" o _ — _
2 9 2
V staciondrnim bodé [z, yo] nastane minimum s hodnotou
4
f(xo,y0) = UL T+3V) 0,081 12
(9+ (4+m)V3)?
Véazané extrémy na hranici, tedy na jednotlivych stranach trojuhelnika:
V3 1
a)r=0,y€(00): f0y)=hly) =y +70-y)
2v/3 1
/ _— p— P .
hy)=—g-v+5 -1
9 2v3 1
(y) =0 pro y; = I (€(0,1)), 'y)y=——+=>0
fi(y) pPTo Y1 INCER (€ (0,0)) 1 (y) 9 D)
v bodé y; = 0 [ nastane vazané lokalni minimum s hodnotou
4/3+9
V3
= £(0,y1) = 12 =0,109 %
filyr) = f(0,11) INCER:
1, 1 2
b)yZO,ZEE(O,Z)Z f(l',()):fg(l'):%l"l‘zl(l—l’),
2 1
/
Ji) = 2o+ 5 (o= 1)
f@) =0prozs = ——1 (€(0,1)), fla)=24~50
2 =Up 2 = . ) 2 19
v bodé x4 = [ nastane vazané lokilni minimum s hodnotou
T
fa(z2) = f(22,0) = L0
2 42 2 4+7T ) .
1
C) y:l—x, T € (Oal) f(.’l;‘,l—l‘):fg(l‘):—1‘24—\/?5([—%’)2,
T
23
o) = 204 22 e
V3 2 2V3
((x) = 0 pro z3 = I (€(0,1)), J(r)==—+—>0
f3(x) = 0 pro x3 +\/§(()) 5 () 3
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v bodé z3 = V3 | nastane vazané lokalni minimum s hodnotou
+V3
3(m+3v3) , . 9
r3) = f(a3, | —x3) = ————F—=1° = 0,1201".
folo) = sl =) =

Urc¢ime hodnoty tcelové funkce v jednotlivych vrcholech trojihelnika a vSechny zjisténé
hodnoty porovname:

1 3 1
£(0,0) = 1 ?=0,250% f(0,0) = % > =0,19201%, f(1,0) = p 1> =0,318 %

Vidime, Ze nejmensi hodnoty ucelova funkce nabude v bodé [z, yo] a nejvétsi v bodé [I, 0].
Zavérem vysledky shrneme:

Nejmensi soucet plosnych obsahi ziskame pro

PO 0,2551,
9+ (4+7)V3
= 0 [ =0,4211
YTy (4+7)V3 T
4
z= V3 [ =0,3241.
9+ (4+m)V3
Minimalni hodnota je
1 3(4 3v/3
= (w0, y0) = A+mt3v3) . 0,0202 12,
4 4(9 + (4 + 7)V/3)2

Nejvétsi soucet plosnych obsahu ziskame pro
r=1,y=0, z=0,

tedy v pripadé, ze z celého dratu utvorime kruh. Maximéalni hodnota je

1 1
S f1,0) = —12 = 2,
1 /(0.0) =~ = 0,079

Cviceni
1. Najdéte extrémy néasledujicich funkei f(x,y):
a) f(z,y) =2®+3zy + ¢, b) f

(z,y)
c) flaz,y)=a*+822 +12 -4y, d) f(z,y)= 22>+ 2xy + 52 + 4z,
e) flry)=dey—at—y*' =1, f) fz,y)=2+2%y+y* -2y,
g) flz,y)=22"+y* -2’y -3y, h) flz,y)=ay>—2* -y,
i) flz,y) =2* =32y + ¢ i) fxy) =2t —day + 2y
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2. Najdéte lokalni extrémy funkci f(z,y, 2):

a) flr,y,2) =2 +y* +y° + 2y — 2z +y— 2a,
b) f(z,y,z) = 622 + 5y + 1422 + 4oy — 8xz — 2yz + 1,
c)

o,

)
e)

~

z,y,z —xyz(éla—a:—y—z),

2

(2,9, 2)

( ) =

f(z,y,2) = 23 + 322 + y? + 2% + 120y + 152 + 14y + 42 + 17,
( )

( z) = (az + by + cz) e ¥ ="

f(z,y,

3. Najdéte vazané extrémy:

a) f(xvy):xy—af—s—y—l, r+y=1,
b) f(x,y) =2*+y?, p+q_17
. 2 .
c) f(x,y)=sin“z +sin“y, z-y=7
d) f(x,y,z)zx +y +z l‘+y—3z+7_0x_y+z_3_0

a) f(z,y) =zy*(d—z—y), M ohranic¢end piimkami z =0,y =0, x +y = 6,
b) f(z,y) =23 +y> — 3zy, M obdélnik s vrcholy (0,—1),(2,-1),(2,2),(0,2),
c) flz,y) =2 —zy+y° M zadana nerovnosti |z|+ |y| <1,

d) f(x,y) = S (322 +2y?), M kruh 22 + y? < 4,

e) flz,y,2)=x+y+z, M zadana nerovnostmi y? + 22 < z < 1.

5. Najdéte a) trojuhelnik b) obdélnik daného obvodu 2s tak, aby rotaéni téleso, které vznikne
rotaci tohoto ttvaru kolem jedné jeho strany, mélo nejvétsi objem.

6. Najdéte rovinu prochézejici bodem A = (a, b, ¢) tak, aby spolu se soufadnymi rovinami tvofila
¢tyrstén nejmensiho objemu.

7. Material horni a dolni podstavy pravotihlé uzaviené krabice stoji 3 ké/m?, cena materialu

bocnich stén je 2 ké/m?. Vypoététe, jakou nejmensi cenu miize mit material na vyrobu takové
krabice s objemem 1m? a jaké m4 tato krabice rozméry.

Vysledky

1. a) nema extrémy
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ot

3

oo

f) min —1 v (0,1)
g) min 0 v (0,1)

h) nema extrémy

9§)

i) min —3% v (%, 3

j) min —1 v (1,1),(-1,-1)

a) min —2 v (1,-1,1)

b) min 1 v (0,0,0)

¢) min —6913 v (23, —143, —2)
d) max a* v (a,a,a)

)
)
)
i)
i)
)
)
)
)
e) max v (£, 22 kde m = /2(a2 + b2 + ¢2)
)
)
)
)
)
)
)
) m
)

m’mm
max % (—%, §)

2

2 2
max 2+q v (P4 p’q

p2+2’p+q)
v (55 +k5,35+k5), ke’

b

(
1H(=1)*
V2
min 5 v (0, —1,2)

c
d

max 4 v (1,2), min —64 v (2,4)

b) max 13 v (2,—1), min —1 v (1,1) a (0, —1)

¢) min 0 v (O 0), max 1 v (1,0),(-1,0),(0,1),(0,-1)
d v (0,2), min 0 v (0,0)

e) max 1 + \[ min —%

a

a
. krychle s hranou Nl
4+ i+2=3

- (V2,72,3V2)
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3 Integralni pocet funkci vice pro-
meénnych

3.1 Pojem n-rozmérného integralu v R”

V predmétu BMAT1 jste poznali pojem Cauchyova-Riemannova integralu ohranicené realné
funkce jedné realné proménné pres kompaktni (tj. ohraniceny uzavieny) interval v R
Nyni tuto definici zobecnime na funkce vice proménnych. Nejprve budeme definovat n-
rozmérny objem n-rozmérného intervalu v R” (pro n = 1 budeme mluvit pfirozené o délce,
pro n = 2 o obsahu).

Definice 3.1. Je-li I C R! jednorozmérny ohraniéeny interval o krajnich bodech a, b (a <
< b) (I mtze byt otevieny, uzavieny ¢i polouzavieny), pak jeho délkou (,,jednorozmérnym
objemem*) nazyvame ¢islo

n(l)=0b—a.
Je-li I C R™ n-rozmérny ohranic¢eny interval, pak se d& vyjadrit jako kartézsky soucin n
jednorozmérnych ohranic¢enych intervalti iy, ... 4, :
I =141 X1y X+ X 1,.
Potom n-rozmérnym objemem intervalu I nazyvame c¢islo

Un(I) = vy (i1)11(32) -+ - 1 (i)

Bude-li patrné, jaké je n, budeme misto v, psat pouze v. Jak jsme jiz poznamenali vyse
u dvourozmeérného intervalu, mluvime misto o ,,dvourozmérném objemu* o obsahu.

Definice 3.2. Necht I C R" je kompaktni interval. Délenim intervalu I nazveme koneény
soubor
D= (N1, Jm)

kompaktnich intervalt J; (i = 1,...,m), které se neptekryvaji (tj. zddné dva intervaly

m
Jiy Jg, © # k, nemaji spole¢né vnitini body) a takovych, ze I = |J J;.

i=1
Normou déleni D nazveme nejvétsi z prumért intervali J; (i = 1,...,m), tuto normu
oznacime ||D||.
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Poznamenejme, Ze pro (n-rozmérny) objem v(/) plati rovnost
v(l)=v(J)+ - +v(Jn).

Rikame, ze objem je aditivni funkci intervalu. Ptiklad déleni dvourozmérného intervalu je
naznacen na obr. 3.1

/
Il ~
/

/

Obr. 3.1: Déleni dvourozmérného intervalu a jeho norma.

Jsou-li J, I dva kompaktni intervaly v R", J C I, pak existuje takové déleni intervalu
I, ze J je jednim z intervali tohoto déleni.

Jsou-li D = (Jy,...,Jp), D' = (J},...,J;) dvé déleni intervalu I, pak fikame, ze D’
je zjemnénim déleni D, jestlize kazdy interval J! je subintervalem nékterého intervalu J,.

Poznamka 3.3. Jsou-li D; = (Jy,...,Jn), Dy = (Ki,..., K;) dvé déleni intervalu I,
pak existuje déleni Dj, které je zjemnénim déleni D; i déleni D,. Takové déleni mizeme
sestrojit tak, ze utvorime v8echny mozné pruniky J;NK; (i =1,...,m;j =1,...,5) a
z nich vezmeme vSechny ty, které jsou opét n-rozmérnymi intervaly (tj. maji neprazdné
vnitiky). Tyto pak tvofi zjemnéni obou déleni Dy, Ds.

Definice 3.4. Necht nyni realné funkce f je ohrani¢end na kompaktnim intervalu I C
C R™ Necht Dy = (Jy, ..., Ji) je déleni intervalu I. Dolnim souctem funkce f prislusngm
k déleni D nazveme cislo

k

Sp(f) =Y _mw(J;), kdem; = inf f(p).

eJ;
i—1 P

Hornim souctem funkce f prislusnym k deleni D nazveme ¢islo

k
Sp(f) =Y Mi(J;), kde M;=sup f(p).
=1

pEJ;
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Kromé dolnich a hornich soucti se zavadi téz Cauchyovy integralni soucty funkce f
prislusné k déleni D s vybranymi body p; € J; :

k
Sp.(p) = Z f(pi)v(Ji).
Ziejmé B
mv(I) < Sp(f) < Spe(f) < Sp(f) < Mv(i),
kde m = Ii)Iellfrf(P), M = sup f(p).

pel
Dale plati: Je-li D’ zjemnénim déleni D, pak

Sp(f) < Sp/(f) < Spr(f) < Sn(f).

Definice 3.5. Jestlize se suprémum vsSech dolnich souc¢tt funkce f (pfislusnych vsem
moznym délenim intervalu I) rovné infimu vSech hornich sou¢tti funkce f, tj. jestlize

sup Sp(f) = inf Sp(f), (3.1)

pak tuto spolecnou hodnotu nazyvame Cauchyovym-Riemannovym integralem funkce f
pres interval I C R™. Mluvime pfesné€ji o n-rozmérném integralu a znacime jej

n—krat

PN
I/fdy nebo /f(p)dp nebo /-I--/f(xl,...,xn)dxl...dxn.

Mnozinu I nazyvame integracnim oborem, funkci f nazyvame integrandem.
Funkci f, kterd mé integral pres I, nazyvame integrovatelnou na I.

Dvourozmérny integral nazyvame ¢astéji dvojnym integralem funkce f(x,y) a znacime

; | #a.psay

trojrozmérny integral nazyvame Castéji trojngm integralem funkce f(x,y, z) a znacime

/// f(z,y, z)dzdydz.

N 24

T
K tomu, aby platila rovnost 3.1 je nutné a staci, aby k libovolnému ¢ existovalo takové
déleni D, ze

Sp(f) — Sp(f) <e.
Véta 3.6. Je-li funkce f spojitd na kompaktnim intervalu I, pak [ fdv existuje.
T
Poznamka 3.7. Da se ukézat, Ze ohranicend funkce majici na I body nespojitosti je

integrovatelna na I, je-li mnozina bodi nespojitosti v jistém smyslu ,mald“, presné,
mé-li nulovou miru (pojem mnoziny nulové miry bude zaveden pozdéji).
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3.2 Geometricka interpretace dvojného integralu

Necht funkce f je spojitd na kompaktnim intervalu I C R? a kladn4 na I°. UvaZujme
podgraf funkce f

G={(z,y,2) eR*: (w,y) € [, 0< 2z < f(x,y)}. (3.2)
Je-li f konstantni, pak G je kvddrem (trojrozmérnym kompaktnim intervalem) v R3.
Neni-li f konstantni, pak téleso G pfipomina svym tvarem ,urazeny kus“ kvadru.
k
Necht D = (Jy, ..., Ji) je déleni intervalu /. Dolni soucet ) m;(J;) je objem télesa
i=1
slozeného z kvadrt o podstavach J; a vyskach m; a toto téleso je vepsané do télesa G, viz

k
obr. 3.2. Naopak horni soucet ) | M;1»(.J;) je objem télesa slozeného z kvadri o podstavach

=1
J; a vyskach M; a toto téleso je opsané télesu G, viz obr. 3.3.

Obr. 3.2: Kvadr o vysce m; Obr. 3.3: Kvadr o vysce M;

Chceme-li néjakym rozumnym zpusobem ptifadit télesu G objem v5(G), je piirozené
pozadovat splnéni nerovnosti

>_min(h) < ws(G) < Y Mivn()

pro kazdé déleni D = (Jy,. .., Ji). Odtud je patrné, prejdeme-li k suprému na levé strané
a k infimu na pravé strané pres vSechna déleni D, dostaneme, Ze

(@) = [[ ey

Tedy dvojny integral funkce f pfes interval I je objem télesa G, definovaného vztahem
3.2.

Problému zobecnéni objemu na jiné mnoziny nez jsou intervaly se budeme vénovat v
odstavci 3.6.
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3.3 Fyzikalni interpretace trojného integralu

Necht I C R? je trojrozmérny kompaktni interval (kvadr), v némz je rozloZena hmota,
charakterizovana hustotou f > 0; pfedpokladejme, Ze f je spojita funkce.

7 ftyzikalniho vyznamu hustoty plyne: Je-li J C I kompaktni subinterval, na némz
plati

a< f<B,

pak pro hmotnost m(J) kvadru J plati
avs(J) <m(J) < prs(J)

(¢isla aws(J), resp. Brs(J) je mozno interpretovat jako hmotnost télesa .J, na némz je
rozlozena hmota rovnomérné s konstantni hustotou «, resp. f3).

Je-liD = (Jy, ..., Ji) libovolné rozdéleni intervalu I, pak jednou z vlastnosti hmotnosti
je, ze hmotnost télesa I je rovna souc¢tu hmotnosti téles J; (i = 1,2,...,k):
k
m(I) = m(J)
i=1

Odtud a z pfedchozi nerovnosti plyne, Ze pro dolni a horni soucty plati

Sp(f) <m(I) < Sp(f),

nebot

a staci tyto nerovnosti secist.
Analogickou tvahou jako v predchozim pripadé dostaneme, Ze

m(I) = / / / F(z,y, 2)dedydz.

3.4 Vypocet n-rozmérného integralu postupnou in-
tegraci

Vypocet n-rozmérného integralu (n > 2) prevadime postupné na vypocet jednorozmér-
ného integralu. Uvazujme nejdiive dvojny integral.

Protoze integral je jakousi ,infinitezimalni“ analogii souc¢tu, ptriblizime si problém vy-
poctu integralu nasledujici illohou:

Mame secist mn ¢isel ¢, (p=1,...,m, ¢ =1,...,n), ozna¢me tento soucet

Cpq-

P,q)
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Obdobou tohoto ,,dvojného souc¢tu“ je napi. dvojny integral

/ / F(@,1)dady, (3.3)

IxJ

kde pro jednoduchost necht 7, .J jsou kompaktni intervaly v R, I = (a,b), J = {(¢,d), a f
je spojita funkce na I x J. Uspotadejme ¢isla ¢, do matice typu (m,n):

€11 Ci12 Cin
Co1  Ca22 Con
Cm1 Cm2 *°° Cmn

Miuzeme nyni scitat tak, ze seCteme nejdiive ¢isla v jednom tfadku - napft. soucet p-tého
radku bude ZZ=1 cpq - @ pak seCteme tyto soucty pfes vSechny radky. Dostaneme tak

dvojnéasobny soucet
> (o).

p=1 \q=1

Obdobou tohoto souctu je tzv. dvojndsobny integral

/I < /J f(a:,y)dy) dz, (3.4)

ktery dostaneme takto: Nejdfive pfi pevném z € I integrujeme funkci y — f(z,y) pres
interval J podle y. Tento integral
/ f(z,y)dy
J

je funkci proménné z (o niz se za predpokladu spojitosti funkce f da dokézat, Ze je spojitou
funkei na I) a tuto funkci integrujeme podle x pres interval I.

Mizeme vsak sc¢itat cisla c,, tak, Ze seCteme cisla v jednotlivych sloupcich a pak
sCitame tyto soucty pres vSechny sloupce. Dostaneme tak dvojnasobny soucet

Obdobou tohoto souc¢tu je dvojnasobny integral

/J ( /1 f(x,y)dx) dy, (3.5)

ktery dostaneme tak, Ze integrujeme nejdiive pfi pevném y funkci x — f(z,y) podle x
pres interval I a vyslednou funkci proménné y integrujeme podle y pfes interval J. Vime

ovsem, ze plati
Zcpq = Z (Z Cpq) = Z (Z cpq) ,

(p,9) p=1 q=1 q=1 p=1
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a lze ocekavat, ze za urcitych predpokladt budou si rovny téz integraly 3.3, 3.4 a 3.5.
Je-li f kladné spojita funkce na intervalu I x J, je dvojny integral 3.3 mirou podgrafu

G(f,IxJ).
,Vnitini“ integral v 3.4 F(z) = /f(w, y)dy

J

mé tuto geometrickou interpretaci: Pro pevné x = £ je F/(§) obsah fezu podgrafu G(f, I x
x J) rovinou x = £ (viz obr. 3.4). Rozdélime-li interval I na intervaly délek Ax; (i =
=1,2,...,m) a utvorime-li Cauchyiv integralni soucet

=1

je limita t&chto integralnich souctt rovna integralu [ ; F(x)dx, coz je integral 3.4. Pfitom
kazdy s¢itanec F'(§;)Az; je objem desti¢ky o konstantnim prutezu velikosti F'(&;) a tloustce
Az;. Je tedy ziejmé, ze integralni soucet ) . F'(&;)Ax; muze slouzit pfi dostatecné jemném
déleni intervalu I jako dobra aproximace objemu télesa G(f, I x J), coZ je pravé dvojny
integral 3.3. Obdobné mizeme interpretovat i druhy dvojnasobny integral 3.5.

a z=f(x,y)

Obr. 3.4: Rez podgrafu G rovinou z = .

Nyni k vypoctu integralu na kompaktnim intervalu mizeme zformulovat nasledujici
vétu (Fubiniova véta pro kompaktni interval). Uvedeme ji nejdiive pro dvojrozmérny
pripad, tedy obdélnik.

Véta 3.8. Necht I C R? je kompaktni interval, I = {(a,b) x (c,d). Je-li f : 1 — R
integrovatelnd na I, pak existuji integraly (dvojndsobné)

11:/: (/cdf(x,y)dy) da, IQ:/; </abf(x,y)dx> dy

a plati rovnost
7= /f(rc,y)dxdy =T, =1,
I
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Dvojrozmérny integral se tedy vypocita pomoci dvou urcitych integrali - postupnou
integraci vzdy podle jedné proménné (analogie parcidlni derivace). Tento postup se pii-
rozenym zpusobem rozsifi na trojny (i n-rozmérny) integral:

Necht I C R"je kompaktni interval, I = (ay, b;) X {(ag,by) X -+ X {(a,,b,), a necht
f I — R je integrovatelna funkce na I. Potom plati

by pbo bn
/f(a:l,xg,...,xn)dxl...dxn:/ (/ (( f(a:l,...,xn)da:n)---) dmg) dr, =
I aj az Qn
bil b’i2 bln
:/ / flzy, ... xn)day, | -+ | day, | day,
iy Qig Qip,

pro kazdou permutaci (iy, iz, .. .,%,) mnoziny indext {1,2,...,n}.
Piiklad 3.9. Vypoditejte integral [, 2%y dady, I = (0,2) x (1,2).

ResSeni. V tomto piipadé je kompaktni interval I obdélnik.

2 2 y
/ny dxdy = / (/ 2y dy) dr =
I 0 1 2

Nebo 2 x

r=2

2 2 21,3 8 [2 8 4212
Jitvaots= [ ([[rvar)ou= [ [50] =5 [oon=5 5] -
[
Piiklad 3.10. Vypocitejte integrdl [, (z + y + 2) dedydz, I = (0,3) x (0,2) x (0,1).
ResSeni. V tomto piipadé je kompaktni interval kvadr.
/(m +y+ z)dedydz =
I

LU erve -
([ [ o)
([ ()i
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113 1 v=2 1 )
:3/ Y+ -yt +yz =3/ (5+22)dz:3[5z+z2] — 18.
12773 o o 0

3.5 Meéritelné mnoziny, elementarni oblasti

Jisté neni prakticky mozné omezit se pfi integraci pouze na kompaktni intervaly. V tomto
odstavci si budeme vSimat téch mnozin, pfes které budeme schopni nasimi prostiedky
integrovat.

Definice 3.11. Necht M C R" je mnozina. Rekneme, ze M je méfitelnd, tj. ma miru
vn(M), jestlize pro néjaky kompaktni interval I O M existuje integral z charakteristické
funkce x ;s mnoziny M na [I. Pak definujeme

Un(M) ::/XM(xl,...,xn)dxl...dxn.
I

Pripomenme, Ze charakteristickd funkce mnoziny je definovana predpisem

(z) = 1 proxe M
XM= 0 prox ¢ M

P1i integraci funkci R™ v budou mit nepodstatnou tlohu mnoziny, které jsou objemové
,malé“ budeme je nazyvat nulové.

Definice 3.12. Mnozinu N C R™ nazyvame nulovou mnozZinou v R™ (nebo mnozinou
nulové miry), jestlize k libovolnému £ > 0 existuje kone¢na posloupnost intervala (Jy),
ktera pokryva mnozinu N, tj.
Nc
k

pricemz

ZI/(Jk) < E.

k

Poznamka 3.13. i) Prazdnd mnozina a kazd4 jednobodovd mnozina jsou nulové mno-
zZiny.

ii) Je-li N nulova, M C N, pak M je nulova.

iii) Sjednoceni kone¢ného souboru nulovych mnozin je nulovd mnozina.

Priklad 3.14. Hranice kompaktniho intervalu I C R"™ je nulovd mnoZina. Hranice I je
sjednocenim 2n stén (pro n = 2 mluvime o stranach). Je-li

I = <CL1,b1> X <a2,b2> X X <6Ln,bn>,
pak stény I jsou mnoziny

{a1} X {ag,bg) X -+ X {an, b,),
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{bl} X <CL2,b2> X X <an,bn>,

<a1>b1> X {a'2} X X <ambn>7

<a1,b1> X {bg} X e X (an,bn>,

atd.
Vezméme napi. prvni sténu a pokryjme ji intervalem

J = <CL1 —(5,0,1 —|—(5> X <a2,b2) X oo X (an,bn), 0> 0.

Objem tohoto intervalu je

v(J) =28(by — az) - - (b, — ayn).

Necht € > 0 je libovolné. Zvolime-li nyni § tak, aby
€

0 < , ak v(J) <e.
2y —a) G —ay P V)

Je tedy sténa intervalu nulovd mnozina, tedy také cel& hranice je nulovd mnozina.

Zobecnénim tohoto ptikladu je nasledujici tvrzeni.

Véta 3.15. Necht I je kompakini interval v R™. Pak graf spojité funkce f : I — R je
nulovd mnoZina v R,

Dé-li se tedy néktera mnozina M C R™ vyjadrit jako konecné sjednoceni grafii spoji-
tych funkci na kompaktnich intervalech, pak M je nulova mnozina. Timto zptsobem se
d4 ukazat, Ze rozmanité kiivky v R? nebo plochy v R3 jsou nulové mnoZiny.

Véta 3.16.
a) Je-li M ohranicend mnozina a v,(hM) = 0 (hranice md nulovou miru), pak M je
meritelnd v R™.
b) Sjednoceni a prinik konecného systému méritelngych mnozin je méritelnd mnozina.
¢) Rozdil dvou méritelngjch mnozin je méritelnd mnoZina.
d) KaZdd oteviend oblast G je méritelnd, kaZdd uzaviend oblast je méritelnd a plati

Vn(G) = 1, (G).

Pravé pro méfitelné mnoziny, tedy takové, jejichz charakteristicka funkce je integro-
vatelna, je obecné definovan pojem n-rozmérného integralu. My se specialné zamérime na
takzvané elementarni oblasti, které, jak uvidime z definice (uzitim pfedchozich tvrzeni)
jsou méfitelné:

Definice 3.17. V roviné rozumime elementdarni oblasti typu [x,y] mnozinu vSech bodu
(r,y) € M C R? jejichZ soufadnice vyhovuji nerovnostem

a<zr<b
f(@) <y < g(o),
kde a,b,a < b jsou ¢isla a f, g jsou funkce spojité na intervalu (a, b). Tedy

M={(z,y) eR*:a<a2<b f(x) <y <g(x)}. Vizobr.3.5
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Podobné je jisté mnozno definovat elementérni oblast typu [y, x]; je ji takovd mnozina
A C R? v roving, pro jejiz body (z,y) € A plati nerovnosti

d
gy

I/\ I/\
I/\ I/\

c
f() (),
kde funkce f, g jsou spojité na intervalu (c,d), tedy

A={(z,y) eR*:c<y<d, fly) <z <g(y)}. Vizobr.3.6

y y
y=g(x)
//f\ dt
M x=f(y) x=g(y)
/_\/ A
y=f(x) °T
a b X X
Obr. 3.5: Elem. oblast typu [z, y] Obr. 3.6: Elem. oblast typu [y, x|

Jak tyto pojmy zobecnime do trojrozmérného prostoru?

Ptredné primét do nékteré ze souradnych rovin musi byt elementarni oblast v roviné;
méjme tedy mnozinu M C R3 takovou, Ze pro jeji body (z,y,z) € M plati a < z < b,
fi(z) <y < gi(z) — to znamend, ze prumét mnoziny M do roviny xy je elementérni
oblast typu [z, y].

Dale je potfeba omezit z-ové soufadnice; zde se jiz mohou vyskytovat funkce dvou
proménnych. Tedy elementarni oblasti typu [z,y, z] v prostoru rozumime mnozinu M,
pro jejiz body (z,vy,2) € M plati

a b
fi(x) 91()
fo(,y) 92(, y).

Podobné je mozno definovat elementarni oblasti typu [y, z, z], [z, y, z] atd.

Chceme-li tedy n&jakou mnoZinu M C R? popsat jako elementarni oblast, promit-
neme ji do nékteré souradné roviny, primét popiseme jako elementarni oblast a zbyvajici
proménnou ohrani¢ime dvéma funkcemi (plochami) obecné dvou proménnych.

IAINCIA
IS SO
IAIACIA

Priklad 3.18. Rozhodnéte, zda dané mnoziny jsou elementarnimi mnozinami.
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a) MnoZina M ohrani¢end parabolou y = 2z — 2? a piimkou y = —x.

2

Parabola y = 2x — x° ma rovnici

y—]_:—(l’—l)27

tedy vrchol v bodé (1, 1), oteviend smérem dolt.
Priseciky s primkou y = —x jsou v bodech
(0,0), (3,—=3). Pro (x,y) € M tedy plati

0<xr <3
—xgyg—x2+2x

Tedy M je elementarni oblasti typu [z, y].

b) Mnozina M zadand nerovnosti |z| <y < 2.

y="x

y=x

Grafy funkei y = |x| a y = 2 se protinaji
v bodech (—2,2) a (2,2). Plati

—2<zx<2

vz

Vyhodnéjsi je v tomto pripadé vyjadieni

0<y<2

(%wEAhi{—yéxéy

Tedy M je elementarni oblasti typu [y, z].

¢) Mnozina M ohrani¢ena grafy funkci y = z, y = z°.

3

Mnozina M v tomto pripadé neni elemen-
tarni oblast; da se vyjadrit jako sjednoceni
dvou elementarnich oblasti, napf. typu [z, y]:

M:M1UM2
My = {(@y)| 0z < 1a* <y < a}
My =A{(z,y)]| —1 <z <0,z <y<a’}
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d) M je ohrani¢end plochami 2x + 2y + 2 =6, =0,y =0, 2 =0.

Rovina 2x + 2y 4 z = 6 protina souradné osy
v bodech o souradnicich x = 3, y = 3, z = 6.
Primét mnoziny M do roviny je trojihelnik
o vrcholech (0,0), (0,3), (3,0). Plati tedy

0<r<3
(x,y,2) EM =< 0<y<3-—z
0<2<6—-22x—2y

M je v tomto pripadé ctyfstén a jedna se o
elementarni oblast typu [z, v, 2].

3.6 Integraly na meéritelnych mnozinach

V této kapitole rozsifime pojem n-rozmérného integralu na méfitelné mnoziny:
Definice 3.19. Rekneme, ze funkce f : M — R, M C R” je integrovatelnd na mnoziné
M, tj. Ze existuje integral (Riemanntv) z funkce f na mnoziné M, existuje-li interval

I C R™ tak, ze M C I a funkce f - xps je na I integrovatelna.
Potom klademe

/f(:cl,...,xn)dxl...dxn:/(f~XM)(xl,...,xn)dxl...d:cn

V nasledujicich vahach se omezime na n = 2, 3.
Postacujici podminku pro existenci integralu udava nasledujici véta:

Véta 3.20. Je-li M C R?(R3) mévitelnd mnoZina a f : M — R je na M ohranicend a
skoro vsude spojitd, pak je f na M integrovatelnd.

(Pfipomenme, 7e néjaké tvrzeni plati na mnoziné M skoro vSude, jestlize plati
Vo € M\ A C R* aneplati Vo € A, kde v4(A) = 0 (tj. plati s vyjimkou mnoZiny nulové
miry).)
Fubiniova véta pro vypocet integrali se da snadno rozsitit na elementarni oblasti:
Véta 3.21. Necht
M ={(z,y) e R*|a <z < b,d(zx) <y < h(z)}, resp.
M ={(z,y,z) e R’|a <z < b,di(z) <y < hi(x),da(z,y) < 2 < ho(,y)},

kde d, h, resp. dy, hy,ds, he jsou spojité funkce. Pak, existuje-li
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I://f(x,y)dxdy resp. I:///f(:c,y,z)dxdydz,

b h(zx)
- | ( / f<x,y>dy> &
a d(z)
b hi(z) ha(z,y)
I:/ (/ </ f(x,y,z)dz) dy) dx
a dy(x) da(z,y)

Véta plati analogicky pro elementarni oblasti typu [y, 2] nebo [y, z, 2] atd.
Priklad 3.22. Vypoctéte integraly

platt

TESP.

a) [[(2* +y)dazdy, kde M je ohranifend pfimkami y =0,y = z,z +y = 2.
M

M je elementarni oblast typu [y, z]
popsand nerovnostmi

y
1 e = 0<y<I1
y<e<2-y
M
//(rc2 +y)drdy =
1 S x M

1 23 z=2—y 1 92 2 y2 y4 3
= = dy=[| Z(4-3y—y’)dy== |4y —3= - | ==
‘A {3+nwL: Y ,A 3( y—y°)dy 3{y 5 4} 5

Y

b) [[(z —y) dady, kde M je ohranifend kiivkami y = 22, y* = z.
M

y
\ 5 //(x—y)dxdy:
y=x & ¥
WA
: ‘ :/ </ (:E—y)dy)dx:
-1 1 X 0 x?
1 y? y=vz
X_y2 - / |:.Ty — —:| djj =
-1 0 2 y=x2
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¢) [[[ycos(z + z)dzdydz, kde M je ohrani¢end plochami y = /z, y = 0, z = 0,
M

_r
x—i—z-2.

Mnozina M je shora ohranicend rovinou x + z =
= 7, déle soufadnicovymi rovinami a parabolickou
valcovou plochou y = /z. Pramét do souradné
roviny xy je shora ohranicen grafem funkce y =
= \/z, dale osou x a pfimkou z = 7. Proto plati

///ycos(z—l—a:) daedydz =
_ /0 (/Oﬁ (/Og_mycos(z+x)dz) dy> dz —

_ /0 (/Of ysinz + 2)]=8 dy) dz — /0 (/Oﬁyu - sina:)dy) di =

1/75 (1— sinz)d 1 x2+ ) EEE S|
= - z(l —smzr)dr = - |— +xcosx —sinzxr| = -—— —.
0 22 o 16 2

M

3.7 Transformace integralt

Ptipomenme, jak se pocital urcity integral pomoci véty o substituci - stru¢né mtzeme
formulovat tuto vétu takto:
Necht f je integrovatelnd funkce na intervalu (a, b), ¢ diferencovatelnd funkce. Potom

[rwas=| 2 = A0 = [ e

pfitom nové meze jsme obdrzeli jako feSeni rovnic a = ¢(t), b = ¢(t); tedy je-li ¢ prosté
zobrazeni, je (a, ) = ¢! ({(a, b)) -Gplny vzor intervalu (a, b).

Analogicky budeme postupovat u transformaci vicerozmérnych integrali, ovSem inte-

vvvvvv

gracni obor - v urc¢itém integralu jsme zavadeéli substituci, abychom zjednodusili integrand
(k tomu budeme jisté piihlizet také).
Véta o transformaci vicerozmérného integralu ma tedy néasledujici tvar

Véta 3.23. Necht @ je zobrazeni z R™ do R", kter¢ je prosté a requldrni (tj. jakobidn
zobrazeni D® # 0 ) na méritelné oteviené mnoziné G C R", ® € C1(G). Necht A C G
je méritelnd mnoZina, B = ®(A) a funkce f ohranicend a skoro vSude spojitd na B, pak

platt

/deV:/A(fo<I>)|D<I>|dy (3.6)
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Vzorec 3.6 téz zapisujeme ve tvaru

/ F(p)dp = / 7 (®()) - DB dg. (3.7)

Poznamka 3.24. Je-li ® = (¢1,...,¢,) aoznacime-li p = (x1,...,2,), ¢ = (u,...,uy),
pak vzorec 3.7 muzeme zapsat v ,klasickém tvaru“

/fxl,..., Ydxy -+ -dz, =

:/f(cp(ul,...,un),...,gon(ul,...,un))-|D<I>(u1,...,un)] duy - - - du,

Pron =2 je ®(u,v) = (p1(u,v), pa(u,v)) a plati

//f T,y dxdy—/ Fler(u,v), @a(u, v)) |D®(u, v)| dudv

Pron =3 je ®(u,v,w) = (p1(u,v,w), @2(u,v,w), ps(u,v, w)) a plati

///f x,Y,% dxdgdz-///f o1 (u, v, w), 2 (u, v, w), e3(u, v, w))| DB (u, v, w)| dudvdw.

Poznamka 3.25. V piipadé vicerozmérnych integrali hovorime misto o substituci o
transformaci, protoze prechazime od kartézskych souradnic k novym tzv. kfivo¢arym sou-
fadnicim - transformujeme soutadnice.

3.7.1 Polarni souradnice

Nejcastéji uzivanou transformaci v roviné je zobrazeni pomoci poldarnich soutadnic. Zob-
razeni ® je tvaru ®(p, ) = (P1(p, p), Pa(p, ¢)) = (pcos g, psin ).

y
L . ., P(x.y)=P(0.0)
Transformacni rovnice maji tvar
P
r = Pi(p,p) = pcosy
y = ®ap,p) = psing ¢
X
o% 9 Cos psin @
_ o) 0 - _ 2 : .2 _
D®(p, p) = adi} % sinp  peos ‘—pcos @+ psin” p = p.

Jedn4 se o zobrazeni ® : (0, 00) x (0,27) — R? (nebo téZ ® : (0,00) x (—m, m) — R?)
a plati tedy vzorec

//f(%y)dxdy:/ f(pcose, psing) - pdpdyp
B A
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Priklad 3.26. Vypoctéte [[ /a2 + y? dady, kde
B

B={(z,y) €eR*:2 >0,y >0,2> +y* < 4}.

ResSeni. Mame
T = pCcosy g0€<0,§>

y = psing p€0,2)

V naSem piipadé je tedy A = {(p,p) € R* : 0 < p < 2,0 < ¢ < I}
y
. // \/932+y2dxdy:// VP2 pdpdp =
B A
3 2 7 [p3]°
[ (o) L
B 0 0 0 0
= %/ dp = %71’
0
2 x
0
3.7.2 Cylindrické souradnice
Zobrazeni ® je tvaru
Q(p79072) = (®1<p7 907Z>7¢)2(p7 P 2)7(1)3(p7907z)) = (IOCOS gD,pSngO, Z)'
z Transformacni rovnice maji tvar
v = Pi(p,p,2) = pcosy
- P(xy.2)=P(p.9.2) y = Palp,p,2) = psing
z = B3(p,0.2) = =
z ‘ 0
y cosp —psing
./ 0 S D®(p,p,z) = | sinp pcosep 0 | =np.
0 0 1

Jednd se o zobrazeni ® : (0,00) x (0,27) x (—00,00) — R? (nebo téz ® : (0,00) x
X (—m, ) X (—00,00) — R?) a plati

/B//f(x’y’z)d:”dydz_[4//f(PCOS¢aﬂSinw,2)-pdpdgodz.

Cylindrické soutadnice pouzivame u integrac¢nich obori, jejichz priméty do vhodné
soufadnicové roviny lze vySetfovat v polarnich soutadnicich.
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Piiklad 3.27. Vypoctéte [[[(2? + y?) dzdydz, kde
B

B={(z,y,2) e R®: L(z® +¢*) <z <2}.

ResSeni. Mame ¥ = peose o € (0,27)
y=psing  pe(0,2) ID®[=p
z=z Z€<§,2>

Tedy A= {(p,0,2) ER?:0<p<2,0<¢p <22 <z<2}

/// (2 +y?)dudydz = / / / p* - pdpdpdz =
B /0% (/02 (/2 p3d2) dp) dp=-r= 2"

2

3.7.3 Sférické souradnice
Zobrazeni ® je tvaru
(I)(p7 @, ¢) = ((I)l(p7 @, ¢)7 (1)2(p7 @, ¢)7 (b?)(p? @, ¢)) = (p COoS @Sinwv pSiIl(,D Sind)) p COos ¢)

z
Transformacni rovnice maji tvar

P(x,y,2)=P(p,o,y)

z = Pi(p,p,¥) = pcospsiny
P y = Oa(p,p,0) psin psin
\} z = q’s(%@ﬂﬁ) Pcosw
y
X
cospsiny —psinpsiny pcos e cosY
D®(p,p,1) = | sinpcosyy pcosesiny psinipcosp —p*sin.

cos 1 0

—psiny

Jedn4 se o zobrazeni ® : (0, 00) x (0, 27) x (0, 7) — R? (nebo téz ® : (0, 00) X (—7, 7) X

x (0,m) — R3) a plati

/B//f(x,%z)dxdydz = /A//f(pCOS@Sin@b?psinspsinw’pcos¢) . o? sin < dpdipdip.
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Piiklad 3.28. Vypoctéte [[[ /2% + y? + 22 dedydz, kde
B

B={(z,y,2) eR*:a? +¢y* +2° < 1,2 > Vat +y? ).
ResSeni. Mame
x = pcospsiny p€(0,1)
y = psinpsiny ¢ € (0, 2m)
zZ = pcosy ¢e<o’§>

Tedy A={(p,p,9) €R*:0<p<1,0<p<2m,0<¢ <}

/// Va2 +y? + 22 dedydz =
B

5 T = [[[ Vs dppan -
A

([ (f ) a)e-

— N

x
<

3.8 Aplikace integrali

Zakladni aplikace vicenasobnych intgralt plynou z matematické a fyzikalni interpretace
ze zacatku této kapitoly. Zde uvedeme nékteré dalsi priklady pouziti dvojného a trojného
integralu.

Hmotnost hmoty spojité rozlozené na oblasti

1) Necht na rovinné kompaktni oblasti I C R? je spojité rozloZena hmota tak, Ze hustota
f v bodé (x,y) € I je urena spojitou funkei f(z,y) > 0, pak analogickymi tvahami
jako pri zavedeni pojmu trojrozmérného integralu v kap. 1.3. na kvadru dostaneme,
ze celkova hmotnost m rovinné oblasti [ je urcena vzorcem

()= [[#Ge.9) oy

2) Necht I C R? je trojrozmérna kompaktni oblast, ve které je spojité rozloZena hmota,
charakterizovana hustotou f(z,y,z) > 0. Pak celkovd hmotnost oblasti I je uréena

vzorcem
m(I) = /I//f(x,y,z) dzdydz.
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Statické momenty a tézisté rovinnych a prostorovych utvaru

1) Necht na rovinné kompaktni oblasti I C R? je spojité rozlozena hmota s hustotou
f(x,y) > 0, pak pro statické momenty S, a S, plati

Sx://yf(x,y)dxdy, Sy://xf(x,y)dxdy.
I I

Vv

2) Necht I C R? je trojrozmérnd kompaktni oblast se spojité rozlozenou hustotou
f(z,y,z) > 0. Pak pro statické momenty vzhledem k soufadnicovym rovinam plati
tyto vzorce

Sey = /I//z f(z,y, z) dedydz, Sps = /I//y f(z,y,2) dedydz,
S,. = /I / /x F@,y, 2) dadyds.

"= (i iy i)

Vv

Momenty setrvacnosti téles v roviné a v prostoru

1) Momenty setrvacnosti I, a I, rovinné kompaktni{ oblasti I C R? se spojité rozlozenou
hustotou f(z,y) > 0 jsou dany vzorci

I, = //y2f(a:,y) dedydz, I, = //x2f(x,y) dxdydz.

2) Momenty setrvacnosti I, I, a I, vzhledem k soufadnicovym osadm pro trojrozmeér-
nou kompaktni oblast I C R3 se spojité rozlozenou hustotou f(x,y,2) > 0 se daji
spocitat podle vzorct

_ 2, .2 _ 2, .2
I, = //(y + 2°) f(z,y, 2) dedydz, I, = //(x + 2°) f(x,y, z) dedydz,

1 I

_ 2, 2
I, = //(x +vy°) f(x,y, z) dedydz.

1
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Vv

ResSeni. Objem osminy koule o poloméru 7 je V = %7?7”3, takze jeji hmotnost pfi kon-
stantni hustoté ¢ = ¢(z,y, z) bude

Pro statické momenty plati vztah

Sey = c///z dxdydz, S,.= c///y dedydz, S,. = c///x dxdydz.

T I T
Pouzijeme sférické soutadnice.
T = pcos psiny p € (0,r)
y = psinpsiny <p€<0,§>
z = pcosy ¢€<0,7—2r>

Tedy I={(p,p, ) eR*:0<p<r0<p<Z0<4¢<I} a [DP|=p*siny.

Syz :c///xdxdydz:
— [’ (/ ([ 7 cosipsinvap ) dw) dp =

o
= = ——C
16
Potom pro x-ovou soutadnici tézisté plati
T :%:im"lc:ﬁ'
' om wrdc 16 8

Snadno se nahlédne, Ze pro dalsi statické momenty je S,, = ¢ / / / zdzxdydz = —60

T
4
r

a podobné S,, =c¢ / / / ydaxdydz = 7;—60. Proto hledané tézisté ma souradnice

1
3r 3r 3r
T=(— —,—].
<8’8’8)
2

Piiklad 3.30. Urdete momenty setrvacnosti télesa omezeného valcem z2 + ¢y = a? a
rovinami z = 0 a z = b vzhledem k soufadnicovym osam, je-li jeho hustota konstantni.

[]
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Reseni. Ozna¢me hustotu télesa ¢ = f(x,%,2). Pro momenty setrvacnosti télesa plati
vztah

I, = c///(y2 + 2%) dadydz, I, = c///(x2 + 22 dadydz, I, = c///(x2 + 9?) dadydz.
1 I I

Pouzijeme cylindrické souradnice. Mame

T = pcosp ¢ € (0,2m)
y=psing  p€(0,a) ID®[=p
z2=2z z € (0,b)

Tedy I={(p,p,2) eR*:0<p<a,0<p<2m 0<2z<0b}. Potom

Igc:c///(y?Jr,zz)clxolyclz:c/027r (/0 </Ob(p381n2g0—|—pz2)dz) dp) dp =
- (7 + 7).
l_c///a: + 22 dxdydz—c/o (/0 ( pcosgpwz)dz)dp)d@:

-~ ().
Iz—c///(x2+y2)dxdydz—c/02w </0 (/Obp?’dz> dp) dg0—7rc< ;b)

Maplety
Odkaz na maplety:

dvojny integral,
polarni transformace,
trojny integral,

cylindricka transformace,

AN A e

sférickd transformace.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/DvojnyIntKartezskeBezSouboru.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/IntDvojnyPolarniBezSouboru .html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/IntTrojnyKartezskeBezSouboru.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/IntTrojnyCylindrBezSouboru.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/IntTrojnySferickeBezSouboru.html
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Cviceni
1. V nésledujicich ptikladech vypocitejte zadané integraly
a) [[dazdy, kde B je mnozina ohrani¢end piimkami z = 3, = 5, 3z — 2y +4 = 0,
Z’?x —2y+1=0.
b) [[(2z + 3y + 1)dzdy, kde B je mnoZina ohrani¢end parabolou y? = 2z a jeji tétivou
j%ouci body A = (2,-2), B = (8,4).

¢) [[dady, B= {(z,y) e R? 1y > 2%y <4 —2?}
B

d) [[zy?dazdy, kde B je mnozina ohrani¢end parabolou y? = 2px a pfimkou z =
B

P

.

e) [[[ zydxdydz, kde B je mnozina ohranifena plochami z = 2y, x + y =1 a z = 0.
B

f) [[[dxdydz, kde B je mnozina ohranifend plochami z = zy, y = \/z a rovinami
B

r+y=2,y=0,2=0.

g) f f f dadydz, kde B je mnozina ohrani¢ena plochami z = 1 — 422 — 3% a z = 0.
B

h) [[[ zyzdazdydz, kde B je mnozina ohrani¢end plochami z =1, y = z, z = y a soufad-
B
nymi rovinami.

2. Vypoctéte nasledujici dvojné integraly pomoci transformace do polarnich soufadnic:

a) [[(1—2?—y?*)dady, M = {(z,y) € R? : 22 + y* < 1}.

b) }4](952 +y?)dady, M = {(z,y) €R? : 1 < a? +y <4,y < |a[}.
M

c) [[ e~ @) dzdy, M = {(z,y) € R2: 2 > 0,22 + 12 < a?}.
M

d) [[siny/2? +y?dady, M = {(z,y) € R? : 72 < 22 4+ y? < 4n?}.
M

e) [[axdedy, M = {(z,y) ER*:2? + (y — R)* < R*,y > z,y > —x}.
M

3. Vypoctéte nasledujici trojné integraly pomoci transformace do cylindrickych nebo sférickych
soufadnic

a) [[[daxdydz, M = {(z,y,2) e R¥:2? +y> < 1,2 > 0,0 < z < 6}.
M

b) [[[ zdzdydz, M = {(z,y, z) ER3: 2?2+ y? +22<a?2>0,y>0,2>0}.
M

o) [[[dzdydz, M = {(z,y,2) € R? : 2z < 2? + %,z < y}.
M

d) [[f zdwdydz, M = {(2,y,2) €R®: (o +4%) <2 < VA—a? =y}
M
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e) [[[daxdydz, M = {(z,y,2) € R®: 2? +y? <4z, 2> 0,z < x + 1}.
M

4. V nésledujicich prikladech vypocitejte zadané integraly

a) [[dzdy, kde B je mnozina ohranifend pfimkami z = 3, z = 5, 3z — 2y + 4 = 0,
B
3z —2y+1=0.

b) [[(2z + 3y + 1)dzdy, kde B je mnozina ohrani¢end parabolou y? = 2z a jeji tétivou
B
jdouci body A = (2,—-2), B = (8,4).

¢) [[dady, B = {(z,y) e R? 1y > 2%y <4 —2?}.
B

d) [[ zy*dzdy, kde B je mnozina ohrani¢end parabolou y? = 2pz a piimkou z = L.
B

e) [[[ zydzdydz, kde B je mnozina ohranifend plochami z = 2y, x +y =1 a z = 0.
B

f) [[[ dxdydz, kde B je mnozina ohrani¢end plochami z = zy, y = \/x a rovinami z+y = 2,
B
y=20,2z=0.

g) [[[ dxdydz, kde B je mnoZina ohrani¢ena plochami z = 1 — 42 —y* a 2 = 0.
B

h) [[[ zyzdadydz, kde B je mnozina ohrani¢end plochami z =1, y = x, z = y a soufad-
B

nicovymi rovinami.

Vv ey

a) 2 +y’=z,0+y=a,r=0,y=0, z2=0.
b) 2?2 +y2 =2z, 2 +y =z

6. Vypocitejte momenty setrvacnosti téles vzhledem k ose z, kdyz téleso je ohranicené plochami:
a) 22 = 2ax, 2> +y*=ax, z=0.
b)? +yP=zz+y=1 z-y=1, z=0.
c) 2 +y*+ 22 =2, ®+y*=2% 2>0.

Vysledky
1. a)3
b) 1871
c) %\/i
d) 2
e) Tslao
f) 2
g8 1
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4  Krivkovy integral

4.1 Krivky v R"

Intuitivné jasny pojem kiivky je tfeba v matematice pfesné definovat. To 1ze udélat mnoha
zpusoby, které nemusi byt vSechny ekvivalentni. Pro nase ticely postaci omezit se na kom-
paktni kiivky takové, které se daji slozit z tzv. reguldarnich oblouki. Takovy oblouk si mii-
zeme predstavit, ze vznikne pruznou deformaci elastické tycinky (tisecky); tato deformace
je popsana zobrazenim jistych vlastnosti, které nazyvame parametrizaci daného oblouku.
S pojmem parametrizece jsme se seznamili jiz diive. Abychom nemuseli diskutovat zvIAst
pripady kiivek v R? a v R?, budeme pracovat v prostoru R”".

Definice 4.1. Necht je ddno zobrazeni ¢ : (a, ) — R", («, ) C R. Toto zobrazeni je
uréeno n-tici redlnych funkci ¢; : (o, f) — R, i = 1,...,n. PiSeme jako obvykle
P = ((,017-~~7§0n)-
Zobrazeni ¢ nazyvame parametrizaci mnoziny ¢({a, #)) a rovnici
p=e), te(ap) (4.1)

nazyvame parametrickou rovnici mnoziny ¢((«, 5)); v soufadnicovém tvaru pak piSeme
misto (4.1)

z1 = ¢it)
Ta = afl
- e g (42
Tn = @u(t)
(p = (z1,...,x,)) arovnice (4.2) nazyvame parametrickymi rovnicemi mnoziny ¢ ({c, 3));

proménnou t nazyvame parametrem.

Mnozina ¢ ({«a, §)) mize byt dosti slozita, neklademe-li na ¢ dalsi omezujici podminky.
I pfi spojitém zobrazeni mohou body ¢(t) vyplnit v. R™ az n-rozmérnou mnozinu (napf.
¢tverec v R? ¢ krychli v R?), ackoli se zd4, Ze pfi jediném realném parametru ¢ by méla
byt mnozina ¢({«, 3)) z intuitivniho hlediska jednorozmérna. Je proto tfeba ucinit o ¢
dalsi predpoklady.
Definice 4.2. Mnozina A C R", (n > 2) se nazyva hladky oblouk v R™, existuje-li prosté
zobrazeni ¢ : (o, f) — R" t¥idy C; (tj. ¢ méa spojitou derivaci) takové, ze ¢'(t) # o pro
kazdé t € (o, B) a p((a, B)) = A.

Zobrazeni ¢ se nazyva (requldrni) parametrizace oblouku A.
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Vyjadrime-li ¢ v kartézském tvaru, tedy napt. pron = 3

T (1) = 1()i+ @a(t)j + ws(t)k,

hovorime o vektorové rovnici oblouku A.

Definice 4.3. Necht ¢ : (a, ) — R" je reguldrni parametrizace oblouku A. Necht
g:(d,B") = R je funkce, kterd zobrazuje interval (¢, 5') na interval (o, f) a ma v in-
tervalu (a/, 5’) spojitou derivaci, jez je v kazdém bodé tohoto intervalu ruzna od nuly.
Takovou funkci budeme déle nazyvat transformaci parametru. Zobrazeni

Yp=pog: (. f)—R"

je rovnéz regularni parametrizaci oblouku A; fikame, ze parametrizace ¥ vznikla z para-
metrizace @ transformact g.

(Zrejmeé ¥ ((/, B')) = ¢({a, B)), 1 je prosté zobrazeni, spojitost a nenulovost derivace
1)’ plyne z pravidla pro derivovani sloZzeného zobrazeni: 1’ (s) = ¢'(g(s))g'(s), s € (o/, 5').)

Oblouk m4 tedy nekoneéné mnoho (regulérnich) parametrizaci. Vezmeme-li nékterou
jeho parametrizaci, dostaneme z ni kazdou dalsi parametrizaci vhodnou transformaci pa-
rametru. To plyne z tohoto tvrzeni:

Jsou-li p: (a, 5) = R™, ¢ : (/, f') — R™ dvé regularni parametrizace téhoz oblouku
A, je funkce g

g(s) = o (W(s)), s € (', B,

transformaci parametru a ¥ = @ o g.

Definice 4.4. Je-li transformace parametru g rostouci funkce, fikdme, ze ¢, jsou sou-
hlasné parametrizace; je-li g klesajici, fikdme, ze @, 1 jsou nesouhlasné.

Specialné, parametrizace
P <Oé,ﬁ> - Rna ’(b : <_ﬁ7 —Oé> — an ’(»b(t) = SO<_t)
jsou nesouhlasné parametrizace, nazyvaji se opacne.

Priklad 4.5. Uvazujme parametrické rovnice oblouku A tvaru

y . —
‘P'z 3 i t € (4,9)
A
Jednd se tedy o usecku lezici na primce y = =x
(viz obrazek). Tedy ¢(t) = (p1(t), v2(t)) = (t,1),
¢ :(4,9) — R?
" T V nasem pftipadé («, 5) = (4,9).

1) Zvolme transformaci parametru ¢; : (2,3) — (4,9) (tj. (o/,5) = (2,3)), g1(s) = s*.
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Jinou parametrizaci 1, dostaneme nasledovné:
Py(s) = (9o g1)(s) = plg1(s)) = (s”) = (s, 5%)

Ted . _ 2
y P, x 32 te(2,3)
y = s

je také parametrizace tsecky A.

2) Zvolme nyni transformaci parametru go : (16,81) — (4,9) (tj. (¢/, ') = (16, 81)),

g2(u) = V/u

Takze dalsi parametrizace je tvaru

Yy(u) = (¢ 0 g2)(u) = p(g2(u) = p(Vu) = (Vu, Vu)

a ziejmeé Vo x = Ju
t € (16,81
y = Vu 16,81)
je opét parametrizace tsecky A. Jelikoz jak gy, tak go jsou rostouci funkce, ¢, 1, 1, jsou
souhlasné parametrizace.

Pojmy, které se vztahuji k oblouku a jez nezaviseji na parametrizaci, jsou geometric-
kymi pojmy. Je to napf. pojem krajniho bodu oblouku.

Definice 4.6. Krajnimi body oblouku A jsou body a, b takové, ze pro nékterou paramet-
rizaci ¢ : (a, f) — R"™ oblouku A je ¢(a) = a, ¢(f) = b. Mnozina 0A = {a,b} se nazyva
okraj oblouku, mnozina A\ 0A se nazyva (geometricky) vnitrek oblouku A (pozor, nejde
o vnitiek mnoziny A v R", jak by definovan v kap. (1) , to je ovSem prazdnd mnozina).

Dalsi pojem, ktery nezavisi na parametrizaci, je pojem jednotkového tecného vektoru
oblouku.

Definice 4.7. Je-li p = ¢(t) libovolny bod oblouku A, pak v ném existuji pravé dva
jednotkove tecné vektory:

'(t '(t
AURSN AON (4.3)
' (t)] |’ (2)]
O prvnim z nich fekneme, ze je indukovdn parametrizaci . Je-li 1¢» dalsi parametrizace
oblouku A a je-li p = ¢(t) = 9(s) , pak indukované jednotkové tecné vektory

o't)  P(s)
') [ ()]
jsou si rovny, jde-li o souhlasné parametrizace, a jsou opacné, jde-li o nesouhlasné para-

metrizace. (To se snadno dokéze, pouzijeme-li vzorec pro derivovéani sloZzeného zobrazeni
1 = p o g, kde g je transformace parametru.)
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Orientace oblouku

Necht A C R" je oblouk a ¢ = ¢(t) : (o, ) — R"™ nékterd jeho parametrizace.
Interpretujeme-li parametr ¢ jako cas, pak p = ¢(t) je poloha pohybujictho se bodu
v okamziku t. Bod a = ¢(«) je v tomto pfipadé pocatecni poloha a b = ¢(f) koncova
poloha pohybujiciho se bodu.

Definice 4.8. Jestlize mél pohybujici se bod v ¢ase t; polohu p; = ¢(t1) a v Case ty > t;
polohu py = (t2), je prirozené ¥ici, Ze po je za p; (nebo také, Ze p; je pred py), a piSeme
p2 = p1 (nebo p1 < po).

Tedy

P1,p2 €Aip <Pty = 90_1(]?1) <ty = 90_1(p2)~

Tim jsme zavedli na A relaci <, ktera je usporddanim v mnoziné A.
O tomto usporadani fekneme, ze urcuje orientaci
b oblouku A, a oblouk s timto usporadanim nazveme
orientovanym obloukem. Budeme jej znacit A. O pa-
rametrizaci ¢ fikame, Ze urcuje orientact oblouku A
nebo Ze souhlasi s orientaci A. (Rikdme té%, Ze ori-
entace je dana rtistem parametru dané parametri-
P zace.)
Pro kazdy bod p € A, p # a, p # b, zfejmé plati
a < p =< b (viz obr.).
Bod a = ¢(«), resp. b = ¢(f) nazveme pocdatecnim,
resp. koncovym bodem orientovaného oblouku A.

Jestlize parametrizace ¢ souhlasi s orientaci A a je-li ¢p; parametrizace souhlasné s
@, pak ¢, rovnéz souhlasi s orientaci A.

Déle plati: Je-li <! inverzni relace k <, pak uréuje rovnéz orientaci oblouku A, ktera se
nazyva opacnd; oblouk A s timto usporadanim nazyvame opacné orientovanym obloukem
k oblouku A. Oznacime jej —A.

7 predchoziho vykladu plyne, Ze orientace oblouku je urcena tim, ktery z krajnich
bodu prohlasime za pocatecni a ktery za koncovy. Dale je ziejmé, ze jsou mozné praveé
dvé orientace oblouku, nebotf vSechny parametrizace oblouku lze rozdélit do dvou t¥id
tak, ze v jedné tfidé jsou vSechny parametrizace souhlasné a libovolné dvé parametrizace
z raznych tfid jsou nesouhlasné. Parametrizace z jedné tridy urcuji vzdy tutéz orientaci,
parametrizace z druhé t¥idy urcuji pak orientaci opacnou.

Orientace oblouku tizce souvisi s volbou jednotkového te¢ného pole.

Definice 4.9. Jednotkové tecné pole oblouku A C R"™ je spojité vektorové pole
7 A — V(R") takové, ze 7 (p) je jednotkovy teny vektor oblouku A v bodé p € A.

Na oblouku existuji prave dvé jednotkova tecné pole T a —?, ktera jsou navzajem
opacnd (viz obr. (4.1) a (4.2)).
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Obr. 4.1: Jednotkové tecné pole... Obr. 4.2: ...a pole k nému opacné

Definice 4.10. Je-li ¢ : (o, 3) — R" parametrizace oblouku A, kterd souhlasi se zvole-
nou orientaci A, nazyvame jednotkové tecné pole definované vztahem

7 () ¢ (¢~ '(p))

“Tee )] P (4.4

(viz (4.3)) orientujicim polem oblouku A. Orientovany oblouk A je tcelné chapat jako
dvojici (A, ?), oblouk —A jako dvojici (A, —?)

Piiklad 4.11. Necht A je polokruznice v R? poloméru R se stiedem v pocatku, lezici
v poloroviné {(z,y) € R%y > 0} (viz obrazek). Zvolme orientaci A tak, aby bod a =
= (R, 0) byl pocéatecni, bod b = (—R, 0) koncovy.

ResSeni. Parametrizace, ktera souhlasi s touto orientaci, je napt.

p(t) = (Rcost, Rsint), te€ (0,m) y

¢'(t) = (—Rsint, Rcost), |¢'(t)] =R, &

@ (1)/1'(8)] = (=sint, cost) p
Je-lip=(z,y) € A, x = Rcost, y = Rsint, :

je T =(—%,2), kde p = (v,y) € A. b=(-R.0) =(RO)

Pole 7 je orientujici pole.
O

V predmétu BMA1 jsme se seznamili s pojmem délky oblouku. Kazdy hladky oblouk
A C R" ma kone¢nou délku s(A). Je-li ¢ : (o, f) — R" libovolné parametrizace oblouku
A, pak

B
S(A) = / (1) dt.

Priklad 4.12. Nechf A = ¢((0,4m)), kde

@ :{0,47) = R* () = (acost,asint,bt), a >0, b>0.
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Oblouk A jsou dva zavity Sroubovice na rota¢nim valci 22 + y* = a? (viz obréazek). Tedy

¢'(t) = (—asint,acost,b)
Q)] = VaZsin?t + a2 cos?t + b2 = Va2 + b2 # 0.

Zobrazeni ¢ je tfidy C}, ma nenulovou derivaci a je prosté
(vSimnéte si tfeti komponenty), je tedy regularni parame-
trizaci oblouku A a plati

i

B8
S(4) = / /(1) dt =

47

= / Va2 +b?2dt =
0

X =4V a? + b2.

Hladké oblouky jsou nejjednodussi jednorozmérné utvary v R™. Slozitéjsi jedno-
rozmérné utvary lze tvorit z obloukti. Mtzeme-li oblouky spojovat, vznikne kiivka.
Predstavime-li si kiivku, jak vznikd souvislym tahem hrotu tuzky na papife jako po-
stupné vytvareni obloukt, aniz by néktery oblouk byl probéhnut vice nez jednou, muzeme
definovat kiivku takto:

Definice 4.13. Mnozinu C' C R™ nazveme (po cdstech hladkou) krivkou, existuje-li ko-
necna posloupnost oblouki v R”

(A1, Agy . A, (r>1) (4.5)

a konec¢na posloupnost bodu
(agp, a1, ..., a,) (4.6)
tak, ze plati
(1) A; je oblouk s krajnimi body a;_1,a; (a;_1 #a;) (i=1,...,7)
(2) libovolné dva oblouky A;, A; (i # j) maji spoleéné nejvyse krajni body

@C:Q&.

Je-li kromé podminek (1) az (3) splnéna jesté podminka
(4) AinA;NA, =0proi # j # k # i (tj. kazdy z bodil q; je krajnim bodem
nejvyse dvou obloukt),
nazveme kiivku C' jednoduchou (téZ prostou nebo neprotinajici se) krivkou.

Je-li splnéna podminka
(5) agp = a,

nazveme C' uzavienou krivkou.
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Soubor (Aj, Ay, ..., A,) nazveme rozkladem kiivky C. Jednoducha kiivka C', pro niz
ag # a,, se nazyva po cdastech hladky oblouk, body ag, a, krajni body oblouku C'.

Z podminky (1) vyplyva, ze a; € A;NA;11, coz znamend, ze oblouky A;, A; ;1 se spojuji
v bodé a;.

Definice 4.14. Bod p € C nazyvame reqularnim bodem krivky C, existuje-li oteviené

okoli U(p) tak, ze U(p) N C' je hladky oblouk, v opa¢ném piipadé se p nazyva singuldrni
bod krivky C.

Singularnimi body mohou byt nejvyse body a; (i =0, ...,n). Jednoduché kiivka bez
singularnich bodu se nazyva hladkd. Hladky oblouk je zfejmé specialni piipad jednoduché
hladké krivky. Prikladem jednoduché hladké uzaviené kiivky je napt. kruznice.

Podle definice kiivky jsou z geometrickych titvari na obr. (4.3) kiivkami pouze Gtvary
(a),(b),(c), pfitom kiivka (b) je jednoducha uzaviena kfivka.

Obr. 4.3: Piiklady utvart, které jsou ((a),(b),(c)) a nejsou ((d),(e),(f)) kiivkami
Definice 4.15. Délkou krivky C' s rozkladem (4.5) nazyvame ¢islo
i=1

Poznamka 4.16. Pomoci zjemnéni se snadno dokaze, ze ¢islo s(C') nezavisi na rozkladu
ktivky C na oblouky.
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4.2 Neorientovany krivkovy integral v R"

Necht C' C R" je kiivka. Tak jako pfi vystavbé n-rozmérného integralu v R” mély zékladni
vyznam n-rozmeérné intervaly a jejich objem, maji pii vystavbé kiivkového integralu ana-
logicky vyznam oblouky, jejich délka a tzv. stuprniovité funkce na C.

Definice 4.17. Stupnovitou funkci na C' nazveme takovou funkci f : C — R, k niz
existuje rozklad C' na oblouky (A, ..., Ax) takovy, Ze na kazdém vnitiku oblouku A; je
f konstantni. Je-li a; hodnota funkce f na vnitiku oblouku A; (i = 1,..., k), pak integral
stupnovité funkce f po kiivce C' definujeme vztahem

/Cfds = Zais(Ai) ) (4.7)

kde s(A;) je délka oblouku A; (i =1,... k).

Rekneme, ze N C C je nulovd mnozina na C (mnozina kiivkové miry 0), existuje-li
k libovolnému & > 0 konec¢nd posloupnost obloukit A%, j =1,... &k, A> C C, pokryvajici
N a takova, ze Z?:l s(A)) <e.

Nulové mnoziny na C' maji tytéz vlastnosti jako nulové mnoziny v R"™ (vzhledem k
n-rozmérné geometrické mife v,). Nulovou mnozinou na C' je kazda koneéna mnoZina.

Ozna¢me &(C) mnozinu vsech stupiiovitych funkei na C a necht £(C) je mnozina
vsech redlnych funkci definovanych skoro vsude na C, pro néz plati:

Ke kazdé funkei f € £(C) existuje neklesajici posloupnost stupiiovitych funkei (fi)p-,
tak, ze fr — f skoro vSude na C. Pro takovou funkci definujeme

/ fds= lim | frpds.
C k—o00

V mnozing £(C) se ned4 obecné odéitat ani nasobit zdpornou konstantou. Provedeme
proto jesté jedno rozsifeni, a to tvorenim rozdilt funkei z £(C).

Ozna¢me £(C') mnozinu viech redlnych funkci definovanych skoro vsude na C, pro néz
plati:

Ke kazdé funkci f € £(C) existuji funkce g, h € £(C) takové, ze f = g— h skoro vSude
na C, pficemz aspoi jeden z integralii [, gds, [, hds je koneény. Pro takovou funkci f

definujeme
/fds:/gds—/hds
c c c

Jestlize fc f ds je konecny, fikame, ze f ma na C' konvergentni integral nebo ze f je
integrovatelnd na C' a piSeme f € L(C) (L(C) je tedy mnozina vSech integrovatelnych
funkci na C'.)

Plati

E(C) C &(C) c L(C), E(C) C L(C) C L(O).

Aby uvedend definice byla korektni, je ziejmé, Ze |, o [ ds nesmi zaviset na vyjadieni
f pomoci funkci z mnoziny &(C).



4.2 NEORIENTOVANY KRIVKOVY INTEGRAL v R" 87

Integral takto vybudovany se nazyva neorientovany krivkovy integrdl na C'. Integral funkce
f : C — R ptres podmnozinu M C C definujeme vztahem

/Mfdsz/cfods,

existuje-li integral vpravo (x,s je charakteristickd funkce mnoziny M).

Vlastnosti neorientovaného kiivkového integralu jsou stejné jako vlastnosti n - rozmeér-
ného integralu v R". Zejména pak plati véta:

Véta 4.18. Je-li (Aq, ..., Ag) rozklad C, pak

/Cfdszij/mfds’ (4.8)

Postacujici podminku konvergence kiivkového integralu dava véta:

mayji-li obé strany smysl.

Véta 4.19. Necht N C C je nulovd mnoZina a necht f je spojitd na C\ N a ohranicend.
Pak [ f ds konverguge.

Vzorec (4.8) ukazuje, ze budeme-li umét pocitat integral po oblouku, budeme umét
pocitat integral i po libovolné kiivce.

Necht A C R"™ je oblouk, ¢ : (a,) — R" jeho parametrizace. Necht nejdiive

f A — R je stupniovita funkce takova, ze f nabyva hodnotu a; na vnitiku oblouku
A; (i=1,...,k), kde (Ay,..., Ax) je rozklad oblouku A. Oblouky A; mtiZzeme uspoiadat
tak, aby parametrizace oblouku A; byla

@Y, <ti_1,ti> — R" (Z =1,.. .,]{?),

kde to = a, tx = B3, p; = | (t;i_1,t;). Potom

ti t;
S(Ap) = / | l(t)]d = / /(1)) .
ti_1 ti—1

Pouzijeme-li (4.7), dostaneme

/fds_zaz/ (t)|dt = Z/ a;| @' (t)| dt. (4.9)

Pro t € (t;_1,t;) je ¢(t) vnitinim bodem oblouku A;, takze f(¢(t)) = a;. Mizeme proto
(4.9) psét ve tvaru

/fds—Z/ el @l = [ o)l e)a
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Plati tedy pro stupnovitou funkci f na oblouku A vzorec

/fds—/ flo ()] dt. (4.10)

Limitnim procesem a pouzitim linearity integralu zjistime, Ze (4.10) plati pro kaZdou
integrovatelnou funkci na A a naopak, konverguje-li integral vpravo v (4.10), je f in-
tegrovatelnd na A a plati (4.10). Pfitom integral vpravo konverguje, pravé kdyz funkce
fow:t— f(ep(t)) je integrovatelna na (a, 5) (omezujeme se zde pouze na konvergentni
integrél, nebot pro aplikace to zcela postaci). Plati tedy:

Véta 4.20. Necht A je oblouk v R", ¢ : (o, ) — R"™ jeho parametrizace. Pak f je
integrovatelnd na A, prdvé kdyz funkce f o ¢ je integrovatelnd na («, 3) a plati vzorec
(4.10).

Je-li f nezaporna funkce na kiivce C' C R?, udéva [, f(z,y)ds obsah ¢ésti valcové
plochy s Fidici kiivkou C' shora ohranic¢ené funkci f (viz obr. (4.4)).

z
z=f(x,y)
/
_
=
X T — =~
o

C

Obr. 4.4: Geometricky vyznam neorientovaného kiivkového integralu

Priklad 4.21. Vypoctéte fc x ds, kde kiivka C se sklad4 z oblouku A; paraboly y = 22,
r € (0,1) aztsetky Ay :y =z, x € (0,1), C = A} U Ay (viz obrazek).

(t,t%), t € (0,1).

Reseni. Parametrizace oblouku A; je ¢, (t) =
Parametrizace oblouku As je ¢,(t) = (¢,t), t € (0,1).
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Y (1.1)
Pritom o/ (t) = (1,2t), | @} ()| = V1 + 482,
Ay
@5(t) = (1, 1), | ph(8)] = V2,
A
f(%ﬁ(t)) =1, f(‘P2(t)) =t
(0,0) X

1 1 1 5
Tedy/xds:/ xds—i—/ xds:/ t-\/1+4t2dt—|—/ t-ﬁdt:ﬂ—l—g. O
C A1 Ao 0

0 12

4.3 Orientovany krivkovy integral

Definice 4.22. Uvazujme orientovany oblouk A; budeme jej dale pojimat jako dvojici
(A, ?), kde 7 je orientujici te¢né pole na A. Orientovany oblouk A; = (A, ?1) nazveme
orientovanym podobloukem orientovaného oblouku A = (A, ?), jestlize A; C A a =
= ?|A1. Rekneme, Ze orientovany oblouk A je souctem orientovanych oblouki Ay, As,
a pisSeme A = A; + Ay, jestlize {A;, Ay} je rozklad oblouku A. Je-li A = (A, ?), A =
= (Al,?1>, A2 = (AQ,?Q), pak A= Al U Ag, ?1 = ?|A1, ?2 = ?|A2

Analogicky definujeme, Ze orientovany oblouk A je soucet orientovanych oblouku
Ai,... A, PiSeme A=A+ -+ A,

Ziejmé plati: Je-li A = A; + Ay, pak —A = (—A;) + (—Ay).

Orientovany oblouk A znazornujeme tak, ze u oblouku A Sipkou vyznacime orientaci.
Soucet Ay + A, je zndzornén na obr. (4.5).

Obr. 4.5: Soucet oblouki A; a As Obr. 4.6: Konst. vektorové pole

Necht L je orientované tsecka s po¢atecnim bodem py a koncovym bodem p; a necht
na L je definovano konstantni vektorové pole F = F (viz obr. (4.6)). Z fyziky je znamo,
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ze prace pole po orientované usecce L je
A=TFo. (- p)

(kde vpravo je skalarni soucin). Necht nyni A = (A, 7) je orientovany oblouk. Rozd&lme
jej na orientované podoblouky A;i,..., A, tak, ze A = A; + --- + Ay; pocatecni bod

oblouku A; necht je p; (i =1,... k).
Necht ? je spojité vektorové pole na A.

Bude-li déleni na podoblouky dostatecné
Ps jemné, muzeme oblouk A, nahradit pri-
blizné orientovanou useckou vychazejici z
bodu p; a uréenou vektorem 7(p;)s(A4;),
F(p,) kde 7(p;) je te¢ny vektor oblouku A; v bodé

Ayl/ TpsA )

p;. Vzhledem k tomu, Ze pole F je spojité,
muzeme jej na malém oblouku A; aproxi-
movat konstantnim polem F; = F (p;) (viz
obréazek). Préace pole FoaA je tedy pri-
blizné rovna

F(p))

AxY Fp) . 7m)s(A).  (4.11)

Soucet vpravo bude tim pfesnéji urcovat praci pole ﬁ po oblouku A, ¢im jemnéjsi
bude déleni oblouku A. Soucet (4.11) je integralni soucet pro kiivkovy integral

/A(ﬁ.?) ds,

kde integrujeme skalarni funkci f = ? . 7. Lze ukazat, Ze pro spojité pole F integralni
soucty v (4.11) konverguji k tomuto integralu, jestlize rozdéleni na podoblouky maji normy

konvergujici k nule (normou rozdéleni na podoblouky A4, ..., Ay s danymi pocateénimi
body p1, ..., pr nazyvame nejvétsi z délek |p, — p1|, |ps — pa,... ). To nés vede k této
definici:

Definice 4.23. Orientovanym kiivkovym integralem pole ? po orientovaném oblouku

A nazyvame integral
/?.@:/(F.?)ds, (4.12)
A A

existuje-li neorientovany integral vpravo. Pfitom 7 je orientujici tecné pole oblouku A
a je pole definované na A.

Z predchozich tivah je patrné, ze integral (4.12) urcuje prdci pole ﬁ po orientovaném
oblouku A. Integral existuje napt. tehdy, je-li spojité pole na A, coz budeme déle
predpokladat.

Protoze orientovany integral jsme vztahem (4.12) definovali pomoci neorientovaného
integralu, plynou vlastnosti orientovaného integralu z vlastnosti neorientovaného inte-
gralu.
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Tak napi. plati:
Je—liA:A1+---+Ak7je

Aﬁ.oﬁ:Alﬁ.£+---+Akﬁ.£. (4.13)

Tento vzorec vyjadiuje aditivitu prdce.

Dale plati
/ ?.d‘é:—/?.&é, (4.14)
—A A

nebot pro A = (A, 7) je —A = (4, = 7).
Vypocet orientovaného integralu lze provést prevedenim na neorientovany integral.
Je-li ¢ : (a,f) — R"™ parametrizace orientovaného oblouku A (tj. parametrizace
oblouku A souhlasi s danou orientaci), pak pro p = () je 7(p) = @'(t)/] ¢'(t)|, takie

_ ©'(t)
(F-?) ) =F e i

Odtud

/(ﬁ?ds_/? (tt ()| dt = /? dt.

Méame tedy vzorec

B
/A?.c?s:/ F (o(1)) . @' (t) dt. (4.15)

Je-li ﬁ (F1,...,Fy), ¢ = (p1,...,¢n), mizeme (4.15) rozepsat ve ,slozkovém tvaru“:

/f*ﬁ—/ Fu@(®) (1) + - + Falep(t) (1)) dt, (4.16)

kde Fi(p(t)) = Fi(p1(t),...,on(t), (i=1,...,n).

%
Tradi¢ni oznadeni integralu [, . je
ﬁ -
/ .ds:/Fldxl—l—---—i—Fndxn (4.17)
A A

(v R? zpravidla [, Fide + Fody, v R® [, Fidz + Fody + F3dz). Oznaceni na pravé
strané (4.17) naznacuje, jak méame integral pievést na jednorozmérny: Za dzxy,...,dx,
dosadime diferencialy funkci z; = ¢;(t) (i =1,...,n) , za proménné vystupujici ve funk-
cich Fj(xy,...,xz,) dosadime x; = ¢;(t) (i = 1,...,n) a integrujeme pak v mezich od «
do 3, jak je uvedeno ve vzorci (4.16).

Priklad 4.24. Vypoctéte préaci rovinného pole F = (y,—z) po oblouku A paraboly
y = 2% z bodu (0,0) do bodu (1, 1) (viz obrazek).
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Reseni. Parametrizace oblouku A je ¢(t) = (¢,t2), t € (0,1), a je souhlasni se
zadanou orientaci.
Pritom

Pt = (1,20), F(p(t) = ().

y

Tedy

A = Aﬁ.@:/ol(t{—t).u,zt)dt:

1 1
_ 2 o2\ qp _ _ 29, _ 1
T _/0<t 22) dt /Otdt .

S orientovanymi kiivkovymi integraly po orientovanych obloucich bychom v aplika-
cich nevystacili. Pohyb v daném vektorovém poli nemusi byt vzdy jednoduchy pohyb po
oblouku (tj. pohyb od pocatecniho ke koncovému bodu), mize jit napf. i o takovy po-
hyb, kdy bod se po probéhnuti urcité drahy opét vraci po témze oblouku apod. Abychom
matematicky popsali takové situace, zavedeme pojem cesty.

]

Definice 4.25. Konec¢ny soubor orientovanych obloukt

A A (4.18)

takovy, ze koncovy bod oblouku A; se rovna pocatecnimu bodu oblouku A;;
(t=1,...,k —1), nazveme cestou. Budeme tuto cestu zapisovat ve tvaru

L=A+--+A;. (4.19)

Pocatecéni bod Ay, resp. koncovy bod Ay nazyvame pocdatecnim, resp. koncovym bodem
cesty L. Jestlize je pocatecni bod A; roven koncovému bodu Ay, nazyvame cestu L
uzavrenou. Mnozinu

nazyvame trajektorii (téz nosicem) cesty L (zpravidla byva tato trajektorie kiivka).

Je-li (Ay,..., Ay) rozklad kiivky, nazyvame L téZ orientovanou kFivkou; tento ter-
min budeme uZivat zejména tehdy, je-li (A; ..., Ay) rozklad jednoduché kiivky. Pak L
nazyvame jednoduchou cestou nebo jednoduchou orientovanou krivkou.

Mize se ovSem stat, Ze nékteré useky cesty (tj. oblouky A;) maji spole¢nou ¢ast,
pfi¢emz jejich orientace muze byt na spoleéném tseku shodna nebo opacné (viz obrazek
(4.7)). Potom vytvofeni cesty seCtenim orientovanych oblouki, jak ukazuje vztah (4.19),
neznamena pouhé sjednoceni mnozin A;, ale zaroven obsahuje predpis, ze trajektorie se
mé probihat v poradi, jak tento soucet naznacuje. Pojem cesty neni geometricky pojem,
ma vyjadiit dynamicky proces pohybu bodu.
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Obr. 4.7: Cesta L=A; +--- 4+ Ag

Definice 4.26. Cestou opacnou k cesté (4.19) nazyvame cestu
—L=(—Ag) + (—Ap_1) + -+ (—Ay).

Je-li L' = A} +--- + A takova cesta, Ze poCatecni bod A je roven koncovému bodu Ay,
nazyvame cestu
A4+ A +A + -+ A

souctem cest L, L' a znacime jej L +L'. Rozdil L — L' definujeme jako soucdet L + (—L'),
pokud tento soucet je cestou.

Je-li L uzaviena cesta (napf. kruznice orientovana ve sméru hodinovych ruécicek), pak
mé smysl tvorit napi. L+ L = 2L, L+ L+ L = 3L atd. (coZ je napt. dvakrat, t¥ikrat, ...
probéhnuté kruznice).

Definice 4.27. Necht L = A; + --- + A, je cesta, ﬁ vektorové pole definované na
trajektorii

Orientovany integrdl pole F po cesté L definujeme vzorcem

/Lf.cﬁ—i/Af.cﬁ, (4.20)

existuji-li integraly na pravé strané. Integréal (4.20) na?rvéme pract pole ﬁ po cesté L.

Integral po uzaviené cesté L nazyvame cirkulact pole F na L.
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, “ . o totés b T . a5
Integral po uzaviené cesté L se znaci v literatuie téz . ds.
L

Ziejmé plati

F.ds - /ﬁ.£+ F.ds,
L+L’ L L’
[F@ - [fa
-L L

Priklad 4.28. Je-li L dvakrat probéhnuté kruznice
{(z,y) e R%a? + 4 = R?}
s pocateénim bodem (R, 0), je parametrizace této cesty

p(t) = (Rcost,Rsint), te€(0,4m)
4am
/?(Tg = ﬁ(Rcost,Rsint).(—Rsint,Rcost)dt.
L

0

Mame-li vyjadrit tuto cestu jako soucet orientovanych oblouki, lze to udélat mnoha zpii-
soby, vysledny integral bude vzdy tentyz. Lze dokonce vyjit i z jiného bodu nez z bodu
(R,0) a opét dostaneme tentyz vysledek. Abychom mohli tuto situaci vyjadfit obecné,
zavedeme pojem ekvivalence cest.

Definice 4.29. Rekneme, Ze cesty L;, Ly jsou ekvivalentns, a piseme L; = L, , jestlize
od cesty Ly = A; + -+ Ay k cestéd Ly = A} + -+ + Al lze dospét koneénym poctem
téchto transformaci:

a) zaména poradi sCitancu (oblouki A;)

b) vyjadfeni oblouku A; souc¢tem podobloukt

c) vyskytuji-li se v souc¢tu oblouky A;, A; tak, ze A; + A, je orientovany oblouk A,
nahrazeni s¢itanct A;, A; timto obloukem

d) odstranéni séitanct A, —A, vyskytuji-li se v souctu, nebo naopak
e) pridani téchto séitancti k danému souctu

Je ziejmé, ze po kazdé z uvedenych transformaci se soucet orientovanych integralt
nezmeéni.

Plati tedy:

Véta 4.30. Jestlize Ly = Lo, pak le ﬁ . Es> = sz ? . %
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Priklad 4.31. Uvazujme dvé cesty (viz obrazek):

AN AN \
. 7

- - L1 = ai1a9 -+ ao0a3 —+ aszay + a4a1

N\ \
Ly, = aja5+ asag + agas + asaq
Q Q, které jsou orientovanymi obvody
obdélnika @)1, Q5.
— —
a a; as

Tyto cesty lze secist; dostaneme tak cestu

AN \ AN N
L3 = aias + CLQCL;/J, + aszay + aqa1 + alag + asag + aﬁaé + aqaj .

Tato cesta je ekvivalentni s cestou

\ \ \
L, = asaj + asal + asai + a1as + asag + agas

(cesty ajaj, azaj se zrusi) a tato cesta je opét ekvivalentni s cestou

\ A
L= asas + (l5CLé + agasz + asay

ktera je orientovanym obvodem obdélnika ()1 U Q5. Plati tedy L; + Lo = L.
Je pak
— — —
ﬁ.ds+ F.ds:/?.ds.
L, Lo L

Necht nyni C je kiivka (neorientovand) s rozkladem A, ..., Ay, C = Ule A;. Kazdy
z oblouktu A; lze orientovat dvojim zptusobem; tak dostaneme fadu cest tvaru A; + - - +
+ Ai (k poradi ¢lent nyni vzhledem k ekvivalenci neptihlizime). Z téchto cest budou
pouze nékteré orientovanymi kiivkami, ne kazdé dvé pak budou spolu ekvivalentni. Jisté
nebudou ekvivalentni opacné orientované krivky, avsak mohou se vyskytovat i dvojice
neekvivalentnich orientovanych kfivek, které nebudou vzajemné opacné.

A, A, A, A,

A, A, A, A,
a) b)

Na obrazku je vidét, jak z obloukit Ay, Ay, A3, Ay, které tvoti rozklad kiivky, 1ze utvorit
neekvivalentni orientované krivky, které nejsou k sobé opacné. Tato situace vSak nemtize
nastat u prostych krivek. Je-li C' prosté kiivka s rozkladem (A, ..., Ag), pak existuji (az
na ekvivalenci) pravé dvé orientované kiivky tvaru A;+- - -+ Ay, které jsou k sobé opacné.
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K orientaci jednoduché uzaviené kiivky C' C R? stadéi stanovit jednotkové teéné pole
a k tomu sta¢i uréit teény vektor 7(pg) v jednom reguldrnim bodé p, € C. Tento bod
je vnitfnim bodem nékterého oblouku A C C'. Tim ziskdme orientovany oblouk A; tato
orientace se prenese na navazujici oblouk, az je orientovana cela kiivka.

Definice 4.32. Je-li py regularni bod kfivky C, pak v ném existuji pravé dva jednot-
kové normalové vektory, z nichz pravé jeden - ozna¢me jej n - ,vnikd“ do IntC' (vnitfek
kiivky C'). Vektor n nazveme vnitinim normdalovym vektorem, opany vektor —n nazveme
vnéjsim normdlovym vektorem (viz obr. (4.8))

Po

)

Obr. 4.8 Obr. 4.9

Nyni zvolime ze dvou jednotkovych tecnych vektort kiivky C' v bodé py vektor 7 =
= 7 (py) takovy, Ze usporddana dvojice (7, n) uréuje tuté# orientaci roviny jako dvojice
(e1, e2) standardni baze, tj. je-li T = (11, 72), n = (n1,n2), pak

i 7

ni o

=1

(viz obr. (4.9)). Vektorem 7 = 7 (po) je urcena orientace celé kiivky C. Takto oriento-
vanou kiivku C nazyvame kladné orientovanou, o opacné orientované kiivce —C fikame,
ze je zdporné orientovdna.

(Nazorné feceno, kladné orientovanou uzavienou kiivkou budeme rozumét orientaci
uzaviené kiivky ,proti sméru hodinovych rucicek”, zaporné orientovanou ,,ve sméru ho-
dinovych rucicek.)

4.4 Nezavislost orientovaného krivkového integralu
na cesteé
Je znamo, ze v gravitacnim poli prace, kterd se vykona pii pohybu hmotného bodu

v tomto poli, nezavisi na draze, ale pouze na pocatecnim a koncovém bodu. Budeme
nyni formulovat problém nezavislosti prace (tj. kfivkového integralu) pole obecné.
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Definice 4.33. Necht ? je vektorové pole definované v oblasti D C R"™. Rekneme, Ze

krivkovy integral pole ﬁ nezavisi v D na cesté, jestlize pro libovolné cesty Cy, Cq lezici v
D, které meji tyz pocatecni a tyz koncovy bod, plati

F.ds= [ F.ds.
Cl CQ

Pole ﬁ v takovém pripadé€ nazyvame konzervativnim v D.

Tento nazev souvisi s tim, ze v takovém poli plati zdkon zachovani energie.

Pojem nezavislosti integralu pole na cesté lze téz formulovat pomoci pojmu cirkulace
pole.

Jsou-li Cq,Cy dvé cesty s tymz pocatecnim a s tymz koncovym bodem, pak C =
= C; + (—Cy) = Cy — C; je uzaviena cesta. Naopak kazdou uzavienou cestu C mizeme
vyjadrit jako rozdil dvou cest s tymz pocatecnim a s tymz koncovym bodem. Odtud jiz
snadno plyne:

Véta 4.34. Krivkovy integrdl pole F nezavisi na cesté, praveé kdyz cirkulace pole ? po
libovoln€ uzavrené cesté C lezici v D je nulovd.

Oznaceni. Jestlize kiivkovy integral pole ﬁ nezavisi v oblasti D na cesté, pak znakem
ff . ds oznacujeme kiivkovy integral pole F po libovolné cesté C lezici v D takové, ze
a je pocatecni, b koncovy bod cesty C.

Definice 4.35. Necht ? je spojité vektorové pole v oblasti D C R". Rikdme, ze ﬁ je
potencidalni v D, existuje-li redlnd funkce f : D — R takova, ze ? = gradf v D. Funkci
f pak nazyvame potencidalem pole F v D.

Je-li f potencidl pole ﬁ, je ztejmeé také f + k, kde £ je libovolnd konstanta, potencial.
Jsou-li f, g potencidly pole ﬁ v oblasti D, pak grad(f—g) = 0v D, takze 8(f g) =0v D
(t=1,...,n) aodtud f — g =k, kde k je konstanta. Lisi se tedy kazdé dva potencialy
pole ? v dane oblasti o aditivni konstantu.

Nez zformulujeme nutné a postacujici podminky nezavislosti na integrac¢ni cesté, pri-
pomenme si nékteré dilezité pojmy:

Definice 4.36. Mnozinu Q@ C R", (n = 2,3) nazveme souvislou, jestlize libovolné dva
body v €2 lze spojit kiivkou ~ tak, ze v C €.

Oblasti rozumime otevienou a souvislou mnozinu.

Oblast €2, v niz libovolnou jednoduchou uzavienou kiivku lze spojité ,stahnout® do
bodu, pficemz pfi této deformaci neopustime €2, nazveme jednoduse souvislou oblastt.

Na obrazku jsou znazornény tfi oblasti - prvni dvé jsou jednoduse souvislé, tieti ne.
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Nyni miizeme zformulovat ptislusnou vétu.

Véta 4.37. Necht pole ﬁ je spojité na Q, kde Q C R", (n = 2,3) je jednoduse souvisld
oblast.

_>
a) Krivkovy integrdl | C? . ds nezdvisi v ) na integracni cesté pravé tehdy, kdyz pole

je potencidlni.

b) Je-li f potencidl pole ﬁ, pak pro libovolnou cestu C' leZici v ) s pocdtecnim bodem
po a koncovym bodem p plati

/C F.&= 1) - f(w). (4.21)

Nyni uvedeme kritérium udavajici, kdy je vektorové pole ? potencialni.
Véta 4.38. Necht vektorové pole ﬁ je tridy C na S2.

a) Nutnou podminkou k tomu, aby vektorové pole ? bylo potencialni, je, aby v kaZdem
bodé ) platilo

rotF = 0, je-li Q C R?

4.22
rot o — o, je-liQCR3 (4.22)

b) Jestlize Q) je jednoduse souvisld oblast, pak podminka (4.22) je postacujici k tomu,
aby ¥ bylo potencidlns.

Piiklad 4.39. Nechf F — x2_—|—yy2 ’ 2 f_ y2>’ (z,y) € R?\ {(0,0)}. Ovéime nutnou
podminku véty (4.38)

Reseni.

ot F — 0Fy OF: _ INtye) B Nt) _ 2?2 +y? — 222 2?4 y? — 2P

ox oy ox oy (2 + y?)? (22 4 y2)? =0.

Tedy podminka a) je splnéna, pficemz jenom jeji platnost obecné nezarucuje, Ze ﬁ je
potencialni pole, protoze podminka b) véty (4.38) splnéna neni. ]
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Lze dokonce ukazat, ze pro kladné orientovanou kruznici C' C €2,
C={(z,y) € R*: 2* +9* = R?*}

plati:
Je-li p(t) = (Rcost, Rsint), t € (0,2m), parametrizace kruznice C, pak

'(t) = (—Rsint, Rcost)

a

/Cﬁ.cﬁ:/:ﬂ (Fop) (wt).c,o’(t)dt:/jr (_RRS;”, R;‘;St) . (~Rsint, Rcost) =

27
= / (sin®t + cos®t) dt = 27 # 0.
0

Tedy fc ? . (Ts> # 0 a integral je zavisly na integracni cesté, tudiz ? nemuze byt poten-
cialni.

Je-li ﬁ potencialni pole na €2, vznika tloha, jak najit potencial. Vime, Ze potencial
je urcen jednoznacné, az na aditivni konstantu. Pro jeho vypocet miizeme pouzit vzo-
rec (4.21), kde bod pg zvolime v € pevné, bod p je proménny bod z Q a za integracni
cestu muzeme vzit libovolnou orientovanou kiivku v €2 spojujici bod p s bodem py. Je-li
naptiklad €2 jednoduse souvisla mnozina, 1ze za integracni cestu zvolit tsecku.

Priklad 4.40. Ovéite, zda vektorové pole ? = (2zy,2® + 9y?) je potencidlni na R? a
stanovte potencial f.

ResSeni.

2 2
F_0F OR _0@+9?) 0Qwy) _, .,

Jelikoz R? je jednoduse souvisla oblast, je ? potencialni.
Uréeme nejdiive potencial f uzitim vzorce (4.21). Za bod py zvolme pocatek, tj. po =

= (0,0), p = (z,y). Parametrizace tGsecky pop je @(t) = (tz, ty), t € (0,1) a @'(t) = (z, ).
V nasem ptipadé je vzorec (4.21) tvaru

/jﬁ L8 = f(p) — f(po) = f(z,y) — £(0,0) = f(x,y).

Tedy potencial
1 1
flz,y) = / (2t%zy, 2 + 9t%y?) .+ (z,y) dt = / (2t%2%y + 2%y + 9%y dt =
0 0
1
= (32%y + 99°) - / £ dt = 1 32y + 9y°) = 2y + 3y°.
0

Kazdy potencial je tedy tvaru %y + 3y + C.
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Potenciil mizeme téz urdit reSeni rovnice

ﬁ = gradf
(FlaF2>: (%7 g_;t)atedyFl :%7 F2:g_£7t.]
of Of _ 2 g2
— =2 — = 9
Z prvni rovnice plyne
fla,y) = /2963/ dz = 2%y + g(y) (4.23)

Dosazenim do druhé rovnice dostaneme pro neznamou funkci g(y)
2 +4'(y) = 2" +9y° = g'(y) = 9y* = g(y) = /9y2 dy =3y’ + C

Dosadime-li za g(y) do (4.23), potencidl f je pak tvaru f(z,y) = 2%y + 3y* + C. ]

Piiklad 4.41. Ovéite, zda vektorové pole F = (i +yz)i+ (zz — 3)j+ (zy +22)k je
potencialni na oblasti Q = {(z,y,2) € R* : y > 0} a stanovte potenciél f.

Reseni.
i i k
rot? = 8% 6% % = (ag(xy +2z2) — %(mz — ;—2) i—
i%—yz xz—ﬁ Ty + 22 Y
0 0 . 0 . 9,
— (%(my +2z) — &(é + yz> i+ (%(QZZ — 7)) - 8—y(§ +yz> k =

. . 1 1
:(a:—x)1—(y—y)_1+(z—E%—E—z)k:o

Jelikoz rotﬁ = 0 a {2 je jednoduse souvisla oblast, je pole ﬁ potencialni a tudiz potencial
f existuje. Plati tedy

B af of of, .
gradf = F o (_8x’ 3y _6,2) = (Fy, F3, F3) tj.
of 1 of x Of _
0x_y+yz7 ay—mz ) az—a:y+2z

7 prvni rovnice dostaneme

f(z,y,2) = / @ + yz) de =% +xyz+ 9(y, 2) (4.24)

Dosazenim tohoto vysledku do druhé rovnice dostaneme pro neznamou funkei g(y, )

z 99(y, 2) z 99(y, 2) /
—— T Tz + v~ 2 + oy = dy = h(z).
" Tz » ) Tz = » 0= g(y,2) 0dy (2)
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Dosadime-li tento vztah do (4.24), tak plati
f(x,y,2) = 5 + zyz + h(z) (4.25)
Dosazenim tohoto vysledku do tfeti rovnice dostaneme pro h(z)
ry+ N (2) =xy+ 2z = W(z) =2z = h(z2) :/ZZdz:Z2+C’.

Celkové f(x,y,2) = o tayz+ 22+ C. O

4.5 Greenova véta

V tomto odstavci zformulujeme zakladni vétu rovinné vektorové analyzy, ktera charak-
terizuje vztah orientovaného kiivkového integralu a dvojného integralu v pripadé tzv.
regularnich oblasti:

Definice 4.42. Ohrani¢enou mnozinu G' C R? nazveme requldrni oblasti, je-li jeji hranice
disjunktnim sjednocenim konceného poctu jednoduchych uzavienych krivek. Je-li téchto
kiivek k£ > 1, hovofime o k-ndsobné souvislé oblasti (je-li k = 1, o jednoduse souvislé
oblasti).

Uzévér D = G nazveme uzavienou requldrni oblasti.

Je-li k > 2, nazyvame hrani¢ni kiivku C; takovou, %e D° C Int C;, vnéjsi, ostatni
hrani¢ni krivky C1, ..., Cy nazyvame vnitrnima.

Hranici oblasti D ozna¢ime 0D (hranici mnoziny D jsme znadili hD, symbolem 0D
chceme zduraznit, ze hranice ma specialni tvar).
Na obrézku (4.10) je piiklad trojndsobné souvislé oblasti.

., " . . 4.11: Kladné ori 4 hrani j-
Obr. 4.10: Trojnasobné souvisla oblast O,b s . ajdr}e orleni?ovana ranice tro)
nasobné souvislé oblasti
Necht D je uzaviend regularni oblast v R?, jejiz hranice D je tvofena jednou jed-
noduchou uzavienou krivkou C. Kladné orientovanou hranici 0D pak nazveme kladné
orientovanou kfivku C'.
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Je-li hranice 0D tvofena uzavienymi k¥ivkami C7,Cs, ..., Cy, z nichz C] je vnéjsi a
(s, ..., Cy vnitini, budeme kladné orientovanou hranici 0D rozumét kladné orientovanou
kiivku Cy a zaporné orientované kiivky Cs, ..., Cy (viz obr. (4.11)).

Symbolicky piseme

D = Cy+ Cy+ -+ C

a definujeme integral pole ﬁ po orientované hranici 0D jako

F.ds= ?.cﬁ+/?.£+---+ F.ds
D C1 (& Ck

Véta 4.43 (Greenova). Necht D C R? je reguldrni uzaviend oblast, D kladné ori-
entovand hranice oblasti D. Necht ¥ = (Fy, Fy) je vektorové pole tridy Cy na D, pak

plati
%ﬁ.gs)://rotﬁdug
oD D

neboli ve slozZkovém tvaru

%Fldqungy—// (ﬁ—@) dx dy

Priklad 4.44. Vypoctéte cirkulaci vektorového pole F = —22yi + 2y?j podél kladné
orientované kruznice C' se stfedem v poc¢atku a polomérem r > 0.

~

Reseni. Jelikoz predpoklady véty jsou splnény, plati

j{?.gg:f—x2ydm+xy2dy://(y2+x2)dxdy:
c C
D

x=pcosp ¢ € (0,2m) ' /27T </7« , > L
y=psing pe(0,r) 0o \Jo )T

Uvedeme si nyni diisledek Greenovy véty:

Zvolime-li vektorové pole F - 1 (—y, ), dostévame %2 — ‘98—121 =1,
a tudiz ff (aFQ - aFl) dzdy = ffdxdy = 1p(D).
Plati tedy:

Obsah regularni oblasti D s kladné orientovanou hranici 0D se vypocte dle vzorce

1

V(D) = 5%% —ydz + z dy.
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4.6 Aplikace krivkového integralu

Véta 4.45. Pusobi-li sila ?, jejiz pruméty do soutadnych os jsou Fi(x,y), Fy(z,y), kde
Fi(z,y) a Fy(x,y) jsou spojité funkce, na hmotny bod pohybujici se po kiivce C, pak

celkovad prace vykonana silou F je rovna
L= / Fi(z,y)de + Fy(z, y)dy.
c
Pohybuje-li se hmotny bod po prostorové krivce C' pod vlivem pusobeni sily ﬁ, jejiz pri-

méty do soutadnych os jsou Fy(x,y,z), Fo(x,y,2) a Fs3(x,y,z), spojité funkce. Potom
celkovd prace vykonana silou F je rovna

L= / Fl(x7 Y, Z)dSC + FQ(;E7 Y, Z)dy + F3(LU, Y, Z)dZ. (426)
C

Priklad 4.46. V kazdém bodé roviny ptsobi sila majici konstantni velikost F' a smér
kladné osy z. Urcete praci vykonanou touto silou pii pohybu hmotného bodu po ¢asti
kruznice 2% + y? = R? lezici v 1. kvadrantu.

Reseni.
T = Rcost, t6<0,§>; dr = —Rsintdt.
y = Rsint,
%
PotomL:/Fdx:—/ F Rsintdt = —FR. m
c 0

Priklad 4.47. V kazdém bodé roviny pisobi sila ﬁ, jejiz pruméty do soutadnych os jsou
rovay Fi(z,y) = xy a Fa(x,y) = x+y. Urcete praci sily F pfi pfemisténi hmotného bodu
z bodu (0,0) do bodu (1,1)

a) po pfimce y = , b) po parabole y = 2.
. ! 4
Reseni. a) L:/xydx—f-(x—l—y)dy:—/ (t2+2t)dt:§.
c 0
! 13
b)L:/:cyd:z:+(x+y)dy:—/(t3+t2+t)dtzﬁ. O
c 0

Priklad 4.48. Sila ma velikost rovnou vzdélenosti jejiho ptisobisté od roviny zy a sméfuje
k pocatku. Urcete praci ptfi pohybu hmotného bodu po primce x = at, y = bt, a z = ct
od bodu M = (2a,2b,2c) do bodu N = (a, b, ¢).

Reseni. Jelikoz ﬁ je rovnobézna s polohovym vektorem (ale opacného sméru), ma s nim
umérné soutradnice, t.j.

F - (= Az, =y, —Az).
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Pro velikost vektoru F plati:
F| = /0222 £ A2 1 A2,

Zaroven vsak ze zadani plyne |ﬁ| = 2, tudiz A\?(x® + y? + 2?) = 22. Z toho

A= -
/ZL‘2—|—y2—|—22
a
F_< Tz Yz 22 )
/x2+y2+z2’ \/xz—l—y?—i—z?’ \/x2—|—y2—|—z2‘
Potom

2 2 42 2 .12 342
¢ ¢ ¢ 3
L:/ ( ac + ac + ¢ )dt:§c a2 + 0% + 2.
1

Va2 +02+ 2 VPR +P+ A VR D2+
[

Priklad 4.49. Vektorové pole je urceno silou nepfimo umérnou vzdélenosti jejiho piso-
bisté od osy z, kolmou na tuto osu a k ni smétujici. Najdéte praci vykonanou touto silou
pii pohybu hmotného bodu po kruznici z = cost, y = 1, a z = sint od bodu M = (1,1,0)
do bodu N = (0,0,1).

Reseni. Vektor sily ? je kolmy na osu O,, tudiz rovnobézny s rovinou zy. Plati

F - (=Az, — Ay, 0).

k
Pro velikost vektoru ﬁ plati |ﬁ\ = /A222 4+ A\2y? a zaroven |f>| = —
ety
Proto plati
k k k
A= —5—-, aodtud ﬁ:( ° Y 0).

_x2—|—y2’_x2+y2’
Rovnice kiivky C' jsou: v = cost, y = 1,z =sint, t € (0, 7).

xk yk 2 ksintcost
L:/——x2+ 2dx— D) 2dy:/ —Qt 1 dt =
C Y e+ Yy o Cos“t—+

substituce: s=cost | _ boks
ds = —sintdt | J, s2+1

2 +y

ds = 5 In2, k je konstanta timérnosti .

Maplety
Odkaz na maplety:

1. neorientovany krivkovy integral,

2. orientovany ktivkovy integral,

3. nezéavislost kiivkového integralu na cesté¢,
4

. Greenova véta.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/IntKrivkovy1BezSouboru.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/IntKrivkovy2BezSouboru.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/NezavislostNaIntCesteBezSouboru .html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/GreenovaVetaBezSouboru.html
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Cviceni
1. Vypoctéte fc ds kde C je tisetka AB, A= (0,-2), B = (4,0).

2. Vypoététe [.(z + y)ds, kde C' je obvod trojihelnika s vrcholy A = (1,-1), B = (2,-1),
C = (1,0).

3. Vypoététe [z ds, kde C je oblouk AB paraboly y = z?, A = (2,4), B = (1,1).

4. Vypoctéte fc zy ds, kde C je obvod obdélnika ohrani¢eného pfimkami x = 0, x = 4, y = 0,
y =2

5. Vypoctéte [, zyzds, kde C' je kiivka 22 + y* = a?, z = 2.
6. Vypoctéte obsah plasté plochy ohranicené zdola rovinou z = 0, jejiz ridici krivka C' lezi
v roviné z = 0, kterou vytina plocha z = f(z,y)
a) C:y:%:ﬁQ,xe 0,4y, f: 2z ==x.
b) C:2%2+y* =72 f:2=mx, m>0.
c) C:ax?+y?2=rax,r>0, f:2?+y% =22

7. Vypoctéte [,(z —y)dz + (z +y)dy, kde

a) C je usecka E A=(2,3), B=(3,5), A je pocate¢ni a B koncovy bod.

b) C je oblouk paraboly y = a2, ,0) je pocatecni, B = (2,4) koncovy bod.

A=(0
c¢) C je oblouk paraboly y? = 2, A = (0,0) je po¢atecni, B = (4,2) koncovy bod.

8. Vypoététe [, (a? + y?)dz + (2% — y?)dy, kde C je obvod trojihelnika ABC, A = (0,0),
B = (1,0), C = (0,1), ktery je orientovan poradim vrcholt.

9. Vypoctéte fc(:c +y)dz + (z — y) dy, kde C kladné orientovand uzaviena kiivka 2—2 + Zé—j =1.

10. Vypoctéte [,z dz+ydy+ (z+y—1)dz, kde C je tsecka s pocatetnim bodem A = (0,0,0)
a koncovym bodem B = (2,3,4).

11. Vypoctéte fcydx + zdy + xdz, kde C je priiseénice ploch z = zy, 22+ y? = 1, kladné
orientovana.
12. Vypoctéte praci sily 1) ﬁ = 3j, 2) ? = zi + yj po orientované kiivce C, kde C je

a) pilkruznice 22 + y? = 4, y > 0, orientovana od bodu (—2,0) k bodu (2, 0).
b) parabola y? = 2(z — 1), = € (1,3), orientovana od bodu (1,0) k bodu (3,2).

13. Ukazte, ze kiivkovy integral vektorového pole ? je nezavisly na integracni cesté a stanovte
jeho hodnotu pfres ki¥ivku s poéateénim bodem A a koncovym bodem B.

a) F=aityj, Q=R A=(0,1), B=(3,—4).
b) F = (z+ )it (x—y)j Q=R A=(0,1), B=(23).
) F=(%,-1),0={(z,y) eR2:2>0}, A= (2,1), B=(1,2).
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d) F = (22 + y2)

i+ (@2 +22)j+ (22 +2y)k, Q=R A= (1,-2,3), B=(2,3,4).

e) ¥ = (“ —aztby g), a,b € R, Q= {(z,y,2) € R® : y >0,z > 0}, A = (0,1,1),

gv
B=(-1,1,3).

Y

14. Ukazte, ze vektorové pole ? je potencialni a najdéte jeho potencial f.

a) ?:zi+(y2+z)j+(x+y)k,Q:R3.

b) F = 3i— 4j+
c) ?:(3x2y2—

k, Q — RS,
22M)i 4 223yj — 8223k, Q = R3.

15. Vypoctéte cirkulaci vektorového pole ? podél kladné orientované kiivky C, jestlize

a) F = (a2 —y)i

+ (z —y?)j, C je hranice oblasti D = {(z,y) € R? : y > 2%,y < 4}.

b) ? =(x—y)i+5j, C je hranice étverce o strandch x = +2,y = +2.

c) F - (y —x)i+ 2%j, C je pllkruznice 22 + y> = 4,y > 0 a tisecka spojujici body

(—2,0),(2,0).

d) F = 2yi+2%j, C je hranice trojihelnika o vrcholech (—3,0), (3,0), (0, 3).

e) ?:3xyi—2yj, C=C1+Cy+ C5+ Cy, kde
Crjex?+y2=1,2>0,y <0,
C je usecka spojujici body (1,0), (1,1),
(3 je tsecka spojujici body (0,0), (1,1),
Cy je usecka spojujici body (0,0), (0,—1).

16. Silové pole je urceno silou ? = (x — y,x). Stanovte préci, kterd se vykona pusobenim sily

po obvodé ¢tverce o strandch r = +a a y = £a, a > 0.

17. Silové pole je urceno silou ? = (z,y, z). Stanovte praci, kterd se vykona ptisobenim této
sily po lomené ¢are OABC, kde O je pocatek, A = (0,a,0), B = (a,a,0) a C = (a,a,a).

Vysledky
.v/51In2

L1442

. (1717 — 5v/5) /12
.24

1

2

w

.0

a

(10v10 — 1)
2

mr

o
N NN

T2

o

a

)
)
)
)

by
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

r
22
C) 3
13
T
a) 1)0; 2)0
b) 1)3; 2) ¥
a) 12
b) 4
c) —3
0
e) —3

a) f(z,y,2) :xz—i-%%—yz—i-c
c) f(z,y,2) = 23y? — 224 + C

a)%L
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5 Plosny integral

5.1 Plochy v R?

Pti definici po ¢astech hladké plochy budeme postupovat obdobné jako u kiivek. Nejdiive
se omezime na hladké kusy ploch s okrajem, které nazveme ,listy* a jez budou dvouroz-
meérnou analogii hladkych oblouki, dalsi plochy z nich dostaneme ,slepovanim“.

Mizeme si predstavit, ze hladky kus plochy s okrajem vznikne pruznou deformaci
rovinné elastické desticky. Pro popis takové plochy se hodi parametricky popis

x = ®i(u,v)
y = ®(u,v) (u,v) €D CR? (5.1)
z = D3(u,v)

kde zobrazeni ® = (P, Py, P3) ma vhodné vlastnosti. Chceme-li pritom dostat plochu
s po castech hladkym okrajem, je tieba uvazovat i toto zobrazeni na hranici oblasti D,
pricemz hranice musi byt po ¢astech hladkou kf¥ivkou nebo sjednocenim takovych ktivek.

Definice 5.1. Zobrazeni ® = (&1, Py, ®3) : D — R?® nazveme requldrnim na D, je-li
tfidy C} na D a Jacobiova matice

o0®1 09y

ou ov

! 0P 0P
¢ = ou v
9%z  9P3

ou ov

mé hodnost 2 na D.

Definice 5.2. Mnozinu B C R?® nazveme kusem hladké plochy nebo kratce listem,
existuje-li prosté regularni zobrazeni

& = (&, Py, P3): D — R,

kde D C R? je uzaviené reguldrni oblast, takové, ze ®(D) = B.

Zobrazeni ® nazyvame (regularni) parametrizaci listu B, rovnice (5.1) parametrickgmi
rovnicems listu B, proménné u, v parametry a oblast D oborem parametrii.

Mnozinu ®(9D) nazyvame okrajem listu B a zna¢ime dB, mnozinu B = B\ 0B
vnitrkem listu B (nejde o vnitiek v R3, ten je ().
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Okraj listu je jednoduché uzaviend kiivka (je-li D jednoduse souvisléd oblast) nebo
disjunktni sjednoceni koneéného poctu takovych kiivek (je-li D vicendsobné souvisla).

Definice 5.3. Necht ® : D — R? je parametrizace listu B a necht T : D' — D je prosté
regularni zobrazeni uzaviené reguldrni oblasti D’ C R? na uzavienou regularni oblast
D C R? (takové zobrazeni budeme ddle nazyvat transformaci parametri). Pak sloZené
zobrazeni ¥ = ®oT : D’ — R3 je rovnéz parametrizaci listu B. Rikdme, Ze parametrizace
W vznikla z parametrizace ® transformaci parametry T. Tuto situaci ukazuje obrazek.

v oD P
oB

Definice 5.4. Ma-li transformace T kladny Jacobiiv determinant, nazyvaji se parame-
trizace W, ® souhlasné, v opatném piipadé (tj. determinant je zaporny) nesouhlasné.

List m4 zfejmé nekoneéné mnoho (regularnich) parametrizaci. Zvolime-li jednu z nich,
pak kazdou dalsi parametrizaci dostaneme vhodnou transformaci parametrii.

Definice 5.5. Necht B je list. Spojité vektorové pole ¥ : B — V(R3) takové, Ze pro
kazdy bod p € B je 7(p) jednotkovy normalovy vektor listu B v bodé p, se nazyva
orientace listu B. Dvojici (B, ¥) naz§vame orientovangm listem, dvojici (B, —7) opaéné
orientovangm listem k (B, V). Oznacime-li orientovany list (B, 7) znakem B, oznacime
(B, —7) znakem —B.

Tvrzeni. Kazdy list md praveé dvé orientace, jeZ jsou opacné.
Zvolime-li jednu z nich, fikdme, zZe jsme na B zvolili stranu plochy; list ma tedy dveé
strany - je ,,dvoustranng“ (to u nékterych jinych ploch neplati).

Definice 5.6. Je-li ® : D — R? parametrizace listu B, p = ®(u,v) € B, urcuji vektory

M, W tecnou rovinu v bodé p, takze jednotkové normalové vektory k plose B v

ou

bodé p jsou vektory
22 ) 22
u " aw )\ au v )"

] G2
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Zvolime-li orientaci B pomoci prvniho vektoru, tj. definujeme-li orientaci U vztahem

(G ) (@)

7(1))‘(8@ 5% , pEDB, (5.2)

0 5 %) (@' (»)

fikéme, 7e orientace ¥ je ddna (indukovdna) parametrizaci ® nebo také ze ® souhlasi s
orientaci ¥ (je-li 7 déno a priori).

Plati toto tvrzeni:
Tvrzeni. Souhlasné parametrizace listu davaji tutéz orientaci, nesouhlasné parametrizace
davaji opacné orientace.

Priklad 5.7. Uvazujme Cast valcové plochy

B:{(:E,y,z)€R3:x2+y2:1,0§x§%,yZO,Oﬁle}

7 B 1ze parametrizovat naptiklad takto:

1 b: z = u
y = V1—u® (u,v)€D={(0,%)x(0,1)
z = v

1 12 Parametrizace ®(u,v) = (u, V1 —u?,v) je pros-
X 1 y tym regularnim zobrazenim. Urc¢ime orientaci v
indukovanou parametrizaci ®

0P U 0P o® 0P U
__(1,——,0), — =1(0,0,1), %x%_(—l—_uz_,—l,O),

2% 9% (‘—“ -1 0>
22 x 2= M—u2 )
Ou " 0v Sl = (—u,—v1—u?0).

0@ 0% o
Buxav #-}-1

Je tedy orientace listu B indukované parametrizaci ®
V(x,y,2) = (—z,—y,0) [u==z V1I—u2=y]

Normalové vektory smétuji k ose z, jde tudiz o stranu plochy privracenou k roviné zz.

Dany list lze parametrizovat také napt. parametrizaci
W(t,s) = (cost,sint,s), (t,s)e D' =(35,5)x(0,1).

Tuto parametrizaci dostaneme z ® transformaci parametra T'(¢,s) = (T1(t, s), Ta(t, s)) =
= (cost, s), ktera je prostym regularnim zobrazenim D’ na D. Jacobitv determinant

T, 9T,
ot Bs|_|-sint O]
DT=\o1, om _‘ 0 1}_ st

ot 0s
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je v kazdém bodé (t,s) € D' zaporny; parametrizace ®, ¥ jsou nesouhlasné.
Pro parametrizaci ¥ dostaneme

v ‘ ow or 0w : S % 5
E:(—Slnt,COSt,o), g:(o’(),l), E X g:(COSt,Slnt,O):M.

Je tedy orientace listu B indukovana parametrizaci ¥
Vi(,y,2) = (,9,0) [cost = z,sint = y;
tedy v, = —7, coz souhlasi s tim, Ze parametrizace ®, ¥ jsou nesouhlasné.

Necht nyni f : D — R je funkce t¥idy C) na uzaviené regularni oblasti D C R?, pak
graf funkce f vzhledem k roviné xy:

By ={(z,y,2) € R*: (z,y) € D,z = f(x,9)}

je list.
Parametrizaci B,, dostaneme, zvolime-li z,y za parametry: * = u,y = v, z = f(u,v), tj.

®(u,v) = (P1(u,v), Pa(u,v), P3(u,v)) = (u,v, f(u,v)), (u,v) € D. Je pak

0B _ (0B, 0%, 0%\ (Of 0B _ (0B 0% 0%;) . Of)
ou \ou’  Ou’ ou) V77 0ou”’ v \ov ov v /) V770w
0® 0% ( of of ) 92 92 (9L 91 1)
a3 X o =TT 0% _ 0% | ‘
ou v ou’ v o ox e \/(g_u)2+<%)2+1

Orientace listu B, urcend touto parametrizaci je ,horni strana“ grafu B,,, tj. normalovy
vektor svird s osou z ostry thel. Také mnoziny

By, ={(z,y,2) €R*: (y,2) € D,x = f(y,2)} (graf f vzhledem k roving yz)
B., ={(2,y,2) €R*: (z,2) € D,y = f(z,2)} (graf f vzhledem k roviné zx)

jsou listy.
D4 se ukazat (pomoci véty o implicitnich funkcich), ze kazdy list je v jistém okoli
kazdého svého bodu jednou z ploch typu B,,, B,., B.,.

Obsah listu

List je jakousi dvourozmérnou analogii oblouku. Pti zavadéni pojmu délky oblouku jsme
vpisovali do oblouku lomené c¢ary a délkou oblouku jsme nazvali limitu délek téchto lo-
menych car, kdyz strany lomenych ¢ar konvergovaly k nule.

Kdybychom chtéli postupovat u ploch analogicky, vpisovali bychom do dané plochy
polyedrické plochy, tj. plochy, které jsou slozeny z mnohotuhelniki (napf. z trojihelniki)
a jejichz obsah definujeme jako v elementarni geometrii, a za obsah dané plochy bychom
povazovali limitu obsahti téchto polyedrickych ploch, kdyz priméry mnohotihelniki kon-
verguji k nule. Jak ukazal koncem 19. stoleti H. A. Schwarz , neni tento postup vhodny a
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nemusi dat rozumny vysledek ani u tak jednoduché plochy, jako je plast rotacniho vélce.
Je tedy nutné zvolit jiny postup. Takovych postupi je nékolik. Zde zvolime ten, ktery se
opird o pojem objemu, ktery jiz mame definovan.

v Pozadujeme, aby obsah plochy mél vlastnosti miry
a aby obsah rovinné plochy byl stejny jako jeji
dvourozmérna mira v5. Mame-li rovinny list B a
posuneme-li jej o0 € > 0 ve sméru normalového vek-
toru ¥ a o ¢ ve sméru vektoru —7, dostaneme
vrstvu B, tloustky 2¢ (viz obréazek). Oznacime-li
w(B) obsah plochy B a v3(B.) objem vrstvy B,

pak ziejmé v3(B.) = 2ew(B), tedy w(B) = VBng)‘

Nechf nyni list B neni rovinny. Opét jej budeme ,,posouvat® tak, ze v kazdém bodé
p € B jej posuneme o ¢ ve sméru jednotkového normalového vektoru 7(]9) a 0 € ve sméru
jednotkového normalového vektoru —7(]9) (predpokladéame, Ze na B jsme zvolili nékteré
spojité normalové pole 7), pritom & > 0 necht je dostateéné malé ¢islo. Dostaneme tak
opét tenkou vrstvu B., v niz B je jakymsi ,stfednim fezem®. Podil %fs) bude tim lépe
aproximovat obsah plochy B, ¢im bude € mensi. Definujme proto obsah listu B takto:

. V3<Bs)

W(B) N slir(%‘ 2e ’

piitom B. = {p+tT(p): p € B,t € (—e,e)}.

Ukazme si na znamém prikladé kulové plochy, ze dostaneme tentyz vysledek, ktery se
uvadi v elementarni geometrii.

Je-li B kulova plocha poloméru R se stfedem a € R3, pak B. = Kr,. — Kr_., kde
K, je koule se stfedem a o poloméru r. Objem koule méme piesné definovan (pomoci
trojného integralu), je v3(K,) = 3mr®. Tudiz

1/3(35) = V3(KR+5) - V3(KR—5) =
= 37 (6R* +2¢%) =

7 ((R+e) - (R—e)") =
m(3R% 4 £%).

wloo Wik

Tedy
Sm(3R% +&°
w(B) = lim 2 TR ete) = lim (47 R* + i &%) = 47 R?

e—0+ 2e e—0+

coz souhlasi se zndmym vzorcem pro obsah kulové plochy.

Véta 5.8. Necht B C R3 je list, bud ® = (1, Py, @3) : D — R? jeho parametrizace. Pak

pro obsah w(B) listu B plati:
// 0P 0‘1’

dudv . (5.3)
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Dikaz. Mame tedy ukazat, ze

8<I> 0‘I>
w(B) = lim ~ // ‘ dudv .
e—0t
Odvozeni si pouze naznacime:
0% o 02
B.={p+tU(p):pe B,te(—ec)} = {®(u,0) —i—tH : (u,v) € Dyt € (—e,e)}.
Bu " v
0 . 0@
Oznatme —ou—0v — o (u,v) = (n1(u,v), na(u, v), n3(u,v)). Je tedy
ou " o

B. = {(®1(u,v) +t-nqy(u,v), Ps(u,v) +t-na(u,v), P3(u,v) +t-nz(u,v)):
(u,v) € D,t € (—¢,e)}.

Definujme zobrazeni G : D x (—¢,¢) — R3:
G(U, v, t) = (q)l(uv U) +t- nl(u) U)7 q)Z(ua U) +t- n2(u7 ?}), q)3(u7 U) +t- n3(u, U))

Zobrazeni G je t¥idy C) a plati G(D x (—¢,¢)) = B..
Jakobian DG je pak tvaru

(9<1>1 +t8n1 8@1 +t8n1 nl(u,v)
DG = &+t% 8¢2+t% na(u, v)

3¢3+t% aq>3+t8"3 ns(u,v).

Tento determinant se da vyjadrit podle souctové véty jako soucet ¢tyt determinantii, ze
t1i se da vytknout ¢, dostaneme tak

G Ge m(u)
DG = % % na(u,v)| +t- f(u,v,t),
G 52 na(u,v)

kde f(u,v,t) je hodnota zbyvajicich t¥i determinantt a je spojité a ohranicend. Rozvinu-
tim uvedeného determinantu podle tfetiho sloupce dostavame
0% 0%\ _ g—fx%f 0% 0%\ _ |02 0P
o o ) T |%2 ‘\ou "0 ) " |ou " B

X_

je tedy Jakobian DG = ‘%—f X %—‘ﬂ +t-f.
Podle véty o transformaci trojného integralu plati

/// dedydz = / l / ; IDG| dudvdt =
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P
dudv/dt—l—p—25 //’8 8_ dudv + p,

//‘8@ o®

kde p:[7</}-ﬂuvﬂm)mmu
Je tedy vs( [7 0% 8¢

JelikoZ f je spojita a ohranicend, tj. |f| < K, tak plati

‘P|§//( E\?f'f(u,v,t)o dudvﬁ//dudv~K-/E]t|dt:K.y2(D).52’
D - D —€

takZe lim 5‘1 = (. Odtud
e—0 <€

mw+ﬁ.
2e

dudv .

1i 1/3 a<I> 8@
61—>0 25

]

Je-li list B grafem funkce g : D — R, D C R? g € C1(D), a zvolime-li parametrizaci
®(u,v) = (u,v, g(u,v), pak

ij k 2 2
8(1) 5’@ 1 0 %= _@’_@’1 = 0® 8{) 1+ @ + @
(9u o 01 S_Z ov’ Ou 8u v ou ov
ov

V tomto ptipadé pro obsah listu B plati

[ )+ ) o

(misto proménnych u, v mizeme psat opét x,y).

Priklad 5.9. Vypoctéte obsah ¢asti rota¢niho paraboloidu

B={(z,y2) eR’: 2= —— 2" +y" < 1}

2 <1 a plati

Reseni. Jde o graf funkce g(z,y) =
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1/2 i,

x=pcosp ¢ € (0,2m)
y=psing pe(0,1)

1 o 1 9
1 —
= / (/ p\/1+p2d<,0) dp:27r~/p\/1+p2dp:‘ tp _t ‘:
0 0 0 2pdp = dt
2
2
- w./l Vit =2 (2v2-1).

Priklad 5.10. Vypoctéte obsah ¢asti B sroubové plochy o parametrickych rovnicich
T = wucosv, y = usinv, z = v nachézejici se ve valci 22 +y> =4, 0 < 2 < 4.

ResSeni. Parametrizace listu B ma tvar

®(u,v) = (ucosv,usinv,v), kde (u,v) € (0,2) x (0,2m) .

z
0P 0P
5= (cosv,sinv,0), 50 = (—usinv, ucoswv, 1)
B . . k
0% 0® ' N
8_X8_: Ccos v sinv 0| =
u v —usinv wcosv 1
= (sinwv, — cosv, u),
o® 0P
/N 7 x T2 = Vsin?v 4 cos?u +u2 = V£ 1.
X ou  Ov

2 27
dudv:/ (/ \/u2+1dv) du =
0 0

w(B) = [/‘aa—‘fx%—f

—~ 27r~/02\/rﬂdu:2ﬂ~(\/g+%ln(2+\/g)).
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Necht nyni ® = ®(u,v) : D — R3 ¥ = ¥(s,t) : D' — R? jsou parametrizace listu

B C R3. Pak plati
//“9‘1’ oe dudv—//‘aql a‘f dsdt,

co7Z znaéi ze obsah listu nezéwisi na jeho parametrizaci

vvvvvv

lze tvorit spojovanim listd. Pii studiu nasledujici deﬁmce necht si ¢tenal predstavi napr.
povrch jehlanu; listy, které tento povrch tvori, jsou stény jehlanu.

Definice 5.11. Souvislou mnozinu S C R?® nazveme (po édstech hladkou) plochou,
existuje-li takovy konec¢ny systém listil

{By,...,Bn}, (5.4)

ze plati:
(1) S=B1U---UB,,,
(2) je-lii # 7, je B;,N B; C 0B; N dB; a B; N B; oblouk, nebo mnozina prazdna nebo

jednobodova,
(3) je-lii # j # k #14, je B; N B; N By, bud mnozina prazdné, nebo jednobodova.
Systém (5.4) nazyvame rozkladem plochy S na listy.

Jestlize ke kazdému bodu p € S existuje okoli U(p) tak, ze B = U(p) NS je list (a
tedy na B existuje spojité normélové pole), fikdme, Ze plocha S je hladkad.

Je-li B; N B; oblouk, fikame, ze listy B;, B; jsou prilehlé (podél tohoto oblouku,).

Kragnim obloukem plochy S nazveme oblouk, ktery je ¢asti okraje pravé jednoho listu
rozkladu plochy S. Neméa-li plocha S krajni oblouky, nazyva se uzavrend.

Uzaviena plocha neméa okraj. Neni-li S uzaviena plocha, nazyva se sjednoceni vSech
krajnich obloukt okraj plochy S, oznac¢ime jej 0S. Mnozina 95 je uzavienou kiivkou nebo
sjednocenim konec¢ného poc¢tu uzavienych kiivek.

a) b) c)

Na obrazku a) je pfiklad mnoziny, ktera je po ¢astech hladkou plochou, b) je ptiklad
mnoziny, kterd neni plochou, ¢) jsou prilehlé listy By, Bs podél oblouku By N Bs.

Definice 5.12. Bod p € S se nazyva regularni bod plochy S, existuje-li oteviené okoli
U(p) v R3 tak, ze U(p) NS je list; v opacném piipadé se bod p nazyva singuldrni bod
plochy S.
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Hladké plocha nema singularni body. Mnozina singularnich bodt plochy S o rozkladu
(5.4) je podmnozinou mnoziny | J dB; a u plochy, ktera neni hladk4, ji tvoii kfivky nebo
i=1
izolované body (pfedstavte si napt. povrch kuzele).

Na plose S muzeme definovat plosnou miru w pomoci plo$né miry na listech.

Definice 5.13. Rekneme, Ze mnozina M C S je méritelnd na S, jestlize pro kazdy list
B C S je mnozina M N B méftitelna na listu B.

Rekneme, ze mnozina M C S je nulovd (nebo Ze md plosnou miru 0), jestlize pro
kazdy list B C S mé& mnozina M N B plosnou miru 0, piseme w(M) = 0.

Plati: M C S ma plosnou miru 0, pravé kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje konecny
systém listt {Lq,..., L.}, L; C S (i =1,...,7r) tak, Ze

r

M C LTJLi a Zw(Li) <e.
i=1

i=1
Jestlize w(M)=0a N C M, pak w(N) = 0.
Tvrzeni. KazZdd krivka md plosnou miru 0.

Sjednoceni konecného poctu kfivek ma plosnou miru 0. Odtud plyne, ze mnoZina
singuldrnich bodi ma plosnou miru 0.

Jsou-li By,..., B, C Slisty, M C |J B; a je-li kazdd mnozina M N B; (i =1,...,71)

i=1

C=

méfitelnd, pak M je métitelna, nebot M = |J (B; N M) a vpravo je sjednoceni méfitelnych
i=1

mnozin.

Definice 5.14. Je-li M méfitelnd mnozina na S a je-li (5.4) rozklad plochy S, definujeme
plosnou miru mnoZiny M vzorcem

Xm:wMﬂB

=1
Specialné S je méfitelna a
St
i=1

Da se dokéazat (viz [?]), Ze ¢islo w(.S) nezavisi na rozkladu plochy S na listy.

7 praktického hlediska je uzitecné ponékud zobecnit pojem parametrizace z definice
listu, aby se i nékteré jiné plochy nez listy daly popsat parametricky.

Definice 5.15. Necht S je plocha. Parametrizaci plochy S nazveme spojité zobrazeni
®: D — R? (kde D je regularni uzaviena oblast v R?) takové, ze ®(D) = S a existuje
rozdéleni oblasti D na regularni uzaviené oblasti Dy, ..., D,, tak, ze plati
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(1) ® je prosté regularni zobrazeni na G = |J D?,
i=1
(2) ® zobrazuje |J 0D; na mnozinu C' C S, ktera je disjunktni s ®(G) a je sjednocenim
i=1
konecného poctu po castech hladkych krivek.

To znamena, Ze predpoklady prostého zobrazeni a regularity parametrizace & mohou
byt poruseny na koneéném poctu kfivek, tedy na nulové mnoziné, kterd nebude mit vliv
na hodnotu integralu pres danou plochu.

U nékterych ploch, jako je napf. povrch mmnohosténu, plast jehlanu apod., je 1épe
rozlozit tyto plochy na listy (ve jmenovanych pfipadech na mnohothelniky) a tyto listy
parametrizovat zvlast. U jinych ploch, jako je napf. kulova plocha, anuloid (,,pneumatika“)
aj., lze pochopitelné udélat totéz, bylo by to vsak zbytecné komplikované.

Priklad 5.16. Kulova plocha S se stfedem v poc¢atku a polomérem R,
S ={(r,y,2) € R®: 2® +y* + 2> = R*},
se da rozlozit na listy riiznym zptisobem.

Jedna moznost rozkladu plochy S na listy je tato: Do vnittku kulové plochy S umistime
krychli se stfedem v pocatku O a pak kazdou sténu krychle promitneme z O na S.
Avsak danou kulovou plochu S mtzeme popsat parametrickymi rovnicemi

r = Rcosusinv
= Rsinusinv

z = Rcoswv,
kde (u,v) € (0,2m) x (0,7) (u,v jsou sférické soufadnice). Parametrizace
®(u,v) = (Rcosusinv, Rsinusinv, Rcosv) : (0,27) x (0,7) — R

je sice dokonce t¥idy C,,, je vSak prosta a regularni pouze na vnittku obdélniku D =
= (0,27) x (0, 7). Snadno spocitame, Ze

0® X oe R? sin v(cos u sin v, sin u sin v, cos v)
— X — = —R*sinwv(cosusinv,sinusinv, cosv
ou  Ov 7 7 7
o® 0P
% X % = R2 sin v s

takze pravé jen pro v € (0,7) je %—f X %—f = 0. Vadi nam tedy body, pro néz v =0, v =,
tj. body (0,0, R), (0,0, —R); parametrizace ® neni prosté zobrazeni pro u = 0, u = 2.
Predpoklady prostého a regularniho zobrazeni ® jsou poruseny na hranici dD. Hranice

0D =L, ULyUL3U Ly,
kde

Ly = (1,2m) x {0}, Ly = (0,2m) x {7},
Ly = {2r} x(0,m), L4 {0} x (0,7) ,
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se zobrazi zobrazenim ® na polokruznici C' C S s krajnimi body (0,0, —R), (0,0, R)
prochdzejici bodem (R,0,0). Pfitom ®(D°) = S — C. Vyhovuje tedy ® definici (5.15)
(viz obrazky).

z
\
Ls
T
Ly D L,
Ly 2® u

Oznacime-li £(S) mnozinu vSech stupriovitych funkei na S, mé £(5) a integral funkci
z E(S) tytéz zakladni vlastnosti jako v pfipadé neorientovaného kiivkového integralu z
téchto funkci.

Analogickym zptisobem pak definujeme mnoziny £(S), £(S), £(S) a postupné rozsi-
fime integral stupnovitych funkci na integral funkci z téchto mnozin limitnim procesem
a odc¢itanim. Takto vybudovany integral nazveme neorientovanym plosnym integralem na

S.

Integrél funkce f : S — R pfes mnozinu M C S definujeme vztahem

é/fd5=[/fodS,

existuje-li integral vpravo (xas je charakteristickd funkce mnoziny M).

Plosny integral tizce souvisi s dvojnym integralem. JelikoZ rovinu R? mfizeme uvazovat
jako podprostor prostoru R?, pak je-li S rovinna plocha, tj. S C R?, je [[ fdS totozny
s

s dvojnym integralem [[ f dve, nebot pro list B C R? je w(B) = 15(B).
s

Vlastnosti neorientovaného plosného integralu jsou stejné jako vlastnosti n-rozmérného
integralu v R™. Tak napt. plati véta:

Véta 5.17. Je-li (By,...,By) rozklad S, pak

//de:zk://de, (5.5)

i=1 %
ma-li alespon jedna strana smysl.

Uvedme jesté postacujici podminku konvergence plosného integréalu, se kterou v praxi
vystacime:
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Véta 5.18. Necht N C S je nulovd mnoZina na S a necht f je spojita na S\ N a ohra-
nicend. Pak [[ f dS konverguje.
s

Vypocet neorientovaného plosného integralu

Vzorec (5.5) ukazuje, Ze k vypoctu plosného integralu pies plochu S staci umét pocitat
integral ptes listy. Nechtf B C R? je list, ® : D — R? jeho parametrizace.

Necht f : B — R3 je stupiiovita funkce takova, ze f nabyva hodnotu a; na vnitiku
listu B;,i=1,...,k, kde (B, ..., By) je rozklad plochy B. Pak ®(D;) = B;,i=1...,k,
kde D; je regularni oblast a (D1, ..., Dy) tvoii rozklad (rozdéleni) oblasti D na podoblasti.
Restrikce ®; = ®|D; je parametrizace listu B;, i = 1,..., k. Je pfitom (viz (5.3))

ai ddv—//’aq) o®

dudv .

Potom

//de Za// 0% a<1> dudv—Z//aZ

Pro (u,v) € DY je ®(u,v) vnitinim bodem listu B;, takze f(®(u,v)) = a;. MiiZeme proto
(5.6) psat ve tvaru

8<I> 8‘I>

dudv . (5.6)

//de Z//f u,v) M’ a@ dudv—//f (u, v) a—@x%—f dudv .
Plati tedy pro stupnovitou funkci f na B vzorec
P P
//de //f (u,v) a—xaa—v dudv , (5.7)

kde ® : D — R? je parametrizace B.

Limitnim procesem a pouzitim linearity integralu zjistime, ze (5.7) plati pro kazdou
integrovatelnou funkci f na B a naopak, konverguje-li dvojny integral v (5.7), je f inte-
grovatelna na B a plati (5.7). Pfitom pro konvergenci tohoto dvojného integralu je nutné
a staci, aby funkce f o ® byla integrovatelna na D.

Véta 5.19. Necht B je list, ® : D — R? jeho parametrizace. Pak f je integrovatelnd na
B, pravé kdyz f o ® je integrovatelnd na D. Pritom plati vzorec (5.7).

Je-li B graf funkce g : D — R tiidy Cy, B = {(z,9,2) : z = g(x,y), (z,y) € D}
a zvolime-li parametrizaci ®(u,v) = (u,v, g(u,v)), (u,v) € D (tedy x = u,y = v,z =
= g(u,v)), pak jako specialni pfipad vzorce (5.7) dostaneme (piSeme-li misto proménnych
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w, v proménné .,y )

//de:/ f(x,y,g(:c,y))\/l—i— (g—z)2+ <§—z>2dxdy. (5.8)

B D

Integral [[ fdsS lze rovnéz definovat pfimo vzorcem (5.7). V tom piipadé je tieba ukazat,
ze hodnofa integralu nezavisi na volbé parametrizace listu B. To lze dokazat pouzitim véty
o substituci v dvojném integralu.

Piiklad 5.20. Vypodtéte [[z- /22 +42dS, kde S = {(z,y,2) € R® : 2? +¢? + 22 =
= R% 2 > 0}. ’

ResSeni. Zvolme parametrické rovnice

b : = Rcosusinv
= Rsinusinwv . (u,v) € (0,2m) x (0,Z).
= Rcosv

(Rcosusinv, Rsinusinv, Rcosv),

o e 5

Tedy ®(u,v)

0P
— = (—ARsinusinv, Rcosusinv,0
0
in
0P . .
— = cosu cos v, Rsinucosv, —Rsinwv
5 (R R R )
v
oe 0P
0 X 90 - (—R2 cos usin? v, —R%sin u sin® v, — R? Sinvcosv)
U v
o® 0P
T X 50 = \/R4sin4v . (cos2u+ sin? u) + R4sin®vcos?v = R?sinw
U v

z-v/x2+1y?> = Rcosv- \/chos2usin2v+R28in2usin2v = R%?cosvsinv
Tedy

27 z

//z~\/ac2+y2dS:/ (/2R4cosvsin2vdv> du=27R*.
0 0

S

5.2 Orientovany plosny integral

Necht B = (B, 7) je orientovany list. Orientovany list B; = (B, 1) nazveme cdstd
orientovaného listu B, jestlize By C B a jestlize orientujici normdalové pole (orientace)
v, je restrikce orientace 7, t]. vV, = 7|Bl.

Rekneme, Ze orientovany list B je sou¢tem orientovanych listéi By, ..., By, a piSeme
B =By + -+ + By, je-li {By,..., By} rozklad listu B a je-li kazdy orientovany list B;
¢asti B. Ztejmé pak —B = (—=B;) + -+ + (—By).
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Nez pristoupime k definici orientovaného plosného integralu, vyjdeme z jisté fyzikalni
situace.

Pfedstavme si, ze ¢ast G prostoru R? je vyplnéna nestlacitelnou proudici kapalinou,
pricemz rychlost kazdé Castice je uréena pouze jeji polohou a nezavisi na case. V takovém
pripadé mluvime o ustaleném proudéni kapaliny.

Necht pole ? = (F1, F3, F3) je pole rychlosti tohoto proudéni, tj pro p € G je ﬁ(p)
vektor rychlosti proudéni v bodé p. Vznikd otazka, jaké mnozstvi kapaliny protece za
jednotku ¢asu kusem plochy (listem) ve sméru zvolené orientace.

Predpokladejme zprvu, ze pole ﬁ je konstantni
Q a orientovany list B = (B, 7) je rovinng (viz ob-
razek). Pak kapalina, kterd protece plochou B za
jednotku casu, vyplni valec o zakladné B velikosti
w(B) a viice F .7, jez je primétem vektoru
do sméru v (je-li ﬁ V< 0, znamena to ovsem
cly’ to, ze kapalina protéka opacnym smérem nez tim,

kterym byla uréena strana plochy).

Je tedy mnozstvi kapaliny, které protece za jednotku ¢asu orientovanym listem (B, 7),

rovno veli¢iné
Q= (ﬁ V) w(B).

Necht nyni B = (B, 7) je libovolny orientovany list a ? spojité vektorové pole defi-
nované na B. Rozdélme B na malé orientované ¢asti (listy) By, ..., By tak, Ze

B=B;+ - +B;.

Bude-li toto rozdéleni dostatecné jemné, mizeme povazovat kazdy list B; priblizné za

rovinny a orientaci 7 na kazdém B; za konstantni vektor. Také pole muizeme na
kazdém B; povazovat pfiblizné za konstantni, tj. mizeme je nahradit polem F,; = F (p;),
kde p; € BY.

Mnozstvi kapaliny, které protece za jednotku casu casti B;, je tedy pfiblizné rovno
¢islu ﬁ(pz) . 7(pz-)w(Bi), a celkové mnozstvi () kapaliny, které protece za jednotku casu
orientovanym listem (B, 7), je priblizné rovno

0= Z F(p) . 7 (p)w(B:) . (5.9)

Soucet vpravo bude tim presnéji urcovat mnozstvi kapaliny proteklé za jednotku casu
listem B, ¢im jemné&jsi bude déleni listu B na ¢asti.

Soucet (5.9) je integralni soucet pro plosny integral

// (ﬁ.ﬁ) ds. (5.10)
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Na soucet (5.9) lze pohliZet jako na plosny integral [[ hdS, kde h je stuptiovita funkce

B
nabyvajici na BY hodnotu ﬁ(p,) 7(]91) Limitnim procesem (zvolime-li posloupnost zjem-
riujicich se déleni tak, ze praméry listi B; konverguji k nule) dostaneme, Ze soucty (5.9)

konverguji k integralu (5.10)

Definice 5.21. Orientovanym plosnym integralem pole ? pres orientovany list B =
— (B, V) nazjvéme integral
//ﬁ.ﬁ://(?.ﬁ) ds, (5.11)
B B

existuje-li integral vpravo. Integral (5.11) nazyvame tokem vektorového pole ﬁ oriento-
vanou plochou B.

Termin ,tok pole“, ktery byl pfevzat z hydromechaniky, se pouziva nejen pro pole
rychlosti proudéni kapaliny, ale pro jakakoliv fyzikalni vektorova pole; je-li tedy napf.
elektrostatické pole, mluvime o toku elektrostatického pole orientovanou plochou atp.

Protoze orientovany integral jsme vztahem (5.11) definovali pomoci neorientovaného
integralu, plynou vlastnosti orientovaného integrdalu z vlastnosti neorientovaného integralu.

Jelikoz opacné orientovany list —B ma orientaci —7, plati

//fc@ // ) ds = - //ﬁv‘ds_ //ﬁﬁ

//F}.ﬁ:—//?.d_s). (5.12)
-B B
Dale plati:
Je-liB=B; +---+ By, je

F.a$= ﬁ.<ﬁ+---+ F.ds. (5.13)
JJ¥-s- /|

Tento vzorec vyjadiuje aditivitu toku vektorového pole.

Tedy

Vypocet orientovaného plosného integralu lze provést prevedenim na neorientovany
plosny integral.

Necht ® : D — R? je parametrizace orientovaného listu B = (B, 7) souhlasné s
orientaci 7. Pro p = ®(u,v), (u,v) € D, je
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takze
0% 0P
(F.9) 0 =F ). () = F@@w0) . 25257 (w.0).
ou ov
Odtud

dudv =

J[(F-2)as = [[ (Foo). ig 2200
_ Z/(ﬁc@) (g—fx%—f) dudv .

Méame tedy vzorec

//?cﬁ // o) (8‘1) %‘f)dudv (5.14)

Jestlize parametrizace ® nesouhlasi s orientaci listu B, musime (podle vzorce (5.12)) vzit
na pravé strané dvojny integral s opacnym znaménkem.

Integrovana funkce ve dvojném integralu na pravé strané vzorce (5.14) je smiSeny
souéin. Je-li ﬁ = (F1, Fy, F3), ® = (94, Po, P3), je (podle pravidla pro vypocet smiseného
soucinu)

001 08,
Flo(I) ou v

//ﬁ as = // (Fyo®) 222 2% qydy (5.15)

o Jokiy
A CTL

Posledni dva sloupce determinantu jsou sloupce Jacobiovy matice ®'. Rozvedeme-li de-
terminant podle prvniho sloupce, dostaneme

//?.ﬁ://((Flo@)D(cpg,cpg)+(FQO@)D(@?,,@)+<F30<1>)D(c1>1,c1>2)) dudv |

(5.16)
kde D(®;, ®,), i # j, i,j = 1,2, 3, jsou Jakobidny soutadnic ®;, ®;, tj.
9%, 0%
ou ov
D(@,.2,)= | ‘
Bu v

Orientovany plosny integral [[ ? . (ﬁ se ve slozkovém tvaru zapisuje nasledovneé:
B

//?.ﬁ://ﬂ dydz + Fy dzdz + Fy dady, (5.17)
B B

kde vyrazy dydz,dzdz,dzdy jsou tzv. vnéjsi souciny diferencialtt dz,dy,dz a vyraz za
symbolem [[ v (5.17) je tzv. diferencidlni forma druhého stupns.
B
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Priklad 5.22. Vypoctéte tok (Q vektorového pole ﬁ = (r—y,y—z,2—x+1) orientova-
nym trojihelnikem B o vrcholech (1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1). Orientujici normélovy vektor
sméfuje k poc¢atku (viz obrazek).

Reseni. V nagem piipadé je tedy
B={(r,y,2) eR* o +y+2=1,0>0,9y>0,2>0}.

Zvolme ®: =z = wu
y = v (u,v) € D,
z = 1l—u—w

kde D = {(u,v) e R* :u+v < 1,u >0,v >0}

(viz dalsi obrézek).

Odtud je ziejmé, ze u € (0,1) ,v € (0,1 — u).
Parametrizace ®(u,v) = (u,v,1 —u —v),

9 — (1,0,-1)
)

D 2 — (0,1,-1
ij k
1 x=u 0B ., 0% _ _
u+v=1 %X% - 10 -1 _(17171)
01 —1

Zvolena parametrizace je tedy nesouhlasna se zadanou orientaci, nebot vypoctena
normala ma opacny smér nez zadana orientujici normala.

<ﬁo<1>> (u,v) :ﬁ(q)(u,v)) :ﬁ(u,v,l—u—v):(u—v,u+20—1,2—2u—v)

1 1—u
_//(u—v,quQv—1,2—2u—v).(1,1,1)dudv:—/ (/ dv) du:—%_
0 0
D

Uvedeny priklad mizeme vypocitat i pfimo z defini¢niho vzorce (5.11). Plati totiz, ze

V= -2 (1,1,1), tedy

(ﬁ 7>xy, \/Lg(x_%y—z,z—x—i—l).(l,l,l):—

//? as = // ﬁ V) dS———//dS—— (B),

kde w(B) je v nasem piipadé obsah trojuhelnika B, ktery se d4 stanovit elementarné. [

_1
\/3 ’
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S orientovanymi plosnymi integraly pies orientované listy bychom v aplikacich nevy-
stacili.

V dalsim vykladu se omezime na jednoduse souvislé listy, tj. takové listy, jejichz pa-
rametrizace jsou definovany na jednoduse souvislych uzavienych regularnich oblastech.
Okraj takového listu je jednoducha uzaviena kiivka. Vicenasobné souvislé listy lze vzdy
rozdélit na jednoduse souvislé listy.

Orientovanou hranici uzaviené regularni oblasti D C R? ozna¢me 0D. U listl (a poz-
déji i ploch) bude znacit OB neorientovany okraj, 0B orientovany okraj, at uz jde o
neorientovany list B, ¢i orientovany list B.

Definice 5.23. Necht p je regularni bod okraje 0B listu B (tj. p je vnitinim bodem
nékterého oblouku A C dB). Vnitinim tecngm vektorem W (p) listu B v bod& p nazveme
vektor, pro ktery plati:

1) je teénym vektorem v bodé p orientovaného oblouku Ay, ktery lezi na listu B
a ma pocatecni bod p.

2) Neni kolinearni s te¢nym vektorem okraje 0B v bodé p (viz obrazek).

Necht nyni B je orientovany list, v jeho orientace.
Necht 0B je orientovany okraj s orientujicim tec-
nym vektorem ?, pak fekneme, ze okraj OB je
souhlasné orientovdn s listem B, jestlize pro libo-
volny regularni bod okraje 0B plati:

Trojice vektort (?(p), w(p), 7(1))) urCuje tu-
téz orientaci prostoru R*® jako standartni baze

e, ey, e3, ti. plati (7 (p) x W(p)). P (p) > 0.

Nézorné si mizeme souhlasnou orientaci okraje predstavit takto:
,Dame-li palec pravé ruky ve sméru zadaného orientujiciho normélového vektoru ori-
entovaného listu B, pak prsty ukazuji smér orientace okraje 0B.“

Definice 5.24. Rekneme, 7e orientované listy By, By, které jsou piilehlé podél oblouku
C, jsou souhlasné orientované (koorientované), jestlize pro okraje 0B;, 0By souhlasné
orientované s listy By, By plati:

Je-li orientovany oblouk C c¢asti okraje 0By, je orientovany oblouk —C ¢asti okraje

0B..

Na obrazku (5.3) jsou prilehlé listy By, By souhlasné orientované, na obr. (5.4) jsou
piilehlé listy B}, B; nesouhlasné orientované.

Definice 5.25. Rikdme, Ze plocha S je orientovatelnd, existuji-li orientované listy
B4, ..., B; tak, Ze plati:

(1) {By, ..., By} je rozklad plochy S,

(2) kazdé dva prilehlé listy B;, B; jsou souhlasné orientované.
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/7\ /7\
4 /
~ oB ™ 0B

Obr. 5.1: Souhlasné orientace okraje OB s Obr. 5.2: Nesouhlasna orientace okraje 0B
listem B s listem B

Obr. 5.3: Souhlasné orientované pfilehlé Obr. 5.4: Nesouhlasné orientované ptilehlé
listy listy

Rekneme pak, Ze S ma orientovany rozklad
{B1,...,By}. (5.18)

Definice 5.26. Necht S je orientovatelna plocha s orientovanym rozkladem (5.18). Necht
orientace listu B; je 7/;. Definujme vektorové pole 7/ : S — V(R3) tak, Ze polozime

V(p)=7Vip) pro peB® (i=1,... k)

a v ostatnich bodech (které jsou krajnimi body listti B;) definujme 7 takto: Bud definu-
jeme (je-li to mozné) 7(}9) tak, aby 7 bylo v bodé p spojité; neni-li to mozné (v ptipadé,
ze p je singularni bod, kdy se plocha v okoli bodu ,Jame“ nebo ma v bodé ,hrot*), definu-
jeme 7(1)) = 0. Pole ¥ nazveme orientact plochy S indukovanou orientovanym rozkladem

(5.18) a dvojici (S, V) nazveme orientovanou plochou. Dvojici (S, —¥) nazveme opacné
orientovanou plochou k (S, 7). Oznadime-li dale (S, 7) znakem S, oznadime (S, —7/)



128 PLOSNY INTEGRAL

znakem —S. Tu okolnost, Ze orientovany rozklad (5.18) urc¢uje orientaci plochy S, vyjad-
fime zapisem
S=B,+ - +B;.

Jsou-li {By,..., B}, {B],..., B, } dva orientované rozklady orientovatelné plochy S
a jsou-li 7, U/ orientace plochy S indukované témito rozklady, lze dokazat, ze plati

V=7 nebo ¥V=-7.

Orientovatelna plocha S m&a tedy pouze dvé mozné orientace, fikame, ze je dvou-
strannd. Plochy, které nejsou orientovatelné, se nazyvaji jednostranné. Takové plochy
existuji.

Prikladem takové plochy je Mdébiova plocha (Mébitv list), viz obrazek.

Zvolime-li v bodé p normalovy vektor 7 (p)
a bude-li se nyni bod ¢ pohybovat po C' od
bodu p do bodu p’ = p, bude se normalovy
vektor spojité ménit, avSak v bodé p’ prejde
ve vektor —7(]9). To u hladkych ploch dvou-
strannych, jako je napft. kulova plocha, neni
mozné (Mobitv list je ovSem rovnéz hladka
plocha).

Je-li S orientované plocha, S = (S, 7), a mé-li S okraj 05, ktery se sklada z jedné
nebo z nékolika jednoduchych uzavienych kiivek (navzajem disjunktnich), lze definovat
souhlasnou orientaci okraje dS s plochou S tak, jak jsme to udélali nedavno pro listy.
Staci si uvédomit, ze kazdy oblouk okraje 0.5 je obloukem okraje nékterého listu rozkladu
S nebo muize byt na takové oblouky rozdélen.

Tvrzeni. Uzaviend plocha S je vZdy orientovatelnd.
Necht {B, ..., By} je rozklad plochy S. Plati véta

Tvrzeni. Jednoduchd uzaviend plocha S rozdéluje prostor R® na dvé oblasti, z nich?
jedna ja ohranicend a druhd neohranicend.

Definice 5.27. Ohranicena oblast se nazyva vnitrek plochy S, znaci se Int S; neohrani-
Cend oblast se nazyva vnéjsek plochy S, znaci se Ext S (nesmime zaménovat tyto terminy
s pojmy vnitiek a vnéjsek mnoziny z kapitoly (1.1).

Kazdy list B; budeme orientovat normalovym polem 2 tak, aby v kazdém bodé
a € B? méla polonormala p = a + t ¥;(a), t € (0,00), v libovolné malém okoli U (a)
spole¢né body s vnittkem Int S. V tomto ptripadé fikame, ze uzaviena orientovana plocha

S=B,+---+B,, B,=(B,7,) (i=1,....k),

je orientovdna wvnitrnim normdlovym vektorem. O plose —S ftikame, ze je orientovdna
vnéjsim normdalovym vektorem.
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Budeme nyni definovat orientovany plosny integral ptes orientovanou plochu.

Definice 5.28. Necht S = (5, 7) je orientovand plocha, ﬁ vektorové pole definované

na S. Orientovanym plosnym integralem pole pres orientovanou plochu S nazyvame

integral
h 7.8 [] (#.9) s 519

existuje-li integréal vpravo. Integral (5.19) nazyvame tokem pole ﬁ ortentovanou plochou
S.

Plati ziejmeé

//ﬁ.c@:—//ﬁ.c@. (5.20)

Jestlize S = B; + - - - + By, pak
//ﬁ.d@:i//?.@. (5.21)

Je-li S orientovatelnd plocha, kterd ma parametrizaci ® : D — R3, a je-li orientace v
urCena parametrizaci ®, plati pro orientovanou plochu S = (.5, 7)

F.d= [[F@wo). (22«22 qudv. (5.22)
[ e (222

Tento vzorec je zobecnénim vzorce (5.14), ktery byl odvozen pro listy.

Uvedeme nyni priklady na vypocet orientovanych plosnych integrald pres orientované
plochy.

Priklad 5.29. Méame stanovit tok pole F:
F(r,9,2) = (02,52 (2 + 1)2)
orientovanou hranici S tsece paraboloidu
V={(r,y,2) eR*:2* +y* <2< 1},
jez je orientovana vnéjsim normélovym vektorem (viz obrazek).

Reseni. Je S = B; + By, kde By je kruh v roviné z = 1,
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Bl:{(x7y7z>€R3:Z:17 x2+y2§1}7

B, je orientovan tak, ze jde o ,horni stranu®,
normalovy vektor je ziejmé k = (0,0, 1);
B5 je kus paraboloidu,

By ={(z,y,2) € R®: 2 = 2”+¢*, 2" +y* < 1}

B, je orientovan tak, ze jde o ,spodni stranu*
- normélovy vektor 7(9&, Yy, z) svird tupy thel

s vektorem ejs.
V obou pripadech zvolime parametry x = u,y = v.

Parametrizace listu Bj:

®(u,v) = (u,v,1),

D = {(u,v) € R*:u®+v* <1},
Lk
0% 0% .
8_X8_ = (1,0,0))((0,1,0): 1 0 0 :(0,0,1)
v 010
Jde tedy o parametrizaci soulasnou s orientaci listu B;.
Parametrizace listu Bs:
U(u,v) = (u,v,u®+0%),
D = {(u,v) € R*:u*+v* <1},
Lk
oF  0® )
— x— = (1,0,2u) x (0,1,2v) = |1 0 2u|=(—2u,—2v,1).
ou  Ov 01 2

Jde o parametrizaci nesouhlasnou (tfeti souradnice vektoru %—f X %—:I]' je kladna, zatimco

by méla byt zdpornd) s orientaci listu By, jde tedy o parametrizaci listu —Bs,.
Tok vektoru orientovanou plochou S je

[[7.8 = [[F.8- [[F.8- [[7.5 [[7.5-
- /1/(u,v,u2+1122).(O,0,1)du1dv— -

- // (u(® +v*), (W + v*), (U 4+ v*)?) + (—2u, —20, 1) dudv =

— //(u2+v2) dudv+//(u2+v2)2dudv:

_ 22\, 2 2 _ |u=pcosp pe(0,1)
— //(u +v)(u +v —i—l)dudv— v = psinp <,0€<0727T>
D
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o ' 2/ 2 ' 5 3 o
= / (/ p~(p +1)pdp) d90=27r/(p +p)dp =
0 0 0 -~

Integraly [[, [/ jsme téz mohli pFevést na neorientované - bylo by to trochu rychlejsi,
B, B
zejména u prvniho integralu. O]

Priklad 5.30. Vypoctéte tok vektorového pole ﬁ = 2k nasledujicimi plochami

a) S je ¢ast valcové plochy y? + 22 =4, 0 <2 <4,y >0,z >0,

b) S je ¢ast valcové plochy 22 +y? =4, y >0,0< 2 < 2
orientovanymi tak, ze jejich normalové vektory sviraji s vektorem k ostry nebo pravy thel.
Reseni.

a) Zvolme & :

8
|

u
v (u,v) € D={(u,v) eR?: 0<u<4,0<v<2}
z = V4—?

<
Il

D
4 u
Parametrizace ®(u,v) = (u,v, V4 — v?)
i j k
oe 0P —v v
YT 2 (1,0,0)x (0,1, ——)=1[1 0 0 |=(0,——u,1).
ou v ( ) ( \/4—?}2) 0 1 —v ( \/4—1)2 )
Va—v?

Normalovy vektor neexistuje na ¢asti hranice obdélniku D (pro v = 2), ale jedna se o
mnozinu miry nula, coz nemd vliv na vypocet. V nasem piipadé (jelikoZ druhé soutad-
nice vypoc¢teného normalového vektoru je kladna) je parametrizace souhlasna se zadanou
orientaci plochy S.

(ﬁ <I>) = F(u,v,VI— %) = (0,0,2)

Q://(o,o,2).(o 4”_ dudv—/ (/ ) du = 16

D
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b) Plocha S je znazornéna na obréazku.

Je zfejmé, ze normalové vektory plochy
S jsou v libovolném bodé kolmé k poli

. Tok @) pfes orientovanou plochu S je
v tomto pripadé nulovy, nebot

ﬁ.ﬁ:o Vpes.

5.3 Integralni véty

Pro matematiku a teoretickou fyziku jsou dilezité vztahy mezi integraly definovanymi
na urcitych rovinnych nebo prostorovych oblastech a integraly definovanymi na hranicich
téchto oblasti. Matematické véty, které tyto vztahy popisuji, se nazyvaji integralni vety
matematické analyzy.

Mezi tyto véty Ffadime integralni vétu Gaussovu-Ostrogradského, ktera vyjadiuje vztah
mezi trojnym integralem pres prostorovou oblast a ploSnym integralem pies uzavienou
plochu, ktera je hranici této oblasti, a integrdlni vétu Stokesovu, ktera vyjadiuje vztah
mezi plosnym integralem pres plochu s okrajem a kiivkovym integralem pies okraj této
plochy neboli souvislou cirkulaci pole po okraji plochy s tokem rotace pole touto
plochou. Rovinny piipad Stokesovy véty, tzv. Greenova véta, byla jiz vysvétlena v kapitole
(4.5).

Véta 5.31 (Stokesova). Necht vektorové pole ¥ je tridy Cy na oblasti G C R® a necht
S je orientovand plocha s okrajem 0S8, S C G, a necht okraj S je souhlasné orientovany

s 8. Potom plati
/ﬁ.gs)://rotﬁ.% (5.23)
o8 s

Je-li ﬁ = (F1, Fy, F3), pak vzorec (5.23) mé ve slozkovém vyjadfeni tvar

/F1d$+F2dy+F3dZ:
oS
B OF; OF, OF, OF; OF, OF
_//(8y 0z)dydz+(82 8x)d2dx+(8aj 8y)dxdy.
S

Priklad 5.32. Uzitim Stokesovy véty vypoététe cirkulaci pole ¥ - (y—2)i+
+ (x — y)k po obvodu C trojtahelnika S s vrcholy A = (1,0,0), B = (0,1,0), C = (0,0, 1)

orientovaného poradim vrcholt.
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Reseni. Nejdiive vypoc¢teme rotaci pole ?:

i J k
rot B = 2 o 2 1= -2i-2j—2k=—(2,2,2).
Yy—2z 22— T—Y

Trojahelnik S lezi v roviné x 4+ y + 2z = 1. Tedy parametrické rovnice plochy S jsou tvaru

b: r=u
y=u (u,v) € D C R?
z=1—u—w

D ={(u,v) e R*:u € (0,1),v € (0,1 —u)}.

i Parametrizace ®(u,v) = (u,v,1 —u — v), tedy

0P
0 (1,0,-1)
0P
0 (0,1,-1)

oe 0@

—x=— = (1,1,1

8u >< 81) ( ) ) )

Tedy normala e parametrizace ® je souhlasna
s okrajem 0S = C trojuhelnika S (viz obrazek).

Déle (rot?otI)) (u,v) —rotﬁ ®(u,v) —rotﬁuv l—u—v)=-(2,2,2).

Podle Stokesovy véty plati

/?(T; = //rotﬁ (ﬁ // rot? <I’ (6(1) (?;f) dudv =
oS
= —/0 (/0 (2,2,2).(1,1,1)d)d :—6/01(1—u)du:—3.

]

Necht nyni F je pole t¥idy C; na oblasti G C R3 a necht p € G. Prolozme bodem
p rovinu R, jejiz normalovy vektor je . UvaZzujme v roviné R posloupnost (C,,) 7, ori-
entovanych jednoduchych uzavienych ktivek, které jsou souhlasné orientovany vzhledem
k orientaci 7 a v jejichZ vnitiku (v roviné R) se nachazi bod p.
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Predpokladejme dale, ze kiivky C), se ,stahuji“ k
bodu p, tj. diam C,, — 0 (viz obrazek).

Budiz S,, plocha v R ohranicena kiivkou C,, a ori-
entovand vektorem 7, takze 0S,, = C,,.
Pouzijeme-li Stokesovu vétu, dostaneme pro cirku-

lace pole ﬁ po kfivkach C,,:
/ﬁ(ﬁz// (rotﬁ.?) ds'.
C, Sn

PouZijeme-li na plo$ny integral vpravo vétu o stiedni hodnoté integeralniho poctu (jez
plati analogicky jako pro n-rozmérny integral v R™), dostaneme

// (rotF . 7) dS = (1ot F . 7) (g.)s(S0),

kde ¢, € S,,. Tudiz

<rotﬁ . 7) (gn) = M :

VQ(Sn)

Pro n — oo je ¢, — p (nebot diamC,, = diams,, — 0) a v dusledku spojitosti pole rot?
a toho, ze v je konstantni, je

<rotﬁ . 7) (qn) — rotﬁ(p) L,

takze

—
rotﬁ(p) .V = lim m :

n—oo y2<Sn)

Projekce vektoru rotﬁ(p) do sméru ¥ vyjadiuje tak hustotu ,vireni“ pole ﬁ v roviné R
kolem bodu p. Maximalni hustota viru pole F v bodé p je v roviné majici smér souhlasné
kolinearni s vektorem rotﬁ(p) (je-li rotﬁ(p) # 0).

Nez prejdeme k formulaci véty Gaussovy-Ostrogradského, zavedeme nékteré dilezité
pojmy:

Definice 5.33. Ohranicenou oblast G C R?® nazveme requldrni oblasti, je-li jeji hranice
uzaviend po c¢astech hladka plocha nebo je-li disjunktnim sjednocenim kone¢ného poctu
takovych ploch. Uzavér G = V nazveme uzavienou requldrni oblasti, hranici oblasti V
oznacime 0V .

Hranice 0V je bud jedind plocha S (pak se oblast V nazyva jednoduse souvisld);
kladné orientovanou hranici OV budeme pak rozumét orientovanou plochu S vnéjsim
norméalovym vektorem. Nebo je hranice OV slozena z ,vnéjsi“ uzaviené plochy S; a z
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,vnitinich® uzavienych ploch Sy, ..., S, (S; C IntSy, ¢ = 2,...,k, IntS; N IntS; = 0 pro
i#j,i# 1,5 #1) .V tomto pfipadé se oblast V' nazyva k-ndsobné souvisld; je

k
V=TtS \ [ JIntS;.
=2

Kladné orientovanou hranici OV budeme rozumét v tomto pripadé soubor orientova-
nych ploch Sy, Ss, ..., Sk, kde S; je orientovana vnéjsim normalovym vektorem a vnitini
plochy Ss, ..., Sy jsou orientovany vnitinim normélovym vektorem (viz obrazek (5.5));
muzeme téz fikat, ze hranice OV je orientovdana vnéjsim normdalovym vektorem vzhledem

k oblasti V.

Obr. 5.5: Trojnasobné souvisla oblast s kladné orientovanou hranici

Piseme symbolicky
OV =81+8S+---+8S;

//ﬁ.cﬁ:i//ﬁ.ﬁ

Opacné orientovanou hranici —0V nazyvame zdporné orientovanou hranici nebo hra-
nici orientovanou vnitinim normdlovym vektorem (vzhledem k oblasti V).

a definujeme

Definice 5.34. Rozkladem uzaviené requldrni oblasti V' rozumime kone¢ny systém uza-
vienych regularnich oblasti {V3,...,V,,} takovy, Ze plati

mv=0v

i=1
2) zadné dveé oblasti V;, V; (¢ # j) nemaji spolecné vnitini body
j
(3) ViNV; (i # j) je bud koneéna mnozina bodt, nebo koneény pocet kiivek, nebo kone¢ny
pocet ploch bez spole¢nych vnitinich bodi.
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Je-li na V' definovano spojité vektorové pole ?, lze dokazat, ze plati

//?.@:i//?.cﬁ. (5.24)

Véta 5.35 (Gaussova-Ostrogradského). Necht pole ? je tridy C1 na uzaviené requ-
ldrni oblasti V', jejiz hranice OV je kladné orientovana. Potom plati

//F’.@ _ ///divﬁdxdydz (5.25)

ov

nebo ve slozkovém tvaru, je-li ﬁ = (F, F5, F3),

// Fi dydz + Fs dzdx + F3 dedy = /// (%Zl + 88];2 + 66]:3) drdydz . (5.26)
%

ov

Priklad 5.36. Uzitim véty Gaussovy-Ostrogradského vypoctéte tok vektorového pole
ﬁ =x2i+yzj + (22 +y?)zk
orientovanou hranici S Gisece paraboloidu
V={(r,y,2) eR¥*: 22+ <2<1}
orientovanou vnéjsim norméalovym vektorem (viz obrazek).
Reseni.

dlvﬁ _ 8F1 n 8F2 n %Fg
z

ox dy
Tedy //f.c@:///(2z+x2+y2)dxdydz, kde S =0V.
s 1%

=z4+z+a"+y°.

Pouzijeme transformaci do cylindrickych
soufadnic, tj.

x=pcosp ¢ € (0,2m)

y=psing pe(0,1)
z=z z € (P4 1)
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[ wsrssa = [ ([ (i) o

1
= 27T'/ (p+p*—2p°)dp = o
0 6

Vidime, ze vysledek je totozny s vysledkem ptikladu (5.29) v odstavci (5.2), kde jsme
uvedeny pfiklad pocitali podle defini¢niho vzorce pro vypocet orientovaného plosného
integralu.

Je tedy ziejmé, ze Gaussovu-Ostrogradského vétu je vyhodné pouzit v ptipadé orien-
tovaného plosného integralu pres pocastech hladkou orientovanou uzavienou plochu. [

Necht ﬁ je pole tiidy C; v oblasti G C R®, V C G reguldrni uzaviena oblast, OV
kladné orientovana hranice. Predstavime-li si napt, Zze F je pole rychlosti stacionarniho
proudéni nestlacitelné kapaliny a [ ¥.d je tok pole F ve sméru vnéjsiho normalového

JF.d$

v(V)
jakousi ,mirou“, kterd vyjadiuje vydatnost zdroji (je-li podil kladny) kapaliny uvnit¥
oblasti V. (Je-li podil zadporny, prevazuji v télese tzv. ,nory“). Budiz p € G a uvazujme
posloupnost oblasti (V,,)72,, V, CG,pe V? (n=1,2,...), diamV,, — 0. Limita

JF.dS

n

vektoru k 0V, je pomér

lim

n—oo y(Vn)

charakterizuje, zda bod p je bodem zdroje (je-li limita kladnd) ¢i naopak zda p je bodem
ynory“, v niz kapalina zanika (je-li limita zdporna).
Tuto limitu miZeme stanovit pomoci Gaussovy-Ostrogradského véty. Podle ni je

F.as$ = iWF dedydz = divE (p,)v(V,), pa € V.
a{/ d [///d dedyds = divE (p)v(V), po €V,

(Pouzili jsme vétu o stfedni hodnoté pro trojny integral.) Odtud

[F.ds
. oV
leﬁ(pn) = W

Protoze diamV,, — 0, p € V,,, je |p, —p| — 0, a ze spojitosti funkce divﬁ plyne, Ze
divﬁ(pn) — divﬁ(p) pro n — 0o. Je tedy

[ F.ds

A F (p) = ™
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Z vyznamu podilii na pravé strané je patrné, ze divergenci pole lze nazvat hustotou jeho
zdrojii.

Jestlize divergence pole ﬁ je v oblasti G nulova, nazyva se pole ﬁ nezridlove.

Nulovost divergence pole ﬁ v oblasti G znamend (pouzijeme-li Gaussovu-

Ostrogradského vétu), ze tok pole ﬁ kazdou uzavienou plochou S, lezici spolu se
svym vnittkem v G, je nulovy. To mutzeme interpretovat tak, ze v G zadné zdroje
(,zfidla“) nejsou.

P¥ikladem nez¥idlového pole je pole rotaci nékterého pole t¥idy Cy. Je-li F — rotH,
kde ﬁ je pole tfidy C5 v oblasti GG, presvédc¢ime se snadno, Ze divé = div rotﬁ = 0.
Plyne to téz z toho, Ze pole rotaci ma nulovy tok kazdou uzavienou plochou.

Nezridlové pole ? se téz nazyva solenoiddlni. Objasnéme tento termin.

Necht ? je pole t¥idy C; v oblasti G C R3. Kazd4 kiivka v lezici v G, kterd ma
v kazdém svém bodé smér pole F (tj. pro kazdé p € v je teény vektor 7 (p) kiivky ~
kolinedrni s vektorem F (p)), se nazyva vektorovd krivka pole F. (Je-li ¥ interpretovano
jako silové pole, mluvime o silokFivce.) Je-li ¢ vhodna parametrizace kiivky =, plati

#(t) = Flp(t)
a nalezeni vektorovych kiivek vede k feseni vektorové diferencialni rovnice

i=F(a).

7 teorie diferencialnich rovnic plyne, Ze kazdym bodem oblasti G prochazi pravé jedna
vektorova kiivka pole F .

Necht B je kus plochy (list), lezici v G a protinajici vektorové kiivky. Vektorové kiivky
pole ? prochazejici body listu B vyplni ¢ast oblasti G, ktera se nazyva vektorovd trubice

pole F (viz obréazek). : e 4w . :
Vezmeme-li dva pricné fezy vektorové trubice

(dostatecné blizké), vymezi ndm tyto fezy st

" , vektorové trubice V', kterd bude regularni ob-

‘“ ﬁ lasti, jejiz hranice 0V se bude skladat z ploch

" W Bi, By danych fezti a z ,plasté“ S vektorové
trubice.

Orientujme 0V vnéjsim normélovym vektorem, pfitom orientujme plochy Bj, Bs ,,sou-
hlasné“, tj. tak, aby napf. orientujici normalové vektory 71, Vs k plocham Bj, By svi-
raly ostry tihel se smérem pole v piislusném bodé (viz opét obréazek). Je pak OV =
— By + (-B1) + S (nebo 9V = (=By) + B, + 8). Jeli divF = 0 v G, pak podle
Gaussovy-Ostrogradského véty je [[ F .dS = 0, tedy

F.a$+ [[F.a$+ [[F.a$=o. (5.27)
J[¥-8+ J[F.34 ]

-B;
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Plast S je tvoren vektorovymi ¢arami, které prochézeji krajnimi body ploch By, B;
je-li 7 (p) normalovy vektor k S v bodé p, pak je kolmy k teénému vektoru 7 (5) vektorové

kiivky prochazejici bodem p, a tedy je také kolmy k vektoru ﬁ(p) Je tedy 7 =0na

S, takze
[[¥.8- [[(F.7)as0

Odtud a z rovnosti (5.27) plyne

To znamena, ze u solenoidalniho pole ﬁ je tok pole ﬁ libovolnym fezem dané vektorové

trubice pole F stéle tyz, coz mizeme strucné vyjadrit takto: Tok solenoidalniho pole
vektorovou trubici tohoto pole je konstantni.

5.4 Aplikace plosného integralu

Fyzikalni aplikace

Véta 5.37. Necht je S orientovand plocha lezici v néjaké trojrozmérné oblasti
G. Necht v G proudi kapalina tak, Ze sloZky rychlosti v bodé (x,y,z) € G jsou
Fi(x,y,z2), Fa(x,y,z), F3(x,y,z) spojité funkce na G. Potom tok kapaliny plochou S wve
smyslu orientované normdaly je

// Fi(z,y, z)dydz + Fo(x,y, z)dedz + F3(x,y, z)dzdy . (5.28)
s

Priklad 5.38. Dokaite, ze tok polohového vektoru T libovolnou uzavenou plochou je
roven trojnasobnému objemu télesa ohraniceného touto plochou.

ReSeni. T = i+ yj + zk. Pro tok vektoru T plochou S plati:

T = // xdydz + ydadz 4+ zdxdy .
S

Mame uzavienou plochu, plati Ostrogradského véta.

T= // xdydz + ydodz + zdaxdy = ///(1 + 1+ 1)dedydz = 3V,
s v

kde V' je objem uzaviené plochy S. O
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Uziti Stokesovy véty v magnetostatice

Z fyziky je znémo, ze cirkulace intenzity H € C1(G), G C R? magnetického pole po libo-
volné jednoduché uzaviené kiivce C se rovna elektrickému proudu protékajicimu vnittkem
kivky. Jestlize tento proud ma v oblasti G spojitou hustotu J, pak plati

/ﬁ.gs)://?.(ﬁ,

kde S je okraj plochy S, .S C G, ptficemz C a S jsou souhlasné orientovany. Podle Stokesovy

vety je
JH.& = [[ o8,

[[(3 i) 8 -0

Protoze tato rovnost plati pro kazdou uzavienou ki¥ivku C, C' C G, a tedy i pro kazdou
plochu S, S C G, takovou ze 0S = C, plyne z predpokladu spojitosti integrandu, ze v G

plati rovnost
rotﬁ = Y .

mame tedy

Uziti Gaussovy-Ostrogradského véty v elektrostatice

_>
7 fyziky je znamo, ze tok elektrické indukce D kladné orientovnaou hranici télesa T se
rovné velikosti naboje uvniti télesa. Je-li naboj rozlozen v oblasti G C R3 se spojitou
hustotou p, pak pro kazdé téleso T' C G plati

//B.@—/T//pdy

oT

Podle Gaussovy-Ostrogradského véty je

//B.ﬁ:/T//didey.

oT

7 téchto rovnosti dostaneme rovnost

/T// (div_ﬁ—p) dv=0.

Protoze tato rovnost plati pro kazdé téleso T' C G, plyne z toho za predpokladu, ze
integrand je spojita funkce, ze vSude v G plati

%
divD = p,

coz je jedna z Maxwellovych rovnic.
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Maplety

Odkaz na maplety:

1. neorientovany plosny integral,
2. orientovany plosny integral,
3. Gauss-Ostrogradského véta,

4. Stokesova véta.

Cviceni

1. Vypoctéte [[ (14:;17?#2)2’ kde S je ¢ast roviny = +y + z = 1 v L. oktantu.
S

2. Vypoctéte [[zdS, kde S = {(z,y,2) e R? : 2 = /22 +y2,1 < z < 2}.
S
3. Vypoctéte [[dS, kde S je obdélnik —2 <y < 2,0 <z <1 lezici v roviné z = 3.
S
4. Vypoctste [[dS, kde S je ¢ast véalcové plochy y? + 22 =4,2 > 0,0 < z < 3.
S
5. Vypoctéte [[dS, kde S je parabolickd plocha z = 22 + 2,0 < z < 9.
S

6. Vypoctéte [[(z%+ y?)dS, kde S je povrch kuzele v/22 +y2 < z < 1.
S

7. Vypoctéte orientované plosné integraly:
a) [[(z—1)?dady, S = {(z,y,2) eR3:2? +y2 + 22 =22, 1 <z <2}
S
Plocha S je orientovana vnéjsim norméalovym vektorem.

b) [[zdzdy + zdzdz + ydydz,
S

S={(z,y,2) ER®: 2 —y+2=1, 2 >0,y <0,z > 0}. Plocha S je orientovana tak, Ze
normalovy vektor svira s osou z ostry thel.

¢) [[yzdady + zzdydz + zy dzdz, kde plocha S je povrch évrtiny vélce
S

22 +y? <R% 2>0,y>0,0< z < a, orientovana vnéjsim normalovym vektorem.

8. Je dano vektorové pole ﬁ:

i) F =3k
i) F =2i+j+3k
i) F = o+ yj+ 2k
)

iv ? =yzi+ xzj + zyk

Vypoctéte tok vektorového pole ? orientovanou plochou S:


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/IntPlosny1BezSouboru.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/IntPlosny2BezSouboru.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/GaussOstrogradBezSouboru.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/StokesBezSouboru.html
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a) Obdélnik lezici v roviné z = 3, ktery je ohraniceny nerovnostmi —2 <y < 2,0 <z <1,
normalovy vektor ma shodny smér s vektorem k.

b) Rovina § + % + 7 = 1 v L. oktantu, jejiz normalovy vektor svird s osou z ostry thel.
c) Parabolicka plocha z = 22 + 32, 0 < z < 9, orientované vnéjsim normalovym vektorem.

d) Kuzelové plocha z = 4 — \/22 + 42, z > 0, orientovand vnéjsim normalovym vektorem.

9. Uvazujme vektorové pole ?:
i) F = —zi+aj+3k
i) F = 2% + yzj — ak
i) F = 30i — 293 + 2k
Uzitim Stokesovy véty vypoctéte praci vektoru ﬁ po orientované uzaviené kiivce K:

a) K = {(x,y,2) € R3: 22 +y? =4, 2 = 1}, K je orientovana pti pohledu z kladné osy z
ve sméru hodinovych rucicek.

b) K = {(z,y,2) € R : % + % =1, x = 0}, K je orientovana pii pohledu z kladné osy =
proti sméru hodinovych rucicek.

¢) K je obvod obdélnika s vrcholy A = (—2,0,0), B = (-2,0,3),C = (2,0,3), D = (2,0,0)
orientovany poradim vrcholi.

d) K je obvod trojuhelnika s vrcholy A = (2,0,0),B = (0,3,0),C = (0,0,4) orientovany
poradim vrcholt.

10. Uvazujme vektorové pole ﬁ:

i ?:xierquzk

iii ?:xi—i-ij—i-zk

)
i) F =%+ yj+k
)
iv)

F)zi+j+22k

Uzitim Gaussovy-Ostrogradského véty vypoctéte tok vektorového pole ? uzavienou oriento-
vanou plochou S, orientovanou vnéjsSim normalovym vektorem:

a) S={(z,9,2) €ER?®: 0<x<1,0<y<2 0<z<3.

b) S ={(z,y,2) e R3: 22 +y? + 2% =4}.

C)S:{(.T,y,Z)ER3: $2+y2:4, OSZS?)}

d)S:{(l‘,y,Z)ER3: Z:4—\/m, ZZO}

e) S={(z,y,2) €eR3: z=2%4192 0<z<4}.
Vysledky

1. V3(ln2—3)
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3.
4. 67
5. % (37V37-1)
6. T(1++2)
7.a) 3
b) —%
2R Ta
c) aR? (7 + g)
8. a)i)12; ii)12; iii) 12; iv) 0
b) i) 9; ii) 25; iii) 12; iv) &
¢) i) —27m i) —27m iii) & iv) 0
d) i) 48m; ii) 48m; iii) 64m; iv) 0
9.a)i) —4m; ii)0; iii) 0
b) i) 0; ii) 0; iii) 0
c) i) —12; ii) 12; iii) 0
d) i) 1; ii) 14; iii) 8,1

10. a) i) 18; ii) 12; iii) 24; iv) 18

b) i) 32m; i) 2 iii) Ly iv) 0

c) i) 36m; ii) 12m; iii) 24m; iv) 367
d) i) 64m; ii) &y i) 2B iv) 27
e) i) 24m; ii) 8m; iii) 16m; iv) 2 x
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