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Predmluva

Tato sbirka piiklad je doplnénim textu BASTINEC, J., NOVAK, M.: Moderni numerické
metody. K vétsiné tematickych celkl probiranych v predmétu Moderni numerické metody
v ni naleznete k procviceni vzdy alespon 10 prikladt s podrobnymi vysledky.

I kdyz jsme se sbirku prikladt snazili co nejvice ocistit od preklepi, je téméf nemozné,
aby vsechny vysledky v takovém mnozstvi ¢isel byly pfepsany spravné. Budeme proto
vdécni, kdyz nam tuto sbirku budete pomahat vylepSovat a aktualizovat.

Autori
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Jak sbirku pouzivat

Elektroinzenyr se ve své praxi setkava s potifebou najit feseni redlnych technickych pro-
blémii. Na vétsinu téchto problémi lze aplikovat nasledujici postup:

1. Realny technicky problém se vyjadii v feci matematiky:.
2. Matematicky problém se vyftesi.
3. Ziskané vysledky se interpretuji v feci zadaného technického problému.

Pf1i feSeni matematického problému lze pouzit rtizné strategie — jednou z nich je hledat
feSeni matematického problému pomoci tzv. numerickych metod. Tento postup ma své vy-
hody (zejména algoritmizovatelnost, ¢asto relativni jednoduchost) ale i mnohé nevyhody
(zejména problematika presnosti a relevantnosti ziskaného vysledku).

Je dilezité, abyste si vzdy uvédomovali, Ze v predmétu Moderni numerické metody se
nezabyvame redlngmi technickymi problémy, ale Ze si ukazujeme, jakym zptisobem lze
resit rtizné typové matematickeé problémy, které jsou zapisem problému z praxe. Napf.
mnoho uloh z fyziky vede na feSeni linearnich diferencialnich rovnic prvniho a druhého
radu. V predmétu Moderni numerické metody si proto ukazujeme, jak lze takové rovnice
resit numericky. Ukazujeme mozné zplisoby feseni a jejich vyhody a nevyhody.

P1i feseni zadaného fyzikalniho problému vsak elektroinzenyr postupuje jinak: poté, co
vyjadii fyzikalni problém v fe¢i matematiky, tj. zapise prislusnou diferencialni rovnici, se
musi rozhodnout, zda ji bude fesit analyticky nebo numericky. Pokud se rozhodne pro
numerické FeSeni (coz nemusi byt vzdy spravna ani jednodussi volba), musi na zakladé
svych zkusenosti z fyziky i matematiky rozhodnout, na jakém intervalu bude hledat feseni,
jaky zvoli krok a jakou zvoli metodu. Musi také umét poznat, zda je dané feseni stabilni
a musi védét, jak dale nalozi se ziskanym numerickym fesenim a jak jej interpretuje. V
predmeétu Moderni numerické metody se snazime usnadnit ta z rozhodovani, ktera spadaji
do oblasti matematiky. Uvahami, které oblast matematiky prekracuji, se nezabjvame.

V této sbirce naleznete priklady na procviceni nékterych numerickych metod probiranych
v pfedmétu Moderni numerické metody. Vybrany jsou ty metody, které tvori napln cviceni
v prezencni formé predmétu.

Ke kazdé metodé je uvedeno 10 zadéani (v mnoha pfipadech s tipravami zadani a dopliiu-
jicimi otazkami). Tam, kde je to mozné, jsou piiklady FeSeny vice riznymi metodami, aby
bylo vidét srovnani vhodnosti jednotlivych metod. Ve vysledcich jsou vétsinou uvedeny
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také vSechny mezivysledky potiebné ke kontrole spravnosti postupu vypoctu. Pro kazdou
metodu je navic zafazen jeden piiklad s modelovym postupem feseni.

Se sbirkou doporucujeme pracovat dvéma zpusoby:

e nejprve si ji povrchné procist, srovnavat vysledky ziskané pomoci jednotlivych me-
tod, resp. srovnavat rychlost konvergence, presnost a celkovou vhodnost pouziti
danych metod; v§imat si zaludnosti a problému spojenych s jednotlivymi metodami
(napt. pozadavek numericky fesit soustavu linedrnich rovnic, kterd mé nekonecné
mnoho feSeni — coz ovSem dopiedu nevime, nebo skutecnosti, ze pti feseni nékterych
uloh potfebujeme fesit soustavu linearnich rovnic — jak ji budeme Fesit?) apod.,

e nékolik piikladii na danou metodu (sta¢i dva az tii) si skutecné detailné propocitat
a tim ziskat pfedstavu o narocnosti ru¢niho vypoctu a o presném vyznamu vzorci,
které jsou ve skriptech casto psany v obecném tvaru.

Autori



Kapitola 1

Soustavy linearnich rovnic

Hledéni feSeni soustav linedrnich rovnic itera¢nimi metodami (Jacobiho a Gauss—
Seidelovou) je latka, kterda spadd do predmétu Matematika 3. V predmétu Moderni
numerické metody nové hledame Teseni pomoci tzv. relaxacnich metod. Vzhledem k
tomu, ze pozadavek feSit soustavy linearnich rovnic je soucasti numerického feseni
mnoha jinych tloh, budeme u néasledujicich soustav uvadét jak feseni Jacobiho, resp.
Gauss—Seidelovou metodou tak i prislusnymi relaxacnimi metodami pro rizné relaxacni
parametry.

Najdéte Teseni nasledujicich soustav rovnic Jacobiho metodou a poté Gauss—Seidelovou
metodou. Poté najdéte feseni téchto soustav relaxacni Jacobiho metodou pro relaxac¢ni
parametry w = 0,9 a w = 1,25. Volte vidy #(® = (0,0,0) a provedte dva kroky dané
metody. Poté srovnejte ziskana feSeni s presnym fesenim ziskanym néjakou pfimou me-
todou.

1.
r1+bres —8x3 = —6,5
1001 + 425 — b3 = 1.5
1+ 1229 — 1023 = —2,5

Reseni: Soustava neni v itera¢nim tvaru, Jacobiho ani Gauss-Seidelova metoda
proto obecné nebude konvergovat. Pfeskladame-li rovnice v poradi (2), (3),
(1), budou obé metody konvergovat.
Jacobiho metodou dostavame () = (0,15; —0,2083;0,8125) a
z@ = (0,6396;0,4562;0,7010), resp. Gauss-Seidelovou metodou do-
stavame (M) = (0, 15; —0,2208; 0,6932) a 2?) = (0, 5849; 0, 3206; 1, 0860).
Pro relaxaéni parametr w = 0,9 dostavame z() = (0, 1350; —0, 1875; 0, 7313)
a £ = (0,5451;0,3321;0,7141), pro parametr w = 1,25 dostavame
() = (0,1875; —0,2604; 1,0156) a =2 = (0,9056; 0, 8431; 0, 5876).
Presné feseni této soustavy je z = (0,5;1;1,5).
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3231 + 10$2 — 5233 = 8
20%1 + 4[L‘2 + 61‘3 = 30

$1—$2+4x3 = 4

eni: Soustava neni v iteraénim tvaru, Jacobiho ani Gauss—Seidelova metoda
proto obecné nebude konvergovat. Pfeskladame-li rovnice v poradi (2), (1),
(3), budou obé& metody konvergovat.

Jacobiho metodou dostavame () = (1,5;0,8;1) a ® = (1,04;0, 85;0, 825),

resp. Gauss-Seidelovou metodou dostavame zM) = (1,5;0,35;0,7125) a
® = (1,2163;0,7914;0, 8938).

Pro relaxa¢ni parametr w = 0,9 dostavime z() = (1,1124;0,72;0,9)
a @ = (1,1124;0,8325;0,8483), pro parametr w = 1,25 dostavame

M = (1,8750;1;1,25) a 22 = (0,6875;0,8281; 0, 6641).
Pfesné FeSeni této soustavy je = = (1;1;1).

31‘1 + 41’2 — 5$3 = —0, 75
41’1 + 51’2 + 3ZE3 = 13, 25
—5371 -+ 4512'2 — 31’3 = —7, 75

eni: Soustava neni v iteraénim tvaru, Jacobiho ani Gauss—Seidelova metoda
proto obecné nebude konvergovat. Zadnym pfesklddanim rovnic nemtizeme
docilit, aby soustava byla diagondlné dominantni, tj. abychom mohli pouzit
Jacobiho metodu. Pokud vsak rovnici pfepiseme do maticového tvaru Ax = b,
pak pro soustavu ATAx = ATb, t;.

50?[71 + 121’2 + 121‘3 = 89, 5

1221 + 57y — 1723 = 32,25

122y — 1729 + 4323 = 66,75
budeme moci pouzit Gauss—Seidelovu metodu.
Dostaneme, 7e () = (1,79;0,1889; 1,1275) a (3 = (1,4741;0,5917; 1, 3749).
Pfesné feseni této soustavy je x = (1,25;0,75;1,5).

1, 25%1 + 4, 8751’2 + 2, 9ZE3 = 9, 85
7,351 — 2,875x9 — 1,253 = —1,075
17, 25(]1 + 4.172 + 3, 35(73 = 17, 55
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ResSeni: Soustava neni v itera¢nim tvaru, Jacobiho ani Gauss-Seidelova metoda
proto obecné nebude konvergovat. Zadnym pfesklddanim rovnic nemfizeme
docilit, aby soustava byla diagonalné dominantni, tj. abychom mohli pouzit
Jacobiho metodu. Pokud vsak rovnici prepiSseme do maticového tvaru Ax = b,
pak pro soustavu ATAx = ATb, tj.

351,425x; + 53,7625x5 + 51,197523 = 306,27125

53,7625z + 48, 0312522 + 30,9312525 = 121,309375
51,1975z + 30,93125x9 + 20, 862523 = 87,82375

budeme moci pouzit Gauss—Seidelovu metodu.

Dostaneme, ze ) = (0,8715; 1, 5501; —0, 2273) a 22 = (0, 6675; 1, 9249; —0, 2823).
Metoda konverguje k feseni (0,6024;2,0444; —0.2998). Soustava vsak md
nekonecne mnoho Tesent, protoZe treti rovnice je dvojnasobkem souctu prvni a
druhé rovnice. Nema tedy smysl pouZivat jakékoliv iteracni metody.

1OZE1 + 2!132 — 31’3 = 0, 6
71’1 — 14$2 — 31’3 = —3, 7
r1+4x5+ 333 = 11

Reseni: Soustava je v itera¢nim tvaru.
Jacobiho metodou dostavame (M = (0,06;0,2643;0,3333) a
+@ = (0,1071;0,2229;0,2995), resp. Gauss-Seidelovou metodou do-
stavame (1) = (0,06; 0, 2943; 0,2958) a () = (0,0899; 0, 2458; 0, 3008).
Pro relaxa¢éni parametr w = 0,9 dostavame z(!) = (0,054;0,2379;0,3)
a 2 = (0,0976;0,2281;0,3026), pro parametr w = 1,25 dostavame
(M = (0,075;0,3304;0,4167) a 22 = (0,1299; 0, 1830; 0, 2596).
Pfesné Teseni této soustavy je x = (0,1;0.25;0.3).

Vhodnou metodou najdéte feseni nasledujicich soustav. Pracujte s pfesnosti ¢ = 0,01 a
volte (¥ = (0,0,0).

6.

50x1 + 229 + 3x3 = 589,3
Tx1 — 2629 — 323 —-32,05
r1 — 629 + 4023 = —637,65

ReSeni: V 6. kroku Jacobiho metody ziskAime s danou piesnosti feseni
x = (12,45;6,35; —15, 3).
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7.
10z + 229+ 323 = 91,3
7.%'1 - 11[L‘2 - 31’3 == 63, 2
1 — 61’2 -+ 833'3 = —148, 05
ReSeni: V. 19. kroku Jacobiho metody ziskAime s danou pfesnosti feSeni
r = (12,45;6,35;—15,29). Soustava pritom md stejné TeSeni jako
predchdzejict soustava, tj. x3 = —15, 3.
8.
5L'1—|'233'2+3.1'3 = 3
2[[’1 - 31’2 - 4l‘3 = -1
31 — X9 + 21’3 = 2
Reseni: Reseni této soustavy rovnic je z = (1,1,0).
9.
T1+ 229+ 3x3 = 2,58
21‘1 - 31’2 - 4[[‘3 = 7, 49
31 —.I'2+2.Z'3 = 5,63
Reseni: Ve 38. kroku Gauss—Seidelovy metody ziskdme s danou pFesnosti feseni z =
(3,39;1,66; —1,41). Reseni této soustavy rovnic je piitom (po zaokrouhleni)
r = (3,4571;1,7814; —1,48).
10.

7,351, — 2,875x0 — 1,250 = —1,075
1,252, + 4,87525 + 2,925 = 9,85
—7,3521 + 2,87535 + 1,253 = 3,29

Reseni: Soustava nemé feseni.



Kapitola 2
Reseni jedné nelinearni rovnice

V této kapitole naleznete 10 rovnic. Kazda z nich je feSena metodou secen, modifikovanou
Newtonovou metodou a kombinovanou metodou secen a tecen, tj. metodami, které jsou v
predmétu Moderni numerické metody nové. Cislovani piikladt v jednotlivich odstavcich
si odpovida, takze muzete snadno porovnavat vysledky ziskané jednotlivymi metodami.
Sami si zkuste najit feSeni zadanych rovnic metodami znamymi z predmétu Matematika 3.

2.1 Metoda secen

Metodou se¢en najdéte s presnosti € kofen rovnice f(z) = 0. Poc¢ate¢ni aproximaci volte,
jak je uvedeno; pozadavkem najit korven s presnosti € rozumime pozadavek zastavit vypo-
¢et, pokud se nasledujici dvé aproximace lisi o méné nez e.

1. f(@)=e*—sine—2,a=0,b=1,¢=0,01

29

Reseni: Funkce f(r) je na daném intervalu spojita, plati, ze f(a)f(b) < 0, pro
Vo €< a,b > plati, ze f'(z) # 0 a f”(z) na daném intervalu neméni znaménko.
Metodou secen na intervalu < a,b > proto kofen nalezneme.

Dale je sign f(a) # sign f”(x), proto z; = a = 0.
aproximace: r1 = 0, xo = 0,5702, x3 = 0,7501, z4 = 0, 7866, x5 = 0, 7932

(r)=e>—22-1,a=0,5b=1,5¢=0,01

o
-

ReSeni: Funkce f(r) je na daném intervalu spojita, plati, ze f(a)f(b) < 0, pro
Vo €< a,b > plati, ze f'(z) # 0 a f”(x) na daném intervalu neméni znaménko.
Metodou secen na intervalu < a, b > proto kofen nalezneme.

Déle je sign f(a) # sign f”(x), proto 1 = a = 0, 5.
aproximace: x1 = 0,5, x5 = 0,5292, z3 = 0, 5484, x, = 0, 5606, x5 = 0, 5682

Uprava zadani: Reste tutéz alohu s touz piesnosti na intervalu < 0,5;1 >.

ResSeni: Vsechny podminky jsou splnény; aproximace: z; = 0,5, zo = 0,5442,
x3 = 0,5647, x4, = 0,5736

Otazka: Lze zvolit interval s krajnim bodem x = 07

11
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Odpovéd: Nelze, protoZze bod x = 0 je jednim z kofenti zadané rovnice.

. flz)=sin%—2% a=0,3,b=1,3,€¢=0,01

Reseni: Funkce f(z) je na daném intervalu spojita, plati, ze f(a)f(b) < 0, pro
Vo €< a,b > plati, ze f'(z) # 0 a f”(x) na daném intervalu neméni znaménko.
Metodou secen na intervalu < a, b > proto kofen nalezneme.

Déle je sign f(a) # sign f”(x), proto 1 = a =0, 2.
aproximace: xr, = 0,3, zo = 0,3519, 3 = 0,3947, x4 = 0,4271, x5 = 0,4502,
xg = 0,4660, v7 = 0,4764, vg = 0,4832

Otazka: Bylo by mozné volit za vychozi interval jeden z intervali < —0,5;0,5 >,
resp. < 0;0,5 >7 Vypocet by jisté probihal rychleji, protoze hledany koten lezi
velmi blizko bodu x = 0, 5.

Odpovéd: Neni mozné volit Zddny z téchto intervalti. Jeden z kofenti rovnice je také
x = 0, coz vylucuje druhy z nich. Prvni zase nespliiuje podminku rozdilnosti
znamének krajnich bodd, tj. f(a)f(b) < 0.

(r)=e2cosz—1,a=0,5b=1,¢=0,01

Reseni: Funkce f(r) je na daném intervalu spojita, plati, ze f(a)f(b) < 0, pro
Vo €< a,b > plati, ze f'(z) # 0 a f”(x) na daném intervalu neméni znaménko.
Metodou secen na intervalu < a, b > proto kofen nalezneme.

Déle je sign f(a) # sign f”(x), proto 1 = a =0, 5.
aproximace: r1 = 0,5, xo = 0, 7687, x3 = 0,8468, x4, = 0,8615, x5 = 0,8639

(x):exsinx—%,a:O,bzl,e:0,0l

Reseni: Funkce f(z) je na daném intervalu spojita, plati, ze f(a)f(b) < 0, pro
Vo €< a,b > plati, ze f'(z) # 0 a f”(x) na daném intervalu neméni znaménko.
Metodou secen na intervalu < a, b > proto kofen nalezneme.

Déle je sign f(a) # sign f”(x), proto z; = a = 0.
aproximace: r1 = 0, zo = 0,2186, x3 = 0,3077, x4, = 0,3402, z5 = 0,3515,
2 = 0, 3553

Uprava zadani: Najdéte kofen s touZ pfesnosti na intervalu < 0;0,5 >.

Reseni: Vsechny podminky jsou splnény; aproximace: z; = 0, 2o = 0, 3163, x5 =
0, 3533, z4 = 0, 3569

Cf@)=e¢" —2—%,a=0,5b=1¢=0,01

Reseni: Funkce f(z) je na daném intervalu spojita, plati, ze f(a)f(b) < 0, pro
Vo €< a,b > plati, ze f'(z) # 0 a f”(z) na daném intervalu neméni znaménko.
Metodou secen na intervalu < a,b > proto kofen nalezneme.

Déle je sign f(a) # sign f”(x), proto z; = a = 0.
aproximace: x1 = 0,95, o = 0,7940, z3 = 0,8749, x4, = 0,8913, x5 = 0, 8945

Uprava zadani: Najdéte kofen s touz pfesnosti na intervalu < 0,5;1,5 >
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10.

Reseni: Vsechny podminky jsou splnény; aproximace: z1 = 0,5, 3 = 0, 5763, x5 =
0,6427, x4 = 0,6986, x5 = 0,7444, x¢ = 0,7808, z7 = 0,8093, xg = 0,8093,
x9 = 0,8312, 219 = 0,8477, x1; = 0,8602, z15 = 0, 8694

Otazka: Jak je mozné, ze se vysledky tak vyrazné 1isi?

Odpovéd: Vypocet u metody secen je osidné zastavovat v situaci, kdy se nasledujici
dvé aproximace lisi o méné nez presnost. Pokud bychom pocitali déle, zjistili

mista a je x95 = 0, 8949.

() =xsinz +cosz —22%, a=0,b=1,¢=0,01

-

ReSeni: Funkce f(r) je na daném intervalu spojita, plati, ze f(a)f(b) < 0, pro
Vo €< a,b > plati, ze f'(z) # 0 a f”(x) na daném intervalu neméni znaménko.
Metodou secen na intervalu < a, b > proto kofen nalezneme.

Déle je sign f(a) # sign f”(x), proto z; = a = 0.
aproximace: 1 = 0, xo = 0,6180, x3 = 0,7701, x4, = 0,7929, z5 = 0, 7959

f(x) =xzcosx —a?sine —a®+ 1, a=—1,5,b=—0,5,¢=0,01

Reseni: Funkce f(r) je na daném intervalu spojita, plati, ze f(a)f(b) < 0, ale
neplati, ze f'(x) # 0 pro Vo €< a,b >. Proto metodu sefen nemiizeme pouzit.

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu s touZ piesnosti na intervalu < —2; —1 >.

Reseni: Na tomto intervalu kofen hledat nelze, protoze na ném neni splnéna pod-
minka o neménnosti znaménka druhé derivace.

f(x) =xsine —a?cosz —23+1,a=0,2,0=1,2, ¢ =0,01

Reseni: Funkce f(r) je na daném intervalu spojita, plati, ze f(a)f(b) < 0, pro
Vo €< a,b > plati, ze f'(z) # 0 a f”(x) na daném intervalu neméni znaménko.
Metodou secen na intervalu < a,b > proto kofen nalezneme.

Dale je sign f(a) # sign f”(x), proto z; = a =0, 2.
aproximace: r1 = 0,2, 9 = 1,0831, x3 = 1,1427, x4 = 1,1450

Otazka: Cim si vysvétlujete takovy skok mezi z1 a z5?
fl@)=a*—22—z4+e* -2, a=0,5b=15,¢e=0,01

Reseni: Funkce f(z) je na daném intervalu spojita, plati, ze f(a)f(b) < 0, pro
Vo €< a,b > plati, ze f'(z) # 0 a f”(x) na daném intervalu neméni znaménko.
Metodou secen na intervalu < a, b > proto kofen nalezneme.

Déle je sign f(a) # sign f”(x), proto 1 = a =0, 5.
aproximace: x1 = 0,5, xo = 0,8167, x3 = 0,9827, x4, = 1,0523, z5 = 1,0784,
xg = 1,0876

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu s touZ pfesnosti na intervalu < 0;2 >.

Odpovéd: Vsechny podminky jsou splnény; aproximace: zog = 0, 71 = 0, 2384, 1o =
0,4507, x5 = 0,6342, x4 = 0,7819, x5 = 0,8914, 24 = 0,9668, x7 = 1,0158,
xg = 1,0465, 9 = 1,0652, x19 = 1,0764, x1; = 1,0831
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11. f(z) =25 ~1,a=0,5,b=1,5¢=0,01
Reseni: Sice plati, ze f(a)f(b) < 0, avSak funkce neni na daném intervalu spojita
a metodu secen tedy nemuzeme pii takto formulované tloze pouzit.

2.2 Modifikovana Newtonova metoda

Modifikovanou Newtonovou metodou najdéte s presnosti ¢ kofen rovnice f(x) = 0. Po-
¢atecni aproximaci volte, jak je uvedeno; pozadavkem najit koren s presnosti ¢ rozumime
pozadavek zastavit vypocet, pokud se nasledujici dvé aproximace lisi o0 méné nez e.

Pozn.: V textu Teseni je u pfikladit uvedeno, ze ,je splnéna podminka konvergence
f(zo)f"(x9) > 0“. Podle podminek konvergence ze skript si sami urcete, zda je to dosta-
te¢na informace o konvergenci a jak vypada interval I, na némz je konvergence zarucena.

1. f(z) =e®* —sinz — 32,20 =1,e=0,01

29

-

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(xq)f"(x0) > 0;
aproximace: r1 = 1, xo = 0,8270, x5 = 0,8038, 4, = 0,7974

Uprava zadani: ReSte tutéz tlohu s touz piesnosti, avsak za poc¢atecni aproximaci
zvolte xg = 0, 5.

Reseni: Podminka konvergence zde splnéna neni. Pokud si tento fakt neovéiime,
zjistime, ze teprve hodnoty x7s = 0,7996 a z7; = 0, 7898 se 1lisi o méné nez
o pozadovanou presnost. I to je vSak jen ndhoda — ke kofenu bychom viibec
nemuseli dojit.

2. f(z)=e2 —2®>—1,3p=1,€e=0,01

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(z¢)f" (o) > 0;
aproximace: x1 = 1, o = 0,7012, z3 = 0,6402, x4 = 0, 5982, z5 = 0, 5904
Otazka: Kdyz srovnate ziskany vysledek s vysledkem ziskanym pomoci metody
seCen (z = 5736 pro interval < 0,5;1,5 >, resp. x = 0,5682 pro interval
< 0,5;1 >), je vidét, Ze se pomérné zna¢né odliSuje. Jak je to mozné?

Odpovéd: Vypodet zastavujeme v situaci, kdy se nasledujici dvé aproximace 1isi o
méné nez presnost. To vSak nezarucuje, ze kofen skutecné s danou presnosti
ziskame. Pokud bychom pokracovali ve vypoctu dale, dostali bychom, ze z¢ =
0,5860, x7 = 0,5835, xg = 0,5820, xg = 0,5812. Nyni je vidét, Zze rozdil jiz
neni tak vyrazny.

3. flz)=sinf —a? zo=1,e=0,01

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(z¢)f" (o) > 0;
aproximace: r1 = 1, zo = 0,6666, r3 = 0,5915, x4 = 0,5541, x5 = 0,5326,
26 = 0,5195, 27 = 0,5111
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Uprava zadani: ReSte tutéz tlohu s touz piesnosti, avsak za poc¢atecni aproximaci
zvolte xg = 0, 5.

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(z¢)f" (o) > 0;
aproximace: xg = 0,95, 7 = 0,4950

Uprava zadani: ReSte tutéz tlohu s touz piesnosti, avsak za poc¢atecni aproximaci
zvolte xg = 1, 5.

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(z¢)f" (o) > 0;
aproximace: xo = 1,5, x1 = 0,9046, x5 = 0,7599, x5 = 0,6815, z4, = 0, 6320,
x5 = 0,9984, ¢ = 0,5743, z7 = 0,5566, vz = 0,5433, x9 = 0,5331, 19 =
0, 5252

Otazka: Lze zvolit za pocatecni aproximaci néktery z bodu xq = 0,4, xg = 0,2,
To = —0, 27

Odpovéd: Volby 7o = 0,4 a 7y = 0,2 nespliiuji nutnou podminku konvergence;
bod xg = —0, 2 za pocatecni aproximaci zvolit sice mizeme, avSak aproximace
budou konvergovat k bodu x = 0, ktery je druhym kofenem dané rovnice.

4. f(z)=e2cosx —1,29=1,€=0,01

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(xq)f"(x0) > 0;
aproximace: x1 = 1, 9 = 0,8841, 3 = 0,8697, x4, = 0, 8659

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu s touz presnosti, avsak za pocatecni aproximaci
zvolte z¢g = 1, 5.

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(xq)f"(x0) > 0;
aproximace: xo = 1,5, r1 = 1,0826, x5 = 0,9873, x3 = 0,9395, x4, = 0,9120,
x5 = 0,8952, r¢ = 0,8846, z7 = 0,8778

Uprava zadani: Pokud fesime tutéz tilohu metodou seden, zjistime, Ze kofen s
danou piesnosti je x = 0,86. Pfi modifikované Newtonové metodé a volbé
pocatecni aproximace zy = 1 jsme také ziskali koten z = 0,86. Pri volbé
xo = 1,5 najdéte dalsi aproximace, dokud nebude = = 0, 86.

ResSeni: zg = 0,8733, 9 = 0, 8703, z19 = 0, 8684, z1; = 0, 8671

5. f(z) =e"sinz — 1,

r9g=1,5€=0,01

ResSeni: Je splnéna podminka konvergence f(xq)f"(xo) > 0;
aproximace: xry = 1,5, zo = 0,6707, z3 = 0,5212, x4 = 0,4505, x5 = 0,4122,
xg = 0,3903, 7 = 0,3773, zg = 0,3695

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu s touz pfesnosti, aviak za pocateéni aproximaci
zvolte zg = 1.

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(z¢)f" (o) > 0;
aproximace: xg = 1, ;7 = 0,5241, xy = 0,4322, x5 = 0,3935, x4 = 0,3753,
x5 = 0,3664
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Uprava zadani: ReSte tutéz tlohu s touz piesnosti, avsak za poc¢atecni aproximaci
zvolte xg = 0, 5.

ReSeni: Je splnéna podminka konvergence f(xq)f"(xo) > 0;
aproximace: g = 0,5, x1 = 0,3702, zo = 0,3595, x5 = 0, 3577

(:C):er—x—%,x():l,e:0,0l

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(z¢)f" (o) > 0;
aproximace: x1 = 1, x5 = 0,9132, 3 = 0,9006, x4 = 0, 8969

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu s touz presnosti, aviak za po¢ate¢ni aproximaci
zvolte xg = 1,5.

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(z¢)f" (o) > 0;
aproximace: xo = 1,5, x1 = 1,2577, xo = 1,1749, x3 = 1,1215, x4 = 1, 0828,
x5 = 1,0632, x4 = 1,0297, z7 = 1,0106, xg = 0,9948, x9 = 0,9816, x19 =
0,9705, z1; = 0,9610

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu s touz presnosti, aviak za po¢ateni aproximaci
zvolte g = 2.

Reseni: Tato volba podateéni aproximace sice splituje nutnou podminku konver-
gence, avsak je pro danou funkci zcela nevhodna. I kdyz k tomu, aby se nasle-
dujici dvé aproximace lisily o méné nez €, musime urcit 22 aproximaci, viitbec
si nepomtizeme, protoze xo; = 1,2487 a x99 = 1,2387.

. f(z) =wsinz +cosx — 222, 29 =1, e = 0,01
f(z)

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(z¢)f" (o) > 0;
aproximace: r; = 1, ro = 0,8213, z3 = 0,8021, =4, = 0, 7978

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu s touz presnosti, aviak za po¢atec¢ni aproximaci
zvolte xg = 1, 5.

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(xq)f"(xo) > 0;
aproximace: xro = 1,5, r1 = 1,0024, x5 = 0,8961, x3 = 0,8483, x4, = 0, 8243,
x5 = 0,8116, z¢ = 0,8048

. f(z) =xcosz —a?sine —a® + %, 1o = —1,5, € =0,01

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(z¢)f" (o) > 0;
aproximace: r1 = —1,95, 9 = —1,4440, x3 = —1,4436

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu s touz pfesnosti, aviak za pocateéni aproximaci
zvolte zg = —1.

ReSeni: Takto pocatecni aproximaci zvolit nemtizeme, protoze f(—1)f"(—1) =
—1,6091 < 0.

. f(x) =xsinw —2%cosz — a3+ 1, 1 =0, ¢ = 0,01

Reseni: Takto nelze poc¢ateéni aproximaci volit, protoze f'(0) = 0.
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10.

11.

Uprava zadani: ReSte tutéz tlohu s touz piesnosti, avsak za poc¢atecni aproximaci
zvolte xg = 1.

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(xq)f"(xq) > 0;
aproximace: o = 1, x1 = 1,1621, x5 = 1, 1407, x3 = 1, 1461.

f(x):]j?’—x2—(,(}—ex7 l‘0:1,5,€:0,01

ResSeni: Je splnéna podminka konvergence f(xq)f"(xq) > 0;
aproximace: r; = 1,5, xo = 1,2087, x3 = 1,1471, x4, = 1,1201, x5 = 1, 1068,
xg = 1,1001

Uprava zadani: Reste tutéz tilohu s touz pfesnosti, aviak za pocateéni aproximaci
zvolte zg = 2.

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(z¢)f" (o) > 0;
aproximace: r; = 2, r9 = 1,4865, x3 = 1,3468, x4 = 1,2684, x5 = 1,2185,
xg = 1,1846, z7 = 1,1607, xg = 1,1435, zg = 1,1308, x19 = 1,1215

flr) = £+ 1,290 =1, €e=0,01

Reseni: Funkce f(z) neni v bodé o definovana, proto jej nemtizeme volit za po-
catecni aproximaci.

Uprava zadani: ReSte tutéz tlohu s touz piesnosti, avsak za poc¢atecni aproximaci
zvolte xg = 1, 5.

ReSeni: Ani toto zadani neni korektni, protoze funkce f(x) neni spojita. Hledany
kofen lezi na intervalu < 0;1 > a v bodé x = 1 funkce neni definovéana.

Uprava zadani: Zvolte poc¢ateéni aproximaci tak, aby bylo mozné najit kofen.

ReSeni: Za poc¢atecni aproximaci Ize volit body z intervalu (0; 1) — pochopitelné ty,
pro které je splnéna podminka konvergence f(zo)f”(x¢) > 0. Bod z = 0 nelze
volit proto, ze f(0) = 0. Napf. pfi volbé xy = 0,9 mame aproximace x¢ = 0,9,
x1 = 0,8423, o = 0,8208; x3 = 0,8066, z4 = 0,7964, x5 = 0, 7887.

2.3 Kombinovana metoda tecen a secen

Kombinovanou metodou tecen a secen najdéte na intervalu < a,b > s presnosti € kofen
rovnice f(r) = 0. Pozadavkem najit kofen s presnosti € rozumime pozadavek zastavit
vypocet, pokud pro né&jaké k € N plati, Ze |ar — bi| < €.

1.

f(x):ex—sinx—%,azO,bzl,ez0,0l

Reseni: Funkce f(z) je na intervalu < a,b > spojitd, pro Vo €< a,b > plati, ze
f'(x) # 0 a druh& derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombino-
vanou metodu tecen a seCen proto muzeme pouzit.

Podminka f(ag)f”(ag) > 0 je splnéna pro x = b, proto oznacime ag = 1, by = 0.
Dalsi aproximace jsou:

ag =1, a; =0,8270, as = 0, 7956,

bp =0, by = 0,7511, by = 0, 7946
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(r)=e>—22-1,a=0,1,b=1,1,e= 0,01

Reseni: Funkce f(z) je na intervalu < a,b > spojita, pro Vo €< a,b > plati, ze
f'(x) # 0 a druhé derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombino-
vanou metodu tecen a seCen proto muzeme pouzit.

Podminka f(ag)f”(ag) > 0 je splnéna pro x = b, proto oznadime ag = 1,
by = 0, 5. Dalsi aproximace jsou:

ag =1, a; =0,7012, a; = 0,5976, az = 0, 5805

bp = 0,5, by = 0,5647, by = 0,5796, a4 = 0, 5801

. flz)=sin%—2* a=0,3,b=1,3,¢e=0,01

ReSeni: Funkce f(z) je na intervalu < a,b > spojita, pro Yz €< a,b > plati, ze
f'(z) # 0 a druha derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombino-
vanou metodu tecen a seCen proto miizeme pouzit.

Podminka f(ag)f”(ap) > 0 je splnéna pro z = b, proto oznacime ag = 1,3,
by = 0, 3. Dalsi aproximace jsou:

ag=1,3, a1 = 0,8073, az = 0,5831, a3 = 0,5066, as = 0,4952

bp = 0,3, by = 0,3947, by = 0,4764, ay = 0,4945, by = 0,4949

(r)=e2cosz—1,a=0,5b=1,¢=0,01

Reseni: Funkce f(z) je na intervalu < a,b > spojitd, pro Vo €< a,b > plati, ze
f'(x) # 0 a druhé derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombino-
vanou metodu tecen a secen proto muzeme pouzit.

Podminka f(ag)f”(ag) > 0 je splnéna pro x = b, proto oznacime ag = 1,
by = 0, 5. Dalsi aproximace jsou:

ag =1, a; = 0,8841, ay = 0,8650

bo = 0,5, by = 0, 8470, by = 0, 8644

) f(x):e“”sinx—%,a:O,bzl,e:0,0l

Reseni: Funkce f(z) je na intervalu < a,b > spojitd, pro Vo €< a,b > plati, ze
f'(x) # 0 a druhé derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombino-
vanou metodu tecen a seCen proto muzeme pouzit.

Podminka f(ag)f”(ao) > 0 je splnéna pro x = b, proto oznacime ag = 1, by = 0.
Dalsi aproximace jsou:

ap =1, ay = 0,5241, a; = 0,3745, az = 0, 3575

bp = 0, by = 0,3100, by, = 0, 3567, ay = 0,3573

.f(x):eIQ—x—g,a:0,5,b:1,e:0,01

ReSeni: Funkce f(z) je na intervalu < a,b > spojita, pro Vr €< a,b > plati, ze
f'(z) # 0 a druhé derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombino-
vanou metodu tecen a seCen proto miizeme pouzit.

Podminka f(ag)f”(ag) > 0 je splnéna pro x = b, proto oznacime ag = 1,
bp = 0, 5. Dalsi aproximace jsou:
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ap =1, a; = 0,9132, ay = 0,8958
bo = 0,5, by = 0, 8750, by = 0,8951

7. f(z) =zsinz+cosz — 222 a=0,b=1,¢=0,01

ReSeni: Funkce f(z) je na intervalu < a,b > spojita, pro Vo €< a,b > plati, ze
f'(x) # 0 a druhé derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombino-
vanou metodu teCen a seCen proto mizeme pouZzit.

Podminka f(ag)f”(ao) > 0 je splnéna pro x = b, proto oznacime ag = 1, by = 0.
Dalsi aproximace jsou:

ao =1, a; = 0,8213, ay = 0, 7969

bp =0, by = 0,7700, by = 0, 7964

8. f(z) =zcosz —a?sinz —2*+ %, a=—-1,5b=—-0,5€¢=0,01

Reseni: Funkce f(z) je na intervalu < a,b > spojitd, nicméné neplati, ze pro
Vr €< a,b > je f'(x) # 0 a ze druha derivace na daném intervalu neméni
znaménko. Kombinovanou metodu tecen a secen proto nemuiZzeme pouzit.

9. f(z) =xsinx —2%cosr —2*+1,a=0,2,b=1,2, ¢ = 0,01

Reseni: Funkce f(x) je na intervalu < a,b > spojita, pro Vo €< a,b > plati, ze
f'(x) # 0 a druhé derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombino-
vanou metodu tecen a seCen proto muzeme pouzit.

Podminka f(ag)f”(ap) > 0 je splnéna pro z = b, proto oznacime ag = 1,2,
bp = 0, 2. Dalsi aproximace jsou:

ap = 1,2, a; = 1,1471

bo = 0,2, b, = 1,1427

10. f(z)=a® -2 —2+e*—2,a=0,5,b=1,5¢=0,01

Reseni: Funkce f(z) je na intervalu < a,b > spojita, pro Vo €< a,b > plati, ze
f'(z) # 0 a druha derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombino-
vanou metodu tecen a seCen proto miizeme pouzit.

Podminka f(ag)f”(ap) > 0 je splnéna pro z = b, proto oznacime ag = 1,5,
by = 0, 5. Dalsi aproximace jsou:

ag = ].,5, ay = 172087, a9 = 1, 1055, as = 1,0928

bp = 0,5, by = 0,9867, by = 1,0910, ay = 1,0926
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Kapitola 3

Algebraické rovnice

U kazdé z nasledujicich rovnic urcete horni a dolni odhad absolutni hodnoty kotenit, pocet
kladnych a zapornych korent (pomoci Descartovy véty), sestrojte Sturmovu posloupnost
a podle Sturmovy véty urdete pocet kofenii lezicich na intervalech (—oo, —10), (—10, 10},
(10, 00). Dale metodou Graeff-Lobacevského urcete absolutni hodnoty realnych kofent
této rovnice (vychézejte z P?(x)). Poté si zkuste piiklad vytesit nékterou z metod pro
nelinearni rovnice.

1. 2% — 823 + Ta? + 360 — 36 =0

Reseni: Odhad velikosti kofent: 3 < |z < 37
Odhad poctu kladnych kofent podle Descartovy véty: 3 nebo 1
Odhad poctu zapornych korenti podle Descartovy véty: 1
Sturmova posloupnost: M (z) = x* — 823 + T2* + 362 — 36, M;(z) = 42® —
2422 + 14z + 36, My(z) = 8,522 — 34z + 18, My(z) = 26,4706z — 52,9412,
My(x) =16
N(—o0) = 4, N(—10) = 4, N(10) = 0, N(o0) = 0, proto na intervalu
(—00, —10) nelezi zadny kofen, na intervalu (—10,10) lezi 4 kofeny a na in-
tervalu (10, co) nelezi zadny kofen
Posloupnost polynomt pro metodu Graeff-Lobacevského: P%(z) = x* — 82% +
72* + 362 — 36, P(x) = z* — 502 + 553z% — 1800z + 1296, P?(z) = z* —
139423 + 12840122 — 1806624z + 1679616.
Absolutni hodnoty kofentu jsou: |zi| = 6,1103, |xs| = 3,0980, |z3| = 1,9368,
|24 = 0,9818
Kofeny ve skutecnosti jsou: 1 = =2, 2o =1, 23 =3, x4 =6

2. 2%+ 11z* — 152% — 15522 + 1342 + 264 = 0

Reseni: Odhad velikosti kofent: % = 0,66 < |zx| <265
Odhad poctu kladnych kofent podle Descartovy véty: 2 nebo 0
Odhad poctu zapornych kofent podle Descartovy véty: 3 nebo 1
Sturmova posloupnost: M (z) = z°+112* — 1523 — 15522 + 1342 +264, M;(z) =
St + 44x3 — 4522 — 3107 + 134, My(x) = 25,3623 — 73, 222 — 243, 6 — 205, 04,
M;3(z) = 82,3172x2 — 14,4449z — 373,0610, My(z) = 115,0428x — 146, 8697,
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Ms(z) = 257, 3379

N(—o0) = 5, N(—=10) = 4, N(10) = 0, N(c0) = 0, proto na intervalu
(—o0, —10) lezi 1 kofen, na intervalu (—10,10) lezi 4 kofeny a na intervalu
(10, 00) nelezi zadny kofen

Posloupnost polynomt pro metodu Graeff-Lobadevského: P%(z) = x° + 112* —
1523 — 15522 + 134z + 264, P'(z) = 2° — 1512 + 390323 — 3385322 + 997961 —
69696, P?(x) = 2° — 14995z + 520939523 — 38806622522 + 5,2404.10%¢ —
4,8575.10°.

Absolutni hodnoty kofenti jsou: |zi| = 11,0659, |z2| = 4,3173, |z3| = 2,9379,
|zg| = 1,9170, |x5| = 0,9812

Kofeny ve skutecnosti jsou: z1 = —11, 29 = —4, x3 = —1, x4 =2, x5 = 3

3. 2° =3 =53+ 1522 +4x—12=0

Reseni: Odhad velikosti kofent: 4 < |z < 16
Odhad poctu kladnych korenti podle Descartovy véty: 3 nebo 1
Odhad poctu zapornych korenil podle Descartovy véty: 2 nebo 0
Sturmova posloupnost: M(z) = 2° — 32* — 5z® + 1522 + 4o — 12, M;(z) =
St — 1223 — 1522 4+ 30x + 4, My(z) = 3,442 —7,22% — 6,87 + 11,52, M3(x) =
8,3288z% — 10,2217z — 9,1401, My(z) = 6,6800x — 8,2517, Ms(x) = 9,0575
N(—o0) = 5, N(—10) = 5, N(10) = 0, N(c0) = 0, proto na intervalu
(—00, —10) nelezi zadny kofen, na intervalu (—10,10) lezi 5 kofeni a na in-
tervalu (10, co) nelezi zadny kofen
Posloupnost polynomt pro metodu Graeff-Lobadevského: P%(z) = x5 — 324 —
52% + 152% + 4z — 12, P(z) = 2° — 192* 4 1232% — 337z + 3762 — 144,
P?(z) = 2° — 1152* + 307523 — 2654522 + 44320z — 20736.
Absolutni hodnoty kofent jsou: |x1| = 3,2747, |zo| = 2,2740, |z3| = 1, 7141,
|24 = 1,1367, |a5| = 0, 8270
Kofeny ve skutecnosti jsou: 1 = =2, 2o = -1, 23 =1, 24 =2, x5 = 3

4. 2% — 922 + 200 —12=0

ResSeni: Odhad velikosti kofenti: 2 < |z;| < 21
Odhad poctu kladnych kotfenti podle Descartovy véty: 3 nebo 1
Odhad poctu zapornych kofend podle Descartovy véty: 0
Sturmova posloupnost: M(z) = 2* — 922 + 20z — 12, M;(x) = 32* — 18z + 20,
Ms(z) = Ha — 8, M3(x) = 2,0408
N(—o0) = 3, N(—=10) = 3, N(10) = 0, N(c0) = 0, proto na intervalu
(—o0, —10) nelezi zadny kofen, na intervalu (—10,10) lezi 3 kofeny a na in-
tervalu (10, co) nelezi zadny kofen
Posloupnost polynomii pro metodu Graeff-Lobacevského: P°(z) = 23 — 922 +
20x—12, Pl(z) = 2 —412? +184x— 144, P?(x) = 2*—13132% 4220482 —20736.
Absolutni hodnoty kofent jsou: |zi| = 6,0196, |zo| = 2,0243, |z3| = 0,9848
Kofeny ve skutecnosti jsou: 1 =1, 20 = 2, x3 =6

5. 80z — 1642® — 24022 + 13z +5 =10
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Reseni: Odhad velikosti kofent: -5 = 0,02 < |z < 4
Odhad poctu kladnych kotent podle Descartovy véty: 2 nebo 0
Odhad poctu zapornych kotent podle Descartovy véty: 2
Sturmova posloupnost: M(x) = 80z* — 164z — 2402 4+ 13z + 5, M;(z) =
32023 — 49222 — 480z + 13, My(z) = 183,0375x% + 51, 75z — 6,6656, Ms(x) =
303, 6646z + 8,2118, My(z) = 7,9312
N(—o0) = 4, N(—=10) = 4, N(10) = 0, N(c0) = 0, proto na intervalu
(—o0, —10) nelezi zadny kofen, na intervalu (—10,10) lezi 4 kofeny a na in-
tervalu (10, co) nelezi zadny kofen
Posloupnost polynomii pro metodu Graeff-Lobadevského: P°(z) = 80z* —
16423 — 24022 + 13z + 5, P'(z) = 64002* — 652962% — 6266422 — 2569z + 25,
P?(x) = 40960000x* — 3,4615.10%23 + 3,5916.10%2% — 3546561z + 625.
Absolutni hodnoty kofent jsou: |z1| = 3,0320, |z2| = 1,0093, |z3| = 0,1763,
|z4] = 0,1159
Kofeny ve skutecnosti jsou: 1 = 3,0225, 2o = —1,0122, x5 = 0,1641, x4 =
—0,1245

6. 20z* — 4823 — 389x* — 2881 + 36 =0

Reseni: Odhad velikosti kofenti: 25 = 0,09 < |z, < 42 = 20,45
Odhad poctu kladnych korenii podle Descartovy véty: 2 nebo 0
Odhad poctu zapornych kotent podle Descartovy véty: 2
Sturmova posloupnost: M (z) = 20z* — 4823 — 38922 — 288x + 36, M;(z) =
8023 — 1442% — T78x — 288, My(x) = 216,12% + 332,7x + 7,2, Mz(z) =
369, 3472z + 279,0986, M,(z) = 120, 8102
N(—o0) = 4, N(—-10) = 4, N(10) = 0, N(c0) = 0, proto na intervalu
(—00, —10) nelezi zadny kofen, na intervalu (—10,10) lezi 4 kofeny a na in-
tervalu (10, co) nelezi zadny kofen
Posloupnost polynomii pro metodu Graeff-Lobadevského: P°(x) = 20z* —
4823 — 38912 — 2887436, P'(z) = 400x* — 1786423 +1251132% — 1109522+ 1296,
P?(x) = 160000z* — 21903209623 + 1,1690.1022? — 1,1986.10'z + 1679616.
Absolutni hodnoty kofent jsou: |z1| = 6,0827, |xs| = 2,7029, |z3] = 1,0063,
|z4] = 0,1088
Kofeny ve skutecnosti jsou: xy = 6,0200, zo = —2,7176, 3 = —1,0112,
x4 = 0,1088

7. 22% + 7022 + 29022 + 160z + 48 = 0

Reseni: Odhad velikosti kofenti: 2% = 0,14 < |z;| < 146
Odhad poctu kladnych kofenti podle Descartovy véty: 0
Odhad poctu zapornych kotent podle Descartovy véty: 4 nebo 2 nebo 0
Sturmova posloupnost: M (z) = 2z* 4 7023 +2902% 4+ 160z + 48, M;(z) = 8z°+
21022 4 580x + 160, My(x) = 314, 42% + 1148, 7z + 302, Ms(x) = 88,2z + 13,7,
My(z) = —131,8
N(—o0) = 4, N(—-10) = 3, N(10) = 0, N(c0) = 0, proto na intervalu
(—o0, —10) lezi 1 kofen, na intervalu (—10,10) lezi 3 kofeny a na intervalu



Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

(10, 00) nelezi zadny koren

Posloupnost polynomt pro metodu Graeff-Lobadevského: P(x) = 221+ 7023 +
29022 + 160z + 48, P(z) = 4a* — 374023 + 6189222 + 2240z + 2304, P?(x) =
162" — 134924642° + 3,8474.10922 + 280180736z + 5308416.

Absolutni hodnoty kofenu jsou: |z1| = 30,3035, |z2| = 4,1093, |z3| = 2,2040,
|z4] = 1,5740

Kofeny ve skutec¢nosti jsou: x; = —30,3009, x5 = —4,1099, x3 = —0,2946 +
0,32557, x4 = —0,2946 — 0, 3255)

8. 2% + 922 — 306x — 3240 = 0

Reseni: Odhad velikosti koFenti: % =0,91 < |z;] < 3241
Odhad poctu kladnych kotfenti podle Descartovy véty: 1
Odhad poc¢tu zapornych kofentt podle Descartovy véty: 2 nebo 0
Sturmova posloupnost: M (x) = x*+9z*—306x—3240, M;(z) = 32*—18x—306,
My(z) = 222z + 2934, M;(x) = 199, 86
N(—o0) = 3, N(—=10) = 1, N(10) = 1, N(c©0) = 0, proto na intervalu
(—o0, —10) lezi 2 kofeny, na intervalu (—10,10) nelezi zadny kofen a na in-
tervalu (10, 00) lezi 1 kofen
Posloupnost polynomii pro metodu Graeff-Lobacevského: P°(z) = 23 + 922 —
306x—3240, P'(z) = 2 —6932%2 41519562 — 10497600, P*(z) = 2*— 1763372+
8,5410.10%°z — 1,102.104.
Absolutni hodnoty kofent jsou: |z1| = 20,4921, |xo| = 14,8351, |z3| = 10,6578
Koreny ve skutecnosti jsou: ;1 = —15, x9 = —12, 3 =18

9. 256z* — 96x® — 19222 + 462 + 21 =0

Reseni: Odhad velikosti kofenti: % =0,08 < |z < g
Odhad poctu kladnych kofent podle Descartovy véty: 2 nebo 0
Odhad poctu zapornych kofentl podle Descartovy véty: 2 nebo 0
Sturmova posloupnost: M(z) = 256z — 962% — 1922 + 46x + 21, M;(z) =
102423 — 28812 — 384x + 46, My(z) = 102, 7522 — 25,5z — 22,078, Ms(x)
172,376x — 38,722, My(x) = 22,621
N(—o0) = 4, N(—=10) = 4, N(10) = 0, N(co) = 0, proto na intervalu
(—00, —10) nelezi zadny kofen, na intervalu (—10,10) lezi 4 kofeny a na in-
tervalu (10, 0o) nelezi zadny koren
Posloupnost polynomti pro metodu Graeff-Lobacevského: P°(x) = 256z% —
962 — 19222 + 46 +21, P(z) = 655362* — 10752023 4 5644822 — 10180z + 441,
P(z) = 4,2950.10%* — 4,1618.10°2° — 1,0551.10%2 — 53845264z + 194481.
Absolutni hodnoty kofentu jsow: |zi| = 0,9922, |xs| = 0,7096, |z3| = 0,4753,
|z4] = 0,2452
Kofeny ve skutec¢nosti jsou: x1 = —0,75, x5 = —0,25, x3 =0,5, x4 = 0,875

10. 2° — 132* + 632% — 13922 + 1360 — 48 = 0

Reseni: Odhad velikosti kofent: % =0,26 < |zx| < 140

Odhad poctu kladnych kofent podle Descartovy véty: 5 nebo 3 nebo 1
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Odhad poctu zapornych korent podle Descartovy véty: 0

Sturmova posloupnost: M(z) = x° —132* + 6323 — 13922 + 1362 — 48, M (x) =
St — 5223 + 18922 — 278x + 136, My(x) = 1,843 — 14,8822 + 35, 762 — 22,72,
M;3(z) = 1,701322 — 8,5066x + 6,8053, My(z) = 0 — vSechny hodnoty jsou
zaokrouhleny, avsak M, (z) musi byt pfi pfesném déleni nulovy polynom.

To ale znamena, Ze polynom nemaé jen prosté kofeny, a proto nemiizeme odhad
pomoci Sturmovy posloupnosti pouzit.

Posloupnost polynomii pro metodu Graeff-Lobacevského: P°(z) = 2° — 132 +
6323 — 13922 + 1362 — 48, Pl(x) = x5 — 432* + 62723 — 344322 + 5152z — 2304,
P?(x) = 2° — 5952 + 10819523 — 552302522 + 107238402 — 5308416.
Absolutni hodnoty kofent jsow: |zi| = 4,9389, |xs| = 3,6722, |z3| = 2,6730,
|z4] = 1,1804, |z5| = 0, 8388 — vSimnéte si, Ze jsme ziskali pét raznych kofeni,
pritom ve skutecnosti jsou nékteré kofeny nasobné!

Kofeny ve skutecnosti jsou: x19 =1, 23 = 3, 245 = 4

Priklad k zamySleni: Je ddna rovnice a(x — 1)° + b(z — 3)* — 1 = 0, kde a,b > 1.
Pro alespon jednu volbu parametrti a,b > 1 najdéte alesponn jedno realné feseni
této rovnice, nebo dokazte, ze zadana rovnice pro zadnou volbu parametrt a,b > 1
zaddné realné reseni nema.
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Kapitola 4

Vlastni ¢isla

Pro nasledujici matice najdéte charakteristicky polynom. Poté vhodnou metodou najdéte
dominantni vlastni éislo; volte z(®) = (1,1,...,1)”. Urcéete polohu ostatnich vlastnich &isel
a pokuste se je najit.

7 8 =1 2
8 & 3 1
L A= -1 3 4 =2
2 1 -2 9

ResSeni: Charakteristicky polynom je A* —25\%4144)\2 4218\ — 1787 = 0. Matice je
symetricka, proto pro hledani dominantniho vlastniho ¢isla pouzijeme metodu
Ra?zleighova podilu. Pouzit bychom mohli i mocninnou metodu. Dostavame
AV =11,75, AP = 14,6036, A = 14,8622, AY) = 14,8799, AP = 14, 8811.
Vlastni c¢isla zadané matice jsou Ay = 14,8812, Ay = 9,4758, A3 = 3,8959,

My = —3,2520.
1 2 4 6
0 -3 —7 2
2 A=11 29 0 6
4 5 10 6

ResSeni: Charakteristicky polynom je A\* — 4X\3 — 176A? + 521\ 4 1278 = 0. Ma-
tice neni symetricka, proto pro hledani dominantniho vlastniho ¢isla pouzi-
jeme mocninnou metodu. Dostavame )\gl) = 25, )\f) = 9.4, )\53) = 17,8638,
A = 99857, ..., AP = 15,1035, APY = 12,3622. Vlastni ¢isla zadané
matice jsou A\; = 13,6114, Ay = —12,6045, A3 = 4,6092, Ay = —1,6161.

1 42 —-97 13

0 1 26 150
3 A= 0o 0 5 303

0 0 O 1

27
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ResSeni: Charakteristicky polynom je A* — 8\% + 18\2 — 16\ 4+ 5 = 0. Neni ovsem
nutné pocitat ho pomoci numerickych metod, protoze zadana matice je dolni
trojihelnikova matice, tj. charakteristicky polynom je (1 — A)3(5 — \) = 0.
Vlastni ¢isla mtizeme ¢ist rovnou ze zadani: Ay = 1, Ay = 5.

0 0 O 1

1 42 —-97 13
0 1 26 150
0o 0 5 303

4. A=

Reseni: I kdyz tato matice vznikla z pfedchézejici pouhou zaménou fadkd, jedna
se o jiny problém vlastnich &sel! Charakteristicky polynom je A\* — 371\3 +
21043)\? — 328832\ — 5 = 0. Matice neni symetrickd, proto pro hledani domi-
nantniho vlastniho ¢isla pouzijeme mocninnou metodu. Dostavame )\gl) = 308,
A2 = 305,8734, AP = 305,6941, \Y) = 305,6800. Vlastni ¢sla zadané ma-
tice jsou Ay = 305,6790, A2 = 32,6605 + 3,0597, A3 = 32,6605 — 3,00597,
Ay = —1,5205.1075.
5
—6
5. A= 4

1

7
8
2

Ot 3 W
co Co O Ot

-3

ResSeni: Charakteristicky polynom je A* — 133 — 6A% + 990\ — 348 = 0. Matice
neni symetricka, proto pro hleddni dominantniho vlastniho ¢isla pouzijeme
mocninnou metodu. Dostavame )\gl) = 18, )\52) = 13,1667, )\53) = 10, 2236,
A = 6,3760, AP = 15,9852, ..., A" = 11,9827, APY = 8,6693, ...,
)\§499) = 6, 1859, /\5500) = 17,2530. Vlastni cisla zadané matice jsou totiz
A1 =9,9731 4+ 5,97195, \y = 9,9731 — 5,97197, A3 = —7,2991, \y = 0, 3528,
coz zpusobuje, ze Jacobiho metoda neumi dominantni vlastni ¢islo urcit.

10 -6 5 0
2 3 1 9
6. A= -9 2 1 1
1 1 7 12

ResSeni: Charakteristicky polynom je A\* — 263 4 250\ — 1295\ — 282 = 0. Ma-
tice neni symetricka, proto pro hledani dominantniho vlastniho ¢isla pouzijeme
mocninnou metodu. Dostavame )\gl) = 21, )\52) = 11,7619, )\53) = 11,6154,
AW = 14,5769, AP = 16,4538, ..., A = 15,2565, A*? = 15,2563. Vlastni
¢isla zadané matice jsou \; = 15,2567, Ay = 5,4762 + 7,64167, A3 = 5,4762 —
7,6416j5, Ay = —0,2091.

2 4 6
-1 0
5 1 3
2 0

7. A=

— =~ M
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10.

ResSeni: Charakteristicky polynom je A* —46\? — 126 A+ 15 = 0. Matice neni syme-

trickd, proto pro hledani dominantniho vlastniho ¢isla pouzijeme mocninnou
metodu. Dostavame AV = 16, A = 8, 3125, \!¥ = 7 5865, \!¥ = 8, 0466,
A = 77512, A = 7.8611, A" = 7,8603. Vlastni ¢sla zadané ma-
tice jsou A\; = 7,8605, Ay = —3,9874 + 0,8939j, A3 = —3,9874 — 0, 89397,
Ay = 0,1143.

O = W N
NN = O
| on
—_
— W J o

Reseni: Charakteristicky polynom je A* —3\3 —65\2 —447\—1028 = 0. Matice neni

symetricka, proto pro hledani dominantniho vlastniho ¢isla pouii(jeme mocnin-
nou metodu. Dostavame /\gl) = 16, /\52) = 13,5, /\gg) = 10,997, /\14) = 12,3597,
AP = 121101, ..., AP = 12,0811, A = 12,0557, Vlastni ¢isla zadané ma-
tice jsou \; = 12,0548, \g = —2,8124 + 4,1173j, A3 = —2,8124 — 4,1173j,
Ay = —3,4301.

S O O =
O W~ N
o O OO
= =N O

ResSeni: Charakteristicky polynom je A* — 6A% + 9\? — 4\ = 0. Neni viak nutné

jej urcovat numericky, staci si uvédomit, jak bude vypadat matice A — \I. V
poslednim fadku bude mit samé nuly a (A — AI)44 = 4 — A\. Determinant proto
bude mozné jednoduse rozvinout podle posledniho fadku. Dostaneme

1-X 2 0
JA=M|=(=1)%-4=X)-| 0 1-X 0 |=(@-N=N(1-N>~
0 3 A
Vlastni ¢isla mtzeme ¢ist rovnou: A\; = 4, Ay = 0, A3 = 1. Pokud bychom

hledali dominantni vlastni ¢islo mocninnou metodou, dostavame )\gi) = 4 pro

Vi € N.

w O O ©
— = =N
= O DN W
=N Ot O

Reseni: Charakteristicky polynom je A* — 3A\% — 652 — 447\ — 1028 = 0. Matice

neni symetrické, proto pro hleddni dominantniho vlastniho ¢isla pouzijeme
mocninnou metodu. Dostavame )\gl) = 14, )\52) = 10, 7857, /\g?’) = 10, 2980,
AW = 9 0871, AP = 9,9096, A = 09,8761, A" = 9,8643. Vlastni ¢sla
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zadané matice jsou Ay = 9,8572, Ay = 3,6793, \3 = —1,2683 + 0,67797,
Ay = —1,2683 — 0,67797.



Kapitola 5

Obycejné diferencialni rovnice

5.1 Jednokrokové metody

Jednokrokové metody — Fulerova a jeji modifikace a metoda Runge-Kutty 4. radu — byly
probrany v predmétu Matematika 3. Pro pfipomenuti téchto metod mtizete pouzit rovnice
uvedené v nasledujicim odstavci. Nezapomente vsak, ze vysledky ziskané jednotlivymi
metodami se mohou vyrazne lisit!

5.2 Vicekrokové metody

Nésledujici pocatecéni tlohy FeSte na intervalu (a,b) s krokem h takto: Nejprve meto-
dou Runge-Kutty 4. tadu dopocitejte vsechny potiebné hodnoty a poté najdéte zbyva-
jici hodnoty pomoci Adamsovy extrapolacni metody tfetiho, poté ¢tvrtého a poté pa-
tého rfadu. Dale najdéte zbyvajici hodnoty pomoci metody prediktor — korektor, kde
za prediktor zvolte y2+1 = Yy, + %(55fn — 59fn1 + 37fn_2 — 9fn_3) a za korektor

Yn1 = Y+ 21 (OS5 + 1900 =B fua + fuoa).
1. y = 2® — y, y(0) = 1, na intervalu (0, 1) s krokem h = 0,2

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:

1 2 3 4 )

0,2 0,4 0,6 0,8 1
0,8213 | 0,6897 | 0,6112 | 0,5907 | 0,6321
0,8213 | 0,6897 | 0,6116 | 0,5913 | 0,6329
0,8213 | 0,6897 | 0,6112 | 0,5906 | 0,6320
0,8213 | 0,6897 | 0,6112 | 0,5907 | 0,6321
0,8213 | 0,6897 | 0,6112 | 0,5907 | 0,6322

?

Z;
Runge—Kutta
Adams 3. tadu
Adams 4. tadu
Adams 5. Tadu
prediktor — korektor

e L el Rl K=l R =)

2. v = 2%+ 4y, y(0) = 0, na intervalu (0, 1) s krokem h = 0,2

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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1 2 3 4 )

0,2 0,4 0,6 0,8 1
0,0033 | 0,0334 | 0,1476 | 0,4731 | 1,2926
0,0033 | 0,0334 | 0,1319 | 0,3981 | 1,0418
0,0033 | 0,0334 | 0,1476 | 0,4553 | 1,2025
0,0033 | 0,0334 | 0,1476 | 0,4731 | 1,2726
0,0033 | 0,0334 | 0,1476 | 0,4709 | 1,2592

1

Z;
Runge—Kutta
Adams 3. Tadu
Adams 4. Tadu
Adams 5. Tadu

prediktor — korektor

(=) el e} He) Heo) Neo) Ne)

3. ¥ =e"+y, y(0) =1, na intervalu (0, 1) s krokem h = 0, 2

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

1 2 3 4 )

0,2 0,4 0,6 0,8 1
1,4657 | 2,0885 | 2,9154 | 4,0059 | 5,4365
1,4657 | 2,0885 | 2,9111 | 3,9947 | 5,4153
1,4657 | 2,0885 | 2,9154 | 4,0049 | 5,4336
1,4657 | 2,0885 | 2,9154 | 4,0059 | 35,4362
1,4657 | 2,0885 | 2,9154 | 4,0059 | 5,4363

1

Z;
Runge—Kutta
Adams 3. Tadu
Adams 4. tadu
Adams 5. Tadu

prediktor — korektor

el i L el ) K=l R =)

4. y' ="t — 2y y(0) = 1, na intervalu (0,1) s krokem h = 0, 2

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

1 2 3 4 )

0,2 0,4 0,6 0,8 1
1,1697 | 1,3940 | 1,6794 | 2,0356 | 2,4759
1,1697 | 1,3940 | 1,6781 | 2,0340 | 2,4734
1,1697 | 1,3940 | 1,6794 | 2,0356 | 2,4757
1,1697 | 1,3940 | 1,6794 | 2,0356 | 2,4757
1,1697 | 1,3940 | 1,6794 | 2,0356 | 2,4758

1
T
Runge—Kutta
Adams 3. Tadu
Adams 4. Tadu
Adams 5. Tadu
prediktor — korektor

el L L el Rl K=l K =)

5.y = ez +4y, y(0) = 0, na intervalu (0, 1) s krokem h = 0, 2

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:

1 2 3 4 5

0,2 0,4 0,6 0,8 1

0,3192 | 1,0622 | 2,7506 | 6,5439 | 15,0193
0,3192 | 1,0622 | 2,6073 | 5,8624 | 12,7381
0,3192 | 1,0622 | 2,7506 | 6,3820 | 14,2008
0,3192 | 1,0622 | 2,7506 | 6,5439 | 14,8375
0,3192 | 1,0622 | 2,7506 | 6,5248 | 14,7177

i
T
Runge—-Kutta
Adams 3. Tadu
Adams 4. Tadu
Adams 5. Tadu
prediktor — korektor

(=) Ren) New) Hen) New] Nev] Nen]

6. 4 = e +y, y(0) = 1, na intervalu (0,1) s krokem h = 0,2
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7.

ResSeni: Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:

Yy

i 0 1 2 3 4 5
x; 0] 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Runge—-Kutta 1] 1,4456 | 2,0084 | 2,7379 | 3,7061 | 5,0257
Adams 3. Tddu 1] 1,4456 | 2,0084 | 2,7318 | 3,6871 | 4,9819
Adams 4. Tddu 1] 1,4456 | 2,0084 | 2,7379 | 3,7018 | 5,0115
Adams 5. rddu 1] 1,4456 | 2,0084 | 2,7379 | 3,7061 | 5,0222
prediktor — korektor | 1 | 1,4456 | 2,0084 | 2,7379 | 3,7063 | 5,0252
"= e —y, y(0) = 1, na intervalu (0,1) s krokem h = 0,2
Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
1 0 1 2 3 4 5
X 0] 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Runge-Kutta 1] 1,0026 | 1,0204 | 1,0701 | 1,1754 | 1,3759
Adams 3. Tddu 11]1,0026 | 1,0204 | 1,0689 | 1,1709 | 1, 3646
Adams 4. Tddu 11,0026 | 1,0204 | 1,0701 | 1,1731 | 1,3704
Adams 5. Tddu 11,0026 | 1,0204 | 1,0701 | 1,1754 | 1,3741
prediktor — korektor | 1 | 1,0026 | 1,0204 | 1,0701 | 1,1758 | 1,3776
8. v = x* — 4y, y(0) = 1, na intervalu (0, 1) s krokem h = 0,2
Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
i 0 1 2 3 4 5
x; 0] 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Runge—Kutta 110,4521 | 0,2089 | 0,1137 | 0,1024 | 0,1524
Adams 3. rddu 10,4521 | 0,2089 | 0,0599 | 0,1066 | 0,0814
Adams 4. Tadu 10,4521 | 0,2089 | 0,1137 | 0,1285 | 0, 1422
Adams 5. Tddu 10,4521 | 0,2089 | 0,1137 | 0,1024 | 0,1382
prediktor — korektor | 1 | 0,4521 | 0,2089 | 0,1137 | 0,0929 | 0,1285
9. ¥ =tz +y, y(0) = 2, na intervalu (0,1) s krokem h = 0,2
Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
i 0 1 2 3 4 5
x; 0] 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Runge—-Kutta 2| 2,4535 | 3,0295 | 3,7553 | 4,6638 | 5, 7956
Adams 3. Tadu 2| 2,4535 | 3,0295 | 3,7533 | 4,6586 | 5, 7860
Adams 4. Tadu 2| 2,4535 | 3,0295 | 3,7553 | 4,6634 | 5,7945
Adams 5. Tadu 2| 2,4535 | 3,0295 | 3,7553 | 4,6638 | 5, 7956
prediktor — korektor | 2 | 2,4535 | 3,0295 | 3,7553 | 4,6638 | 5, 7956
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10. y' = {52 +y, y(0) = 2, na intervalu (0,1) s krokem h = 0,2

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

1 2 3 4 )

0,2 0,4 0,6 0,8 1
2,4449 | 2,9928 | 3,6664 | 4,4936 | 5,5083
2,4449 | 2,9928 | 3,6647 | 4,4892 | 5,5002
2,4449 | 2,9928 | 3,6664 | 4,4933 | 5,5074
2,4449 | 2,9928 | 3,6646 | 4,4936 | 5,5083
2,4449 | 2,9928 | 3,6664 | 4,4936 | 5,5083

1
Z;
Runge—Kutta
Adams 3. Tadu
Adams 4. Tadu
Adams 5. Tadu
prediktor — korektor

NN NN OO




Kapitola 6

Okrajové ulohy

6.1 Metoda konecénych diferenci

Metodou konec¢nych diferenci s krokem h feste néasledujici okrajové tlohy:

6.1.1 Typ rovnice: y" + fi(z)y + fo(2)y = f3(x)

Loy + 3y —aty=u,y(1)=1,y(2) =3, h=0,25

Reseni: Samoadjungovany tvar: —(zy) + 2%y = —22.

Funkce p = z, p' = 1, ¢ = 2°, f = —2? jsou na intervalu < 1,2 > spojité,
p >0, ¢ > 0. Reseni tilohy tedy existuje a je pravé jedno.
Hledané soustava rovnic je:

2,6907y; —1,3750y, = 1,0273
—1, 37501, 3,4746y, —1,6250y; = —0,1406
—1,6250y5 4,5258y3 = 5, 4336
Resent:
710 1 2 3 4

;| 1| 1,25 1,5 1,75 |2
yi | 110,9271 | 1,0671 | 1,5837 | 3

Uprava zadani: Reste tutéz rovnici, avsak za podminek y(1) = 1, y(1,5) =2 a s

krokem h = 0, 1.
Reseni: Samoadjungovany tvar ziistava stejny: —(xy’')’ + 2%y = —22.
Funkce p = x, p’ = 1, ¢ = 2°, f = —2? jsou na intervalu < 1;1,5 > spojité,

p >0, ¢ > 0. Reeni tlohy tedy existuje a je pravé jedno.
Hledana soustava rovnic je:
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2,2161y; —1, 1500y, = 1,0379
—1, 15001, 2,4249y, —1,2500y;3 = —0,0144
—1, 2500y, 2,6371ys —1,3500y, = —0,0169
—1,3500y3 2,8538y, = 2, 8804
Resent:
7 10 1 2 3 4 5)
z; | 1 1,1 1,2 1.3 1.4 1.5
yi | 11,1458 | 1,3055 | 1,4899 | 1,7141 | 2

Uprava zadani: Reste tutéz rovnici, aviak za podminek y(1) = 1, y(2) = 3 a s
krokem h = 0, 125.

Reseni: Samoadjungovany tvar ziistava stejny: —(zy') + 2°y = —a22.
Funkce p = z, p’ = 1, ¢ = 2°, f = —2? jsou na intervalu < 1;2 > spojité,

p >0, ¢ > 0. Reseni tlohy tedy existuje a je pravé jedno.
Hledana soustava rovnic je:

2,2782y; —1,1875y; — 01,0427
11,1875y, 42,5477y, —1,3125y5 — —0,0244
_1,3125y, +2,8268ys —1,4375y; = —0,0295
—1,4375ys +3,1187Ty, —1,5625y; = —0,0352
—1,5625y, +3,4270y; —1,6875ys = —0,0413
—1,6875ys +3,756bys —1,8125y;, = —0,0479
~1,8125y +4,1121y, =  5,7576
Reseni:
) 1 2 3 4 ) 6 7 8
z; | 1] 1,125 1,25 1,375 1,5 1,6250 | 1,75 1,875 | 2
yi | 110,9263 | 0,8990 | 0,9255 | 1,0198 | 1,2064 | 1,5302 | 2,0746 | 3
2.y 4+ 2xy — 2y =22 y(0)=1;y(1) =2, h =10,25
Reseni: Samoadjungovany tvar: —(e*’y/) + z3e® y = —z2e®".
Funkce p = e”’, p/ = 2ze™, ¢ = 23¢”", f = —x2¢*" jsou na intervalu < 0,1 >

spojité, p > 0, ¢ > 0. Reseni tlohy tedy existuje a je pravé jedno.
Hledané soustava rovnic je:

2,1678y; —1,1510y, = 1,0116
—1,1510y; 42,6389y, —1,4779y; = —0,0201
—1,4779y, +3,6745y; = 4,2390
Resent:
7 10 1 2 3 4
z; | 0] 0,25 0,5 0,75 1
yi | 11,2897 | 1,5502 | 1,7771 | 2
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Uprava zadani: Reste tutéz rovnici, aviak za podminek y(0) = 1; y(1) = 3 a s
krokem h = 0, 25.

Reseni: Samoadjungovany tvar zistava stejny: —(ex2y’ ) + ety = —z%e”.
Funkce p = e, p/ = 2z¢%, q = 23e*”, f = —2%*" jsou na intervalu < 0,1 >
spojité, p > 0, ¢ > 0. Reseni tlohy tedy existuje a je pravé jedno.

Hledana soustava rovnic je:

2,1678y; —1,1510ys = 1,0116
—1,1510y; 42,6389y, —1,4779y3; = —0,0201
—1,4779y, +3,674by; = 6, 3893
Regent:
710 1 2 3 4

2 0] 0,25 | 0,5 | 0,75 |1
vi | 11,6101 | 2,1535 | 2,6050 | 3

3.y + ) —ety=2a% y(-1) =1 y(1) =2, h=0,25

Reseni: Rovnici nemfizeme pfevést na samoadjungovany tvar, protoze funkce
fi(z) = £ neni na intervalu < —1;1 > spojité.

6.1.2 Typ rovnice: ao(z)y” + a1(z)y + as(z)y = f(x)
Loy —y=2>+1y1)=1,9y2)+2/(2) =2, h=10,25

Reseni: Funkce ag = z, a1 = 0, as = 1, f = 2® + 1 jsou spojité na intervalu
< 0,1 > a funkce ao(z) # 0 pro vSechna z €< 1,2 >. Déle jsou splnény
podminky ag(z) > ¢ > 0, as(z) < 0 pro vSechna = €< a,b >. Podobné je
a1 20,0220, 62 >0, B2 >0 |as| +[B1] >0, [az| + [B2] > 0.

Uloha ma tedy prévé jedno feseni a diskrétni aproximace ziskand pomoci
rovnic uvedenych v textu konverguje k tomuto feseni.

Z prvni pocatecni podminky vyplyva, ze yo = 1. Ze druhé pocatecni podminky
mame 4y, — 16y3 + 14y, = 2 a celkem tedy hleddme fesSeni soustavy rovnic:

Yo = 1
0y —4lyr  +20y, = 25625
24y, —49y,  +24ys = 325
28y2 +57y3 +28y4 = 4,0625

4y2 —16y3 +14y4 = 2

Resenim této soustavy ziskame:

i |0 1 2 3 4
7 | 1| 1,25 15 1,75 2
y: | 1]0,0,6113 | 0,3812 | 0,3025 | 0, 3796
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Uprava zadani: Reste tutéz tlohu, oviem za pocate¢nich podminek y(0) = 1;
y(1) + 2y/'(1) = 2. Krok ponechte h = 0, 25.

Reseni: Vzhledem k tomu, Ze v bodé 2 = 0 neni splnéna podminka, ze ag(x) # 0
pro vSsechna z €< 0,1 >, neni zadana pocatecni tloha metodou popsanou v
textu fesitelna.

2. ay'+y=2"+2-1,y(1)=1y(2)+2/(2) =2, h=0,25

Reseni: Vzhledem k tomu, Ze funkce as(z) = 1 £ 0 pro x €< 1,2 >, nelze pii
feSeni zadané pocatecni tlohy pouzit metodu popsanou v uc¢ebnim textu.

3. ey’ +ay —a’y=u+e, y(0) +y/(0) =1, 2y(1) +3y'(1) =4, h =0,25

Reseni: Jsou splnény vechny podminky konvergence a existence jednozna¢ného
feSeni.
Z prvni pocatecni podminky vyplyva, ze —byg + 8y; — 2yo = 1. Ze druhé
pocatecni podminky mame 6y, — 24ys + 20y, = 4 a celkem tedy hledame
feSeni soustavy rovnic:

—5y0 +8y1 —2y2 = 1
20,0444y  —41,1513y1  +21,0444y2 = 1,5340
25,3795y —53,0091y2  +27,3795y3 = 2,1487
32,3720y2 —68,3065y3  +35,3720ys = 2,8670

6y2 —24y3 +20y4 = 4

Resenim této soustavy ziskame:

i 0 1 2 3 4
| 0 0,25 | 0,5 | 0,75 1
i | 2,7045 | 2,3273 | 2,0477 | 1,8858 | 1, 8486

Uprava zadani: Reste tutéz tilohu, oviem za pocatecnich podminek y(0) +1/(0) =
1; 2y(0,5) + 3y'(0,5) = 4. Krok ponechte na h = 0, 25.

Reseni: Jsou splnény vSechny podminky konvergence a existence jednozna¢ného
fesSeni.
Z prvni pocatecni podminky vyplyva, ze —14yy + 20y; — by, = 1. Ze druhé
pocatecni podminky mame 15y, — 60ys + 47y, = 4 a celkem tedy hleddme
feseni soustavy rovnic:

—14y0 + 20y1 — 5@/2 =1
110,0171yo — 221,0442y; + 111,0171ys = 1,2052
121, 1403y, — 244, 3206y, + 123,1403y; = 1,4214
133, 4859y, — 270,0618ys + 136,4859ys = 1,6499
147,1825y5 — 298, 5249y, + 151,1825ys; = 1,8918
6y2 — 24y3 + 20y4 = 4

Resenim této soustavy ziskame:
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i 0 1 2 3 1 5
o ) 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
y; | 1,0342 | 1,0362 | 1,0492 | 1,0739 | 1,1108 | 1,1604

6.1.3 Typ rovnice: —y" + o(z)y = f(x)
L=y +3y=e+1y(=1)=0y(1)=11h=05

Reseni: Metodu koneénych diferenci v tomto piipadé nelze pouzit, protoze funkce
o(x) = % neni na intervalu < —1,1 > spojita (navic na tomto intervalu neplati

o(x) > 0), a nevime tedy, zda existuje pravé jedno feSeni dané tlohy.
2. =y +e Ty = ﬁ, y(0)=1,y(2) =2, h=0,5

Reseni: Metodu koneénych diferenci v tomto piipadé nelze pouzit, protoze funkce

f(z) = %5 neni na intervalu < 0,2 > spojitd, a nevime tedy, zda existuje

praveé jedno feseni dané tulohy.
3. =y +e"y=1z,y0)=1,y2) =2, h=0,5

Reseni: Po dosazeni do prislusnych vztaht ziskdme soustavu rovnic:

2, 1516y, —ys = 1,1250
— +2,0920y9 —Y3 = 0,2500
—ys 2,0558y; = 2,3750

Jejim Tesenim jsou y; = 1,3084, yo = 1,6902, y3 = 1,9774. Spolu s okrajovymi
podminkami mame:

1 |0 1 2 3 4
€ 0 0,5 1 1, 5 2
vy, | 1] 1,3084 | 1,6902 | 1,9774 | 2

Uprava zadani: Reste tutéz alohu, ale s krokem h = 0, 25

Reseni: Po dosazeni do prislusnych vztaht ziskdme soustavu rovnic:

2,0487y; —yo = 1,0156
—1 +2,0379y; —ys = 0,0313

—1y2 +2,0295y; —yy = 0,0469
—ys +2,0230y, —ys = 0,0625
—ya+2,0179ys —ys = 0,0781

—ys +2,0139y6 —yr = 0,0938
—y6 +2,0109y; = 2,1094
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Jeji feseni je spolu s okrajovymi podminkami uvedeno v nasledujici tabulce:

¢ |0 1 2 3 4 5 6 7 8

z; | 0] 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75

[\

vi | 1]1,1343 | 1,3082 | 1,5005 | 1,6902 | 1,8562 | 1,9773 | 2,0323 | 2




Kapitola 7

Soustavy obycejnych diferencialnich
rovnic

7.1 FEulerova metoda

Eulerovou metodou najdéte na intervalu < a,b > s krokem h feSeni nasledujicich soustav
diferencialnich rovnic. Funkce u, v, w, y, z jsou funkcemi proménné zx.

1.y =y+4z
Z=y+z,
kdyz y(0) =1, 2(0) =2,a=0,b=1 akrok h = 0,25

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

1

of o 1 2
1025 325 2,75
2105 | 68125 | 4,25
3
4

0,75 | 12,7656 | 7,0156
1 | 22,9727 | 11,9609

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu s krokem h = 0, 125.

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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BRI

o o 1 2

110,125 2,1250 | 2,375
270,25 | 3,5781 | 2,9375
310,375 | 5,4941 | 3,7520
4] 05 | 80560 | 49077
510,625 | 11,5179 | 6,5283
6 0,75 | 16,2217 | 8,7841
7 110,875 | 22,6415 | 11,9098
8| 1 [ 31,4265 | 16,2287

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu, avsak za predpokladu, ze z(0) = 1

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

il = [ vy | = |
o o 1 1
11025 2,25 1,5
21705 | 4,3125 | 2,4375
310,75 | 7,8281 | 4,1250
4] 1 [13,0102] 7,1133

IR x|
0 1 0 1

1[1,25] 025 | -0.25
21 1,5 [ 0,25 |-0,0625
311,75 [ 0,1719 | 0,1406
40 2 [-0,0938[-0,1211

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu na intervalu < 1;1,5 > s krokem h = 0, 1.

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:

ifle] vy [ = |
ol 1 0 1
1{[11] o1 0,5
21,21 0,08 | 0,23
301,37 0,047 | 0,099
41,47 0,024 | 0,0401
5 1,5]0,0112 ] 0,0153
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3.y =4y —z
2 =y+ 2z
kdyz y(0) =0, 2(0) =1,a=0,b=1 a krok h = 0,25

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

iz | vy | =z |
o 0 0 1
1025 -025 | 15
2105 | 0,875 | 2,1875
3
4

0,75 | -2,2969 | 3,0625
1 | -5,3594 | 4,0195

Uprava zadani: Reste tutéz alohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0, 1.

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

ila] vy [ =z |
ol 0 0 1
1][01] -01 1,2
2102 026 | 1,43
3
1
5

0,3 | -0,507 | 1,69
0,4 | -0,8788 | 1,9773
0,5 | -1,4281 | 2,2849

1

0

11][0,25| 1,25 1
2105 | 1,5 |0,9455
3
1

0,75 | 1,7364 | 0,8554
1 ] 1,9502 | 0,7630

Uprava zadani: Reste tutéz alohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0, 1.

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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1

0

101 11 1
2102 1,2 |0,9905
3
4
5

0,3 | 1,2991 | 0,9725
0,4 | 1,3963 | 0,9473
0,5 | 1,4910 | 0,9162

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0, 05.

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

|

R
1 1
0,05 | 1,05 1
01 | 1,1 |0,9976
0,15 | 1,1499 | 0,9928
0,2 | 1,1995 | 0,9859
0,25 | 1,2488 | 0,9769
0,3 | 1,2977 | 0,9661
0,35 | 1,3460 | 0,9535
04 | 1,3936 | 0,9395
0,45 | 1,4406 | 0,9241
0,5 | 1,4868 | 0,9076

&
<

)

OO || O x| W N | O =

—_
[a)

Uprava zadani: Reste tutéz ulohu, avsak za pocateénich podminek y(1) = 1,
2(1) = 1 na intervalu < 1;2 > s krokem h = 0, 25.

Reseni: Takto formulovanou tlohu nelze touto metodou fesit, protoze funkce

f(z) = == neni na intervalu < 1;2 > spojité.

5. u' =2u+4v + cosx
v = —u—2v+sinz,

kdyz u(0) =0, v(0) =1,a=0,b=1 a krok h = 0,25

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

i @ [ w [ v |
0] 0 | 0 1
11025] 1,25 | 05
2 0,5 | 2,6172 | -0,0006
3
1

0,75 | 4,1446 | -0,5348
1 | 58650 | -1,1331

Uprava zadani: Reste tutéz alohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0, 1.
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ResSeni: Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:

izl v | = |
0[ 0] 0 1
10,1 0,5000 | 0,8000
20,2 1,0195 | 0,6000
3
1
5

0,3 | 1,5614 | 0,3979
0,4 | 2,1284 | 0,1917
0,5 | 2,7229 | -0,0205

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0, 05.

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

iz [ vy | =z |
o o 0 1

1 1005] 025 | 0,000
2 [ 0,1 |0,5049 | 0,8000
3 10,15 0,7652 | 0,6097
4 (0,2 [1,0311 | 0,5990
5 10,25 | 1,3030 | 0,4975
6 || 0,3 | 1,5812 | 0,3949
7 110,35 | 1,8661 | 0,2912
8 | 0,4 |2,1579 | 0,1859
9 10,45 | 2,4569 | 0,0789
10 || 0,5 | 2,7634 | -0,0301

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0,1,
avSak za pocatecnich podminek u(0) =1 a v(0) = 1.

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

izl v | = |

1
0

110,11 1,7000 | 0,7000
20,2 24195 | 0,4000
3
4
5

0,3 | 3,1614 | 0,0979
0,4 | 3,9284 | -0,2083
0,5 | 4,7229 | -0,5205

6. v =—-2u+v—2w
vV =u— 20+ 2w
w' = 3u — 3v + Sw,
kdyz w(0) =0, v(0) =1, w(0) =2,a=0,b=1 a krok h = 0,25
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ResSeni: Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:

IR
0 0 0 1 2
10025 075 | 15 | 375
21105 | -1,875 | 2.4375 | 6,75
310,75 | -3,7031 | 4,1250 | 11,9531
4| 1 [-6,7969 | 7,1133 | 21,0234
7.0 =v+w+zx

vV=u+v—w

w' =v+w,

kdyz u(0) = 0, v(0) =

iz [ w [ v | w
0] 0 | 0 0 ]
1025 025 | 025 | 125
21 05 | 0,5625 | 05625 | 15
370,75 | 0,9219 | -0,9375 | 1,734
1 1 | 1,3086 | -1,3750 | 1,9336

v =v+sinz

v =wu-+e"

w' = w + cos x,

kdyz u(0) =1, v(0) =0,

w(0)=1,a=0,b=0,5akrok h =0,1

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

w_|

1,2

0,4105

1,4195

0,6357

1,6595

0,8797

1,9209

1,1473

2,2051
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ResSeni: Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:

iz ] v [ v [ w |

1

0

t{o1] 15 2.1 0,1
2102 208 | 226 | 0,26
3
4
5

0,3 | 2,766 | 2,4940 | 0,4940
0,4 | 3,5908 | 2,8200 | 0,8200
0,5 | 4,5959 | 3,2611 | 1,2611

10. v = —v
v = —u
w =u+v—w,

kdyz u(0) =0, v(0) =0, w(0) =1,a=0,b=0,5 a krok h = 0,1

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

iz Julo] w |
of 0 ]o0]0] 1
1][o1][of0] 09
2102]0[0] 0,81
3103700/ 0,729
400407006561
5105[0][0]0,5905

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu na témze intervalu, avak s pocateénimi pod-
minkami u(0) = 0, v(0) = 0, w(0) = 0; opét s krokem h = 0, 1.

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

[0 w]

1

0
10,1
20,2
3

1

5

0,3
0,4
0,5

olololololols
ololololol ol
olo|lol ool ol

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu na témze intervalu, avsak s poc¢atecnimi pod-
minkami u(0) = 0,01, v(0) = 0,02, w(0) = 0,03; opét s krokem h = 0, 1.

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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ile] w [ v | w |
0 0| 001 | 002 | 0,03
10,1 0,008 | 0,0190 | 0,0300
2 70,2 | 0,0061 | 0,0182 | 0,0207
3
1
5

0,3 | 0,0043 | 0,0176 | 0,0202
0,4 | 0,0025 | 0,0172 | 0,0284
0,5 | 0,0008 | 0,0169 | 0,0276

7.2 Metody Rungeho — Kuttovy

Metodami Rungeho — Kutty najdéte na intervalu < a,b > s krokem h feseni nasledujicich
soustav diferencialnich rovnic. Funkce u, v, w, y, z jsou funkcemi proménné z. Zadani jsou
stejna jako v predchazejici kapitole, ¢islovani si odpovida.

1.y =y+4z
2 =y+z,

kdyz y(0) =1, 2(0) =2,a=0,b=1 a krok h = 0,25

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

’ 1 H x \ Y \ k z [
0 0 1 2
110,25 | 4,1187 ki1 =2,25 3,2275 I, =0,75
ko = 2,9063 lo =1,1250
ks = 3,1758 I3 =1,2593
ky = 4,2979 ly =1,8574
Ay = 3,1187 Az =1,2275
21 0,5 |10,2706 | k4 =4,2572 | 6,0451 l; =1,8365
ko = 5,7076 ly = 2,5983
ks = 6,2698 l3 =2,8748
ks = 8,6994 ly = 4,1227
Ay = 6,1519 Az =2,8176
310,75 | 22,9351 | ky =8,6127 | 12,1761 | [ =4,0789
ko = 11,7288 ly =5,6654
ks = 12,9115 I3 =16,2532
ks = 18,0938 ly = 38,8701
Ay = 12,6645 Az =6,1310
4 1 | 49,4485 | ky = 17,9099 | 25,2761 | 1, =8,7778
ko = 24,5375 lo =12,1138
ks = 27,0340 I3 = 13,3592
ks = 38,0276 ly = 18,8761
Ay = 26,5134 Az = 13,1000

Uprava zadani: Reste tutéz alohu s krokem h = 0, 125.
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ResSeni: Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:
’ 7 H x Y k z l
0 0 1 2
110,125 | 23136 | ky =1,1250 | 2,4805 | [, =0,3750
ko = 1,2891 lo = 10,4688
k’g - ]_, 3228 l3 — O, 4849
ky =1,5328 l4 = 10,6010
Ay =1,3136 Az = 0,4805
21 0,25 | 4,1238 | k; =1,5295 | 3,2301 | I, =0,5993
ko =1,7749 lo =0,7323
ks =1,8235 l3 = 0,7560
ky =2,1354 ly =0,9217
Ay =1,8103 Az =0, 7496
310,375 | 6,6686 | ky =2,1305 | 4,3652 | 13 =0,9192
ko = 2,4935 lo =1,1099
ks = 2,5638 I3 =1,1445
ky = 3,0232 Iy =1,3828
Ay = 2,5447 Az =1,1351
41 05 |10,2924 | k; =3,0162 | 6,0560 | I3 =1,3792
ko = 3,5495 lo =1,6539
ks = 3,6515 I3 =1,7044
]{?4 - 4, 3248 l4 — 2, 0487
Ay = 3,6238 Az =1,6908
5 0,625 | 15,4955 | ky =4,3145 | 8,5506 | 3 =2,0435
ko = 5,0951 lo = 2,4409
ks =5,2432 I3 =2,5146
ky = 6,2272 [y =3,0133
Ay = 5,2031 Az = 2,4946
6| 0,75 | 23,0043 | k; =6,2122 | 12,2107 | [; = 3,0058
ko = 17,3520 lo = 3,5819
ks = 17,5672 ls = 3,6891
ky =9,0027 l4 =4,4128
Ay = 7,5089 Az = 3,6601
71 0,875 | 33,8752 | k; =8,9809 | 17,5629 | [; =4,4019
ko = 10,6427 lo =5,2383
ks = 10,9556 l3 = 5,3944
ky = 13,0476 l4 = 6,4456
Ay = 10,8709 Az =5,3522
8 1 49,6438 | k; = 13,0158 | 25,3737 | [ = 6,4298
ko = 15,4368 lo = 17,6451
ks = 15,8919 ls3 =17,8724
ky = 18,9385 l4 =9,4003
Ay = 15,7686 Az = 17,8108
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Uprava zadani: Reste tutéz tilohu, aviak za predpokladu, ze 2(0) = 1.

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

’ 1 H x \ Y k z [
0 0 1 1
110,25 | 2,7827 ki =1,25 1,7808 lL,=0,5
ko = 1,6563 lo=0,7188
ks =1,8164 I3 =10,7969
ky = 2,5010 ly =1,1533
Ay =1,7827 Az = 10,7808
21 0,5 | 64050 | kg =2,4764 | 3,5057 | [ =1,1409
ko = 3,3564 lo =1,5930
ks = 3,6925 I3 =1,7596
ks = 5,1591 ly = 2,5039
Ay = 3,6222 Az =1,7250
31 0,75 | 13,9500 | ky =5,1070 | 7,2112 | [y =2,4777
ko = 6,9842 ly = 3,4258
ks = 17,6929 l3 =3,7789
ks = 10,8091 ly = 5,3456
Ay = 17,5451 Az = 3,7054
4 1 | 298163 | k = 10,6987 | 15,0921 | [; = 5,2903
ko = 14,6812 ly = 17,2889
ks = 16,1783 l3 = 8,0366
ky = 22,7798 ly = 11,3440
Ay = 15,8662 Az = 17,8809

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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’ 1 H x \ Y k z [
0 1 0 1
1 1,25 | 0,0169 ki =0,25 0,2710 Iy =-1,25
ko = —0,1250 lo = —0,5313
ks = 0,2930 I3 = —0,8867
ky = —0,4844 l4 = —0,2881
Ay = 0,0169 Az = —0,7290
21 1,5 10,0086 | k3 =0,0381 |0,0729 | I =—0,3472
ko = —0,0386 lo = —0,1397
ks = 0,0545 I3 = —0,2502
ky = —0,1197 ly =—0,0617
Ay = —0,0083 Az = —0,1981
31 1,75 10,0033 | k; =0,0032 |0,0195 | l; =—0,0954
ko = —0,0115 lo = —0,0366
ks = 0,0087 I3 = —0,0697
ky = —0,0294 ly = —0,0127
Ay = —0,0053 Az = —0,0534
4 2 10,0011 | k& =—0,0009 | 0,0052 | l; =—0,0260
ko = —0,0034 lo = —0,0095
ks = 0,0009 I3 = —0,0192
ky = —0,0072 l4 = —0,0024
Ay = —0,0022 Az = —0,0143

Uprava zadani: Reste tutéz alohu na intervalu < 1;1,5 > s krokem h = 0, 1.

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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’ 1 H x \ Y k z [
01 1 0 1
1 1,1]0,0043 | k; =0,1000 | 0,6008 | I; = —0,5000
ko = 0,0400 ly = —0,3850
ks = 0,0668 I3 =—0,4078
ks =0,0125 ly = —0,3095
Ay = 0,0543 Az = —0,3992
21,210,059 | ky=0,0221 | 0,3551 | l; =—0,3113
ky = —0,0012 ly = —0,2357
ks = 0,0107 Iy = —0,2522
ks = —0,0107 ly =—0,1873
Ay = 0,0051 Az = —0,2457
31 1,310,0485 | k= —0,0061 | 0,2069 | [, = —0,1894
ky = —0,0134 lo = —0,1415
ks = —0,0084 I3 =—0,1527
ks = —0,0154 ly =—0,1114
Ay = —0,0109 Az = —0,1482
41 1,410,0351| ky =-0,0133 | 0,1190 | I; = —0,1132
ko = —0,0143 lo = —0,0835
ks = —0,0125 I3 = —0,0908
ks = —0,0136 ly = —0,0652
Ay = —0,0134 Az = —0,0879
51 1,50,0238 | k; =—0,0127 | 0,0677 | [, = —0,0665
ky = —0,0116 ly = —0,0486
ks = —0,0111 l3 = —0,0532
ks = —0,0103 ly =—0,0377
Ay = —0,0114 Az =-0,0513
3.y =4y — =z
2 =y+ 2z,

kdyz y(0) =0, 2(0) =1,a=0,b=1 a krok h = 0,25

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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’ 1 H x \ Y k z [
0 0 0 1
110,25 | -0,5254 ky = —0,25 1,5894 l,=0,5
ko = —0,4375 lo = 10,5938
ks = —0, 5430 I3 =10,5938
ky = —0,9414 ly =0,6611
Ay = —0,5254 Az = 0,5894
21 0,5 | -2,2221 ki =—0,9227 | 2,2500 | [y =0,6633
ko = —1,4670 I, =0,7138
ks = —1,7455 l3 =10,6584
ky = —2,8328 ly = 0,5562
Ay = —1,6967 Az =0,6607
310,75 | -7,0489 | ky = —2,7846 | 2,4086 | [, =0,5695
ko = —4, 2481 Iy =0,3638
ks = —4,9542 I3 =0,1294
ky = —T7,7712 Iy = —0,6044
Ay = —7,0489 Az = 10,1586
4 1 | -19,8755 | ky =—7,6510 | 0,1247 | [; = —0,5579
ko = —11,4068 lo = —1,6538
ks = —13,1477 l3 = —2,3972
ky = —20,1994 l4 = —5,0435
Ay = —12,8266 Az = —2,2839

Uprava zadani: Reste tutéz alohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0, 1.

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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’ 1 H x \ Y k z [

0y O 0 1

11 0,1]-0,1349 ki =-0,1 1,2149 lLh=0,2
ke = —0,1300 I =0,2150
ks = —0,1368 I3 =0,2150
ky=—0,1762 l4 =0,2293
Ay = —0,1349 Az =0,2149

210,21]-0,3643 | kx = —0,1755 | 1,4577 | 11 = 0,2295
ke = —0,2220 I =0,2437
ks = —0,2321 I3 =0,2427
ky = —0,2926 ly =0,2548
Ay = —0,2294 Az =0,2429

31031-0,7377 | ky =-0,2915 | 1,7218 | [, = 0,2551
ke = —0, 3626 [ =0,2661
ks = —0,3773 I3 =0,2636
ky = —0,4688 Iy =0,2701
Ay = —0,3733 Az =0,2641

4104 1-1,3276 | ky =—0,4672 | 1,9923 | [; = 0,2706
ke = —0,5742 lo =0,2743
ks = —0,5958 I3 =0,2693
ky = —0,7325 Iy =0,2649
Ay = —0,5900 Az = 10,2705

51 0,5 |-2,2401 | k, = —0,7303 | 2,2412 | [, = 0,2657
ke = —0, 8896 I =0,2557
ks = —0,9210 I3 =0,2468
ky=—1,1234 ly =0,2230
Ay =—0,9125 Az = 10,2490

4. vy =z
Z/ =Y + Colsa:’

kdyz y(0) =1, 2(0) =1,a=0,b=1 a krok h = 0,25

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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’ 1 H x \ Y k z [
0 0 1 1
110,25 11,2476 | k =0,25 | 0,9716 lL=0
ko = 0,25 lo = —0,0293
ks = 0,2463 I3 = —0,0293
ky = 0,2427 l4 = —0,0536
Ay = 0,2476 Az = —0,0284
21 05 | 14821 | k =0,2429 | 0,8996 | [, = —0,0539
ko = 0,2362 Iy =—0,0736
ks = 0,2337 I3 =—0,0727
ky = 0,2247 l4 = —0,0854
Ay =0,2345 Az =—-0,0720
31 0,75 | 1,6960 | k; =0,2249 | 0,8118 | [, = —0,0857
ko = 0,2142 lo = —0,0904
ks =0,2136 I3 = —0,0890
ky = 0,2026 [y = —0,0822
Ay =0,2138 Az = —0,0878
4 0 | 18906 | k =0,2029 | 0,7572 | [; = —0,0823
ko = 0,1927 lo = —0,0593
ks = 0,1955 I3 = —0,0581
ky =0,1884 l4 = —0,0102
Ay = 0,1946 Az = —0,0545

Uprava zadani: Reste tutéz alohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0, 1.

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:



Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

HENNE l |

0 O 1 1

110,11 1,0998 ky=0,1 0,9952 =0
ko = 0,1000 lo = —0,0049
ks = 0,0998 I3 = —0,0049
ky = 0,0995 I, = —0,0095
Ay = 0,0998 Az = —0,0048

21[0.2 [ 1,1987 | k& = 0,0995 | 0,9814 | I = —0, 0095
ks = 0,0990 lo = —0,0138
ks = 0,0988 l3 = —0,0138
ky = 0,0981 l4 =—0,0178
Ay = 0, 0989 Az = —0,0138

3103 1,2959 | k; =0,0981 | 0,9599 | [; = —0,0178
ko = 10,0972 [ = —0,0216
ks = 0,0971 ls = —0,0215
ks = 0,0960 [, = —0,0249
Ay =0,0971 Az = —0,0215

4104 | 1,3905 | k; =0,0960 | 0,9321 | [; = —0,0249
ko = 0,0947 lo =—0,0279
ks = 0,0946 I3 = —0,0279
ky = 0,0932 l4 = —0,0305
Ay = 0,0946 Az = —0,0278

51105 | 1,4821 | k, = 0,0932 | 0,8996 | 1, = —0,0305
ko = 0,0917 lo = —0,0327
ks = 0,0916 I3 = —0,0326
ks = 0,0900 l4 = —0,0343
Ay = 0,0916 Az = —0,0325

Uprava zadani: Reste tutéz ilohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0, 05.

Reseni: Vsechny hodnoty v; a z (pro odpovidajici z;) jsou po zaokrouhleni na 4

desetinna mista stejné jako v predchéazejicim pripadé.

/

. u'=2u+4v+cosx
v\ = —u — 2v +sinz,

kdyz u(0) =0, v(0) =1,a=0,b=1 a krok h = 0,25

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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’ i H x \ U k v l

0 0 0 1

11 0,25 1,3200 ki1=1,25 0,4948 lhLh=-0,5
ke = 1,3105 I, = —0,5001
ks =1,3256 I3 = —0,5076
ky=1,3974 Iy = —0,5157
Au =1,3200 Av = —0,5052

21 0,5 | 28066 | k; =1,3970 |-0,0412 | [; = —0,5155
ke = 1,4789 [, = —0,5316
ks =1,4914 I3 =—0,5378
ky = 1,5821 ly = —0,5615
Au =1, 4866 Av = —0,5360

310,75 | 4,4917 | ky =1,5815 | -0,6367 | [ = —0,5612
ko = 1,6796 Iy = —0,5922
ks = 1,6887 I3 = —0,5967
ky=1,7927 [y = —0,6345
Au =1,6852 Av = —0,5956

4 1 6,3950 | k; =1,7921 | -1,3171 | [ = —0,6342
ke = 1,9003 I, =—0,6781
ks = 1,9054 I3 = —0,6807
ky = 2,0162 ly = —0,7302
Au = 1,9033 Av = —0,6803

Uprava zadani: Reste tutéz alohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0, 1.

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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i e ] u | k | v | l |

ol o 0 1

1][0,1]0,5105 | ki =0,5000 | 0,7997 | I = —0, 2000
ks = 0, 5099 l, = —0,2000
ks = 0,5109 I; = —0,2005
kg = 0,5215 I, = —0,2010
Au = 0,5105 Av = —0,2003

210,211,0439 | k =0,5215 | 0,5973 | I, = —0,2010
ko = 0,5328 l, = —0,2020
ks = 0,5337 I; = —0,2025
kg = 0, 5457 Iy = —0,2040
Au = 0,5334 Av = —0,2023

310,37 1,6028 | k; = 0,5457 | 0,3910 | {; = —0,2040
ks = 0,5584 l, = —0,2060
ks = 0, 5592 Iy = —0,2064
ks = 0,5725 Iy = —0,2089
Au = 0, 5589 Av = —0, 2063

40,4[2,1896 | ki =0,5725 | 0,1788 | I, = —0, 2089
ko = 0, 5864 l, = —0,2119
ks = 0, 5872 I; = —0,2123
ks = 0,6016 Iy = —0,2158
Au = 0, 5869 Av = —0,2122

5105 | 2,8066 | ki =0,6016 | -0,0411 | I, = —0, 2158
ks = 0, 6165 l, = —0,2197
ks = 0,6172 I; = —0,2201
ks = 0,6326 Iy = —0,2245
Au = 0,6169 Av = —0,2200

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0, 05.

Reseni: Vsechny hodnoty u; a v; (pro odpovidajici x;) jsou po zaokrouhleni na 4
desetinnd mista stejné jako v predchéazejicim pripadé.

v = —2u+v— 2w

V' =u—2v+ 2w
w' = 3u — 3v + Hw,
kdyz w(0) =0, v(0) =1, w(0) =2,a=0,b=1 a krok h = 0,25

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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i e [ w ] k v | l | w m

o o 0 1 2

1025 -1,0020 | ki = —0,75 | 1,7808 | 1, =0,5 | 4,5635 | mi=1,75
ko = —0, 9375 l, =0, 7188 ms = 2,3750
ks = —1,0195 l; = 0, 7969 ms = 2,6133
ky = —1,3477 ly=1,1533 ma = 3, 6543
Au = —1,0020 Av = 0, 7808 Aw = 2,5635

2105 | -2,8992 | k1 = —1,3356 | 3,5057 | I, = 1,1409 | 9,9107 | m; = 3,6173
ko = —1,7634 I, = 1,5930 ms = 4,9495
ks = —1,9330 Iy = 1,7596 ms = 5, 4521
ky = —2,6552 Iy = 2,5039 ma = 17,6630
Au = —1,8973 Av = 1,7250 Aw = 5, 3472

310,75 | -6,7388 | k1 = —2,6293 | 7,2112 | I, = 2,4777 | 21,1612 | my = 7, 5847
ko = —3, 5584 l, = 3,4258 ms = 10,4100
ks = —3,9140 Iy = 3, 7789 ms = 11,4718
ky = —5, 4635 Iy = 5,3456 ma = 16,1548
Ay = —3,8396 Av = 3, 7054 Aw = 11,2505

41 [-14,7242 | ky = —5,4084 | 15,0921 | I, = 5,2903 | 44,9083 | m; = 15,9890
ko = —7,3923 l, = 7,2889 ms = 21,9701
kg = —8,1417 l; = 8, 0366 ms = 24,2149
kg = —11, 4358 I, = 11,3440 ma = 34,1238
Au = —7,9854 Av = 7,8809 Aw = 23,7471

7.0V =u+w+zx

vV =u+v—w
w = v+ w,

kdyz uw(0) =0, v(0) =0, w(0) =1,a=0,b=1 a krok h = 0,25

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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8.

’ i H x \ U k v l w m

0 0 0 1 2

11 0,251 0,3519 k1 =10,25 -0,2751 lL=-0,25 1,2476 | mq; = 0,25
ko = 0, 3438 Iy =—0,2813 ms = 0, 2500
ks = 0,3555 I3 =—0,2734 mg = 0,2461
ky = 0,4629 Iy =—0,2910 my = 0,2432
Au = 0,3519 Av = —0,2751 Aw = 0,2476

21 0,5 10,9436 | k4 =0,4624 | -0,5659 | [; = —0,2927 | 1,4837 | m; = 0,2431
ke = 0, 5818 I, =—-0,3019 ms = 0, 2369
ks = 0, 5960 I3 =—0,2873 ms = 0, 2350
ky=0,7326 ly = —0,2743 my4 = 0, 2300
Au = 0,5917 Av = —0, 2909 Aw = 0,2362

310,75 11,8399 | ky =0,7318 | -0,7972 | [, = —0,2765 | 1,7102 | m; = 0,2294
ko = 0,8833 Iy = —0,2483 mo = 0, 2236
ks = 10,9014 I3 =—0,2251 ms = 0, 2264
ky=1,0763 Iy = —0,1640 my = 0, 2298
Au = 0,8963 Av = —0,2312 Aw = 0,2265

4 1 3,1274 | k; =1,0750 | -0,8544 | [y = —0,1669 | 1,9558 | my; = 0, 2283
ke = 1,2692 I, =—0,0819 ms = 0, 2359
ks = 1,2944 I3 = —0,0480 msz = 0, 2475
ky =1,5230 Iy =0,0829 my = 0,2782
Au =1,2875 Av = —0,0573 Aw = 0, 2456

v =v+sinz
v =u-+e*
w' = w + cos x,

kdyz w(0) =1, v(0) =0, w(0) =1,a=0,b=0,5 a krok h = 0,1

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:




Moderni numerické metody 61
’ 1 H x \ u \ k v [ w m

0 O 1 0 1

110,11 1,0152 ki =0 0,2057 [y =0,2 1,2102 mp = 0,2
ko = 10,0150 I =0,2051 mo = 0,2099
ks =0,0153 l3 =0,2059 mg = 0,2104
ky = 0,0306 Iy, =0,2120 my = 0,2205
Au = 0,0152 Av = 0,2057 Aw = 0,2102

20,2 1,0615 | k;y=0,0306 | 0,4255 | [, =0,2120 | 1,4414 | my, = 0,2205
ko = 0,0461 [ =10,2192 mso = 0,2309
ks = 0,0465 I3 = 10,2200 mg = 0,2314
ky = 0,0624 ly =0,2283 my = 0,2422
Au = 0,0464 Av = 10,2198 Aw = 0,2312

310,31 1,1406 | k; =0,0624 | 0,6638 | Iy =0,2283 | 1,6949 | m; = 0,2421
ko = 0,0787 lo =0,2377 mo = 0,2531
ks = 10,0792 [3 =0,2385 ms = 0,2537
ky = 0,0959 l4 = 0,2491 my = 0,2650
Au =0,0790 Av = 10,2383 Aw = 0,2535

4104 1,2541 | k£ =0,0959 | 0,9252 | [y =0,2490 | 1,9719 | my; = 0,2650
ko =0,1131 lo =0,2608 mgy = 0,2767
ks =0,1137 I3 =0,2616 msz = 0,2773
ky=0,1315 ly =0,2746 my = 0,2893
Au=0,1135 Av =0,2614 Aw = 0,2770

51105 |1,4043 | ky =0,1315 | 1,2147 | [, =0,2746 | 2,2740 | my; = 0,2893
ko = 0,1497 [ = 0,2888 me = 0,3017
ks = 0,1505 [3 =0,2897 msz = 0,3023
ky =0,1694 l4 = 0,3053 my = 0,3152
Au = 0,1502 Av = 0,2895 Aw = 0,3021

9. v =u+2v+w

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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’ i H x \ U k v l w m

0y 0 1 0 1

11 0,1 1,5446 ki1 =0,5 2,1325 lL=0,1 0,1325 m;=0,1
ks = 0,5400 I, =0,1300 msy = 0, 1300
ks = 0,5465 I3 =0,1335 ms = 0,1335
ks = 0,5947 Iy =0,1680 my = 0, 1680
Au = 0, 5446 Av =0,1325 Aw = 0,1325

211 0,212,1997 | k1 =0,5942 | 2,3416 | [, =0,1677 | 0,3416 | m; = 0,1677
ky = 0,6491 [, =0,2058 msy = 0,2058
ks = 0,6575 I3 =0,2105 msz = 0,2105
ky=10,7231 ly =0,2545 my = 0, 2545
Au = 0,6551 Av = 0,2091 Aw = 0,2091

311 0,313,0043 | k; =0,7225 | 2,6490 | [, =0,2541 | 0,6490 | m; = 0,2541
ko = 0,7967 I, = 10,3030 msy = 0,3030
ks = 0,8077 I3 =0,3091 mz = 0,3091
ks = 0,8960 Iy =0,3658 my = 0, 3658
Au = 0,8046 Av = 10,3074 Aw = 0,3074

410414,0092 | k =0,8951 | 3,0831 | I =0,3653 | 1,0831 | m; = 0, 3653
ke = 0,9947 I, =0,4283 me = 0, 4283
ks = 1,0091 I3 =0,4365 ms = 0, 4365
ky=1,1270 l4y = 0,5099 my = 0, 5099
Au = 1,0049 Av = 0,4341 Aw = 0,4341

51 0,5 ]5,2812 | k; =1,1259 | 3,6817 | [ =0,5092 | 1,6817 | m; = 0,5092
ko = 1,2585 I =0,5910 mso = 0,5910
ks =1,2774 I3 =0,6017 msz = 0,6017
ky=1,4341 I, =0,6971 my = 0,6917
Au =1,2720 Av = 0, 5986 Aw = 0, 5986

10. /' = —v
v =—u

w=u+v+w,

kdyz u(0) =0, v(0) =0, w(0) =1,a=0,b=0,5 a krok h = 0,1

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:




Moderni numerické metody 63

e lul K Jo] T [ w m

0 0 |0 0 0

1101/0] k&4=0 0] I1=0 | 1,1052 myp=0,1
ke =0 lb=0 ms = 0,1050
ks =20 I3=0 msz = 0,1053
ky = ly = my = 0,1105
Au=0 Av =0 Aw = 0,1052

21102(0| k&,=0 [0] ;=0 | 1,2214 | m; =0,1105
ke =0 lb=0 mso = 0,1160
]{73:0 ngO m320,1163
ky=0 Iy, =0 my = 0,1221
Au = Av = Aw = 0,1162

3103[0| kgr=010] 4=0 1]1,3499 | m; =0,1221
ke =0 lb=0 mo = 0, 1282
ks =20 I3=0 msz = 0, 1286
ky=0 Iy, =0 my4 = 0,1350
Au=0 Av =20 Aw = 0,1285

41040 k=0 (0| l1=0 | 1,4918 | my =0,1350
kQZO l2:O m220,1417
k:g,:O l3:O m3:0,1421
ky=20 Iy =0 my = 0,1492
Au=0 Av =0 Aw = 0,1420

5110501 k1= 0| L= 1,6487 | m; =0, 1492
/{72:0 lQIO m2:O,1566
ks =0 I3=0 msz = 0,1570
k’4:0 l4:O m4:O,1649
Au=0 Av =0 Aw = 0,1569

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu na témze intervalu, avsak s poc¢ateénimi pod-
minkami u(0) =0, v(0) =0, w(0) =0,a=0,b=0,5 a krokem h =0, 1.

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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iz Ju] & Jof ! Juw] m
0 0|0 0 0
1 0,1 0 k1:0 0 l1=O 0 m1:0
]{72:() lQZO m2:0
k3:O ngO m3:0
k420 l4:O m4:0
Au=0 Av =20 Aw =0
2102 khb=0 10| =0 |0] m =0
kQZO l2:0 m2:0
]{73:0 ngO m3:0
]{74:() l4:O m4:0
Au=0 Av =20 Aw =0
31 0,3 kt=0 10| 4=0 | 0| m =0
/{220 ZQZO m2:0
]{73:0 lgIO m3:0
k4:O l4:0 m4:0
Au=0 Av =20 Aw =0
4104 ki=0 10| =0 | 0| m =0
k2:0 l2:O m2:0
k:g,:O l3:O m3:0
k’4:O l4:O m4:0
Au =0 Av =20 Aw =0
51 0,5 khb=0 10| ;=0 ]0] m =0
/{72:0 l2:O m2:0
k’3:0 l3:O m3:0
k’4:0 l4=O m4:0
Au =0 Av =0 Aw =0

Uprava zadani: Reste tutéz tlohu na témze intervalu, avSak s poc¢ateénimi pod-
minkami «(0) = 0,01, v(0) = 0,02, w(0) = 0,03; opét s krokem h = 0, 1.

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce (pfiklad uvddime pouze pro
srovnani vysledkd s Eulerovou metodou, hodnoty k, [ a m jsou pro stanoveny
pocet desetinnych mist pFilis nizké):

[z w [ v | w |
0,02 | 0,03
0,0101 | 0,0362
0,0184 | 0,0427
0,0179 | 0,0496
0,0175 | 0,0571
0,0173 | 0,0651
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