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Uvod

Tento text tvoti doplnéek ke skriptiim Diferencialni rovnice a jejich pouziti v elektrotech-
nice. Odkazy na pftiklady, rovnice, apod. uvedené zkratkou MDRE- se vztahuji pravé
k prikladtim a rovnicim v téchto skriptech. Cilem textu je poskytnout navody, jak pouzivat
pocitac¢, konkrétné program MATLAB, pfi feseni rtuznych problému spojenych s probira-
nou latkou. Diive, nez se pustite do prace s pocitacem, zopakujte si vzdy prislusnou
problematiku a projdéte si ,ru¢ni® zpisob feSeni pfikladiti. Ocekavame, ze pro Ctenére
tohle neni prvni setkani s MATLABem a ze alespon zakladni praci s nim uz ovlada.
Veskeré predvedené priklady byly napsany v MATLABu 7.8.0.347(R2009a) s tim, Ze pro
symbolické vypocty se pouziva MuPAD. Pouziva-li nékdo jinou verzi MATLABu nebo
vybral-li si pro symbolické vypoéty Maple (coby soucast MATLABu, ne Maple jako
samostatny program), je mozné, ze v nékterych pfipadech se budou vysledky lisit. Zv1ast
je to mozné pii feSeni né€kterych diferencialnich rovnic nebo pii zjednodusovani neékterych
vyrazu.

Také bychom chtéli upozornit, ze néktera feseni timyslné nejsou uplné elegantni (obvykle
je na takovych mistech v textu upozornéni typu ,,Bylo by lepsi udélat to tak a tak...“).
Chceme tim ¢tenaitim poskytnout prostor pro vlastni tvofivost. Je samoziejmé mozné,
ze néktera Teseni jsou neelegantni nebo dokonce chybna zcela netimyslné — v tom pripadé
budeme vdécni za upozornéni.
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1 Symbolicky toolbox MATLABu

MATLAB je primarné urcen pro vypoc¢ty numerické, obzvlasté pro rizné vypocty s mat-
icemi. Symbolicky toolbox jeho moznosti rozsifuje navic o vypocty symbolické, napf.
derivovani, integrovani, feSeni diferencialnich rovnic a pod. V této kapitole si ukazeme
nejjednodussi pouziti symbolického toolboxu. Zaméfime se na funkce, které se budou
pouzivat i v dalsim textu.

1.1 Symbolické proménné a vyrazy

Symbolickou proménnou definujeme pomoci funkce sym. Chceme-li proménné hned pfira-
dit néjakou hodnotu, udélame to napi. takto:

a
b

sym(1/2) ;
sym(2/3);

Timto jsme definovali dvé symbolické proménné, a a b, a prifadili jim hodnoty 1/2 a 2/3.
Nyni s témito proménnymi miizeme provadét rizné vypocty, napt.:

soucet = atb
ax*xb

soucin

da vysledek

soucet
7/6
soucin
1/3

Vypocty byly provedeny symbolicky — pfesné se zlomky. Podivame-li se na seznam defi-
novanych proménnych (Workspace), uvidime, ze ndm timto piribyly dalsi dvé symbolické
promeénné, soucet a soucin.

Jind moznost je vytvorit symbolickou proménnou s hodnotou, kterou mé néjaka ,,obyce-
jna‘“ proménna:

= 5;
sym(c)

o Q. Q0
Il

Potiebujeme-li vytvorit symbolickou matici, udélame to podobné:
A = sym([1 2; 3 4]);
nebo

A=1[12; 34];
symA = sym(A);
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Jestlize do symbolické proménné zatim zadnou hodnotu prifazovat nechceme, napiseme
napr.

x = sym(’x’)

Tim jsme definovali symbolickou proménnou x, ktera zatim zadnou hodnotu nema.
Daéle ale musime byt pii praci s touto proménnou opatrni. NapiSeme-li ted napf.

x =1;

stane se tim z x opét ,,obycCejna“ proménna s hodnotou 1.
Chceme-li definovat vice symbolickych proménnych, aniz bychom jim pfitazovali né€jaké
hodnoty, je pohodlnéjsi pouzit piikaz syms. Napr. pfikazem

Syms X y z

jsme definovali symbolické proménné x, y a z.
Pottfebujeme-li definovat symbolickou matici, ktera zatim neni vyplnéna zadnymi hodno-
tami, 1ze to udélat napr. takto:

syms all al2 a21 a22
A = [all, al2; a21, a22]
1.2 Dosazovani

Pro dosazeni do symbolického vyrazu je urcena funkce subs. Muzeme ji pouzit riznymi
zpisoby. Jeden z nich je

vjsledek = subs( do_&eho, za_co, hodnota)
Napftiklad

sSyms X
f = x72;
subs (f,x,’2%t’)

da vysledek

ans =
4xt~2

Do vyrazu muzeme dosadit i cely vektor nebo matici hodnot. Vysledkem je pak vektor,
resp. matice. Napft.

subs(f,x,[1 2; 3 4])
(pracujeme s proménnymi f a x z predchoziho pfikladu) da vysledek

ans =
1 4
16
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Jind mozna syntaxe je
vysledek = subs(vyjraz)

aniz bychom zadali, za co a jakd hodnota se ma dosazovat. Tato forma se pouziva, jestlize
v nékterych nebo vSech proménnych, na kterych vyraz zavisi, jsou prifazeny néjaké hod-
noty. Ty jsou pak do vyrazu dosazeny. Napi. takto:

f = sym(’x+2*xy-z’);
X = 2;

y =3

subs (f)

ans =

8 - z

1.3 Zjednodusovani vyrazu

Pro tpravy vyrazt existuje vice funkci. Nejpouzivanéjsi je funkce simplify:
f = sym(’sin(x)"2+cos(x)"27);
simplify(f)

ans =
1

Je tu ale jeden problém: chceme-li néjaky vyraz zjednodusit, neni predem jasné, ktera
forma vyrazu je ta nejlepsi. Nékdy se nam 1épe hodi jeden tvar, pro jiné tucely zase jiny.
Funkce simplify nemusi dat vzdy takovy vysledek, jaky bychom si predstavovali.

1.4 Derivovani

Pro symbolické derivovani slouzi funkce diff. Mizeme ji volat s riznym poctem argu-
menti, vzdy vsSak zaddme vyraz, ktery se mé zderivovat. Tento vyraz mutze byt zadan
jako textovy fetézec nebo to mize byt symbolickd proménna.

Zavolame-li funkci pouze s jednim argumentem, zderivuje se zadany vyraz podle x, je-li
v ném x obsazeno. Napf.

diff (’2*%a*x+3*xb-4x*x’)

ans =
2%a - 4

Jestlize ve vyrazu zaddné x neni, zderivuje se podle proménné, ktera je k x abecedné
nejblize.

Prehlednéjsi je zadat vzdy i proménnou, podle které se derivuje, jako druhy argument
funkce:
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syms t
f = txsin(t);
diff (f,t)

ans =
sin(t) + t*cos(t)

Timto zptisobem pocitame i parcialni derivace:

sSyms X y z

f = x"2+yx*xz;
dfdx = diff(f,x)
dfdy = diff(f,y)
dfdz = diff(f,z)

dfdx =
2%x
dfdy =
z

dfdz =

y

Pro vypocet derivaci vyssich fadt zadame jesté jako tfeti argument, kolikrat se ma funkce
derivovat:

syms X
f = x73;

d2 = diff(f,x,2)
d3 = diff(f,x,3)
d2 =

6%*x

d3 =

6

Pripomenme, ze funkce diff existuje i v zakladni verzi MATLABu. Déla vsak néco jiného.
Pocita diference neboli rozdily po sobé jdoucich slozek zadaného vektoru. Napf.

x = [1 3 10 20];
diff (x)

ans =
2 7 10
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1.5 Integrovani

V MATLABu integrujeme pomoci funkce int. Podobné jako u derivovani, neni-li feceno
jinak, integruje se podle x. V pfipadé, Ze integrovany vyraz x neobsahuje, integruje se
podle proménné, ktera je abecedné k x nejbliz.

syms x
f = sin(x);
int (f)

ans =
-cos(x)

Vsimnéte si, ze vysledek neobsahuje integra¢ni konstantu ,,+c“. V nékterych piipadech
to miize pusobit problémy, ale o tom jesté bude re¢ v neékteré z dalsich kapitol.
Integra¢ni proménnou mizeme zadat jako druhy parametr funkce int:

syms a t
f = cos(axt);
int(f,t)

ans =
sin(a*t)/a

Pro vypocet urcitého integralu zadame meze jako dalsi argumenty:
syms X

f = x72;

int(f,x,0,1)

ans =
1/3

Na zavér této kapitoly poznamenejme, ze nékdy trva integrovani pocitaci prekvapive
dlouho a uzivatel se musi obrnit trpélivosti.



Diferencialni rovnice a jejich pouziti v elektrotechnice — prace s programem MATLAB 7

2 Obycejné diferencialni rovnice prvniho radu

V kapitole 2.2 skript MDRE jsme si pripomnéli obyc¢ejné diferencialni rovnice prvniho
radu. Nyni ukazeme, jak se tyto rovnice fesi pomoci MATLABu.

2.1 Obecné reseni

Obecné teseni diferencialni rovnice prvniho fadu najdeme pomoci funkce
feSeni = dsolve(’rovnice’,’proménna’)

Vstupni argumenty funkce jsou fetézce, vysledek vsak je typu sym.

Proménnou se mysli nezavisla proménna v rovnici, nejcast€ji tedy = nebo t. Jestlize zadné
jméno proménné nezadame, jako default se bere proménna ¢.

Derivace hledané funkce se znaci pismenem D.

Piiklad 2.1 Najdéte obecné resend rovnice xy'+y = sinx (viz skripta MDRE, rovnice r1).
Reseni:

dsolve (’x*Dy+y=sin(x)’,’x’)

Vysledek pak vypada takto:

ans =
-(C2 + cos(x))/x

Obecné feseni je tedy y = —(c + cos(z))/z.
Kdybychom nezadali, Ze nezavisla proménna je x, pocitalo by se s nezavislou proménnou
t, zatimco x by se bralo jako parametr:

dsolve (’x*Dy+y=sin(x)’)
da vysledek

ans =
sin(x) - C4/exp(t/x)

Timto prikazem bychom vyfesili rovnici x% +y = sin(x).
Na rozdil od Maplu, ktery najde i feseni dané implicitné, MATLAB se vzdy snazi najit
explicitni FeSeni. Napf. pro rovnici MDRE-r2, = + 1 + z(y — 1)y’ = 0, jejiz feSeni lze

vyjadrit rovnici % —y+x+In|z| 4+ c =0, dostaneme dvé moznosti pro explicitni Feseni:
dsolve (’x+1+x*(y-1)*Dy=0’,’x’)

ans =
2°(1/2)*(C7 - x - log(x))"(1/2) + 1
1 - 27(1/2)*(C7 - x - log(x))~(1/2)
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Jestlize se MATLABu explicitni feSeni najit nepodafi, vypise varovani a vrati prazdny
vysledek. Nékdy vsak mtize trvat delsi dobu, nez svou porazku uzna. V tom, které rovnice
se podafii vyfesit, se jednotlivé verze MATLABu rtizni. Jako ptiklad uvedme rovnici y'(1+
cosy) = 1, kterou lze ,,ruéné“ vytesit celkem snadno (feSeni dané implicitné je y + siny —
T =c):

dsolve (’Dy*(1+cos(y))=1’,’x")

Warning: Explicit solution could not be found.
ans =

[ empty sym ]

2.2 Reseni pocatecni ulohy
Déle si ukazeme, jak se hleda feseni pocatecni tlohy. Poc¢atecni podminku zadame jako
druhy parametr funkce dsolve, jesté pred nezavislou proménnou.

Priklad 2.2 Najdéte reseni rovnice y' + 2xy = x, které vyhovuje pocdtecni podmince
y(0) = 1.

Reseni:

dsolve (’Dy+2*xxy=x’,’y(0)=1’,’x")

ans =
1/2+1/2*exp(-x"2)

P¥islugné feseni je tedy y = 1/2 4+ e /2.

Predvedeme jesté jinou moznost feseni, ktera je ovSem komplikovanéjsi. Mtizeme ji pouzit,
jestlize si chceme zkontrolovat nas ,ruc¢ni“ vypocet krok za krokem:

Nejprve najdeme obecné feseni, které si pro dalsi pouziti ulozime do proménné res:

res = dsolve(’Dy+2xx*xy=x’,’x’)

res
1/2+exp(-x"2)*C1

Do teseni dosadime za = nulu. Pouzijeme k tomu funkci

subs(do_&eho, za_co, hodnota)

Argumenty této funkce mohou byt symbolické proménné nebo fetézce, hodnota mize byt
i ¢iselna.

resO subs(res,’x’,0)

resO =
1/2+C1



Diferencialni rovnice a jejich pouziti v elektrotechnice — prace s programem MATLAB 9

Nyni nechdme vyf¥esit rovnici 1/2 + C1 = 1. K feSeni rovnic slouzi funkce
solve(rovnice, neznamd)

Argumenty mohou byt symbolické proménné nebo fetézce. V piipadé, zZe je rovnice typu
sym nebo Tetézec, ktery neobsahuje rovnitko, vyfesi se rovnice rovnice=0.

My zatim méame k dispozici jen levou stranu rovnice a musime k ni néjakym zptisobem
pridat pravou stranu. Mizeme to udélat napt. takto:

rovnice = res0-1;

rovnice =

-1/2+C1
solve(rovnice,’C1’)
ans =

1/2
Ted jesté do FeSeni ulozeného v proménné res dosadime vypoctenou hodnotu za C'1:

res = subs(res,’Cl’,ans)
res =

1/2+1/2%exp(-x"2)

Na zavér mizeme jesté nakreslit graf nalezeného feseni. Pro kresleni grafu funkce ulozené
v symbolické proménné mizeme napi. pouzit funkci ezplot (graf kreslime na intervalu
(0,3):

ezplot(res, [0,3])

1/2+1/2 exp(-x?)

S témét stejnym vysledkem mizeme pouzit funkci plot:
xx = 0:0.05:3;

yy = subs(res,’x’,xx);

plot (xx,yy)

Cely program pro nalezeni feseni spolu s nakreslenim grafu najdete v souboru dsolve_poc_uloha.m
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2.3 Smeérové pole

Nejprve strucné zopakujme, co je to smérové pole rovnice

Yy =f,y). (2.1)

Funkce f(x,y) ndm udava hodnotu derivace feSeni v kazdém bodé (x,y) z defini¢niho
oboru funkce f. To znamena, Ze jestlize graf néjakého Feseni rovnice (2.1) prochazi uréitym
bodem (z,y), pak tecna ke grafu tohoto feseni v tomto bodé mé smérnici f(x,y). Smérové
pole rovnice (2.1) znézortiujeme tak, Ze ve vybrané siti bodu (z,y) nakreslime Sipky
s piislusnymi smérnicemi. Reseni rovnice (2.1) se pak ,,¥idi“ témito Sipkami.

Pro kresleni smérového pole bohuzel v MATLABu neni hotova funkce. Muzeme vSak
pouzit funkci quiver, kterd je urcena pro kresleni obecného vektorového pole v roviné.
Syntaxe je

quiver( x, y, u, v)

kde x a y jsou soufadnice bodi, ve kterych jsou umistény zacatky vektorti ve sméru (u,
v). Naptiklad v bodé (x(1),y(1)) je umistén vektor ve sméru (u(1),v(1)). Velikost
vektoru neni dodrzena, jde pouze o dany smér. Velikosti jednotlivych vektorit MATLAB
automaticky skaluje, koeficient si mizeme volit.

Pro lepsi pochopeni této funkce si ukazeme jednoduchy priklad, ktery zatim nebude nijak
souviset se smérovym polem.

Priklad 2.3 Méjme dva body, (x1,y1) = (—1,0) a (x2,y2) = (2,3). Do bodu (x1,y1)
umistime vektor ve sméru wy = (ug,v1) = (1,4) a do bodu (x2,y,) umistime vektor ve
smeéru Wy = (uz,v2) = (—2; —8) (opacny smér nez md wy, velikost je dvojndsobnd).

Reseni:

x = [-1, 2];

y = [0, 3];
u=[1, -2];

v = [4, -8];
quiver(x,y,u,v)

Vsimnéte si, ze zlstal zachovan pomeér délek vektort. Jinak ovSsem nebyl zobrazen piimo
vektor (1,4), ale pouze vektor, ktery méa stejny smér. Velikost byla zvolena automaticky,
aby se vektory dobfe vesly do obrazku. Chceme-li, aby se vektory zobrazovaly delsi nebo
naopak kratsi, mizeme zadat funkci quiver dalsi parametr:

quiver(x,y,u,v,scale)

kde scale je parametr, kterym se relativni délka vektord nésobi.
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15F

0.5

Nyni uz prikrocime ke kresleni smérového pole.
Priklad 2.4 Zndzornéte smérovée pole rovnice
Y =x+uy. (2.2)

Najdéte teseni vyhovugici poédtecni podmince y(0) = —1/2 a nakreslete do stejného
obrdzku jeho graf.

ReSeni: Smérové pole nakreslime napi. na oblasti (—1,3) x (—1,3) (tj. z € (—1,3),
y € (—1,3)). Nejprve si sestavime sit bodt, ve kterych pak zndzornime pfislusné smérnice.
Chceme, aby x-ové i y-ové soutadnice postupovaly od -1 do 3, napft. s krokem 0,5:

x=-1:0.5:3;
y=-1:0.5:3;

Timto jsme zatim zadali dva vektory. My vSak potiebujeme rovinnou sit bodi — dvé
matice, ve kterych budou x-ové i y-ové soutadnice prislusnych bodi. K tomu pouzijeme
funkci meshgrid:

[xx,yy] = meshgrid(x,y)

XX =
-1.0000 -0.5000 0
-1.0000 -0.5000 0
-1.0000 -0.5000 0
yy =

-1.0000 -1.0000 -1.0000
-0.5000 -0.5000 -0.5000
0 0 0
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V kazdém ze ziskanych bodii spoc¢itame smérnici — hodnotu funkce f(x,y) = z + y (viz
rovnice (2.2)). Pak bychom chtéli kreslit vektory v pfislusnych smérech. Kazdy takovy
vektor bude tvaru @ = (u,v) = (1, f(z,y)). Pro¢ je prvni soufadnice 1?7 Uvédomme si,
ze tangens thlu, ktery takovyto vektor svird s osou z, je tgyp = v/u = f(x,y). Neboli
smérnice vektoru bude opravdu f(zx,y). Spoc¢itame si soufadnice vektorti u a v a pak jesté
vektory znormujeme, aby mély pii kresleni vSechny stejnou velikost. Pak uz zbyva jen
pouzit funkci quiver:

f=inline(’x+y’,’x’,’y’); % definujeme funkci proménnjch x a y
u=ones(size(xx)); % matice ze samjch jednilek stejné velikosti jako xx
v=f (xx,yy);

norma=sqrt(u.”2+v.~2);

u0=u./norma;

vO=v./norma;

quiver (xx,yy,u0,v0)

4
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Obrézek bude vypadat 1épe, jestlize Sipky nechdme nakreslit mensi. Nechdme si smérové
y ) y

pole nakreslit znovu a spolu s nim i feSeni rovnice, které spliuje pocatecni podminku

y(0) = —1/2:

quiver(xx,yy,u0,v0,0.5)

hold on % kresli dal do stejneho obrazku
res = dsolve(’Dy = x+y’,’y(0) = -0.5’,’x’)

ezplot(res, [0,3])

axis([-1 3 -1.5 3]) % nastaveni rozsahu os

[N

res =
exp(x)/2 - x -1
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exp(x)/2-x-1
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Cely program pro kresleni smérového pole spolu s jednim feSenim najdete v souboru
smerove_pole.m.

2.4 Numerické reSeni pocatecni ulohy

Jestlize si MATLAB neporadi s analytickym feSenim diferencialni rovnice, mizeme rovnici
nechat vyresit numericky. V tomto pripadé vzdy hledame feseni pocatecni tilohy

y/ = f(t7y)7 y(t0> = Yo-

Pro numerické feseni diferencialnich rovnic existuje v MATLABu vice funkci. Protoze
vSak numerické feSeni neni hlavnim obsahem predmétu MDRE, predvedeme zde pouze
jednu, a to

[T,Y] = oded45(funkce, [tO, tn], y0)

funkce je funkce, ktera je na pravé strané rovnice. Mize byt zadana rtiznymi zptisoby,
viz nize.

[t0, tn] je interval, na kterém hledame feSeni. t0 je bod, ve kterém je zadana pocatecni
podminka.

yO je predepsand hodnota feseni v bodé t0.

Ve vektoru T jsou pak uloZeny hodnoty casu t, ve kterych byly vypocteny priblizné hod-
noty Teseni a v odpovidajicich slozkach vektoru Y je pak toto reseni.

Ve funkci oded5 se pouziva kombinace metody Runge-Kutta 4. a 5. fadu (struény popis
metod Runge-Kutta najdete nap¥. ve skriptech z BMA3). Délka kroku je volena automat-
icky, a to tak, aby chyba nepresahla urc¢itou hodnotu, kterou si uzivatel miize nastavit.

Priklad 2.5 Numericky najdéte teseni pocdtecni ulohy

v ==2ty+t, y(0)=1
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na intervalu (0,3). (Jednd se o tutéZ rovnici, kterou jsme analyticky Tesili v prikladu 2.2,
jen nezdvisla proménnd se ted jmenugje t.)

ReSeni: Nejprve si vytvofime soubor s funkci, kterd je na pravé strané feSeni rovnice,
tj. f(t,y) = —2ty + t. Vysledny soubor (M-file) pojmenujeme f.m a bude vypadat takto:

function dy = f(t,y)
dy = -2%t*xy+t;

Nyni pouzijeme funkci ode45:
[t,yl=ode45(’£’,[0,3],1)

t =

.0750
.1500
.2250

O O O O

.0000
.9972
.9889
.9753

O O O =

Jméno funkce jsme zadali jako Tetézec. Jind moznost je pouzit tzv. handle funkce:
[t,y]l=ode4d5(ef, [0,3],1)

Jestlize nechceme vytvaret soubor s funkci, mame jesté moznost vyuzit tzv. anonymni
funkci:

f = 0(t,y) -2%t*xy+t;
[t,yl=oded5(f, [0,3],1)

Jesté dalsi moznost je inline funkce:

f = inline(’-2%t.*y+t’,’t’,’y’);
[t,yl=oded5(f, [0,3],1)

Jestlize nezaddme zadné vystupni argumenty a napiSeme pouze
ode45(f, [0,3],1)

zobrazi se graf nalezeného Teseni:
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2.5 Exaktni rovnice a integracni faktor

Resime-li exaktni rovnice pomoci MATLABu, je potieba rovnici nejprve prevést z tvaru
obsahujiciho diferencidly dx, dy do tvaru s y’, abychom mohli pouzit funkci dsolve.
Protoze se vsak MATLAB snazi vyjadrit feSeni explicitné, muzeme dostat vysledek v
odlisném tvaru nez pii Teseni ,ru¢nim® pomoci kmenové funkce nebo se feseni nemusi
podarit najit vibec.

Priklad 2.6 Najdéte obecné teseni rovnice

2y dz + (22 — 1) dy = 0.
(Jednd se o rovnici z prikladu MDRE-2.3.)
ResSeni: Vydélime-li rovnici dz, dostaneme

2y + (2° — 1)y’ = 0.
Pro feseni této rovnice pouzijeme funkce dsolve:
dsolve (’2*x*y+(x~2-1)*Dy =0’,’x’)

ans =
C17/(x"2 - 1)

V ptikladu MDRE-2.3 jsme feseni dostali vyjadiené implicitné rovnici 2%y — y = ¢, za-
timco MATLAB dal feSeni explicitni. Zde snadno vidime, ze jde o totéz feSeni. V jinych
pripadech vSak Teseni explicitné vyjadrit nelze.

Priklad 2.7 Najdéte obecné reseni rovnice

(x +y)dx + (x 4+ ¢e¥)dy = 0.
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ResSeni: V tomto piipadé nas MATLAB zklame:
dsolve (’ (x+y)+(x+exp(y))*Dy = 0’,’x’)

Warning: Explicit solution could not be found.
ans =
[ empty sym ]

Budeme tedy rovnici vytesit ,ru¢né”, s tim, ze s nékterymi kroky nam MATLAB pomiize.
Nejprve ovéiime, Ze se jednd o rovnici exaktni. V nasem ptipadé je M(x,y) = x + v,
N(z,y) = = + €Y. Zadame tyto funkce:

Syms X V;
M = x+y;
N = x+exp(y);

Nyni vypocteme OM /0y a ON/0x:

dMdy
dNdx

diff(M,y)
diff (N,x)

dMdy
1
dNdx
1

Vv

Na prvni pohled vidime, ze OM /0y = ON/0x. Kdyby vsak derivace byly slozitéjsi, miizeme
se o této rovnosti presvéd¢it MATLABem. Nechame zjednodusit vyraz OM /0y — ON/Ox.
Pokud jsou si derivace rovny, musi vyjit 0:

simplify(dMdy - dNdx)

ans =
0

Nyni za¢neme hledat kmenovou funkci f. Nejprve zintegrujeme M podle z:

f = int(M,x)
f:
(x + y)~2/2

Na vysledek mo7n4 ted hledime trochu zmateng, ocekavali jsme piece f(z,y) = 2%/2+zy.
Kdy?z se chvili zamyslime, uvédomime si, Ze derivace funkce (x+%)?/2 podle x je skute¢nd
x + y, takze vysledek integrace je spravny, i kdyz ponékud netradi¢ni. VSimnéte si také,
ze MATLAB (stejné jako Maple) vynechava ve vysledcich integracni konstantu, ono ,,+c*
na zaveér. Zde se navic nejedné o konstantu, ale o funkci proménné y, kterou jsme znacili
jako g(y) a kterou jesté musime najit. To provedeme na zakladé vztahu MDRE-2.4:
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g —
exp(y) - y~2/2

Nalezenou funkci g ted pricteme k f a vysledek nechdme zjednodusit:
f = simplify(f+g)

f =
x"2/2 + y*x + exp(y)

Obecné feSeni je tedy x2/2 + yx + e¥ = c.
Cely postup feseni najdete v souboru exaktni_rovnice.m.
2.5.1 Integracni faktor

Nyni predvedeme, jak 1ze pomoci MATLABu najit integracni faktor a pomoci néj prevést
rovnici na exaktni.

Priklad 2.8 Najdéte obecné reseni rovnice
22y —y)dz + (y* + 2 +y)dy = 0.
(Jednd se o rovnici z prikladu MDRE-2.6.)

Reseni: S touto rovnici si MATLAB poradi, i kdyZ vysledek nezapise zrovna tak, jak
jsme zvyKkli:

dsolve (’ (2*x*y~2-y)+(y~2+x+y)*Dy = 0’,’x’)

ans =
0
solve(y*(x"2 + C35 + y + log(y)) = x, y)

Méme tedy dvé feseni: y = 0 a feseni dané implicitné rovnici y(2? + ¢ +y + Iny) =
(porovnejte s Fesenim ziskanym v prikladu MDRE-2.6).

Ukéazeme si vSak jesté i to, jak se daji pomoci MATLABu jednotlivé kroky vypoctu.
Zadéme funkce M a N a podivédme se, zda a = (%2 — 9Y) /N z4visi pouze na proménné

Oy
X
sSyms X y;
M = 2xx*xy~2-y;
N = y " 2+x+y;
dMdy = diff(M,y)
dNdx = diff(N,x)
alfa = simplify((dMdy - dNdx)/N)
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dMdy =
dxxxy - 1

dNdx =

1

alfa =

(2% (2xx*xy - 1))/(y"2 + y + x)

Ve vyrazu a se vyskytuji obé proménné, takze tato moznost nevysla. Prozkouméame, zda

B=(% - %—A;)/M zavisi pouze na proménné y:
beta = simplify((dNdx-dMdy) /M)

beta =

-2/y

Tentokrat mame tspéch. Pro zjisténi, na jakych proménnych zavisi funkce, 1ze také pouzit
funkci findsym, napf.

findsym(alfa)
ans =

X,y
Nyni vypoditame integracni faktor p(y) = e/ #) dv:

mu = exp(int(beta,y))
mu =

1/y~2

a nalezenym integracnim faktorem rovnici vynasobime. Tim dostaneme nové M a N,
pro které uz rovnice bude exaktni, a rovnici dal budeme ftesit stejné jako v predchozim
prikladu.

M = M*mu

N = N*mu

f = int(M,x)

g = int(N-diff(f,y),y)
f = simplify(f+g)

M =

-(y - 2*xxxy~2)/y~2

N =

(y2 +y +x)/y°2

f =

x"2 - x/y

g =

y + log(y)

f =

y + log(y) - x/y + x72

Obecné feseni je tedy y + Iny — z/y + 22 = c.
Cely postup najdete v souboru int_faktor.m.
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3 Neékteré typy obycejnych diferencialnich rovnic prvniho
radu
3.1 Bernoulliho rovnice

S pfimym feSenim Bernoulliho rovnic v MATLABu zpravidla nebyvaji problémy.

Priklad 3.1 Najdéte obecné teseni rovnice

/ )

Y =—=+ay.
T

(Jednd se o rovnici z prikladu MDRE-3.1)
Reseni:
dsolve(’Dy = -y/x+x*y~2’,’x’)

ans =
0
1/(C2xx - x°2)

Vsimnéte si, ze MATLAB nalezl i singularni feSeni y = 0. Obecné feseni y = 1/(cz — z?)
vypada sice trogku jinak nez feseni nalezené v piikladu MDRE-3.1, tj. y = —1/(2? + kx),
ale snadno se presvédCime, Ze feseni vypoctené MATLABem dostaneme z tohoto feSeni
volbou k = —c a jednoduchou tpravou.

Chceme-li si pomoci MATLABu spis kontrolovat postup feseni vypocteného na papite,
je to mozné. Neékteré kroky vsak stejné budeme muset provést ,rucné“. MATLABem
miuzeme najit feseni pfislusné homogenni rovnice y' = —y/x — to vyjde yo(z) = ¢/z. Déle
pak najdeme funkci C'(z) jako feeni diferencidlni rovnice C’(x) = b(x) - C™(x) - yo~*(z),
tj. pro nas pitklad C'(x) =z - C*(x) - (1/z):

dsolve(’DC = C~2’,°x7)

ans =
0
-1/(C9 + x)

Méme C(x) = —1/(c+ x) a obecné feseni je y = C(x) - yo(z) = —1/(cx + 2?).

V MATLABu by se sice dal napsat program, ktery by pro zadanou Bernoulliho rovnici
y' = a(z)y+b(x)y™ piislusnou homogenni rovnici a nasledné rovnici pro neznamou funkci
C'(z) sestavil a vyfesil automaticky, ale nebylo by to tak tplné jednoduché. Tento kol
ponechame zajemctim jako namét na hrani.



20 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

3.2 Riccatiova rovnice

Priklad 3.2 Najdéte obecné reSeni rovnice

4 1

/ 2
- _ 3.1
Yy =yt (3.1)

(viz priklad MDRE-3.2).
ResSeni:
dsolve (’Dy = -4/x"2-1/xxy+y~2’,°x’)

ans =
-2/x
1/(C12%x"5 + x/4) - 2/x

MATLAB opét nasel i singularni feseni.

Jestlize u Riccatiho rovnice chceme pouzivat MATLAB jen jako pomocnika pro diléi
vypocty, zacneme tim, ze ovéiime, jestli jsme spravné uhodli feseni y;. V prikladu MDRE-
3.2 je psano, Ze jedno Teseni je y; = 2/x. Ovétime pomoci MATLABu, Ze se skutecné jedna
o FeSeni rovnice (3.1)— dosadime do levé a pravé strany:

syms x y yl

prava_strana = -4/x72-y/x+y~2;
yl = 2/x;

P = subs(prava_strana,y,yl);

L = diff(yl,x);

simplify (L-P)

ans =
0

Zjistili jsme, ze rozdil levé a pravé strany je nulovy, a y; = 2/z je tudiz opravdu feseni
zadané rovnice. Nyni zavedeme substituci y = y; +u. Nechame si dosadit do pravé strany
rovnice (3.1) a od vysledku pak ode¢teme ;. Tim dostaneme pravou stranu nové rovnice
s neznamou funkei w:

syms u
prava_dosad = subs( prava_strana , y , yl+u );
simplify( prava_dosad - diff(yl,x) )

nova_prava

nova_prava
(3xu)/x + u™2

Vzniklou Bernoulliho rovnici v’ = 3u/x+u? uz mizeme fesit podobné jako v piikladu 3.1.
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3.3 Clairautova rovnice

Priklad 3.3 Najdéte reseni rovnice

Lo e
y=ay +5)

(viz priklad MDRE-3.3).

ResSeni:

reseni = dsolve(’y = x*Dy + 1/2*%(Dy)"~2’,’x’)

reseni
-x"2/2
C21°2/2 + x*xC21

Tentokrat nebudeme predvadét zadné pomocné vypocty, ale ukazeme si, jak lze snadno
nakreslit obrazek nékolika vybranych feseni spolu s feSenim singuldrnim. Budeme kreslit
grafy funkci y = ¢?/2+cx pro riizné hodnoty konstanty c. Nejprve do druhé slozky reseni
dosadime za C21 ¢isla -3, -2, ..., 3. Funkci subs miizeme pouzit i pro vektor dosazovanych
hodnot, vysledkem bude opét vektor.

ruzna_reseni subs (reseni(2),’C21’,-3:3)

ruzna_reseni
[ 9/2 - 3*x, 2 - 2*x, 1/2 - x, 0, x + 1/2, 2%x + 2, 3*xx + 9/2]

Nyni do jednoho obrazku budeme postupné kreslit grafy téchto funkci na intervalu (—4, 4)
a na zavér nakreslime graf singuldrniho feseni y = x?/2, které je uloZeno v prvni sloZce
reseni. Rozmezi os nastavime v x i v y od -4 do 4.

hold on

for i=1:1length(C21)
ezplot(ruzna_reseni(i), [-4 4]);

end

ezplot(reseni(1),[-4 4]);

axis([-4 4 -4 4])
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X212

3.4 Picardova metoda postupnych aproximaci

Priklad 3.4 Picardovou metodou postupnych aproximaci veste pocdatecni problém
y=y—1 y(0)=2
(viz priklad MDRE-3.}).

Reseni: Budeme postupovat jako pfi vipoctu na papife, krok za krokem. Nejprve defin-
ujeme symbolické proménné, funkci f a pocatecni podminky:

syms x y t
f =y-1;
x0 = 0;
yo = 2;

Ted vypocteme y1 jako yo + f; f(t,yo(t))dt (viz MDRE-(3.11)):

y1 = yO + int ( subs(f, [x,y],[t,y0]), t, x0,x)

y1
x+2

Dal pokracujeme podobné. Pro prehlednost nejprve do y; dosadime t za x. Pak vypocitame
Ya!

yit = subs(yl,x,t);
y2 = yO + int ( subs(f, [x,y],[t,y1t]), t, x0,%)
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y2 =
(xx(x + 2))/2 + 2

Tento vysledek mizeme upravit (roznésobit) pomoci funkce expand:

y2 = expand(y2)

y2 =
x"2/2 + x + 2

Podobné bychom mohli postupovat dal. Pro sikovnéjsiho ctenare jisté nebude problém
program upravit tak, aby se automaticky spocital predem dany pocet postupnych aprox-
imaci. V ptikladu 3.4 jsme ukazali, ze

pule) =143
k=0
Reseni bude tedy y(z) = 1+ Y7, z_;: Nekone¢nou fadu muzeme secist v MATLABu
pomoci funkce symsum:
souCet = symsum( vyraz, proménna, odkud, kam )

V naSem pfipadé tedy takto (nejprve jesté definujeme symbolickou proménnou k, jeji
faktorial v sumé pak definujeme jako sym(’k!’)):

syms k
reseni

1+symsum(x~k/sym(’k!’) ,k,0,Inf)

reseni =
exp(x)+1

Pro oziveni jesté vytvorime animaci, ve které se nejprve vykresli graf feseni spolu s y; a
pak spolu s ys.

ezplot(y1,[0,2])

hold on

ezplot(res, [0,2])

obr(1) = getframe ¥ prvni snimek
hold off

ezplot(y2,[0,2])

hold on

ezplot(res, [0,2])

obr(2) = getframe % druhy snimek
hold off

Obrazky kreslime obvyklym zptisobem. Pomoci funkce getframe si vzdy nakresleny obrazek
zachytime. Celou animaci pak spustime pomoci funkce movie:
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movie (obr)

Protoze se nase animace sklada jen ze dvou snimki, muze se stat, Ze si pii jejim spusténi
ani nevsimneme, ze se néco déje. Proto animaci radéji zpomalime, pouzijeme funkci movie
s vice parametry:

movie( M , n , fps )

kde M je matice snimki, n je pocet opakovani a fps je pocet snimki za sekundu (frames
per second).
Chceme-li nasi animaci prehrat jednou, rychlosti 2 snimky za sekundu, napiseme

movie(obr, 1, 2)

Animace se bude skladat z téchto dvou snimki:
1+exp(x) 1+exp(x)

Praveé popsany program naleznete vcelku v souboru picard.m
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4 Linearni systémy obycejnych diferencialnich rovnic

4.1 Linearni homogenni rovnice n-tého fadu s konstantnimi ko-
eficienty

Priiklad 4.1 Najdéte obecné tesent diferencialni rovnice
y(5) + y(4) + 2y/// + 2y// + y/ +y = 0
(viz priklad z kapitoly MDRE-4.3).
Reseni: Pro piimé feseni rovnice opét pouzijeme funkci dsolve. Derivace vyssich radi
zaddvame pomoci symbolu D nasledovaného ¢islem, které udavéa ¥ad derivace. Napi. y”
zapisujeme jako D2y. Pro nasi rovnici tedy napiSeme
dsolve (’D5y+D4y+2xD3y+2+D2y+Dy+y=0’,’x’)
ans =

Cl¥exp(-x)+C2*sin(x)+C3*cos(x)+C4*sin(x)*x+Ch*cos (x)*x

Jestlize chceme pomoci MATLABu najit kofeny charakteristické rovnice
N+ +2X3 4220 +1 =0,
muzeme pouzit funkci solve ze symbolického toolboxu:

solve(?’17°5+174+2%]1"3+2%1"2+1+1=0’,"1"7)

ans =
-1
sqrt(-1)
-sqrt(-1)
sqrt(-1)
-sqrt(-1)

Neboli realny kofen je —1 a pak jesté mame kofeny =+, kazdy z nich nasobnosti 2.
Jind moznost je nechat kofeny vypocitat numericky pomoci funkce roots:

kotfeny = roots( polynom )

pricemz polynom je zadan jako vektor tvoreny koeficienty polynomu. Napf. polynom
P(r) = 2? 4+ 2z — 3 zaddme jako P = [1 2 -3]. Pro nasi rovnici dostaneme

roots([1 1 2 2 1 1])

ans =
-1.0000
0.0000 + 1.0000i
0.0000 - 1.00001
-0.0000 + 1.00001
-0.0000 1.00001
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4.2 Reseni systému diferencialnich rovnic

Priiklad 4.2 Najdéte obecné reseni systému

v = 20+ o,
Yy = =3y + 6y

(viz priklad MDRE-4.18).

Pak najdéte teseni vyhovugici pocatecnim podminkam y1(0) = —1, yo(0) = 2.

Reseni: Funkci dsolve mizZeme pouzit i pro systém diferencidlnich rovnic. Rovnice
zadame postupné jako argumenty funkce dsolve. Pro prehlednost si rovnice ulozime ne-
jprve do proménnych rovnicel a rovnice?2:

rovnicel = ’Dyl = 2%yl + y2’;
rovnice2 = ’Dy2 = -3*xyl + 6%y2’;
reseni = dsolve(rovnicel, rovnice2,’x’)

reseni =
yl: [1x1 sym]
y2: [1x1 sym]

Reseni jsme tentokrat dostali jako strukturu o dvou slozkach y1 a y2. Na tyto slozky se
dostaneme takto:

reseni.yl

ans =
Cl¥exp (3%x)+C2*xexp (5*x)

reseni.y2

ans =
Clxexp (3*x)+3*C2*exp (5%x)

Pro nalezeni feSeni vyhovujictho poc¢atecnim podminkdm zadame tyto podminky jako
dalsi argumenty funkce dsolve:

part_reseni = dsolve(rovnicel, rovnice2,’y1(0)=-1’,’y2(0)=2",’x");
part_reseni.yl
part_reseni.y2

ans =
-5/2%exp (3*x)+3/2*exp (5*x)
ans =
-5/2%exp (3*x)+9/2*exp (5*x)
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Poznamka. Ve funkci dsolve v MATLABu se bohuZel museji vSechny rovnice systému
zadavat jednotlivé a jako fetézce. Nemiizeme systém zapsat v celku stylem Dy = Axy, kde
A by byla matice, kterou jsme predem zadali. Mtizeme si vSak ze zadané matice systém
vyrobit, i kdyz je to mozna ponékud krkolomné. Pfedvedeme to na soustavé, kterou jsme
pravée fesili.

syms yl y2
A=1[21; -3 6];
Ay = Ax[y1;y2]
rovnicel = [’Dyl
rovnice2 = [’Dy2

>, char (Ay (1))]
>, char (Ay(2))]

Ay =
2xyl+y2
-3*xyl+6*y2
rovnicel =
Dyl = 2x*xyl+y2
rovnice2 =
Dy2 = -3*yl+6*xy2

Timto jsme si poskladali fetézce rovnicel a rovnice?2, které pak mizeme zadat jako argu-
menty funkci dsolve. Jesté dluzime vysvétleni, jak se v MATLABu fetézce skladaji. Staci
fetézce, které chceme spojit, zapsat do hranatych zavorek za sebe, napi. [’abc’, ’def’]
da vysledek ’abcdef’. Pouzita funkce char konvertuje symbolicky vyraz na textovy
fetézec.

4.2.1 Numerické feseni systému diferencialnich rovnic

Pro numerické feseni systému diferencialnich rovnic slouzi v MATLABu stejné funkce jako
pro feseni jediné rovnice. Hledané funkce musi tvotit sloupcovy vektor. Opét si musime
nejprve vytvorit funkei, kterad je na pravé strané feseného systému.

Priklad 4.3 Najdéte priblizné tesent pocatecni ulohy

Vo= 2y + oy + ot y(0)=—1,
¥ = =3y + 6y + 1, p(0)=2

Reseni: Napiseme si funkci pro vypocet hodnoty pravé strany a ulozime ji do souboru
fce.m:

function dy = fce(t,y)
A=1[21; -36];

b = [t; 1];

dy = Axy + b;

Déle pouzijeme funkci ode45 (popis jejich parametrii viz ptiklad 2.5). Po¢ateéni hodnota
feseni je zadana jako sloupec.
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[t,y] = ode4b5(@fce,[0,1],[-1;2])

t =

-1.0000 2.0000
-0.9997 2.1025
-0.9986 2.2092

4.2.2 Reseni systému diferencialnich rovnic pomoci exponencialy matice

Priklad 4.4 Najdéte obecné teseni systému

o= 2+ e,
v, = —3y1 + 6y

pomoci exponencialy matice (viz priklad MDRE-4.18).

ResSeni: V symbolickém toolboxu MATLABu existuje piimo funkce expm pro nalezeni
exponencialy matice:

syms t cl c2
A=1[21; -3 6];
eA = expm(t*A)
reseni = elAx[cl;c2]

eA =
[ (3*xexp(3*t)) /2 - exp(b*t)/2, exp(5xt)/2 - exp(3*t)/2]
[ (3xexp(3*t))/2 - (3xexp(b*t))/2, (3xexp(5*t))/2 - exp(3xt)/2]
reseni =
c1*x((3*xexp(3*t))/2 - exp(b*t)/2) - c2*x(exp(3*t)/2 - exp(5*xt)/2)
c1*x((3xexp(3*t))/2 - (3*xexp(5*t))/2) - c2*(exp(3*t)/2 - (3xexp(5*t))/2)

Praveé predvedené prikazy najdete téz v souboru exp_mat.m.

Jestlize si spi$ chceme kontrolovat ,rucni® vypocet, s nékterymi kroky nam MATLAB
také muize pomoci. Vratime se tedy zpatky na zacatek a budeme exponencidlu hledat
postupné. Nejprve sestavime charakteristicky polynom matice (pfedpokladame, ze matici
A uz mame zadanou, stejné tak symbolickou proménnou t). K tomu slouzi funkce poly.
Jestlize je matice A zadana ,,obycCejné“, vysledkem budou koeficienty charakteristického
polynomu:

p = poly(A)
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p =
1 -8 15

Kdybychom matici zadali symbolicky, dostali bychom vysledek zapsany opravdu jako
polynom:

A = sym(A);
p = poly(A)
p=

X"2-8*x+15

Charakteristicky polynom je tedy
p(A) = A% — 8\ + 15.
Budeme hledat feseni diferencialni rovnice y” — 8y’ + 15y = 0 s poc¢ateénimi podminkami
y(0) =0, y'(0) = 1:
y = dsolve(’D2y - 8*Dy + 15%y = 0’,’y(0)=0’, ’Dy(0)=1’,’t?)

y -
exp(5*t)/2 - exp(3*t)/2

Mohli bychom program upravit tak, aby se prislusna diferencidlni rovnice sestavila au-
tomaticky z koeficientd polynomu p, postupovalo by se podobné jako v poznamce za
prikladem 4.2, ponechame to vSak ¢tenartim jako cviceni. Nyni vypocitame vektor z:

z=1[-81; 1 0]x[y;diff(y,t)]

z =
(6xexp(3*t))/2 - (3xexp(b*t))/2
exp(5*t)/2 - exp(3*t)/2

Ted jiz muZeme sestavit exponencidlu matice. Poznamenejme, Ze funkce eye(n) sestavi
. N . ws1os ‘ch
ednotkovou matici o n fadcich a n sloupcich

eA = z(1)*eye(2)+ z(2)*A
eA =
[ (3xexp(3*t)) /2 - exp(5*t)/2, exp(5*t)/2 - exp(3x*t)/2]

[ (3xexp(3*t))/2 - (3xexp(5*t))/2, (3xexp(b*xt))/2 - exp(3*t)/2]

Cely program pro vypocet exponencialy matice krok za krokem najdete v souboru exp_mat_kroky.m.
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5 Soustavy linearnich diferencialnich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty - reSeni na bazi zobecnénych
vlastnich vektori

Pro zacatek poznamenejme, ze vSechny rovnice fesené v této kapitole by samoziejmé bylo
mozné vyresit jedinym pouzitim funkce dsolve. Zde je vSak cilem ukazat, jak 1ze pomoci
MATLABu provadét jednotlivé kroky , ru¢niho“ vypoctu.

P1i feseni systému diferencidlnich rovnic

r' = Az, (5.1)

metodou vlastnich ¢isel a vlastnich vektort potifebujeme vlastni ¢isla matice A a jim
odpovidajici vlastni vektory najit. K tomu slouzi v MATLABu funkce eig:

lambda = eig(A)

Takto ziskdme pouze vlastni ¢isla, ktera budou uloZena ve sloupcovém vektoru lambda.
Jestlize zadame dva vystupni argumenty (pozor na jejich poradi):

[V,D] = eig(A)

dostaneme vlastni ¢isla i vlastni vektory. Vlastni vektory tvori sloupce matice V a jsou
normované, tj. upravené tak, aby jejich velikost byla rovna 1.

Vlastni ¢isla tvori diagonalu matice D. Tato matice je tzv. kanonicky tvar matice A.
Poznamenejme, ze vlastni ¢isla a vlastni vektory MATLAB hledd numericky.

Chceme-li vlastni ¢isla a vlastni vektory najit symbolicky, zaddme matici A jako symbol-
ickou proménnou. V tomto pfipadé vlastni vektory normovany nejsou.

Priklad 5.1 Metodou vlastnich cisel a vlastnich vektori urcete obecné tesSeni soustavy
TOUNIC!
) = —2xy — 219,

xhy = —3r; — 9.

ReSeni: Najdeme vlastni ¢isla a jim odpovidajici vlastni vektory. MiZeme porovnat
feseni numerické a symbolické. Nejprve numericky:

A =[-2 -2; -3 -1];
[V,D] = eig(h)

V —
-0.7071 0.5547
-0.7071 -0.8321

-4
0 1
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Vlastni ¢isla jsou tedy \; = —4 a Ay = 1. Vlastni vektory jsou
S —0,7071 o = 0,5547
= \—o07071) 2 \-0,8321 )"
Obecné Teseni je
ZL’(t) = C’1U1€741t + CQUQet.
Nyni pro srovnani problém vyfeSime symbolicky:
A =[-2 -2; -3 -1];
A = sym(A);
[V,D] = eig(h)
V —
1, 1]
3/2, 1]

[

[ -
D =
[ 1, 0]

[ 0, -4]

Vlastni ¢isla jsou uvedena v jiném poradi (coZ je jen ndhoda), \; = 1 a Ay = —4. Vlastni
vektory jsou

() ()

Symbolické feseni vypada na pohled 1épe. Pro vétsi matice s iracionalnimi vlastnimi ¢isly
se vSak vypocet nakonec stejné provede numericky a vysledek uz na pohled pékné vypadat
nebude.

Chceme-li MATLAB pouzit pro kontrolu jednotlivych kroki naseho ,,ru¢niho* vypoctu,
miizeme si jeSté diive, nez budeme pocitat samotna vlastni ¢isla, nechat sestavit charak-
teristicky polynom matice. K tomu slouzi funkce poly, viz ptiklad 4.4.

Nyni si ukdzeme priklad s komplexnimi vlastnimi ¢isly:
Priklad 5.2 Urcete obecné teseni soustavy rovnic:
S r1 + 3xo,
xh = =3r; + o
Reseni: Vypocitame vlastni ¢isla a vlastni vektory:
A =

sym([1 3; -3 1])
[V,D] = eig(a)

V =

[ 1, 1]

[ 1, -i]

D =

[ 1+3%i, 0]
[ 0, 1-3%i]
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Vidime, Ze A\; o = 1= a Ze vlastn{ vektor piislusny vlastnimu éislu Ay = 1+ je v; = (1,4)T.
Ulozime si tento vektor, tj. prvni sloupec matice A, do proménné v1. Také si ulozime prvni
vlastni ¢islo neboli prvek v prvnim fadku a prvnim sloupci matice D:

vl =V(:,1)
lambdal = D(1,1)

vl =

1

i
lambdail
1+3%1

Nésledné vypocitame redlnou a imaginrni ¢ast vy -e*?. Piitom musime zadat, Ze proménna
t bude realna:

syms t real

x1 = real(exp(lambdal*t)*v1)
x2 = imag(exp(lambdal*t)*vl)
x1l =

-1/2*ixexp ((1+3*1i)*t)+1/2*i*exp((1-3*1i)*t)
1/2xexp ((1+3*1i)*t)+1/2%exp((1-3%1i)*t)
x2 =
-1/2%ix(—ixexp ((1+3*i)*t)-i*exp((1-3*i)*t))
-1/2*%i* (exp ((1+3*i)*t)-exp((1-3*i)*t))

Tento tvar vysledku je asi ponékud prekvapivy. Viibec se v ném nevyskytuje ocekavany
sinus a kosinus. Chceme-li vysledek zjednodusit, pouzijeme funkci simplify:

x1
x2

simplify(x1)
simplify(x2)

x1l =
sin(3*t)*exp(t)
cos (3*t)*exp(t)
x2 =
cos(3*t)*xexp(t)
-sin(3*t) *exp(t)

Poznamenejme, ze starsi verze MATLABu tohoto zjednoduseni nebyly schopny (vyzk-
ouseno s verzi R2007b) a nechéavaly vysledek ve tvaru s exponencialami.
Obecné teseni je tedy

2(t) = ¢ e’ sin 3t L e’ cos 3t
— "t \etcos3t 2\ —etsin3t )

Zatim jsme fesili priklady, kde vlastni ¢isla nebyla nasobna. Zbyva nam probrat pripad
nasobnych vlastnich ¢isel.
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Priklad 5.3 Urcete obecné teseni soustavy rovnic:

!
ZL‘I = X1 + To — xs3,
!
ZL‘2 = —I + To — xs3,
xh = — T2 + 23

(Viz priklad MDRE-5.4.)
Reseni: Najdeme vlastni ¢isla a vlastni vektory matice soustavy:

A=sym([11-1; -11-1; 0-12]);
[V,D] = eig(A)

Vv =
[ -1, -1]
[ o, 1]
[ 1, 1]
D =
L
L
L

Vidime, ze matice ma vlastni ¢islo \; = 2, ke kterému prislusi vlastni vektor v; =
(—1,0,1)" a dvojnasobné vlastni ¢islo Ay = 1, ke kterému piislusi vlastni vektor v, =
(—1,1,1)*. Musime proto najit zobecnény vlastni vektor vs hodnosti 2, a to jako feseni
soustavy (A — A\yE)vs = v9. V MATLABu je pro feseni soustav linedrnich rovnic uréen
operator \. Ten je vSak primarné urcen pro feSeni soustav s regularni matici (tj. s jednoz-
nacné danym fesenim). V nasem piikladu je matice soustavy singularni (jeji fadky jsou
linedrné zavislé), a proto je pouziti operatoru \ ponékud problematické — jako vysledek
dostaneme jen jedno z nekonecéné mnoha feseni a MATLAB nés na to upozorni:

lam2 = D(2,2);

v2 = V(:,2);

A2 = A-lam2x*eye(3)
v3 = A2\v2

A2 =

[ o, 1, -1]

[ -1, 0, -1]

[ 0, -1, 1]

Warning: System is rank deficient. Solution is not unique.
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Pro tcely naseho konkrétniho prikladu by tento vysledek postacil, protoze hledame pouze
jeden zobecnény vlastni vektor, a ten jsme timto nasli. Pro uplnost ale jesté ukazeme,
jak 1ze v MATLABu najit vSechna feSeni zadané soustavy, vyjadiena v zavislosti na
parametrech. Misto operatoru \ musime pouzit funkci solve. Ta ale ocekava jednotlivé

Vv

se mize pokusit sestavit prislusné retézce pomoci programu. My je zde zadame pro nas
priklad.

rcel ’v32 - v33 = -17;
rce2 ’- yv31 - v33 = 17,
rced = ’- v32 + v33 = 17;
v3=solve(rcel,rce2,rce3,’v31’,’v32’,°v33’)

v3 =
v31: [1x1 sym]
v32: [1x1 sym]
v33: [1x1 sym]

Vysledkem funkce solve pro soustavu rovnic je struktura. Podivame se na jeji jednotlivé
slozky:

v3

[v3.v31; v3.v32; v3.v33]

v3

1
-1
z

N N

Vidime, Ze v3 = (—z — 1,2 — 1,2)T, kde 2z € R je parametr, ktery si mtzeme libovolné
zvolit. Reseni ziskané pomoci operatoru \ vzniklo volbou z = 0, mohli bychom vsak zvolit
napi. z = 1. Tim dostaneme vektor v3 = (—2,0,1)" (viz ,,ruéni“ feseni tohoto piikladu —
MDRE-5.4). Zistaneme-li u vektoru vz = (—1, —1,0)T, ziskdvame obecné Feseni

—1 —1 —1 —1
v(t)=ce® | 0] +ee’ [ 1| +esel |t 1l+1]-1
1 1 1 0
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6 Besselova rovnice a Besselovy funkce

Besselovy funkce jsou standardni souc¢asti MATLABu, pro jejich pouziti neni potieba mit
symbolicky toolbox. Besselova funkce 1. druhu, J,(z), se v MATLABu zapise jako

J = besselj(nu,x)

Chceme-li nap¥. nakreslit graf funkce Jy na intervalu (0, 10), miZzeme to udélat takto:

x = 0:0.1:10;
y = besselj(0,x);
plot(x,y)

1

0.5

-0.5 I I I I
0 2 4 6 8 10

Besselovu rovnici MATLAB také umi vyfesit (k tomu ovSem uz symbolicky toolbox potie-
bujeme).

Priklad 6.1 Najdéte obecné reseni rovnice

1
2y +xy + <x2 — —> y=0.

9
Reseni:
rce = ’x"2%D2y + x*Dy + (x72-1/9)*y = 0’;
res = dsolve(rce,’x’)
res =

C5*besselj(-1/3, x) + C6xbessely(-1/3, x)

Vidime, zZe TeSeni je zapsané v jiném tvaru, nez bychom ocekéavali — viz MDRE-7.13.
Misto funkce Ji/3 (neboli besselj(1/3,x)) se zde vyskytuje jakési bessely. Jednd se
o Besselovu funkci 2. druhu, Y, (x), kterd je také feSenim Besselovy rovnice. V kapitole
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skript o Besselové rovnici se probira pouze pripad, kdy v neni celé ¢islo. Tehdy jsou funkce
J, a J_, linedrné nezavislé a obecné feseni miizeme vyjadiit pomoci nich. Jestlize vsak
v celé je, s Besselovymi funkcemi 1. druhu bychom nevystacili. Druhé nezavislé feseni
v tomto pripadé tvori pravé Besselova funkce 2. druhu.

Jestlize neni v celé ¢islo, plati mezi J, a Y, vztah

Jy(x) cos(vm) — J_,(z)
sin(v) '

Y, (z) =
Jestlize v je celé, v = k € 7Z, pak bychom Y, predchozim vztahem definovat nemohli,
protoze sin(km) = 0. V tomto piipadé je

Yi(x) = lim Y, (z).

v—k

Pro nékteré hodnoty v se feseni Besselovy rovnice podaii vyjadrit i bez Besselovych funkei.

Priklad 6.2 Najdéte obecné reSeni rovnice

1
:v2y”+xy’+< 2—Z>y:0.
Reseni:
rce = ’x"2xD2y + x*Dy + (x72-1/4)*y = 0’;
res = dsolve(rce,’x’)
res =

(27 (1/2)*C2xcos(x)) /(pi~(1/2)*x~(1/2)) + (27 (1/2)*C3*sin(x))/(pi~(1/2)*x~(1/2))
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7 Stabilita reseni systému diferencialnich rovnic

7.1 Stabilita linearnich systému
Budeme zkoumat stabilitu trividlniho reseni
z' = Az, (7.1)

kde A je konstatni redlna ¢tvercova matice typu (n,n).
Podle véty MDRE-8.3 staci najit vlastni ¢isla matice A a podivat se na jejich realné slozky.

Priklad 7.1 Vysetrete stabilitu systému

/ _
T, = —3r1 — X9 — T4
xh = 1 — 2T
xh = — Ty — Ty + x4
)y = T —  2xy4.

Reseni: Zadame matici soustavy a najdeme jeji vlastni ¢isla:

A=[-3-10-1;1-200; 0-1-11; 010 -2];
lambda = eig(A)

lambda =
-1.0000
-2.0000 + 1.0000i
-2.0000 - 1.0000i
-3.0000

Vsechna vlastni ¢isla matice A maji zaporné realné casti. Systém je tedy asymptoticky
stabilni.
7.1.1 Hurwitzovo kritérium

Najdeme-li vlastni ¢isla matice, stabilitu ur¢ime rychle. Kdybychom si spis chtéli kontrolo-
vat ,,rucni“ vypocet provadény pomoci Hurwitzova kritéria, muze nam byt MATLAB také
uziteény. Vyresime znovu priklad 7.1.

Priklad 7.2 Pomoci Hurwitzova kritéria vysetrete stabilitu systému

xy = 3w — @9 — 24
xh = 1 — 2x9

xh = — Ty — Tz + x4
)y = To — 2x4.

ReSeni: Opét zaddme matici soustavy. Pak si nechdme spocitat jeji charakteristicky
polynom:

A
P

[-3-10-1; 1-200; 0-1-11; 010 -2];
poly(A);
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p =
1.0000 8.0000 24.0000  32.0000 15.0000

Charakteristicky polynom je tedy
p(A) = A+ 8X% 4 2427 + 32\ + 15.

Z jeho koeficientti sestavime Hurwitzovu matici (viz MDRE-(8.15)). Pozor na pofadi ko-
eficientti! Napft. a; je koeficient u A\! apod. Matici zde zaddme ru¢né, odvazny ctenai si
muze napsat program, ktery bude matici z koeficientii polynomu sestavovat automaticky.
Pak vypocitdme jednotlivé determinanty. K tomu pripomenme, Ze chceme-li pracovat
pouze s Casti urcité matice, mizeme zadat indexy prislusnych fadka a sloupct. Napft.
zapis H(1:3, 1:3) znamena, Ze se maji vzit pouze prvni tfi fadky a prvni tii sloupce
matice H.

H=1[3215 0 0; 824 3215; 01824; 000 1];

dl = det(H(1,1))
d2 = det(H(1:2,1:2))
d3 = det(H(1:3,1:3))
d4 = det(H(1:4,1:4))
dl =
32
d2 =
648
d3 =
4160
d4 =
4160

Vidime, ze vSechny determinanty jsou kladné. VSechny kofeny polynomu p tedy maji
zaporné realné c¢asti a systém je asymptoticky stabilni.
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8 Rovinny autonomni diferencialni systém

Budeme se zabyvat systémem dvou diferencidlnich rovnic, ve kterych se na pravé strané
nevyskytuje proménna t:

o= f1 (l‘, y)

8.1
v o= fazy). (81)

8.1 Fazovy obraz reseni

Fazovy obraz je projekce feseni systému (8.1), z = x(t),y = y(t), do roviny (z,y).

Priklad 8.1 Najdéte reseni pocatecni ilohy

¥ = —x+4+2y, z(0)=2,
y = 22—y, y0)=3

a nakreslete jeho fazovy obraz pro t € (0,5).
Reseni: Nejprve vyfesime soustavu:

rcel = ’Dx = -x+2xy’;
rce2 = ’Dy = -2xx-y’;
res = dsolve(rcel,rce2,’x(0)=2,’y(0)=3");

x = simplify(res.x)

y = simplify(res.y)

X —

(2%cos(2*t) + 3*sin(2xt))/exp(t)
y =

(3*cos(2*t) - 2*xsin(2%t))/exp(t)

Pro kresleni fazového obrazu opét miizeme pouzit funkci ezplot. Tentokrat ale nekreslime
graf jediné funkce, ale parametricky zadanou kiivku. To funkce ezplot také umi — zadame-
li dvé funkce jedné proménné a rozsah pro parametr, nakresli prislusnou krivku:

ezplot(x,y, [0,5])

Cely program pro kresleni fazového obrazu feseni najdete v souboru fazovy_obraz.m.
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X = (2 cos(2t) + 3sin(2 t))/exp(t), y = (3 cos(2 t) — 2 sin(2 t))/exp(t)
3 T T T T

15 h

8.2 Smérové pole pro autonomni rovinny systém

Smeérové pole uz jsme kreslili pro jednu diferencialni rovnici. U autonomniho rovinného
systému je situace podobna. Resenim systému (8.1) je parametricky zadand kiivka z =
z(t),y = y(t). Jestlize tato kiivka prochézi v uréitém case ¢ bodem (z,y), pak teény
vektor k této kiivee je dan pravymi stranami soustavy (8.1). Lze to Fici i jinak: vektor
(fi(z,y), f2(x,y)) udava rychlost (velikost i smér), jakou se FeSeni pohybuje v roviné (z, y).
Takto ziskané smérové pole si opét mizeme nechat nakreslit.

Priklad 8.2 Zndzornéte smérové pole soustavy

¥ = —x4 2y,

y = 2z—y
(jednd se o soustavu z prikladu 8.1). Pak do téhoZ obrdzku nakreslete fdzovy obraz Tesent
prochdzejictho bodem (2,3) (neboli Teseni nalezeného v predchozim prikladu,).

Reseni: Smérové pole nakreslime napi. na oblasti (—3,3) x (—3,3). Nejprve sestrojime
sit bodt, pak vypocteme hodnoty pravych stran soustavy a nechdme vykreslit vektorové
pole. Tentokrat nebudeme vektory normalizovat, protoze zajimava je i jejich velikost.

[xx,yy] = meshgrid(x,y);
A=1[-12; -2 -1];

u = A(1,1)*xx+A(1,2)*yy;
v = A(2,1)*xx+A(2,2) *yy;
quiver (xx,yy,u,Vv)
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Nyni jesté pridame fazovy obraz feseni, které jsme nasli v predchozim prikladu. Tam
jsme pro jeho nakresleni pouzili funkci ezplot. Zde pro zménu pouzijeme funkci plot. Do
nalezeného reseni dosadime za ¢ ¢isla z intervalu od 0 do 3 s krokem 0,1. K tomu pouzijeme
funkci subs. Zatim jsme tuto funkci pouzivali ve tvaru subs (do_&eho, za_co, hodnota).
Méame vsak i jinou moznost. Jestlize chceme dosadit do vyrazu, ktery zavisi napf. na
proménné t, za t urcitou hodnotu, staci do t néco prifadit a pak pouzit funkci subs pouze

je jednim parametrem: subs (do_&eho). Praveé tak to provedeme v nasledujici ukazce. Pak

Vv

hold on

res = dsolve(’Dx = -x+2%y’,’Dy = -2*x-y’,’x(0) = 2’,’y(0)=3");
t =0:0.1:3;

x = subs(res.x);

y = subs(res.y);
plot(x,y,’r’,’LineWidth’,2)

Program vcelku najdete v souboru smer_pole2.m.
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9 Parcialni diferencialni rovnice, zakladni pojmy, zo-
brazeni feseni

9.1 Pojem reseni parcialni diferencialni rovnice

V této kapitole si ukazeme, jak ovérit, ze urcita funkce je fesenim zadané parcialni difer-
encialni rovnice.

Priklad 9.1 Ovérte, Ze funkce u(z,y) = e”siny je feseni rovnice

u P,
oz oy

Reseni: Pro vipocet parcialnich derivaci pouzijeme funkci diff. Pro vipocet parcialnich
derivaci vyssich fadi zadame proménnou, podle které se derivuje, a fad derivace jako dalsi
argumenty funkce:

diff( vyraz, proménnd, fad_derivace )
Pro nas priklad to tedy bude takto:

syms X y
u = exp(x)*sin(y);
diff (u,x,2)+diff (u,y,2)

ans =

0

Funkce u = e”siny je tedy opravdu fesenim zadané diferencialni rovnice.

9.2 Zobrazeni reseni

Budeme se zabyvat zobrazenim feSeni pro ptipad, Ze feseni zavisi na dvou prostorovych
proménnych x a y neboli Ze feSenim je funkce u = u(x,y).

Priklad 9.2 Funkce u(z,y) = x? + y* je reSenim rovnice

0*u N Pu
ox  oy?
Nakreslete graf tohoto teseni na oblasti (—2,2) x (—2,2).

4.

Reseni: Pro kresleni grafti funkci dvou proménnjch nebo vitbec prostorovych ploch je v
MATLABu nékolik funkci. My si zde ukazeme funkce mesh, surf a ezsurf. Nejjednodussi
je pouziti funkce ezsurf (,surf“ je z anglického surface = povrch). Syntaxe je

ezsurf ( funkce, [xmin, xmax, ymin, ymax])

Funkci mtizeme zadat jako fetézec, symbolicky vyraz, mize to byt inline funkce, anonymni
funkce nebo funkéni handle. Pro nas ptipad to muze vypadat napft. takto:
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ezsurf (’x"2+y~2’,[-2,2,-2,2])
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Funkce ezsurf toho umi vice, naptiklad plochy zadané parametricky, ale to zde potfebovat
nebudeme.

Pouziti funkci mesh a surf je o néco slozitéjsi a vypadéa podobné jako pouziti funkce plot.
Jako argumenty zaddme x-ové, y-ové a z-ové souradnice bodi, které chceme kreslit. Funkce
mesh pak nakresli sifovy graf (,,draténku®), zatimco funkce surf jednotlivé plogky kresli
plné. Cheeme-li kreslit graf na oblasti (—2,2) x (—2,2), vytvorime si nejprve sit bodu v
rovin€. K tomu pouzijeme funkci meshgrid, se kterou jsme se jiz seznamili v piikladu 2.4.
Ve vsech bodech sité pak spocitame funkéni hodnoty a vSe nechame vykreslit. Pro srovnani
si nechame nakreslit vedle sebe obrazky ziskané obéma funkcemi, mesh i surf:

X -2:0.1:2;

y = -2:0.1:2;

[xx,yy] = meshgrid(x,y);
ZZ = XX. 2+yy."2;
subplot(1,2,1)

mesh (xx,yy,zz)
title(’Graf pomoci mesh’)
subplot(1,2,2)

surf (xx,yy,zz)
title(’Graf pomoci surf’)
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Graf pomoci mesh
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Graf pomoci surf
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Dalsi moznost je nezobrazovat graf prostorové, ale nechat nakreslit vrstevnice, tj. kiivky,
na kterych je feseni konstantni. K tomu slouzi funkce contour. Jeji pouziti je podobné
jako u funkci mesh a surf. Pouzijeme uz vypoctené hodnoty xx, yy a zz. Vrstevnice
se vykresli riznymi barvami, podle toho, jak velké funk¢ni hodnoté odpovidaji. Protoze
bychom vsak z takového obrazku poznali, kde je feseni vétsi a kde mensi, ale nepoznali
bychom, jakych hodnot nabyva, nechdme si navic zobrazit barevnou stupnici (colorbar):

contour (xx,yy,zz)

colorbar

Programy pro kresleni najdete v souborech graf3D.m a vrstevnice.m.
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10 Vlnova rovnice

Budeme zkoumat feseni tzv. vilnové rovnice, ktera téz popisuje kmitani struny:

Pu ,0%u

10.1 D’Alembertuv vzorec

Uvazujeme nekonecné dlouhou strunu, tj. —oo < x < oo. Hledame feseni, které vyhovuje
podminkam

U(SE,O) = gp(x),
our0) = ). (10.2)

V tomto pfipadé je feSeni rovnice (10.1), které spliiuje podminky (10.2), ddno vzorcem

x+ct

(p(x —ct) + p(x +ct)) + — t P(€)dE. (10.3)

t) =
u(z,t) 2 ).

DN | —

Priklad 10.1 Najdéte reseni rovnice

Pu_, o
o2~ Ox?
za predpokladu, Ze
u(z,0) =0, %(x,O) = sinx.

Reseni: Definujeme symbolické proménné x, t a xi, zaddme funkce p(x) = 0 a (§) =
sin ¢ a vypocitame feSeni podle vzorce (10.3). Pro dosazeni argumentu = — ct, resp. = + ct
do funkce ¢ pouzijeme funkci subs:

syms x t xi
phi
psi

C

u

= 0;

= sin(xi);

2;

1/2*(subs (phi,x,x-c*t)+subs(phi,x,x+c*t)) + 1/(2xc)*int(psi,xi,x-c*t,x+c*t)

cos(t)*sin(t)*sin(x)

Piipadné bychom mohli nechat vysledek zjednodusit pomoci funkce simplify, ale v tomto
pripadé to neni potieba.

Déle si vytvorime animaci kmitani struny. Animaci uz jsme jednou délali, a to v prik-
ladu 3.4.

Budeme zobrazovat feSeni pro t od 0 do 10 s krokem 0,1. Do proménné t piitadime
prislusné hodnoty. Do Teseni je pak dosadime, ¢imz dostaneme vektor funkci proménné x
— pritbéhy feseni v jednotlivych ¢asovych krocich:
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t =0:0.1:10;
uu = subs(u)

uu =
[ 0, cos(1/10)*sin(1/10)*sin(x), cos(1/5)*sin(1/5)*sin(x), ...]

Tato feSeni budeme postupné kreslit na intervalu (—2m,2m). Obréazek si vzdy ulozime
pomoci funkce getframe.

xl = -2x%pi;

X2 = 2%pi;

for i=1:length(t)
ezplot(uu(i), [x1,x2])
axis([x1 x2 -1 1])
obr(i) = getframe;

end

Vznikne animace, nize je predvedeni prvnich par snimki.
Cely program najdete v souboru dAlembert.m.
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Chceme-li animaci prehrat znovu, pouzijeme funkci movie (viz ptiklad 3.4). Jista komp-
likace je v tom, Ze napiSeme-li pouze napf.

movie(obr,1,5)

animace se pusti, obrazky jsou spravné, ale popis os miize byt Spatny. Jestlize chceme mit
osy nastavené spravné, muzeme si napied pro animaci vytvorit nové okno s obrazkem,
nastavit rozsah os, a pak teprve spustit animaci (nesmime samoziejmé v mezicase smazat
proménné x1, x2 a obr):
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figure;
axis([x1 x2 -1 1])
movie(obr,1,5)

10.2 Fourierova metoda separace proménnych

Opét hledame Feseni rovnice (10.1) s poc¢ateénimi podminkami (10.2). Struna je tentokrat
konecéné délky [, tj. z € (0,), a na koncich je upevnéna, tj. plati okrajové podminky

u(0,t) =0, wu(l,t)=0 prot>0.

Podle MDRE-(13.12) lze feSeni najit ve tvaru nekonec¢né rady

- t t
u(x,t) = ; (an cos m;c + by, sin m;c ) sin mlrx : (10.4)
kde
2 [ 2 [
ap = 7/0 (z) sin nlﬂdz, b, = e L Y (x) sin nlﬂdx. (10.5)

Piiklad 10.2 Najdéte profil kmitajict struny délky | = 2, jestliZe v rovnici (10.1) jec =1
a pocdtecni tvar struny je lomend cara,

u(z,0)=1—|z—1].

Reseni: Definujeme symbolické proménné x, t a n, konstanty ¢ a 1 a funkce p(z) =
1 — |1 — x|, ¢(x) = 0. V nasem piikladu bychom s funkei ¢ viibec nemuseli pracovat,
vidime hned, ze koeficienty b,, budou nulové. Vytvotrime vsak skript, ktery by mél fungovat
univerzalné, staci jen prepsat funkce phi a psi a konstanty c a 1.

Pak vypocitame a,, a b, podle vzorct (10.5):

syms X t n

1-abs(x-1);
psi = 0;

a = 2/1xint(phi*sin(n*pi*x/1),x,0,1)
b = 2/(nxpi*c)*int(psi*sin(n*pi*x/1),x,0,1)

a =
-(4*(sin(pi*n) - 2*sin((pi*n)/2)))/(pi~2*n~2)
b =

0

Vidime, 7Ze dle ocekavani je b, = 0. Abychom se lépe vyznali ve vyrazu pro a, (téch
zévorek je tam trochu moc), nechame si jej ,, pékné“ vypsat:
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pretty(a)
/ / PI n\ \
4 | sin(PI n) - 2 sin| ---—— | |
\ \ 2 //
2 2
PI n
Takze
4
U =~ (sin(mr) — 2sin %) .

MATLABu se, bohuzel, neda sdélit, ze ¢islo n je celé. Lze zadavat pouze predpoklady, ze
urc¢itd symbolickd proménna je realna (viz ptiklad 5.2) nebo kladna. Takze MATLAB uz
neni schopen vysledek déle zjednodusit. My vsak vime, ze pro n celé je sinnm = 0. Dale,
pro n sudé je i sin - = 0, zatimco pro n liché, tj. n = 2k — 1, k = 1,2,..., je sin 7"
stfidavé £1 neboli sin 2 = (—1)¥~!. Celkem se a,, zredukuje na

4 L 8(—1)kt

_ _ k-1 _
ag = 0, a2k—1—_m'(_2)'(_1) = Pk k=1,2,...

MiiZzeme se o tom piesvédcit i pomoci MATLABu, nechame-li si nékolik prvnich hodnot
a, spocitat. Za n dosadime postupné 1 az 10, a to symbolicky. Jinak bychom dostali
numerické hodnoty koeficientd a,, podle kterjch bychom pfedchozi vzorec tak snadno
neoverili.

subs(a,n,sym(1:10))

ans =

[ 8/pi~2, 0, -8/(9%pi~2), 0, 8/(25%pi~2), 0, -8/(49%pi~2), 0, 8/(81%pi~2),

Reseni jsme tedy dostali ve tvaru nekonecné rady,

L[ 8(—1)kt (2k — D)7t . (2k— D)7
u(z,t) = ; (71'2(2/{? 1) cos 5 > S

Nyni opét vytvorime animaci zobrazujici vyvoj feseni v ¢ase. Proti feseni ziskanému po-
moci d’Alembertova vzorce, které bylo v uzavieném tvaru, je zde ale problém s nekone¢nou
fadou. Mohli bychom se pokusit nechat sumu vypodcitat pomoci funkce symsum (viz piik-
lad 3.4), ale to se podafi jen velmi ziidka. Konkrétné pro tento pfiklad MATLAB dlouho
bojuje a pak vypise vysledek opét ve tvaru nekonecné rady.

Proto budeme pracovat pouze s ptibliznym fesenim, které ziskame tak, Ze vezmeme pouze
prvnich N ¢lent sumy.

Vypocitame hodnoty koeficientd a, a b, pro n = 1,..., N. Pak vypocitame prvnich N
¢lenti sumy a jejich soucet:

0]
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N = 20;

n = sym(1:N);

an = subs(a);

bn = subs(b);

un = (an.*cos(n*pixc*t/1l) + bn.*sin(n*pi*c*t/1)).*sin(n*pi*x/1);

u = sum(un)

u =
(8%cos ((pi*t)/2)*sin((pi*x)/2))/pi~2 -
(8*cos ((3xpi*t)/2)*sin((3*pi*x)/2))/(9%pi~2) + ...
- (8xcos((19*pix*t)/2)*sin((19*pi*x)/2))/(361*pi~2)

Nyni symbolicky vyraz u prevedeme na funkci, se kterou se pohodInéji pracuje. Pritom
pouzijeme funkci char, ktera symbolicky vyraz prevede na textovy retézec.

uu = inline(char(u),’x’,’t’);

Ted budeme postupné kreslit feseni na intervalu (0, ) postupné pro ¢t od 0 do 10 s krokem
0,1 a kazdy obrazek ulozime:

xx = linspace(0,1,21); % interval [0,1] d&lime na 20 dilkd
tt = 0:0.1:10;
for i=1:length(tt)
uxt = uu(xx,tt(i)); % Fedeni v i-tém Easovém kroku
plot(xx,uxt)
axis([0, 1, -2, 2])
obr(i) = getframe;
end

Vznikne animace, na ukazku predvedeme jeji 1., 6., 11. a 16. snimek.

Chceme-li si animaci znovu prehrat, pouzijeme funkci movie, ale pozor na rozsah os — viz
predchozi priklad.

Cely program najdete v souboru fourier_vlny.m.
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11 Metoda konecnych prvki pro PDR - PDE toolbox
MATLABu

11.1 Cil kapitoly

Cilem této kapitoly je predvést, jak mitizeme parcidlni diferencidlni rovnice numericky
resit s pouzitim Matlabu. Matlab nepouziva pro feSseni PDR metodu konecénych diferenci,
popsanou v kapitole 15 skript MDRE, nybrz metodu konec¢nych prvki, ktera je jednou
ciadlnich rovnic. Princip této metody zde bude nastinén jen velmi, velmi zhruba, protoze
na podrobnéjsi vysvétleni bohuzel nemame prostor.

11.2 Metoda konec¢nych prvku

Metoda kone¢nych prvki (MKP, anglicky FEM —  finite element method“) ma mnoho
spole¢nych ryst s metodou koneénych diferenci (MKD). Opét hleddme feSeni néjaké par-
cialni diferencialni rovnice na zadané oblasti 2. Matlab umoziuje fesit parcialni difer-
encialni rovnice druhého fadu na rovinnych oblastech (tj. hledand funkce u zavisi na
prostorovych proménnych z a y a piipadné na Case t), ale obecné lze metodou kone¢nych
prvki fesit i rovnice vys$siho nez druhého fadu a ve vyssich dimenzich nez v roviné (ovsem
uz v tfirozmérném prostoru se problém technicky velmi zkomplikuje). Vsude dal v této
kapitole budeme uvazovat pouze rovinné oblasti.

Stejné jako u metody konecnych diferenci oblast €2 pokryjeme siti. Na rozdil od MKD se
vsak v zakladni verzi metody konec¢nych prvki pouzivaji trojihelnikové sité, viz obrazek
11.1. Rikdme, Ze oblast ) ztriangulujeme. Na obrazku vidime, Ze sif nemusi byt nik-
terak pravidelna. Je vSak vhodné, aby jednotlivé trojuhelniky nebyly prilis ,,placaté®, tj.
aby jejich vnitini thly nebyly prilis malé.

Vyhodou trojuhelnikovych siti (oproti obdélnikovym, které se pouzivaji u MKD) je to,
ze mohou dobfe vystihnout i velmi slozité oblasti. Tim odpadaji problémy s realizaci
okrajovych podminek, které jsme fesili u MKD (viz ptiklad MDRE-15.1).

Dalsi analogie s metodou kone¢nych diferenci je v tom, ze ptivodni parcialni difer-
encialni rovnici prevedeme na soustavu algebraickych rovnic (linedrnich ¢ ne-
linedrnich, dle povahy puvodni tlohy) s nezndmymi wuq, us, ..., u,, kde u; je priblizna
hodnota Teseni v i-tém uzlu sité a n je pocet uzli. Postup, jakym je tato soustava tzv.
diskretizacnich rovnic ziskana, je vSak zcela odlisny a daleko komplikovanéjsi nez u MKD
a popisovat jej zde nebudeme. Soustavu diskretizacnich rovnic vyfesime — tim ziskdme
hodnoty feseni v uzlovych bodech — a za piiblizné feseni rovnice na celé oblasti {2 bereme
desti¢kovou plochu (coz je prostorova analogie lomené ¢ary v roviné, viz obrazek 11.2)
danou témito hodnotami. To, ze ziskdme Teseni na celé oblasti, a nikoli jen v uzlech site,
je dalsi vyhodou metody konecnych prvkt oproti MKD.

Pro ilustraci slouzi obrazek 11.2, na kterém vidime pfiblizné feSeni rovnice —Au = 4 na
oblasti  z obrazku 11.1 s okrajovou podminkou u(z,y) = 2 — 2% — y* na 9. Snadno
bychom ovérili, Ze presnym feSenim této rovnice s touto okrajovou podminkou je funkce
u(x,y) = 2—2? —y?. Grafem Feseni tedy je rotacni paraboloid. Vidime, Ze pfiblizné feseni
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Obrazek 11.1: Triangulovana oblast (2

nalezené metodou kone¢nych prvki tvarem paraboloidu vcelku odpovida, pro presnéjsi
srovnani bychom museli porovnat pfislusné numerické hodnoty. Prostorovy graf nemusi
byt ovSsem zrovna nejpiehlednéjsi, feSeni se proto Casté€ji znazornuje pomoci vrstevnic, viz
obrazek 11.3.

-15¢

) ; . i . ; . ;
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Obrazek 11.2: Graf priblizného feseni Obrazek 11.3: Priblizné feSeni téze
rovnice znazornéné pomoci vrstevnic

11.3 Priklad reseny pomoci Matlabu

Poznamka 11.1 Vsem jazykovym puristum se omlouvdame za to, Ze v dalsim textu budeme
do cestiny michat riznd anglickd slova (a obcas je jesté navic potvorit skloniovdnim). Au-
tori z vlastni zkusenosti soudi, Ze v oblasti pocitacovich programa je prilis dusledny preklad
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do cestiny spis na skodu véci.

V Matlabu lze parcidlni diferencialni rovnice fesit velmi snadno, mame-li nainstalovany
tzv. PDE Toolbox (PDE = ,partial differential equations“). NejpohodInéjsi je pracovat s
grafickym uZivatelskym rozhranim (GUI). UkdZeme zde feSeni jednoho piikladu pravé v
tomto prostiedi. Budeme fesit téméf totozny piiklad, jako byl pi. MDRE-15.1).
Priklad 11.1 Pomoci Matlabu teste metodou konecnijch prvki okrajovou tlohu

0u 0%

— 4+ —=8x naf), 11.1

0x? * Oy? (11.1)
kde oblast Q) je cturtina kruhu se stredem v pocdtku souradné soustavy a polomérem 3,
kterd lezi v pronim kvadrantu:

Q={(z,9): x>0, y>0, 2> +y* <9},

s Dirichletovymi okrajovymi podminkamsi

u(z,y) = 2’ naly={(z,y): 0 <z <3,y =0},
u(z,y) = 0 naly={(z,y) 12 =0,0<y<3}, (11.2)
w(z,y) = 9z(y+1) nalz={(z,y): x>0,y >0,2>+y> =09}

Oblast Q) s vyznacenymi ¢dstmi hranice I'y, I'y a I's vidime na obrdzku 11.4.

3 T T T

25

15

0.5

0 0.5 1 15 2 25 3

Obrazek 11.4: K prikladu 11.1: Oblast 2 a jeji hranice, rozdélena na tii ¢asti

ResSeni: Spustime Matlab. Do piikazového okna napiSeme piikaz k otevieni prostiedi
pro Teseni parcialnich diferencialnich rovnic:

>> pdetool

Otevfe se nésledujici okno
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) PDE Toolbox - [Untitled] DEx
File Edt Options Draw Boundary FDE Mesh Solve Flot Window Help -
Ol 3o @] 2| | L] = | @[ BT T
Set formula: [ 1
1
T T
08t B
06 -
04— —
D2 -
ol ,
82k 4
o4k =}
081 i
s =}
4 \ I I \ I
<15 -1 -05 o 05 1 125
Into: Drawy 2-D geometry. _
Exit

Reseni piikladu v tomto prostfedi popiseme krok za krokem. Kazda akce, kterou je tfeba
provést, bude oznacena symbolem e.

Zadani oblasti 2

Oblast, na které resime parcialni diferencialni rovnici, mizeme zadat interaktivné. Na
bilou plochu uprostied mizeme umistovat rizné geometrické obrazce (obdélniky, kruhy,
elipsy a polygony) a pak z nich pomoci mnozinovych operaci (sjednoceni, priniku a
rozdilu) sestavit pozadovanou oblast. Nasi oblast (¢tvrtkruh) dostaneme jako prunik
kruhu se stredem v pocatku a polomérem 3 a ¢tverce, ktery ma levy dolni vrchol v poc¢atku
a stranu o délce 3 (pfipadné cokoli vétsiho nez 3).

Rozmezi os na plose neodpovida nasim potiebam, a proto je musime zménit:

e V menu v polozce Options vybereme Axis Limits. .. a nastavime spravné rozmezi -
pro nas priklad mitizeme zadat pro obé osy napi. meze -1 az 4.

Dale nastavime, aby se ukazovala mrizka a aby se body, které budeme za chvili klikdnim
zadéavat (vrcholy ¢tverce a pod.) k miiZzce ptichytavaly.

e V Options klikneme na polozku Grid.

e V Options klikneme na polozku Snap (,,snap to grid“ = , pfilnout k m¥izce*).

Nyni zadame kruh:

e Klikneme na tla¢itko se symbolem (£). Tim budeme zadévat elipsu, s tim, Ze prvni
bod, na ktery klikneme, je jejim stfedem.

e Najedeme my$i na bod (0, 0), stiskneme tlacitko mysi (diky tomu, Ze jsme zvolili ,snap
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to grid“, se nemusime trefit Gplné presné) a tdhneme - objevi se obrys elipsy. Tahneme,
az elipsu (v naSem piipadé vlastné kruh) natdhneme do pozadovanych rozméra.
Podobnym zptisobem zadame ctverec:

e Klikneme na tla¢itko se symbolem [_|. Tim budeme zadavat obdélnik.

e Opét najedeme na bod (0, 0) (levy dolni roh ¢tverce) a dotahneme kurzor do bodu (3, 3)
(pravy horni roh).

Vysledek by mél vypadat néjak takto:

-} PDE Toolbox - [Untitled]

Fle Edt Options Draw Boundary FDE Mesh Solve Plot Window Help F
O3 O] 3] e me| A L] = | & [erws ElEE
Set formula: |
C1+3an
4 1 1 1 1 1 1
T B s R - ) i T T .
3
sa1
25 e
200
425 e (N PO - - - -
a .
05 S —
o
05 SN
-1
! 05 o 0s 1 15 2 25 a i 4
Intox Cortinue drawing of edit st formula.

Kdybychom néktery z objekti zadali jinak, nez jsme chtéli, miizeme jej vcelku snadno
opravit: Nejprve na pozadovany objekt klikneme a tim jej vybereme pro dalsi tipravy (ak-
tualné vybrany objekt mé cerné zvyraznénou hranici). Je-li nevhodné umistén, ale velikost
ma pritom spravnou, mizeme jej pomoci mysi pretdhnout na jiné misto. Chceme-li zménit
velikost, staci, kdyz na vybrany objekt ,,doubleklikneme“ (Jak je tohle spravné ¢esky? Pok-
lepneme? Dvojklikneme?). Otevie se dialog, ve kterém muZeme zménit rozméry, umisténi
i ndzev. Pokud jsme to zkazili iplné, mizeme vybrany objekt stisknutim klavesy Delete
odstranit a zacit znovu.

Zatim jsme jen zadali kruh a ¢tverec, ale nijak jsme pocitaci nesdélili, Zze nas zajima je-
jich prinik. To provedeme nyni. Podivame se na policko nadepsané Set formula. Do
tohoto policka zaddvame mnozinovy vzorec (,set* méa kromé mnoha jinych i vyznam
,mnozina“, formula“ snad pfekladat netfeba), pomoci néhoz je z jednotlivych zadanych
oblasti sestavena oblast vysledna. Mizeme pouZivat operatory + (sjednoceni), % (prunik)
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a — (mnozinovy rozdil). Pfi nasem zadavani kruhu a ¢étverce se v poli Set formula au-
tomaticky objevil text C1+SQ1. Kdybychom to tak nechali, za oblast €2 by se vzalo
sjednoceni oblasti C1 (C jako ,circle“ = kruh) a SQ1 (SQ jako ,square“ - ¢tverec). My
ale potfebujeme prinik, a proto

e zménime text v edita¢nim poli Set formula na C1*SQ1. Navenek nepozname zadnou
zménu, obrazek bude vypadat porad stejné.

Nyni nastal vhodny okamzik pro ulozeni vydobytki nasi prace.

e Ulozime rozpracovanou ulohu napft. jako soubor prikladl.m (klasicky: v menu File,
Save as...).

Miizeme se do ulozeného souboru podivat, napf. v editoru Matlabu nebo tieba v Poznamkovém
bloku, jak kdo chce. Uvidime, ze Matlab automaticky vytvoril pomérné dlouhy soubor,
v némz vétsiné véci nerozumime, a proto do néj nebudeme vrtat.

Pti dalsi praci je vhodné c¢as od c¢asu ulohu opét ulozit, dale jiz to zdtiraznovat nebudeme.

Zadani okrajovych podminek

Pokracujeme zadanim okrajovych podminek. Nejprve si nechame zobrazit hranici oblasti.
e Klikneme na tlacitko se symbolem 0f2. (Jind moznost: v menu Boundary, pak Bound-
ary Mode.) Ukaze se nam hranice oblasti:

) PDE Toolbox - PRIKLAD1.M
Fie Edt Options Draw Goundery FDE Mesh Solve Flot Window Help )

Ol @O @] 2| m | e | 2] ] = | o] S [oesm a7 T

Set formula;

T BRSR e N e oo .

) R O O T N

o s i e e B e L e o S S S o S S e B P P P b i e e R -

Info. Click to select boundaries, Doukle-click to open houndary condtion dislog box. _
Exit

Postupné zaddme okrajové podminky podle predpisti (11.2). Nejprve zaddme podminku
na vodorovné ¢asti hranice I'y (viz téZ obrazek 11.4).
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e Doubleklikneme na vodorovnou c¢ast hranice. Otevie se dialog pro zadavani okrajové
podminky. Jind moZnost: Na pfislusnou ¢ast hranice klikneme (jednou). Tim bude tato
¢ast hranice vybrana pro dalsi praci. Pak vybereme v menu Boundary a Specify Bound-
ary Conditions...

V dialogu nyni zaddme okrajovou podminku u(z,y) = z3. V Matlabu lze zadévat dva
zékladni druhy okrajovych podminek, Dirichletovy (je pfimo zadano, ¢emu se ma feseni
na hranici rovnat) a Neumannovy (které obsahuji téz derivaci feseni ve sméru normaly
k hranici). Nage okrajové podminky jsou Dirichletova typu.

e V dialogu proto vybereme (¢i spi$ nechdme nastaveno) Condition type na Dirichlet.
Matlab o¢ekévd nyni podminku ve tvaru (viz horni ¢ast dialogu) h-u = r, kde h a r
jsou zadané funkce, piipadné konstanty. Pro nasi podminku u(z,y) = 2° je h = 1 a
r(x,y) = 23

e V dialogu vyplnime kolonku pro funkci r vyrazem x.~3. (Funkce h je na jednicku
nastavenéd automaticky.) Vyplnény dialog by mél vypadat takto:

<} Boundary Condition

Eoundary condition equation: H*u=r
Condition type: Coefficiert Walle Description
) Meumann
(&) Dirichlet
b 1
i %3

Podobnym zptisobem zadame okrajové podminky na ostatnich ¢astech hranice:

e Doubleklikneme na svislou ¢ast hranice. V dialogu zkontrolujeme, zda je zatrzen Dirich-
letiav typ okrajovych podminek a vyplnime kolonku pro funkci r vyrazem O.

e Totéz provedeme pro obloukovou ¢ast hranice, tentokrat zadame 9*x.* (y+1).

Zadani rovnice

Nyni zadame samotnou parcialni diferencialni rovnici, kterou chceme vyfesit.

e Klikneme na tlacitko PDE nebo v menu vybereme PDE a pak PDE Specification...
Otevie se dialog pro zadani rovnice. V levé c¢asti dialogu vybirdme typ rovnice - na
vybér mame rovnici eliptickou, parabolickou, hyperbolickou a problém vlastnich cisel.
Nase rovnice (11.1) je typu eliptického, proto

e vybereme (piipadné jen zkontrolujeme, zda je vybran) z moznosti pro Type of PDE
typ Elliptic.

Rovnice je nyni o¢ekdvana (viz horni ¢ast dialogu) ve tvaru

—div(c- gradu) + au = f (11.3)
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a po nas se chce, abychom doplnili funkce ¢, a a f. Doufame, Ze tvarem (11.3) nejste prilis
zaskoceni, pro jistotu vSak pfipomenme, ze je-li f funkce proménnych zq, xo, ..., z,, pak
gradient funkce f je

ap (2 00 o
rad f = o
& Oxy Oxy’ ' 0x, )’
a jsou-li g1, 9o, ..., g, funkce proménnych xq, s, ..., z,, pak divergence zobrazeni g =
(91,---19a) Je

: 991 | Ogs Ign

divg = =22 + 222 4 ... )
Vg o0x, + 0xo Tt ox,,

Téz si snad pamatujete, ze

diV(gradf)=i<ﬁ)+---+ 0 (af) —82f+...+82_f:Af.

Oxy \ Oy Oor, \Ox,) 023 oz
Resena rovnice (11.1), tj. % + 2273 = 8z, po snadné upravé —Au = —8z, se tedy do tvaru
(11.3) prepise jako

—div(1 - gradu) +0 - u = —8u.

Proto dialog pro zadani rovnice doplnime takto (nékteré z uvedenych hodnot uz tam
mozné jsou ,samy od sebe“, pak je pochopitelné nechdme byt):

e Do kolonky pro funkci ¢ doplnime konstantu 1, do kolonky pro a napiseme nulu a do
kolonky pro f napiSeme -8*x.

Cela véc by pak méla vypadat nasledovné:

-} PDE Specification

Ecyuation: -divic*gradiu))+atu=f
Type of POE: Coefficient Walue
) Elliptic & o
O Paraholic a o
() Hyperbolic f E:B*x
' i 1
(") Eigenmodes | |

Triangulace oblasti

Oblast 2 ztriangulujeme:

e Kliknéte na tlacitko s trojihelnikem nebo v menu vyberte Mesh a pak Initialize Mesh
Chceme-li mit sit jemnéjsi, mizeme

e kliknout na tlac¢itko s trojihelnikem rozdélenym na ¢tyti mensi trojihelniky nebo v menu
vybrat Mesh a pak Refine Mesh.
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Zjemnénou sit pak muzeme jesté ponékud vylepsit (zpravidelnit, odstranit z ni nékteré
tzké trojuhelniky) pomoci funkce Jiggle. (Ptvodni vyznam slova ,jiggle“ je ,pohupovat “
¢i ,,trhané se pohybovat“, v souvislosti se siti se tim mysli zhruba to, ze uzly sité se trosku
popremistuji, kazdy uzel se pfesune do praméru svych sousedi.)

e Mizeme v menu vybrat Mesh a pak Jiggle Mesh - tuto operaci mizeme provadét
i opakovane.

Pokud se nam to, co se se siti dé€je, nelibi, mizeme Gpravy brat zpét pomoci menu: Mesh,
pak Undo Mesh Change. Prvni navrh sité mizeme ovlivnit pomoci nastaveni parametri
(v menu Mesh, Parameters...). Zde miizeme napf. nastavit maximalni povolenou délku
hrany (maximum edge size).

Jestlize jsme zjemnéni a ,,jigglovani“ provedli pravé jednou, méli bychom mit na obrazovce
toto:

-} PDE Toolbox - PRIKLADT.#
File E0f  Options Draw Boundary PDE Mesh Solve Plot Window Help L

[Generic Seater :jl X 05 v o

D|E|O|®| 3| m | me| Al L] = &S

Set formula:

25 p o R B A AN P e T e

(15 B LS p S e e e e SR i O S S e e —

Qs e . : : e L TR 1

Inf. Jiggled mesh consists of 552 nodes and 1028 triangles.

Sit miizeme exportovat pro jeji pfipadné dalsi pouziti: v menu Mesh, pak Export Mesh. ...
Sif bude uloZena pomoci t¥i matic, jejichZ jména si mizeme vybrat. Matlab ndm nabizi
jména p, e a t. Prvni matice bude obsahovat informace o uzlech sité (points), druhé
o hranéach (edges) a tfeti o trojuhelnicich (triangles). S témito maticemi pak v Matlabu
muzeme dale pracovat dle potfeby, napf. si jejich prvky mitizeme nechat vypsat do souboru,
ktery pak mtizeme prenést a pouzivat v jiném programu.

Reseni rovnice a jeho grafické znazornéni
Ted kdyz méame vSechno pfipravené, mtizeme konecné najit priblizné feseni rovnice.
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e Klikneme na tlacitko s rovnitkem nebo v menu vybereme Solve, pak Solve PDE.
Reseni bude asi chvilku trvat (je nutno ne zcela jednoduchym zptisobem sestavit a pak
vyTesit systém zhruba 500 rovnic o 500 nezndmych — pokud pracujeme se siti, ktera je
na predchozim obrazku). Az je pocita¢ hotov, feSeni se zobrazi pomoci dvourozmérného
obrazku — hodnoty feSeni na oblasti €2 jsou rozliSeny pomoci barev, vpravo mame zo-
brazenu stupnici (angl. colorbar), pomoci niz pozname, jaka barva odpovida jaké hodnoté
feSeni.

Chceme-li feseni exportovat pro dalsi pouziti, udélame to pres menu: Solve, pak Export
Solution. ... Reseni je ulozeno ve formé vektoru (jméno si mtizeme vybrat, automaticky se
nabizi u), jehoz slozky jsou hodnoty feSeni v jednotlivych uzlech sité. Chceme-li s timto
fesenim dale pracovat, piipadné je (pfes soubor) pfenést do néjakého jiného programu,
musime k nému samoziejmé mit i prislugnou sit, hlavné jeji uzly, jinak je zcela bezcenné.
Parametry zobrazeni feseni mizeme meénit. Formulaf pro nastaveni parametri se nam
zobrazi po stisknuti tlacitka s 3-D grafem, pripadné se k nému dostaneme z menu: Plot,
Parameters. .. Zde jiz nechame kazdému c¢tenaii prostor pro experimentovani.

11.4 Cviceni

Priklad 1 Pomoci Matlabu najdéte priblizné fesend lohy
—Au = 5sin (10arctg %) na €2,

kde ) je ¢dst mezikruzi o polomeérech r =1, R = 3, kterd lezi v prunim kvadrantu,
Q={(z,y): 220,y >0,1 <a”+y* <9},

s okrajovymi podminkamsi

u(r,y) = 0 naly={(z,y):2>0y>02"+y* =1},
w(z,y) = 5 naly={(z,y):2>0y>0,2>+y> =9}
n-gradu = 0 nal3={(z,y):1<2<3,y=0}aly={(z,y):2=0,1<y <3}

Reseni: Spise nékolik poznamek a tipti:

Pozor na okrajovou podminku zadanou na I's a I'y. Symbolem - se zde nemysli obycejné
nasobeni, ale skaldrni sou¢in. Podminka mohla byt téz zapsana jako Ou/0n = 0. Jedné se
o homogenni Neumannovu okrajovou podminku, které se téz rika podminka kolmosti. Az
budete mit feseni, nechte si zobrazit vrstevnice (contours) a pokuste se odhadnout, proé¢
se v souvislosti s touto podminkou zminuje zrovna kolmost.

Pii zadavani této podminky si mizete vSimnout, ze v Matlabu bude ocekavan tvar
nxcxgrad(u) +qu=g. Pismenem n se mysli normala 77, takZe nezadavame nic. Funkce c
je tataz jako v rovnici (viz (11.3)) a zaddme ji (nebo spi§ nechdme nastavenou na 1) az
prii zadavani rovnice. Jediné, co musime zadat primo zde, jsou funkce q a g.

Prava strana rovnice je ponékud komplikovana, ale neni to ze zlomyslnosti, spis k tomu
vedla snaha o to, aby vysledny obrazek byl zajimavéjsi nez u feSeného prikladu. Pozor
na spravny zapis operatori - nezapomeite na patiicné misto napsat tecku. Funkce arctg
se v Matlabu zadava jako atan, ne tfeba arctan! Z toho, Ze zlomek y/z na ¢asti hranice
oblasti €2 neni definovan, si nemusite délat hlavu - Matlab si s tim poradi, zvlast, kdyz se
tento zlomek dale dosazuje do funkce arctg.
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