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Úvod

Tento u£ební text by m¥l slouºit jako dopln¥k ke skript·m Matematika 3. Je rozd¥len
do n¥kolika kapitol, kaºdá kapitola (s výjimkou první, která slouºí spí²e ke zopakování
st°edo²kolské látky) zhruba pokrývá látku probíranou na jednom cvi£ení. Na za£átku
kaºdé kapitoly jsou vºdy zopakovány základní pojmy a vzorce vztahující se k probírané
tématice. Vºdy je p°edvedeno n¥kolik podrobn¥ °e²ených p°íklad·, pak následují p°íklady
pro samostatnou práci.
P°i p°íprav¥ této sbírky jsme vycházely ze zku²eností z cvi£ení p°edm¥tu BMA3. Snaºíme
se upozor¬ovat na chyby, kterých se studenti £asto dopou²t¥jí, a ukazovat cestu k jejich
náprav¥. Doufáme, ºe na²e sbírka jednak pom·ºe student·m lépe pochopit probíranou
látku a jednak ºe bude uºite£ným pomocníkem p°i p°íprav¥ na zkou²ku.
Nyn¥j²í verze sbírky je pouze p°edb¥ºná a � bohuºel � ne úpln¥ hotová. Hodláme sbírku
postupn¥ dopl¬ovat a podle zku²eností s jejím pouºíváním upravovat. Budeme £tená°·m
vd¥£né za jakékoli v¥cné p°ipomínky, upozorn¥ní na p°ípadné chyby a nám¥ty pro zdoko-
nalení.

Autorky, listopad 2007
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1 Základy kombinatoriky

Tato kapitola bude trochu odli²ná od ostatních kapitol na²í sbírky. Na rozdíl od nich totiº
p°ímo nenavazuje na teorii probíranou v p°edm¥tu Matematika 3, ale m¥la by slouºit
spí²e jako opakování a p°íprava pro studium tohoto p°edm¥tu. Kombinatorika se zabývá
problémem, kolik máme moºností, jak z n¥jakého výchozího souboru objekt· sestavit
skupinu s ur£itými vlastnostmi, a pro n¥které partie pravd¥podobnosti je zcela nepostra-
datelná. Ve skriptech z Matematiky 3 se po£ítá s tím, ºe základy kombinatoriky jsou jiº
student·m známy ze st°ední ²koly. Protoºe v²ak zku²enost ukazuje, ºe mnohé v¥ci jsou
ve druhém ro£níku vysoké ²koly uº dávno zapomenuty, povaºujeme za vhodné n¥které
základní pojmy p°ipomenout. Budeme se vºdy snaºit na konkrétních p°íkladech vysv¥tlit,
jak se ke vzorc·m pro po£ty variací, permutací £i kombinací vlastn¥ dojde. Komu se vý-
klad, ur£ený hlavn¥ t¥m student·m, pro které je toto odv¥tví matematiky obtíºné, bude
zdát p°íli² �polopatistický�, m·ºe jej samoz°ejm¥ p°esko£it a v¥novat se °e²ení p°íklad·
samostatn¥.

1.1 Základní pojmy a °e²ené p°íklady

P°íklad 1.1 Na vrchol kopce vedou £ty°i cesty. Kolika zp·soby si m·ºe turista, který
chce na tento kopec vystoupit, naplánovat výlet, jestliºe si pro výstup i sestup m·ºe vybrat
kteroukoli z cest?
�e²ení: P°edstavme si, ºe po on¥ch £ty°ech cestách vedou turistické zna£ky: £ervená,
modrá, zelená a ºlutá. Turista m·ºe jít nahoru po kterékoli z nich. Má tedy £ty°i moºnosti,
jak na kopec vystoupit. Dejme tomu, ºe si vybral £ervenou zna£ku. Dol· pak m·ºe jít op¥t
£ty°mi r·znými cestami. Máme tedy £ty°i plány výletu, kdy se na kopec vystoupí po £ervené
zna£ce. Podobn¥ pak £ty°i plány za£ínající modrou, £ty°i zelenou a £ty°i ºlutou zna£kou.
M·ºeme si je i vypsat (první písmeno ozna£uje zna£ku, po které ²el turista nahoru, druhé
zna£ku pro sestup):
�� M� Z� ��
�M MM ZM �M
�Z MZ ZZ �Z
�� M� Z� ��
Po£et moºností pro naplánování výletu je tedy 4 · 4 = 16.

P°íklad 1.2 �e²me nyní stejnou úlohu, ale tentokrát turista nechce jít zp¥t stejnou ces-
tou, kterou na kopec vy²el. Kolik má moºností v tomto p°ípad¥?
�e²ení: Pro výstup si op¥t m·ºe vybrat kteroukoli ze £ty° zna£ek. Jestliºe si vybral £erve-
nou, má pro sestup uº jen t°i moºnosti: modrou, zelenou nebo ºlutou zna£ku. Podobn¥ je
to pro p°ípady, kdy si pro výstup zvolil n¥kterou jinou zna£ku � pro kaºdý z t¥chto p°ípad·
má 3 moºnosti cesty dol·. Moºnosti si op¥t m·ºeme vypsat:
�M M� Z� ��
�Z MZ ZM �M
�� M� Z� �Z
Celkem existuje 4 · 3 = 12 variant výletu.
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Jestliºe postup p°edvedený v p°edchozích dvou p°íkladech zobecníme, dostaneme tzv.
pravidlo sou£inu, které budeme pozd¥ji £asto pouºívat i p°i °e²ení sloºit¥j²ích p°íklad·:

Pravidlo sou£inu
Jestliºe objekt A m·ºeme vybrat m zp·soby a po kaºdém takovém výb¥ru lze objekt B
vybrat n zp·soby, pak výb¥r uspo°ádané dvojice (A,B) lze uskute£nit m · n zp·soby.

Poznamenejme, ºe £ísla m a n nemusí být tak snadno ur£itelná jako u p°íklad· 1.1 a 1.2.
Pozd¥ji uvidíme, ºe n¥kdy budeme pot°ebovat sloºit¥j²í úvahu, abychom k nim dosp¥li.
Nyní zkusíme pracovat s v¥t²ími skupinami neº s dvojicemi.

P°íklad 1.3 U jistého typu automobilu si zákazník m·ºe zvolit v·z jedné z p¥ti barev.
Automobil m·ºe a nemusí být vybaven airbagy, stejn¥ tak m·ºe a nemusí mít klimatizaci.
Kolika zp·soby si m·ºe zákazník vybrat?
�e²ení: Pro za£átek z na²ich úvah vypustíme klimatizaci. Pokud budeme volit jen barvu
a p°ípadné vybavení airbagy, máme celkem 5 · 2 = 10 moºností. (Barvu m·ºeme zvolit
5 zp·soby. Ke kaºdé zvolené barv¥ máme je²t¥ dv¥ moºnosti, jak se rozhodnout: airbagy
tam bu¤ budou, nebo nebudou.) K libovolné z t¥chto 10 variant te¤ máme je²t¥ dv¥ moº-
nosti ohledn¥ klimatizace. Celkem tedy existuje 5 · 2 · 2 = 20 moºností pro výb¥r vybavení
automobilu.

P°íklad 1.4 V prvním semestru prvního ro£níku studenti skládají £ty°i zkou²ky (BMA1,
BMTD, BFY1 a BEL11). U kaºdé zkou²ky m·ºe být student hodnocen stupn¥m A aº F.
Kolika r·zných celkových výsledk· (�vysv¥d£ení�) m·ºe dosáhnout?
�e²ení: Pro zkou²ku z BMA1 má 6 moºností výsledku. Ke kaºdému z nich pak pro zkou²ku
z BMTD zase 6. Tím máme 6 · 6 moºností pro první dv¥ zkou²ky. Ke kaºdé z nich je 6
moºností pro zkou²ku z BFY1. To d¥lá 6 · 6 · 6 moºností a ke kaºdé z nich pak je²t¥
je 6 moºností pro výsledek zkou²ky z BEL1. Výsledných moºností pro celé studentovo
�vysv¥d£ení� je tedy 6 · 6 · 6 · 6 = 64 = 1296.

V tomto p°íkladu jsme sestavovali uspo°ádané £tve°ice, udávající postupn¥ známky z ma-
tematiky, materiál·, fyziky a elektrotechniky, ze ²estiprvkové mnoºiny moºných výsledk·
{A, B, C, D, E, F}. Jednalo se o tzv. variace s opakováním.

Variace s opakováním
Variace s opakováním jsou uspo°ádané k-tice vybírané z n prvkové mnoºiny, p°i£emº
jednotlivé prvky se v k-ticích mohou opakovat.
Protoºe kaºdý z k prvk· m·ºeme vybrat n zp·soby, po£et t¥chto variací je

n · · ·n︸ ︷︷ ︸
k krát

= nk.

S variacemi s opakováním jsme se setkali uº v p°íkladu 1.1, kde jsme sestavovali uspo°ádané
dvojice ze £ty°prvkové mnoºiny {�, M, Z, �}. Výsledek tohoto p°íkladu m·ºete porovnat
s vý²e uvedeným vzorcem.

1Podle studijního plánu pro ²kolní rok 2007/2008.
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P°íklad 1.5 Nový d¥kan jisté fakulty si vybírá 3 prod¥kany: pro studium, pro v¥du a
výzkum a pro vn¥j²í vztahy. V úvahu p°ipadá celkem 10 lidí, se kterými je zadob°e. Kolik
je moºností pro nové vedení fakulty?
�e²ení: Jako studijního prod¥kana si m·ºe vybrat kohokoli z 10. K n¥mu pak jako v¥-
deckého prod¥kana uº jen n¥koho ze zbývajících 9 lidí. Tím máme 10 · 9 moºností pro
první dva prod¥kany a ke kaºdé z nich je pak je²t¥ 8 moºností pro volbu t°etího. Celkem
je 10 · 9 · 8 = 720 moºností.

Tentokrát jsme z mnoºiny deseti lidí sestavovali uspo°ádané trojice prod¥kan·, ve kterých
se prvky nemohly opakovat. Jak jiº asi tu²íte, byly to tzv. variace bez opakování.

Variace bez opakování
Variace bez opakování jsou uspo°ádané k-tice vybírané z n prvkové mnoºiny, p°i£emº
jednotlivé prvky se v k-ticích nesmí opakovat.
Protoºe první prvek m·ºeme vybrat n zp·soby, druhý n − 1 zp·soby atd., po£et t¥chto
variací je

n · (n− 1) · · · (n− k + 1)︸ ︷︷ ︸
celkem násobίme k čίsel

V²ímavý £tená° jist¥ rozeznal, ºe na variace bez opakování byl jiº p°íklad 1.2.

P°íklad 1.6 P¥t p°átel si koupilo lístky do kina. Kolika zp·soby se mohou na vyhrazených
p¥ti sedadlech rozesadit?
�e²ení: M·ºeme v podstat¥ zopakovat úvahu z p°íkladu s prod¥kany. Na první sedadlo
si m·ºe sednout kterýkoli z p¥ti kamarád·, na druhé pak uº jen n¥kdo ze zbylých £ty°, na
t°etí pak ze t°í, atd. Celkem se mohou usadit 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 120 zp·soby.

Nyní jsme zkoumali, kolika zp·soby se dá � co do po°adí � p°eskupit 5 objekt· (v na²em
p°ípad¥ náv²t¥vník· kina). Téº by se dalo °íct, ºe jsme sestavovali uspo°ádané p¥tice z p¥ti
prvk·. Tím se dostáváme k tzv. permutacím. D°íve, neº je budeme de�novat, p°ipome¬me
pro jistotu pojem, který s permutacemi úzce souvisí.

Faktoriál
Je-li n p°irozené £íslo, pak symbolem n! (£teno �n faktoriál�) rozumíme sou£in v²ech
p°irozených £ísel od 1 do n:

n! = n · (n− 1) · · · 1
Speciáln¥ se de�nuje

0! = 1.

Výsledek p°edchozího p°íkladu se tedy mohl zapsat jako 5!.
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Permutace
Permutace jsou uspo°ádané n-tice vybírané z n prvkové mnoºiny, p°i£emº jednotlivé
prvky se nesmí opakovat.
Po£et permutací z n prvk· (neboli po£et v²ech moºných p°eskupení n prvk·) je

n · (n− 1) · · · 1 = n!

Nyní zkusíme o n¥co obtíºn¥j²í variantu p°íkladu s náv²t¥vníky kina.

P°íklad 1.7 Sedm p°átel, £ty°i chlapci a t°i dívky, si koupilo lístky do kina. Cht¥jí se
rozesadit tak, aby chlapci a dívky sed¥li st°ídav¥. Kolik mají moºností, jak to ud¥lat?
�e²ení: Na po£et moºných rozesazení se dá p°ijít více zp·soby. M·ºeme si nap°íklad °íct,
ºe první sedadlo musí obsadit n¥který ze £ty° chlapc·. Ke kaºdé z t¥chto £ty° moºností
máme 3 moºnosti, jak obsadit druhé sedadlo n¥kterou z dívek. Ke kaºdé z výsledných 4 · 3
moºností pro první dv¥ sedadla máme 3 moºnosti, jak obsadit t°etí sedadlo n¥kterým ze
zbývajících chlapc·, atd. Tímto zp·sobem dostáváme výsledek ve tvaru 4·3·3·2·2·1·1 = 144.
K témuº výsledku se ale m·ºeme dostat i tak, ºe si °ekneme, ºe ur£itá 4 sedadla jsou
vyhrazena chlapc·m. Ti je mohou obsadit 4! = 24 zp·soby. Ke kaºdému z t¥chto 24 zp·sob·
rozesazení chlapc· máme 3! rozesazení dívek na 3 sedadla, která jsou jim vyhrazena. To
dává celkem 4! · 3! = 24 · 6 = 144 moºností.

Druhý z postup· p°edvedených v tomto p°íkladu pouºijeme nyní.

P°íklad 1.8 Kolik r·zných slov se dá sestavit ze v²ech písmen slova ANANAS? (Slo-
vem zde rozumíme libovolné p°eskupení zadaných písmen; význam takovéto �slovo� mít
nemusí.)
�e²ení: Máme k dispozici 6 písmen, z nichº n¥která se opakují. Kdyby v²echna písmena
byla navzájem r·zná, odpov¥¤ na otázku by byla jednoduchá. Proto budeme pro za£átek
povaºovat jednotlivá A a N za r·zná písmena � slovo by pak mohlo vypadat nap°. ANanaS.
Máme 6! moºností, jak tyto znaky p°eskupit. Ov²em n¥která z t¥chto p°eskupení jsou ve
skute£nosti totoºná. Nap°. ASnaNa je totéº slovo jako aSNanA. V²ech 6! p°eskupení proto
m·ºeme rozd¥lit do n¥kolika (zatím nevíme kolika � tento po£et je práv¥ úkolem zjistit)
skupin, které se skládají vºdy ze stejných slov. Kdybychom to nap°. brali podle abecedy,
v první skupin¥ by byla slova AaaNnS, aAanNS, . . . , ve druhé AaaNSn, aAanSN, . . . ,
atd.
Zkoumejme nyní, kolik prvk· má první skupina (AAANNS). Je to podobný úkol jako
v p°íkladu 1.7. Pro rozmíst¥ní t°í r·zných písmen A na prvních t°ech místech slova máme
3! moºností. Ke kaºdé z t¥chto moºností jsou pak 2 (nebo, chceme-li, 2!) moºnosti, jak
uspo°ádat dv¥ r·zná písmena N na dal²ích dvou místech. Poslední S je pak umíst¥no pevn¥.
Celkem tedy je 3! · 2! slov (se zatím rozli²itelnými A a N), která dávají slovo AAANNS.
Stejným zp·sobem bychom dosp¥li k tomu, ºe v kaºdé z ostatních skupin je také 3! · 2!
slov. Kdyº situaci zrekapitulujeme, vidíme, ºe máme celkem 6! slov rozd¥lených do skupin.
V kaºdé skupin¥ je 3!·2! slov. Po£et skupin neboli po£et r·zných slov sestavitelných z písmen
ANANAS je tedy

6!

3! · 2!
=

6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1
3 · 2 · 1 · 2 · 1 = 60.
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Obecn¥, zkoumáme-li p°eskupení n p°edm¥t·, z nich n¥které se opakují, mluvíme o per-
mutacích s opakováním. Ke vzorci pro jejich celkový po£et bychom dosp¥li stejnou úvahou
jako v p°edchozím p°íkladu.

Permutace s opakováním
Permutace s opakováním jsou permutace sestavované z n prvkové mnoºiny, ve které je
n1 prvk· prvního druhu, n2 prvk· druhého druhu, . . . , nk prvk· k-tého druhu, kde
n1 + n2 + · · ·+ nk = n. Jejich po£et je

n!

n1! · n2! · · ·nk!
.

P°íklad 1.9 Máme balí£ek 32 r·zných karet. Hrá£ dostane 5 karet. Kolik je moºností pro
tuto p¥tici? (Nezáleºí na tom, v jakém po°adí byly karty rozdány. Záleºí pouze na tom,
které karty hrá£ dostal.)
�e²ení: Kdyby na po°adí karet záleºelo, byli bychom ve stejné situaci jako v p°íkladu 1.5.
�lo by o variace bez opakování. První karta by mohla být kterákoli z 32, k ní druhá pak
kterákoli z 31, atd. Celkem bychom m¥li 32 ·31 ·30 ·29 ·28 = 24 165 120 moºností. Jenºe zde
na po°adí karet nezáleºí. Uspo°ádaná p¥tice K♥, Q♣, 10♥, 8♦, 7♠ hrá£i vyjde nastejno
jako 8♦, Q♣, 7♠, K♥, 10♥. V²ech 24 165 120 moºností proto m·ºeme rozd¥lit do (op¥t
zatím neznámého po£tu) skupin. Kaºdá skupina se skládá z p¥tic karet, které se li²í pouze
po°adím. P¥t karet m·ºeme p°eskupit 5! zp·soby, kaºdá skupina má proto 5! prvk·. Po£et
skupin neboli po£et v²ech r·zných p¥tic karet sestavitelných z 32 karet je proto

32 · 31 · 30 · 29 · 28

5!
.

S tímto výsledkem m·ºeme je²t¥ chvíli �£arovat�. Zlomek roz²í°íme výrazem 27!. Po úprav¥
pak dostaneme výsledek v kompaktn¥j²ím tvaru:

32 · 31 · 30 · 29 · 28

5!
=

32 · 31 · 30 · 29 · 28 · 27!

5! · 27!
=

32!

5! · 27!

Jiný zp·sob °e²ení: P°edstavme si, ºe máme karty n¥jak uspo°ádané, nap°.
A♥, A♦, A♠, A♣, K♥, K♦, . . . , 7♥, 7♦, 7♠, 7♣. Kaºdá p¥tice karet se te¤ dá interpreto-
vat jako 32-£lenná posloupnost p¥ti jedni£ek a dvaceti sedmi nul. Jedni£ky jsou na místech
vybraných karet, nuly na v²ech ostatních. Nap°. posloupnost (1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, . . . , 0, 1, 1)
by znamenala, ºe hrá£ dostal A♥, A♠, K♦, 7♠ a 7♣. Zadanou otázku te¤ m·ºeme p°evést
na problém, kolika zp·soby lze navzájem p°eskupit p¥t jedni£ek a 27 nul. Na tuto otázku
uº ale odpov¥¤ známe. Jde o n¥co podobného jako v p°íkladu s ananasem a výsledek je

32!

5! · 27!
.

Ob¥ma zp·soby jsme dosp¥li k témuº výsledku, který po vy£íslení dá 201 376 moºných p¥tic
sestavitelných z 32 karet.
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Tento p°íklad byl velmi d·leºitý. Otázka, kolika zp·soby lze vybrat z n-prvkové mnoºiny k-
prvkovou skupinu, ve které nezáleºí na po°adí, ale pouze na tom, které prvky byly vybrány,
se vyskytuje velmi £asto. V práv¥ p°edvedeném p°íkladu jsme odvodili vztah pro výpo£et
po£tu p¥tiprvkových podmnoºin z dvaat°icetiprvkové mnoºiny. V následujícím ráme£ku
je situace popsána obecn¥.

Kombinace, kombina£ní £ísla
Kombinace k-té t°ídy z n prvk· jsou k-prvkové skupiny vybírané z n-prvkové mnoºiny,
p°i£emº nezáleºí na po°adí, v jakém prvky byly vybrány.
Jinými slovy, jsou to k-prvkové podmnoºiny z mnoºiny mající n prvk·.
Po£et takovýchto kombinací je (

n
k

)
=

n!

k! · (n− k)!
.

Symbol
(
n
k

)
£teme �n nad k� a nazýváme jej kombina£ní £íslo.

U karet je²t¥ chvíli z·staneme a zkusíme o n¥co sloºit¥j²í p°íklady. Výpo£ty kombina£ních
£ísel pro jistotu v prvních n¥kolika p°ípadech rozepí²eme.

P°íklad 1.10 Kolika zp·soby m·ºeme z balí£ku 52 karet (4×13 karet v barvách ♥,♦,♠,♣
o hodnotách 2, 3, . . . , K, A) vybrat p¥tici karet, v které jsou práv¥ dv¥ esa?
�e²ení: Nejprve se podíváme, kolika zp·soby lze z balí£ku vybrat dvojici es. Esa máme
celkem 4, z nich vybíráme dvojici, nezáleºí nám na tom, v jakém po°adí jsme karty vybrali,
ale jen na tom, z kterých es se dvojice skládá. Po£et v²ech moºných dvojic je proto(

4

2

)
=

4!

2! · 2!
=

4 · 3 · 2 · 1
2 · 1 · 2 · 1 = 6.

Jestliºe uº je n¥jaká dvojice es vybrána, musíme k ní � pro dopln¥ní do p¥tice � vybrat
je²t¥ t°i karty jiné neº esa. Takovýchto karet máme 48, vybíráme z nich trojici. Pro tento
výb¥r je po£et moºností(

48

3

)
=

48!

3! · 45!
=

48 · 47 · 46 · 45!

3 · 2 · 1 · 45!
= 17 296.

Nyní pouºijeme pravidlo sou£inu � dvojici es lze vybrat
(

4
2

)
zp·soby, ke kaºdé takovéto

dvojici lze zbývající trojici doplnit
(

48
3

)
zp·soby, p¥tici sloºenou ze dvou es a t°í �ne-es�

m·ºeme proto sestavit(
4

2

)
·
(

48

3

)
= 6 · 17 296 = 103 776

zp·soby.

Kombina£ní £ísla se dají snadno vypo£ítat pomocí tzv. Pascalova trojúhelníka. Tímto
názvem ozna£ujeme tabulku trojúhelníkového tvaru
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n = 0 1
n = 1 1 1
n = 2 1 2 1
n = 3 1 3 3 1
n = 4 1 4 6 4 1
n = 5 1 5 10 10 5 1
n = 6 1 6 15 20 15 6 1

Kaºdý °ádek zde obsahuje v²echna kombina£ní £ísla pro totéº n. Podle známého vzorce,(
n
k

)
+
(
n
k+1

)
=
(
n+1
k+1

)
, dostaneme se£tením dvou sousedních kombina£ních £ísel n¥kterého

°ádku to kombina£ní £íslo, jeº stojí v dal²ím °ádku pod mezerou mezi nimi. Pascal·v
trojúhelník tak m·ºe slouºit k dosti rychlému výpo£tu kombina£ních £ísel.

P°íklad 1.11 Kolika zp·soby m·ºeme z balí£ku 52 karet vybrat 6 karet tak, aby nanejvý²
jedna z vybraných karet byla piková?
�e²ení: Má-li být ve vybrané ²estici nanejvý² jedna piková karta, znamená to, ºe ²estice
obsahuje bu¤ práv¥ jednu takovou kartu, nebo ºádnou. Celkový po£et proto dostaneme tak,
ºe se£teme po£et ²estic skládajících se z jedné pikové karty (takovýchto karet máme celkem
k dispozici 13) a p¥ti jiných karet (jiných karet je celkem 39) a po£et ²estic sloºených
ze samých karet jiných neº pikových. Jednotlivé po£ty ur£íme podobn¥ jako v p°edchozím
p°íkladu, celkový výsledek je pak

13 ·
(

39

5

)
+

(
39

6

)
.

Postup pouºitý v tomto p°íkladu m·ºeme zobecnit. �asto se poda°í objekty, jejichº po£et
chceme zjistit, rozd¥lit do více skupin, jejichº po£ty prvk· umíme ur£it. Celkový po£et
objekt· je pak roven sou£tu po£t· prvk· jednotlivých skupin. Musíme v²ak dát pozor na
to, aby jednotlivé skupiny byly disjunktní, tj. aby ºádný objekt nespadal do více skupin
sou£asn¥. Jako varování by nám mohl poslouºit následující p°íklad.

P°íklad 1.12 Jistá vysoká ²kola promíjí p°ijímací zkou²ku uchaze£·m, kte°í maturovali
z matematiky nebo z fyziky a dosáhli alespo¬ z jednoho z t¥chto p°edm¥t· klasi�kace vý-
born¥. Z celkového po£tu 1000 p°ihlá²ených na tuto ²kolu maturovalo z matematiky na
výbornou 100 uchaze£· a z fyziky 80. Kolik uchaze£· bude p°ijato bez p°ijímací zkou²ky?
Pokus o °e²ení: N¥kdo by si t°eba mohl °íct, ºe výsledek je

100 + 80 = 180.

Tento výsledek v²ak v·bec nemusí být správný. Uchaze£i, kte°í maturovali za jedna z mate-
matiky i z fyziky, jsou zde zapo£ítáni dvakrát. Na základ¥ informací, které máme, nejsme
schopni po£et lidí p°ijatých bez p°ijíma£ek p°esn¥ ur£it. Kdybychom ale navíc v¥d¥li, ºe
30 uchaze£· maturovalo na výbornou z obou p°edm¥t·, úloha by jiº °e²itelná byla. Po£et
p°ijatých bez p°ijímací zkou²ky by byl

100 + 80− 30 = 150.
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Vzali jsme 100 lidí, kte°í mají jedni£ku z matematiky, a k nim jsme p°idali z t¥ch, kdo
mají jedni£ku z fyziky, jen ty, kte°í je²t¥ nebyli zapo£ítáni v �matematicích�.
Obecn¥ je °e²ení na²eho p°íkladu

100 + 80−m, kde m je po£et uchaze£· s jedni£kou z obou p°edm¥t·.

P°íklad 1.13 Kolik lze sestavit p¥ticiferných £ísel z £íslic 1, 2, 3, takových ºe na za£átku
nebo na konci je jedni£ka?
�e²ení: �ísel, která za£ínají jedni£kou, je 34 (na prvním míst¥ je napevno jedni£ka, na
druhém aº pátém míst¥ m·ºe být kterákoli ze t°í moºností). Podobn¥ máme 34 £ísel, která
jedni£kou kon£í. Abychom získali po£et £ísel, která mají na za£átku nebo na konci jedni£ku,
nesta£í vzít 2 · 34, protoºe £ísla jedni£kou za£ínající i kon£ící by byla zapo£ítána dvakrát.
Takovýchto £ísel je 33 (na prvním a pátém míst¥ jedni£ky, na zbylých t°ech místech cokoli
ze t°í moºností). Výsledek je tedy

34 + 34 − 33 = 81 + 81− 27 = 135.

Jiný zp·sob °e²ení: P°íklad m·ºeme °e²it téº tak, ºe zjistíme, kolik £ísel nevyhovuje
poºadované podmínce, a tento po£et pak ode£teme od celkového po£tu moºností. Celkem
m·ºeme z £íslic 1, 2, 3 sestavit 35 p¥ticiferných £ísel. Po£et £ísel, která jedni£ku na za£átku
ani na konci nemají, je 2 · 3 · 3 · 3 · 2, protoºe první a pátou cifru m·ºeme vybrat pouze ze
dvou moºností, zatímco v²echny ostatní ze t°í. Výsledek je pak

35 − 2 · 33 · 2 = 243− 108 = 135

Druhý p°edvedený zp·sob °e²ení � ur£ení po£tu moºností, které zadané podmínce nevy-
hovují, a jeho ode£tení od po£tu v²ech moºností � je v n¥kterých p°ípadech výhodn¥j²í
neº p°ímé hledání po£tu vyhovujících moºností. �asto se pouºívá v p°íkladech typu �kolik
existuje skupin obsahujících aspo¬ jeden prvek s danou vlastností�.
Na záv¥r si uvedeme p°íklad, který jsme díky vhodnému p°eformulování schopni vy°e²it
mnohem snadn¥ji.

P°íklad 1.14 Kolik lze sestavit trojciferných £ísel, takových ºe £íslice na míst¥ jednotek
je men²í neº £íslice na míst¥ stovek a ta je men²í neº £íslice na míst¥ desítek ?
�e²ení: Sta£í si uv¥domit, ºe kdyº máme k dispozici t°i r·zné £íslice (od 0 po 9), tak
hledané trojciferné £íslo je uº jednozna£n¥ dané-nejmen²í £íslice bude na míst¥ jednotek,
prost°ední na míst¥ stovek a nejv¥t²í na míst¥ desítek. Proto úlohu m·ºeme p°eformulovat
následovn¥: Kolik je trojprvkových podmnoºin mnoºiny {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}? Hledaný
po£et je

(
10
3

)
= 120.

1.2 P°íklady pro samostatnou práci

P°íklad 1.15 V zábavném testu v novinách je úkolem p°i°adit k literárním díl·m jejich
autory. Celkem je zadáno 10 d¥l a 10 autor·. Kolika zp·soby m·ºe být tento test vypln¥n,
jestliºe ke kaºdému dílu n¥jakého autora p°i°adíme?
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Výsledek: 10!

P°íklad 1.16 U p°ijímací zkou²ky z matematiky je 20 otázek a u kaºdé z nich je 5 moº-
ností odpov¥di. Kolika zp·soby m·ºe uchaze£ test vyplnit, jestliºe
a) u kaºdé otázky za²krtne práv¥ jednu odpov¥¤?
b) u kaºdé otázky bu¤ za²krtne jednu odpov¥¤, nebo otázku nechá nezodpov¥zenou?

Výsledek: a) 520, b) 620

P°íklad 1.17 Kolika zp·soby je moºné rozm¥nit 100 K£, jestliºe jsou k dispozici 50, 20,
10 a 5 - koruny? Bankovek a mincí je neomezený po£et.

Výsledek: 49

P°íklad 1.18 Finále sportovní sout¥ºe se ú£astní 12 závodník·. Nikdo není diskvali�ko-
ván, na ºádném míst¥ nemohou skon£it dva nebo více závodník· sou£asn¥.
a) Kolik je moºných výsledk· sout¥ºe?
b) Kolik je moºných výsledk· takových, ºe lo¬ský vít¥z neobhájí své umíst¥ní? (P°edpoklá-
dáme, ºe lo¬ský vít¥z se ú£astní.)
c) Kolik je moºných výsledk· takových, ºe první t°i místa budou obsazena stejnými závod-
níky jako minule, i kdyº t°eba v jiném po°adí?

Výsledek: a) 12!, b) 12!− 11! = 11 · 11!, c) 3! · 9!

P°íklad 1.19 U stánku prodávají tri£ka v ²esti velikostech, £ty°ech r·zných barvách a
bu¤ s jedním ze £ty° r·zných obrázk·, nebo bez obrázku. Kolik r·zných typ· tri£ek mohou
maximáln¥ mít?

Výsledek: 6 · 4 · 5 = 120

P°íklad 1.20 Kolik existuje £ty°písmenných slov skládajících se z 26 písmen abecedy (bez
há£k· a £árek), která obsahují písmeno x?

Výsledek: 264 − 254

P°íklad 1.21 V mate°ské ²kolce je 10 detí. Kdyº jdou na procházku, mají vytvo°it 5
dvojic. Kolika sp·soby to m·ºou ud¥lat? Zajímá nás jen to, kdo je s kým ve dvojici,
po°adí dvojic ne.

Výsledek: 945

P°íklad 1.22 Do tane£ních chodí 20 chlapc· a 30 dívek.
a) Kolika zp·soby z nich lze vytvo°it jeden tane£ní pár?
b) Kolika zp·soby mohou naráz vytvo°it 20 tane£ních pár·?

Výsledek: a) 20 · 30, b) 30 · 29 · · · 12 · 11
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P°íklad 1.23 Otylka se rozhodla, ºe bude dvakrát týdn¥ chodit na aerobic.
a) Kolika zp·soby si m·ºe vybrat dvojici dn· (mimo víkend)?
b) Kolika zp·soby si m·ºe vybrat dvojici dn· (op¥t mimo víkend), jestliºe nechce chodit
dva dny po sob¥?

Výsledek: a)
(

5
2

)
= 10, b)

(
5
2

)
− 4 = 6

P°íklad 1.24 Osm p°átel, £ty°i chlapci a £ty°i dívky, si koupilo lístky do kina. Kolika
zp·soby se mohou rozesadit, jestliºe
a) chlapci a dívky cht¥jí sed¥t st°ídav¥?
b) v²echny dívky cht¥jí sed¥t pospolu? (Chlapci v jednom bloku sed¥t nemusí.)
c) Adam a Eva cht¥jí sed¥t vedle sebe?

Výsledek: a) 2 · 4! · 4!, b) 5 · 4! · 4!, c) 7 · 2 · 6!

P°íklad 1.25 Kolika zp·soby m·ºeme ze t°ídy, v níº je 15 chlapc· a 17 dívek, vybrat
sedmi£lennou skupinu tak, aby v ní byli
a) t°i chlapci a £ty°i dívky
b) aspo¬ jeden chlapec
c) aspo¬ jeden chlapec a aspo¬ jedna dívka
d) aspo¬ ²est chlapc·

Výsledek: a)
(

15
3

)
·
(

17
4

)
, b)

(
32
7

)
−
(

17
7

)
, c)

(
32
7

)
−
(

17
7

)
−
(

15
7

)
, d)

(
15
6

)
· 17 +

(
15
7

)
P°íklad 1.26 Kolika zp·soby se m·ºe 30 student· rozd¥lit ke t°em u£itel·m, jestliºe
a) kaºdý u£itel jich m·ºe p°ijmout práv¥ 10?
b) kaºdý u£itel m·ºe p°ijmout neomezené mnoºství?

Výsledek: a)
(

30
10

)
·
(

20
10

)
·
(

10
10

)
= 30!/(10! · 10! · 10!), b) 330

P°íklad 1.27 P¥t závodník· Adam, Bo°ek, Cyril, Du²an a Emil b¥ºelo 100m. Kolik je
takových po°adí, kdy Adam dob¥hl d°íve neº Bo°ek?

Výsledek: 60
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2 Klasická a podmín¥ná pravd¥podobnost

2.1 Základní pojmy a °e²ené p°íklady

P°ed uvedením formální de�nice pravd¥podobnostního prostoru za£neme n¥kolika p°í-
klady pro osv¥tlení problematiky. V kaºdém z nich se jedná o dob°e známý náhodný
proces s jedním z n¥kolika (p°edem známých) moºných výsledk·. Na²e chápání náhod-
ných jev·

• Hod mincí � má 2 moºné výsledky hlava / orel, neboli 1/0.
Kaºdý padá se zhruba stejnou £etností (°íkáme �s pravd¥podobností 1

2
�).

• Hod kostkou � má 6 moºných výsledk· 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Op¥t kaºdý padá se stejnou £etností (°íkáme �s pravd¥podobností 1

6
�).

• Zamíchání karet � p°edpokládáme, ºe kaºdé moºné zamíchání karet lze asi stejn¥
dob°e o£ekávat. Zde je v²ak v²ech moºností nesrovnateln¥ více � 32!=̇2,6 · 1035, coº
v·bec nejsme schopni ani vypsat.

Tento p°irozený p°íklad zárove¬ p°iná²í zajímavou �lozo�ckou otázku: Jak m·ºeme
tvrdit, ºe kaºdé moºné po°adí karet nastane stejn¥ pravd¥podobn¥, kdyº se patrn¥
za celou dobu existence lidstva a karet skute£n¥ objeví jen nepatrný zlomek v²ech
zamíchání? Toto lze seriózn¥ roz°e²it pouze pouºitím p°esného formálního matema-
tického modelu pravd¥podobnosti.

• Tah sportky � o£ekáváme, ºe kaºdé p°í²tí taºené £íslo bude �stejn¥ pravd¥podobné� ze
v²ech £ísel zbylých v osudí. Celý tah je v²ak ve výsledku neuspo°ádaným výb¥rem,
takºe po£et v²ech moºností je

(
49
6

)
= 13983816. I to je p°íli² vysoké £íslo pro snadnou

p°edstavu.

A te¤ si pro takové p°íklady uvedeme p°íslu²ný matematický aparát:
Ozna£me Ω mnoºinu v²ech moºných výsledk· pokusu, který provádíme.
Náhodný jev A je jakákoli podmnoºina mnoºiny Ω, A ⊆ Ω.

Klasická pravd¥podobnost
P°edpokládejme, ºe pokus má n moºných výsledk· (mnoºina Ω má n prvk·) a ºe v²echny
výsledky jsou stejn¥ pravd¥podobné. Dále p°edpokládejme, ºe z t¥chto n výsledk· jich je
m p°íznivých jevu A (neboli mnoºina A má m prvk·, |A| = m).
Klasická pravd¥podobnost jevu A se de�nuje jako podíl po£tu p°íznivých výsledk·
ku po£tu v²ech moºných výsledk·:

P (A) =
m

n
.

Opa£ný jev (dopln¥k) k jevu A : A = Ω−A (obsahuje v²echny moºné výsledky, které
neodpovídají jevu A).

P (A) = 1− P (A)
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P°íklad 2.1 Jaká je pravd¥podobnost toho, ºe p°i hodu klasickou ²estist¥nnou kostkou
padne £íslo 6?

�e²ení: V²ech moºností na jedné kostce je 6 a jen jedna z nich je, ºe padne £íslo 6, tedy
P (padne ²estka) = 1

6
.

P°íklad 2.2 �íslice 1, 2, 3, 4 jsou napsané na £ty°ech kartách. Náhodn¥ vybereme dv¥
karty a naskládáme je vedle sebe v tom po°adí, v jakém jsme je vybrali. Vypo£ítejte prav-
d¥podobnost toho, ºe takto vzniklé dvouciferné £íslo bude liché.

�e²ení: V²ech moºností je 4 · 3, protoºe první kartu vybíráme ze £ty° karet a
druhou uº jenom ze t°í. Liché £íslo má na míst¥ jednotek liché £íslo, v na²em p°ípad¥
to m·ºe být 1 nebo 3. Na místo desítek pak m·ºeme pouºít v obou p°ípadech 2,
4 nebo zbylé liché £íslo (21,31,41,13,23,43), p°íznivých p°ípad· je proto 6. Tedy
P (vybereme liché dvouciferné £íslo) = 6

4·3 = 6
12

= 1
2
.

P°íklad 2.3 Jaká je pravd¥podobnost toho, ºe p°i jednom hodu klasickou ²estist¥nnou
kostkou padne £íslo men²í neº 6?

�e²ení: Jestliºe má padnout £íslo men²í neº 6, musí padnout 1, 2, 3, 4 nebo 5. Takºe v²ech
moºností je 6, p°íznivých je 5, pravd¥podobnost je tedy P = 5

6
. Úlohu jsme mohli vy°e²it i

jako pravd¥podobnost dopl¬kového jevu, který v na²em p°ípad¥ je, ºe padne ²estka. Tento
jev má pravd¥podobnost 1

6
, tedy pravd¥podobnost na²eho jevu je P = 1− 1

6
= 5

6
.

P°íklad 2.4 Jaká je pravd¥podobnost toho, ºe p°i hodu t°emi klasickými ²estist¥nnými
kostkami padne sou£et men²í neº 17?

�e²ení: Zatímco v p°edchozím p°íkladu jsme výhodu dopl¬kového jevu nezaznamenali,
te¤ je rozhodn¥ nejjednodu²²í dopl¬kový jev pouºít. Dopl¬kový jev z°ejm¥ je, ºe sou£et
bude alespo¬ 17. Víme, ºe maximální sou£et je 3 · 6 = 18. Proto si sta£í v²imnout jen
dvou moºných sou£t·, které jsou navíc velice jednoduché. Sou£et 18 padne, jen kdyº na
v²ech kostkách padne ²estka (jediná moºnost 6,6,6) a sou£et 17 padne, jen kdyº na dvou
kostkách padnou ²estky a na jedné p¥tka (t°i moºnosti 5,6,6; 6,5,6; 6,6,5). V²ech moºností
na t°ech kostkách je 6·6·6 = 216, po£et p°íznivých moºností je 1+3, tedy pravd¥podobnost
dopl¬kového jevu je P ′ = 4

216
. Pravd¥podobnost na²eho jevu je P = 1−P ′ = 1− 4

216
= 212

216
.

Nesprávný pokus o °e²ení: N¥kdo by moºná mohl p°íklad °e²it tímto zp·sobem:
Házíme-li t°emi kostkami, m·ºe padnout sou£et 3 (padly t°i jedni£ky), 4 (dv¥ jedni£ky
a dvojka), . . . , 18 (t°i ²estky). Tj. máme 16 moºností, jak m·ºe ná² �pokus� dopadnout.
Z toho správných � men²ích neº 17 � je 14. Pravd¥podobnost toho, ºe padne sou£et men²í
neº 17, je proto 14

16
. Rozmyslete si, pro£ je tento postup ²patný.

P°íklad 2.5 Házíme t°emi klasickými ²estist¥nnými kostkami. Zjist¥te, jestli je pravd¥-
podobn¥j²í, ºe padne sou£et 9 nebo sou£et 10.
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Nesprávný pokus o °e²ení: Jedna z moºností (bohuºel nesprávná) m·ºe vypadat
takto:

10 = 6 + 3 + 1 = 6 + 2 + 2 = 5 + 4 + 1 = 5 + 3 + 2 = 4 + 4 + 2 = 4 + 3 + 3

a
9 = 6 + 2 + 1 = 5 + 3 + 1 = 5 + 2 + 2 = 4 + 4 + 1 = 4 + 3 + 2 = 3 + 3 + 3.

Jelikoº po£ty rozklad· jsou u obou £ísel stejné, m·ºe n¥kdo nabýt dojmu, ºe pravd¥po-
dobnosti uvedených sou£t· jsou stejné. V²ímavý £tená° (obzvlá²´ jestliºe se zamyslel nad
p°edchozím p°íkladem) ví, ºe nap°íklad sou£et 6 + 3 + 1 má v¥t²í ²anci neº nap°íklad
sou£et 4 + 4 + 2 nebo 3 + 3 + 3. Pro£?
�e²ení: Zatímco moºnost, ºe padnou t°i trojky, je jediná, máme t°i moºnosti, ºe padnou
dv¥ £ty°ky a jedna dvojka, ²est moºností, ºe padne jedna ²estka, jedna trojka a jedna
jedni£ka. Kdyº te¤ spo£ítáme skute£né po£ty moºností pro jednotlivé sou£ty, zjistíme,
ºe pro sou£et 10 jich je víc (zkuste si to sami ov¥°it). Proto pravd¥podobnost, ºe padne
sou£et 10, je vy²²í neº pravd¥podobnost sou£tu 9.

P°íklad 2.6 Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i hodu t°emi klasickými ²estist¥nnými kost-
kami padne aspo¬ jedna ²estka?

�e²ení: V²ech moºností na t°ech kostkách je 6 · 6 · 6 = 216. Jestliºe má padnout aspo¬
jedna ²estka, musíme spo£ítat pravd¥podobnosti toho, ºe padne jedna, dv¥ nebo t°i ²estky,
a protoºe to jsou jevy neslu£itelné, výsledná pravd¥podobnost bude sou£tem t¥chto t°í
pravd¥podobností. Jednodu²²í v²ak je spo£ítat pravd¥podobnost dopl¬kového jevu, tedy
pravd¥podobnost toho, ºe nepadne ani jedna ²estka. To znamená, ºe na kaºdé kostce máme
5 moºností (to, ºe padne ²estka, nem·ºe nastat), a proto po£et p°íznivých moºností je
5 · 5 · 5 = 125. Pravd¥podobnost dopl¬kového jevu je

P (nepadne ani jedna ²estka) =
125

216
,

a
P (padne aspo¬ jedna ²estka) = 1− 125

216
=

91

216
.
= 0,421.

P°íklad 2.7 Ve Sportce hrá£ tipuje 6 £ísel ze 49. Potom je 6 £ísel vylosováno. Sázející
získává výhru v 1. po°adí, jestliºe vyjde v²ech 6 £ísel, která vsadil. Výhru ve 2. po°adí
získá, jestliºe uhodl 5 £ísel, ve 3. po°adí, jestliºe uhodl 4 £ísla, a nejniº²í je výhra ve 4.
po°adí pro 3 uhodnutá £ísla. Jaká je pravd¥podobnost, ºe sázející
a) získá výhru v 1. po°adí
b) získá výhru ve 4. po°adí
c) uhodne aspo¬ jedno £íslo

�e²ení:
a) V²ech moºností, jak mohlo být vylosováno 6 £ísel ze 49, je

(
49
6

)
. P°íznivá je pouze jediná

moºnost � kdyº byla vylosována p°esn¥ ta ²estice, kterou hrá£ vsadil. Proto

P =
1(
49
6

) =
1

13 983 816
.
= 7 · 10−8 (s výhrou moc nepo£ítejte. . . )
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b) Po£et v²ech moºností z·stává
(

49
6

)
. Nyní musíme zjistit, kolik je moºností pro vylosované

²estice, tak aby se skládaly ze t°í vsazených £ísel a t°í £ísel, která hrá£ nevsadil. Trojici
uhodnutých £ísel m·ºeme vybrat

(
6
3

)
zp·soby. Ke kaºdému z nich je²t¥ musíme doplnit

trojici �²patných� £ísel. Tato £ísla vybíráme ze 43 £ísel, která hrá£ nevsadil, a máme pro
n¥
(

43
3

)
moºností. Proto m·ºeme ²estici skládající se ze t°í vsazených a t°í nevsazených

£ísel sestavit
(

6
3

)
·
(

43
3

)
zp·soby. Celkem pak

P =

(
6
3

)
·
(

43
3

)(
49
6

) .
= 0,018 (taky ºádná sláva. . . )

c) Zde bude nejlep²í vypo£ítat nejprve pravd¥podobnost jevu opa£ného, tj. toho, ºe ne-
uhodne v·bec ºádné £íslo. Celá ²estice vylosovaných £ísel tedy musí být sestavena pouze
ze 43 £ísel, která hrá£ nevsadil. Na to máme

(
43
6

)
moºností. Pravd¥podobnost, ºe tipující

uhodne aspo¬ jedno £íslo, je tedy

P = 1− P (neuhodne nic) = 1−
(

43
6

)(
49
6

) .
= 1− 0,436 = 0,564.

Nyní si objasníme dal²í d·leºité pojmy:

Pr·nik jev· A, B : A ∩ B (obsahuje v²echny výsledky, které odpovídají ob¥ma jev·m
A, B)

Sjednocení jev· A a B : A ∪ B (obsahuje v²echny výsledky, které odpovídají alespo¬
jednomu z jev· A, B). Pro pravd¥podobnost sjednocení jev· obecn¥ platí

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

Pro jevy, které nemohou nastat sou£asn¥ (neslu£itelné jevy, jejich pr·nik je prázdný),
platí

P (A ∪B) = P (A) + P (B).

Oba vztahy plynou ze známé vlastnosti zjednocení a pr·niku mnoºin

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

P°íklad 2.8 Jaká je pravd¥podobnost toho, ºe p°i hodu klasickou ²estist¥nnou kostkou
padne bu¤ £íslo 3, nebo 6?

�e²ení: Pravd¥podobnost, ºe padne ²estka, je 1
6
a pravd¥podobnost toho, ºe padne trojka,

je také 1
6
. Jelikoº tyto dva jevy jsou neslu£itelné, m·ºeme pouºít sou£tovou v¥tu a dosta-

neme výslednou pravd¥podobnost: P = 1
6

+ 1
6

= 1
3
.

Podmín¥ná pravd¥podobnost
Víme, ºe ur£itý jev A nastal, a zkoumáme pravd¥podobnost jevu B za této podmínky.
Podmín¥ná pravd¥podobnost jevu B za podmínky, ºe nastal jev A, je

P (B/A) =
P (A ∩B)

P (A)
.
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Podmín¥nou pravd¥podobnost ov²em nemusíme vºdy po£ítat podle tohoto vzorce, n¥kdy
je lep²í p°ímý výpo£et. �asto spí²e naopak po£ítáme pravd¥podobnost pr·niku jako

P (A ∩B) = P (A) · P (B/A).

Z°ejm¥

P (A ∩B) = P (B ∩ A) = P (B) · P (A/B),

a proto

P (A) · P (B/A) = P (B) · P (A/B),

coº se n¥kdy m·ºe hodit.

Nezávislost jev·
Intuitivn¥: Jevy A, B jsou nezávislé, jestliºe to, ºe nastal jev A, nijak neovlivní pravd¥-
podobnost toho, ºe nastane jev B, a naopak neboli jestliºe

P (B/A) = P (B) a P (A/B) = P (A).

Za£neme n¥kolika jednoduchými ukázkami.

• Nezávislé jevy:
dva hody toutéº kostkou za sebou,
hod kostkou a sou£asné zamíchání karet,
dva r·zné tahy sportky.

• Závislé jevy:
vrchní a spodní £íslo padlé p°i jednom hodu kostky,
výb¥r první a druhé karty ze zamíchaného balí£ku,
dv¥ akumula£ní kurzové sázky obsahující stejné utkání.

Obecn¥ de�nujeme, ºe jevy A, B jsou nezávislé, jestliºe

P (A ∩B) = P (A) · P (B).

P°íklad 2.9 Hodíme dv¥ma stejnými kostkami najednou. Jaká je pravd¥podobnost, ºe
nám padne 4 a 5?

�e²ení: Hody obou kostek jsou nezávislé, nebo´ v poctivé situaci mezi nimi není fyzická
vazba. Pravd¥podobnost, ºe na první kostce padne 4, je 1

6
, a obdobn¥ je 1

6
pravd¥podob-

nost toho, ºe na druhé padne 5. Ob¥ moºnosti najednou padnou s pravd¥podobností po
vynásobení 1

6
· 1

6
= 1

36
.



18 Fakulta elektrotechniky a komunika£ních technologií VUT v Brn¥

Musíme si v²ak dát pozor na to, ºe kostky jsou stejné a my nemáme ur£eno, na které
padne 4. Proto se úloha vlastn¥ rozpadá na dva disjunktní jevy: �na první padne 4 a
na druhé 5� a �na první 5 a na druhé 4�, a proto výsledná pravd¥podobnost je sou£tem
pravd¥podobností obou moºností P = 1

36
+ 1

36
= 1

18
.

P°íklad 2.10 Vytáhneme-li z karetní hry o 32 kartách (8 karet z kaºdé barvy) postupn¥
dv¥ karty, jaká je pravd¥podobnost, ºe to budou dva králi?

�e²ení: Máme za úkol vypo£ítat pravd¥podobnost jevu K1 ∩K2, kde jev K1 znamená,
ºe první vytaºená karta je král, a K2 znamená, ºe druhá vytaºená karta je král.
K °e²ení nejprve p°istoupíme z hlediska klasické pravd¥podobnosti:
V²ech moºností pro postupné vytaºení dvou karet je 32 ·31 a po£et moºností pro vytaºení
dvou král· je 4 · 3. Tedy

P (K1 ∩K2) =
4 · 3

32 · 31
=

3

8 · 31
.

Nesprávný pokus o °e²ení: Studenti £asto d¥lají následující chybu. �eknou si: �Mám
spo£ítat pravd¥podobnost pr·niku dvou jev·. Na to je p°ece p¥kný vzorec P (A ∩ B) =
P (A) · P (B)!� Zkusíme to tedy tímto zp·sobem. Ur£íme pravd¥podobnosti jednotlivých
jev·, v na²em p°ípad¥K1 aK2. Pro pravd¥podobnostK1 evidentn¥ platí P (K1) = 4

32
= 1

8
.

Pravd¥podobnostK2 je také 1
8
. (Tohle n¥kdo vidí na první pohled a n¥kdo ne. T¥m druhým

je ur£en p°íklad 2.11.) Je tedy

P (K1 ∩K2) =
1

8
· 1

8
=

1

64
???

Uº jsme vid¥li, ºe ne. Problém je v tom, ºe jevy K1 a K2 nejsou nezávislé. Pravd¥po-
dobnost toho, ºe jako druhý bude vytaºen král, je ovlivn¥na tím, jaká karta byla vytaºena
jako první. A proto P (K1 ∩K2) jako P (K1) · P (K2) po£ítat nem·ºeme.
Správné °e²ení pomocí sou£inu: Násobit p°ímo pravd¥podobnosti jev· K1 a K2 jsme
nemohli. M·ºeme v²ak pouºít vztah

P (K1 ∩K2) = P (K1) · P (K2/K1).

P (K1) uº známe, zbývá ur£it P (K2/K1), tj. pravd¥podobnost toho, ºe jako druhý bude
vytaºen král, víme-li, ºe první karta byla král. Po vytaºení první karty nám v balí£ku
z·stalo 32 − 1 karet. Protoºe první karta byla král, po£et král· se také sníºil o jednoho.
Po£et p°íznivých moºností je proto 4− 1. Tedy dostáváme

P (K2/K1) =
3

31
.

Dohromady pak máme

P (K1 ∩K2) = P (K1) · P (K2/K1) =
4

32
· 3

31
=

3

8 · 31
.

Vidíme, ºe jsme do²li ke stejnému výsledku jako p°edtím, kdyº jsme uvaºovali po£ty
moºností pro celé dvojice karet.

V následujícím p°íkladu se mimo jiné vrátíme k výpo£tu P (K2). Mohli by si jej p°e£íst i
ti, kterým bylo hned jasné, ºe je to 1

8
.
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P°íklad 2.11 Z karetní hry o 32 kartách (8 karet z kaºdé barvy) vytáhneme postupn¥ dv¥
karty.
a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe druhá karta bude král?
b) Jako druhou kartu jsme vytáhli krále. Jaká je pravd¥podobnost, ºe král byl vytaºen i
jako první karta?

�e²ení:
a) Mohly nastat dva p°ípady: první karta král bu¤ byla (nastal jev K1), nebo nebyla (na-
stal jev K1). Pravd¥podobnost K2 tedy m·ºeme vypo£ítat jako sou£et pravd¥podobností
jev· K1 ∩K2 (první i druhá karta byla král) a K1 ∩K2 (první karta král nebyla a druhá
byla). Pravd¥podobnosti t¥chto pr·nik· vypo£teme podobn¥ jako v p°edchozím p°íkladu.
Celkem máme

P (K2) = P (K1 ∩K2) + P (K1 ∩K2) = P (K1) · P (K2/K1) + P (K1) · P (K2/K1) =

=
4

32
· 3

31
+

28

32
· 4

31
=

4

32

(
3

31
+

28

31

)
=

1

8
.

b) Zde se po nás chce pravd¥podobnost toho, ºe jako první byl vytaºen král za podmínky,
ºe jako druhý byl vytaºen král, neboli P (K1/K2). Výpo£et lze provést dv¥ma zp·soby.
M·ºeme nap°íklad £ist¥ dosadit do vzorce pro podmín¥nou pravd¥podobnost:

P (K1/K2) =
P (K1 ∩K2)

P (K2)
=

3
8·31

1
8

=
3

31
.

Ve druhém zp·sobu pouºijeme klasickou pravd¥podobnost. Víme, ºe druhý byl vytaºen
král. Po£et v²ech moºných dvojic karet, kde král je na druhém míst¥, dostaneme jako
sou£et po£t· dvojic, kde král je na obou místech, a dvojic, kde první karta je jiná neº
král. Celkem to je 4 · 3 + 28 · 4 dvojic. P°íznivé moºnosti jsou ty, kde král je na prvním
míst¥, a takovýchto moºností je 4 · 3. Dohromady pak

P (K1/K2) =
4 · 3

4 · 3 + 28 · 4 =
3

3 + 28
=

3

31
.

V £ásti a) tohoto p°íkladu jsme situaci rozd¥lili na dva moºné p°ípady. Pro kaºdý z nich
jsme pravd¥podobnost spo£ítali zvlá²´ a p°íslu²né pravd¥podobnosti jsme pak se£etli.
N¥kdy je moºných výchozích situací víc neº dv¥. V takovém p°ípad¥ se pouºívá v¥ta
o úplné pravd¥podobnosti. V £ásti b) jsme po£ítali pravd¥podobnost jedné z výchozích
moºností, kdyº uº jsme znali celkový výsledek pokusu. Obecn¥ se v takovémto p°ípad¥
m·ºe pouºít Bayes·v vzorec.

V¥ta o úplné pravd¥podobnosti
Vezm¥me systém navzájem disjunktních podmnoºin (tzv. hypotéz) H1, . . . , Hk mnoºiny
Ω, takový ºe H1 ∪ · · · ∪Hk = Ω. Pak

P (A) = P (H1) · P (A/H1) + · · ·+ P (Hk) · P (A/Hk).
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Bayes·v vzorec

P (Hi/A) =
P (Hi) · P (A/Hi)

P (A)
=

P (Hi) · P (A/Hi)

P (H1) · P (A/H1) + · · ·+ P (Hk) · P (A/Hk)
.

P°íklad 2.12 Pravd¥podobnost, ºe dít¥ bude trp¥t ur£itou alergií, je 0,7, jsou-li oba jeho
rodi£e alergici, 0,3, je-li jen jeden z rodi£· alergik, a 0,1, jestliºe ºádný z rodi£· alergií
netrpí. Mezi rodi£i d¥tí, které nyní zkoumáme, je 75% pár·, kde alergií netrpí nikdo, 20%
pár·, kde má alergii jeden, a 5% pár·, v nichº mají alergii oba.
a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ vybrané dít¥ bude mít alergii?
b) Je-li dít¥ alergické, jaká je pravd¥podobnost, ºe ani jeden z jeho rodi£· alergií netrpí?

�e²ení: Toto je typická ukázka p°íkladu na úplnou pravd¥podobnost (£ást a)) a Bayes·v
vzorec (£ást b)). Neº v²ak za£neme dosazovat do n¥jakých vzorc·, pokusme se p°íklad
vy°e²it �selským rozumem�.
a) Zde by nám sta£ilo zjistit, jaká £ást (kolik procent) v²ech zkoumaných d¥tí má alergii.
P°edstavme si, ºe bylo vy²et°eno celkem 1000 d¥tí. Podle zadání z nich 750 m¥lo oba rodi£e
zdravé, 200 m¥lo alergického jednoho z rodi£· a 50 m¥lo oba rodi£e alergiky. V zadání bylo
°e£eno, ºe nap°íklad pravd¥podobnost, ºe dít¥ zdravých rodi£· bude mít alergii, je 0,1.
To znamená, ºe m·ºeme o£ekávat, ºe ze 750 d¥tí se zdravými rodi£i bude mít alergii 10%,
tj. 75. Podobn¥ m·ºeme £ekat, ºe 30% z 200 d¥tí s jedním alergickým rodi£em bude mít
alergii. To d¥lá 60 d¥tí. Je²t¥ zbývá 70% z 50 d¥tí s ob¥ma rodi£i alergickými, tj. 35 d¥tí.
Celkem tedy m·ºeme o£ekávat, ºe z 1000 d¥tí jich alergii bude mít 75+60+35 = 170. Kdyº
te¤ k problému p°istoupíme z hlediska klasické pravd¥podobnosti, tak pravd¥podobnost,
ºe náhodn¥ vybereme dít¥, které má alergii, bude

P =
170

1000
= 0,17.

Je z°ejmé, ºe kdybychom si zvolili jiný výchozí po£et d¥tí neº 1000, dosp¥li bychom
k témuº výsledku.
Celou p°edcházející úvahu si m·ºeme i gra�cky znázornit pomocí stromu:

Celkem
1000

������

HHHHHH

75%

20%

5%

Rodi£e: oba zdraví
750

1 alergik
200

oba alergici
50









J
J
JJ









J
J
JJ









J
J
JJ

10% 90% 30% 70% 70% 30%

Alergie u dít¥te: ano ne ano ne ano ne
75 675 60 140 35 15
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Nyní se vra´me k tomu, jak jsme vlastn¥ ke 170 alergickým d¥tem dosp¥li. Brali jsme 10%
ze sedmdesáti p¥ti procent celku, 30% z dvaceti procent celku a 70% z p¥ti procent celku.
Dohromady jsme tedy m¥li

0,75 · 0,1 + 0,2 · 0,3 + 0,05 · 0,7 = 0,17, tj. 17%.

b) Kdyº uº jsme zdolali £ást a), je °e²ení snadné. Z·sta¬me nejprve u konkrétního po£tu
1000 d¥tí. Jiº jsme zjistili, ºe se dá o£ekávat, ºe z tohoto po£tu bude alergických d¥tí 170.
Nyní víme, ºe bylo vybráno dít¥ alergické. Muselo to tedy být n¥které z on¥ch 170 � zúºil se
nám po£et v²ech moºností, které jsme m¥li na výb¥r. Ptáme se, jaká je pravd¥podobnost,
ºe rodi£e vybraného dít¥te jsou oba zdraví. Alergických d¥tí se zdravými rodi£i je 75 � viz
strom. Pravd¥podobnost, ºe oba rodi£e vybraného alergického dít¥te jsou zdraví, je tedy

P =
75

170
.
= 0,441.

Kdybychom necht¥li brát v úvahu n¥jaký konkrétní po£et, m·ºeme problém °e²it takto:
Víme, ºe z celku (a´ uº jakéhokoli) je 17% d¥tí alergických. Pot°ebujeme zjistit, jakou £ást
(kolik procent) z tohoto nového celku tvo°í alergické d¥ti se zdravými rodi£i. Takovýchto
d¥tí je 10% ze sedmdesáti p¥ti procent p·vodního celku neboli 7,5% p·vodního celku.
Výsledek je tedy op¥t

P =
0,75 · 0,1

0,17
=

0,075

0,17
.
= 0,441.

�e²ení pomocí vzorc·:
a) Otázka byla, jaká je pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ vybrané dít¥ bude alergické. Kdyº
se nad tím £lov¥k zamyslí, °ekne si nejspí² n¥co ve smyslu: �To p°ece záleºí na tom, jaké
má rodi£e!� Máme n¥kolik moºností, které mohly nastat, a p°i kaºdé z nich je pravd¥-
podobnost zkoumaného jevu jiná. Toto je klasická situace pro pouºití vzorce pro úplnou
pravd¥podobnost. Moºné výchozí situace bereme jako jednotlivé hypotézy H1, H2, . . . . V
na²em p°ípad¥ to bude, zda jsou oba rodi£e zdraví, jeden alergický, nebo oba alergi£tí.
Nyní si v²echny zkoumané jevy ozna£íme a sepí²eme jejich pravd¥podobnosti.

A . . . náhodn¥ vybrané dít¥ je alergické
H1 . . . rodi£e jsou oba zdraví P (H1) = 0,75 P (A/H1) = 0,1
H2 . . . jeden z rodi£· je alergik P (H2) = 0,2 P (A/H2) = 0,3
H3 . . . oba rodi£e jsou alergici P (H3) = 0,05 P (A/H3) = 0,7

Dosadíme-li nyní do vzorce pro úplnou pravd¥podobnost, dostáváme

P (A) = P (H1) · P (A/H1) + P (H2) · P (A/H2) + P (H3) · P (A/H3) =

= 0,75 · 0,1 + 0,2 · 0,3 + 0,05 · 0,7 = 0,17.

Porovnejte s p°edchozím (�selským�) °e²ením!
b) V tomto p°ípad¥ si £lov¥k moºná °ekne: �To je divná otázka, jaksi pozpátku. . . Jó,
kdyby to bylo naopak � kdyº má dít¥ oba rodi£e zdravé, tak jaká je pravd¥podobnost,
ºe bude alergické � tak to bych v¥d¥l!� Tohle je typická situace pro pouºití Bayesova
vzorce. Známe uº výsledek pokusu a chceme zjistit pravd¥podobnost jedné z moºných
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výchozích situací. P°i na²em ozna£ení jev· máme vypo£ítat pravd¥podobnost hypotézy
H1 za podmínky, ºe nastal jev A. Pouºitím Bayesova vzorce dostáváme

P (H1/A) =
P (H1) · P (A/H1)

P (A)
=

0,75 · 0,1
0,17

.
= 0,441.

Op¥t porovnejte se �selským� °e²ením!

P°íklad 2.13 Zuzanka má dva pytlíky s kuli£kami. V prvním je p¥t bílých a ²est zelených
kuli£ek a ve druhém jsou £ty°i bílé a sedm zelených kuli£ek. Ozna£me U1−výb¥r kuli£ek
z prvního pytlíku, U2−výb¥r ze druhého pytlíku, B−výb¥r bílé kuli£ky, Z−výb¥r zelené
kuli£ky. Víme, ºe výb¥r z prvního a druhého pytlíku je stejn¥ pravd¥podobný. Vypo£ítejte
P (B/U1), P (B/U2), P (Z/U1), P (Z/U2), P (B ∩ U1), P (B ∩ U2), P (B).

�e²ení: Výpo£et prvních £ty° pravd¥podobností je jednoduchý. Je t°eba si uv¥domit,
co vlastn¥ nap°íklad P (B/U1) znamená. Je to pravd¥podobnost toho, ºe za p°edpokladu
výb¥ru z prvního pytlíku vytáhneme bílou kuli£ku. P°edstavme si to tak, ºe uº máme
ruku v prvním pytlíku a ptáme se jen na to, jaká je pravd¥podobnost, ºe vytáhneme bílou
kuli£ku. V prvním pytlíku je 11 kuli£ek, z toho p¥t bílých, a tedy

P (B/U1) =
5

11
.

Podobn¥ spo£ítáme, ºe

P (B/U2) =
4

11
,

P (Z/U1) =
6

11
= 1− P (B/U1),

P (Z/U2) =
7

11
= 1− P (B/U2).

Dal²í jev (B∩U1) znamená, ºe vybírám bílou kuli£ku z prvního pytlíku, tedy ºe si vyberu
správný pytlík (první) a pak z n¥j je²t¥ musím vytáhnout bílou kuli£ku. Protoºe výb¥r z
prvního a z druhého pytlíku je stejn¥ pravdepodobný a tyto dva jevy jsou neslu£itelné, je
pravd¥podobnost toho, ºe vyberu kuli£ku z prvního pytlíku P (U1) = 1

2
. A te¤, kdyº uº s

pravd¥podobností 1
2
je na²e ruka v prvním pytlíku, sta£í vytáhnout bílou kuli£ku a to lze

s pravd¥podobností 5
11
. Proto

P (B ∩ U1) =
1

2
· 5

11
=

5

22
=̇0,227

a podobn¥

P (B ∩ U2) =
1

2
· 4

11
=

4

22
=̇0,182.

V²imn¥te si, ºe jsme vlastn¥ pouºili vzorec pro výpo£et pr·niku dvou jev· pomocí pod-
mín¥né pravd¥podobnosti. Zkuste si rozmyslet, jestli se ke druhému výsledku nedalo dojít
jiným zp·sobem. Z·stává spo£ítat poslední pravd¥podobnost. K tomu si sta£í uv¥domit,
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ºe bílou kuli£ku m·ºeme vybrat z prvního nebo druhého pytlíku a tyto jevy jsou neslu£i-
telné, proto

P (B) = P (B ∩ U1) + P (B ∩ U2) =
4 + 5

22
.
= 0,409.

Na záv¥r se je²t¥ vra´me k poslednímu výsledku. Kdyº se£teme bílé kuli£ky z obou pyt-
lík·, dostaneme £íslo 9, a po£et v²ech kuli£ek je 22. �astý dotaz student· je, pro£ jsme
tu pravd¥podobnost nespo£ítali hned jako podíl po£tu bílých kuli£ek ku po£tu v²ech ku-
li£ek. Pro£? Z jediného d·vodu, není to obecný postup. V tomto konkrétním p°íkladu
je to moºné a korektní °e²ení. Zkuste si ale vypo£ítat tuto úlohu s jedinou úpravou �
p°edpokládejte, ºe pravd¥podobnost výb¥ru z prvního pytlíku je nap°íklad dvakrát v¥t²í
neº výb¥r z druhého pytlíku. Pak se je²t¥ zamyslete nad tím, kdy si výpo£et poslední
pravd¥podobnosti m·ºeme zjednodu²it a kdy to nesmíme ud¥lat.

P°íklad 2.14 Studenti jsou rozd¥leni do t°í stejn¥ po£etných skupin. Jistého testu se
zú£astnilo 40% student· z první skupiny, 30% student· ze druhé skupiny a 30% student· ze
t°etí skupiny. Víme, ºe studenti z první skupiny mívají na testech úsp¥²nost 60%, studenti
ze druhé skupiny mívají úsp¥²nost 35% a ze t°etí skupiny 70%. U£itel si náhodn¥ vybere
jeden test a za£ne jej opravovat.
a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe opravuje úsp¥²ný test?
b) Opravuje úsp¥²ný test. Jaká je pravd¥podobnost, ºe ho psal student z první skupiny?

�e²ení: (Upozor¬ujeme, ºe trochu lehkomyslné � pokuste se najít ono podez°elé místo.
Pozorn¥ si pak p°e£t¥te i dal²í p°íklad.)
a) Úsp¥²ný test mohl napsat student z první, druhé nebo t°etí skupiny a tyto t°i jevy jsou
neslu£itelné. Pak si sta£í uv¥domit, ºe pravd¥podobnost, ºe opravujeme úsp¥²ný test,
který psal student z první skupiny, je P (U ∩ S1) = 0,4 · 0,6. Podobn¥ spo£ítáme dal²í
dv¥ pravd¥podobnosti (P (U ∩S2), P (U ∩S3)). Pravd¥podobnost P (U) napsání úsp¥²ného
testu je tedy

P (U) = 0,4 · 0,6 + 0,3 · 0,35 + 0,3 · 0,7 = 0,555.

b) Pot°ebujeme vypo£ítat pravd¥podobnost toho, ºe test psal student z první skupiny,
za p°epokladu, ºe vybraný test je úsp¥²ný. M·ºeme pouºít Bayes·v vzorec a vyuºijeme
výsledek £ásti a).

P (S1/U) =
P (S1 ∩ U)

P (U)
,

P (S1/U) =
0,4 · 0,6
0,555

.
= 0,4332.

Následující p°íklad je na první pohled stejný, ale pozor, je mírn¥ záke°ný.

P°íklad 2.15 Tentokrát se testu zú£astnilo 60% student· z první skupiny, 50% student·
ze druhé skupiny a 70% student· ze t°etí skupiny. Víme, ºe studenti z první skupiny
mívají na testech úsp¥²nost 60%, studenti ze druhé skupiny mívají úsp¥²nost 35% a ze
t°etí skupiny 70%. U£itel si op¥t náhodn¥ vybere jeden test.
a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe opravuje úsp¥²ný test?
b) Test je úsp¥²ný. Jaká je pravd¥podobnost, ºe ho psal student z první skupiny?



24 Fakulta elektrotechniky a komunika£ních technologií VUT v Brn¥

Pokus o °e²ení (bohuºel nevyda°ený):
a) Podobn¥ jako v p°edchozím p°íkladu spo£ítáme pravd¥podobnost úsp¥²ného testu:

P (U) = 0,6 · 0,6 + 0,5 · 0,35 + 0,7.0,7 = 1,025.

Výsledek nem·ºe být správný, moºné hodnoty pravd¥podobnosti jsou vºdy z intervalu
〈0, 1〉. Kde jsme ud¥lali chybu? Je v·bec p°ede²lý p°íklad správn¥ vy°e²en? Jaký je rozdíl
mezi tímto a p°ede²lým p°íkladem?
A kone£n¥ správné °e²ení: V²imn¥te si po£t· procent zú£astn¥ných student·
z jednotlivých skupin. Jejich sou£et v prvním p°íkladu je 100%, ve druhém je sou£et
180%. (Pozor! V zadání chyba není.) Chyba nastala v °e²ení druhého p°íkladu p°i ur£ení
pravd¥podobností P (U ∩ S1), P (U ∩ S2), P (U ∩ S3), p°esn¥ji v ur£ení pravd¥podobností
P (S1), P (S2), P (S3). Uº v prvním p°íkladu jsme tyto pravd¥podobnosti ur£ili pon¥kud
unáhlen¥, ov²em tam jsme m¥li ²t¥stí. Nyní jsme nap°íklad za pravd¥podobnost jevu, ºe
student je z první skupiny, brali £íslo 0,6, a to byla chyba. Totiº sou£et pravd¥podobností
neslu£itelných jev· (student m·ºe pat°it jenom do jedné ze t°í skupin) musí být 1.
V na²em nesprávném °e²ení je tento sou£et 0,6 + 0,5 + 0,7 = 1,8 > 1. Proto pot°ebujeme
tyto pravd¥podobnosti znormovat, upravit je tak, aby pom¥r z·stal stejný, ale sou£et byl
roven 1. Proto P (S1) = 0,6

1,8
, P (S2) = 0,5

1,8
, P (S3) = 0,7

1,8
. Takºe jaký je rozdíl mezi prvním a

druhým p°íkladem uº víme a z°ejm¥ je uº jasné i to, ºe první p°íklad jsme °e²ili správn¥
(i kdyº moºná vícemén¥ náhodou). Oba p°íklady jsme uvedli zám¥rn¥, aby si studenti
uv¥domili, ºe není moºné bez p°emý²lení pouºít vzore£ek. A te¤ uº to správné °e²ení:
a)

P (U) =
0, 6

1, 8
· 0,6 +

0, 5

1, 8
· 0,35 +

0, 7

1, 8
· 0,7 .

= 0,569.

b)

P (S1/U) =
P (S1 ∩ U)

P (U)
,

P (S1/U) =

0,6
1,8
· 0,6

P (U)
.
= 0,351.

Vyzkou²ejte si £ást b) spo£ítat s nesprávnými hodnotami P (U ∩S1), P (U ∩S2), P (U ∩S3)
a výsledek porovnejte s na²ím. Porovnání je moc zajímavé, tak si to zkuste!

2.2 P°íklady pro samostatnou práci

2.2.1 P°ímý výpo£et pravd¥podobnosti

P°íklad 2.16 Hloupý Honza si má vybrat princeznu. P°edvedli mu 6 zamaskovaných
jeºibab, 3 zamaskované komorné a 2 princezny.
Jaká je pravd¥podobnost, ºe Honza vybere princeznu?

Výsledek: 2
11
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P°íklad 2.17 Házíme t°ikrát ²estist¥nnou kostkou. Jaká je pravd¥podobnost, ºe sou£et
bude
a) sudé £íslo,
b) prvo£íslo,
c) £íslo d¥litelné 3,
d) osm,
e) v¥t²í neº 12.
Výsledek: a) 0.5, b) 73

216
, c) 1

3
, d) 21

216
, e) 7

27
.

P°íklad 2.18 Házíme t°emi ²estist¥nnými kostkami. Který ze sou£t· je pravd¥podobn¥j²í,
11, nebo 12?
Výsledek: Pravd¥podobn¥j²í je sou£et 11.

P°íklad 2.19 Házíme t°ikrát ²estist¥nnou kostkou. Jaká je pravd¥podobnost, ºe sou£et
bude 9, kdyº víme, ºe na první kostce padla dvojka?
Výsledek: 1

6

P°íklad 2.20 Zuzanka si hraje s písmenky A, A, A, E, I, K, M, M, T, T. Jaká je
pravd¥podobnost, ºe p°i náhodném uspo°ádaní písmen dostane slovo MATEMATIKA?
Výsledek: 1

151 200

P°íklad 2.21 �íslice 1, 2, 3, 4, 5 jsou napsané na p¥ti kartách. Náhodn¥ vybereme t°i
karty a naskládáme je vedle sebe v tom po°adí, v jakém jsme je vybrali. Vypo£ítejte prav-
d¥podobnost toho, ºe takto vzniklé trojciferné £íslo bude sudé.
Výsledek: 0.4

P°íklad 2.22 Ze 32 hracích karet vybíráme dvakrát po sob¥ po jedné kart¥. Zjist¥te
a) jaká je pravd¥podobnost, ºe ob¥ karty jsou esa, kdyº jsme první kartu nevrátili,
b) jaká je pravd¥podobnost, ºe ob¥ karty jsou esa, kdyº jsme první kartu vrátili,
c) jaká je pravd¥podobnost, ºe ob¥ karty jsou stejné barvy, kdyº jsme první kartu nevrátili,
d) jaká je pravd¥podobnost, ºe ob¥ karty jsou stejné barvy, kdyº jsme první kartu vrátili.
Výsledek: a) p°ibliºn¥ 0.012, b) p°ibliºn¥ 0.015625, c) p°ibliºn¥ 0.2258, d) p°ibliºn¥ 0.25.

P°íklad 2.23 Ze 32 hracích karet vybíráme postupn¥ po jedné kart¥, ºádnou kartu
nevrátíme zpátky. Zjist¥te, jaká je pravd¥podobnost, ºe pátá karta bude eso (v sad¥ jsou
£ty°i esa).

Výsledek: p°ibliºn¥ 0.081

P°íklad 2.24 Krychli, která má nabarvené v²echny st¥ny, roz°eºeme na 1000 malých
krychlí stejných rozm¥r·. V²echny pomícháme a náhodn¥ vybereme jednu malou krychli.
Vypo£ítejte, jaká je pravd¥podobnost, ºe krychle bude mít
a) jednu zabarvenou st¥nu,
b) dv¥ zabarvené st¥ny,
c) t°i zabarvené st¥ny,
d) v²echny st¥ny nezabarvené.
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Výsledek: a) p°ibliºn¥ 0.384, b) p°ibliºn¥ 0.096, c) p°ibliºn¥ 0.008, d) p°ibliºn¥ 0.512.

P°íklad 2.25 Vypo£t¥te pravd¥podobnost, ºe ve Sportce sázející
a) vyhraje 2. cenu
b) vyhraje, ale nanejvý² 3. cenu

Výsledek: a) (6
5)·(

43
1 )

(49
6 )

.
= 1,84 · 10−5, b) (6

4)·(
43
2 )

(49
6 )

+
(6
3)·(

43
3 )

(49
6 )

.
= 1,86 · 10−2

P°íklad 2.26 Jaký po£et uhodnutých £ísel ve Sportce je nejpravd¥podobn¥j²í?
Výsledek: Intuice napovídá a výpo£et to potvrzuje, ºe 0 � p°íslu²ná pravd¥podobnost je
p°ibliºn¥ 0,436, pro jedno £íslo 0,413, ostatní uº jsou daleko men²í.

P°íklad 2.27 40 procent my²í se stává minutu po podání léku vysoce agresivními. Ur£ete
pravd¥podobnost toho, ºe pokud 15 my²ím bude podán lék, tak minutu po podání budou
agresivní nanejvý² 3 z nich.
Výsledek: p°ibliºn¥ 0.0905019.

P°íklad 2.28 Test sestává z 8 otázek, u kaºdé z nich je z variant a,b,c správná práv¥
jedna. Jeden student se na test nep°ipravil, místo toho háºe kostkou u kaºdé otázky. Pokud
padne 1 nebo 2, zatrhne variantu a, pokud padne 3 nebo 4, variantu b, pokud 5 nebo
6, variantu c. Ur£ete pravd¥podobnost, ºe bude po opravení testu mít aspo¬ ²est otázek
správn¥.
Výsledek: 129

38
.
= 0.01966

P°íklad 2.29 Vykonal se experiment, který spo£íval v k°íºení bílého a �alového hrachu,
p°i£emº se p°edpokládalo, ºe pokusné rostliny k°íºeny dosud nebyly. Podle pravidel d¥di£-
nosti lze o£ekávat, ºe 3

4
nových potomk· rozkvetou �alov¥ a 1

4
bíle. Vzklí£ilo 10 rostlin.

Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe
a) ani jedna rostlina nerozkvete bíle,
b) �alov¥ rozkvetou alespo¬ t°i,
c) �alov¥ rozkvete alespo¬ 6, ale nanejvý² 8 rostlin.
Výsledek: a) p°ibliºn¥ 0.0563, b) p°ibliºn¥ 0.9996, c) p°ibliºn¥ 0.6779.

P°íklad 2.30 Dva sportovní st°elci st°ílejí nezávisle na sob¥ na stejný cíl, kaºdý jednu
st°elu. Pravd¥podobnost, ºe cíl zasáhne první st°elec, je 0,9 a druhý 0,8. Vypo£ítejte prav-
d¥podobnost, ºe cíl nezasáhne ani jeden st°elec.
Výsledek: 0.002.

P°íklad 2.31 Mezi 10 kvalitních výrobk· bylo omylem p°imícháno 5 zmetk· (máme 15
výrobk·). Náhodn¥ vybereme t°i výrobky. Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe
a) v²echny budou kvalitní,
b) práv¥ jeden bude chybný,
c) minimáln¥ jeden bude chybný.

Výsledek: a) p°ibliºn¥ 0.264, b) p°ibliºn¥ 0.538, c) p°ibliºn¥ 0.736.
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P°íklad 2.32 Jaká je pravd¥podobnost toho, ºe t°i náhodn¥ vybraní lidé nemají naroze-
niny ve stejný den i m¥síc (29. únor neuvaºujeme).
Výsledek: p°ibliºn¥ 0.9917.

P°íklad 2.33 V pytlíku máme 8 kuli£ek � 3 £ervené a 5 modrých. Náhodn¥ vybereme dv¥
kuli£ky (naráz). Co je pravd¥podobn¥j²í: ºe vybereme dv¥ modré, modrou a £ervenou, nebo
dv¥ £ervené kuli£ky?
Výsledek: Nejpravd¥podobn¥j²í je výb¥r modré a £ervené kuli£ky.

P°íklad 2.34 Ke zkou²ce je zadáno 30 otázek. Student si vylosuje dv¥. Zkou²ku ud¥lá,
jestliºe ob¥ dv¥ umí. Lojza se chystá na zkou²ku, ale nehodlá se p°ed°ít.
a) Kolik otázek se musí nau£it, aby m¥l nadpolovi£ní ²anci, ºe u zkou²ky usp¥je?
b) Kolik by se musel nau£it, aby pravd¥podobnost úsp¥chu nebyla men²í neº 90%?
Výsledek: a) 22 b) 29

P°íklad 2.35 Ke zkou²ce je zadáno 30 otázek, po deseti z kaºdého ze t°í okruh·, z nichº
se p°edm¥t skládal. Student si vylosuje z kaºdého okruhu jednu otázku. Zkou²ku ud¥lá,
jestliºe umí v²echny t°i.
Kolik otázek se musí student nau£it z kaºdého okruhu, aby m¥l nadpolovi£ní ²anci, ºe
u zkou²ky usp¥je?
Výsledek: 8

2.2.2 Podmín¥ná pravd¥podobnost, nezávislost jev·

P°íklad 2.36 Házíme klasickou ²estist¥nnou kostkou.
a) Víme, ºe padlo sudé £íslo. Jaká je pravd¥podobnost, ºe padla dvojka?
b) Víme, ºe padla dvojka. Jaká je pravd¥podobnost, ºe padlo sudé £íslo?
Výsledek: a) 1

3
b) 1

P°íklad 2.37 Jistý p°edm¥t u£í t°i profeso°i: Hodný, Zlý a St°ední. Profesor Hodný u£í
stejný po£et student· jako profesor St°ední. Profesor Zlý u£í polovi£ní po£et student· neº
profesor Hodný. Profesor Hodný vyhazuje 20% student·, profesor St°ední 30% a profesor
Zlý 60%.
a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ vybraný student neud¥lá zkou²ku?
b) Jestliºe byl student od zkou²ky vyhozen, jaká je pravd¥podobnost, ºe ji d¥lal u profesora
Zlého?
Výsledek: a) 0,32 b) 0,375

P°íklad 2.38 P°ibliºn¥ jedno z 10000 d¥tí se narodí s ur£itou vrozenou vadou (která se
projeví aº pozd¥ji). Na v£asné odhalení této vady léka°i vyvinuli test, který správn¥ funguje
s pravd¥podobností 0,99, pokud dít¥ tuto vadu opravdu má. Jestliºe je dít¥ zdravé, je zde
pravd¥podobnost 0,05, ºe bude chybn¥ prohlá²eno za nemocné.
a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe vy²et°ované dít¥ bude ozna£eno jako nemocné?
b) Dít¥ bylo ozna£eno za nemocné. Jaká je pravd¥podobnost, ºe nemocné opravdu je?
Výsledek: a) 0,050094 b) 0,0001 · 0,99/0,050094

.
= 0,002
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P°íklad 2.39 Pravd¥podobnost, ºe se tenistovi poda°í první podání, je 0,6. U druhého po-
dání má pst úsp¥chu 0,9. (Druhé podání dává jedin¥ v p°ípad¥, ºe se mu první nepoda°ilo.)
a) Tento �pokus� má t°i moºné výsledky: tenista m·ºe usp¥t bu¤ p°i prvním podání, nebo
p°i druhém podání, nebo ud¥lá dvojchybu. Vypo£t¥te pravd¥podobnosti jednotlivých moº-
ností.
b) Jaká je pravd¥podobnost, ºe se mu podání poda°í?
c) Podání se poda°ilo. Jaká je pravd¥podobnost, ºe to bylo aº na druhý pokus?
Výsledek: a) 1. podání: 0,6; 2. podání: 0,36; dvojchyba: 0,04 b) 0,96 c) 0,36/0,96 = 0,375

P°íklad 2.40 Studenti jsou rozd¥leni do t°í skupin, p°i£emº první a druhá skupina jsou
stejn¥ po£etné, zatímco t°etí skupina je dvojnásobné velikosti neº první. Jistého testu se
zú£astnilo 40% student· z první skupiny, 25% student· ze druhé skupiny a 30% student· ze
t°etí skupiny. Víme, ºe studenti z první skupiny mívají na testech úsp¥²nost 60%, studenti
ze druhé skupiny mívají úsp¥²nost 35% a ze t°etí skupiny 70%. U£itel si náhodn¥ vybere
jeden test a za£ne jej opravovat.
a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe opravuje úsp¥²ný test?
b) Opravuje úsp¥²ný test. Jaká je pravd¥podobnost, ºe ho psal student ze druhé skupiny?
Výsledek: a) 0,598 b) p°ibliºn¥ 0,117

P°íklad 2.41 V jedné díln¥ pracují Ruda Rychlý, Pepa Pe£livý a Lojza Lajdák. Ruda za
den vyrobí dvakrát víc výrobk· neº Pepa a Pepa t°ikrát víc výrobk· neº Lojza. Z toho, co
vyrobí Ruda, je 10 % zmetk·, mezi Pepovými výrobky je 5 % zmetk· a z Lojzových výrobk·
je zmetk· polovina.
Jestliºe náhodn¥ vybraný výrobek z této dílny je zmetek, kdo je jeho nejpravd¥podobn¥j²ím
autorem? A kdo nejmén¥ pravd¥podobným?

Výsledek: Pravd¥podobnosti autorství zmetku pro Rudu, Pepu a Lojzu jsou po °ad¥ 0,48,
0,12 a 0,4. Nejpravd¥podobn¥j²ím výrobcem zmetku je Ruda, nejmén¥ pravd¥podobným
Pepa.

P°íklad 2.42 Lovec vyst°elí na medv¥da. Pravd¥podobnost zásahu je 0,4. Jestliºe medv¥da
netrefí, rozzu°ené zví°e na lovce zaúto£í. Lovec vyst°elí znovu, tentokrát má pravd¥podob-
nost zásahu p. Jestliºe medv¥da nezasáhne ani tentokrát, medv¥d jej seºere.
Ur£ete hodnotu p tak, aby ²ance lovce a medv¥da byly vyrovnané, tj. aby pravd¥podobnosti,
ºe medv¥d bude zast°elen a ºe lovec bude seºrán, byly ob¥ rovny 0,5.

Výsledek: p = 1/6 � vyjde jako °e²ení rovnice 0,4 + 0,6 · p = 0,5 nebo 0,6 · (1− p) = 0,5.

P°íklad 2.43 U£itel vybral náhodn¥ test ze skupiny 5 t¥ºkých a 2 lehkých test·. Poradí
se s kolegou�expertem, který na první pohled rozezná t¥ºký test s pravd¥podobnosti 3

4
a

s pravd¥podobnosti 1
4
ozna£í i lehký test za t¥ºký. Ur£ete pravd¥podobnost, ºe kolega ozna£í

vybraný test za t¥ºký.
Výsledek: 17

28
.
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P°íklad 2.44 Zuzanka má panenku Chou Chou. K této panence pat°í lahvi£ka, na kte-
rou ona reaguje. Baru²ka má panenku Baby Born a ta má stejnou lahvi£ku, na kterou
ale Zuzan£ina panenka nereaguje. Hol£i£ky si lahvi£ky pomíchaly a kaºdá tu svou dokáºe
ur£it s pravd¥podobností 1

2
. Zuzanka má v ruce lahvi£ku, o které tvrdí, ºe je její. S jakou

pravd¥podobností bude Chou Chou na ni reagovat?
Výsledek: 0.5.

P°íklad 2.45 Zákazník si vybírá obraz ze skupiny 10 originál· a 2 kopií. Radí se s exper-
tem, který rozezná originál od kopie s pravd¥podobností 5

6
. Odborník práv¥ tvrdí, ºe obraz

je originál. Jaká je prav¥podobnost, ºe obraz je opravdu originál?
Výsledek: p°ibliºn¥ 0.96.

P°íklad 2.46 V tramvaji si povídají dva studenti o tom, kdo byl na zkou²ce. �Dnes bylo
8 z kombinace M-F a 4 z kombinace M-CH.� �Kolik jich to ud¥lalo?� �P¥t z M-F a t°i
z M-CH.� �A co Eva?� �Eva ud¥lala.� Student matematiky si to vyslechl, ale Evu nezná.
Za£al °e²it, s jakou pravd¥podobností je Eva z kombinace M-F. Zkuste si to taky spo£ítat.
Výsledek: p°ibliºn¥ 0.625.

P°íklad 2.47 Na stavbu p°ivezli cihly ze £ty° cihelen v pom¥ru 1 : 2 : 3 : 4. Jednotlivé
cihelny vyráb¥jí kvalitní cihly s pravd¥podobností v po°adí: 0,7; 0,6; 0,8; 0,9.
a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ vybraná cihla bude kvalitní?
b) V ruce mám kvalitní cihlu. Jaká je pravd¥podobnost, ºe je ze t°etí cihelny?
Výsledek: a) 0.79, b) 24

79

P°íklad 2.48 Zuzanka má t°i balí£ky bonbón·: karamelové, jahodové a £okoládové. Ne-
poslu²ný Kamílek bonbónky promíchá a n¥které i sní, a tak nakonec v prvním balí£ku je
p¥t karamelových, jeden jahodový a dva £okoládové bonbónky, ve druhém balí£ku je jeden
karamelový, ²est jahodových a jeden £okoládový a ve t°etím balí£ku jsou dva karamelové,
jeden jahodový a ²est £okoládových bonbónk·. Pravd¥podobnost, ºe bude Zuzanka hledat
bonbón v prvním balí£ku je 0,8, a pravd¥podobnost hledání bonbónk· ve druhém a t°etím
balí£ku je stejná, tedy 0,1. Jaká je pravd¥podobnost toho, ºe Zuzanka vybere karamelový
bonbón?
Výsledek: 77

144

P°íklad 2.49 Zuzanka má t°i balí£ky barevných mí£k·: £ervené, modré a ºluté. Nepo-
slu²ný Kamílek mí£ky promíchá, takºe nakonec v prvním balí£ku je 20 £ervených, 8 mod-
rých a 8 ºlutých, v druhém balí£ku 5 £ervených, 15 modrých a 16 ºlutých a ve t°etím balí£ku
je 11 £ervených, 13 modrých a 12 ºlutých mí£k·. Pravd¥podobnost, ºe Zuzanka vybere mí-
£ek z prvního balí£ku je 0,6, a pravd¥podobnost vytaºení mí£k· ze druhého a t°etího balí£ku
je stejná, tedy 0,2. Jaká je pravd¥podobnost toho, ºe Zuzanka vybere £ervený mí£ek?
Výsledek: 19

45

P°íklad 2.50 Do textilní galanterie p°ivezli vlnu ze £ty° pleta°ských závod· v pom¥ru
1 : 2 : 3 : 4. Pravd¥podobnost toho, ºe vlna z jednotlivých závod· je kvalitn¥ zabarvena, je
po °ad¥ 0,7, 0,6, 0,8 a 0,9. Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe náhodn¥ vybrané klubí£ko je
kvalitn¥ zabarveno.
Výsledek: 0.79.
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P°íklad 2.51 Na stavbu p°ivezli cihly ze £ty° cihelen v pom¥ru 2 : 5 : 4 : 6. Jednotlivé
cihelny vyráb¥jí kvalitní cihly s pravd¥podobností v poradí: 0,7; 0,6; 0,8; 0,9.
a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ vybraná cihla bude kvalitní?
b) V ruce mám kvalitní cihlu. Jaká je pravd¥podobnost, ºe je ze t°etí cihelny?

Výsledek: a) 13
17

, b) 32
130

.

P°íklad 2.52 Do Tesca p°ivezli cukr ze t°í balíren v pom¥ru 2 : 3 : 5. Pravd¥podobnost
toho, ºe cukr z první balírny je kvalitn¥ zabalen (nesype se z balíku), je 0,7, pravd¥po-
donost, ºe cukr ze druhé a t°etí balírny je kvalitn¥ zabalen, je po °ad¥ 0,8 a 0,9. Ur£ete
pravd¥podobnost toho, ºe náhodn¥ vybraný balí£ek cukru je kvalitn¥ zabalen.
Výsledek: 0.83.

P°íklad 2.53 * Pan �´astný vyhrál ve Sportce. Vypo£t¥te pravd¥podobnost, ºe to byla 1.
cena. (Pozor, toto není totéº jako p°íklad 2.7 a).)

Výsledek: P (1. cena/vyhrál) =
(

6
6

)
/
((

6
6

)
+
(

6
5

)
·
(

43
1

)
+
(

6
4

)
·
(

43
2

)
+
(

6
3

)
·
(

43
3

)) .
= 3,84 · 10−6

P°íklad 2.54 * Princ se vydal vysvobodit princeznu Zlatovlásku, kterou drºí v zajetí zlý
£arod¥j. �arod¥j prince vlídn¥ p°ivítá a °ekne mu: �Dám ti Zlatovlásku, pokud ji dokáºe²
rozeznat.� A ukáºe mu t°i zahalené postavy. Princi bohuºel nepom·ºe ºádná zlatá mu²ka,
ani �hlas srdce� mu tentokrát nic nenapovídá. Proto zcela náhodn¥ vybere jednu z postav:
�Je to tahle!�
Verze A:
Princ má s sebou svého v¥rného mluvícího kon¥ Zlatoh°íváka, a ten praví: �Pane, vyberte
si rad²i tuhle.� A ukáºe na jinou dívku. Zlatoh°ívák ov²em krom¥ daru °e£i ºádné dal²í
magické schopnosti nemá a vybral také zcela náhodn¥. �arod¥j v²e zlomysln¥ sleduje a
pak odhalí zbývající, nevybranou dívku. V²ichni vidí, ºe to Zlatovláska není. Princ se nyní
musí de�nitivn¥ rozhodnout mezi svou p·vodní volbou a volbou kon¥ Zlatoh°íváka.
Otázka: Co je nad¥jn¥j²í? Jeho p·vodní volba, volba kon¥, nebo je to jedno?
Verze B:
�arod¥j, který samoz°ejm¥ velice dob°e ví, která z dívek je Zlatovláska, chce prince po-
kou²et a °ekne: �Vida, tuhle sis vybral. Moºná je to ta pravá a moºná také ne. Podívejme
se...� P°istoupí k jedné z nevybraných dívek a odhalí ji. Zlatovláska to není. Krom¥ dívky,
kterou si princ vybral, te¤ zbývá je²t¥ jedna. �Nechce² si to je²t¥ rozmyslet? Není to t°eba
tahle?� naléhá £arod¥j na prince.
Otázka: Co má princ ud¥lat? Z·stat u své p·vodní volby, nebo dát na radu £arod¥je? Nebo
je to jedno? Je n¥jaký rozdíl mezi verzemi A a B?

Výsledek: Verze A: Je to jedno, pro ob¥ dívky je te¤ pravd¥podobnost, ºe je to Zlato-
vláska, 1/2.
Verze B: P°edpokládejme, ºe £arod¥j se absolutn¥ nevyzná v pravd¥podobnosti, o mate-
matických aspektech problému v·bec nep°emý²lí a ºe chce prince prost¥ trápit. V tom
p°ípad¥ ov²em £arod¥j d¥lá chybu, protoºe princovy ²ance na úsp¥ch zvy²uje. Jak? Kdyº
si princ zvolil jednu z dívek, pravd¥podobnost, ºe je to Zlatovláska, byla 1/3. To znamená,
ºe pravd¥podobnost, ºe Zlatovláska je jedna ze zbývajících dívek, byla 2/3. �arod¥j ví,
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která je Zlatovláska, takºe kdyº jednu z dívek odhaluje, jde najisto (na rozdíl od kon¥
Zlatoh°íváka ve verzi A). Vybere tu, která zaru£en¥ Zlatovláska není. To ale znamená, ºe
pravd¥podobnost 2/3 z·stává pro dívku, která je je²t¥ zahalená a kterou princ nevybral.
Jestliºe se tedy princ vyzná v pravd¥podobnosti, zm¥ní svou volbu a vybere si dívku,
kterou mu nabízí £arod¥j � bude mít dvakrát v¥t²í ²anci na úsp¥ch.
Jiná situace by ov²em nastala, kdybychom p°edpokládali, ºe £arod¥j se v pravd¥podob-
nosti vyzná, a za£ali celou v¥c rozebírat z psychologického hlediska. Do toho se v²ak ra-
d¥ji pou²t¥t nebudeme. Obáváme se, ºe uº p°edvedené £ist¥ matematické °e²ení dokázalo
mnoha lidem zamotat hlavu.
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3 Diskrétní náhodná veli£ina

3.1 Základní pojmy a °e²ené p°íklady

Zatím jsme zkoumali výsledky náhodných proces·, které jsme popisovali slovn¥, nap°. �na
kostce padla ²estka�. Nyní se zam¥°íme na náhodné procesy, jejichº výsledek se dá popsat
pomocí £ísla, obvykle p°irozeného.

Náhodná veli£ina (náhodná prom¥nná)
Náhodná veli£ina (nebo téº náhodná prom¥nná) je veli£inaX, jejíº hodnota je jednozna£n¥
ur£ena výsledkem náhodného pokusu.

Nap°íklad po£et kvalitních výrobk· ve vyrobené denní dávce 100 ks je náhodná veli£ina
X, která m·ºe nabýt hodnoty x = 0, 1, 2, ..., 100.

Diskrétní náhodná veli£ina
Náhodná veli£ina (prom¥nná) X se nazývá diskrétní, jestliºe její obor hodnot (mnoºina
v²ech £ísel, kterým seX m·ºe rovnat) je nanejvý² spo£etná mnoºina. To znamená, ºeX se
bu¤ m·ºe rovnat jen kone£n¥ mnoha hodnotám, nebo sice nekone£n¥ mnoha hodnotám,
ale tyto hodnoty lze se°adit do posloupnosti.
Hodnoty, kterých diskrétní náhodná veli£ina m·ºe nabývat, ozna£íme x1, x2, . . . a jejich
po£et ozna£íme n, p°i£emº n m·ºe být i ∞.

P°íkladem diskrétní náhodné veli£iny s kone£ným oborem hodnot je nap°. sou£et ok p°i
hodu dv¥ma kostkami. P°íkladem diskrétní náhodné veli£iny s nekone£ným oborem hodnot
je nap°. po£et hod· mincí, neº poprvé padne líc. P°íkladem náhodné veli£iny, která není
diskrétní, je doba, po které p°ijde do obchodu dal²í zákazník � takováto náhodná veli£ina
(kdybychom mohli m¥°it s dokonalou p°esností a nezaokrouhlovali nap°. na sekundy) by
mohla nabýt jakékoli hodnoty z intervalu (0,∞), coº je mnoºina nespo£etná � její prvky
nelze uspo°ádat do posloupnosti.

Pravd¥podobnostní funkce
Pravd¥podobnostní funkce diskrétní náhodné veli£iny X je funkce p, která je de�nována
jako

p(x) = P (X = x).

(�teme: �Hodnota funkce malé p v bod¥ malé x je rovna pravd¥podobnosti, ºe náhodná
veli£ina velké X se bude rovnat malému x.�)
Pro hodnoty pravd¥podobnostní funkce platí

n∑
i=1

p(xi) = 1.

Dále se k popisu náhodných veli£in pouºívá distribu£ní funkce.
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Distribu£ní funkce
Distribu£ní funkce náhodné veli£iny X je funkce F , která je de�nována jako

F (x) = P (X < x).

(�teme: �Hodnota funkce F v bod¥ malé x je rovna pravd¥podobnosti, ºe náhodná
veli£ina velké X nabude hodnoty men²í neº malé x, tj. hodnoty z intervalu (−∞, x))�
Pro distribu£ní funkci diskrétní náhodné veli£iny platí

F (x) =
∑
xi<x

p(xi).

Distribu£ní funkce má tyto základní vlastnosti: Je neklesající, zleva spojitá a

lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→∞

F (x) = 1.

U diskrétní veli£iny je distribu£ní funkce schodového tvaru - jedná se o funkci, která je
po £ástech konstantní (na intervalech (xi, xi+1)), pouze v bodech x1, x2, x3, . . . dochází
ke zm¥n¥ (ke schodu), kde velikost zm¥ny (= vý²ka schodu) v bod¥ xk je rovna práv¥
hodnot¥ p(xk). Body vyzna£ené na levém konci kaºdého ze schod· prázdným kole£kem
nazna£ují, ºe funk£ní hodnota distribu£ní funkce v bod¥ schodu je de�nována ne v bod¥
prázdného kole£ka, ale dole u paty niº²ího schodu (je²t¥ nezvý²ená) � viz obrázek 3.1.

P°íklad 3.1 Zuzanka má pytlík s kuli£kami. Jsou v n¥m 3 bílé a 2 £ervené kuli£ky.
Zuzanka vytahuje náhodn¥ kuli£ky, po vytaºení je do pytlíku nevrací. Své výb¥ry ukon£í,
kdyº vytáhne £ervenou kuli£ku. Náhodná veli£ina X udává po£et taºení. Ur£ete její rozd¥-
lení a distribu£ní funkci.

�e²ení: Z°ejm¥ X ∈ {1, 2, 3, 4}, Zuzanka m·ºe £ervenou kuli£ku vytáhnout napoprvé (1
taºení), napodruhé (vytáhne bílou kuli£ku a aº pak £ervenou), napot°etí (dvakrát vytáhne
bílou kuli£ku a pak £ervenou) nebo napo£tvrté (postupn¥ vytáhne v²echny t°i bílé kuli£ky
a pak vytáhne jednu £ervenou). Jaká je pravd¥podobnost, ºe napoprvé vytáhne £ervenou
kuli£ku? V²ech moºností (tedy po£et v²ech kuli£ek v pytlíku) je p¥t, zatímco p°íznivé
moºnosti (£ervené kuli£ky) jsou dv¥. Proto

p(1) =
2

5
= 0, 4.

Pro výpo£et p(2) uvaºujeme následovn¥: Zuzanka nejd°ív vytáhne bílou kuli£ku (v²ech
kuli£ek je p¥t a bílé jsou t°i, tedy pravd¥podobnost je 3

5
) a pak vytáhne ze zbylých £ty°

kuli£ek (tu vytaºenou bílou uº nevrací) jednu £ervenou kuli£ku (pravd¥podobnost je 2
4
).

Potom
p(2) =

3

5
· 2

4
=

3

10
= 0, 3.

Podobn¥ zjistíme, ºe

p(3) =
3

5
· 2

4
· 2

3
=

1

5
= 0, 2.

Nejd°ív z p¥ti kuli£ek (t°í bílých a dvou £ervených) taháme bílou, pak ze zbylých £ty°
(dvou bílých a dvou £ervených) taháme op¥t bílou a nakonec ze t°í kuli£ek (jedné bílé a



34 Fakulta elektrotechniky a komunika£ních technologií VUT v Brn¥

dvou £ervených) vytáhneme £ervenou. A na záv¥r

p(4) =
3

5
· 2

4
· 1

3
· 2

2
=

1

10
= 0, 1.

Pro kontrolu je²t¥ spo£ítáme sou£et

p(1) + p(2) + p(3) + p(4) = 0, 4 + 0, 3 + 0, 2 + 0, 1 = 1, 0.

Pro výpo£et hodnot distribu£ní funkce si musíme uv¥domit, kde budou sch·dky. První
sch·dek musí být v bod¥ x1 = 1 a jeho vý²ka bude p(1) = 0, 4. Dal²í sch·dek bude v
bod¥ x2 = 2 a jeho vý²ka bude p(2) = 0, 3. A tak dále, aº poslední sch·dek bude v
xn = x4 = 4 a jeho vý²ka je p(4) = 0, 1. Nalevo od prvního sch·dku (tedy pro x→ −∞)
bude F (x) nabývat hodnoty 0 a napravo od posledního sch·dku (tedy pro x→∞) bude
F (x) nabývat hodnoty 1. Body na za£átku sch·dku vyzna£íme prázdným kole£kem a konci
sch·dku plným kole£kem, tedy tak, aby funkce F (x) byla zleva spojitá. Proto pro F (x)
dostáváme

F (x) =



0 pro x ∈ (−∞, 1〉,
0.4 pro x ∈ (1, 2〉,
0.7 pro x ∈ (2, 3〉,
0.9 pro x ∈ (3, 4〉,
1 pro x ∈ (4,∞).

Graf distribu£ní funkce je na obrázku 3.1.

1 2 3 4 x

y
1

y = F (x)

Obrázek 3.1: K p°íkladu 3.1: Distribu£ní funkce náhodné veli£iny X

Zkuste si tento p°íklad spo£ítat s jednou malou úpravou. Zuzanka bude kuli£ky do pytlíku
vracet. M·ºete se inspirovat následujícím p°íkladem.

P°íklad 3.2 Pravd¥podobnost, ºe student Martin p°ijde v£as na vyu£ování, je 1
4
. Tato

pravd¥podobnost je stejná kaºdý den, není závislá na p°edchozích dnech. Náhodná veli£ina
X udává po£et dn·, po kterých dojde k prvnímu pozdnímu p°íchodu. Ur£ete její rozd¥lení.

�e²ení: Z°ejm¥ X ∈ {0, 1, 2, 3, ...., n, ...},Martin m·ºe p°ijít hned první den pozd¥ (po£et
dn· do prvního pozdního p°íchodu je 0), nebo p°ijde pozd¥ druhý den (po£et dn· do
prvního pozdního p°íchodu je 1) a tak dále, tedy na²e náhodná prom¥nná m·ºe nabýt
nekone£n¥ mnoho hodnot. Ur£eme pravd¥podobnosti jednotlivých jev·.
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• 0 dn· do prvního pozdního p°íchodu
Jev, ºe student p°ijde pozd¥, je opa£ný k jevu, ºe p°ijde v£as, tedy jeho pravd¥po-
dobnost je 1− 1

4
= 3

4
. Proto jestliºe Martin p°ijde uº první den pozd¥, pak p(0) = 3

4
.

• 1 den do prvního pozdního p°íchodu
Jestliºe má být jeden den do prvního pozdního p°íchodu, tak Martin p°i²el první
den v£as a druhý den pozd¥. Proto pravd¥podobnost tohoto jevu bude sou£in prav-
d¥podobností v£asného a pozdního p°íchodu, tedy p(1) = 1

4
· 3

4
.

• 2 dny do prvního pozdního p°íchodu
Martin p°i²el první dva dny v£as, coº m·ºe nastat s pravd¥podobností 1

4
· 1

4
=
(

1
4

)2
.

T°etí den p°i²el pozd¥. Proto p(2) =
(

1
4

)2 · 3
4
.

• 3 dny do prvního pozdního p°íchodu
První t°i dny p°i²el Martin v£as, coº nastane s pravd¥podobností 1

4
· 1

4
· 1

4
=
(

1
4

)3
.

�tvrtý den p°i²el pozd¥ a proto p(3) =
(

1
4

)3 · 3
4
.

.

.

.

• n dn· do prvního pozdního p°íchodu
Po p°edchozích úvahách uº umíme na²e výsledky zobecnit: p(n) =

(
1
4

)n · 3
4
.

Pro kontrolu je²t¥ zjistíme sou£et hodnot pravd¥podobnostní funkce, o kterém víme, ºe
musí být 1. (Pozor, m·ºe se stát, ºe i p°i ²patn¥ ur£ené pravd¥podobnostní funkci tento
sou£et vyjde 1, proto ani tato kontrola nemusí zaru£it správné °e²ení!) P°i výpo£tu pou-
ºijeme vztah pro sou£et nekone£né geometrické °ady.

3

4
+

1

4
· 3

4
+

(
1

4

)2

· 3

4
+ ...+

(
1

4

)n
· 3

4
+ ... =

=
3

4

(
1 +

1

4
+

(
1

4

)2

+ ...+

(
1

4

)n
+ ...

)
=

=
3

4
· 1

1− 1
4

= 1.

P°íklad 3.3 Diskrétní náhodná veli£ina X udává po£et opravených písemek za hodinu.
Její distribu£ní funkce je dána takto

F (x) =



0 pro x ∈ (−∞, 8〉,
0.1 pro x ∈ (8, 9〉,
0.3 pro x ∈ (9, 10〉,
0.6 pro x ∈ (10, 11〉,
0.9 pro x ∈ (11, 12〉,
1 pro x ∈ (12,∞).
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Zjist¥te pravd¥podobnost toho, ºe
a) za hodinu bude opravených práv¥ 10 písemek,
b) za hodinu bude opravených mén¥ neº 10 písemek,
c) za hodinu bude opravených aspo¬ 10 písemek.

�e²ení:

• Pravd¥podobnost toho, ºe bude za hodinu opravených práv¥ 10 písemek zjistíme z
distribu£ní funkce snadno. Z de�nice distribu£ní funkce plyne, ºe je to vý²ka sch·dku
v x = 10. A to je rozdíl hodnot, které nabývá funkce F (x) na intervalu (10, 11〉 a
na intervalu (9, 10〉, tedy p(10) = 0, 6− 0, 3 = 0, 3.

• Pravd¥podobnost toho, ºe bude za hodinu opravených mén¥ neº 10 písemek se dá
zapsat jako P (X < 10), coº je p°esn¥ F (10). Protoºe pro interval (9, 10〉 nabývá
F (x) hodnoty 0, 3, je F (10) = 0, 3, coº je odpov¥¤ na £ást b). Úlohu bychom mohli
vy°e²it i trochu jinak. Co znamená, ºe bude opraveno mén¥ neº 10 písemek? �e jich
bude opraveno 9 nebo 8 nebo 7 a tak dále aº 0 (mén¥ se uº z°ejm¥ nedá). Tedy
hledaná pravd¥podobnost bude sou£tem pravd¥podobností p(9), p(8), p(7), ..., p(0).
Na základ¥ °e²ení £ásti a) víme, ºe tyto pravd¥podobnosti jsou vý²ky sch·dk· distri-
bu£ní funkce v bodech 9, 8, 7, ..., 0. Z p°edpisu F (x) vidíme, ºe v bodech 0 aº 7 nejsou
sch·dky (funkce tam je konstantní), tedy jejich vý²ka je nulová, vý²ka sch·dku v
bod¥ 8 je 0,1 a v bod¥ 9 je 0,2. Proto na²e hledaná pravd¥podobnost bude sou£et
0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0, 1 + 0, 2 = 0, 3, coº je samoz°ejm¥ stejný výsledek,
který jsme dostali uºitím v¥domostí o distribu£ní funkci.

• Pravd¥podobnost toho, ºe bude za hodinu opravených aspo¬ 10 písemek je vlastn¥
P (X ≥ 10), coº je dopl¬kový jev k jevu z £ásti b). Proto jedna z moºností výpo£tu je
P (X ≥ 10) = 1−P (X < 10) = 1−F (10) = 1−0, 3 = 0, 7. Výsledek m·ºeme zjistit i
tak, ºe si uv¥domíme, co znamená, ºe bude opravených aspo¬ 10 písemek, tedy m·ºe
jich být opravených 10, 11, 12, 13 a tak dále. Tedy hledaná pravd¥podobnost bude
sou£tem pravd¥podobností p(10), p(11), p(12), p(13), p(14), . . . , p(n). Op¥t budeme
se£ítat vý²ky sch·dk· v jednotlivých bodech. Proto na²e hledaná pravd¥podobnost
bude sou£et 0, 3 + 0, 3 + 0, 1 + 0 + 0 + 0 + ...+ 0 + ... = 0, 7. Odkud se vzaly nulové
hodnoty? V bod¥ 10 je sch·dek vysoký 0, 3 a stejný sch·dek je v bod¥ 11, v bod¥
12 má sch·dek vý²ku 0, 1 a pak uº funkce F (x) svou hodnotu nem¥ní, je konstantní
a má hodnotu 1. Proto vý²ky dal²ích sch·dk· jsou nulové.

P°íklad 3.4 Pravd¥podobnost, ºe výrobek bude vyhovovat v²em poºadavk·m normy, je
0, 8. Popi²te rozd¥lení po£tu nevyhovujících mezi 3 výrobky.

Pokus o °e²ení-bohuºel nesprávný: Pro t°i výrobky mohou nastat práv¥ tyto £ty°i
(neslu£itelné) moºnosti: ani jeden nevyhovující, jeden nevyhovující, dva nevyhovující nebo
t°i nevyhovující. Postupn¥ si je rozebereme:
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• Ani jeden nevyhovující výrobek
To znamená, ºe v²echny t°i výrobky budou vyhovovat v²em poºadavk·m normy. Ne-
závadnost £i závadnost n¥jakého výrobku nezávisí od nezávadnosti nebo závadnosti
jiného výrobku, jsou to nezávislé jevy. Proto kdyº máme nap°íklad dva výrobky
v1, v2, a víme, ºe P (v1 je vyhovující) = P (v2 je vyhovující) = 0, 8 , tak pravd¥po-
dobnost, ºe tyto dva výrobky jsou vyhovující oba, je

P (v1 je vyhovující) · P (v2 je vyhovující) = 0, 8 · 0, 8.

My máme t°i vyhovující výrobky, proto pravd¥podobnost na²í první moºnosti je

P (v1 je vyhovující)·P (v2 je vyhovující)·P (v3 je vyhovující) = 0, 8·0, 8·0, 8 = 0, 512.

• Jeden nevyhovující výrobek
Jestliºe máme t°i výrobky a jeden je nevyhovující, zbylé dva musí být vyhovující.
Kdyº pravd¥podobnost vyhovujícího výrobku je 0, 8, tak pravd¥podobnost nevyho-
vujícího výrobku je 1 − 0, 8 = 0, 2. Stejnou úvahou jako v p°edchozí £ásti zjistíme,
ºe hledaná pravd¥podobnost je sou£inem

0, 2 · 0, 8 · 0, 8 = 0, 128.

• Dva nevyhovující výrobky
Ze t°í výrobk· máme dva nevyhovující, tedy jeden je vyhovující. Proto na²e prav-
d¥podobnost je

0, 2 · 0, 2 · 0, 8 = 0, 032.

• T°i nevyhovující výrobky
To znamená, ºe v²echny t°i výrobky jsou nevyhovující, a podle p°edchozích úvah
pro pravd¥podobnost na²eho jevu dostáváme

0, 2 · 0, 2 · 0, 2 = 0, 008.

Kde se stala chyba? Nebo si n¥kdo myslí, ºe jsme rozd¥lení na²li správn¥? Na²e £ty°i
moºnosti jsou neslu£itelné a ºádná dal²í moºnost uº nem·ºe nastat. Proto by sou£et
uvedených pravd¥podobností m¥l být 1, ale ná² sou£et je

0, 512 + 0, 128 + 0, 032 + 0, 008 = 0, 68 < 1.

Protoºe víme, ºe sou£et pravd¥podobností v²ech moºností je 1, mnohokrát p°i hledání
rozd¥lení postupujeme tak, ºe vypo£ítáme pravd¥podobnosti v²ech moºností krom¥ té
poslední, pak je se£teme (sou£et ozna£me p1...n−1), a pravd¥podobnost poslední moºnosti
vypo£ítame jako rozdíl 1 − p1...n−1. Na²t¥stí jsme pravd¥podobnost poslední moºnosti
spo£ítali zvlá²´, jinak bychom chybu neodhalili.
Správné °e²ení: Rozd¥lení na £ty°i moºnosti, které jsme provedli v na²em nesprávném
°e²ení, je správné. Výpo£ty pravd¥podobností první a poslední moºnosti jsou také správné,
chyby jsme ud¥lali jenom p°i ur£ení pravd¥podobností u druhé a t°etí moºnosti. V²imn¥me
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si druhé moºnosti, tedy jeden výrobek je nevyhovující a dva jsou vyhovující. Kde jsme
ud¥lali chybu? Podle zápisu na²eho výpo£tu 0, 2 · 0, 8 · 0, 8 = 0, 128, jsme uvaºovali jenom
tu moºnost, ºe nevyhovující výrobek byl první a zbylé dva byly vyhovující. Ale on mohl
být i druhý výrobek nevyhovující (k tomu první a t°etí výrobek vyhovující), nebo t°etí
nevyhovující (a k tomu první dva vyhovující). Proto pravd¥podobnost této moºnosti je

0, 2 · 0, 8 · 0, 8 + 0, 8 · 0, 2 · 0, 8 + 0, 8 · 0, 8 · 0, 2 = 0, 384.

Podobn¥ ve t°etí moºnosti (dva nevyhovující a jeden vyhovující výrobek) musíme uvaºo-
vat, ºe vyhovující výrobek m·ºe být první, druhý, nebo t°etí, a proto pravd¥podobnost
této moºnosti je

0, 8 · 0, 2 · 0, 2 + 0, 2 · 0, 8 · 0, 2 + 0, 2 · 0, 2 · 0, 8 = 0, 096.

Kdyº si te¤ se£teme v²echny pravd¥podobnosti, tak kone£n¥ dostaneme

0, 512 + 0, 384 + 0, 096 + 0, 008 = 1.

A te¤ se budeme v¥novat d·leºitým £íselným charakteristikám náhodních veli£in:

St°ední hodnota
St°ední hodnota diskrétní náhodné veli£iny X se vypo£ítá jako

EX =
n∑
i=1

xi · p(xi) = x1 · p(x1) + x2 · p(x2) + · · · .

Zhruba °e£eno, st°ední hodnota náhodné prom¥nné udává, jaký asi bude pr·m¥r získa-
ných hodnot náhodné prom¥nné p°i mnoha opakováních náhodného procesu. Ur£it st°ední
hodnotu má velký význam p°i statistických analýzách r·zných náhodných proces·, t°eba
známý algoritmus t°íd¥ní quicksort m·ºe po£ítat i velmi dlouho, ale st°ední hodnota
£asu jeho b¥hu je nejlep²í ze v²ech b¥ºných t°ídících algoritm·.
Praktický výpo£et st°edních hodnot v situacích sloºených výb¥r· lze výrazn¥ uleh£it po-
mocí následujících dvou tvrzení.
Pro libovolné dv¥ náhodné prom¥nné X, Y platí

E(X + Y ) = EX + EY.

Pro libovolné dv¥ nezávislé náhodné prom¥nné X, Y platí

E(X · Y ) = EX · EY.

Pro spolehlivý popis náhodné veli£iny pot°ebujeme znát nejenom st°ed kolem kterého se
jednotlivé hodnoty soust°e¤ují, ale také jak daleko se od tohoto st°edu rozptylují. Rozptyl
je de�nován jako st°ední hodnota kvadrát· odchylek od st°ední hodnoty. Odchylku od
st°ední hodnoty, která má rozm¥r stejný jako náhodná veli£ina, zachycuje sm¥rodatná
odchylka.
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Pro diskrétní náhodnou veli£inu m·ºeme rozptyl de�novat vztahem

DX =
n∑
i=1

[xi − EX]2p(xi) =
n∑
i=1

x2
i p(xi)− (EX)2,

kde xi jsou hodnoty, kterých m·ºe náhodná veli£ina X nabývat s pravd¥podobnostmi
p(xi) a EX je st°ední hodnota veli£iny X.

P°íklad 3.5 Diskrétní náhodná veli£ina udává po£et dn·, které student vyuºije na p°í-
pravu na zkou²ku. Hodnoty její pravd¥podobnostní funkci jsou v následující tabulce:

xi 0 1 2 3 4 5 6
p(xi) 0,4 0,35 0,15 0,05 0,03 0,01 0,01

a) Ur£ete o£ekávaný po£et dn·, který student vyuºije na p°ípravu.
b) Ur£ete rozptyl dané náhodné veli£iny.

�e²ení:
a) Z teorie víme, ºe sou£et hodnot pravd¥podobnostní funkce musí být 1. Proto je t°eba
nejd°ív to zkontrolovat. Jelikoº

0, 4 + 0, 35 + 0, 15 + 0, 05 + 0, 03 + 0, 01 + 0, 01 = 1, 00,

víme, ºe pravd¥podobnostní funkce je zadána korektn¥, a proto m·ºeme spo£ítat její
st°ední hodnotu podle známého vzorce:

EX = 0 · 0, 4 + 1 · 0, 35 + 2 · 0, 15 + 3 · 0, 05 + 4 · 0, 03 + 5 · 0, 01 + 6 · 0, 01 = 1, 03.

Tedy o£ekávaný po£et dn·, který student vyuºije na p°ípravu, je 1,03. (Trochu málo, nebo
ne?)
b) Z°ejm¥

DX =
n∑
i=1

x2
i p(xi)− (EX)2,

a
(EX)2 = 1, 032 = 1, 0609.

Dále
n∑
i=1

x2
i p(xi) = 02 ·0, 4+12 ·0, 35+22 ·0, 15+32 ·0, 05+42 ·0, 03+52 ·0, 01+62 ·0, 01 = 2, 49,

proto hledaný rozptyl je

DX = 2, 49− 1, 0609 = 1, 4291.
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P°íklad 3.6 Diskrétní náhodná veli£ina udává po£et dn· bezporuchového provozu m¥°i-
cího p°ístroje. Hodnoty její pravd¥podobnostní funkce jsou v následující tabulce, ale dv¥
hodnoty neznáme.

xi 0 1 2 3 4 5 6
p(xi) * 0,35 0,15 * 0,03 0,01 0,01

Ur£ete je, kdyº víte, ºe o£ekávaný po£et dn· bezporuchového provozu je 1,5.

�e²ení: Víme, ºe sou£et hodnot pravd¥podobnostní funkce má být 1, proto

p(0) + p(1) + p(2) + p(3) + p(4) + p(5) + p(6) = 1,

z toho dostaneme
p(0) + p(3) = 0, 45,

tedy
p(0) = 0, 45− p(3)

a po dosazení do vzorce na výpo£et st°ední hodnoty, (EX = 1, 5), máme

1, 5 = 0 · (0, 45− p(3)) + 1 · 0, 35 + 2 · 0, 15 + 3 · p(3) + 4 · 0, 03 + 5 · 0, 01 + 6 · 0, 01,

1, 5 = 1 · 0, 35 + 2 · 0, 15 + 3 · p(3) + 4 · 0, 03 + 5 · 0, 01 + 6 · 0, 01,

1, 5 = 0, 35 + 0, 3 + 3 · p(3) + 0, 12 + 0, 05 + 0, 06,

1, 5 = 0, 88 + 3 · p(3),

p(3)
.
= 0, 2067,

p(0)
.
= 0, 45− 0, 2067

.
= 0, 2433.

Zkuste si tuto úlohu spo£ítat pro stejné tabulkové hodnoty s tím, ºe st°ední hodnota
bude 2,5. Pokud budete správn¥ po£ítat, dostanete pro p(0) zápornou hodnotu, coº je
nesmysl. Podobn¥ nevhodný výsledek by bylo £íslo v¥t²í neº 1. Proto d°ív neº sv·j výsledek
podtrhnete, posu¤te jeho smysluplnost!

Pro dal²í p°íklady na st°ední hodnotu se podívejme na hody kostkami.

• Jaká je st°ední hodnota (pr·m¥r) £ísel padlých na ²estist¥nné kostce?
Jednoduchým výpo£tem vyjde EK = 1

6
(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 21

6
= 3, 5.

• Jaká je st°ední hodnota sou£tu £ísel padlých na dvou ²estist¥nných kostkách?
S vyuºitím p°edchozího výsledku E(K1 +K2) = EK1 + EK2 = 3.5 + 3.5 = 7.

• Jaká je st°ední hodnota sou£inu £ísel padlých na dvou ²estist¥nných kostkách?
S vyuºitím p°edchozího výsledku E(K1 ·K2) = EK1 · EK2 = 3, 5 · 3, 5 = 12, 25.

Vra´me se nyní k na²emu intuitivnímu pojetí pravd¥podobnosti jako o£ekávání £etnosti
opakování jevu. Pokud nap°íklad hodíme n-krát mincí, pak pravd¥podobnost 1

2
jedné

strany mince znamená, ºe zhruba n/2-krát padne kaºdá ze stran mince. Pokud je na²e
matematická formalizace pravd¥podobnosti správná, m¥la by nám tentýº výsledek °íci
st°ední hodnota po£tu hlav p°i n hodech mincí. Jak tomu skute£n¥ je, ukazuje následující
p°íklad.
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P°íklad 3.7 Jaký je pr·m¥rný po£et hlav padlých p°i n hodech mincí?

�e²ení: Pokud hlav¥ mince p°i°adíme hodnotu 1, máme tak n náhodných prom¥nných
Xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n p°íslu²ejících jednotlivým hod·m mince. Celkový po£et hlav je
dán náhodnou prom¥nnou X = X1 + · · ·+Xn. Takºe pr·m¥rný po£et hlav je

EX = E(X1 + · · ·+Xn) = EX1 + · · ·+ EXn =
1

2
+ · · ·+ 1

2
=
n

2
.

To p°esn¥ odpovídá na²emu vnímání pravd¥podobnosti jako relativní £etnosti jevu.

P°íklad 3.8 Kolik je t°eba pr·m¥rn¥ hod· mincí, aby vy²ly t°i stejné výsledky?

�e²ení: Je snadno vid¥t, ºe nejd°íve t°i stejné výsledky mohou nastat po t°ech hodech a
nejpozd¥ji po p¥ti hodech (z dvou hlav a dvou orl· p¥t hod· nesloºíme). S jakou pravd¥-
podobností získáme stejné výsledky p°i t°ech hodech? Jsou moºnosti bu¤ t°í hlav, nebo
t°í orl·, takºe

p(3) = 2 · 1

8
=

1

4
.

Aº po p¥ti hodech získáme 3 stejné výsledky, pokud první £ty°i hody budou rozd¥leny
dva na dva (na posledním hodu pak jiº vlastn¥ nezáleºí). To se m·ºe stát v

(
4
2

)
= 6

moºnostech pro 4 hody, takºe pravd¥podobnost je

p(5) = 6 · 1

16
=

3

8
.

Moºonst, ºe 3 stejné výsledky získáme po £ty°ech hodech, je dopl¬ková k p°edchozím
dv¥ma a v sou£tu musí mít pravd¥podobnost 1, proto

p(4) = 1− p(3)− p(5) = 1− 1

4
− 3

8
=

3

8
.

Pr·m¥rný po£et pot°ebných hod· je dle de�nice st°ední hodnoty

N = p(3) · 3 + p(4) · 4 + p(5) · 5 =
3

4
+

3

2
+

15

8
=

33

8
= 4, 125.

(To je o trochu více neº 4, coº by jeden mohl intuitivn¥ o£ekávat.)

P°íklad 3.9 (varovný) Jaký je pr·m¥rný sou£in £ísel horní a spodní st¥ny stejné kostky
p°i hodech?

�e²ení: Jak uº víme, st°ední hodnota £ísla na horní st¥n¥ je 3, 5 a dolní st¥n¥ samoz°ejm¥
taky 3, 5. St°ední hodnota jejich sou£inu v²ak není 3, 5 · 3, 5 = 12, 25, protoºe tyto dva
jevy nejsou nezávislé.
Místo toho st°ední hodnotu sou£inu spo£ítáme podle de�nice

1

6
(1 · 6 + 2 · 5 + 3 · 4 + 4 · 3 + 5 · 2 + 6 · 1) =

1

6
· 56 = 9 +

1

3
.

Proto si dávejme dobrý pozor na nezávislost jev· p°i násobení st°edních hodnot!
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3.2 P°íklady pro samostatnou práci

P°íklad 3.10 Diskrétní náhodná veli£ina X udává po£et gramatických chyb v textu. Její
distribu£ní funkce F (x) je následovná:

F (x) =



0 pro x ∈ (−∞, 0〉,
0.5 pro x ∈ (0, 1〉,
0.8 pro x ∈ (1, 2〉,
0.9 pro x ∈ (2, 3〉,
0.95 pro x ∈ (3, 4〉,
1 pro x ∈ (4,∞).

a) Ur£ete st°ední hodnotu náhodné veli£iny X.
b) Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe v textu budou práv¥ 3 chyby.
c) Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe v textu budou mén¥ neº 2 chyby.

Výsledek: a) EX = 0.85, b) P (X = 3) = 0.05, c) P (X < 2) = 0.8

P°íklad 3.11 Diskrétní náhodná veli£ina X udává po£et svetr·, které uplete studentka
Petra za zimní semestr. Její distribu£ní funkce F (x) je následovná:

F (x) =



0 pro x ∈ (−∞, 0〉,
0.05 pro x ∈ (0, 1〉,
0.15 pro x ∈ (1, 2〉,
0.65 pro x ∈ (2, 3〉,
0.85 pro x ∈ (3, 4〉,
1 pro x ∈ (4,∞).

a) Ur£ete její st°ední hodnotu.
b) Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe za semestr Petra uplete práv¥ 2 svetry.
c) Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe za semestr Petra uplete mén¥ neº 1 svetr.

Výsledek: a) EX = 2.3, b) P (X = 2) = 0.5, c) P (X < 1) = 0.05

P°íklad 3.12 Diskrétní náhodná veli£ina X udává po£et pozdních p°íchod· studenta Mar-
tina H. na vyu£ování za semestr. Její distribu£ní funkce F (x) je následovná:

F (x) =



0 pro x ∈ (−∞, 1〉,
0.5 pro x ∈ (1, 2〉,
0.7 pro x ∈ (2, 3〉,
0.8 pro x ∈ (3, 4〉,
0.9 pro x ∈ (4, 5〉,
1 pro x ∈ (5,∞).

a) Ur£ete její st°ední hodnotu.
b) Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe za semestr bude mít Martin práv¥ 4 pozdní p°íchody.
c) Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe za semestr bude mít mén¥ neº 5 pozdních p°íchod·.
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Výsledek: a) EX = 2.1, b) P (X = 4) = 0.1, c) P (X < 5) = 0.9

P°íklad 3.13 Je známa distribu£ní funkce denního po£tu obsazených pokoj· v hotelu:

F (x) =



0 pro x ∈ (−∞, 7〉,
0.5 pro x ∈ (7, 8〉,
0.8 pro x ∈ (8, 9〉,
0.9 pro x ∈ (9, 10〉,
1 pro x ∈ (10,∞).

a) Ur£ete pravd¥podobnost, ºe v náhodn¥ zvolený den bude obsazených práv¥ 9 pokoj·.
b) Ur£ete pravd¥podobnost, ºe v náhodn¥ zvolený den bude obsazených více neº 7 pokoj·.

Výsledek: a) P (X = 9) = 0.1, b) P (X > 7) = 0.5

P°íklad 3.14 Náhodná prom¥nná X je daná tabulkou

xi 10 11 12 13 14 15 16
p(xi) 0,45 0,3 0,1 0,05 0,08 0,01 0,01

Ur£ete její st°ední hodnotu.

Výsledek: EX = 11.08

P°íklad 3.15 Náhodná prom¥nná X je daná tabulkou

xi -1 0 1 2 3 4 5
p(xi) 0,04 0,35 0,15 0,05 0,03 0,01 0,01

Ur£ete její st°ední hodnotu a rozptyl.

Výsledek: Sou£et pravd¥podobností není 1, úloha nemá smysl.

P°íklad 3.16 Diskrétní náhodná veli£ina X udává po£et padnutých ok na ²estist¥nné
kostce.
a) Ur£ete její pravd¥podobnostní a distribu£ní funkci.
b) Ur£ete její st°ední hodnotu.
c) Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe po£et ok bude v¥t²í neº 3.

Výsledek:

a) P (X = i) = 1
6
; i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, F (x) =


0 pro x ∈ (−∞, 1〉,
i
6

pro x ∈ (i, i+ 1〉, i ∈ {1, 2, ...5},
1 pro x ∈ (6,∞).

b) EX = 3.5, c) P (X > 3) = 0.5

P°íklad 3.17 Diskrétní náhodná veli£ina X udává sou£et padnutých ok na dvou ²estist¥n-
ných kostkách.
a) Ur£ete její pravd¥podobnostní funkci.
b) Ur£ete její st°ední hodnotu.
c) Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe sou£et bude men²í neº 5.
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Výsledek:
a) P (X = 2) = P (X = 12) = 1

36
, P (X = 3) = P (X = 11) = 1

18
, P (X = 4) = P (X =

10) = 1
12
, P (X = 5) = P (X = 9) = 1

9
, P (X = 6) = P (X = 8) = 5

36
, P (X = 7) = 1

6
,

b) EX = 20
3
, c) P (X < 5) = 1

6

P°íklad 3.18 Náhodná veli£ina X udává absolutní hodnotu rozdílu £ísel padlých na dvou
kostkách.
a) Ur£ete pravd¥podobnostní rozd¥lení náhodné veli£iny X.
b) Ur£ete st°ední hodnotu EX.

Výsledek:

a) P (X = i) = 1
6
; i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, p(i) =



1
6

pro i = 0, i = 3,
5
18

pro i = 1,
2
9

pro i = 2,
1
9

pro i = 4,
1
18

pro i = 5.

b) EX = 35
18

P°íklad 3.19 Vytá£ení telefonického p°ipojení k internetu je maximáln¥ ²estkrát
opakováno (tj. po úsp¥²ném p°ipojení, respektive po ²esti neúsp¥²ných vytá£eních
se v pokusu o spojení nepokra£uje). Jednotlivá vytá£ení jsou navzájem nezávislá.
Pravd¥podobnost správného p°ipojení p°i kaºdém vytá£ení je rovna 0,6. Veli£ina X udává
po£et vytá£ení p°i daném pokusu o spojení.
a) Ur£ete rozd¥lení pravd¥podobnosti veli£iny X.
b) Ur£ete st°ední hodnotu veli£iny X.

Výsledek:

a) p(i) =

{
0, 4i−1 · 0, 6 pro i ∈ {0, 1, ..., 5},
0, 45 · 0, 6 + 0, 46 pro i = 6,

b) EX = 1, 646016

P°íklad 3.20 Balík je linkou nedostate£n¥ zabalen s pstí 0,3. Jednotlivá balení jsou nezá-
vislá na p°edchozích baleních. Balicí linka se zastaví poté, co balík je nedostate£n¥ zabalen,
v kaºdém p°ípad¥ se v²ak zastaví po zabalení pátého balíku. (X = po£et zabalených balík·
(a´ uº dob°e, nebo ²patn¥ � po£ítají se v²echny) p°ed prvním zastavením linky).
a) Ur£ete pravd¥podobnostní funkci veli£iny X.
b) Ur£ete EX, DX.

Výsledek:

a) p(i) =



0, 3 pro i = 1,
0, 21 pro i = 2,
0, 147 pro i = 3,
0, 1029 pro i = 4,
0, 2401 pro i = 5,

b) EX = 1, 93275
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P°íklad 3.21 Honza chodí na pravidelné odb¥ry krve. Pravd¥podobnost, ºe výsledek od-
b¥ru bude dobrý, je vºdy 0, 4 a nezávisí na p°edchozích odb¥rech. Jestliºe budou dva po
sob¥ jdoucí odb¥ry dobré, nebude muset p°ijít na dal²í odb¥ry. Dále také v kaºdém p°ípad¥
p°estane chodit na odb¥ry po £ty°ech absolvovaných odb¥rech. Náhodná veli£ina X udává
po£et odb¥r·, které Honza absolvuje v daném období.
a) Ur£ete pravd¥podobnostní rozd¥lení náhodné veli£iny X.
b) Ur£ete st°ední hodnotu EX.

Výsledek:

a) p(i) =


0, 16 pro i = 2,
0, 096 pro i = 3,
0, 744 pro i = 4,

b) EX = 3, 584

P°íklad 3.22 Honza má v zásobníku p¥t náboj·. Pravd¥podobnost, ºe zasáhne ter£, je
vºdy 0, 4 a nezávisí na p°edchozích pokusech. Honza bude st°ílet tak dlouho, dokud neza-
sáhne ter£, pak st°ílet p°estane. V kaºdém p°ípad¥ p°estane st°ílet, aº mu dojde daných
p¥t náboj·. Náhodná veli£ina X udává po£et zbylých náboj· po vykonání popsaného expe-
rimentu.
a) Ur£ete pravd¥podobnostní rozd¥lení náhodné veli£iny X.
b) Ur£ete st°ední hodnotu EX.

Výsledek:

a) p(i) =



0, 4 pro i = 4,
0, 24 pro i = 3,
0, 144 pro i = 2,
0, 0864 pro i = 1,
0, 1296 pro i = 0,

b) EX = 2, 6944

P°íklad 3.23 St°elec st°ílí do ter£e, v zásob¥ má 4 náboje. Pravd¥podobnost zásahu je
p°i kaºdém výst°elu 0,6. Diskrétní náhodná veli£ina X udává po£et zásah· do ter£e.
a) Ur£ete její pravd¥podobnostní funkci.
b) Ur£ete její st°ední hodnotu.

Výsledek:

a) p(i) =



0, 0256 pro i = 0,
0, 1536 pro i = 1,
0, 3456 pro i = 2,
0, 3456 pro i = 3,
0, 1296 pro i = 4,

b) EX = 2, 4

P°íklad 3.24 Basketbalista hází trestné ko²e � s házením p°estává po dvou úsp¥²ných
pokusech v t¥sném sledu za sebou, v kaºdém p°ípad¥ ov²em p°estává házet i po pátém
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pokusu. Pravd¥podobnost úsp¥chu p°i kaºdém hodu je 0,8. Jednotlivé hody jsou povaºovány
za nezávislé. Veli£ina X udává po£et úsp¥²ných ko²·.
a) Ur£ete pravd¥podobnostní funkci veli£iny X.
b) st°ední hodnotu veli£iny X.

Výsledek:

a) p(i) =


0, 64 pro i = 2,
0, 128 pro i = 3,
0, 128 pro i = 4,
0, 104 pro i = 5,

b) EX = 2, 5936

P°íklad 3.25 Hrá£i A, B hrají následující hru: Losují za regulérních pravidel losy s £ísly
1 aº 20 (vytaºení libovolného £ísla je stejn¥ pravd¥podobné). Pokud je vytaºeno n¥které z
£ísel 1 aº 4, dává hrá£ A hrá£i B 40 K£ (zisk hrá£e A je záporný). Pokud je taºeno n¥které
z £ísel 5 aº 12, dává hrá£ A hrá£i B 60 K£ (zisk hrá£e A je záporný). Pokud je taºeno
£íslo 13 nebo 14, dává hrá£ B hrá£i A k K£. Pokud je taºeno £íslo 15 aº 20, dává hrá£ B
hrá£i A 30 K£.
a) Ur£ete rozd¥lení veli£iny X = zisk hrá£e A v jednom kole hry. Hodnotu k p°itom zatím
ur£ovat nemusíte.
b) Ur£ete hodnotu k tak, aby se jednalo o spravedlivou hru, tj. st°ední hodnota zisku hrá£e
A byla rovna nule.

Výsledek:

a) p(i) =


1
5

pro i = −40,
2
5

pro i = −60,
1
10

pro i = k,
3
10

pro i = 30,

b) k = 230

P°íklad 3.26 Budeme házet mincí, dokud nepadne znak. Diskrétní náhodná prom¥nná
X udává po£et hod· do prvního padnutí znaku. Ur£ete pravd¥podobnostní a distribu£ní
funkci prom¥nné X.

Výsledek: p(i) = 1
2i
, i ∈ N , F (x) =

{
0 pro x < 1,
2n−1

2n
pro x ∈ 〈n, n+ 1),

P°íklad 3.27 Diskrétní náhodná veli£ina X udává po£et ok p°i hodu kostkou. Vypo£ítejte
její rozptyl.

Výsledek: 3, 75

P°íklad 3.28 Jaká je st°ední hodnota po£tu ²estek padlých p°i hodu 10 ²estist¥nných
kostek?

Výsledek: 35
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P°íklad 3.29 Jaký je pr·m¥rný po£et hlav padlých p°i p¥ti hodech mincí?

Výsledek: 2, 5

P°íklad 3.30 Jaký je pr·m¥rný po£et hlav padlých p°i n hodech mincí?

Výsledek: n
2

P°íklad 3.31 Kolik je t°eba pr·m¥rn¥ hod· mincí, aby vy²ly dva stejné výsledky?

Výsledek: 2, 5

P°íklad 3.32 (varovný) Jaký je pr·m¥rný sou£et £ísel horní a spodní st¥ny stejné kostky
p°i hodech?

Výsledek: 7

P°íklad 3.33 * Kolik je t°eba pr·m¥rn¥ hod· mincí, aby padla první hlava?
Návod: Uv¥domte si, ºe teoreticky hlava nemusí padnout nikdy, ale pravd¥podobnost sa-
mých orl· jde k nule.

Výsledek: 2
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4 Spojité náhodné veli£iny

4.1 Základní pojmy a °e²ené p°íklady

Hustota pravd¥podobnosti
U spojité náhodné veli£iny se pravd¥podobnost, ºe náhodná veli£ina X padne do
ur£itého intervalu (a, b), po£ítá jako

P (X ∈ (a, b)) =
b∫
a

f(x) dx,

kde funkce f je tzv. hustota pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X.

P°íklad 4.1 Hustota pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X má tvar:

f(x) =


0 pro x ≤ 1,
x− 1

2
pro 1 < x ≤ 2,

0 pro x > 2.

Vypo£t¥te pravd¥podobnosti P (1,5 ≤ X ≤ 1,8), P (X < 1,2), P (X > 1,7), P (X = 1,5),
P (X < 3). Dále najd¥te hodnotu a, pro kterou by platilo P (X < a) = 0,8.

�e²ení: První t°i pravd¥podobnosti vypo£ítáme jako integrál z hustoty f p°es p°íslu²ný
interval. Integrály z nulové funkce bychom mohli rovnou vynechávat, ale zde, v na²em
prvním p°íkladu, je vypí²eme.

P (1,5 ≤ X ≤ 1,8) =

∫ 1,8

1,5

f(x) dx =

∫ 1,8

1,5

(
x− 1

2

)
dx =

[
x2

2
− 1

2
x

]1,8

1,5

=

=

(
1,82

2
− 1

2
1,8

)
−
(

1,52

2
− 1

2
1,5

)
= 0,345,

P (X < 1,2) =

∫ 1,2

−∞
f(x) dx =

∫ 1

−∞
0 dx+

∫ 1,2

1

(
x− 1

2

)
dx =

[
x2

2
− 1

2
x

]1,2

1

= 0,12,

P (X > 1,7) =

∫ ∞
1,7

f(x) dx =

∫ 2

1,7

(
x− 1

2

)
dx+

∫ ∞
2

0 dx =

[
x2

2
− 1

2
x

]2

1,7

= 0,405.

Pokud jde o P (X = 1,5), zde m·ºeme rovnou °íct, ºe výsledek je nula, ale mohli bychom
pouºít i integrál:

P (X = 1,5) =

∫ 1,5

1,5

f(x) dx = 0.
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Poslední pravd¥podobnost, P (X < 3), m·ºeme téº ur£it bez jakéhokoli po£ítání. Výsledek
musí být 1, protoºe náhodná veli£ina X men²í neº 3 ur£it¥ je. Pomocí integrálu bychom
k výsledku do²li takto:

P (X < 3) =

∫ 3

−∞
f(x) dx =

∫ 1

−∞
0 dx+

∫ 2

1

(
x− 1

2

)
dx+

∫ 3

2

0 dx =

=

[
x2

2
− 1

2
x

]2

1

= 1.

Nakonec ur£íme konstantu a, pro kterou je P (X < a) = 0,8 � hledáme vlastn¥ 0,8-kvantil
náhodné veli£iny X. Je z°ejmé, ºe a ∈ (1, 2). Musí platit

P (X < a) =

∫ a

1

(
x− 1

2

)
dx = 0,8.

Odtud dostáváme[
x2

2
− 1

2
x

]a
1

= 0,8 ⇒ a2

2
− 1

2
a−

(
12

2
− 1

2
· 1
)

= 0,8 ⇒ a2 − a− 1,6 = 0.

�e²ením této kvadratické rovnice s neznámou a dostáváme

a1,2 =
1±√1 + 4 · 1,6

2
=

1±√7,4

2
.

Protoºe ko°en 1−
√

7,4
2

nenáleºí do intervalu (1, 2), z·stává nám jediná moºnost, a to

a =
1 +
√

7,4

2
.
= 1,86.

P°íklad 4.2 Teplota ve skleníku je náhodná veli£ina X s �lichob¥ºníkovým� rozd¥lením
pravd¥podobnosti, graf její hustoty je na obrázku 4.1.
a) Ur£ete hodnotu h vyzna£enou v obrázku.
b) Vypo£t¥te pravd¥podobnost, ºe teplota p°ekro£í 31,5◦C.
c) Pod jakou mez se teplota dostane jen s pravd¥podobností 0,05?

27 28 29 30 31 32 33 x

y

h
y = f(x)

Obrázek 4.1: K p°íkladu 4.2: Hustota zadané náhodné veli£iny X
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�e²ení: a) Pro ur£ení zatím neznámé hodnoty h (vý²ky lichob¥ºníka) vyuºijeme faktu,
ºe P (X ∈ (−∞,∞)) =

∫∞
−∞ f(x) dx = 1. To znamená, ºe obsah celého lichob¥ºníka musí

být roven 1. Pro výpo£et obsahu lichob¥ºníka platí vztah S = h
2
(a+ c), kde h je vý²ka a

a, c jsou délky základen. V na²em p°ípad¥ je a = 6, c = 4, S má být rovno jedné, a tedy

1 =
h

2
(6 + 4) ⇒ h =

2

10
=

1

5
= 0,2.

b) Máme za úkol vypo£ítat P (X > 31,5). Tato pravd¥podobnost je dána integrálem∫∞
31,5

f(x) dx neboli obsahem oblasti vyzna£ené na obrázku 4.2.

27 31,5 33 x

y

h
y = f(x)

Obrázek 4.2: K p°íkladu 4.2, £ást b)

M·ºeme postupovat dv¥ma zp·soby: bu¤ vypo£teme p°ímo obsah oblasti, nebo najdeme
funk£ní p°edpis pro hustotu, a tu pak zintegrujeme. P°edvedeme ob¥ moºnosti.
Nejprve pomocí p°ímého výpo£tu obsahu: Oblast se skládá z obdélníka a trojúhelníka.
Vý²ka je v obou p°ípadech h = 0,2, ²í°ka obdélníka je 0,5 a základna trojúhelníka má
délku 1. Celkem tedy

P (X > 31,5) = 0,5 · 0,2 +
1

2
· 1 · 0,2 = 0,2.

(Tento výsledek jsme mohli ur£it i �od oka�, bez znalosti hodnoty h. Sta£í si uv¥domit, ºe
vybarvená £ást tvo°í jednu p¥tinu celkové plochy a ºe obsah celého lichob¥ºníka je 1.)
Nyní vy°e²íme stejný problém pomocí integrálu z hustoty: Nejprve musíme najít funk£ní
p°edpis pro hustotu. Z obrázku vidíme, ºe graf hustoty se skládá z n¥kolika £ástí. Vn¥
intervalu 〈27, 33〉 je f(x) = 0, na intervalu 〈28, 32〉 je hustota konstantní, f(x) = 0,2.
Na intervalu 〈27, 28) je grafem hustoty £ást p°ímky se sm¥rnicí k = 0,2 (p°ipome¬me,
ºe sm¥rnice p°ímky je tangens úhlu, který p°ímka svírá s kladným sm¥rem osy x, a ºe
tangens se vypo£ítá jako pom¥r protilehlé a p°ilehlé odv¥sny pravoúhlého trojúhelníka).
To znamená, ºe funk£ní p°edpis na tomto intervalu bude ve tvaru y = 0,2x + q. P°ímka
prochází bodem [27, 0], a proto

0 = 0,2 · 27 + q ⇒ q = −0,2 · 27 ⇒ y = 0,2(x− 27).

Podobným zp·sobem bychom zjistili, ºe pro interval (32, 33〉 je f(x) = −0,2(x − 33).



Matematika 3 51

Celkem tedy máme

f(x) =



0 pro x < 27,

0,2(x− 27) pro 27 ≤ x < 28,

0,2 pro 28 ≤ x ≤ 32,

−0,2(x− 33) pro 32 < x ≤ 33,

0 pro x > 33

Poºadovanou pravd¥podobnost te¤ vypo£teme p°íslu²ným integrálem:

P (X > 31,5) =

∫ 32

31,5

0,2 dx− 0,2

∫ 33

32

(x− 33) dx = 0,2 [x]32
31,5 − 0,2

[
(x− 33)2

2

]33

32

= 0,2.

c) Pot°ebujeme najít mezní hodnotu teploty, ozna£me ji T , pro kterou by platilo
P (X < T ) = 0,05. To znamená, ºe hledáme T , pro které by obsah oblasti vyzna£ené
na obrázku 4.3 byl roven 0,05.

27 T 33 x

y

h
y = f(x)

Obrázek 4.3: K p°íkladu 4.2, £ást c)

Je evidentní, ºe T bude n¥kde mezi 27 a 28 (protoºe P (X < 28) = 0,1, coº uº je víc neº
0,05). Pro výpo£et T pouºijeme hustotu náhodné veli£iny X, ale kdo chce, m·ºe zkusit
najít T pouze pomocí obsahu vyzna£eného trojúhelníka.

P (X < T ) =

∫ T

27

0,2(x− 27) dx = 0,2

[
(x− 27)2

2

]T
27

= 0,1(T − 27)2

0,1(T − 27)2 = 0,05 ⇒ (T − 27)2 = 0,5 ⇒ T − 27 = ±
√

0,5

Protoºe T je ur£it¥ v¥t²í neº 27, p°ichází v úvahu pouze +
√

0,5. Mezní hodnota, pod
kterou teplota klesne jen s pravd¥podobností 0,05, je proto T = 27 +

√
0,5

.
= 27,7.

Distribu£ní funkce a její vztah s hustotou
Univerzální de�nice distribu£ní funkce náhodné veli£iny X je

F (x) = P (X < x).

U spojité náhodné veli£iny se hodnoty distribu£ní funkce po£ítají jako

F (x) = P (X ∈ (−∞, x)) =
x∫
−∞

f(t) dt.

Hustota f se proto z distribu£ní funkce F spo£ítá jako

f(x) = F ′(x).

V bodech, kde F ′(x) není de�nována, m·ºeme f(x) zvolit libovoln¥.
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P°íklad 4.3 Hustota pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X má tvar:

f(x) =


0 pro x ≤ 0,
sinx pro 0 < x ≤ π

2
,

0 pro x > π
2
.

a) Vypo£t¥te P (X < −1), P (X < π
4
), P (X < π

3
) a P (X < 2).

b) Ur£ete p°edpis pro distribu£ní funkci náhodné veli£iny X.

�e²ení: Hledání distribu£ní funkce student·m £asto p·sobí problémy. Proto zde budeme
postupovat pomalu a opatrn¥. V²em, kdo by distribu£ní funkci um¥li najít hned, bez
zbyte£ného zdrºování, se omlouváme.
a) Budeme postupovat obdobn¥ jako v p°íkladu 4.1. Zdá se, ºe tato £ást p°íkladu nep°iná²í
nic nového, je v²ak mín¥na jako p°íprava na £ást b). V rámci této p°ípravy te¤ jako
integra£ní prom¥nnou místo x pouºijeme t:

P (X < −1) =

−1∫
−∞

f(t) dt =

−1∫
−∞

0 dt = 0

P (X <
π

4
) =

∫ π/4

−∞
f(t) dt =

∫ π/4

0

sin t dt = [− cos t]π/40 = −
√

2

2
− (−1)

.
= 0,293

P (X <
π

3
) =

∫ π/3

−∞
f(t) dt =

∫ π/3

0

sin t dt = [− cos t]π/30 = −1

2
− (−1) = 0,5

P (X < 2) =

∫ 2

−∞
f(t) dt =

∫ π/2

0

sin t dt+

∫ 2

π/2

0 dt = [− cos t]π/20 = −0− (−1) = 1

b) Distribu£ní funkce je de�nována jako F (x) = P (X < x). To znamená, ºe v £ásti a) uº
jsme vypo£ítali hodnoty F (−1), F (π/4), F (π/3) a F (2). Zde máme najít obecný p°edpis
pro F (x). Platí

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt.

To uº zde sice bylo uvedeno ve vzorcích v ráme£ku, p°i pohledu na °e²ení £ásti a) ale
moºná bude jasn¥j²í, co se tímto vzorcem myslí. Téº uº je asi jasné, ºe distribu£ní funkce
bude vypadat jinak, je-li x (neboli horní mez integrálu) men²í neº 0, je-li v intervalu
〈0, π/2〉 a je-li v¥t²í neº π/2. Proto výpo£et rozd¥líme na t°i £ásti:
Pro x < 0:

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =

∫ x

−∞
0 dt = 0.

Pro x ∈ 〈0, π/2〉 (reprezentanty tohoto p°ípadu byly výpo£ty pro x = π/4 a x = π/3) :

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =

∫ 0

−∞
0 dt+

∫ x

0

sin t dt = [− cos t]x0 = − cosx+ 1 = 1− cosx.
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Pro x > π/2:

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =

∫ 0

−∞
0 dt+

∫ π/2

0

sin t dt+

∫ x

π/2

0 dt = 1.

Celkem jsme dostali p°edpis pro distribu£ní funkci

F (x) =


0 pro x < 0,
1− cosx pro 0 ≤ x ≤ π/2,
1 pro x > π/2.

Kdybychom nyní do této funkce dosadili za x nap°. π/4, dostali bychom stejnou hodnotu
jako v £ásti a). M·ºete si téº v²imnout, ºe funkce F je spojitá, její jednotlivé £ásti na sebe
navazují.
Upozorn¥ní na £astou chybu: V prost°ední fázi výpo£tu studenti ob£as napí²ou:
Pro x ∈ 〈0, π/2〉 je F (x) =

∫ π/2
0

sinx dx = · · ·
To v²ak není správn¥. Práv¥ uvedený integrál udává pravd¥podobnost, ºe náhodná veli£ina
X pat°í do intervalu 〈0, π/2〉. To ale v·bec není to, co chceme spo£ítat. P°i výpo£tu F (x)
po£ítáme pravd¥podobnost, ºe náhodná veli£ina X je men²í neº x, a v tomto p°ípad¥
víme, ºe tohle x � horní mez integrálu � je z intervalu 〈0, π/2〉, jako tomu bylo nap°íklad
pro x = π/3.
Jiná £astá chyba: N¥kterým student·m se vzorec F (x) =

∫ x
−∞ f(t) dt patrn¥ nelíbí

a pouºít jej necht¥jí. Místo toho si °eknou: �Kdyº hustotu f dostanu jako F ′, tak je F
integrál z hustoty a hotovo!� A napí²ou:

F (x) =

∫
f(x) dx =

∫
sinx dx = − cosx.

To je ²patn¥, coº ukáºeme na jednoduchém p°íkladu. Vypo£t¥me pomocí takto získané
distribu£ní funkce P (X < π/3):

P (X < π/3) = F (π/3) = − cos(π/3) = −0,5

Pravd¥podobnost nám vy²la záporn¥!! (Pokud n¥koho tento fakt nezarazil, nech´ se vrátí
k první kapitole o pravd¥podobnosti.)
Oprava této chyby � jiný zp·sob nalezení F (x): Práv¥ popsaný zp·sob (nalezení
distribu£ní funkce F pomocí neur£itého integrálu z hustoty f) se ve skute£nosti pouºít
dá, musíme být ale opatrní. P°ed chvílí jsme totiº zapomn¥li na integra£ní konstantu, ono
�+c� na záv¥r. Máme

F (x) =

∫
f(x) dx =

∫
sinx dx = − cosx+ c.

Konstantu c nyní ur£íme tak, aby hodnoty funkce F vycházely správn¥. Nap°íklad víme,
ºe F (π/2) musí být 1 (protoºe P (X < π/2) = 1). Odtud

F (π/2) = 1 ⇒ − cos(π/2) + c = 1 ⇒ 0 + c = 1 ⇒ c = 1.
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Distribu£ní funkce pro x ∈ 〈0, π/2〉 je proto

F (x) = − cosx+ 1.

Stejn¥ dob°e jsme mohli pro ur£ení c vyuºít faktu, ºe F (0) musí být 0 (pro tento konkrétní
p°íklad; obecn¥ to být pravda nemusí). Op¥t bychom dostali, ºe c = 1.

Nyní p°edvedeme je²t¥ jeden p°íklad na hledání distribu£ní funkce. Hustota tentokrát
bude rozd¥lena na více £ástí.

P°íklad 4.4 Najd¥te distribu£ní funkci náhodné veli£iny X z p°íkladu 4.2 (p°íklad se
skleníkem).

�e²ení: Uº jsme zjistili, ºe hustota zkoumané náhodné veli£iny X je

f(x) =



0 pro x < 27,

0,2(x− 27) pro 27 ≤ x < 28,

0,2 pro 28 ≤ x ≤ 32,

−0,2(x− 33) pro 32 < x ≤ 33,

0 pro x > 33

Budeme hledat distribu£ní funkci pro jednotlivé intervaly:
Pro x < 27 je z°ejm¥ F (x) = 0.
Pro x ∈ 〈27, 28) :

F (x) =

∫ x

27

0,2(t− 27) dt = 0,2

[
(t− 27)2

2

]x
27

= 0,1(x− 27)2.

(Poznamenejme, ºe primitivní funkce se samoz°ejm¥ mohla vyjád°it i jako 0,2( t
2

2
− 27t).

Dosazení mezí by pak vedlo k �o²kliv¥j²ímu� tvaru výsledku, do kterého by se pracn¥ji
dosazovaly konkrétní hodnoty x.)
Pro x ∈ 〈28, 32〉 :

F (x) =

∫ 28

27

0,2(t− 27) dt+

∫ x

28

0,2 dt = 0,2

[
(t− 27)2

2

]28

27

+ 0,2 [t]x28 =

= 0,1 + 0,2(x− 28).

Pro x ∈ 〈32, 33〉 :

F (x) =

∫ 28

27

0,2(t− 27) dt+

∫ 32

28

0,2 dt+

∫ x

32

(−0,2)(t− 33) dt =

= 0,2

[
(t− 27)2

2

]28

27

+ 0,2 [t]32
28 − 0,2

[
(t− 33)2

2

]x
32

= 0,1 + 0,2 · 4−

−0,2

[
(t− 33)2

2

]x
32

= 0,9− 0,1((x− 33)2 − 1) = 1− 0,1(x− 33)2.
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Pro x > 33 m·ºeme °íci rovnou, ºe bude F (x) = 1. Kdo by v²ak cht¥l vid¥t výpo£et
rozepsaný, má p°íleºitost:

F (x) =

∫ 28

27

0,2(t− 27) dt+

∫ 32

28

0,2 dt+

∫ 33

32

(−0,2)(t− 33) dt+

∫ x

33

0 dt =

= 0,2

[
(t− 27)2

2

]28

27

+ 0,2 [t]32
28 − 0,2

[
(t− 33)2

2

]33

32

=

= 0,1 + 0,2 · 4− 0,1(0− 1) = 1.

Celkem jsme dostali pro distribu£ní funkci p°edpis

F (x) =



0 pro x < 27,

0,1(x− 27)2 pro 27 ≤ x < 28,

0,1 + 0,2(x− 28) pro 28 ≤ x ≤ 32,

1− 0,1(x− 33)2 pro 32 < x ≤ 33,

1 pro x > 33.

Graf distribu£ní funkce vidíme na obrázku 4.4

27 28 29 30 31 32 33 x

y

1

y = F (x)

Obrázek 4.4: Distribu£ní funkce náhodné veli£iny z p°íkladu 4.4

M·ºete se pokusit práv¥ nalezenou distribu£ní funkci spo£ítat znovu, ale bez integrování,
pomocí obrázku 4.1. Sta£í si uv¥domit, ºe p°i výpo£tu F (x) neboli P (X < x) po£ítáme
vlastn¥ obsah plochy pod grafem hustoty f od −∞ po p°íslu²né x. Nap°. je-li x ∈ 〈28, 32〉,
bereme obsah levého trojúhelníka (coº je 0,1) a p°idáváme k n¥mu obsah obdélníka s vý²-
kou 0,2 a ²í°kou x−28. Výsledek je pak F (x) = 0,1+0,2(x−28) � porovnejte s výsledkem
získaným integrací.
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P°íklad 4.5 Náhodná veli£ina X má distribu£ní funkci

F (x) =
1

2
+

1

π
arctg x

a) Vypo£t¥te následující pravd¥podobnosti: P (X < 1), P (X > 1,5), P (0,5 ≤ X < 1,5) a
P (−0,5 ≤ X ≤ 1).
b) Najd¥te hodnotu x, kterou náhodná veli£ina X p°ekro£í (sm¥rem nahoru) jen s prav-
d¥podobností 0,01.
c) Najd¥te interval soum¥rný podle po£átku, do kterého náhodná veli£ina X padne s prav-
d¥podobností 0,9.
d) Ur£ete hustotu pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X.

�e²ení: a) Je²t¥ jednou p°ipome¬me, ºe F (x) = P (X < x). Proto

P (X < 1) = F (1) =
1

2
+

1

π
arctg 1 =

1

2
+

1

π
· π

4
.
= 0,75.

Pro výpo£et P (X > 1,5) pouºijeme pravd¥podobnost jevu opa£ného. Opa£ný jev k jevu
�X > 1,5� je �X ≤ 1,5�. Dále vyuºijeme faktu, ºe P (X = x) je u spojité náhodné veli£iny
X vºdy nulová. Celkem máme

P (X > 1,5) = 1− P (X ≤ 1,5) = 1− (P (X < 1,5) + P (X = 1,5)) =

= 1− (F (1,5) + 0) = 1−
(

1

2
+

1

π
arctg 1,5

)
.
= 0,187.

Má-li být 0,5 ≤ X < 1,5, znamená to, ºe X musí být men²í neº 1,5, a p°itom nesmí být
men²í neº 0,5. Proto

P (0,5 ≤ X < 1,5) = P (X < 1,5)− P (X < 0,5) = F (1,5)− F (0,5) =

=
1

2
+

1

π
arctg 1,5−

(
1

2
+

1

π
arctg 0,5

)
.
= 0,165.

Protoºe práv¥ p°edvedená úvaha n¥kterým student·m £iní potíºe, vysv¥tlíme v²e je²t¥
pomocí obrázku 4.5. Na tomto obrázku je znázorn¥na hustota náhodné veli£inyX (funk£ní
p°edpis pro ni zatím neznáme, ale to te¤ nijak nevadí). Jak víme, pravd¥podobnost,
ºe 0,5 ≤ X < 1,5, je rovna obsahu plochy pod grafem hustoty na intervalu 〈0,5; 1,5).
Dále, hodnota distribu£ní funkce v bod¥ 0,5, tj. pravd¥podobnost, ºe X < 0,5, je rovna
obsahu plochy pod grafem hustoty na intervalu (−∞; 0,5). V na²em obrázku je tato plocha
vyzna£ena svislým ²rafováním. Podobn¥, hodnota distribu£ní funkce v bod¥ 1,5 je rovna
obsahu plochy, která je v obrázku 4.5 ²ed¥ vybarvena. Nás zajímá obsah plochy, která je
²edá, ale nikoli ²rafovaná. Op¥t se dostáváme k tomu, ºe od sebe musíme ode£íst F (1,5)
a F (0,5).
Je²t¥ zbývá vypo£ítat P (−0,5 ≤ X ≤ 1). Protoºe pravd¥podobnosti, ºe by se X rovnalo
n¥jaké jedné konkrétní hodnot¥, jsou nulové, m·ºeme tento p°íklad °e²it stejn¥ jako ten
p°edchozí:

P (−0,5 ≤ X ≤ 1) = F (1)− F (−0,5) =
1

2
+

1

π
arctg 1−

(
1

2
+

1

π
arctg (−0,5)

)
.
= 0,398.
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0,5 1,5 x

y

y = f(x)

Obrázek 4.5: K p°íkladu 4.5 � hustota náhodné veli£iny X

b) Hledáme x, pro které by platilo P (X > x) = 0,01. Uº jsme ukázali, ºe u spojité
náhodné veli£iny je P (X > x) = 1 − P (X < x) = 1 − F (x). Proto musíme najít x, pro
které bude 1− F (x) = 0,01. Dosazením do funkce F dostáváme:

1−
(

1

2
+

1

π
arctg x

)
= 0,01 ⇒ arctg x = π

(
1

2
− 0,01

)
Tedy

x = tg (0,49π)
.
= 31,82.

c) Hledáme interval, ozna£me jej (−a, a), pro který by platilo P (−a < X < a) = 0,9. P°i
výpo£tu vyuºijeme faktu, ºe funkce arctg je lichá.

P (−a < X < a) = F (a)− F (−a) =
1

2
+

1

π
arctg a−

(
1

2
+

1

π
arctg (−a)

)
=

=
1

π
(arctg a− arctg (−a)) =

2

π
arctg a

2

π
arctg a = 0,9 ⇒ a = tg

0,9π

2
.
= 6,31

Hledaný interval je tedy (−6,31; 6,31).
d) Platí, ºe f(x) = F ′(x), a tedy v na²em p°ípad¥

f(x) =

(
1

2
+

1

π
arctg x

)′
=

1

π
· 1

1 + x2
.

Kdo by cht¥l, m·ºe te¤ £ásti p°íkladu a), b), c) vy°e²it pomocí hustoty.

V p°edchozím p°íkladu jsme ukázali výpo£ty pravd¥podobnosti r·zných typ· nerovností.
V²e shrneme do ráme£ku:

Výpo£ty r·zných pravd¥podobností pomocí distribu£ní funkce
Pro jakoukoli náhodnou veli£inu platí

P (X < x) = F (x)

P (X ≥ x) = 1− F (x)

P (a ≤ X < b) = F (b)− F (a).

Protoºe pro spojité náhodné veli£iny je P (X = x) = 0, m·ºeme pro spojité náhodné
veli£iny v²ude nahradit ostré nerovnosti neostrými a naopak.
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St°ední hodnota, rozptyl a sm¥rodatná odchylka
St°ední hodnota spojité náhodné veli£iny X se vypo£ítá jako

EX =
∞∫
−∞

x · f(x) dx,

rozptyl jako

DX =
∞∫
−∞

x2 · f(x) dx− (EX)2

a sm¥rodatná odchylka je
√
DX.

P°íklad 4.6 Hustota pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X má tvar:

f(x) =


0 pro x ≤ 0,
1
2

sinx pro 0 < x ≤ π,

0 pro x > π.

a) Vypo£t¥te st°ední hodnotu, rozptyl a sm¥rodatnou odchylku náhodné veli£iny X.
b) Vypo£t¥te pravd¥podobnost, ºe náhodná veli£ina X p°ekro£í (sm¥rem nahoru) svou
st°ední hodnotu více neº o π/4.
c) Vypo£t¥te pravd¥podobnost, ºe se náhodná veli£ina X bude od své st°ední hodnoty li²it
nanejvý² o dvojnásobek sm¥rodatné odchylky.

�e²ení: a) St°ední hodnota:

EX =

∫ ∞
−∞

x · f(x) dx =
1

2

∫ π

0

x sinx dx

∣∣∣∣u = x u′ = 1
v′ = sinx v = − cosx

∣∣∣∣
=

1

2

(
[−x cosx]π0 +

∫ π

0

cosx dx

)
=

1

2
(π + [sinx]π0 ) =

π

2
.

Tento výsledek jsme mohli i uhodnout, protoºe graf hustoty je soum¥rný podle p°ímky
x = π/2, takºe se dá £ekat, ºe �pr·m¥rn¥� bude náhodná veli£ina X nabývat hodnoty
π/2.
Rozptyl:

DX =

∫ ∞
−∞

x2 · f(x) dx− (EX)2 =
1

2

∫ π

0

x2 sinx dx−
(π

2

)2

.

Nejprve zvlá²´ vypo£teme integrál z x2 sinx, a pak se vrátíme k výpo£tu DX:∫ π

0

x2 sinx dx =

∣∣∣∣u = x2 u′ = 2x
v′ = sin x v = − cosx

∣∣∣∣ =
[
−x2 cosx

]π
0

+ 2

∫ π

0

x cosx dx =

=

∣∣∣∣u = x u′ = 1
v′ = cos x v = sinx

∣∣∣∣ = π2 + 2

(
[x sinx]π0 −

∫ π

0

sinx dx

)
= π2 − 4

Rozptyl je pak

DX =
1

2

(
π2 − 4

)
−
(π

2

)2

=
π2

4
− 2

.
= 0,467.
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Sm¥rodatná odchylka:

√
DX =

√
π2

4
− 2

.
= 0,684.

Upozorn¥ní na £astou chybu: P°i výpo£tu rozptylu £asto £lov¥k správn¥ zapí²e za-
£átek výpo£tu: DX =

∫∞
−∞ x

2f(x) dx− (EX)2, ale pak se soust°edí na výpo£et integrálu
a na ode£tení (EX)2 zapomene. Nevíme, jak této chyb¥ zabránit. Snad jen doporu£íme
£tená°i, a´ si poctiv¥ po£ítá p°íklady. Jestliºe se této chyby párkrát dopustí, dokud je to
�nane£isto�, p°i písemce se mu to snad uº nestane.
b) Budeme po£ítat pravd¥podobnost, ºe X bude v¥t²í neº EX + π/4:

P (X > EX + π
4
) = P (X > 3π

4
) = 1

2

∫ π

3π/4

sinx dx = 1
2

[− cosx]π3π/4 =

= −1

2

(
−1−

(
−
√

2

2

))
=

2−
√

2

4
.
= 0,146.

c) Vypo£teme pravd¥podobnost, ºe X bude v intervalu
〈
EX − 2

√
DX,EX + 2

√
DX

〉
:

P (EX − 2
√
DX ≤ X ≤ EX + 2

√
DX) = P (π

2
− 2

√
π2

4
− 2 ≤ X ≤ π

2
+ 2

√
π2

4
− 2)

.
=

P (0,636 ≤ X ≤ 2,506) = 1
2

∫ 2,506

0,636

sinx dx
.
= 0,804.

Na výpo£et st°ední hodnoty a rozptylu p°edvedeme je²t¥ jeden p°íklad, tentokrát s hus-
totou de�novanou po £ástech.

P°íklad 4.7 Hustota pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X má tvar:

f(x) =


1
6
x pro x ∈ 〈0, 3〉

−1
2
(x− 4) pro x ∈ (3, 4〉

0 jinak.

a) Vypo£t¥te st°ední hodnotu a rozptyl náhodné veli£iny X.
b) Vypo£t¥te P (X < EX), P (X > EX + 1) a P (X > 2EX).

�e²ení: a) St°ední hodnota:

EX =

∫ ∞
−∞

x · f(x) dx =

∫ 3

0

1
6
x2 dx+

∫ 4

3

(
−1

2
(x2 − 4x)

)
dx =

=
1

6

[
x3

3

]3

0

− 1

2

[
x3

3

]4

3

+ 2

[
x2

2

]4

3

= 27
18
− 1

6
(64− 27) + 16− 9 = 7

3

.
= 2,333

Rozptyl:

DX =

∫ ∞
−∞

x2 · f(x) dx− (EX)2.
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Integrál z x2f(x) vypo£teme zvlá²´ pro jednotlivé intervaly a pak v²e dáme dohromady:∫ 3

0

1
6
x3 dx =

1

6

[
x4

4

]3

0

= 1
24

(81− 0) = 27
8∫ 4

3

(
−1

2
(x3 − 4x2)

)
dx = −1

2

[
x4

4

]4

3

+ 2

[
x3

3

]4

3

= −1
8

(256− 81) + 2
3

(64− 27) = 67
24

Celkem tedy∫ ∞
−∞

x2 · f(x) dx = 27
8

+ 67
24

= 148
24

= 37
6
,

DX = 37
6
−
(

7
3

)2
= 13

18

.
= 0,722.

b) P°i výpo£tu zadaných pravd¥podobností musíme dbát na to, ve kterém intervalu se
pohybujeme. Uv¥domme si, ºe 10/3

.
= 3,333 a 14/3

.
= 4,667.

P (X < EX) = P
(
X < 7

3

)
=

∫ 7/3

0

1
6
x dx =

1

6

[
x2

2

]7/3

0

= 1
12
·
(

7
3

)2
= 49

108

.
= 0,454

P (X > EX + 1) = P
(
X > 10

3

)
=

∫ 4

10/3

(
−1

2
(x− 4)

)
dx = −1

4

[
x2
]4

10/3
+ 2 [x]410/3 =

= −1
4

(16− 100
9

) + 2
(
4− 10

3

)
= 1

9

.
= 0,111

P (X > 2EX) = P
(
X > 14

3

)
= 0.

4.2 P°íklady pro samostatnou práci

P°íklad 4.8 Náhodná veli£ina X má hustotu

f(x) =

{
1+3x2

2
pro x ∈ 〈0, 1〉,

0 jinak.

Vypo£t¥te pravd¥podobnosti: a) P (X ∈ (1/2, 3/4)); b) P (X < 0,3); c) P (X > 4/5);
d) P (X < 2); e) P (X > 3).

Výsledek: a) 35/128
.
= 0,273; b) 0,1635; c) 43/125

.
= 0,344; d) 1; e) 0

P°íklad 4.9 Náhodná veli£ina X má distribu£ní funkci

F (x) =


0 pro x ≤ 3,
1
3
x− 1 pro 3 < x ≤ 6,

1 pro x > 6.

Vypo£t¥te pravd¥podobnosti: a) P (X < 4); b) P (X > 5,5); c) P (3,5 < X < 5);
d) P (X > 2); e) P (X > 7).
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Výsledek: a) 1/3; b) 1/6; c) 1/2; d) 1; e) 0

P°íklad 4.10 Hustota pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X má tvar:

f(x) =


0 pro x ≤ 1,

x− 1
2

pro 1 < x ≤ 2,

0 pro x > 2.

Najd¥te distribu£ní funkci náhodné veli£iny X a pak pomocí ní vypo£ítejte tytéº pravd¥po-
dobnosti, jaké se po£ítaly v p°íkladu 4.1 (v²imn¥te si, ºe jde o náhodnou veli£inu se stejnou
hustotou).

Výsledek: F (x) = 0 pro x ≤ 1; F (x) = (x2 − x)/2 pro 1 < x ≤ 2; F (x) = 1 pro x > 2.
Pravd¥podobnosti viz p°íklad 4.1.

P°íklad 4.11 Je dána funkce

f(x) =

{
a− x2 pro x ∈ 〈0, 1〉,
0 jinak.

a) Ur£ete konstantu a tak, aby funkce f(x) byla hustotou pravd¥podobnosti n¥jaké náhodné
veli£iny.
b) Ur£ete st°ední hodnotu a rozptyl p°íslu²né náhodné veli£iny.

Výsledek: a) a = 4/3 (najde se na základ¥ podmínky
∫∞
−∞ f(x) dx = 1); b)EX = 5/12,

DX = 17/240.

P°íklad 4.12 Náhodná veli£ina X má distribu£ní funkci

F (x) =


0 pro x ≤ 2,
1
4
(x− 2) pro 2 < x ≤ 6,

1 pro x > 6.

a)Ur£ete hustotu pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X.
b)Znázorn¥te gra�cky hustotu a distribu£ní funkci.
c)Ur£ete st°ední hodnotu, rozptyl a sm¥rodatnou odchylku.

Výsledek: a) f(x) = 1/4 pro 2 < x < 6; f(x) = 0 jinak; b) viz obrázek 4.6; c) EX = 4,
DX = 4/3,

√
DX = 2

√
3/3

.
= 1,155

P°íklad 4.13 Náhodná veli£ina X má distribu£ní funkci

F (x) =


0 pro x ≤ 0,

x2 pro 0 < x ≤ 1,

1 pro x > 1.

a) Ur£ete hodnotu a, kterou X p°ekro£í sm¥rem dol· jen s pravd¥podobností 0,25.
b) Ur£ete hodnotu b, kterou X p°ekro£í sm¥rem nahoru jen s pravd¥podobností 0,1.
c) Ur£ete st°ední hodnotu a rozptyl náhodné veli£iny X.



62 Fakulta elektrotechniky a komunika£ních technologií VUT v Brn¥

x x2 26 6

y y

1 1

1/4

y = F (x) y = f(x)

Obrázek 4.6: K p°íkladu 4.12 � distribu£ní funkce a hustota náhodné veli£iny X

Výsledek: a) a = 0,5; b) b = 3
√

10/10
.
= 0,949; c) EX = 2/3, DX = 1/18

P°íklad 4.14 Náhodná veli£ina X má distribu£ní funkci

F (x) =


0 pro x ≤ 0,

sin 2x pro 0 < x ≤ π
4
,

1 pro x > π
4
.

a)Ur£ete hustotu pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X.
b)Znázorn¥te gra�cky hustotu a distribu£ní funkci.
c)Ur£ete st°ední hodnotu a rozptyl.

Výsledek: a) f(x) = 2 cos 2x pro 0 < x < π/4, f(x) = 0 jinak; b) viz obrázek 4.6;
c) EX = −1/2 + π/4, DX = −3/4 + π/4

x xπ/4 π/4

y

y

1 1

2

y = F (x)

y = f(x)

Obrázek 4.7: K p°íkladu 4.14 � distribu£ní funkce a hustota náhodné veli£iny X
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P°íklad 4.15 Je dána funkce

f(x) =

{
a
x

pro x ∈ 〈1, e〉,
0 jinak.

a) Ur£ete konstantu a tak, aby funkce f(x) byla hustotou pravd¥podobnosti.
b) Ur£ete p°edpis pro distribu£ní funkci p°íslu²né náhodné veli£iny.
c) Ur£ete st°ední hodnotu a rozptyl.

Výsledek: a) a = 1; b) F (x) = 0 pro x < 1, F (x) = ln x pro 1 < x < e, F (x) = 1 pro
x > e; c) EX = e− 1, DX = −e2/2 + 2e− 3/2

.
= 0,242

P°íklad 4.16 Hustota pravd¥podobnosti náhodné prom¥nné X má tvar

f(x) =

{
c cosx pro − π

2
< x ≤ π

2
,

0 jinak.

a) Ur£ete konstantu c.
b) Ur£ete p°edpis pro distribu£ní funkci F (x).
c) Najd¥te interval soum¥rný kolem nuly, ve kterém náhodná veli£ina X bude leºet s prav-
d¥podobností 0,95

Výsledek: a) c = 1/2; b) F (x) = 0 pro x < −π/2, F (x) = (1 + sin x)/2 pro −π/2 ≤ x <
π/2, F (x) = 1 pro x ≥ π/2; c) (− arcsin(19/20), arcsin(19/20))

.
= (−1,253; 1,253)

P°íklad 4.17 Hustota pravd¥podobnosti náhodné prom¥nné X má tvar

f(x) =

{
6x(1− x) pro 0 < x ≤ 1,

0 jinak.

a) Ov¥°te, ºe funkce f opravdu m·ºe být hustotou n¥jaké náhodné veli£iny.
b) Ur£ete p°edpis pro distribu£ní funkci F (x).
c) Ur£ete st°ední hodnotu a rozptyl.
d) Ur£ete pravd¥podobnost, ºe se náhodná veli£ina od své st°ední hodnoty li²í více neº
o 1/3.

Výsledek: a) ano, f je nezáporná funkce a
∫∞
−∞ f(x) dx = 1; b) F (x) = 0 pro x < 0,

F (x) = −2x3 + 3x2 pro 0 ≤ x < 1, F (x) = 1 pro x ≥ 1; c) EX = 1/2, DX = 1/20;
d) 4/27

.
= 0,148

P°íklad 4.18 Hustota pravd¥podobnosti náhodné prom¥nné X má tvar

f(x) =

{
a(3x− 4) pro 1 < x ≤ 2,

0 jinak.

a) Ur£ete konstantu a a pak na£rtn¥te graf funkce f .
b) Ur£ete p°edpis pro její distribu£ní funkci F (x).
c) Ur£ete P (0 < X < 1

2
).

d) Ur£ete st°ední hodnotu a rozptyl.
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Výsledek: P°íklad nemá °e²ení. Z podmínky
∫∞
∞ f(x) dx = 1 by vy²lo a = 2, jenºe funkce

f nabývá na £ásti intervalu 〈1, 2〉 záporných hodnot, coº se u hustoty nesmí stát. �ásti
b), c), d) proto nemá význam po£ítat.

P°íklad 4.19 Chyba ur£itého m¥°ení je náhodná veli£ina X s �trojúhelníkovým� rozd¥le-
ním pravd¥podobnosti. Graf její hustoty je na obrázku 4.8.
a) Ur£ete hodnotu h.
b) Najd¥te funk£ní p°edpis pro hustotu f .
c) Najd¥te funk£ní p°edpis pro distribu£ní funkci F .
d) Vypo£t¥te pravd¥podobnost, ºe chyba bude v intervalu (−1, 1).
e) Najd¥te interval soum¥rný kolem nuly, v n¥mº bude chyba s pravd¥podobností 0,99.

−3 −2 −1 1 2 3 x

y

h

y = f(x)

Obrázek 4.8: K p°íkladu 4.19 � hustota náhodné veli£iny X

Výsledek: a) h = 1/3; b) f(x) = (x + 3)/9 pro −3 < x < 0, f(x) = −(x − 3)/9 pro
0 ≤ x < 3, f(x) = 0 jinak; c) F (x) = 0 pro x < −3, F (x) = (x+ 3)2/18 pro −3 ≤ x < 0,
F (x) = 1− (x− 3)2/18 pro 0 ≤ x < 3, F (x) = 1 pro x ≥ 3; d) 5/9; e) (−2,7; 2,7)

P°íklad 4.20 Náhodná prom¥nná X má distribu£ní funkci:

F (x) =


0 pro x ≤ 1,
lnx pro 1 < x ≤ a,
1 pro x > a.

a) Ur£ete konstantu a.
b)Ur£ete hustotu pravd¥podobnosti náhodné prom¥nné.
c)Ur£ete st°ední hodnotu a rozptyl.

Výsledek:
a) a = e,

b) f(x) =

{
0 pro x ∈ (−∞, 1〉 ∪ (e,∞),
1
x

pro 1 < x ≤ e,
c) EX = e− 1, DX = (e−1)(3−e)

2

P°íklad 4.21 Náhodná prom¥nná X má distribu£ní funkci:

F (x) =


0 pro x ≤ −2,
1
2

+ 1
π

arcsin x
2

pro −2 < x ≤ 2,
1 pro x > 2.
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a)Ur£ete hustotu pravd¥podobnosti náhodné prom¥nné.
b)Pravd¥podobnost toho, ºe náhodná prom¥nná nabýva hodnoty z intervalu (−1, 1).

Výsledek: a) f(x) =

{
0 pro x ∈ (−∞,−2〉 ∪ (2,∞)

1
π
√

4−x2 pro −2 < x ≤ 2,
b) 1

3
.

P°íklad 4.22 Náhodná prom¥nná X má distribu£ní funkci:

F (x) =


0 pro x ≤ 0,
a+ b sinx pro 0 < x ≤ π

2
,

1 pro x > π
2
.

a) Ur£ete konstanty a, b. b) Ur£ete hustotu pravd¥podobnosti náhodné prom¥nné.
c) Ur£ete P (0 < X < π

4
).

Výsledek:

a) a = 0, b = 1, b) f(x) =

{
0 pro x ∈ (−∞, 0〉 ∪

(
π
2
,∞
)
,

cosx pro 0 < x ≤ π
2
,

c) P (0 < X < π
4
) = 1√

2
.

P°íklad 4.23 Náhodná prom¥nná X má distribu£ní funkci:

F (x) =

{
a+ b.e−x pro x > 0,
0 pro x ≤ 0,

a) Ur£ete konstanty a, b.
b) Ur£ete hustotu pravd¥podobnosti náhodné prom¥nné.
c) Ur£ete P (0 < X < 3).

Výsledek: a) a = 1, b = −1, b) f(x) =

{
0 pro x ≤ 0,
e−x pro x > 0,

c) P (0 < X < 3) = 1− 1
e3
.

P°íklad 4.24 Náhodná prom¥nná X má distribu£ní funkci:

F (x) =

{
a+ b

1+x2
pro x > 0,

0 pro x ≤ 0,

a) Ur£ete konstanty a, b.
b) Ur£ete hustotu pravd¥podobnosti náhodné prom¥nné.

Výsledek: a) a = 1, b = −1, b) f(x) = 2
(1+x2)2

, ∀x > 0.
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P°íklad 4.25 Náhodná prom¥nná X má distribu£ní funkci:

F (x) = a+ b arctan ax

a) Ur£ete konstanty a, b.
b) Ur£ete hustotu pravd¥podobnosti náhodné prom¥nné.

Výsledek: a) a = 1
2
, b = 1

π
, b) f(x) = 2

π(x2+4)
; ∀x ∈ R.

P°íklad 4.26 Hustota pravd¥podobnosti náhodné prom¥nné X má tvar:

f(x) =


0 pro x ≤ 1,
a(x− 1) pro 1 < x ≤ 2,

a(x− 2) pro 2 < x ≤ 3,

0 pro x > 3.

a) Ur£ete konstantu a.
b) Ur£ete p°edpis pro její distribu£ní funkci F (x).
c) Ur£ete P (1 < X < 3

2
).

Výsledek:

a) a = 1, b) F (x) =


0 pro x ≤ 1,
x2

2
− x+ 1

2
pro 1 < x ≤ 2,

x2

2
− 2x+ 5

2
pro 2 < x ≤ 3,

1 pro x > 3,

c) P (1 < X < 3
2
) = 1

8
.

P°íklad 4.27 Hustota pravd¥podobnosti náhodné prom¥nné X má tvar:

f(x) =


0 pro x ≤ −1,
a(x+ 1) pro −1 < x ≤ 0,

a(1− x) pro 0 < x ≤ 1,

0 pro x > 1.

a) Ur£ete konstantu a.
b) Ur£ete p°edpis pro její distribu£ní funkci F (x).
c) Ur£ete P (0 ≤ X < 1

2
).

Výsledek: a) a = 1, b) F (x) =


0 pro x ≤ −1,
x2

2
+ x+ 1

2
pro −1 < x ≤ 0,

x− x2

2
+ 1

2
pro 0 < x ≤ 1,

1 pro x > 1,

c) P (0 ≤ X < 1
2
) = 3

8
.
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P°íklad 4.28 Hustota pravd¥podobnosti náhodné prom¥nné X má tvar:

f(x) =



0 pro x ≤ 0,
ax pro 0 < x ≤ 1,

a pro 1 < x ≤ 2,

a(3− x) pro 2 < x ≤ 3,

0 pro x > 3.

a) Ur£ete konstantu a.
b) Ur£ete p°edpis pro její distribu£ní funkci F (x).
c) Ur£ete P (0 < X ≤ 1

2
).

Výsledek: a) a = 1
2
, b) F (x) =



0 pro x ≤ 0,
x2

4
pro 0 < x ≤ 1,

1
2
x− 1

4
pro 1 < x ≤ 2,

3
2
x− x2

4
− 5

4
pro 2 < x ≤ 3,

1 pro x > 3.

c) P (0 < X ≤ 1
2
) = 1

8
.

P°íklad 4.29 Hustota pravd¥podobnosti náhodné prom¥nné X má tvar:

f(x) =


0 pro x ≤ 0,
ax2 pro 0 < x ≤ 1,
1
x

pro 1 < x ≤ e,
0 pro x > e.

a) Ur£ete konstantu a.
b) Ur£ete p°edpis pro její distribu£ní funkci F (x).

Výsledek: a) a = 0, b) F (x) =


0 pro x ≤ 1,
lnx pro 1 < x ≤ e,

1 pro x > e.

P°íklad 4.30 Hustota pravd¥podobnosti náhodné prom¥nné X má tvar:

f(x) =
a

1 + x2
.

a) Ur£ete konstantu a.
b) Ur£ete p°edpis pro její distribu£ní funkci F (x).
c) Ur£ete P (−1 < X < 1).

Výsledek: a) a = 1
π
, b) F (x) = 1

π
arctanx+ 1

2
; ∀x ∈ R, c) P (−1 < X < 1) = 1

2
.



68 Fakulta elektrotechniky a komunika£ních technologií VUT v Brn¥

P°íklad 4.31 Hustota pravd¥podobnosti náhodné prom¥nné X má tvar:

f(x) =
4a

ex + e−x
.

a) Ur£ete konstantu a.
b) Ur£ete p°edpis pro její distribu£ní funkci F (x).

Výsledek: a) a = 1
2π
, b) F (x) = 2

π
arctan ex; ∀x ∈ R.
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5 Významná diskrétní rozd¥lení pravd¥podobnosti

V této £ásti probereme n¥která z nejznám¥j²ích diskrétních rozd¥lení pravd¥podobností �
binomické, geometrické a hypergeometrické. Podívejme se nejd°ív na dva následující
jednoduché p°íklady.

P°íklad 5.1 Jaká je pravd¥podobnost události A, ºe p°i 5-násobném nezávislém opakování
hodu pravidelnou kostkou padne ²estka p°i druhém a £tvrtém hodu, zatímco p°i prvním,
t°etím a pátém ne?

�e²ení: Po£et v²ech moºností p°i p¥ti nezávislých hodech je 6 ·6 ·6 ·6 ·6 ·6 = 65. M·ºeme
si je p°edstavit jako uspo°ádané p¥tice z £ísel 1, 2, 3, 4, 5, 6. Událost A reprezentují p¥tice,
které mají na druhém a £tvrtém míst¥ ²estku a na zbylých místech jsou £ísla z mnoºiny
{1, 2, 3, 4, 5}. Po£et takových p¥tic je 5 · 1 · 5 · 1 · 5 = 53. Proto

P (A) =
53

65
=

(
1

6

)2

·
(

5

6

)3

.

P°íklad 5.2 Jaká je pravd¥podobnost události B, ºe p°i 5-násobném nezávislém opako-
vání hodu pravidelnou kostkou padne ²estka práv¥ dvakrát?

�e²ení: Událost B reprezentují p¥tice, které mají na dvou místech ²estku a na zbylých
t°ech místech jsou £ísla z mnoºiny {1, 2, 3, 4, 5}. �estky m·ºou padnout první dv¥, nebo
první a t°etí, první a £tvrtá, a tak dále aº poslední dv¥, schematicky m·ºeme zapsat
následovn¥:

(66−−−), (6− 6−−), (6−−6−), (6−−− 6), (−66−−), . . . , (−−−66).

Pravd¥podobnost v²ech uvedených moºností je stejná a její hodnotu jsme vypo£ítali
v p°edchozím p°íkladu. Kolik je vlastn¥ uvedených moºností? Z p¥ti míst vybíráme vºdy
dv¥ místa pro ²estky, coº m·ºeme ud¥lat

(
5
2

)
zp·soby. Proto

P (B) =

(
5

2

)
· 53

65
=

(
5

2

)
·
(

1

6

)2

·
(

5

6

)3

= 0,16.

Není problém výsledek zobecnit. Nech´ událost U m·ºe nastat s pravd¥podobností p.
Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i n stejných a nezávislých pokusech se bude událost U
opakovat práv¥ k-krát? Pou£eni °e²ením p°edchozích p°íklad· uº bez problém· umíme
tuto pravd¥podobnost ur£it. Sta£í si jen uv¥domit, ºe pravd¥podobnost toho, ºe nenastane
událost U, je 1− p. Potom

P (U nastane k-krát) =

(
n

k

)
· pk · (1− p)n−k.

Tento výsledek je dost d·leºitý a má i sv·j název - Bernoulliho schéma. My jej hned
aplikujeme, budeme se totiº zabývat nejznám¥j²ím diskrétním rozd¥lením pravd¥podob-
nosti - binomickým rozd¥lením.
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Za£n¥me hned de�nicí binomického rozd¥lení, kterou pak osv¥tlíme na n¥kolika p°íkladech.

Binomické rozd¥lení
Uvaºujme experiment takové povahy, ºe mohou nastat jen dva r·zné výsledky, které
se navzájem vylu£ují (nem·ºe k nim dojít sou£asn¥): �úsp¥ch� a �neúsp¥ch� (�úsp¥ch�
nemusí znamenat nic sv¥toborného; ozna£uje se tímto termínem proto, ºe se jedná o ten
ze dvou moºných výsledk·, na který se ve svých úvahách chceme zam¥°it).

Pravd¥podobnost úsp¥chu je p, pravd¥podobnost neúsp¥chu 1 − p. Náhodná veli-
£ina X, která udává po£et výskyt· úsp¥chu p°i n nezávislých opakováních experimentu,
má tzv. binomické rozd¥lení pravd¥podobnosti (s parametry n, p) a nabývá hodnot z
mnoºiny {0, 1, 2, . . . , n} s pravd¥podobností

P (X = r) =
(
n
r

)
· pr · (1− p)n−r.

Mluví se zde o nezávislých opakováních experimentu. Slovo �nezávislých� znamená, ºe
výskyt úsp¥chu p°i prvním opakování experimentu nemá vliv na to, zda p°i druhém a
dal²ích opakováních nastane úsp¥ch nebo ne. Skute£nost, ºe veli£ina X má binomické
rozd¥lení s parametry n, p, budeme ozna£ovat

X ∼ Bi(n, p).

Poznámka: Náhodná veli£ina X má alternativní rozd¥lení s parametrem p ∈ (0, 1) jestliºe
nabývá pouze hodnoty {0, 1} a

P (X = 1) = p, P (X = 0) = 1− p.

Alternativní rozd¥lení je speciálním p°ípadem binomického rozd¥lení.
Podívejme se nyní na konkrétní p°íklady.

P°íklad 5.3 Pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ vybraný výrobek bude kvalitní, je 0,75. Vybe-
reme náhodn¥ p¥t výrobk·. Náhodná veli£ina X udává po£et kvalitních výrobk· v uvedené
vzorce p¥ti výrobk·. Ur£ete její rozd¥lení.

�e²ení: Nejd°ív si je t°eba uv¥domit, ºe mezi vybranými výrobky nemusí být ani jeden
kvalitní, nebo m·ºe být jeden kvalitní, dva kalitní a tak dále aº p¥t kvalitních výrobk·,
tedy X ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Ur£eme pravd¥podobnosti jednotlivých situací.

• 0 kvalitních výrobk·
V²echny výrobky jsou nekvalitní a pravd¥podobnost, ºe jeden je nekvalitní je 1 −
0,75. Proto

p(0) = (1− 0,75)5,

coº m·ºeme taky zapsat

p(0) =

(
5

0

)
· 0,750 · (1− 0,75)5 =

(
5

0

)
· 0,750 · 0,255.

To nám dává návod na ur£ení dal²ích pravd¥podobností.
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• 1 kvalitní výrobek
V tomto p°ípad¥ jsou £ty°i výrobky nekvalitní, a proto

p(1) =

(
5

1

)
· 0,751 · (1− 0,75)4 =

(
5

1

)
· 0,751 · 0,254.

• 2 kvalitní výrobky
Z p¥ti výrobk· máme dva kvalitní, t°i nekvalitní, a proto

p(2) =

(
5

2

)
· 0,752 · (1− 0,75)3 =

(
5

2

)
· 0,752 · 0,253.

Podobn¥ uº ur£íme dal²í pravd¥podobnosti.

• 3 kvalitní výrobky

p(3) =

(
5

3

)
· 0,753 · (1− 0,75)2 =

(
5

3

)
· 0,753 · 0,252.

• 4 kvalitní výrobky

p(4) =

(
5

4

)
· 0,754 · (1− 0,75)1 =

(
5

4

)
· 0,754 · 0,251.

• 5 kvalitních výrobk·

p(5) =

(
5

5

)
· 0,755 · (1− 0,75)0 =

(
5

5

)
· 0,755 · 0,250

Sou£et jednotlivých pravd¥podobností musí být 1, protoºe se jedná o jevy neslu£itelné,
které zahrnují v²echny situace, které m·ºou nastat. Ná² sou£et je opravdu roven 1, vy-
zkou²ejte si to! Pokud si ov²em vzpomenete ze st°ední ²koly na binomickou v¥tu, nemusíte
nic po£ítat.

(a+ b)n =

(
n

0

)
· a0 · bn +

(
n

1

)
· a1 · bn−1 +

(
n

2

)
· a2 · bn−2 + ...

(
n

n

)
· an · b0.

Sta£í si uv¥domit, ºe v na²em p°ípad¥ je a = 0,75, b = 0,25 a n = 5. Proto ná² sou£et je
(0,75 + 0,25)5 = 15 = 1.

P°íklad 5.4 V p°edm¥tu IMA psali studenti 6 test·. Na²e náhodná veli£ina X udává po-
£et úsp¥²n¥ napsaných test· studenta M.H. Pravd¥podobnost úsp¥²nosti na testu studenta
M.H. je vºdy 0,85. Zjist¥te rozd¥lení veli£iny X a ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe student
M.H.
a) bude úsp¥²ný práv¥ 3-krát,
b) bude úsp¥²ný alespo¬ 2-krát,
c) nebude úsp¥²ný víc neº 2-krát,
d) bude úsp¥²ný jenom na prvním testu,
e) bude úsp¥²ný na prvním testu.
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�e²ení: Nejd°ív ur£íme rozd¥lení veli£iny X. Z°ejm¥ student M.H. m·ºe být úsp¥²ný 0
aº 6-krát, proto X ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.

• 0 úsp¥²ných test·
V²echny testy jsou neúsp¥²né a pravd¥podobnost, ºe jeden je neúsp¥²ný, je 1−0,85 =
0,15. Proto

p(0) = (0,15)6,

coº m·ºeme taky zapsat jako

p(0) =

(
6

0

)
· 0,850 · 0,156,

a to je návod na ur£ení dal²ích pravd¥podobností:

• 1 úsp¥²ný test

p(1) =

(
6

1

)
· 0,851 · 0,155.

• 2 úsp¥²né testy

p(2) =

(
6

2

)
· 0,852 · 0,154.

• 3 úsp¥²né testy

p(3) =

(
6

3

)
· 0,853 · 0,153.

• 4 úsp¥²né testy

p(4) =

(
6

4

)
· 0,854 · 0,152.

• 5 úsp¥²ných test·

p(5) =

(
6

5

)
· 0,855 · 0,151.

• 6 úsp¥²ných test·

p(6) =

(
6

6

)
· 0,856 · 0,150.

Hned m·ºeme odpov¥d¥t na £ást a). Pravd¥podobnost, ºe student M.H. bude úsp¥²ný
práv¥ 3-krát, je P (A) = p(3) =

(
6
3

)
· 0,853 · 0,153=̇0,04145.

Jev, ºe student M.H. bude úsp¥²ný alespo¬ 2-krát, znamená, ºe M.H. bude úsp¥²ný
2, 3, 4, 5 nebo 6-krát. Proto pro výsledek £ásti b) by bylo t°eba se£íst P (B) =
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p(2) + p(3) + p(4) + p(5) + p(6), coº není práv¥ nejp°íjemn¥j²í. Jednodu²²í je ale po-
dívat se na dopl¬kový jev, tedy M.H. by byl úsp¥²ný nejvíc 1-krát (nejvíc 1-krát = ani
jednou nebo práv¥ 1-krát) a pravd¥podobnost tohoto jevu je sou£et p(0) + p(1). Pravd¥-
podobnost na²eho jevu je pak P (B) = 1− (p(0) + p(1))

.
= 0,9996,

�ást c) vlastn¥ znamená, ºe student M.H. bude úsp¥²ný maximáln¥ 2-krát, proto prav-
d¥podobnost tohoto jevu je sou£et P (C) = p(0) + p(1) + p(2)

.
= 0,005885.

V £ásti d) se jedná o situaci, kdy první test student M.H. zvládn¥ úsp¥²n¥ (p = 0,85), ale
dal²í testy budou ur£it¥ neúsp¥²né (p = 0,15 · 0,15 · 0,15 · 0,15 · 0,15), proto

P (D) = 0,85 · 0,15 · 0,15 · 0,15 · 0,15 · 0,15 = 0,851 · 0,155 = 0,000064547.

�ím se li²í £ásti d) a e)? Není to stejné? V £ásti d) je jasné, ºe krom¥ prvního testu jsou
v²echny zbylé neúsp¥²né. V £ásti e) víme, ºe první test je úsp¥²ný, a o úsp¥²nosti zbylých
test· nevíme nic. Z°ejm¥ rozdíl mezi pravd¥podobnostmi v £ástech d) a e) bude. V £ásti
e) nás tedy zajímá jenom první test, a proto P (E) = 0,85.

Nyní se zam¥°íme na st°ední hodnotu a rozptyl veli£iny X s binomickým rozd¥lením
Bi(n, p). Zkusíme si odvodit vzore£ky:

EX =
n∑
i=0

xi · p(i) =
n∑
i=1

i ·
(
n

i

)
· pi · (1− p)n−i.

V dal²ím výpo£tu vyuºijeme fakt, ºe

i ·
(
n

i

)
= i · n!

i!(n− i)! = n ·
(
n− 1

i− 1

)
,

a tedy

EX =
n∑
i=1

n·
(
n− 1

i− 1

)
·pi·(1−p)n−i = np

n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
pj(1−p)n−1−j = np(p+(1−p))n−1 = np.

DX =

(
n∑
i=0

i2 · p(i)
)
− (EX)2 =

=

(
n∑
i=1

i2 · n!

(n− i)! · i! · p
i · (1− p)n−i

)
− n2 · p2 = np(1− p).

Shrneme-li, co jsme práv¥ vypo£etli, dostáváme:

St°ední hodnota a rozptyl binomického rozd¥lení
Má-li náhodná veli£ina X binomické rozd¥lení s parametry n, p, pak

EX = np,
DX = np(1− p).
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N¥kdy se hodnoty veli£iny s binomickým rozd¥lením uvád¥jí nikoliv v £etnostech i (nap°.
12 úsp¥ch· ze 20 pokus·), ale v podílech úsp¥²nosti i

n
(nap°. 12

20
). Toto binomické roz-

d¥lení podíl· úsp¥²nosti má stejné parametry n, p, ale díky jiným hodnotám, kterých
nabývá, je zde jiná st°ední hodnota a rozptyl:

EX =
n∑
0

i

n
· p(i) =

1

n
· (st°ední hodnota veli£iny £etností) =

1

n
· np = p.

DX =

(
n∑
0

i2

n2
· p(i)

)
− (EX)2 =

1

n2

(
n∑
0

i2p(i)

)
− p2 =

p(1− p)
n

.

P°íklad 5.5 Spo£ítejte o£ekávanou st°ední hodnotu úsp¥²n¥ napsaných test· a rozptyl
z p°edchozího p°íkladu na binomické rozd¥lení (p°íklad 5.4 o písemkách z IMA).

�e²ení: Protoºe se jedná o binomické rozd¥lení, po£et v²ech pokus· (po£et v²ech na-
psaných písemek) je 6 (n = 6) a pravd¥podobnost úsp¥²n¥ napsaného testu je p = 0,85.
Proto je

EX = n · p = 6 · 0,85 = 5.1

a
DX = n · p · (1− p) = 6 · 0,85 · 0,15 = 0,765.

Kdybychom m¥li zjistit o£ekávanou hodnotu neúsp¥²n¥ napsaných test·, po£ítali bychom
s dopl¬kovou pravd¥podobností

EX = n · (1− p) = 6 · 0,15 = 0,9.

V p°ípad¥ rozptylu si sta£í uv¥domit, ºe v obou p°ípadech je výpo£et stejný. V²imn¥te si
sou£tu uvedených st°edních hodnot.

A te¤ zkusíme úlohu 5.4 trochu pozm¥nit.

P°íklad 5.6 V p°edm¥tu IMA psali studenti 6 test·. Jestliºe student nenapí²e úsp¥²n¥
n¥jaký test, nem·ºe psát uº dal²í testy (na²t¥stí je to jen p°íklad). Na²e náhodná veli£ina X
udává po£et napsaných test· studenta M.H. Pravd¥podobnost úsp¥²nosti na testu studenta
M.H. je vºdy 0,85. Zjist¥te rozd¥lení veli£iny X.

�e²ení: Na²e náhodná veli£ina X nabývá hodnoty z mnoºiny {1, 2, 3, 4, 5, 6}. �ím se
p°íklad odli²uje od p°edchozího? Jestliºe student nenapí²e nap°. první test, dal²í uº psát
nebude. To znamená, ºe p°esn¥ známe po°adí úsp¥²ných a neúsp¥²ných test· pro jednot-
livé hodnoty veli£iny X. Proto

• 1 test
to znamená, ºe první test byl neúsp¥²ný a dal²í uº student M.H. nepsal. Pravd¥po-
dobnost, ºe test napí²e neúsp¥²n¥, je 1− 0,85 = 0,15. Tedy

p(1) = 0,15
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• 2 testy
první test napsal úsp¥²n¥ a druhý neúsp¥²n¥, proto

p(2) = 0,85 · 0,15.

Podobn¥ ur£íme pravd¥podobnost pro 3, 4 a 5 test·

• 3 testy

p(3) = 0,852 · 0,15.

• 4 testy

p(4) = 0,853 · 0,15.

• 5 test·

p(5) = 0,854 · 0,15.

• 6 test·
v tomto p°ípad¥ bude trochu zm¥na. Je t°eba si uv¥domit, ºe ²est napsaných test·
nemusí znamenat, ºe napsal v²ech ²est test· úsp¥²n¥. Také se mohlo stát, ºe prvních
p¥t napsal úsp¥²n¥ a poslední test neúsp¥²n¥. Proto

p(6) = 0,855 · 0,15 + 0,856 · 0,15.

Z°ejm¥ na²e náhodná veli£ina nemá binomické rozd¥lení, ale toho si uº v²ímavý £tená°
pravd¥podobn¥ v²iml. Sou£et jednotlivých pravd¥podobností je 1, ov¥°te si to!
Vy°e²ili jsme dv¥ na první pohled stejné úlohy a kaºdá z nich nás p°ivedla k jinému
rozd¥lení pravd¥podobností, proto doporu£ujeme si vºdy pe£liv¥ p°e£íst zadání úloh.

V p°edchozí úloze náhodná veli£ina p°edstavovala po£et pokus· p°i nezávislém opakování
pokus· po první výskyt neúsp¥chu v£etn¥ toho neúsp¥²ného. Kdyby celkový po£et pokus·
nebyl omezen (v tomto p°íkladu omezen byl � studenti psali 6 test·) a nepo£ítali bychom
záv¥re£ný neúsp¥²ný pokus, dostali bychom tzv. geometrické rozd¥lení pravd¥podobnosti.

Geometrické rozd¥lení
Jestliºe náhodná veli£ina X udává po£et úsp¥ch· p°i nezávislém opakování pokusu po
první výskyt neúsp¥chu a pravd¥podobnost úsp¥chu je p, pro její pravd¥podobnosti platí

P (X = k) = pk · (1− p) pro k = 0, 1, 2, ...

Taková náhodná veli£ina má tzv. geometrické rozd¥lení pravd¥podobnosti. Samoz°ejm¥,
tato ukon£ovací podmínka m·ºe být chápána i opa£n¥ jako £ekání na úsp¥ch (pak p je
pravd¥podobnost neúsp¥chu). Pro její st°ední hodnotu a rozptyl platí

EX = p
1−p a DX = p

(1−p)2 .

Zkusíme si p°íklad tohoto typu.
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P°íklad 5.7 Jeden zlý u£itel p°edm¥tu IMA dozku²uje ty studenty, kte°í mají celkem 49
bod·, tím zp·sobem, ºe jim klade otázky tak dlouho, dokud nedostane nesprávnou odpov¥¤.
Pak ne²´astníka vyhodí (na²t¥stí je to jen p°íklad). Na²e náhodná veli£ina X udává po£et
úsp¥²n¥ zodpov¥zených otázek studenta M. H. Dosti zjednodu²en¥ budeme p°edpokládat,
ºe pravd¥podobnost úsp¥²né odpov¥di je pro M. H. vºdy 0,1. Zjist¥te rozd¥lení veli£iny X.

�e²ení: Na²e náhodná veli£ina X nabývá hodnoty z mnoºiny {0, 1, 2, . . . } (m·ºou ho,
chudáka, zkou²et aº do nekone£na).

• 0 úsp¥²ných odpov¥dí
to znamená, ºe hned na první otázku odpov¥d¥l ²patn¥ a let¥l. Pravd¥podobnost,
ºe odpoví ²patn¥, je 1− 0,1 = 0,9. Tedy

p(0) = 0,9 = 0,10 · 0,9

• 1 úsp¥²ná odpov¥¤
to znamená, ºe na první otázku um¥l odpov¥d¥t a na druhou uº ne. Tedy

p(1) = 0,11 · 0,9

• 2 úsp¥²né odpov¥di
první dv¥ otázky zodpov¥d¥l úsp¥²n¥ a t°etí neúsp¥²n¥, proto

p(2) = 0,12 · 0,9.

• Obecn¥ dostáváme pro k úsp¥²ných test·

p(k) = 0,1k · 0,9, k = 0, 1, 2, . . .

Jednalo se o geometrické rozd¥lení.

Na záv¥r uvedeme je²t¥ jeden p°íklad:

P°íklad 5.8 Mezi stovkou výrobk· je 20 zmetk· a my vybereme 10 z nich. Náhodná veli-
£ina X udává po£et zmetk· mezi vybranými výrobky. Ur£ete její rozd¥lení.

�e²ení: Z°ejm¥ X nabývá hodnoty {0, 1, 2, ..., 10} a nejedná sa ani o binomické, ani
geometrické rozd¥lení. Výpo£et jednotlivých pravd¥podobností by nám nem¥l zp·sobit
problémy, v p°edchozích kapitolách jsme se jiº podobnou my²lenkou zabývali.

• 0 zmetk·
to znamená, ºe v²ech 10 výrobk·, které vybereme, bude kvalitních. V²ech kvalitních
je 20− 10. Proto

p(0) =

(
10
0

)(
20−10
10−0

)(
20
10

) .
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• 1 zmetek
jeden výrobek bude zmetek, v²ech zmetk· je 10 a zbylých 9 výrobk· budeme vybírat
z 10 kvalitních výrobk·. Tedy

p(1) =

(
10
1

)(
20−10
10−1

)(
20
10

)
• 2 zmetky
dva výrobky jsou zmetky a zbylých 8 jsou kvalitní výrobky, proto

p(2) =

(
10
2

)(
20−10
10−2

)(
20
10

) .

A tak dále

•

•

•

• 10 zmetk·
analogicky dostaneme

p(10) =

(
10
10

)(
20−10
10−10

)(
20
10

) .

Tato jednoduchá úloha nás p°ivedla k dal²ímu diskrétnímu rozd¥lení pravd¥podobností.
Jedná se o hypergeometrické rozd¥lení náhodné veli£iny, kdy p°i opakování náhodného
pokusu je výskyt sledovaného jevu závislý na výsledcích p°edcházejících pokus·. Jde tedy
o pokusy, které jsou na sob¥ závislé. Typickým p°edstavitelem je výb¥r prvk· bez vracení.

Hypergeometrické rozd¥lení
Uvaºujeme situaci, kdy máme ur£itý soubor prvk·. Celkový po£et prvk· je N . Z toho
M prvk· má sledovanou vlastnost. Ze souboru vybereme bez vracení n prvk·. Náhodná
veli£ina X udává po£et prvk· se sledovanou vlastností ve vybrané n-tici. Takováto
náhodná veli£ina má hypergeometrické rozd¥lení s parametry N,M, n, kde N a M jsou
p°irozená £ísla a n < N . Pravd¥podobnostní funkce je ur£ena p°edpisem

P (X = k) =
(Mk )(N−M

n−k )
(Nn)

, k = max{0, n− (N −M)}, . . . ,min{n,M}.

Pro st°ední hodnotu a rozptyl hypergeometrického rozd¥lení platí
EX = nM

N
a DX = nM

N

(
1− M

N

)
N−n
N−1

.
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5.1 P°íklady na samostatnou práci

Zde uvádíme ne°e²ené úlohy na r·zné typy rozd¥l¥ní náhodné prom¥nné. Z°ejm¥ to bude
náro£n¥j²í neº v p°edchozích kapitolách, kde jste m¥li dop°edu dané, o jaký typ rozd¥lení
se jedná, ale taková je realita ºivota. Tak mnoho zdaru!

P°íklad 5.9 Pravd¥podobnost toho, ºe student David p°ijde pozd¥ do ²koly, je kaºdý den
0,2. Náhodná prom¥nná X udává po£et jeho pozdních p°íchod· v pr·b¥hu 20 pracovních
dn·.
a) Ur£ete její pravd¥podobnostní funkci.
b) Ur£ete její st°ední hodnotu a rozptyl.
c) Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe David bude mít práv¥ 7 pozdních p°íchod·.

Výsledek: a) p(k) =
(

20
k

)
·0,2k ·0,820−k; b) EX = 4, DX = 3,2; c)

(
20
7

)
·0,27 ·0,813 .

= 0,055

P°íklad 5.10 Házíme 6-krát ²estist¥nnou kostkou. Náhodná veli£ina X udává po£et pad-
nutých jedni£ek.
a) Ur£ete její pravd¥podobnostní funkci.
b) Ur£ete její st°ední hodnotu a rozptyl.
c) Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe jedni£ka padne práv¥ t°ikrát.
d) Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe jedni£ka padne minimáln¥ t°ikrát.
e) Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe jedni£ka padne nejvíc p¥tkrát.

Výsledek: a) p(k) =
(

6
k

)
·
(

1
6

)k · (5
6

)6−k; b) EX = 1, DX = 5/6; c) p°ibl. 0,0536; d) p°ibl.
0,0623; e) 1− 1/66 .

= 0,99998

P°íklad 5.11 Házíme £ty°ikrát mincí. Náhodná veli£ina X udává, kolikrát padl znak (rub
mince).
a) Ur£ete její pravd¥podobnostní a distribu£ní funkci.
b) Ur£ete její st°ední hodnotu a rozptyl.
c) Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe znak padne práv¥ dvakrát.
d) Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe znak padne minimáln¥ dvakrát.
e) Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe znak padne nejvíc dvakrát.

Výsledek: a) p(k) =
(

4
k

)
·
(

1
2

)k · (1
2

)4−k, F (x) = 0 pro x ≤ 0, F (x) = 1/16 pro x ∈ (0, 1〉,
F (x) = 5/16 pro x ∈ (1, 2〉, F (x) = 11/16 pro x ∈ (2, 3〉, F (x) = 15/16 pro x ∈ (3, 4〉,
F (x) = 1 pro x > 4; b) EX = 2, DX = 1; c) 3/8; d) 11/16; e) 11/16

P°íklad 5.12 T°ikrát vyst°elíme na cíl. Pravd¥podobnost zásahu p°i kaºdém výst°elu je
p = 0,7. Náhodná prom¥nná X udává po£et zásah· cíle.
a) Ur£ete její pravd¥podobnostní a distribu£ní funkci.
b) Ur£ete její st°ední hodnotu a rozptyl.
c) Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe budeme mít práv¥ 2 zásahy cíle.

Výsledek: a) p(k) =
(

3
k

)
· 0,7k · 0,33−k, F (x) = 0 pro x ≤ 0, F (x) = 0,027 pro x ∈ (0, 1〉,

F (x) = 0,216 pro x ∈ (1, 2〉, F (x) = 0,657 pro x ∈ (2, 3〉, F (x) = 1 pro x > 3; b)
EX = 2,1, DX = 0,63; c) 0,441
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P°íklad 5.13 (P°íklad statistického °ízení procesu:) Kaºdou hodinu je vybrán vzorek 20
sou£ástí procesu perforace (= proráºení) kovu. Pr·m¥rn¥ 4% výsledk· vyºadují dodate£né
úpravy. Náhodná veli£ina X ozna£uje po£et sou£ástí z vybraných dvaceti, které vyºadují
dodate£né úpravy. Pokud veli£ina X p°ekro£í svou st°ední hodnotu o více neº trojnásobek
své sm¥rodatné odchylky, pracovní linka se musí zastavit a opravit.
a) Jaká je pst, ºe X p°ekro£í svou st°ední hodnotu o více neº trojnásobek své sm¥rodatné
odchylky?
b) Jaká je pst, ºe X p°ekro£í hodnotu 1 aspo¬ v jedné z následujících p¥ti hodin provozu?

Výsledek: a) P (X > EX + 3
√
DX) = P (X > 3,43)

.
= 0,0074; b) Mezivýsledek: P (X >

1)
.
= 0,1897, výsledek: 1− (1− 0,1897)5 .

= 0,6506

P°íklad 5.14 Zuzanka hází mí£kem na cíl, pravd¥podobnost zásahu je 0,6. Dostala 7
mí£k· a v²echny chce vyzkou²et. Náhodná prom¥nná X udává po£et zásah· cíle.
a) Ur£ete její pravd¥podobnostní funkci.
b) Ur£ete její st°ední hodnotu a rozptyl.
c) Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe Zuzanka zasáhne cíl alespo¬ dvakrát.

Výsledek:
a) p(i) =

(
7
i

)
· 0,6i · 0,47−i, i ∈ {0, 1, . . . , 7},

b) EX = 4, 2; DX = 1, 68 c) P (X ≥ 2) = 0,9811584.

P°íklad 5.15 Pravd¥podobnost výskytu jistého slova v jazyku je 0,05. Kolik slov musíme
mít v textu, aby se v n¥m s pravd¥podobností 0,99 tohle slovo vyskytlo alespo¬ jednou?

Výsledek: 90

P°íklad 5.16 Výrobní podnik expedoval zásilku, která obsahuje 20 výrobk·. Pravd¥podob-
nost toho, ºe se jeden výrobek b¥hem p°epravy po²kodí, je 0,1. Diskrétní náhodná veli£ina
X udává po£et po²kozených výrobk·.
a) Ur£ete její pravd¥podobnostní funkci.
b) Ur£ete její st°ední hodnotu.
c) Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe se b¥hem p°epravy po²kodí více neº 3 výrobky.

Výsledek:
a)p(i) =

(
20
i

)
· 0,1i · 0,920−i, i ∈ {0, 1, . . . , 20}

b) EX = 0,5.

P°íklad 5.17 Automatická linka produkuje 95% výrobk· první kvality a 5% zmetk·. Ze
100 kus· vybereme náhodn¥ 10 kus·. Diskrétní náhodná veli£ina X udává po£et zmetk· z
vybraných deseti kus·.
a) Ur£ete její pravd¥podobnostní funkci.
b) Ur£ete její st°ední hodnotu.

Výsledek:

a)p(i) =
( 95
10−i)·(

5
i)

(100
10 )

, i ∈ {0, 1, . . . , 5}
b) EX = 0,5.
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P°íklad 5.18 Elektronická váha v automatizovaném provozu zastaví balicí linku poté, co
zaznamená dva balíky v t¥sném sledu za sebou s jinou hmotností, neº je poºadováno.
V kaºdém p°ípad¥ je balicí linka zastavena po zabalení pátého balíku. P°i kaºdém balení
má balík poºadovanou hmotnost s pravd¥podobností 0,9. Jednotlivá balení jsou povaºována
za nezávislá na ostatních baleních. Veli£ina X udává po£et balík· s poºadovanou hmotností
zabalených p°ed prvním zastavením linky.
a) Ur£ete pravd¥podobnostní funkci veli£iny X.
b) Ur£ete st°ední hodnotu veli£iny X.

Výsledek:
a) p(0) = 0,01; p(1) = 0,0099; p(2) = 0,01053; p(3) = 0,05103; p(4) = 0,32805; p(5) =
0,59049
b) EX = 4, 4487.

P°íklad 5.19 * Pravd¥podobnost zásahu ter£e 0,5. Kolik pokus· o zásah musíme ud¥lat,
aby s pravd¥podobností 0,75 byl ter£ zasaºen práv¥ dvakrát?

Výsledek: n = 3.
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6 Exponenciální a Poissonovo rozd¥lení pravd¥podob-
nosti

V této kapitole se seznámíme s dal²ími dv¥ma typy rozd¥lení pravd¥podobnosti, které jsou
vyuºívány v úlohách technické praxe. I kdyº Poissonovo rozd¥lení je diskrétní a exponen-
ciální rozd¥lení spojité, existuje mezi nimi blízký vztah - kaºdé z nich sice pouºíváme
k popisu jiné veli£iny, ale hodnoty t¥chto veli£in m¥°íme v jedné a téºe situaci.

Poissonovo rozd¥lení
Náhodná veli£ina X má Poissonovo rozd¥lení pravd¥podobnosti s parametrem λ > 0
(pí²eme X ∼ Po(λ)), jestliºe nabývá hodnot 0, 1, 2, 3, . . . s pravd¥podobností

p(k) = P (X = k) = λk

k!
· e−λ pro k = 0, 1, 2, 3, . . . .

Tento vzorec pouºíváme, kdyº se ptáme na pravd¥podobnost, ºe nastane práv¥ k událostí
za jednu £asovou jednotku, p°i£emº víme, ºe pr·m¥rn¥ nastane za tuto £asovou jednotku
λ událostí. Nemusí ale jít jen o jednotky £asové, m·ºe jít i o jednotky délky, obsahu a pod.

Ob£as je t°eba zjistit pravd¥podobnost, ºe nastane práv¥ k událostí za t £asových jednotek,
kdyº víme, ºe pr·m¥rn¥ nastane λ událostí za jednu £asovou jednotku. Snadno ur£íme,
ºe za t £asových jednotek nastane pr·m¥rn¥ λ · t událostí, a proto pro náhodnou veli£inu
Y udávající po£et událostí za t £asových jednotek platí

p(k) = P (Y = k) =
(λ · t)k
k!

· e−λ·t pro k = 0, 1, 2, 3, . . . .

Samoz°ejm¥, problém m·ºeme vy°e²it i tak, ºe si pro novou £asovou jednotku p°epo£ítáme
λ a pouºijeme p°edchozí vzore£ek.
Pro st°ední hodnotu a rozptyl veli£iny s Poissonovým rozd¥lením pravd¥podobnosti platí

EY =
∞∑
i=0

xi · pi = 0.e−λ + 1.e−λ · λ
1!

+ 2.e−λ · λ
2

2!
+ ...+ k.e−λ · λ

k

k!
+ ... =

= λ.e−λ
(

1 +
λ

1!
+ ...+

λk

k!
+ ...

)
= λ.e−λ.eλ = λ.

DY =
∞∑
i=0

(xi − EY )2 · pi =
∞∑
i=0

(i− λ)2 · e−λ · λ
i

i!
=

=
∞∑
i=0

i2e−λ
λi

i!
− 2.λ

∞∑
i=0

i.e−λ
λi

i!
+ λ2

∞∑
i=0

e−λ
λi

i!
.

Jednotlivé s£ítance upravíme

∞∑
i=0

i2e−λ
λi

i!
= λ.e−λ

∞∑
i=1

i · λi−1

(i− 1)!
= λ.e−λ

∞∑
i=1

((i− 1) + 1) · λi−1

(i− 1)!
=
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= λ.e−λ
∞∑
i=1

(i− 1) · λi−1

(i− 1)!
+ λ.e−λ

∞∑
i=1

λi−1

(i− 1)!
=

= λ2.e−λ
∞∑
i=2

λi−2

(i− 2)!
+ λ.e−λ

∞∑
j=0

λj

j!
= λ2.e−λ

∞∑
k=0

λk

k!
+ λ.e−λeλ = λ2.e−λ + λ = λ2 + λ.

Podobn¥

−2.λ
∞∑
i=0

i.e−λ
λi

i!
= −2λ2

a

λ2

∞∑
i=0

e−λ
λi

i!
= λ2.

Proto

DY = λ2 + λ− 2λ2 + λ2 = λ.

Tohle je celkem výjime£ný fakt - Poissonovo rozd¥lení je na rozdíl od v¥t²iny jiných takové,
ºe jeho st°ední hodnota je stejná jako jeho rozptyl. Na následujícím p°íkladu si podrobn¥
vysv¥tlíme význam parametr· λ a k ve vzorcích.

P°íklad 6.1 Do restaurace p°ijde pr·m¥rn¥ 20 lidí za hodinu. Ur£ete pravd¥podobnost
toho, ºe

• v pr·b¥hu 5 minut p°ijdou alespo¬ 2 lidé,

• v pr·b¥hu 15 minut nep°ijde nikdo,

• v pr·b¥hu 5 minut nep°ijde nikdo,

• v pr·b¥hu hodiny p°ijde práv¥ 20 lidí,

• v pr·b¥hu hodiny p°ijde práv¥ 15 lidí.

�e²ení: Víme, ºe za hodinu p°ijde pr·m¥rn¥ 20 lidí, proto pro £asovou jednotku 1 hodina
je λ = 20. Postupn¥ vy°e²íme jednotlivé úkoly:

• v pr·b¥hu 5 minut p°ijdou alespo¬ 2 lidé:

V tomto p°ípad¥ vidíme, ºe £asové jednotky nejsou stejné, proto si musíme uv¥domit,
ºe 5 minut je 1

12
z hodiny a ºe bude vhodné pouºít druhý vzore£ek. Z°ejm¥ bude

výhodn¥j²í pouºít v¥domosti o dopl¬kovém jevu:

P (X ≥ 2) = 1− P (X = 0)− P (X = 1),
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a proto

P (X ≥ 2) = 1−
(
20 · 1

12

)0

0!
· e−20· 1

12 −
(
20 · 1

12

)1

1!
· e−20· 1

12 = 1− e−
5
3 ·
(

1 +
5

3

)
.

Postupovat jsme mohli i tak, ºe bychom ur£ili λ pro novou £asovou jednotku, tedy
pro £asovou jednotku 5 minut. Kdyº za hodinu p°ijde pr·m¥rn¥ 20 lidí, tak za 5
minut to bude pr·m¥rn¥ 5

3
lidí. A uº m·ºeme pouºít první vzore£ek, samoz°ejm¥

op¥t vyuºijeme dopl¬kový jev:

P (X ≥ 2) = 1−
(

5
3

)0

0!
· e− 5

3 −
(

5
3

)1

1!
· e− 5

3 = 1− e−
5
3 ·
(

1 +
5

3

)
.

• v pr·b¥hu 15 minut nep°ijde nikdo:

Máme zjistit P (X = 0) a na²e £asové jednotky jsou op¥t r·zné, první výpo£et
ud¥láme pro λ = 20 a t = 1

4
(15 minut je 1

4
z hodiny).

P (X = 0) =

(
20 · 1

4

)0

0!
· e−20· 1

4 = e(−5).

Úloha se dala °e²it i tak, ºe si zjistíme, kolik lidí p°ijde pr·m¥rn¥ za 15 minut. To
je £tvrtina z 20, tedy 5 lidí. Proto

P (X = 0) =
(5)0

0!
· e−5 = e(−5).

• v pr·b¥hu 5 minut nep°ijde nikdo:

Vyuºijeme zku²enosti z p°edchozích p°íklad·:

P (X = 0) =

(
20 · 1

12

)0

0!
· e−20· 1

12 = e(− 5
3

)

nebo

P (X = 0) =

(
5
3

)0

0!
· e− 5

3 = e(− 5
3

).

• v pr·b¥hu hodiny p°ijde práv¥ 20 lidí:

V tomto p°ípad¥ máme stejné £asové jednotky, proto

P (X = 20) =
2020

20!
· e−20.

• v pr·b¥hu hodiny p°ijde práv¥ 15 lidí:

Z°ejm¥

P (X = 15) =
2015

15!
· e−20.
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Nyní p°edvedeme p°íklad, kdy nep·jde zrovna o události v £ase.

P°íklad 6.2 Ve sbírce p°íklad· se vyskytuje pr·m¥rn¥ 1 chyba na p¥t stránek. Ur£ete
pravd¥podobnost, ºe

• na stránce, kterou si zrovna prohlíºíme, je práv¥ jedna chyba,

• na stránce, kterou si zrovna prohlíºíme, je aspo¬ jedna chyba.

• na stránce, kterou si zrovna prohlíºíme, je více neº jedna chyba.

• Dále ur£ete, jaký je o£ekávaný (st°ední) po£et chyb na deseti stránkách a jaká je
pravd¥podobnost, ºe na deseti stránkách se vyskytne práv¥ tento po£et chyb.

�e²ení: Pro první t°i úkoly ozna£íme X po£et chyb na jedné stránce. Za jednotku (i kdyº
ne zrovna £asovou) tedy povaºujeme jednu stranu textu. Parametr λ je pak roven 1/5 =
0,2. Dal²í výpo£et probíhá obvyklým zp·sobem.

• Práv¥ jedna chyba na stránce:

P (X = 1) =
0,21

1!
· e−0,2 .

= 0,164.

• Aspo¬ jedna chyba na stránce:

P (X > 0) = 1− P (X = 0) = 1− 0,20

0!
· e−0,2 .

= 0,181.

• Více neº jedna chyba:
M·ºeme pouºít p°edchozí výsledky:

P (X > 1) = P (X > 0)− P (X = 1)
.
= 0,017.

• Na deseti stránkách o£ekáváme dv¥ chyby. Ozna£íme-li Y po£et chyb na deseti stra-
nách, pak Y ∼ Po(2) a

P (Y = 2) =
22

2!
· e−2 .

= 0,271.

Exponenciální rozd¥lení
Spojitá náhodná veli£ina X má exponenciální rozd¥lení s parametrem λ > 0 (pí²eme
X ∼ Exp(λ)), jestliºe má hustotu f danou p°edpisem

f(t) =

{
0 pro t < 0,
λ · e−λt pro t ≥ 0.

Její distribu£ní funkce je

F (t) =

{
0 pro t < 0,
1− e−λt pro t ≥ 0.

Náhodná veli£ina s exponenciálním rozd¥lením popisuje dobu £ekání na dal²í událost
(resp. délku £asového intervalu mezi dv¥ma událostmi), jestliºe pr·m¥rn¥ nastává λ
událostí za jednotku £asu.
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Pouºitím integrace per partes lze spo£ítat, ºe

EX =
1

λ
, DX =

1

λ2
.

Uºití exponenciálního rozd¥lení objasníme na následujícím p°íkladu.

P°íklad 6.3 Do restaurace p°ijde pr·m¥rn¥ 20 lidí za hodinu. Ur£ete pravd¥podobnost
toho, ºe

• v pr·b¥hu 15 minut nep°ijde nikdo,

• v pr·b¥hu 5 minut nep°ijde nikdo,

�e²ení:

• v pr·b¥hu 15 minut nep°ijde nikdo:

Nejd°ív si uv¥domíme, ºe za 15 minut p°ijde pr·m¥rn¥ 5 lidí, proto � pro £asovou
jednotku 15 minut � je λ = 5. Úlohu jsme jiº vy°e²ili uºitím Poissonova rozd¥lení,
ale snadno se dá aplikovat i exponenciální rozd¥lení, sta£í si uv¥domit, ºe kdyº
v pr·b¥hu 15 minut nep°ijde nikdo, znamená to, ºe mezi dv¥ma p°íchody bude
doba del²í nebo rovna 15 minut. Proto

P (X ≥ 1) = 1− P (X < 1) = e(−5).

• v pr·b¥hu 5 minut nep°ijde nikdo:

Vyuºijeme zku²enosti z p°edchozí £ásti, sta£í ur£it parametr λ. Ale to uº umíme,
λ = 5

3
. Proto

P (X ≥ 1) = 1− P (X < 1) = e(− 5
3

).

Zkusíme trochu jiný p°íklad:

P°íklad 6.4 Ro£ní dít¥, kdyº se nechá bez dozoru, dovede rozbít nebo pokazit pr·m¥rn¥ 4
hra£ky za hodinu. Jak dlouho ho m·ºe maminka nechat bez dozoru, aby s pravd¥podobností
0,9 nenastal problém?

�e²ení: Z°ejm¥ pot°ebujeme zjistit £as, za který nedojde k rozbití hra£ky s pravd¥po-
dobností 0,9, a víme, ºe jestliºe za £asovou jednotku zvolíme 1 hodinu, pak λ = 4. Potom

P (X > t) = 1− P (X ≤ t) = 1− P (X < t) = 1− F (t) = 0,9

Proto
F (t) = 0,1,

teda
1− e−4t = 0,1⇒ t =

ln 0,9

−4
.
= 0,0263

�as t .= 0,0263, co je p°ibliºn¥ 1,58 minut.

Poissonovo rozd¥lení se ob£as hodí nap°. na aproximaci binomického rozd¥lení, a to v p°í-
pad¥, ºe n je �velké� a p �malé�. Za parametr λ se bere sou£in n · p. Vyv¥tlíme to na
následujícím p°íkladu.
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P°íklad 6.5 D¥lnice obsluhuje 800 v°eten, na které navíjí p°ízi. Pravd¥podobnost roztr-
ºení p°íze za £as t je na kaºdém z nich 0,005. Jaká je pravd¥podobnost toho, ºe se za £as
t p°íze roztrhne práv¥ na £tyrech v°etenech?

�e²ení: Jedná se o binomické rozd¥lení, proto

P (X = 4) =

(
800

4

)
· 0,0054 · (1− 0,005)800−4 .

= 0,1959.

Aproximujme binomické rozd¥lení Poissonovým, λ = n · p = 800 · 0,005 = 4, proto

P (X = 4) = e−4 · 44

4!
.
= 0,1954.

Vidíme, ºe výsledky se li²í jen nepatrn¥ a výpo£et pomocí Poissonova rozd¥lení byl p°itom
mnohem mén¥ pracný.
Pokusíme se vysv¥tlit, pro£ lze tuto aproximaci pouºít. Na problém se podíváme z jiné
strany: Jak se asi mohlo p°ijít na to, ºe pro kaºdé v°eteno je pravd¥podobnost p°etrºení
p°íze zrovna 0,005? Patrn¥ se za £as t pr·m¥rn¥ trhá p°íze na 4 v°etenech (pak je pro
jedno v°eteno pravd¥podobnost p°etrºení p°íze 4/800 = 0,005. Po£ítáme tedy události,
p°i£emº víme, ºe pr·m¥rn¥ jich nastane λ = 4 za danou jednotku £asu, a to je p°esn¥
situace pro pouºití Poissonova rozd¥lení.

V p°ípad¥ Poissonova rozd¥lení je EX = DX = λ. Kdyº aproximujeme binomické roz-
d¥lení Poissonovým, m¥lo by pro binomické rozd¥lení platit n¥co podobného. Proto tuto
aproximaci pouºijeme, kdyº není velký rozdíl mezi EX a DX. Protoºe u binomického
rozd¥lení s parametry n a p je EX = n · p a DX = n · p · (1 − p), jsou si tyto hodnoty
blízké v p°ípad¥, ºe 1− p je blízké jedné, tj. p je blízké nule.

6.1 P°íklady pro samostatnou práci

P°íklad 6.6 Do restaurace p°ijde pr·m¥rn¥ 20 zákazník· za p·lhodinu. Ur£ete pravd¥po-
dobnost toho, ºe
a) v pr·b¥hu 5 minut p°ijdou alespo¬ dva zákazníci,
b) v pr·b¥hu 15 minut nep°ijde ani jeden zákazník,
c) v pr·b¥hu 5 minut nep°ijde ani jeden zákazník,
d) v pr·b¥hu jedné hodiny p°ijde práv¥ 20 zákazník·,
e) v pr·b¥hu jedné hodiny p°ijde práv¥ 15 zákazník·.

Výsledek: a) 1− 13
3
· e−10

3 ; b) e−10; c) e
−10
3 ; d) 4020

20!
· e−40; e) 4015

15!
· e−40

P°íklad 6.7 Do kancelá°e p°ijdou pr·m¥rn¥ 2 studenti za hodinu. Ur£ete pravd¥podob-
nost toho, ºe
a) v pr·b¥hu 5 minut p°ijdou alespo¬ dva studenti,
b) v pr·b¥hu 15 minut nep°ijde ani jeden student,
c) v pr·b¥hu jedné hodiny p°ijdou práv¥ 2 studenti,
d) doba mezi dv¥ma po sebe jdoucími p°íchody student· je v intervalu 〈10min, 50min〉.



Matematika 3 87

Výsledek: a) 1− 7
6
· e−1

6 ; b) e−0,5; c) 2 · e−2; d) p°ibliºn¥ 0,5278

P°íklad 6.8 Do t°ídy p°ijde pr·m¥rn¥ 5 opozdilých student· za vyu£ovací hodinu (50
minut) . Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe
a) v pr·b¥hu 5 minut p°ijdou alespo¬ dva opozdilci,
b) v pr·b¥hu 5 minut nep°ijde ani jeden student,
c) v pr·b¥hu 15 minut p°ijde alespo¬ jeden student,
d) v pr·b¥hu jedné vyu£ovací hodiny p°ijde práv¥ 20 student·,
e) v pr·b¥hu jedné vyu£ovací hodiny nep°ijde ani jeden opozdilý student.

Výsledek: a) 1− 6
5
· e−1

5 ; b) e−0,2; c) 1− e
−3
5 ; d) 220

20!
· e−2; e) e−2

P°íklad 6.9 Ro£ní dít¥ je nutno pr·m¥rn¥ 7-krát za den p°ebalit. Kdyº se nechá bez
dozoru, dovede rozbít nebo pokazit pr·m¥rn¥ 4 hra£ky za hodinu. Jak dlouho ho m·ºe
maminka nechat bez dozoru, aby s pravd¥podobností 0,9 nenastal ani jeden z uvedených
problém·?

Výsledek: P°ibliºn¥ 1,473 min

P°íklad 6.10 Náhodná veli£ina X má Poissonovo rozd¥lení se st°ední hodnotou EX = 3.
Ur£ete
a) pravd¥podobnost toho, ºe náhodná veli£ina nabývá hodnoty men²í neº její st°ední hod-
nota,
b) pravd¥podobnost toho, ºe náhodná veli£ina nabývá kladné hodnoty.

Výsledek: a) 0,0423; b) 0,95

P°íklad 6.11 Do telefonní úst°edny p°ijde za hodinu pr·m¥rn¥ 120 hovor·. Ur£ete jaká
je pravd¥podobnost toho, ºe za dv¥ minuty p°ijdou do úst°edny práv¥ dva hovory.

Výsledek: 8 · e−4

P°íklad 6.12 Telefonní úst°edna obsluhuje 3000 ú£astník·. Pravd¥podobnost, ºe libovolný
ú£astník bude telefonovat v pr·b¥hu hodiny je p = 0, 002. Náhodná veli£ina X udává po£et
ú£astník·, kte°í budou v pr·b¥hu hodiny telefonovat. Vypo£ítejte pravd¥podobnost toho, ºe
v pr·b¥hu hodiny budou telefonovat práv¥ £ty°i ú£astníci.

Výsledek: P (X = 4) = 54 · e−6

P°íklad 6.13 Výrobní za°ízení má poruchu v pr·m¥ru jednou za 2000 hodin. P°edpo-
kládejme, ºe �doba £ekání� na poruchu je náhodná veli£ina s exponenciálním rozd¥lením.
Ur£ete hodnotu t tak, aby pravd¥podobnost, ºe p°ístroj bude pracovat del²í dobu neº t, byla
0,99.

Výsledek: P°ibliºn¥ 20,5 hodin
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P°íklad 6.14 Na jednom metru vlny se pr·m¥rn¥ vyskytují dva uzlíky. Vypo£t¥te prav-
d¥podobnost, ºe na dvou metrech vlny bude t°i aº p¥t uzlík·.

Výsledek: P°ibliºn¥ 0,547

P°íklad 6.15 Po£et povrchových kaz· na plastových deskách pouºitých v interiéru auta
má Poissonovo rozd¥lení se st°ední hodnotou 0,005 kazu na decimetr £tvere£ní. P°edpo-
kládejme, ºe celková plocha t¥chto desek v jednom aut¥ je 1 metr £tvere£ní.
a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe v aut¥ není ºádný kaz?
b) Jestliºe si podnik objedná p¥t aut, jaká je pravd¥podobnost, ºe se v ºádném z nich
povrchové kazy neobjeví?

Výsledek: a) P (X = 0) = e−0,5 .
= 0,607; b) (e−0,5)5 .

= 0,082

P°íklad 6.16 U£itel zapisuje body 200 student·m do informa£ního systému. Ze zku²e-
nosti ví, ºe u kaºdého záznamu je pravd¥podobnost chyby 0,01. Vypo£t¥te pravd¥podobnost,
ºe u£itel ud¥lá dv¥ aº t°i chyby
a) pomocí binomického rozd¥lení,
b) pomocí Poissonova rozd¥lení.

Výsledek: P°ibliºn¥: a) 0,453; b) 0,451
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7 Normální rozd¥lení

7.1 Základní pojmy a °e²ené p°íklady

Normální rozd¥lení
Spojitá náhodná veli£ina X s hustotou

f(x) =
1√
2π σ

e−
(x−µ)2

2σ2 , x ∈ (−∞,∞),

kde µ ∈ (−∞,∞) a σ > 0 jsou konstanty, se nazývá náhodná veli£ina s normálním
rozd¥lením. Platí

EX = µ a DX = σ2.

To, ºe náhodná veli£ina X má normální rozd¥lení se st°ední hodnotou µ a rozptylem σ2,
zapisujeme jako

X ∼ No(µ, σ2).

Standardizované normální rozd¥lení
Jesliºe má náhodná veli£ina normální rozd¥lení se st°ední hodnotou µ = 0 a rozptylem
σ2 = 1, °íkáme, ºe tato náhodná veli£ina má standardizované normální rozd¥lení a zna£íme
ji U . Platí tedy

U ∼ No(0, 1).

Distribu£ní funkce náhodné veli£iny U se zna£í Φ, tj. (podle obecné de�nice distribu£ní
funkce) Φ(u) = P (U < u). Hodnoty funkce Φ jsou tabelovány (viz tabulka 7.1).
Jestliºe X je náhodná veli£ina s normálním rozd¥lením se st°ední hodnotou µ a rozptylem
σ2, X ∼ No(µ, σ2), pak

X − µ
σ

= U.

Vzorce pro výpo£ty pravd¥podobností nerovností r·zného typu jsme uº uvád¥li pro obec-
nou náhodnou veli£inu se spojitým rozd¥lením. Nyní v²e zopakujeme speciáln¥ pro ná-
hodnou veli£inu U a její distribu£ní funkci Φ.

Výpo£ty r·zných pravd¥podobností pro U pomocí Φ

P (U < u) = Φ(u)

P (U > u) = 1− Φ(u)

P (u1 < U < u2) = Φ(u2)− Φ(u1).

V²echny uvedené vztahy platí i v p°ípad¥, ºe n¥která z nerovností je neostrá.
Pro funkci Φ navíc platí vztah

Φ(−u) = 1− Φ(u).
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Výpo£ty r·zných pravd¥podobností pro obecné normální rozd¥lení
Jestliºe X ∼ No(µ, σ2), pak pro výpo£ty r·zných pravd¥podobností vyuºijeme transfor-
ma£ní vztah mezi X a U . Konkrétn¥,

P (X < x) = P (U < x−µ
σ

)

P (X > x) = P (U > x−µ
σ

)

P (x1 < X < x2) = P (x1−µ
σ

< U < x2−µ
σ

).

Dál pak po£ítáme s náhodnou veli£inou U .

P°íklad 7.1 Vypo£t¥te pravd¥podobnosti:
a) P (U < 1,67) c) P (0,35 < U < 1,67) e) P (U > −1,67)

b) P (U > 0,35) d) P (U < −0,35) f) P (−1,5 < U < 0,5)

�e²ení: Budeme postupovat podle vý²e uvedených vzorc·, p°íslu²né hodnoty funkce Φ
najdeme vºdy v tabulce.
a) P (U < 1,67) = Φ(1,67)

.
= 0,953

b) P (U > 0,35) = 1− Φ(0,35)
.
= 1− 0,637 = 0,363

c) P (0,35 < U < 1,67) = Φ(1,67)− Φ(0,35)
.
= 0,953− 0,637 = 0,316

d) P (U < −1,67) = Φ(−1,67) = 1− Φ(1,67)
.
= 1− 0,953 = 0,047

e) P (U > −0,35) = 1− Φ(−0,35) = 1− (1− Φ(0,35)) = Φ(0,35)
.
= 0,637

f) P (−1,5 < U < 0,5) = Φ(0,5)−Φ(−1,5) = Φ(0,5)−(1−Φ(1,5)) = Φ(0,5)−1+Φ(1,5)
.
=

.
= 0,691− 1 + 0,933 = 0,624

a)

−3 0 3 u

y

y = f (u)

1,67

b)

−3 3 u

y

y = f (u)

0,35

c)

−3 3 u

y

y = f (u)

1,670,35

d)

−3 3 u

y

y = f (u)

−0,35

e)

−3 0 3 u

y

y = f (u)

−1,67

f)

−3 3 u

y

y = f (u)

−1,5 0,5

Obrázek 7.1: K p°íkladu 7.1

Jako ilustrace k práv¥ uvedeným výpo£t·m slouºí obrázky 7.1. Zd·razn¥me, ºe je na nich
vºdy graf hustoty normálního rozd¥lení s µ = 0 a σ2 = 1. P°íslu²nou pravd¥podobnost
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po£ítáme jako obsah plochy pod grafem hustoty na odpovídajícím intervalu. Na obrázku a)
²ed¥ vybarvená plocha p°ímo udává hodnotu distribu£ní funkce v bod¥ 1,67. Na obrázku
b) by hodnota Φ(0,35) byl obsah bílé plochy. Obsah vybarvené plochy na obrázku c)
dostaneme tak, ºe ode£teme obsah ²edé plochy z obrázku a) a bílé plochy z obrázku b).
Porovnáním dvojic obrázk· a) a e), resp. b) a d) vidíme, ºe výsledky musely vyjít stejn¥.
Upozorn¥ní na £astou chybu: N¥kte°í studenti mívají problémy s pravd¥podobnostmi
nerovností typu a < U < b (viz £ást c)). Ob£as má n¥kdo tendenci takovouto pravd¥po-
dobnost za£ít po£ítat nap°. jako

P (0,35 < U < 1,67) = P (U < 1,67) + P (U > 0,35) = · · · (toto je ²patn¥)

nebo d¥lá jiné ne²´astné pokusy. Máte-li k tomuto sklony, zkuste si nakreslit p°íslu²ný
obrázek a uv¥domit si, jaké obsahy by se zde s£ítaly � výsledek by vy²el v¥t²í neº 1, coº
u pravd¥podobnosti nelze.
Jiná £astá chyba: P°i opravování písemek se nez°ídka setkáváme se zcela nesmyslnými
zápisy (i kdyº kone£ný výsledek je pak t°eba numericky dob°e), jako nap°.

P (1 < U < 2) = Φ(1) < P (U) < Φ(2) = · · · Toto je úpln¥ ²patn¥!!!

Je-li n¥kdo schopen napsat takovouto v¥c, znamená to, ºe se naprosto nezorientoval v zá-
kladních pojmech a snaºí se jen zoufale napodobit jakýsi postup, kterému v·bec nerozumí.
Marn¥ se pak ne²´astný student brání, ºe �to p°ece m¥l dob°e, jenom to ²patn¥ zapsal�. . .

P°íklad 7.2 Najd¥te hodnotu u, pro kterou platí
a) P (U < u) = 0,9 b) P (U > u) = 0,05 c) P (U > u) = 0,8 d) P (−u < U < u) = 0,9

�e²ení: Pro názornost si m·ºeme nejprve prohlédnout obrázky 7.2.
a) Máme najít u, pro které je P (U < u) = 0,9. Protoºe P (U < u) je p°ímo Φ(u), znamená
to, ºe hledáme u, pro které platí

Φ(u) = 0,9.

Pohledem do tabulky zjistíme (p°íslu²ný vý°ez viz vpravo), ºe

u
.
= 1,29.

u Φ(u)
...

...
1,29 0,9014747
...

...
Upozorn¥ní na £astou chybu: Ob£as n¥kte°í studenti vypo£ítají omylem Φ(0,9) a
vyhlásí, ºe u .

= 0,816. Pozor, Φ(0,9) nás te¤ v·bec nezajímá! Musíme najít to u, pro které
je Φ(u) rovno 0,9 - viz vý²e uvedená £ást tabulky.
b) Zadanou pravd¥podobnost vyjád°íme pomocí funkce Φ:

P (U > u) = 1− P (U < u) = 1− Φ(u)

Odtud máme

1− Φ(u) = 0,05 ⇒ Φ(u) = 0,95 ⇒ u
.
= 1,65.
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Obrázek 7.2: K p°íkladu 7.2

c) Budeme postupovat obdobn¥ jako v £ásti b). Op¥t je zadaná pravd¥podobnost, ºe U
je v¥t²í neº u. Musí proto platit

1− Φ(u) = 0,8 ⇒ Φ(u) = 0,2.

Nyní m·ºe nastat mírný problém � hodnotu u, pro kterou by bylo Φ(u) = 0,2, v tabulce
p°ímo nenajdeme. Je z°ejmé, ºe u bude záporné, vyuºijeme proto vztahu mezi Φ(u) a
Φ(−u) (s tím, ºe −u je te¤ kladné):

1− Φ(−u) = 0,2 ⇒ Φ(−u) = 0,8 ⇒ −u .
= 0,85 ⇒ u

.
= −0,85.

P°íklad jsme mohli °e²it i tak, ºe bychom si p°edstavili, ºe by se obrázek 7.2 c) oto£il
kolem osy y � vybarvená plocha by pak udávala P (U < −u) (−u je opa£ná hodnota
k hledanému zápornému u) a p°ímo bychom tak dosp¥li k rovnici Φ(−u) = 0,8.
d) Zde máme dv¥ moºnosti:
M·ºeme vyjád°it zadanou pravd¥podobnost pomocí Φ,

P (−u < U < u) = Φ(u)− Φ(−u) = Φ(u)− (1− Φ(u)) = 2Φ(u)− 1,

a dosadit tento výraz do zadané rovnice P (−u < U < u) = 0,9:

2Φ(u)− 1 = 0,9 ⇒ 2Φ(u) = 1,9 ⇒ Φ(u) = 0,95 ⇒ u
.
= 1,65.

Jiná moºnost je uv¥domit si, ºe má-li obsah ²ed¥ vybarvené plochy na obrázku 7.2 d) být
roven 0,9, znamená to, ºe oba dva �p°e£nívající� kousky (vlevo a vpravo) mají dohromady
obsah 0,1, a tím pádem kaºdý z nich musí mít obsah 0,05. Hledáme proto u, pro které by
platilo P (U > u) = 0,05, coº je ov²em úloha, kterou jsme uº vy°e²ili v £ásti b). Srovnejte
téº obrázky 7.2 b) a d), z nich je p°ímo vid¥t, ºe výsledky t¥chto dvou p°íklad· musí být
stejné.
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P°íklad 7.3 Výsledek m¥°ení proudu je náhodná veli£ina X s normálním rozd¥lením se
st°ední hodnotou µ = 10mA a rozptylem σ2 = 4 (mA)2. Vypo£t¥te pravd¥podobnost, ºe
bude nam¥°eno
a) mén¥ neº 13mA b) více neº 9mA c) mén¥ neº 12mA, ale více neº 5mA

�e²ení: Podle zadání je X ∼ No(10, 4). Abychom mohli vypo£ítat poºadované pravd¥-
podobnosti, musíme náhodnou veli£inu X p°evést na U . Obecn¥ platí

U =
X − µ
σ

.

Ze zadání známe nikoli p°ímo σ, ale σ2. Snadno vypo£teme, ºe σ =
√

4 = 2mA. Vztah
mezi X a U je tedy

U =
X − 10

2
.

Funk£ní závislost náhodné veli£iny U na náhodné veli£in¥ X je znázorn¥na na obrázku 7.3.

1,5

2

1

−1

−2

U

X13

U = X−10
2

Obrázek 7.3: K p°íkladu 7.3 � p°evod mezi hranicemi pro X a U

Nyní p°istupme k výpo£tu jednotlivých pravd¥podobností.
a) Máme vypo£ítat P (X < 13). Z obrázku 7.3 vidíme, ºe hodnotám X men²ím neº 13
odpovídají hodnoty U men²í neº 13−10

2
= 1,5. Proto platí

P (X < 13) = P (U < 13−10
2

) = P (U < 1,5) = Φ(1,5)
.
= 0,933.

b) Po£ítáme P (X > 9). Podobn¥ jako v £ásti a) si m·ºeme uv¥domit, ºe hodnotám X
v¥t²ím neº 9 odpovídají hodnoty U v¥t²í neº 9−10

2
= −0,5. Proto

P (X > 9) = P (U > 9−10
2

) = P (U > −0,5) = 1− P (U < −0,5) = 1− Φ(−0,5) =
= 1− (1− Φ(0,5)) = Φ(0,5)

.
= 0,691.

c) Meze pro U ur£íme podobn¥ jako v p°edchozích £ástech a pak uº m·ºeme po£ítat
pomocí Φ:
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P (5 < X < 12) = P (5−10
2

< U < 12−10
2

) = P (−2,5 < U < 1) = Φ(1)− Φ(−2,5) =

= Φ(1)− (1− Φ(2,5)) = Φ(1) + Φ(2,5)− 1
.
= 0,841 + 0,994− 1 = 0,835.

Upozorn¥ní na £astou chybu: Ve vztahu mezi náhodnými veli£inami X a U se ve
jmenovateli zlomku vyskytuje σ, tj. sm¥rodatná odchylka, zatímco v zadáních p°íklad·
bývá £asto uveden rozptyl neboli σ2. Musíme si proto vºdy pe£liv¥ p°e£íst zadání, a
v p°ípad¥, ºe je zadán rozptyl, jej odmocnit (a nic neodmoc¬ovat, je-li zadána p°ímo
sm¥rodatná odchylka).

P°íklad 7.4 M¥°icí p°ístroj je zatíºen jednak systematickou chybou 1 a dále chybou ná-
hodnou. Víme, ºe náhodné chyby mají normální rozd¥lení se sm¥rodatnou odchylkou σ =
0,3.
a) Nad jakou hodnotu se chyba dostane jen s pravd¥podobností 0,01?
b) Pod jakou hodnotou bude chyba s pravd¥podobností 0,02?
c) V jakých mezích (soum¥rných kolem 1) se dá o£ekávat chyba p°i 75 % m¥°ení?

�e²ení:
Celková chyba m¥°ení � ozna£me ji X � má normální rozd¥lení se st°ední hodnotou µ = 1
a sm¥rodatnou odchylkou σ = 0,3. Tedy X ∼ No(1; 0,32), a proto

U =
X − 1

0,3
.

a) Hledáme x, pro které by platilo P (X > x) = 0,01. Stejn¥ jako v p°edchozím p°íkladu
náhodnou veli£inu X p°evedeme na náhodnou veli£inu U :

P (X > x) = 0,01 ⇒ P (U > x−1
0,3

) = 0,01.

Ozna£me u = x−1
0,3

. Pak

P (U > u) = 0,01 ⇒ 1− Φ(u) = 0,01 ⇒ Φ(u) = 0,99 ⇒ u
.
= 2,33.

Nyní dopo£ítáme hledanou hodnotu x:

x− 1

0,3
= 2,33 ⇒ x = 2,33 · 0,3 + 1 = 1,699.

Dá se tedy £ekat, ºe hodnotu 1,699 p°esáhne chyba jen p°i 1 % m¥°ení.
b) Budeme postupovat obdobn¥ jako v £ásti a). Najdeme p°íslu²nou hrani£ní hodnotu
u a pak pomocí ní ze vztahu u = x−1

0,3
vypo£ítáme mezní hodnotu x, pro kterou platí

P (X < x) = 0,02:

P (U < u) = 0,02 ⇒ Φ(u) = 0,02.

Odtud vidíme (protoºe 0,02 < 0,5), ºe u bude záporné. Pouºijeme proto p°íslu²ný vztah:

1− Φ(−u) = 0,02 ⇒ Φ(−u) = 0,98 ⇒ −u .
= 2,06 ⇒ u

.
= −2,06.

Zbývá vypo£ítat x:

x− 1

0,3
= −2,06 ⇒ x = −2,06 · 0,3 + 1 = 0,382.
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c) Zde hledáme dv¥ hrani£ní hodnoty, ozna£me je x1 a x2, pro které platí

P (x1 < X < x2) = 0,75.

Navíc víme, ºe tyto hodnoty mají být soum¥rné kolem 1, tzn. ºe x1 = 1− d a x2 = 1 + d,
kde d > 0 je n¥jaká konstanta, kterou zatím neznáme. Mohli bychom také °íct, ºe hledáme
práv¥ toto d, a p°edchozí rovnici p°epsat jako

P (−d < X − 1 < d) = 0,75.

Lze tu²it (viz obrázek 7.4), ºe p°i p°epo£ítávání mezních hodnot x1 a x2 na mezní hodnoty
pro U dostaneme £ísla navzájem opa£ná. Pro x1 to bude

u1 =
x1 − 1

0,3
=

1− d− 1

0,3
= − d

0,3
,

zatímco pro x2 je to

u2 =
x2 − 1

0,3
=

1 + d− 1

0,3
=

d

0,3
.

Opravdu je tedy u1 = −u2. Pro zjednodu²ení p°ezna£íme u2 na u a u1 je pak rovno −u.
Má platit, ºe

P (−u < U < u) = 0,75,

viz obrázek 7.4. Podobný úkol jsme °e²ili v p°íkladu 7.2, £ásti d), kde jsme ukázali, ºe

ux

y

y

−u u1
1− d 1 + d

��3 QQk

0,75
�

�
�

�
�

��+

@
@
@
@
@
@
@
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Obrázek 7.4: K p°íkladu 7.4, £ást c)

P (−u < U < u) = 2Φ(u)− 1. Vyuºijeme-li tohoto faktu, dostáváme:

2Φ(u)− 1 = 0,75 ⇒ Φ(u) = 0,875 ⇒ u
.
= 1,16.
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Nyní m·ºeme dopo£ítat x1 a x2 (p°ípadn¥ bychom mohli nap°ed spo£ítat d, a x1 a x2 pak
pomocí n¥j):

x1−1
0,3

= −1,16 ⇒ x1 = −1,16 · 0,3 + 1 = 0,652
x2−1
0,3

= 1,16 ⇒ x2 = 1,16 · 0,3 + 1 = 1,348.

Dá se tedy £ekat, ºe v 75 % m¥°ení bude chyba mezi 0,652 a 1,348.
Pro kontrolu bychom nyní mohli u kaºdé z £ástí a), b), c) vypo£ítat zp¥tn¥ p°íslu²nou
pravd¥podobnost. Nap°. u £ásti c) bychom po£ítali P (0,652 < X < 1,348) a m¥lo by vyjít
p°ibliºn¥ 0,75 (zcela p°esn¥ by to nebylo, protoºe p°i p°edchozím výpo£tu jsme pouºívali
zaokrouhlené hodnoty).

7.2 P°íklady pro samostatnou práci

P°íklad 7.5 Vypo£t¥te pravd¥podobnosti:
a) P (U > 1,23) c) P (U > −6/7) e) P (1 < U < 2) g) P (|U | < 1,5)

b) P (U < 0,45) d) P (U < −9/8) f) P (−3 < U < −2) h) P (|U | > 2)

Výsledek: (V²e zaokrouhleno na 3 místa) a) 0,109; b) 0,674; c) 0,804; d) 0,130; e) 0,136;
f) 0,021; g) 0,866; h) 0,046

P°íklad 7.6 Aniº byste uvedené pravd¥podobnosti po£ítali, dopl¬te místo znaku ≶ jeden
ze znak· <, > nebo =, podle toho, v jakém vztahu tyto pravd¥podobnosti jsou.
a) P (U < 0,8) ≶ P (U < 0,9) e) P (0,9 < U < 1,1) ≶ P (1,9 < U < 2,1)

b) P (U < 0,7) ≶ P (U > 0,7) f) P (1 < U < 2) ≶ P (U < 2) + P (U > 1)

c) P (U > −2) ≶ P (U < 2) g) P (1 < U < 2) ≶ 1− P (U < 1)− P (U > 2)

d) P (U < −3) ≶ P (U < 3) h) 2P (U > 1) ≶ 1− P (−1 < U < 1)

Výsledek: a) <; b) >; c) =; d) <; e) >; f) <; g) =; h) =

P°íklad 7.7 Najd¥te hodnotu u, pro kterou platí
a) P (U > u) = 0,25 c) P (U < u) = 0,99 e) P (0 < U < u) = 0,35

b) P (U < u) = 0,1 d) P (−u < U < u) = 0,99 f) P (1 < U < u) = 0,2

Výsledek: a) 0,68; b) -1,29; c) 2,33; d) 2,58; e) 1,04; f) nemá °e²ení

P°íklad 7.8 Náhodná veli£ina X má normální rozd¥lení se st°ední hodnotou µ = 5 a
sm¥rodatnou odchylkou σ = 4. Vypo£t¥te následující pravd¥podobnosti:
a) P (X < 11) c) P (3 < X < 7) e) P (µ− σ < X < µ+ 2σ)

b) P (X > 0) d) P (0 < X < µ) f) P (|X − µ| < 0,4)

Výsledek: a) 0,933; b) 0,894; c) 0,383; d) 0,394; e) 0,819; f) 0,080
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P°íklad 7.9 Náhodná veli£ina X má normální rozd¥lení, X ∼ No(7, 9). Ur£ete hodnotu
x, pro kterou platí:
a) P (X > x) = 0,5 c) P (X > x) = 0,95 (pokuste se vyuºít výsledku b))
b) P (X < x) = 0,95 d) P (0 < X < x) = 0,95 e) P (−x < X − 7 < x) = 0,95

Výsledek: a) 7; b) 11,95; c) 2,05; d) 12,28; e) 5,88

P°íklad 7.10 Náhodná veli£ina X má normální rozd¥lení se st°ední hodnotou µ a roz-
ptylem σ2. Pro ur£ité x platí, ºe P (X < x) = 0,75. Rozhodn¥te, jestli by se tato pravd¥-
podobnost zv¥t²ila nebo zmen²ila, kdyby
a) µ bylo v¥t²í,
b) σ bylo v¥t²í,
c) x bylo v¥t²í.

Výsledek: Pravd¥podobnost se a) zmen²í; b) zmen²í; c) zv¥t²í.

P°íklad 7.11 Náhodná veli£ina X má normální rozd¥lení se st°ední hodnotou µ a roz-
ptylem σ2. Pro α = 0,05 je mezní hodnota x, pro kterou platí P (X > x) = α, rovna 1.
Které z následujících výrok· platí?
a) Pro α = 0,01 by mezní hodnota x vy²la men²í neº 1.
b) Pro α = 0,01 by mezní hodnota x vy²la v¥t²í neº 1.
c) St°ední hodnota µ je ur£it¥ men²í neº 1.
d) Rozptyl σ2 je ur£it¥ men²í neº 1.

Výsledek: Platí b) a c).

P°íklad 7.12 P°i kontrole jakosti p°ebíráme sou£ástku tehdy, jestliºe se její rozm¥r pohy-
buje v mezích 26�27mm. Rozm¥ry sou£ástek mají normální rozd¥lení se st°ední hodnotou
µ = 26,4mm a sm¥rodatnou odchylkou σ = 0,2mm. Jaká je pravd¥podobnost, ºe rozm¥r
sou£ástky náhodn¥ vybrané ke kontrole bude v poºadovaných mezích?

Výsledek: 0,976

P°íklad 7.13 Doba, kterou pot°ebuje bu¬ka jistého typu, aby se rozd¥lila na dv¥ bu¬ky,
je náhodná veli£ina s normálním rozd¥lením se st°ední hodnotou 1 hodina a sm¥rodatnou
odchylkou 5 minut.
a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe se bu¬ka rozd¥lí d°íve neº za 45 minut?
b) Jaká je pravd¥podobnost, ºe bu¬ce bude d¥lení trvat déle neº 65 minut?
c) Do jaké doby se rozd¥lí 99% bun¥k?

Výsledek: a) 0,001; b) 0,159; c) 71,65 min

P°íklad 7.14 V konzervárn¥ plní sklenice s dºemem. Hmotnost obsahu napln¥né sklenice
má normální rozd¥lení se st°ední hodnotou 250 g a sm¥rodatnou odchylkou 5 g. Produkt
je v norm¥, je-li jeho hmotnost v rozmezí 250± 8 g.
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a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ vybraná sklenice je v norm¥?
b) V jakém rozmezí (soum¥rném kolem st°ední hodnoty) je hmotnost 95% sklenic?
c) Jestliºe náhodn¥ vybereme £ty°i sklenice, jaká je pravd¥podobnost, ºe v²echny jsou
v norm¥?
d) Jaká je pravd¥podobnost, ºe aspo¬ jedna z náhodn¥ vybraných £ty° sklenic není v norm¥?

Výsledek: a) 0,990; b) 240,2�259,8 g; c) 0, 9904 .
= 0,961; d) 1− 0, 9904 .

= 0,039

P°íklad 7.15 Reak£ní doba °idi£e po spat°ení p°ekáºky je náhodná veli£ina s normál-
ním rozd¥lením se st°ední hodnotou µ = 0,4 sekundy a sm¥rodatnou odchylkou σ = 0,05
sekundy.
a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe °idi£ zareaguje pozd¥ji neº za 0,5 s?
b) Jaká je pravd¥podobnost, ºe reak£ní doba bude v intervalu (0,4; 0,5)?
c) Jakou hodnotu reak£ní doba p°ekro£í v 90 % p°ípad·?

Výsledek: a) 0,023; b) 0,477; c) 0,336 sekundy

P°íklad 7.16 �ivotnost laseru má normální rozd¥lení se st°ední hodnotou µ = 7000 hodin
a sm¥rodatnou odchylkou σ = 600 hodin.
a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe laser selºe d°íve neº za 6000 hodin?
b) Do jaké doby selºe 95 % laser·?
c) V ur£itém za°ízení pracují nezávisle na sob¥ 3 lasery. Jaká je pravd¥podobnost, ºe po
7000 hodinách bude za°ízení je²t¥ fungovat?

Výsledek: a) 0,048; b) do 7987 hodin; b) 0,125

P°íklad 7.17 Hmotnost páru speciálních b¥ºeckých bot v ur£ité velikosti má normální
rozd¥lení se st°ední hodnotou µ = 340 gram· a sm¥rodatnou odchylkou σ = 15 gram·.
a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe hmotnost bot p°ekro£í 370 g?
b) Jaká by musela být sm¥rodatná odchylka σ, aby výrobce mohl tvrdit, ºe 99,9 % pár· bot
nep°ekro£í hmotnost 370 g?
c) Kdyby σ bylo 15 g, jaká by musela být st°ední hodnota µ, aby výrobce mohl tvrdit, ºe
99,9 % pár· bot nep°ekro£í hmotnost 370 g?

Výsledek: a) 0,023; b) p°ibliºn¥ 9,375 g; c) p°ibliºn¥ 322 g

P°íklad 7.18 * Výpo£tem p°íslu²ných integrál· dokaºte, ºe pro náhodnou veli£inu s hus-
totou f(x) = 1√

2π σ
e−(x−µ)2/(2σ) pro x ∈ (−∞,∞) je st°ední hodnota rovna µ a rozptyl

roven σ2. (Návod: vyuºijte toho, ºe
∫∞
−∞ f(x) dx = 1.)
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7.3 Aproximace binomického rozd¥lení normálním rozd¥lením

P°ipome¬me, ºe náhodná veli£ina X má binomické rozd¥lení pravd¥podobnosti s parame-
try n a p, pí²eme X ∼ Bi(n, p), jestliºe X udává po£et úsp¥ch· v n nezávislých pokusech,
p°i£emº v kaºdém jednotlivém pokusu úsp¥ch nastává s pravd¥podobností p (viz kapi-
tola 5). Zopakujme téº, ºe pro takovouto náhodnou veli£inu je st°ední hodnota EX = np
a rozptylDX = np(1−p). Protoºe pro velký po£et pokus· n se výpo£ty pravd¥podobností
technicky komplikují, je výhodné pouºít místo binomického rozd¥lení pravd¥podobnosti
rozd¥lení normální.

Aproximace binomického rozd¥lení normálním
Jestliºe náhodná veli£ina X má binomické rozd¥lení, X ∼ Bi(n, p), n je velké a p není
p°íli² blízké nule ani jedni£ce, pak se uvedené rozd¥lení dá p°ibliºn¥ nahradit normálním
rozd¥lením se stejnou st°ední hodnotou a rozptylem, jako m¥lo p·vodní binomické
rozd¥lení. Neboli

X ∼ Bi(n, p) ⇒ p°ibliºn¥ X ∼ No(µ, σ2), µ = np, σ2 = np(1− p).
Pro výpo£et pravd¥podobnosti pak platí

P (x1 < X < x2)
.
= P (x1−µ

σ
< U < x2−µ

σ
) = Φ(x2−µ

σ
)− Φ(x1−µ

σ
).

Formulace �n je velké a p není p°íli² blízké nule ani jedni£ce� je ov²em dosti vágní.
V literatu°e lze nalézt nap°. podmínku, ºe aproximace je dobrá, je-li

np > 5 a sou£asn¥ n(1− p) > 5.

Aproximace s korekcí
Aproximaci binomického rozd¥lení normálním lze vylep²it pomocí tzv. korekce (viz p°í-
klad 7.20 a obrázky 7.5).
Jestliºe x1 a x2 jsou celá £ísla, pravd¥podobnost P (x1 ≤ X ≤ x2) po£ítáme jako

P (x1 ≤ X ≤ x2) = P (x1 − 0,5 < X < x2 + 0,5)
.
=

.
= P

(
(x1−0,5)−µ

σ
< U < (x2+0,5)−µ

σ

)
= Φ

(
(x2+0,5)−µ

σ

)
− Φ

(
(x1−0,5)−µ

σ

)
.

P°íklad 7.19 Pravd¥podobnost narození chlapce je 0,5152. Jaká je pravd¥podobnost, ºe
a) mezi 10 novorozenci bude více d¥v£at neº chlapc·,
b) mezi 10 000 novorozenci bude více d¥v£at neº chlapc·,
c) mezi 100 000 novorozenci bude relativní £etnost chlapc· v mezích od 0,513 do 0,515?

�e²ení:
a) Tato £ást má slouºit hlavn¥ pro osv¥ºení binomického rozd¥lení. Zde je po£et �pokus·�
(tj. narozených d¥tí) vcelku malý, takºe pravd¥podobnost spo£ítáme p°esn¥. Má-li být
mezi 10 novorozenci více d¥v£at neº chlapc·, musí být d¥v£at alespo¬ 6, tj. m·ºe jich

2Chlapc· se opravdu rodí více neº d¥v£at, pom¥r je údajn¥ zhruba 106:100, coº dává práv¥ onu
pravd¥podobnost 0,515.
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být 6, 7, 8, 9, nebo 10. Ozna£íme-li X po£et narozených d¥v£at, pak X má binomické
rozd¥lení s parametry n = 10 a p = 1 − 0,515 = 0,485 (po£ítáme d¥v£ata). Poºadovaná
pravd¥podobnost je

P (X ≥ 6) = p(6) + p(7) + p(8) + p(9) + p(10) =

(
10

6

)
· 0,4856 · 0,5154+

+

(
10

7

)
· 0,4857 · 0,5153 +

(
10

8

)
· 0,4858 · 0,5152 + 10 · 0,4859 · 0,515 + 0,48510 .

= 0,341.

b) Ozna£meX po£et d¥v£at mezi 10 000 novorozenci. V tomto p°ípad¥X ∼ Bi(10 000; 0,485).
D¥v£at má být nadpolovi£ní v¥t²ina, a proto jich musí být alespo¬ 5 001. Kdybychom
tuto £ást °e²ili stejn¥ jako a), zadaná pravd¥podobnost by se po£ítala jako

P (X ≥ 5 001) =
10 000∑
k=5 001

p(k) =

(
10 000

5 001

)
· 0,4855 001 · 0,5154 999 + · · ·+ 0,48510 000,

coº by bylo velmi pracné. P°íklad proto vy°e²íme pomocí aproximace normálním rozd¥le-
ním. Nejprve vypo£teme st°ední hodnotu a rozptyl náhodné veli£iny X:

EX = 10 000 · 0,485 = 4 850, DX = 10 000 · 0,485 · (1− 0,485) = 2 497,75.

M·ºeme °íct, ºe p°ibliºn¥

X ∼ No(µ = 4 850;σ2 = 2 497,75).

Dal²í výpo£et uº bude podobný jako nap°. v p°íkladu 7.3. Náhodnou veli£inu X ztrans-
formujeme (pozor, rozptyl DX = σ2 musíme op¥t odmocnit, abychom dostali σ):

U =
X − µ
σ

=
X − 4 850√

2 497,75

a vypo£teme pravd¥podobnost zp·sobem obvyklým pro normální rozd¥lení:

P (X ≥ 5 001) = P

(
U ≥ 5 001− 4 850√

2 497,75

)
.
= P (U ≥ 3) = 1− P (U < 3)

= 1− Φ(3)
.
= 1− 0,99865 = 0,00135.

Pro srovnání, p°esným výpo£tem pomocí binomického rozd¥lení by vy²lo 0,00130 � kv·li
tomuto porovnání jsme uvedli tolik desetinných míst.
c) Tentokrát ozna£íme X po£et chlapc· mezi 100 000 narozenými d¥tmi. Pro náhodnou
veli£inu X platí, ºe X ∼ Bi(100 000; 0,515), a tedy

EX = 100 000 · 0,515 = 51 500, DX = 100 000 · 0,515 · 0,485 = 24 977,5

Je-li relativní £etnost (tj. pom¥r po£tu narozených chlapc· ku po£tu v²ech d¥tí) mezi
0,513 a 0,515, znamená to, ºe chlapc· se narodilo 51 300 aº 51 500. Pro výpo£et pravd¥-
podobnosti op¥t pouºijeme aproximaci normálním rozd¥lením. P°ibliºn¥ je

X ∼ No(51 500; 24 977,5), a tedy U =
X − 51 500√

24 977,5
.
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Zadaná pravd¥podobnost je

P (51 300 ≤ X ≤ 51 500) = P

(
51 300− 51 500√

24 977,5
≤ U ≤ 51 500− 51 500√

24 977,5

)
.
=

.
= P (−1,27 ≤ U ≤ 0) = Φ(0)−Φ(−1,27) = Φ(0)−(1−Φ(1,27))

.
= 0,5−(1−0,898) = 0,398.

(P°esným výpo£tem s binomickým rozd¥lením by vy²lo 0,399.)

P°íklad 7.20 V u£ebn¥ je 25 po£íta£·. Kaºdý z nich m·ºe být mimo provoz s pravd¥-
podobností 0,1. Jaká je pravd¥podobnost, ºe mimo provoz budou 2 aº 3 po£íta£e? Úlohu
°e²te
a) p°esn¥,
b) pomocí normálního rozd¥lení,
c) pomocí normálního rozd¥lení s korekcí.
Porovnejte výsledky p°íklad· b) a c) s výsledkem a).

�e²ení: Ozna£me X po£et pokaºených po£íta£· v u£ebn¥. Platí, ºe X ∼ Bi(25; 0,1).
a) Výsledek vypo£teme jako sou£et pravd¥podobností, ºe pokaºené po£íta£e budou práv¥
dva a práv¥ t°i:

P (2 ≤ X ≤ 3) = p(2) + p(3) =

(
25

2

)
0,12 · 0,923 +

(
25

3

)
0,13 · 0,922 .

= 0,492.

b) Vypo£teme st°ední hodnotu a rozptyl náhodné veli£iny X:

EX = µ = 25 · 0,1 = 2,5, DX = σ2 = 25 · 0,1 · 0,9 = 2,25 ⇒ σ =
√

2,25 = 1,5.

Nyní pravd¥podobnost vypo£teme pomocí normálního rozd¥lení. Transforma£ní vztah
mezi X a U je U = X−2,5

1,5
.

P (2 ≤ X ≤ 3)
.
= P

(
2− 2,5

1,5
≤ U ≤ 3− 2,5

1,5

)
.
= P (−0,33 ≤ U ≤ 0,33) =

= Φ(0,33)−Φ(−0,33) = Φ(0,33)− (1−Φ(0,33)) = 2Φ(0,33)−1
.
= 2 ·0,629−1 = 0,258.

Vidíme, ºe výsledek se od p°esné hodnoty, získané v £ásti a), zna£n¥ li²í.
c) Pouºijeme korekci:

P (2 ≤ X ≤ 3) = P (1,5 < X < 3,5)
.
= P

(
1,5− 2,5

1,5
≤ U ≤ 3,5− 2,5

1,5

)
.
=

.
= P (−0,67 ≤ U ≤ 0,67) = Φ(0,67)−Φ(−0,67) = 2Φ(0,67)− 1

.
= 2 · 0,749− 1 = 0,498.

Tentokrát je výsledek mnohem p°esn¥j²í, li²í se aº na t°etím desetinném míst¥.
Jako ilustrace k tomuto p°íkladu slouºí obrázek 7.5. Na obrázku vlevo naho°e je histogram
pravd¥podobností binomického rozd¥lení. Pravd¥podobnost vypo£tená v £ásti a) je repre-
zentována obsahy dvou vybarvených obdélník·. Oba tyto obdélníky mají ²í°ku 1, vý²ky
jsou rovny p(2), resp. p(3). Sou£et obsah· t¥chto obdélníku je proto práv¥ p(2) + p(3).
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Na obrázku vpravo naho°e je pak histogram spolu s grafem hustoty normálního rozd¥-
lení se stejnou st°ední hodnotou a rozptylem, jako má p·vodní binomické rozd¥lení. Na
obrázku vlevo dole vy²rafovaná plocha pod grafem hustoty ur£uje pravd¥podobnost vy-
po£tenou v £ásti b), obrázek vpravo dole se vztahuje k £ásti c). Odtud vidíme, pro£
je výsledek b) ²patný, zatímco výsledek c) se hodn¥ blíºí p°esné hodnot¥. Kdybychom
podobný obrázek nakreslili k p°íkladu 7.19 (p°íklad s narozenými d¥tmi) b) nebo c), jed-
notlivé sloupce histogramu by m¥ly velmi malou vý²ku (nap°. pro £ást b) p°edchozího
p°íkladu je p(5001)

.
= 8 · 10−5, takºe korekce by se p°íli² neprojevila.

a)

1 2 3 4 5 6 7 x

y

p(2)

p(3)

1 2 3 4 5 6 7 x

y

y = f(x)

b)

1 2 3 4 5 6 7 x

y

y = f(x)

c)

1 2 3 4 5 6 7 x

y

y = f(x)

Obrázek 7.5: K p°íkladu 7.20

P°íklad 7.21 Pod jakou hodnotou z·stane po£et ²estek p°i 1000 hodech kostkou s prav-
d¥podobností 0,9?

�e²ení: Ozna£me X po£et ²estek p°i 1000 hodech kostkou. Platí X ∼ Bi(1000, 1/6).
Pro za£átek poznamenejme, ºe zadání není formulováno úpln¥ p°esn¥. Najít x, pro které
by p°esn¥ platilo P (X < x) = 0,9, se u diskrétní náhodné veli£iny nemusí poda°it. Ve
skute£nosti se budeme snaºit najít nejmen²í celé £íslo x, pro které bude platit P (X <
x) ≥ 0,9. (Tj. s hodnotou x, pro kterou by platilo P (X < x) = 0,85, bychom nebyli
spokojeni, zatímco s x, pro které je P (X < x) = 0,95, uº ano).
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Kdybychom m¥li hrani£ní hodnotu hledat pomocí binomického rozd¥lení, bylo by to
zna£n¥ pracné. Hledali bychom první celé £íslo x, pro které by platilo

P (X < x) =
x−1∑
k=0

(
1000

k

)(
1

6

)k (
5

6

)1000−k

≥ 0,9.

Vyuºijeme proto aproximaci binomického rozd¥lení normálním:

EX = µ = 1000 · 1

6
.
= 166,67, DX = σ2 = 1000 · 1

6
· 5

6
.
= 138,89.

P°ibliºn¥ X ∼ No(166,67; 138,89), a tedy U = X−166,67√
138,89

. Hledáme x, pro které platí
P (X < x) = 0,9. Budeme postupovat obdobn¥ jako v p°íkladu 7.4. Nejprve najdeme
hrani£ní hodnotu pro náhodnou veli£inu U :

P (U < u) = 0,9 ⇒ Φ(u) = 0,9 ⇒ .
= 1,29.

Odtud vypo£teme x:

x = 1,29 ·
√

138,89 + 166,67
.
= 182.

Protoºe x má být hranice pro po£et ²estek, hodnotu jsme zaokrouhlili na celé £íslo. Platí
tedy, ºe s pravd¥podobností zhruba 90% bude p°i 1000 hodech kostkou po£et ²estek men²í
neº 182.
Protoºe jsme si výpo£et zjednodu²ili pouºitím normálního rozd¥lení, není zaru£eno, ºe
P (X < 182) uº opravdu p°esáhne 0,9. P°i p°esném výpo£tu pomocí binomického rozd¥lení
bychom zjistili, ºe P (X < 182) je ve skute£nosti jen 0,895 a ºe hodnota 0,9 je dosaºena
aº pro 183. S takovouto chybou se v²ak dokáºeme smí°it, uváºíme-li, jak pracný by byl
p°esný výpo£et.

7.4 P°íklady pro samostatnou práci

P°íklad 7.22 Stokrát hodíme kostkou. Jaká je pravd¥podobnost, ºe ²estka padne alespo¬
20-krát? Vypo£t¥te
a) pomocí normálního rozd¥lení,
b) pomocí normálního rozd¥lení s korekcí,
c) p°esn¥ (pouºijte po£íta£).

Výsledek: a) 0,187 ; b) 0,224 ; c) 0,220

P°íklad 7.23 250 soustruh· pracuje nezávisle na sob¥. Kaºdý z nich je v provozu 80 %
z celkové pracovní doby. Jaká je pravd¥podobnost, ºe v náhodn¥ vybraném okamºiku je
v provozu
a) 190 aº 220 soustruh·,
b) 74 aº 86 procent soustruh·?
Vypo£t¥te pomocí normálního rozd¥lení.
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Výsledek: a) 0,942 (s korekcí 0,951); b) 0,982 (s korekcí 0,986)

P°íklad 7.24 Pravd¥podobnost, ºe se zasazený strom ujme, je 0,85. Jaká je pravd¥podob-
nost, ºe z 500 zasazených strom· se jich ujme
a) aspo¬ 420,
b) nanejvý² 440?
Vypo£t¥te pomocí normálního rozd¥lení.

Výsledek: a) 0,736 (s korekcí 0,755) ; b) 0,970 (s korekcí 0,974)

P°íklad 7.25 * Pravd¥podobnost, ºe se zasazený strom ujme, je 0,85. Kolik strom· mu-
síme vysadit, aby jich s pravd¥podobností 90 % p°eºilo aspo¬ 100?
Vypo£t¥te pomocí normálního rozd¥lení.

Výsledek: 124

P°íklad 7.26 12 000-krát hodíme mincí. Jaká je pravd¥podobnost, ºe relativní £etnost líc·
bude 0,5015?
Vypo£t¥te pomocí normálního rozd¥lení.

Výsledek: 0,008 � po£ítáno s korekcí. Bez korekce vyjde 0

P°íklad 7.27 Podle údaj· ze s£ítání lidu v roce 1970 bylo zhruba 75 % domácností vyba-
veno televizorem3. Náhodn¥ bylo vybráno 400 domácností.
a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe z vybraných 400 domácností má televizor 290�305?
b) Ur£ete, v jakých mezích (soum¥rných kolem st°ední hodnoty) bude po£et domácností
s televizorem (ze 400 vybraných) s pravd¥podobností 95 %.

Výsledek: a) 0,594 (s korekcí 0,625); b) 283 aº 317

P°íklad 7.28 Lojza vypl¬uje test IQ, který se skládá z 50 otázek. U kaºdé otázky je 5
moºností pro odpov¥¤, správná je vºdy práv¥ jedna moºnost. Lojza v²e vyplní náhodn¥.
a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe správn¥ odpoví práv¥ na 10 otázek? (Vypo£t¥te pomocí
binomického rozd¥lení a pomocí normálního rozd¥lení s korekcí.)
b) Nad jakou hranici po£tu správných odpov¥dí se Lojza dostane jen s pravd¥podobností
0,01?

Výsledek: a) p°esn¥, tj. pomocí Bi: 0,140; pomocí No s korekcí: 0,143 (bez korekce by
vy²lo 0); b) 17

P°íklad 7.29 Kaºdý ze 300 p°ístroj· se skládá ze t°í sou£ástek, které se mohou nezá-
visle na sob¥ pokazit. Kdyº se n¥která sou£ástka pokazí, p°ístroj p°estane pracovat. Prav-
d¥podobnost, ºe se b¥hem dne pokazí první sou£ástka, je 0,1. Pro druhou sou£ástku je
pravd¥podobnost závady 0,05 a pro t°etí 0,15.
a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe se b¥hem dne pokazí mén¥ neº 100 p°ístroj·?
b) Pod jakou hranicí z·stane po£et pokaºených p°ístroj· s pravd¥podobností 0,9?

Výsledek: Mezivýsledek: pravd¥podobnost poruchy je pro kaºdý jednotlivý p°ístroj
0,27325. a) 0,986 (s korekcí 0,988); b) 92

3Opravdu je to tak, viz www stránky �eského statistického ú°adu.
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Tabulka 7.1: Hodnoty distribu£ní funkce Φ(u) - 1.£ást.

u Φ(u) u Φ(u) u Φ(u) u Φ(u) u Φ(u)

0,00 0,5000000 0,30 0,6179114 0,60 0,7257469 0,90 0,8159399 1,20 0,8849303
0,01 0,5039894 0,31 0,6217195 0,61 0,7290691 0,91 0,8185887 1,21 0,8868606
0,02 0,5079783 0,32 0,6255158 0,62 0,7323711 0,92 0,8212136 1,22 0,8887676
0,03 0,5119665 0,33 0,6293000 0,63 0,7356527 0,93 0,8238145 1,23 0,8906514
0,04 0,5159534 0,34 0,6330717 0,64 0,7389137 0,94 0,8263912 1,24 0,8925123
0,05 0,5199388 0,35 0,6368307 0,65 0,7421539 0,95 0,8289439 1,25 0,8943502
0,06 0,5239222 0,36 0,6405764 0,66 0,7453731 0,96 0,8314724 1,26 0,8961653
0,07 0,5279032 0,37 0,6443088 0,67 0,7485711 0,97 0,8339768 1,27 0,8979577
0,08 0,5318814 0,38 0,6480273 0,68 0,7517478 0,98 0,8364569 1,28 0,8997274
0,09 0,5358564 0,39 0,6517317 0,69 0,7549029 0,99 0,8389129 1,29 0,9014747
0,10 0,5398278 0,40 0,6554217 0,70 0,7580363 1,00 0,8413447 1,30 0,9031995
0,11 0,5437953 0,41 0,6590970 0,71 0,7611479 1,01 0,8437524 1,31 0,9049021
0,12 0,5477584 0,42 0,6627573 0,72 0,7642375 1,02 0,8461358 1,32 0,9065825
0,13 0,5517168 0,43 0,6664022 0,73 0,7673049 1,03 0,8484950 1,33 0,9082409
0,14 0,5556700 0,44 0,6700314 0,74 0,7703500 1,04 0,8508300 1,34 0,9098773
0,15 0,5596177 0,45 0,6736448 0,75 0,7733726 1,05 0,8531409 1,35 0,9114920
0,16 0,5635595 0,46 0,6772419 0,76 0,7763727 1,06 0,8554277 1,36 0,9130850
0,17 0,5674949 0,47 0,6808225 0,77 0,7793501 1,07 0,8576903 1,37 0,9146565
0,18 0,5714237 0,48 0,6843863 0,78 0,7823046 1,08 0,8599289 1,38 0,9162067
0,19 0,5753454 0,49 0,6879331 0,79 0,7852361 1,09 0,8621434 1,39 0,9177356
0,20 0,5792597 0,50 0,6914625 0,80 0,7881446 1,10 0,8643339 1,40 0,9192433
0,21 0,5831662 0,51 0,6949743 0,81 0,7910299 1,11 0,8665005 1,41 0,9207302
0,22 0,5870604 0,52 0,6984682 0,82 0,7938919 1,12 0,8686431 1,42 0,9221962
0,23 0,5909541 0,53 0,7019440 0,83 0,7967306 1,13 0,8707619 1,43 0,9236415
0,24 0,5948349 0,54 0,7054015 0,84 0,7995458 1,14 0,8728568 1,44 0,9250663
0,25 0,5987063 0,55 0,7088403 0,85 0,8023375 1,15 0,8749281 1,45 0,9264707
0,26 0,6025681 0,56 0,7122603 0,86 0,8051055 1,16 0,8769756 1,46 0,9278550
0,27 0,6064199 0,57 0,7156612 0,87 0,8078498 1,17 0,8789995 1,47 0,9292191
0,28 0,6102612 0,58 0,7190427 0,88 0,8105703 1,18 0,8809999 1,48 0,9305634
0,29 0,6140919 0,59 0,7224047 0,89 0,8132671 1,19 0,8829768 1,49 0,9318879
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Tabulka 7.2: Hodnoty distribu£ní funkce Φ(u) - 2.£ást.

u Φ(u) u Φ(u) u Φ(u) u Φ(u) u Φ(u)

1,50 0,9331928 1,80 0,9640697 2,10 0,9821356 2,40 0,9918025 4,50 0,9999966
1,51 0,9344783 1,81 0,9648521 2,11 0,9825708 2,41 0,9920237 5,00 0,9999997
1,52 0,9357445 1,82 0,9656205 2,12 0,9829970 2,42 0,9922397 5,50 0,9999999
1,53 0,9369916 1,83 0,9663750 2,13 0,9834142 2,43 0,9924506
1,54 0,9382198 1,84 0,9671159 2,14 0,9838226 2,44 0,9926564
1,55 0,9394392 1,85 0,9678432 2,15 0,9842224 2,45 0,9928572
1,56 0,9406201 1,86 0,9685572 2,16 0,9846137 2,46 0,9930531
1,57 0,9417924 1,87 0,9692581 2,17 0,9849966 2,47 0,9932443
1,58 0,9429466 1,88 0,9699460 2,18 0,9853713 2,48 0,9934309
1,59 0,9440826 1,89 0,9706210 2,19 0,9857379 2,49 0,9936128
1,60 0,9452007 1,90 0,9712834 2,20 0,9860966 2,50 0,9937903
1,61 0,9463011 1,91 0,9719334 2,21 0,9864474 2,51 0,9939634
1,62 0,9473839 1,92 0,9725711 2,22 0,9867906 2,52 0,9941323
1,63 0,9484493 1,93 0,9731966 2,23 0,9871263 2,53 0,9942969
1,64 0,9494974 1,94 0,9738102 2,24 0,9874545 2,54 0,9944574
1,65 0,9505285 1,95 0,9744119 2,25 0,9877755 2,55 0,9946139
1,66 0,9515428 1,96 0,9750021 2,26 0,9880894 2,56 0,9947664
1,67 0,9525403 1,97 0,9755808 2,27 0,9883962 2,57 0,9949151
1,68 0,9535213 1,98 0,9761482 2,28 0,9886962 2,58 0,9950600
1,69 0,9544860 1,99 0,9767045 2,29 0,9889893 2,59 0,9952012
1,70 0,9554345 2,00 0,9772499 2,30 0,9892759 2,60 0,9953388
1,71 0,9563671 2,01 0,9777844 2,31 0,9895559 2,70 0,9965330
1,72 0,9572838 2,02 0,9783083 2,32 0,9898296 2,80 0,9974449
1,73 0,9581849 2,03 0,9788217 2,33 0,9900969 2,90 0,9981342
1,74 0,9590705 2,04 0,9793248 2,34 0,9903581 3,00 0,9986501
1,75 0,9599408 2,05 0,9798178 2,35 0,9906133 3,20 0,9993129
1,76 0,9607961 2,06 0,9803007 2,36 0,9908625 3,40 0,9996631
1,77 0,9616364 2,07 0,9807738 2,37 0,9911060 3,60 0,9998409
1,78 0,9624620 2,08 0,9812372 2,38 0,9913437 3,80 0,9999277
1,79 0,9632730 2,09 0,9816911 2,39 0,9915758 4,00 0,9999683
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