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1 Uvod

Motto:
Ucitel Vam mauZe pootevrit dvére, vstoupit uz musite sams.
Cinské prislovi

Cilem predmétu Moderni numerické metody je naucit Vas pouziti vybranych
numerickych metod pii feSeni uloh, které obecné nejdou fesit analytickym zpusobem.
Snahou autoru bylo, aby jste zvladli nejen praktické pouziti numerickych metod, ale aby
jste se naucili i poznavat jejich moznosti, omezeni a nedostatky. Text obsahuje i radu
prikladu pro samostatnou praci, véetné jejich vysledk.

Uvitame Vase nazory, pripominky a komentére.

Autori
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1.1 Oznaceni

N mnozina prirozenych ¢isel

7 mnozina celych cisel

R mnozina realnych ¢isel

Q mnozina racionélnich ¢isel

I mnozina iracionalnich ¢isel

C mnozina komplexnich ¢isel

P,(x) polynom n-tého stupné proménné x
Amn matice typu m,n (s m fadky a n sloupci)
A = (a;;)  matice s prvky a;;

1 jednotkova matice

@) nulova matice

det A =|A| determinant matice A

A1 matice inverzni k matici A

adj A matice adjungovana k matici A

Aps algebraicky doplnék prvku ags

hod (A) hodnost matice A

(R™, +,.) vektorovy prostor vSech usporddanych n-tic
dim P dimenze prostoru P.

a-a skalarni souc¢in vektoru a, b

IE4] norma vektoru x

O konec dikazu

(A) linedrni obal mnoziny A

M7, matice prechodu od baze A k bazi A’
albd vektor a je ortogonalni na vektor b
flv=gy9 zuzeni funkce na podmnozinu

AXx B kartézsky souc¢im mnozin A, B

axb vektorovy sou¢in vektoru a, b

[a, b, ] smiSeny soucin vektoru a, b, ¢
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2 Princip numerickych metod, teorie chyb, Banachova
véta o pevném bodu.

2.1 Uvod

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenare se zaklady teorie chyb, rozdélenim chyb a jejich
Siteni pii provadeéni zakladnich aritmetickych operaci.

Dale si pripomeneme Banachovu vétu o pevném bodé, ktera je teoretickym zékladem
pro vSechny itera¢ni metody.

Seznami se s podminkami, které nam zarucuji konvergenci jednotlivych iteracnich
metod k presnému feseni. Budeme se vénovat odhadum ptesnosti vypoctu.

2.2 Chyby pri numerickych vypoctech.

Omyly clovéka, poruchy stroje ¢i zafizeni jsou také chybami, ale témi se nebudeme
zabyvat. Slovo chyba budeme uzivat ve smyslu odchylek, které jsou pravidelnym a nero-
zluénym doprovodem kazdého numerického teseni.

Rozeznavame chyby:

e vstupnich dat

— chyby méfeni

— chyby zptisobené zobrazenim vstupnich dat v pocitaci, (Pifklad =, e, v/2, ...).
e numerické metody

— limitu nahradime ¢lenem posloupnosti s dosti vysokym indexem.
Napriklad: nahrazeni funkce jejim rozvojem do Taylorovy tady.

o A 1
Slnl’—l'—y—i—g—ﬁ—f—
Volme x = 1, potom pii pouziti prvnich tii ¢lenu fady budeme mit chybu
nejvyse -

— tlohu nahradime jednodussi.
Napiiklad: Urcit povrch Zemé. Pouzijeme-li vztah S = 4mr? pro povrch koule
o polméru r, potom se dopoustime chyby, protoze jsme Zemi - geoid nahradili
kouli.

e zaokrouhlovaci
— cislo s nekoneénym dekadickym rozvojem nahradime ¢islem s konecnym poctem
¢lenu,
— velka ¢isla se v pocitaci zobrazuji v semilogaritmickém tvaru,

— v8echny nepresnosti zpusobené realizaci algoritmu v pocitaci, véetné nepresného
provadéni aritmetickych operaci.
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Ptitom je vhodné mit na paméti, ze pii feSeni konkrétni ilohy se obvykle vyskytuji vSechny
druhy chyb soucasné.
P1i vypoctech jsme casto nuceni nahradit ¢islo x jeho aproximaci x,.
T — 12, =Ar — absolutni chyba aproximace x,,.

|z — 2] < e(zy,) — odhad absolutni chyby — s ni se pracuje

Ar  x—x,

— = ,x#0
T x

— relativni chyba aproximace z,

T e(xn) o) odhad relativni chyby.

x |z
Absolutni hodnota relativni chyby se ¢asto uvadi v procentech.

2.3 Sifeni chyb pf#i aritmetickych operacich
Véta 2.1 Absolutni chyba souctu ( rozdilu ) je rovna souctu ( rozdilu ) absolutnich chyb.
A(x £ y) = Az + Ay.

Dikaz: Mame z +y = (2, + Az) £ (y, + Ay) = (v, £ yn) + (Az £ Ay).
Odectenim ziskdme tvrzeni véty. O

Véta 2.2
Az - y) = x,Ay + y,Ax.

Dukaz:
zoy = (2 +Ax) - (yn + AY) = Ty - Y + 2 Ay + YAz + AzAy,

tvrzeni véty dostaneme, jestlize zanedbame ¢len AxAy, o kterém piedpoklddame, zZe je

dostatecné maly. O
Véta 2.3

A (z) ~ AT _ Tnly

y Yo (yn)?
Dukaz:
A A Ay\
Obdobné T_Int AT Int x(1+_y) _
Y Yot Ay Yn Yn

posledni zdvorku vpravo chapeme jako soucet geometrické fady a dostavame

r, Ax  x,Ay
~— + — )
Yo Yo (Un)

Odectenim dostaneme tvrzeni véty. a
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Véta 2.4
6(ry) < 6(x) +6(y),

5(5>35@y+&w.

Y
Relativnd chyba soucinu ¢i podilu neprevysi soucet relativnich chyb cinitelu.

Diikaz: Analogicky. Samostatné.

Definice 2.1 Necht A (mnoZina vstupnich dat), B (mnoZina vijstupnich dat) jsou met-
rické normované prostory. Rekneme, Ze uloha

y=U(z), r€ A, yeB

je korektni na (A, B) jestlize
1)Vx € A 3y € B takové, ze plati y = U(x).
2) Toto tesent spojité zdvisi na vstupnich datech, t.j.

Ty — x, U(zy) =y = Ulz,) = Ux) =y.

Poznamka 2.1 Jestlize A, B jsou Banachovy prostorgﬂ pak ke spojité zavislosti resent
stact
lyn — yllg < L||@n — x||a, L = const.

Symbol ||.|| g oznacuje normu v prostoru B.
Mnohdy dostacuje jen jind formulace tulohy, aby se z nekorektni wlohy stala wloha korektni.

Priiklad 2.1 “Urcit vsechny koreny polynomu.”
Staci doplnit podminku jednoznacnosti: “Urcit nejvétsi redlny koten” a mdme korekini
ulohu.

Bézné se za korektni ulohy povazuji i dlohy, které 1ze pouhou zménou formulace prevést
na korektni.

Priklad 2.2 Nekorektni tiloha z “Mladého svéta”
“Kolik stoji kilo hrusek, kdyz v poli stoji jedna?”

2.4 Podminénost uloh

Definice 2.2 Rekneme, Ze korektni tloha je dobie podminéna, jestlize mald zména ve
vstupnich datech vyvold malou zmeénu resend.

Ay

Yy

=) T
xT

relativni chyba reseni

relativni chyba vstupu

nazyvdme c¢islem podminénosti ilohy y = U(x).

!Jsou definovény dale, viz pozndmka (2.4)
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Protoze vétsinou umime stanovit pouze odhady, tak

e
—

8
~—

Jestlize C}, = 1 je uloha velmi dobife podminén .
Pro C, velké jde o Spatné podminénou tlohu. Ale tento pojem je velmi relativni. V praxi
se hovoii o $patné podminéné tloze pro C,, > 100.

Nékteri autori misto o dobré ¢i Spatné podminénosti pouzivaji termin maléd ¢i velka
citlivost vzhledem ke vstupnim datam.

P#iklad 2.3
p(z) = 2* + x — 1150,

100

A(z) = Aly) =224 = C, ~T79.178.

1
3
Pritom jde o hodnoty blizké ke korenu x = 33.41533576.

Priklad 2.4 Podminénost matic.
Necht mdme soustavu linedrnich algebraickijch rovnic Ax = b, kde A je matice koeficienti,
b je sloupec pravijch stran a x je sloupec nezndmijch. Necht x, je aproximace veseni této
soustavy. Oznacme r = b — Ax,, kde r je reziduum. Je-li v malé, jesté to nic nerikd o
presnosti viypoctu.

r=Ar— Az, = A(x — x,),

Alr=z—2,

a jsou-li proky matice A~ dostatecné velké, maize byt i rozdil x — x,, velky i pro velmi
malé r.

Plati G, = 147 - 114].

Symbolem ||.|| oznacujeme normu matice, viz definici (2.19).
4.1 2.8
A= ( 9.7 6.6 ) ’
(A L, (! b (A1) L (034
~ o7 =\o ) "7 \a7 =\ oo7

Jde o Spatné podminénou soustavu s C, > 2249.5 ( pro Eukleidovskou normu dostdvdme
C, > 1622 ).

Priklad 2.5

Resen{ §patné podminéné soustavy musime interpretovat velmi opatrné. Je to vlastnost
dané matice a proto je vhodné se jim vyhybat a hledat jiné zpusoby feseni problému.
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Poznamka 2.2 Teorectické odhady chyb byvaji znacné pesimistické. Horni hranice chyb
byva vétsinou jen zridka dosaZeno, protoZe v prubéhu vypoitu dochdzi k urcité vzdjemné
kompenzaci chyb. Prikladem miZe byt Emtosthenovcﬂméf&n{ obvodu Zemeé.

2.5 Richardsonova extrapolace

Jde o univerzalni postup, ktery nam umoznuje pomoci zakladni metody s nizsi presnosti
vytvaret metody s presnosti vyssi.

Necht je zdkladni metoda representovand funkci F(h) s parametrem h (muze jim byt
napiiklad velikost kroku dané metody). Pomoci této metody umime spocitat hodnotu
F(h) pro malé h > 0. Chceme co nejpSesn2ji aproximovat hodnotu F'(0), kterou ale
neumime urcit primo z funkce F(h).

Necht funkei F'(h) muzeme zapsat ve tvaru mocninné fady

F(h) = ag + a;h® + agh® + azh® + . .. (2.1)

Pro malé h muzeme polozit h = 0 a dostaneme aproximaci F(0) ~ ay.
Hledejme lepsi aproximaci. Podle (2.1]) plati

F(%):ao—l—al <g)2+a2 (g)4+a3 (g>6+... (2.2)

Odstranime z rovnic (2.1)) a (2.2) ¢len obsahujici druhou mocninu. Ten totiz predstavuje
h

nejvétsi chybu v rozdilu ag — F'(h) i ap — F (5) Rovnici 1) vynasobime ¢tyimi a

odecteme od ni ([2.1), dostaneme

h

4F (5) CF(h) = dag + day (B) + dag (B)" + dag () + ...
—ag — a1h2 — a2h4 — a3h6 — ...

= BCLQ -+ 4&2 (%)4 — CL2h4 + 4@3 (%)6 — a3h6 —+ ...

:3a0+a2(;11—1)h4+a3(§—1)h6—|—...

2 Eratosthenés z Kyreny (275 — 195 pt.n.l.) roddk z Kyreny v nynéjsi Lybii. Zékladni vzdélani
ziskal v Athénéch. Pozdéji pusobil v Alexandrii, pracoval spoleéné s Eukleidem, Apoloniem z Pergy (260 —
170 pt.n.l.), byl pfitelem Archimedovym (287 — 212 pi.n.l.). Eratosthenés byl vSestrannym pracovnikem
— vénoval se gramatice, literarni historii, matematice, astronomii, chronologii, etice,geografii a kartografii.
Pokusil se zméfit a vypocitat obvod Zemé. Jeho vysledek je neuvéritelné presné (chyba je asi 0,8%). Jeho
kolegové a spolupracovnici mu za jeho pracovitost a dosazené vysledky prezdivali “Pentathlos”; t.j. atlet—
pétibojar, ktery dosahuje vybornych vysledku v ruznych oblastech, ale ani v jedné z nich se nestane
nejlepsim. Tato prezdivka je spojena s jemnou vycitkou. Stoupenci specializace mu s jistou povysenosti
prezdivali “Beta” — (nédzev ¢isla 2) t.j. druhofady. Nékdy je také tato piezdivka vysvétlovdna tim, ze
Eratosthenés byl jako padesatilety povolan ke dvoru Ptolemaia ITI. (vl14dl 247 — 221 pi.n.l.), kde se
stal vychovatelem néslednika trunu. A s timto titulem, asi jako finanéni zabezpeéeni, byl jmenovén i
druhym hlavnim knihovnikem alexandrijské knihovny. Eratosthenés ke konci zivota oslepl a dobrovolné
odesel ze svéta. Z celého jeho rozsahlého dila se dochovaly pouze zlomky jako citace pozdéjsich autori.
Eratosthénovo sito k uréeni prvoéisel v mnoziné {1,2,...,n} se stalo vychodiskem pro celou jednu ¢4st
teorie Cisel



14 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Rovnici vydélime tfemi a dostaneme novou funkei

_AF(3) - F(h)
N 3

Fy(h) =ao+ a?ht +aPns + ... (2.3)
Pritom plati, ze |a§2)| < lail, 1 = 2,3,... Proto je Fy(h) lepsi aproximaci pro ay nez
h
Pro dosti mald h je také Fy(h) lepsi aproximaci nez F (5) , protoze rozdil Fy(h) — ag
zacind az ¢tvrtou mocninou h.
Dostali jsme tak metodu F3, kterd ja pro dostatecné mala h lepsi nez metoda F.
Analogickym zpusobem muzeme odstranit z F» ¢tvrtou mocninu a ziskame jesté lepsi
aproximaci F'(0).
Podle (2.3]) plati

h
Fy (5) =ay + aéQ)h4 + aés)h6 +... (2.4)

Rovnici Vynésobl’me 16 a odecteme od ni rovnici ([2.3)), vysledek délime 15. Dostaneme

BUACE0

5 :ao—l—agf’)hﬁ—l—...

F3(h)
Takto muzeme pokracovat dale a ziskavat stale lepsi aproximace pro které plati

_ER (%) - A®)

(i+1)h2i+2
41 4+ ...

= ap+ Qiq

Fiyi(h)

pricemz Fy(h) = F(h). Vypocet si muzeme zapsat do tabulky (vypliuje se po Fadcich)
Tho
Two Tn
Tog To1 Ta
Tzo T51 T3o T3

pricemz

h
T50:F<§>, 820,1,...

o 4Z’Ts,i71 - Tsfl,ifl
B 4i—1 '
Vypocet ukonéime a hodnotu Tss povazujeme za dostatecné presnou, jestlize |Tss—Ts 51| <
g, kde ¢ je predem zadana pozadovand presnost.

Se specidlnim piipadem Richardsonovy extrapolace jste se setkali v predmétu BMA3,
kdyz jste si pfi numerické integraci vyjadrili Simpsonovu metodu pomoci lichobéznikového
pravidla.

Tsi
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2.6 Metriky, kontrakce, Banachova véta

Definice 2.3 Necht M je neprdzdnd mnoZina. Zobrazeni d : M x M — R splriujici pro
vSechna x,y,z € M nasledujici axiomy

1. d(z,y) >0 AN d(z,y) =0 &z =y, ( nezdpornost )
2. d(x,y) = d(y,x), ( symetrie )
3. d(z,y) <d(x,z)+d(z,y), ( trojuhelnikovd nerovnost )

nazveme metrikou a dvojici (M, d) metrickym prostorem.

Priklad 2.6

@) M=E, dw9) =z —y

b) M=R", ( Eukleidovskd metrika )
c) M=R" ( krychlovd metrika )
d M=R", ( oktaetickd metrika )

Definice 2.4 Bod x € M je limitou posloupnosti {x,}>2, v metrickém prostoru (M,d),
jestlize Ve > 0 Ing € N, takové, zZe ¥Yn > ng : d(z,, ) < . Posloupnost, kterda ma limitu,
se nazyvd konvergentni. Oznaceni lim z, = x.

Véta 2.5 Kazdd posloupnost v (M, d) mize mit nejuyse jednu limitu.

Dukaz byl provedem v 1. semestru.

Definice 2.5 Posloupnost {x,}>° | se nazjvd cauchyovska”ﬂ jestlize
Ve > 03dng €N takové, Ze Vn > ngVp € N : d(x,,, Tpyp) < €.

Véta 2.6 Kazdd konvergentni posloupnost je cauchyovska.

Dukaz: Protoze je {x, } konvergentni, existuje limita x = lim x,,. To ale (podle predchozich

n—oo
definic) znamend, ze Ve/2 > 0 Ing € N takové, ze Vn > ng : d(z,,z) < ie. Potom ale i
Vp € N je i d(2y4p, 7) < ie. Takze méme (s vyuzitim trojuhelnikové nerovnosti)

1 1
A(Tp, Totp) < d(Tn, ) + d(Tpip, ) < etge=e O

3L.A.Cauchy (1789 — 1857) Francouzsky matematik, jeden z tviircti modern{f matematiky. Je autorem
vice nez 800 praci z teorie Cisel, algebry, matematické analyzy, diferencidlnich rovnic, mechaniky, aj.
S vyuzitim pojmu “limity” vybudoval systematicky zaklady analyzy. Po ¢ervencové revoluci 1830 pobyval
néjakou dobu v Praze.
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Poznamka 2.3 Z nasledujiciho prikladu vyplyvd, Ze vétu nelze obrdtit.

Piiklad 2.7 M =R, = (0,400), 2, = %, limz, =0¢& M. Protoze kazdd posloupnost
v (M,d) mize mit nevysSe jednu limitu, je tento priklad prikladem posloupnosti, kterd je
cauchyovskd, ale neni v (M, d) konvergentni.

Definice 2.6. Metricky prostor (M, d) se nazgvd uplny, jestlize v ném md kazdd cauchy-
ovskd posloupnost limitu.

Priklad 2.8 KaZda uzavrend neprdzdnd podmnozZina metrického prostoru.

Definice 2.7 Na mnoziné M je definovana bindarni operace o : M x M — M, jestlize
Va,y € M plati (xoy) € M.

Priklad 2.9 Na mnoziné celych cisel tvori scitdni bindrni operaci, protoZe soucet libo-
volnych dvou celyjch cisel je opét celé cislo.

Na mnoziné celyjch ¢isel déleni netvori bindrni operaci, protoze déleni nulou neni defi-
novano a existuje nekonecéné mnoho dvojic celyjch cisel, jejichz podil neni ¢islo celé, jako
napriklad c¢isla 2 a 3.

Definice 2.8 Necht M je mnoZina a (o) je bindrni operace na M. Usporddand dvojice
(M, 0) se nazjva grupou, jestlize plati

A) (xoy)oz =xo(yoz), Vr,yzeM,
B) deeM:eox=xo0e=uz, Vo€ M,
C) Ve M3z 'eM:zoxt=a"tox=e.

Definice 2.9 Pokud v grupé (M, o) plati navic komutativni zdikon
D) xoy=youx, Yo,y € M,
pak mluvime o komutativni grupé (abelovské grupé).

Definice 2.10 Necht (L,+) je komutationi grupa, a necht je ddle definovdna operace
RXL— L, (a,z) — «-x, kterd spliuje ndsledujici podminky Vz,y € L, Va, € R:

1.a-(f-x)=(af) -z asociativita pro ndsobeni
2. a-(x4+y)=(a-x)+ (a-y) distributivita 1.
(a+p8)-z=(a-2)+ (F-x) distributivita II.

3 1-z=x

Potom usporddand trojice (L,+,-) tvori vektorovy prostor nad R. Proky z L budeme
nazyvat vektory, prvky z R skaldary. Znacit budeme vektory malymi pismeny latinky a
skaldry malymi pismeny recké abecedy.
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Definice 2.11 Vektorovy prostor V nazveme normovanym prostorem, jestlize existuje zo-
brazeni || - || : V — R takové, ze Vx,y € V, Va € R plati:

1 lz] >0 Aljz|| =0 < 2= 0, kde O je nulovy vektor.
2. Nzl = laf - [|l]-
3 Nz +yll < llzll + [yl

Toto zobrazeni nazijvame vektorovou normou.

Véta 2.7 Necht V je normovany prostor. Definujeme metriku d ndsledovné Vx,y €
V, d(z,y) = ||z — y||. Potom (V,d) je metricky prostor.

Diukaz: Samostatné, provérkou axiomi.

Poznamka 2.4 Metricky prostor, ktery je plny v takto definované metrice se nazyjvd
Banachiv B,

Priklad 2.10
a) V=R" |z|| = max{|z1],|z2l, ..., |xal}, potom lze d(z,y) definovat takto

d(z,y) = max |z; — yi.

1

b) V=R" |z|| = (Z |xi|p) ’ , p > 1, potom je metrikou funkce
i=1

1

d(z,y) = (Z\% —yz"p) :

i=1
)V = C[a bl mnozina vsech spojitijch funkci na [a, b E| Skaldrni soucin je v ey =

b
[ x(t)y(t)dt, potom
a

b
2] = Ve, d(w,y)zllx—yIIZ\// (w(t) = y(t)) dt.

Definice 2.12 Necht M, je mnoZina viech étvercoviich matic vddu n. Necht VA, B €
M, Va € R zobrazeni || - || : M,, — R spliuje axiomy

LA =0 AJJA =0 & A= 0, kde O je nulovd matice.
2. [laAll = laf - [|Al

4Stefan Banach (1892 — 1945) vynikajici polsky matematik. Jeden ze zakladatelii modernf
funkcionalni analyzy.
5[a, b] oznacuje uzavieny interval a (a, b) otevieny interval.
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5. [|[A+ Bl < [|A]l + ||B]|.

4. ||AB]| < || Al - | B]I-
Potom toto zobrazeni nazveme maticovou normou.
Piiklad 2.11 Méjme matici A s proky aq;;, i,7 € {1,2,...,n}, potom jeji eukleidovskd
norma md tvar )

n 2
Al = (Z(az‘j)2> :
ij=1

Definice 2.13 Rekneme, Ze maticovd norma ||A||, je souhlasnd s vektorovou normou
[z]l2 v R™, jestlize [|Az|ly < [[Allx - [[#]]2-

Priklad 2.12 Souhlasné normy

n
a) lzll2 = maxfail, [ Af = miaxz laij|, z€R", A€ M,,
j=1

n n
b) lzlle = lwil, Al = max > Jay],
- J -
i=1 =1

N|=

g wta= () wan< ()

ij=1

V poslednim pripadé jde o odhad. Presny tvar je | Al = \/o(ATA) = \/0(AAT), kde o(B)
je spektralni polomé@ matice B.

Definice 2.14 Necht (M,d) je metricky prostor. Zobrazeni ¢ : M — M nazveme kon-
trakci, jestlize existuje konstanta k, 0 < k < 1 takovad, Ze plati

d(e(x),(y)) < k- d(z,y).

Cislo k se nazjvd koeficient kontrakcee.

Definice 2.15 Necht ¢ je zobrazeni z M do M. Bod & € M nazveme pevnym bodem
zobrazeni @, jestlize je zobrazen sam na sebe, tj. plati

T = (7).

6Spektralni polomér matice B je o(B) = max{|\;|}, kde \; jsou vlastn{ ¢fsla matice B.
K3
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Véta 2.8 Banachova véta o pevném bodu
Necht (M,d) je iplngy metricky prostor, ¢ je kontrakce na M s koeficientem k. Potom:
1) Existuje prdvé jeden bod & € M takovy, Ze je splnéna rovnice

p(T) = 2.
2) Zvolime-li x1 € M libovolné a sestrojime-li posloupnost {x;}2, predpisem
i1 = @(x;), pak lim z; = 7.

3) Plati odhady pron =1,2,...

~ knfl
d(x,,7) < . kd(xl,xg),
A, ) < (s, ,)
Tpyl) S — A\ Tp—1,Ln ).
1—k !
Dikaz: Posloupnost {z;}°,, kde 2,11 = ¢(z;) se nazyva iteracni proces, x; je po¢ateéni

aproximace, x,, je n-ta4 aproximace.

a) Nejprve ukazeme, ze pevny bod, pokud existuje, je urcen jednoznacéné. Predpokladejme,
ze existuji dva ruzné body a € M,b € M pro néz plati a = ¢(a), b = ¢(b), d(a,b) # 0.
Potom

d(a,b) = d(p(a), (b)) < k d(a,b), (2.5)

po zkraceni nenulovym d(a, b) dostaneme
1 <k.

Protoze ¢ je kontrakce, plati pro k nerovnost 0 < k£ < 1. Dostali jsme spor. Odtud plyne,
ze nerovnost (2.5 je splnéna pouze pro piipad d(a,b) = 0, coz je spor s predpokladem,
ze body a, b jsou ruzné a tedy pevné bod, pokud existuje, je uréen jednoznacné.
b) Dale mame

d(zj, zj11) = d(p(zj-1), o(x5)) < k d(@j-1,25) =

= kd(p(wj-2), p(xj-1)) < Kd(wj0,2j0) =+ =

d(wj,wj1) < K7 (21, 70)
a protoze 0 < k < 1 dostavame, ze lim d(z;,xj41) = 0.
j—o00

Pro p € N pak mame Vn € N
d(xnv In+p) S d(l‘n, xn—l—l) + d([L‘n+17 In+2) + -+ d(xn+p—17 xn-l—P) S (26)

<"V k4 P d (1) <

knfl

< (K"t Et . ))d =
<( + K"+ )d(2, 20 1 —r

d(xy, z3). (2.7)
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Protoze 0 < k < 1, tak

lim d(z,,%p+p) =0 pro VpeN

n—oo

a to znamend, ze nase posloupnost {x;} je cauchyovskd a tedy eistuje 7 tak, ze = lim z,,
n—oo

protoze prostor (M, d) je tplny.
c¢) Prvni odhad plyne pfimo z (2.7) pro p = oo, a druhé odhad dostaneme z (2.7)), kdyz
v (2.6) polozime p = co. Potom

d(xna i) < d(xna xn—&-l) + d(xn-i-la xn-i—?) +o d(zn-i-p—la xn-i—p) +--- <

k
S d(xnfhxn)(k + k2 + kg + .. ) S md(xnflwxn)-

2.7 Shrnuti

Seznamili jsme se se zaklady teorie chyb a jejich siteni pti provadéni zédkladnich aritmet-
ickych operaci. Vyslovili a dokazali jsme si Banachovu vétu o pevném bodé a jako jeji
dusledek jsme si odvodili vzorce pro odhad ptresnosti numerického vypoctu.
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3 ResSeni soustav linearnich rovnic.

3.1 Uvod

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenare s aplikacemi Banachovy véty pii hledani feseni
soustav linearnich algebraickych rovnic. Nejdiive si ale pripomeneme finitni metody feseni
téchto soustav, a to nejen Gaussovu a Jordanovu eliminac¢ni metodu, ale i feSeni pomoci
inverzni matice a pomoci LU rozkladu. Potom se seznamime s aplikaci Banachovy véty
pro soustavy linedrnich algebraickych rovnic. Zde si zopakujeme Jacobiho a Gaussovu-
Seidelovu itera¢ni metodu a ukazeme si nékteré dalsi metody, které se pouzivaji predevsim
pro feseni soustyv vysokych radu.

Seznamime se s podminkami, které ndm zarucuji konvergenci jednotlivych iteracnich
metod k pfesnému feseni soustavy rovnic. Budeme se vénovat odhadum presnosti vypoctu.

3.2 Soustavy linearnich rovnic — Zakladni pojmy

Definice 3.1 Maticovd rovnice Ax = b, kde A € R,,,, b € R,,1, v € R,,1 se nazyvd
soustava linedrnich algebraickych rovnic.
V rozepsaném tvaru mdme

a;1ry,  + aprs 4+ ... 4+ apr, = b
a91T1 + 222 4+ ... =+ Aon Ly = b2 (3 1)
Am1T1 + GmaTa + ... + QunTn = by

A je matice koeficienti, b je sloupec pravych stran,

a1y a2 e A1p ‘ b1
. b , P
(A]b) = dar a2 2n I 2 se nazyvd matice rozsirend .
A1 Gm2 o Qmn | b

Kazdy sloupec (sloupcovd matice) o pro kteryj plati Ao = b se nazyjvd reSenim soustavy

:

Definice 3.2

Soustava je resitelnd, mad-li aspon jedno resent.

Soustava je jednoznaéné vesitelnd, md-li pravé jedno Fesent.
Soustava je viceznacné resitelnd, md-li vice neZ jedno tesent.

Definice 3.3 Soustava linedrnich algebraickych rovnic se nazyvd homogenni, jestlize je
tvaru

Az = O, (3.2)

kde O je nulovy sloupec. V opacném pripadé mluvime o nehomogenni soustavé.
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Definice 3.4 Je-li Ax = b nehomogenni soustava, tak pridruZenou homogenni soustavou
rozumime soustavu Ax = O (t.j. homogenni soustavu se stejnou matici koeficientu jakou
ma nehomogenni soustava).

Priiklad 3.1 Méyme ddnu nehomogenni soustavu

3ZE1—|—$2—4ZE3 =
1’1—2I2+$3 = 5

21171 — T9 — 3$3 =
Pridruzend homogenni soustava mda tvar

3l‘1+$2—4$3 =0
$1—2I2+$3 =0

2.1’1—.1'2—3373 = 0

3.3 ReSeni soustav

Véta 3.1 Necht soustava Ax = b md requldrni matici koeficientii. Potom md tato sous-
tava prdave jedno resen.

Muzeme je urcit pouzitim “Cramerovijch vzorcil’ﬂ vzorcu” :

k-ty ¢len resend je zlomek, v jehoZ jmenovateli je determinant matice koeficientu A a v citatels
determinant matice, kterou ziskdme z matice A nahrazenim k-tého sloupce sloupcem pravych
stran soustavy a ostatni sloupce ponechdame.

Dukaz: Mame Az = b, |A| # 0, takze existuje A~!. Potom

All A21 Anl
1 1 [ Ay Ay ... A
=A% = —(adj A)b= — 2 e S
Al Al .
Ay Agy o A

Ted si jen staci uvédomit, Zze v prvnim fadku matice adj A jsou algebraické doplitky
prislusné k prvnimu sloupci matice A. Potom souc¢in prvniho fadku matice adj A se
sloupcem b muzeme podle Laplaceovy véty o rozvoji determinantu chapat jako rozvoj
determinantu matice podle prvniho sloupce, kde matice ma jako prvni sloupec sloupec b
a zbyvajici sloupce jsou z matice A. Obdobné pro dalsi prvky. O

Priklad 3.2 Najit Teseni soustavy rovnic

3rx1+ a0 —4x3 = 1
T — 2?[)2 + r3 = 5
21‘1 — T — 3%3 = 4

" Gabriel Cramer (31.7.1704 — 4.1.1752) §vycarsky matematik, piirodovédec a technik. V matematice
se vénoval hlavné geometrii a teorii pravdépodobnosti. V r. 1750 vydal knihu o algebraickych kiivkach,
kde je v dodatku uveden zpusob vylouceni (n — 1) nezndmych ze soustavy n rovnic o n nezndmych. Pres
nevhodnou symboliku tim polozil zdklady teorie determinantu.
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ReSeni: Uréime si determinant matice koeficientu

3 1 —4
Al=|1 -2 1|=14
2 -1 -3

Determinant matice A je nenulovy, soustava je tedy jednoznacné feSitelna. Spocitame si
determinanty matic D;, kde matice D; vznikne z matice A nahrazenim i-tého sloupce
sloupcem pravych stran nasi soustavy.

1 1 —4 3 1 —4 3 11
IDi|=|5 —2 1|=14, |Dof=|15 1|=-28 [Dy=|1 -2 5[=0
4 -1 -3 2 4 -3 2 -1 4
Potom z; = ||]?4"||, takze mame
_u_ N _ 0
SR Ve VI N VN

Vyhodnoceni: Cramerovy vzorce sice davaji presné teSeni, ale je zapotiebi pro né
vypoéitat (n + 1) determinantu n-tého radu. Pro rozsdhlejsi soustavy je jejich pouziti
problematické, protoze ani s pomoci vypocetni techniky nejsme schopni urc¢it presné hod-
noty determinantu. Cramerovy vzorce nemaji obecnou platnost, predpokladaji regularitu
matice koeficientti.

Véta 3.2 Frobenioveﬂ Kroneckeroveﬂ — Capellihﬂ existencni.
Soustava (3.1) je resitelnd prdvé tehdy, kdyz hodnost matice koeficientu se rovnd hodnosti
matice 1ozSirené.

Poznamka 3.1 POZOR

h(A) < h(A|b) — soustava nemd resent,

h(A) = h(A|b) — soustava je Tesitelnd,

h(A) > h(A|b) — nemize nikdy nastat. Pridanim dal$tho sloupce muzeme hodnost matice
2vysit, ale nikdy ne snizit.

8Georg Ferdinand Frobenius (26.10.1849 — 3.8.1917) némecky matematik. Zabyval se hlavné al-
gebrou. Vyslovil existen¢ni vétu pro feseni soustavy linedrnich algebraickych rovnic. Pati{ mu vynikajici
prace z oblasti kvadratickych forem, maticového poctu a teorie koneénych grup. Zavedl fadu pojmu
moderni algebry.

9Leopold Kronecker (7.12.1823 — 29.12.1891) némecky matematik. Zabyval se teorif ¢isel, teorif
kvadratickych forem, teorii grup, teorii eliptickych funkci. Byl odpurcem Cantorovy teorie mnozin.
Odvodil metodu, kterou lze vzdy nalézt vsechny raciondlni kofeny polynomu s raciondlnimi koeficienty ( i
kdyz mnohdy obtizné a zdlouhavé). Dokazal existenéni vétu pro feseni soustavy linedrnich algebraickych
rovnic.

10Alfredo Capelli (5.6.1955 — 28.1.1910) italsky matematik, ptisobil v Neapoli. VyznamnR piispél
k rozvoji teorie algebraickych rovnic. Déle se zabyval teorii funkci komplexni proménné a teorii difer-
encialnich rovnic.
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Dukaz: Necht je soustava ([3.1]) feSitelna. Potom existuje sloupec
T
a=(a,ag,...,0p)

takovy, ze plati Aa = b. Vezmeme si matici rozsifenou soustavy (3.1) a od posledniho
sloupce odecteme «y nasobek prvniho sloupce, as nasobek druhého sloupce, atd. az a,
nasobek n-tého sloupce. Dostaneme

apy a2 ... Qip | by — aja;; — avagg — - — apQin
(A|b) N (21 Q22 ... Q2 | by — cviag — a9 — -+ — Qpag,
Am1 Am2 .. Qmn ‘ bm — 1Am1 — Q20m2 — ** — Oplmp

Protoze « je feSenim soustavy (3.1)), tak plati pro vsechna i =1,2,...,m
bi — 1a;; — azagp — - — Qi = 0.

V poslednim sloupci budou stat samé nuly a my mame

ay @iz ... ayp | 0
(A’b) N a921 99 ... Qop I 0 ~ A
Am1 Am2 ... Amn | 0

Nulovy sloupec jsme vynechali. Pouzili jsme pouze elementdrni upravy, které nemeéni
hodnost matice. Proto plati: Jestlize je soustava (3.1)) Fesitelnd, potom h(A) = h(A|b).

Z druhé strany: Necht je h(A) = h(A|b) = k. Potom bazovy minor fddu k musi lezet
v matici A. Necht je vlevo nahote. Potom kazdy sloupec matice (Ab) je linedrn{ kombinac{
bazovych sloupcu.

by ai ai2 a1k
by — N a21 T+ 22 NS W A2k _
b, Q1 A2 Ak
11 12 A1k a1 k+1 Q1n
— N az1 HIW a22 TSI Q2k +0 2,k+1 R (2n
Am1 Am2 Amk Qm, k+1 Qmn
To ovSem znamenad, ze sloupec A = (A1, g, ..., g, 0, ... ,O)T je Tesenim soustavy .
Neboli plati: Jestlize je h(A) = h(A|b) = k, potom je soustava resitelnd. O

Dausledek 3.1 Je-li soustava resitelnd, t.j. h(A) = h(Al|b) = h, pak pro h = n
md soustava prané jedno reSeni a pro h < n md soustava nekonecné mnoho
resent, kterd zdvisi na (n — h) parametrech.
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Disledek 3.2 Je-li soustava resitelnd, t.j. h(A) = h(Alb) = h, potom nikdy

nemuze nastat pripad, Ze h > n.
Piiklad 3.3 Reste soustavu

r+y+z =1
2r+y+2z =
r+y+3z = 2

Protoze |A| = =2 # 0, jde o kramerovskou soustavu, kterd md tesend
1 ] 1
rT = —— = z = —.
27 y ) 2

Piiklad 3.4 Reste soustavu

r+y+z =1
r+y+2z =
r+y+3z = 2

|A| = 0, proto nemuzeme pouzit Cramerovijch vzorcii.

h(A) =2, h(A|b) =3 = h(A) # h(AD),
podle véty[3.9 nemd soustava Tesent.
Pi#iklad 3.5 Reste soustavu

r+y+=z
r+y+2z =
20+ 22442 =

O S

|A| = 0, proto nemuzeme pouzit Cramerovijch vzorcii.
h(A) =2, h(AJb) =2 = h(A) = h(A]D),

Reseni zavisi na jednom parametru.

r = 1—1t
y =1
z = 0.

Véta 3.3 Homogenni soustava (3.2)) je vidy resitelnd.
Dikaz: Nulovy sloupec je vzdy fesenim.

Definice 3.5 Nulové teseni soustavy nazveme trividalnim.
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Veéta 3.4 Homogenni soustava md netrividalni reSeni prdavé tehdy, kdyZz hodnost matice
koeficienti je mensi jak pocet nezndmyjch.

Véta 3.5 Necht u,v jsou resenim soustavy (3.2)). Potom i jejich libovolnd linedrni kom-
binace au + Pu je resenim soustavy (3.2)).

Disledek 3.3 KazZdd linedrni kombinace Teseni soustavy je opéet resenim soustavy

5D

Véta 3.5 mluvi jen o dvou fesenich, ale jejich pocet neni omezen. Dukaz se provadi matem-
atickou indukci.

Definice 3.6 Mazimalni pocet linedarné nezdvislych reseni soustavy nazveme fun-
damentdlni soustavou fesent soustavy (3.9).

Véta 3.6 Kazdd viceznacné resitelnd soustava (3.2) md vidy fundamentdlni soustavu
resent.

Piiklad 3.6 Reste homogenni soustavu rovnic
3131 + 21’2 + 5.T3 + 2:L'4 + 7ZE5 =0
6£L‘1 + 41‘2 + 7.1'3 + 41'4 + 5$5 =0
3r1 + 229 — x3 + 224 — 1lxs = 0
61’1 + 4272 + T3+ 4.1‘4 - 13?[)5 =0

Reseni: Koeficienty soustavy si zapiSeme do matice a pomoci elementarnich fadkovych
Uprav si matici prevedeme na stupnovity tvar.

32 52 71 32 52 7

6 4 74 5 00 -30 -9

32 -1 2 -11 00 —6 0 —18

6 4 1 4 —13 00 -9 0 —27
3202 -8

o010 3] (1303 F
0000 0 0010 3
0000 0

Méme dveé rovnice o péti neznamych. Volime si proto tii parametry. Zvolme x5 = 3s, x4 =
3t, x5 = 3u, kde s,t,u € R. Potom

—2s5 — 2t 4+ 8u —2 —2 8

3s 3 0 0

T = —9u | =s 0 | +¢ O | +uwl -9
3t 0 3 0

3u 0 0 3

Trojice vektortu vpravo pak predstavuje fundamentdlni soustavu feseni.
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Véta 3.7 Necht p,q jsou Feseni soustavy (3.1)). Potom (p — q) je Tesenim pridruzené
homogenni soustavy.

Disledek 3.4 Soucet parcidlniho reseni soustavy a reSent pridruzené homogenni
soustavy je Tesenim soustavy .

Disledek 3.5 Vsechna reseni soustavy ziskame jako soucet jednoho (parcidlniho)
resent soustavy a fundamentdlni soustavy Teseni pridruzené homogenni soustavy.

3.4 Gaussova elimina¢ni metoda

Definice 3.7 Dwvé resitelné soustavy linedrnich rovnic se nazyjvaji ekvivalentni, jestliZe
maji steynou mnozinu resent.

Dvé ekvivalentni soustavy mohou mit rizny pocet rovnic, ale musi mit stejny pocet
neznamych.
Méjme dvé takové soustavy

Axr =0, Ax=1V.

Potom z podminek teSitelnosti plyne, ze
h(A) = h(A|b) = h(A") = h(A'|V).

Protoze maji stejnou mnozinu feseni, tak plati:

Aa=b e Aa=1.
Potom koneénym poctem fadkovych elementdrnich dprav lze matici (Alb) prevést na
matici (A'[Y).
Pozor: zde nelze zaménovat fadkové a sloupcové tpravy.
Muzeme pouzivat pouze Ffadkové upravy a ze sloupcovych pouze vyménu sloupcu v matici

A, coz je vlastné preznaceni proménnych.
Pomoci elementarnich uprav si upravime soustavu Ax = b na tvar

Ciayi + Cioya + - F CLpYn + CLpp Yl o Gl = dy
Co2Y2 + -+ ConYn + Copp1Yni1 + o+ Copl = da

ChhYh + Chhp1Yhs1 + F ChnlYn = dy

kde (y1,92,-..,Ys) je vhodnd permutace proménnych (x1,xs, ..., x,).

Je-li h = n ma soustava pravé jedno feSeni — jde o kramerovskou soustavu.

Je-li h < n, potom proménné vy, ..., ¥y, prohldsime za parametry a soustavu upravime
na tvar
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Ciayi + iy + - Fapyn = di — CiLhriYht1 — 0 — Cinln
CooYa+ - -+ copyy = do— Con1Ynt1 — - — Canln
ChhYn = dp — Chh+1Yh+1 — " — Chnln

Tato soustava je ekvivalentni s puvodni soustavou Az = b a kazdé volbé parametru
Yhil,- - -, Yn 0dpovidd pravé jedno feseni. Parametru je celkem (n — h). Jestlize za prvky
Yht1,- - -, Yn bereme sloupce regularni matice fadu (n — h), potom bereme za parametry
linearné nezavislé prvky a obdrzime obecné feSeni soustavy .

Tento postup se nazyva Gaussova E elimina¢ni metoda.

Jestlize budeme déle pokracovat v tadkovych ipravach, muzeme soustavu upravit

na tvar

Y1+ 0y +---+0yn = 91— fipt1¥ne1 — - — fin¥n
Y2+ + 0y, = g2 — f2,h+1yh+1 — fz,nyn
Y = Gn — fh,h+1yh+1 - fh,nyn

a nebo po vybechani nulovych prvkua

n = G- f1,h+1yh+1 — = fl,nyn
Y2 = G2 — f2,h+1yh+1 — T f2,nyn
Y = Gn — fh,h+1yh+1 — = fh,nyn

zde mame na hlavni diagonale vlevo jednotky a zbyvajici prvky nalevo jsou nulové. Tento
postup se nazyva J ordanovam eliminace.

3.5 ﬁplny a castecny vybeér hlavniho prvku

Pti Gaussové elimina¢ni metodé si postupné upravujeme soustavu Az = b na ekvivalentni
soustavu A®z = p*) kde A® p*) jsou matice koeficienti a sloupec pravych stran po
k-tém kroku. Postup je nasledujici:

I K.F.Gauss (1777 — 1855) némecky matematik, fyzik, geofyzik, geodet, astronom. Jeden
z nejvyznamnéjsich matematika vSech dob. VSestranny védec, ktery pracoval ve vSech oblastech matem-
atiky. V8ude dosahl prvoradych vysledka a predznamenal mnohdy dal$i rozvoj. Byl téz velmi zruény
numericky matematik, ktery objevil fadu numerickych metod. Jako prvni dospél k principum neeuk-
leidovské geometrie, ale vysledky v této oblasti nechtél pro jejich ptrevratnost publikovat, proto patii
priorita objevu N.I.Lobacevskému. V algebfe jako prvni dokazal Zdakladni vétu algebry. Rozvinul teorii
kvadratickych forem, zavedl pfesné komplexni ¢isla, rozvinul metody feSeni soustav algebraickych rovnic.

12 Camille Marie Edmond Jordan (5.1.1838 — 21.1.1922) francouzsky matematik. Do r. 1873 pra-
coval jako inzenyr, pak vyucoval na polytechnice. Zabyval se algebrou, teorii ¢isel, teorii funkci, geometrii,
topologii, diferencidlnimi rovnicemi, teorif miry, a j.
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Prvni krok:

Necht je prvek aj; # 0 (v opacném pripadé provedeme prehozeni Fadku), prvky prvntho
radku vyndsobime multiplikdtorem (—ay;/a1q1) a pricteme k prvkum k-tého tadku, pro
k=2,...,n. Tim ziskdme v prvnim sloupci na prvnim misté nenulovy prvek a zbyvajici
prvky jsou nulové.

Druhy krok:

Necht je prvek asy # 0, pokud tomu tak nenf provedeme prehozeni fadku (vyjma prvniho)
a nebo sloupcu (opét vyjma prvniho). Prvky druhého fadku vyndsobime multiplikdtorem
(—aka/az) a pricteme k prvkum k-tého fadku, pro k = 3,...,n. Tim ziskdme v druhém
sloupci na druhém misté nenulovy prvek a zbyvajici prvky jsou nulové.

Pokrac¢ujeme déle stejnym zpusobem. Obecné

T
0 0 0 0
A = <a§J)) ’b = <a§77)l+1, ag,1)1+17 e 7a7(1,7)1+1>

aprok=1,2,...,n—1

QD)
mik:_%, pro i=k+1,k+2,...,n,
Ay,
az('j’?):az('?il)‘i‘mika;(;;il), pro j=k+1,k+2,...,n,n+ 1.

Pokud bude u multiplikdtoru m;, délitel a,(clzfl) prilis maly, budou nam narustat

zaokrouhlovaci chyby, které velmi brzy znehodnoti cely vysledek. Proto se pouziva elimi-
nace s vybérem hlavniho prvku. Prvek a,gz_l) nazveme hlavnim prvkem k-tého kroku elim-
inace. Abychom minimalizovali vliv zaokrouhlovacich chyb, je vhodné vybirat jako hlavni
prvky takové prvky matice A, které maji nejvetsi absolutni hodnotu. Potom budeme vzdy
mit multiplikdtor nejvyse roven jedné (v absolutni hodnoté) a kazda diléi zaokrouhlovaci
chyba se také nasobi stejnym ¢islem, t.j. nezvétsuje se.

Pokud vybirame hlavni prvek ze vSech prvku, které v daném kroku ptichazeji v tvahu,
pak mluvime o uplném vybéru hlavniho prvku. Tato metoda je sice presnéjsi, ale casove
narocna. Proto se ¢asto pouziva castecny vyber hlavniho prvku, kdy hlavni prvek vybirdme
pouze z nékterych prvku, které v daném kroku ptichazeji v ivahu. Nejcastéji se vybiraji

(k—1) (k-1) (k-1) (k—1)

pouze z daneho sloupce, t.j. z prvku ag; ", a3 Qo g -5 Qg

3.6 Metoda LU-rozkladu

Definice 3.8 Matici A € R,,,, nazveme horni trojihelnikovou matici, kdyz
Matict A nazveme dolni trojuhelnikovou matici, kdyz a;; = 0 Vi < j.

Méjme soustavu Az = b s regularni matici A. Potom existuji matice L, U takové, ze L je
dolni trojihelnikova matice a U je horni trojihelnikova matice a matice A = LU. Jestlize
si zvolime prvky na hlavni diagonéle jedné z matic L, U, potom je rozklad matice A urc¢en
jednoznacné.
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Metoda teseni soustavy linearnich rovnic LU-rozkladem spoc¢iva v tom, ze si nejdiive
ur¢ime matice L a U a potom feSime dvé soustavy

Ly = b,
Uz =y.
V matici L zvolme za diagonalni prvky jednicky, t.j. [; = 1,2 =1,...,n. Potom z rovnosti

A = LU plyne
i—1
Uij = Qij — Zlikukj, i=1,...,7
k=1

1

7j—1
lij = (aij_zlipupj> , =7+ Li+2,...,n.
p=1

Ujj

Postupné pocitame prvni fadek matice U, potom prvni sloupec matice L, druhy fadek
matice U, druhy sloupec matice L, atd.

V pripadé, ze matice koeficientu soustavy je specidlniho tvaru, dostavame varianty
metody LU-rozkladu.

Priiklad 3.7 Méjme soustavu Ax = b, kde matice A je tridiagondlni

a; Co 0 0 ... 0 0
bg Ao Co 0 ... 0 0
A — 0 b3 as C3 ... 0 0
0 0 0 0 ... ap1 Cpa
0 0 0 O b, an,

Reseni: LU rozkladem matice A ziskdme dvoudiagondlni matice L a U, kde

1 0 00 ... 0 O

B, 1 00 ... 0 0

;|0 B Lo .0 0

0 0 00 1 0

0 0 00 O 1

a

a1 Co 0 0 ... 0 0

0 (6N S)) 0 ... 0 0

R
0 0 0 0 ... ap1 Cpna

0O 0 0 0 ... 0 QU

kde koeficienty o, 3;, i,7 = 1,2,...,n, uréime podle vztaht

a1 = ag,
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bi
ﬁi = 5 (07 :aiﬁicz’—la 1 = 2,3,...,71.
Q1

Tento postup se oznacuje jako Thomasuv algoritmus.
Reseni nasi soustavy je potom urceno dvojici dvoudiagondlnich soustav

Ly = b,
Uxr = .
Postupnym dosazovanim dostaneme
Ly=0b = yi=b,
yi =b; — By, 1 =2,3,...,n

a nakonec
Yn
Ur=y = x,=—
(079
Yi — CiTi—1 .
Tp= """ i=n—1n-2,...,1
Q;

Definice 3.9 Matice A se nazyjvd pasova, jestlize existuji takovd prirozend ¢isla p,q, Ze
a;; =0 kdyz j>i+4+p nebo i>j+q.
Cislo p+ q + 1 se nazjvd $irkou pdsu.

V pripadé, ze matice A je pasova, potom si muzeme vyrazné zkratit vypocet, pokud
budeme pocit pouze s prvky uvniti pasu.

Definice 3.10 Matice A = (a;;) se nazyvd symetrickd, jestlize plati
AT = A, tj Q5 = Ajj.

Definice 3.11 Symetrickd matice A = (a;j) je pozitivné definitni, jestlize pro libovolny
nenulovy vektor x = (z1, 79, ..., 2,)T plati

n n
xT Az = E E a;jx;z; > 0.
i=1 j=1

Je-li matice A symetricka a pozitivné definitni, potom existuje pravé jedna horni trojihelnikova
matice U s kladnymi diagonalnimi prvky, ze plati

A=U"U.

Postup odvozeni je analogicky jako v predeslém piipadé. Dostaneme
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Priklad 3.8 Urcete LU-rozklad matice A.

3 1 -1 =2 1 0 00 3 1 -1 -2
. -5 1 3 —4 ] | -5/3 1 00 0 8/3 4/3 —22/3
N 2 0 1 -1 | 2/3 —=1/4 1 0 o 0 2 =3/2
1 =5 3 -3 1/3 -2 3 1 0 0 0 —25/2
Piiklad 3.9 Matici A vyjddrete ve tvaru A= UTU.
4 1 =2 4 2 0 0 0 2 1/2 -1 2
A v s | _[y2s2 0 o0 0 3/2 1 1/3
-2 1 3 o] | -1 1 1 0 0 0 1 5/3
4 15 0 7 2 1/3 5/3 1/3 0O 0 0 1/3

3.7 ResSeni pomoci inverzni matice

Jestlize je matice koeficientu soustavy Az = b regularni, potom existuje inverzni matice
A~! a muzeme pouzit postup

Axr = b,
A Ax = A7,
xr=A"1D.

Podminkou je, Ze jsme schopni efektivné urcit inverzni matici A~!. Zvlasté pro matice
vyssich radu jde o obtiznou ulohu.
3.8 Iterac¢ni metody reSeni

Predpokladejme, ze soustava (3.1)) je fesitelnd. Upravime si ji na tvar
x=Czx+d. (3.3)

Necht ! = (xl,2i,... 22)T je libovolny vektor z R™. Definujme si posloupnost

rn

d=CaF+d, k=1,2,...,

neboli i :Zcijmf—i—di,i: 1,2,....,n,k=1,2,....

J=1

Tyto vztahy nam definuji prosty iteracni proces. V piipadé, ze feSeni zavisi na parame-
trech, tj. v ptipadé viceznacneé fesitelné soustavy, je tteba zvolit konkrétni hodnoty parametru
a né potom hledat feseni. Je dulezité urcit podminky konvergence, které ndm zaruci ex-
istenci limity iteracniho procesu a tim i existenci feSeni.
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Véta 3.8 Oznacme V, vektorovy prostor dimenze n. Necht je vV, ddna vektorovd norma
a s ni souhlasnd maticovd norma. Necht matice C soustavy (3.3) splriiuje podminku
|C|| < 1. Potom

1. Soustava (3.3) ( a tedy i soustava (3.1))) md prdvé jedno reseni .
2. Iteracni proces ¥t = Ca* +d, k = 1,2,... konverguje k ¥ a navic x' miiZe byt
libovolny prvek z V,.
3. Plati odhady (pro k =1,2,...)
- [ T
" — 2| < = lla® = 2",
11—
e et s
lo* = 2| < T lle® = 2'l.
1=l

Diukaz: Matice C' je ¢tvercovd. Norma urcuje ve V,, metriku d(z,y) = ||z — y||. Vzhledem

k této metrice je prostor V, tuplny. (Plyne bezprostiedné z definice.) Jestlize si definujeme
zobrazeni ¢ : V,, — V,,, ¢(x) = Cx + d, pak mame Yu,v € V,

d(p(u), p(v)) =d(Cu+d,Cv+d)=||Cu+d—Cv—d|| =

= [ICu =) < [IC] - lu = vl| = [C]| - d(u, v).

Pritom jsme uzili souhlasnosti obou norem a protoze podle predpokladu véty je
|C]| < 1, mame, ze zobrazeni ¢ je kontrakce s koeficientem ||C||. Pouzitim Banachovy

véty o pevném bodé dostavame zbytek dukazu. O
n
Ozna¢me Q= max E lcij|, Ttadkova norma
7
j=1

n
iy = Mmax E lcij|,  sloupcova norma
J
i=1

n n %
ag = (Z Z c%-) . Eukleidovska norma

i=1 j=1

Veéta 3.9 Je-li néktera z hodnot oy, as, a3 mensi nez 1, pak
1. Soustava x = Cx 4+ d (a tedy i soustava Ax =b) md prdvé jedno reseni .

2. Posloupnost iteraci 28! = Ca* +d konverguje k tomuto resent pro libovolnou pocdtecni
aprorimaci.
Dikaz: Ziejmé, jde o aplikaci pfedchozi véty pro konkrétni tvar maticové normy. a

Poznamka 3.2 Pri konkrétnim vypoctu je treba pracovat se souhlasnymi normami.
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)y = 0.9
Piiklad 3.10 C = ( 82 8? ) pak o = 1.1
o az = 1.1=1.0488...

Protoze oy < 1 bude iteracni proces s touto matici konvergovat.
V praxi se nejcastéji pouzivaji nasledujici metody s presnym algoritmem pro vytvoreni

iteracniho procesu. Vzdy pritom predpoklddame, Ze soustava (3.1)) je jednoznaéné resitelna,
neboli matice A je regulérni.

3.9 Jacobiho iteracni metoda

U Jacobih iteraéni metody se prechod od soustavy (3.1) k soustavR (3.3) se provadi
nasledovné: predpokladame, ze a;; # 0, potom prvky na hlavni diagonale soustavy Az = b
ponechame na misté a zbyvajici ¢leny prevedeme na pravou stranu, poté vydélime koefi-
cienty u neznamych na hlavni diagonale. Dostaneme

Qjj . . b;
cii =0, ¢jj = ——, proz #J, di = —
? (42

iteracni vztahy maji tvar pro k =1,2,...
n
.CL’?Jrl = Z Ciij?? + dl
j=1

Jestlize 31 : a; = 0 pak provedeme piehozeni poradi rovnic, tak aby byla nase podminka
splnéna. Vzhledem k regularité matice A to lze vzdy provést. (V opaéném piipadé by
jsme totiz meli a;; = 0Vj € {1,...,n}, neboli mame matici s nulovym sloupcem a ta je
singuldrni, coz je spor s predpoklddanou regularitou matice A.)

Definice 3.12 Ctvercovd matice A je diagondlné dominantni, jestlize plati

n n

ai;| > Z |ai;|, nebola;| > Z |ag;)|.

J=1j#i k=1,k#i
Veéta 3.10 Je-li matice A diagondlné dominantni, pak je requldrni.
Bez dukazu.

Véta 3.11 Je-li matice A diagondlné dominantni, pak Jacobiho iteracni metoda konver-
guge pro libovolnou volbu pocdtecni aproximace.

Dikaz:
IR SRR Sl I SEEY
j=1 J=Li#i j=lg#i! " il 21
n
a tedy a3 = max ) |¢;;| < 1. Podle véty [5.13| dostavame nase tvrzeni. O
7 ]:1

13C.G.J.Jacobi (1804 — 1851) némecky matematik.Zabyval se teorif &fsel, teorif funkef, diferencidlnimi
rovnicemi, algebrou.
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3.10 Gaussova — Seidelova iteraéni metoda

U Gaussovy — Seidelovy[| metody se prechod od soustavy (3.1)) k soustave (3.3) se provadi
stejné jako u Jacobiho metody, t.j. opét predpokldadame, ze a;; # 0, potom

Q5 . . bi
011207 Cij:__7l7é.]7 di:_u
i Qii
ale iteracni vztahy maji tvar

i—1

k1 _ R
x; E cijr; T+ E cwxj—i-d

j=1 Jj=i+1
Pro a; = 0 opét zaménime potradi rovnic.
Véta 3.12 Plati:

1. Je-li matice A diagondlné dominantni, pak Gaussova — Seidelova metoda konverguje
pro libovolny pocdtek.

2. Je-li néktera z hodnot aq,as, a3 mensi nez 1, pak Gaussova — Seidelova metoda
konvergugje pro libovolny pocdtek.

3. Je-li matice A symetrickd a pozitivné definitni, pak Gaussova — Seidelova metoda
konvergugje pro libovolny pocdtek.

Bez dukazu.

Poznamka 3.3 Vsechny uvedené podminky konvergence jsou postacujici. Nutnou a postacujici
podminkou konvergence iteracniho procesu ¥t = Ca* +d je o(C) < 1, kde o je spektrdini
polomeér matice C' (= nejvétsi absolutni hodnota vlastniho ¢isla matice C' ).

Poznamka 3.4 Mdame-li soustavu Ax = b, kde A je requldrni matice, kterd vsak nesplniuge
vijse uwvedené podminky konvergence, tak vyndsobenim AT zleva dostaneme soustavu

AT Az = AT,

kde matice koeficienti (AT A) je symetrickd a pozitivné definitni. A tedy pro takovou sous-
tavu Gaussova — Seidelova metoda konverguje. Obecné ale dosti pomalu.

Obé metody (Jacobiho i Gaussovu-Seidelovu) si muzeme zapsat s vyuzitim prvku
puvodni matice A. Dostaneme tak predpis pro Jacobiho metodu ve tvaru

k:+1 <b o Z i >
J=1,j#i

MK.F.Gauss (1777 — 1855) némecky matematik. Posledni z matematikii, ktery pracoval prakticky ve
v8ech ¢astech matematiky.

P.L.Seidel — (1821 — 1896) némecky matematik, zabyval se hlavné analyzou. V r.1874 navrhl itera¢ni
metodu feSeni soustav algebraickych rovnic
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a pro Gaussovu-Seidelovu metodu ve tvaru

1 i—1 n
| L A okl ok
x; = - b; E QijT; E aijzy | -
w j=1 j=i+1
Gaussova — Seidelova iteraéni metoda konverguje vétsinou rychleji, nez Jacobiho metoda,
ale existuji vyjimky.

Priklad 3.11 Jacobiho i Gaussovou-Seidedelovou metodou reste soustavu, porovnejte rychlost
konvergence.

10.731 —2I2 —2$3 = 6

—X —f-]_OJZQ —21E3 =7

—I —x9 +10x3 = 8

Reseni: Presné teseni nasi rovnice je x1 = x9 = x3 = 1. Zvolme nulovy pocatek a potom
dostaneme pro Jacobiho metodu posloupnost iteraci

71 0 0,6 0,9 0,970 0,9918
20 | =0 |~]0,7]~]092]~]0976|~]09931 |~...
3 0 0,8 0,93 0,986 0, 9958

a pro Gaussovu-Seidelovu metodu dostaneme

T 0 0,6 0,9392 0, 994630
2 | =10~ 0,76 | ~|0,98112 | ~| 0,997869 |~ ...
T3 0 0,936 0,99203 0, 9992499

Veétsi rychlost konvergence u Gaussovy-Seidelovy metody je ziejma.

Priiklad 3.12 Jacobiho i Gaussovou-Seidedelovou metodou Teste soustavu:

Ty +x9 = 1

21 —e)zy +xy +z3 = 2
r3 +x4 = —1

—(1—¢e)%zy +xy = 5

kde 0 < e <0,1.
Reseni: Jacobiho metoda konverguje, Gaussova-Seidelova diverguje.

Priklad 3.13 Jacobiho i Gaussovou-Seidedelovou metodou Teste soustavu:

31’1 +2I2 +2ZE3 = 1
21’1 +3ZE2 +2I3 = 0
2x1 +2x9 +3x3 = —1

Reseni: Jacobiho metoda diverguje, Gaussova-Seidelova konverguje.

Piiklad 3.14 Jacobiho i Gaussovou-Seidedelovou metodou Teste soustavu:

25(]2 +4Q?3 = O
1 —wx2 —x3 = 0,375
1 —T9 +2ZE3 = 0

Reseni: Obé metody diverguji.
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3.11 Stabilita rfeseni numerické tulohy

Pti pouziti jakékoliv numerické metody vznikaji zaokrouhlovaci chyby — na poc¢atku reseni
pii zadavani vstupnich dat, béhem vypoc¢tu pifi provadéni pocetnich operaci, které se
vSechny promitnou do vysledku.
Pokud chceme ziskat smysluplné vysledky, musime si vybirat stabilni algoritmy.
Algoritmus je stabilni, jestlize

1. je dobfe podminény, tj. malo citlivy na zmény ve vstupnich datech,

2. numericky stabilni, tj. malo citlivy na vliv zaokrouhlovacich ¢ hyb, které vznikaji
béhem vypoctu.

Jinak feceno — Uloha je stabilni, jestlize drobnd zména vstupnich hodnot vyvold jen
drobnou zménu ve vysledku.

Jakakoliv numericka tloha obsahujici soustavy linearnich algebraickych rovnic je obecné
vzato nestabilni.

Priklad 3.15 Méyme danu soustavu

2z +6y = 8,
2x +6.00001y = 8.00001,

kterda md reseni x =1, y = 1.
Drobnou zménou zadani ziskame soustavu

20 + 6y = 8,
2x +5.99999y = 8.00002

kterd ale ma vyrazné odlisné reseni x = 10, y = —2.
Zména vstupnich hodnot byla *adové 107> a u vystupnich hodnot jde o prechod od jednotek
k desitkam.

U rozsahlejsich soustav mohou byt zmény jesté vyraznéjsi. Zalezi na tvaru matice koefi-
cientu soustavy.

Plati: jestlize maji matice A a matice A~! srovnatelné prvky, potom je tiloha Ax = b
stabilni. V opacném piipadé jde o nestabilni tlohu.

V predchozim piikladu mame

2 6
A= ( 2 6.00001 )

JETE S 6.00001 —6\ [ 300000.5 —300000
- J A= —2 2 ) 7\ Z100000 100000 )"

Prvky matice A jsou radové jednotky, prvky matice inverzni jsou fadové statisice, mame
tady vyrazné nestabilni matici. Pro druhou matici ziskdme analogicky vysledek.
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3.12 Relaxacéni metody

Relaxaéni metoda pro Jacobiho metodu ma tvar

k+1 k, Y - k
i = (1 —w)xf + . <bi - Z al-jxj) :

j=isgti

Relaxaéni metoda pro Gaussovou-Seidelovou metodu ma tvar

i—1 n
w
k1 _ k k41 k
i =1 —w)af + . (bi — E aijry" — E aijxj> )
(4

j=i Jj=i+1

Prvek w > 0 se nazyva relaxac¢ni parametr. Volime jej tak, aby jsme urychlili konvergenci
zakladni metody. Volbou w = 1 dostaneme puvodni metodu.

Efektivni volba relaxacniho parametru w zavisi na zvolené zdkladni metodé a na tvaru
matice A.

Ve specialnich ptipadech je mozné relaxacni parametr vypocitat, jinak zalezi hlavné
na zkuSenosti a dobrém odhadu.

Véta 3.13 Necht A je tridiagondlnd, symetrickd, pozitivné definitni matice. Potom pro
spektrdlni polomer plati ¢*(C) < 1 a optimdlni hodnotu relazacniho parametru mizZeme
urcit podle vztahu

2
Woptimum =
& 1+ /1— 2(C)

kde C' je iteracni matice pro Jacobiho metodu.

Priiklad 3.16 Méjme ddnu soustavu

20 —1—2y = 1,
—r1+2x9 —23 = 0,
1

—To + 2%3 =
Najdéte pro ni optimdalni relaxacni parametr.

ResSeni: Jacobiho itera¢ni matice mé tvar

o O

V2
2

Vlastni ¢isla jsou Ay = 0, Ay =
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a proto
~1,172.

2
Woptimum =— — ——
1+4/1—3

Pokud vezmeme w = 1, 17, potom napiiklad pro dosazeni piesnosti 1073 musime provést 5
iteraci, zatimco pti pouziti Gaussovy-Seidelovy iterac¢ni metody potiebujeme pro dosazeni
stejné presnosti 10 iteraci.

Poznamka 3.5 Jestlize v iteracnim procesu
o = Cat 4+ d

nastavd cyklus, potom o(C) = 1.

Ale opak neplati. Je-li o(C) = 1 jesté nemusi v iteracnim procesu nastat cyklus. Metoda
muze divergovat a nebo i konvergovat. Chovdni metody zdvisi na vlivu zaokrouhlovacich
chyb.

Jestlize vznikine cyklus u soustavy dvou rovnic, potom se hodnoty pohybuji po kuzeloseckach.

Podobné pro soustavy vyssich vddu se budou hodnoty pohybovat po polochdch druhého
radu.

Superrelaxa¢ni metoda

Pokud je v relaxac¢ni metodé

i—1 n
w
k+1 k k+1 k
i =1 —w)a] + - (bi — E ijT; E aijxj> )

Jj=t Jj=i+1

parametr w > 1, potom mluvime o superrelaracni metodé a oznacujeme ji SOR.
Porovnanim SOR a Gaussovy-Seidelovy metodu dostaneme tvar

rit =2 +w (GS(a)) — 7)),

kde G'S(z¥) oznacuje iteraci ziskanou pomoci Gaussovy-Seidelovy metody. Opét pro w = 1
dostaneme puvodni Gaussovu-Seidelovu metodu.

Konvergence metody SOR je velmi citliva na spravnou volbu parametru w.

SOR muzeme prepsat do tvaru

2" = Bak + ¢,

kde B je iteracni matice a ¢ = (I — B)A~'b. Nutnou a postacujici podminkou konvergence
je opét o(B) < 1.
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3.13 Metoda nejvétsiho spadu

Patti mezi gradientni metody. Hledame pii ni nejrychlejsi zménu rezidua r = Ax —b. Jeji
algoritmus je nasledujici: pro £ =0,1,2, ...

Azt — b =1k,
T G
(rF)T Ark’
PREL ko Ak
k (Tk)TTk
ot = —~—~L .
(rk)T Ark

k—l—l)

Potom plati (r**1)Tr* = 0 pro vsechna k.

3.14 Metoda sdruzenych gradienti

Oznacujeme ji MSG (conjugate gradient method). Mé&jme opét nasi soustavu Az = b, kde
A je komplexni matice.

Definice 3.13 Rekneme, ze matice AY je hermitouvsky sdruzend s matici A, jestlize A” =
(A4)".

Rekneme, Ze vektor v? je hermitovsky sdruzeny s vektorem v, jestlize v = (0)T.

Pritom jako obvykle (@) zna¢i prvek komplexné sdruzeny k prvku a. Algoritmus metody
MSG je nasledujici:

Méjme soustavu Az = b, kde A = A", Necht 2° je vektor pocateéni aproximace
takové, ze Ax # b, potom pro k =0,1,2,... mame

p’ =10 =0b— Az",

N (il i
o=
(p*)H Aph’
PR N + Oékpk,rkJrl — gk akApk’
ﬁk B (rk—f—l)H?ﬁk-‘rl
- (rk)Hrk ’

karl — Tk+1 + ﬁkpk

Koeficienty o, % jsou redlné i pro komplexni matice A.

Véta 3.14 Jestlize matice A je hermitovskd pozitivné definitni matice (tj. AH = A a
o Ax > 0 pro viechny nenulové vektory x), potom metoda MSG konverguje.
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Pro plné matice vyzaduje metoda MSG 2n® + O(n?) krokt, kde n je tad matice sous-
tavy. Proto pii svém objeveni v roce 1952 prili§ nezaujala. Pro srovnani, klasicka Gaussova

eliminacni metoda vyzaduje gn?’ + O(n?) kroku. V roce 1969 Srassen publikovoal svoji

variantu Gaussovy metody, kterd potfebuje uz pouze O(n*8!) kroku a tento vysledek byl
pozdéji jesté zlepSen na hodnotu O(n?3%). Dalsi pokusy o zlepseni vysledku pokracuji.
Exponent ziejmé nebude mensi jak 2, protoze v plné matici je n? prvki a kazdého z nich
se elimina¢ni metoda tyka.

Proto metoda MSG zpocatku nezaujala. Az pozdéji se zjistilo, ze pokud budeme pra-
covat s fidkou matici, potom se jeji konvergence vyrazné zrychluje a pocet kroku strmé
klesa.

Na prikladu si ukdzeme, ze i tato metoda muze havarovat.

Piiklad 3.17 Méjme homogenni soustavu s redlnou symetrickou matict

1 2 2
A=1 2 4 =2
2 =2 0
Potom b= O a pro matici A plati
1 2
Dl_17 D2_‘2 4’_07

takze matice A meni pozitivné definitni.
Zvolme xo = (4,4,3)T, potom dostaneme

zt = (0,0,3)7,

rt = (—6,6,0)7,

pt=(-8,4,0)",
(PI)TApl =

neboli algoritmus selhal.

Kazd4a hermitovska a pozitivné definitni matice ma kladna vlastni ¢isla A\, > A\,_1 >
--+ > )X > 0. A toiv pripadé, ze matice A je komplexni.
Definujme si ¢islo podminénosti matice A vztahem

max; \; Ay
mini /\1 )\1 ‘

K(A) =

Vzdy plati K(A) > 1.
Zavedeme si déle normu (energetickou normu) predpisem

|z||a = Vat Ax.
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Véta 3.15 Necht A je hermitovskd pozitivné definitni matice a z° je pocdtecni aproxi-
mace presného reseni x* soustavy Ax = b. Pak pro algoritmus MSG plati odhad

K(A) -1
o —atla <2 (%) o = a0l

pro viechna k a kde K(A) je ¢islo podminénosti matice A.

3.15 Shrnuti

Zopakovali jsme si metody feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic. Spoleénym
rysem vSech uvadénych metod, t.j. Gaussovy a Jordanovy eliminacni metody, pouziti
inverzni matice i LU rozkladu je, ze po provedeni kone¢ného poctu kroku ziskame vysledek,
ktery je konecny, véetné piipadnych chyb. VSechny uvedené metody jsou pouzitelné pro
libovolnou tesitelnou soustavu.

Naproti tomu iteracni metody, se kterymi jsme se seznamili pozdéji, nam zarucuji
dosazeni vysledku pouze pro soustavy s matici koeficientu, ktera splnuje podminky kon-
vergence = nedaji se tedy pouzit vzdy. Pokud je vSak muzeme pouzit, tj. poku jsou splnény
podminky konvergence, potom se ptiblizime k pfesnému feseni s libovolnou presnosti.
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4 ReSeni rovnic.

4.1 TUvod

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenafe s numerickymi metodami feseni rovnic typu
flz,y)=0.

Zacneme seznamenim se startovacimi metodami - grafickou, tabelovaci a metodou
puleni intervalu. Ukolem startovacich metod je dostatecné zuzit interval, na kterém hledame
reSeni.

Potom se budeme vénovat itera¢nim metodam. Ty ndm umozni se ptiblizit k hledanému
feseni s libovolnou presnosti, ale pouze tehdy, kdyz jsou splnény podminky konvergence
pro danou metodu.

Protoze budeme pozadovat splnéni konvergencnich podminek pouze na néjakém okoli
hledaného teSeni, bude pro nas vzdy vyhodné, pokud se dokazeme vhodnou startovaci
metodou piiblizit k feseni.

V aplikacich se casto vyskytuji algebraické rovnice, proto se jim budeme vénovat
samostatné na konci kapitoly.

4.2 Zakladni pojmy
Definice 4.1 Korenem rovnice f(x) =0 nazveme kazdé c¢islo o takové, Ze f(a) = 0.

Uvedeme si nékteré metody pro feseni rovnic obecné a specialni metody pro urcéeni
kotenu polynomu.

Pfi feSeni rovnic rozeznavame
a) piimé metody — napt. pro kvadratickou rovnici,
b) iteraéni metody — témi se budeme zabyvat.
Vzdy nas bude zajimat zde konverguji k spravnému feseni, za jakych podminek a jak
rychle.

Véta 4.1 Necht f(x) je spojitd na [a,b], f(a)f(b) < 0. Potom ezistuje aspori jedno o €
(a,b) takové, zZe f(a)=0.

Dikaz: Plyne z véty o stfedni hodnoté pro konkrétni hodnotu ¢ = 0. a

Véta 4.2 Necht f(x) je spojitd na [a,b], f(a)f(b) <0, f'(z) eristuje a neméni znaménko
Va € (a,b), potom je v (a,b) prdvé jeden koren rovnice f(x) = 0.

Dikaz: Jde o dusledek predchozi véty pro pripad ryze monotonni funkce. a

Piiklad 4.1 f(z) = x + €", tato funkce je spojitd pro vSechna x € R.
f(4+00) = +00, f(—00) = —00,
fllx)=14¢e*>0 VzeR = ezistuje pravé jeden redlny koren.

4.3 Startovaci metody

Vypocet muzeme podstatné urychlit, jestlize umime odhadnout, kde lezi kofen rovnice.
Pro priblizné stanoveni polohy kofene pouzivame startovaci metody.
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4.4 Grafickd metoda

1. Nakreslime si graf funkce f(z) a z néj muzeme odecist potiebné idaje.

2. Rovnici f(z) = 0 si upravime na tvar g(z) = h(x). Umime-li nakreslit grafy obou
téchto funkei, potom jejich pruseciky urcuji koteny.

Piiklad 4.2 22 — cosx = 0.

VYHODNOCEN{
1. Velmi neptesnd, ale velmi rychld metoda,

2. Pokud vénujeme grafu slusnou pozornost, je schopen provést separaci kofentt a mno-
hdy i napomoci pii urceni, zda viibec mé rovnice néjaky realny koten.

3. V grafu nejdiive volime méritko a az po té do néj zakreslujeme hodnoty fukce.

4. Zavery vzdy nutno oveérit vypoctem.

4.5 Tabelovani funkce

Na intervalu [a, b] si libovolné volime posloupnost zg = a < 21 < -+ < x,, = b a ur¢ime
prislusné funkénf hodnoty. Jestlize f(x) f(zx11) < 0, potom podle véty [4.1]lez{ v intervalu
[k, Tk11] aspon jeden kofen.

4.6 Metoda bisekce — pitleni intervalu

Necht f(z) je spojitd na [a,b], f(a)f(b) < 0. Sestrojime si posloupnost intervalu [a,b] =
InD L DL D ... Iy =lagby) D... Je-li f(ar—1)f(bk—1) < 0, potom |[ay, bx| bude ten
z intervalu [ag_1, S|, [Sk, bk—1], Sk = %(ak,l +br_1) v jehoz koncovych bodech m4 funkce f
opa¢na znaménka. Pokud neudélame chybu — t.j. pokud vylou¢ime chybu lidského faktoru,
tak bude koten « lezet v kazdém z intervalu [ag, by].

Posloupnost {ax} je neklesajici a shora omezend libovolnym z ¢isel b;. Posloupnost {by}
je nerostouci a zdola omezend kterymkoliv ¢islem ;. To znamend, ze kazdd z téchto

posloupnosti ma limitu. Déle plati

b—a
ok

by, — ar, =

a tedy

li —ay) = li = li = .
Jn e =) =00 = i ax = iy b = o

Pro odhad chyby méame

b—a b—a

a—al s = fe—al s =

VYHODNOCENT
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1. Konverguje pomalu.

2. Pokud v [a, b] lezi vice kotfent, uréime timto postupem jen jeden.
3. Jednoducha.

4. Prosty odhad chyby.

5. Nezalezi na vlastnostech funkce f.

4.7 TIteracni metody

Necht f je spojitd na [a, b], f(a)f(b) < 0, potom podle véty |4.1 existuje aspoii jedno a C

[a, b] takové, ze f(a) = 0. Sestrojime si posloupnost x1, s, ..., Tk, ... tak, ze klim T = Q.
— 00

Vypocet ukonéime bud’ v souladu s teoretickym odhadem chyby a nebo uzitim empirického
kritéria:
a) Je-li |xy — x| < € pro zadané € > 0.
Pokud mame pochybnosti, provedeme dalsi Setieni:
Je-li posloupnost {zy}52, rostouct a f(zy + ¢) f(xr) < 0, pak plati |z — o] < €.
Je-li posloupnost {zx}52; klesajici a f(xy —¢e)f(zx) < 0, pak plati |z —af < e.
b) Je-li |f(zx)| < d pro zvolené ¢ > 0.
POZOR: Takto brand podminka muze byt velmi osidna. Viz obrazek:
Jestlize bude 1hel ¢ velmi maly, potom i pro malé § je x,, vyrazné odlisné od a.

Definice 4.2 Rekneme, Ze funkce g(x) spliuje na [a, b] Lipschitzovu podminku s kon-
stantou k € [0, 1), jestlize

Vay, xo € [a,b] : |g(x1) — g(x2)| < Ek|lxy — 4.

Disledek 4.1 Jestlize g(I) C I = [a,b], potom je g kontrakce.

4.8 Metoda prosté iterace

Necht f je spojitd na [a, b], f(a)f(b) < 0. Rovnici f(x) = 0 si upravime na tvar z = g(z).
POZOR: [jprava nemusi byt jednoznacna, vétsinou ji lze provést vice zpusoby.
Priklad 4.3
P —20+7=0 = z=(2*+7)/2,
x=+2x -1,
r= (22 —7)/2?%

x=+/(2e —7)/x.

I5R.0.S.Lipschitz (1832 — 1903) némecky matematik. Zabyval se teorii &fsel, diferencidlnimi
rovnicemi, geometrii, teorii fad.
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X a

Obrazek 4.1: Problém malého thlu ¢

Véta 4.3 Necht Vo € I = [a,b] je g(x) C I, g(x) spliiuje na I Lipschitzovu podminku
s konstantou k € [0,1). Potom md rovnice x = g(x) v I prdvé jedno Teseni o a posloupnost
{z,}00, definovand predpisem x,.1 = g(x,) k nému konverguje pro libovolny pocdtek
x1 € I. Pro odhad chyby plati

n—1

|z, —a| <

—1—-k

|ZL‘1 — ZE2|.

Dikaz: Metrika je d(z,y) = |z—y| a vzhledem k nf je (1, d) tiplnym metrickym prostorem.
A tedy jsou splnény vSechny podminky Banachovy véty o pevném bodé. Jako jeji dusledek
dostaneme zbytek dukazu. O

Disledek 4.2 Necht pro viechna x € I plati

1) ezistuje g'(x),
2) majx|g'(x)\ <k<1.
Tre

Pak g(x) spliuje na I Lipschitzovu podminku.
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Dikaz: Plyne z véty o stfedni hodnoté. O
Lipschitzova podminka se obtizné provéruje. Dusledek se provéruje 1épe a rychleji.
Provedené zuzeni tiidy pouzitelnych funkci neni podstatné.

Dusledek 4.3 Méjme rovnice f(x) = 0 upravenou na tvar x = g(x), potom:

a) Jestlize v = g(x),g(I) C I aVx € I:|¢(x)| > 1, potom prejdeme k inverzni funkci
g™t =h a mdme x = h(x), |l (z)| < 1.

b) Vidy must platit |¢'(x)| < k < 1. Derivace g se nemaze libovolné priblizovat k 1.
c) Jestlize —1 < g’ <0, pak koten lezi mezi dvéma po sobé jdoucimi aprozimacems.

d) Pro odhad dosaZené presnosti plati pro konvergentni posloupnosti

k
|z, — ] < ——|x, — xpq].

1—k

e) Necht jsou splnény predpoklady véty . Jestlize pro nekteré k plati xy & I, potom
jgsme udelali nekde chybu a je nutno provérit vypocet.

4.9 Metoda regula falsi

Necht f(z) je spojitd na [a,b], f(a)f(b) < 0. Spojime body (a, f(a)), (b, f(b)) piimkou.
Jeji prusecik s osou z je bod (s,0),

b—a b—a
T @Y T T R @

a) Jestlize f(a)f(s) < 0, potom polozime a := a,b := s.

b) Jestli§e f(b)f(s) < 0, potom polozime a := s,b := b.
Vypocet opakujeme pokud nedosdhneme pozadované piresnosti.
VYHODNOCENT:

1. Metoda regula falsi je vzdy konvergentni.

2. Muze byt efektivnéjsi nez metoda puleni intervalu.

3. Je jednoducha. Neklade prilisné naroky na separaci kotent.
4. Urci vzdy jen jeden koten.

5. Konvergence je vsak obvykle dosti pomalé.

6. Neplati odhad |o — x,| < K |2, — zp_1].
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4.10 Metoda secen

Jde o variantou metody regula falsi .

Necht f je spojitd na [a,b], f(a)f(b) < 0, f”(z) neméni na [a,b] znaménko, neboli f(z)
je na celém intervalu bud konvexni a nebo konkdvni, a mé tedy na intervalu (a, b) prave
jeden koten. Pak pro

a) sign f(a) = sign f"(z) je

b) sign f(a) # sign f"(x) je

Tntl = Tp — mf(%n), Ir1 = Q.

Obrazek 4.2: Geometricky smysl metody secen

V obou pripadech jde o jednostrannou konvergenci.
POZOR: Zalezi na tom, z kterého bodu zacnete provadét iterace.
VYHODNOCENT:

1.

2.

Metoda secen je vzdy konvergentni.

Je efektivnéjsi nez metoda pileni intervalu.

. Konvergence je vSak obvykle dosti pomalé.
. Predpokladem konvergence je pouze jeden prosty koten na intervalu I.

. Neplati odhad |a — z,| < K |z, — x,_1].
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4.11 Priklady na procviceni

S presnosti € najdéte na intervalu < a,b > kofen rovnice f(x) = 0, kde:
Piiklad 4.4 f(z) =e® —sinx — %, a=0,b=1,e=0,01

Piiklad 4.5 f(z) =e2 —22—1,a=0,1,b=1,1, ¢ = 0,01

Uprava zadani: Reste tutéz dlohu s tous presnosti na intervalu < 0,5;1,5 >.
ijrava zadani: Reste tutés dlohu s tous presnosti na intervalu < 0,5;1 >.

Otazka: Lze zvolit interval s krajnim bodem x = 0¢

Piiklad 4.6 f(z) =sinf —2* a=0,2,b=1,2,¢=0,01

Otazka: Bylo by mozné volit za vijchozi interval jeden z intervalu < —0,5;0,5 >, resp.
< 0;0,5 >7 Vypocet by jisté probihal rychleji, protoZe hledany koten lezi velmi blizko
bodu x = 0, 5.

Piiklad 4.7 f(z) =e2cosz—1,a=0,5,b=1,¢=0,01

Piiklad 4.8 f(z) =e"sinx — %, a=0,b=1,¢=0,01

[jprava zadani: Najdéte koren s touz presnosti na intervalu < 0;0,5 >.

Piiklad 4.9 f(z) =e” —z—%,a=0,b=1,¢=0,01

ijrava zadani: Najdéte koren s touz presnosti na intervalu < 0,5;1,5 >

Otazka: Jak je moziné, Ze se vysledky tak vijrazné lisi?

Priklad 4.10 f(z) =xsinz +cosz —22% a=0,b=1, ¢ = 0,01

Priklad 4.11 f(z) = zcosz —a?sinz —a2®>+ %, a =—1,5,b=—0,5, ¢ = 0,01

[jprava zadani: Reste tutéz tlohu s tou? presnosti na intervalu < —2; —1 >,

Priklad 4.12 f(z) = xsinz —x?cosz — 23+ 1,a=0,2,b=1,2, ¢ = 0,01

Priklad 4.13 f(z) =23 —2> -2 +e*—2,a=0,5,b=1,5¢=0,01

ijrava zadani: Reste tutés dlohu s tous presnosti na intervalu < 0;2 >.

Piiklad 4.14 f(z) = -2~ —1,a=0,5,b= 1,5, ¢=0,01
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4.12 Metoda tecen

Casto se metoda tecen oznacuje jeko Newtonoval'S| metoda.

Necht rovnice f(z) = 0 md jednoduchy redlny kofen a na intervalu I = |[a,b)].
Predpokladejme, ze existuji na I nenulové derivace f(z). Potom je mozno rozvinout f
do Taylorovyﬂ fady v okoli libovolného bodu xq € I.

F(a) = Fa0) + (o) — o) + 5 " mo) (& — 7o) + ..

Nyni v rovnici f(z) = 0 nahradime funkeci f(z) prvnimi dvéma ¢leny Taylorova rozvoje
(t.j. provedeme linearizaci)

F (o) + f' ()& — ) = 0

a urc¢ime kofen x; této rovnice

1 =To— f(o) :
(o)
V okoli bodu z; muzeme zase rovnici f(xz) = 0 aproximovat linedrni ¢dsti Taylorova
rozvoje
fla) + fl(@) (@ = 21) =0
s kofenem

_ f(=)
f(x1)’

stejnym spusobem pak muzeme pokracovat dale. Dostaneme tak posloupnost

I =T )
n

To = T

=0,1,...

Véta 4.4 Necht f(z) je definovand a spojitd na I, f(a)f(b) <0, f'(z) #0Vz € I, f'(z)
nemeni znaménko na I, potom iteracni proces

T )
n

=0,1,...

konverguje pro libovolné xoy € I pro néz plati f(xzo) f"(xo) > 0.
Bez dukazu.
Véta 4.5 Necht plati predpoklady véty a dale

f(a) f(b)
f'(a) f'(b)

potom Newtonova metoda konverguje pro libovolné xy € 1.

<b-—a, <b-—a,

6. Newton — (1642 — 1727) anglicky matematik, fyzik, astronom, optik a filosof. Jeden z nejvétsich
svétovéch védcu vech dob. Prakticky soucasné s Leibnizem a nezavisle na ném vybudoval diferencidlni
a integralni pocet. Vyznamné jsou i jeho prace z algebry, teorie fad, numerické matematiky, a j.

1"B.Taylor (1685 — 1737) anglicky matematik,vénoval se matematické analyze, teorii fad, matematické
fyzice — polozil zdklady matematického popisu kmitajici struny
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i)
a ¥ }{1\ }{2\ ng

Obrazek 4.3: Geometricky smysl metody tecen

Bez dukazu.
Pro odhad chyby plati:
Necht m; = min | f'(z)|, My = max |f”(x)| pro x € I, potom

M,
|O[ - xn| S %(l‘n - xn—1>2~
1

Tento odhad plyne z Taylorova rozvoje:
My 9
— < —= — X
oo — x| < v (v — )

Je-li tedy 2]\4721(@ —10)? <k < 1, potom Newtonova metoda konverguje a to velmi rychle.
VYHODNOCENT:

1. Jestlize derivaci nahradime diferenci, dostaneme metodu secen.
2. Konverguje dostatecné rychle.
3. Podminkou konvergence je u Newtonovy metody jednoduchy koten «.

4. V piipadé vicendsobnych kofenu je f’(a) = 0 a tedy iteracni vztah neni v tomto
bodé definovédn a nejsou splnény podminky veéty [4.4]

5. f(zo)f"(x9) > 0 je podminka postacujici, ne nutna. Ale pfi jejim nesplnéni muzeme
dojit ke sporu, kdy hodnota x; bude lezet mimo interval I.
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X4 — X

Obrazek 4.4: Problém u metody tecen

Priiklad 4.15 Najdéte kladny koten rovnice sinx — g =0.

- i
Reseni: Grafickou metodou odhadneme, ze koten lezi v intervalu <§,7r>. Pro pouziti
Newtonovy metody mame
, x
f(x) =sinx — =,

2
f'(z) = cosz — %,
f"(x) = —sinw.

V tomto ptfipadé muzeme pouzit obou krajnich bodu a dojdeme k cili:
T

To | T 5

21 | 2.09440 | 2.0

T2 | 1.91322 | 1.9010
23 | 1.89567 | 1.89551
x4 | 1.89549 | 1, 89549

4.13 Modifikovana Newtonova metoda

Kazdy krok Newtonovy metody vyzaduje vypocet funkéni hodnoty f(z) a derivace f'(x)
v bodé z,. Naroény a problematicky muze byt zejména vypocet derivace. Jestlize se
derivace podstatné neméni, tak je mozno pouzit nasledujici tvar itera¢niho vzorce:

Tp+1 = Tp — f/(mo) =Tp —

Jestlize f(x) je polynomem, tak pii kazdém kroku usetiime skoro polovinu operaci.
POZOR:

,c= f'(z0),n=0,1,...
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e

Obrazek 4.5: Geometricky smysl modifikované metody tecen

1. Dochazi zde ke spomaleni konvergence.

2. Stoji za to si predem poradné provérit podminky konvergence — mame potom
zaruceno, ze se dostaneme k cili.

Existuji i dalsi modifikace, napt. ze se derivace pocita v kazdém druhém, kazdém desatém
kroku, atd.

Pokud pfi rozvoji do Taylorovy fady pouzijeme pro druhou derivaci jeji aproximaci
interpola¢nim polynomem, dostaneme dalsi modifikaci Newtonovy metody. Itera¢ni proces
ma potom tvar

kde

hi =T — Xj—1-
Vzorec je tadu 3.

Piiklad 4.16 Resme touto metodou stejnou tilohu jako v prikladu .
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= . C g T
ResSeni: Vezmeme si pocatecni hodnoty xy = 7w, x5 = — a dostaneme

Ty T

™
) 5
x3 1.78659
ry 1.89414
x5 1.89549

Jde o vyrazné zlepSseni Newtonovy metodu, které je ale zaplaceno tim, ze potiebuje 2
vychozi hodnoty.

4.14 Priklady na procviceni

Modifikovanou Newtonovou metodou najdéte s presnosti € kofen rovnice f(z) = 0.
Pocatecni aproximaci volte, jak je uvedeno; pozadavkem najit koren s presnosti € rozumime
pozadavek zastavit vypocet, pokud se nasledujici dvé aproximace lisi o méné nez €.

Piiklad 4.17 f(z) = e* —sinz — %, xo=1,e=0,01

Uprava zadani: Reste tutéz ulohu s touz presnosti, avsak za poc¢dtecni aprorimaci zvolte
To = 0, 5.

Piiklad 4.18 f(z) =e2 — 2?2 -1, 290=1, ¢ = 0,01

Otazka: Kdyz srovndte ziskany vysledek s vysledkem ziskangm pomoci metody secen (x =
5742 pro interval < 0,1;1,1 >, resp. x = 0,5682 pro interval < 0,5;1,5 >), je vidét,
Ze se pomérneé znacné odlisuje. Jak je to mozné?

Piiklad 4.19 f(z) =sin% —a* zo=1,e=0,01

Uprava zadani: Reste tutéz ulohu s touz presnosti, avsak za pocdtecni aprorimaci zvolte
Ty = O, 5.

Uprava zadani: Reste tutéz ulohu s touz presnosti, avsak za pocdtecni aprorimaci zvolte
To = 1, 5.

Otazka: Lze zvolit za pocdtecni aproximaci néktery z bodu xg = 0,4, xg = 0,2, xg =
—0,27

Pi#iklad 4.20 f(z) =e2cosz —1, 29 =1,=0,01

Uprava zadani: Reste tutéz ulohu s touz presnosti, avsak za pocdtecni aprorimaci zvolte
Ty = 1, 5.

U‘prava zadani: Pokud tesime tutéZ ulohu metodou secen, zjistime, Ze koren s danou
presnosti je x = 0,86. Pri modifikované Newtonové metodé a volbé pocdtecni aprox-
mmace xg = 1 jsme také ziskali koren x = 0,86. Pri volbé xo = 1,5 najdeéte dalsi
aproximace, dokud nebude x = 0, 86.



Moderni numerické metody 55

Piiklad 4.21 f(z) =e"sinz — %, 19 =1,5, £ =0,01

Uprava zadani: Reste tutéz ulohu s touz presnosti, avsak za pocdtecni aprorimaci zvolte
To = 1.

Uprava zadani: Reste tutéz ulohu s touZ presnosti, avsak za pocédtecni aprorimaci zvolte
To = O, 5.

Piiklad 4.22 f(z) =e2, 20=1,¢=0,01

Uprava zadani: Reste tutéz ilohu s touz presnosti, avsak za pocdtecni aprorimaci zvolte
Ty = ]., 5.

Uprava zadani: Reste tutéz ulohu s touz presnosti, avsak za pocdtecni aprorimaci zvolte
o = 2.

Priklad 4.23 f(z) = xsinz +cosx —22%, 19 =1, € = 0,01

Uprava zadani: Reste tutéz ulohu s touZ presnosti, avsak za pocédtecni aprorimaci zvolte
Ty = 1, 5.

Priklad 4.24 f(r) =xcosz — x?sinz — 22 + %, x90=—1,5,e=0,01

Uprava zadani: Reste tutéz ulohu s touz presnosti, avsak za pocdtecni aprorimaci zvolte
To = —1.

Priklad 4.25 f(z) =xsinz —a?cosxz — 23+ 1, 1 =0, ¢ = 0,01

Uprava zadani: Reste tutéz ulohu s touz presnosti, avsak za pocdtecni aprorimaci zvolte
o = 1.

Priklad 4.26 f(x) =23 —2> -2 —¢%, 29=1,5, £ =0,01

Uprava zadani: Reste tutéz ulohu s touz presnosti, avsak za pocdtecni aprorimaci zvolte
To = 2.

Pifklad 4.27 f(z) = 2= +1, 29=1,e=0,01

Uprava zadani: Reste tutéz ulohu s touz presnosti, avsak za poc¢dtecni aprorimaci zvolte
Ty = 1, 5.

ijrava zadani: Zvolte pocatecni aprozimaci tak, aby bylo mozné najit koren.
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4.15 Newtonova metoda pro komplexni koreny

Necht f(z) je komplexni funkce, kterd je analytickd v okoli jejiho isolovaného nulového
bodu w = a + i, f(w) = 0. Potom stejné jako v piipadé redlnych kofenu si odvodime
z Taylorovy fady

f(zn)

Z’Vl+1 = Zn - f/(Z )
n

Véta 4.6 Je-li f(z) analytickd v uzavieném okoli bodu zy o poloméru R a jestlize ¥z :
|z — 20| < R plati

1
- g <4
f(20) R
> f'(20) =P=y
3. () < C,
4. ABC = p < 1.

Potom md rovnice f(z) =0 jedinny koren w v oblasti |z — zy| < R a iteraéni proces

T T )
n

konverguje k tomuto korenu.

=0,1,...

Bez dukazu.
POZOR: Jestlize chceme najit komplexni kofen, musime volit jako zy komplexni ¢islo.
Jinak se budeme pohybovat v oboru R.

4.16 Kombinovana metoda sec¢en a tecen

Metoda secen i teCen konverguji jednostrané. Konvergence se muze podstatné urychlit,
jestlize pouzijeme obé metody soucasné. Potom budou aproximace konvergovat k feseni
z obou stran. Pfitom se vyhneme problémum s nevhodnou konvergenci u jedné z metod
pro specialni pripady, kdy funkce protind osu x pod nevhodnym thlem.

Véta 4.7 Necht jsou splnény predpoklady véty @ Oznacme ag ten z bodi a,b pro ktery
plati f(ag) f"(ap) > 0, druhy oznacme by. Potom posloupnosti {ax}32 1, {bx}2, konvergugi
k reseni a rovnice f(x) =0, t.j. klim ap = klim b, = «, kde

Ak+1 = A — flar)
+ f,(ak)7

by = b f(ag41) — a1 f(br)
" flagsr) — for) 7

k=0,1,2,...
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Dukaz: Provérkou. O
VYHODNOCENT:

1. Metoda ma stejné vyhody jako metody tecen a secen.
2. Koren vzdy lezi mezi prvky ag, by pro libovolné k.
3. Lze snaze odhadnout chybu.

4. Jde o oboustrannou konvergenci.

Obrazek 4.6: Geometricky smysl kombinované metody secen a tecen

4.17 Priklady na procviceni

Kombinovanou metodou tecen a seCen najdéte na intervalu < a,b > s presnosti € kofen
rovnice f(z) = 0. Pozadavkem najit koten s presnosti € rozumime pozadavek zastavit
vypocet, pokud pro néjaké k € N plati, ze |ay — bg| < e.

Vsechny vysledky srovnejte s vysledky ziskanymi pomoci metody se¢en a modifikované
Newtonovy metody. Cislovani piikladu si odpovida.

Priklad 4.28 f(x) =e” —sinx — %, a=0,b=1,e=0,01

Piiklad 4.29 f(z) =ez —22—1,a=0,1,b=1,1, ¢ =0,01

Piiklad 4.30 f(z) =sin%—2? a=0,2,b=1,2, ¢ =0,01

Piiklad 4.31 f(z) =e2cosz—1,a=0,5b=1,¢=0,01
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Piiklad 4.32 f(z) =e“sinz—1,a=0,b=1,e=0,01

Piiklad 4.33 f(z)=¢” —2—%,a=0,b=1,¢=0,01

Priklad 4.34 f(z) =xsinz +cosx —22%, a=0,b=1,¢=0,01

Priklad 4.35 f(r) = xcosz — a’sine —a® + :, a = —1,5, b= —0,5, e = 0,01
Priklad 4.36 f(x) =zsinz —x%cosx —a°+1,a=0,2,b=1,2, ¢ =0,01

Priklad 4.37 f(x) =23 — 2> —x +exp(x) —2,a=10,5,b=1,5, =0,01

4.18 RA&d metody

Pti numerickém feseni rovnice f(x) = 0 (a to i na pocitaci) je rada ¢innosti, které

v o2

korenu, vybér metody, ovéreni splnitelnosti predpokladu, volba pocatecni aproximace,
odhad chyby, ...

Definice 4.3 Iteracni proces x,+1 = @(x,) je r-tého Fadu v bodé o, jestlize plati:

pla) = a,
Pla)=¢" (@)= =" D(a) =0,
o (a) #0.

Necht jsou derivace ¢ do fddu r véetné spojité v okoli bodu a. Potom podle Taylorova
vzorce mame

¥'(a) (@) PV (a) 1, #7(E) .
p(r) = pla)+—=(r—a)+—; (z—a)®+- - A+ (#—a) "+ —(r—a)", £ € (z,a),
1! 2! (r—1)! 7!
coz si muzeme podle definice [4.3] piepsat na tvar
(r)
() .
o) = pl0) + 2z~ )
a protoze p(a) = «a, p(x,) = r,11 Mame
(r)
xn+1 = + 90 ('gn)( n — a)r’
r!
kde &, lezi mezi x,, a o a zavisi na x,,.
Absolutni chyba aproximace x, 1 je tedy
(r)
a — anrl — _90 (5”) (xn _ Od)r

rl
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a tedy mame odhad

) |

la — 11| < K|(z, — @)"|, K =sup o

Konstanta K se nazyva asymptotickd konstanta chyby.

( lim M =K #0 jind deﬁnice)

k—+oo |Tp — al”

Cim je r vétsi, tim rychleji ndm iteracni proces konverguje.

Metoda prosté iterace je radu 1.

Metoda secen je fadu %5 ~ 1.618.

Metoda tecen je fadu 2.

Dokonce i varianta Newtonovy metody pro nasobné koreny je v bodé a tadu 2.
Varianta Newtonovy metody s 2. derivaci je fadu 3.

Véta 4.8 Necht « je p-ndsobnym korenem rovnice f(x) = 0. Potom

TR 7 (€2
je v okoli bodu o Tadu 2.
Diikaz: Podle predpokladii je f(a) = f'(a) = --- = f*V(a) =0, fP(a) # 0. Tim se
v Taylorové rozvoji anuluji prvni ¢leny a my mame
®) (o

fa) =y
oznacme si A = % a potom mame

A(x, —a)P + ... 1+...

T+l = Tn — pAlz af & =Ty — (Tn — @) i =

pA(z, —a)p~t 4+ ... 1+...
=z, — (z, — a)R(z),

kde R(a) = 1. Ozna¢me @(z) =z — ’J’f,c((af)) Potom

p(a) = a, ¢'(x) =1 = R(z) — (r — a)R(z),

takze ¢'(a) = 0, ale obecné je ¢”(a) # 0 a tedy je to metoda 2. Fadu. O
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4.19 Algebraické rovnice
Definice 4.4 Algebraickd rovnice je vyraz tvaru P,(x) =0, kde

Py(z) = anz™ + ap12"t + - dax +ag, a, #0, neN.

Pro urceni kotentu algebraické rovnice muzeme pouzit vSechny predchozi metody. Alge-
braické rovnice se vSak vyskytuji velmi casto v nejruznéjsich aplikacich a maji své vlastni
specifické vlastnosti. Proto se jimi budeme zabyvat zvIast.

Véta 4.9 O poloze korent.
Meéjme rovnici P,(x) = 0. Oznacme

A = max{|a,_1|, |an—2|,---,laol}, B = max{|a,|,|an_1|,-..,|a1|},

potom pro koreny xy polynomu P,(x) plati

Bez dukazu.

Piiklad 4.38 Odhadnout polohu koreni pro rovnici
Ps(7) = 2% + 1012° + 4252* — 4252 — 101z — 1 = 0.

Mame A = 425, B = 425 a dosazenim dostaneme

1 1zl 14425
x
1+425 = "M =""1 7
1 < |ag| < 426
426 = R =2
Presné reseni v tomto pripadé je
Ty = 1 T4 = —0.241
To=—1 x5 = —4.143

x3 = —0.0104 1z = —96.601
a vsechny koreny lezi v ndmi urceném intervalu.

Véta 4.10 Cauchyova o poloze kofenii.
Vsechny koteny polynomu P,(z) jsou obsaZeny v kruhu I' v komplezni roviné, kde

F={ze€C:|z| <1+mn}

Qg

G,

= max
K 0<k<n—1

Bez dukazu.
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Véta 4.11 Descartesova [

Pocet kladnyjch koteni rovnice P,(x) = 0 je roven poctu znaménkovijch zmén v posloup-
nosti koeficientt a,, a,_1,. .., a1, ay, pricemz nulové koeficienty jsou vynechdny, a nebo je
o sudy pocet menst.

Bez dukazu.

Piiklad 4.39 Polynom s kladnymi koeficienty nemizZe mit Zadné kladné koteny, protoZe
v posloupnosti jeho koeficientu neni Zidnd znaménkovd zmeéna.

Dusledek 4.4 Pocet zdporngch korenu dostaneme z Descartesovy véty, kdyz misto poly-
nomu P,(x) vezmeme P,(—x).

Piiklad 4.40 Odhadnout pocet kladnijch a zaporniych koteni pro rovnici
Ps(r) = 2% 4+ 1012° + 4252* — 4252% — 101z — 1 = 0.

V' posloupnosti {1,101,425, —425, —101, —1} je pouze jedna znaménkovd zména a proto
bude mit tento polynom pouze jeden kladny koren. Pro zdporné koreny mdme

Ps(—) = 2% — 1012° + 4252* — 4252% + 101z — 1 = 0.

V' posloupnosti {1,—101,425, —425,101, —1} je pét znaménkovych zmén a proto tento
polynom muze mit pét zdpornijch koreni a nebo tii a nebo jen jeden.

Jde o stejny polynom jako v prikladu a proto vime, ze nas polynom ma pét zapornych
koten.

Definice 4.5 Sturmovozmposloupnostz” pro polynom P,(x) nazveme posloupnost
M(z), My(x),..., M. (x), kde

M(z) = P,(x),

My(x) = M'(x),

Ms(x) je zbytek po déleni M (x) : My(x) ndsobeny cislem (—1),

M;(x) je zbytek po déleni My(x) : My(z) nasobeny cislem (—1),

atd.

M, (x) je zbytek po déleni M, _o(x) : M,_1(x) ndsobeny cislem (—1),

pricemsz zbytek M, 1(x) po déleni M,_1(z) : M.(z) je nulovy.

Véta 4.12 Sturmova.

Oznacme N (c) pocet znaménkovijch zmén ve Sturmové posloupnosti pro x = ¢, pricemz
nulové proky vynechdame. Jestlize polynom P, (x) nemd ndsobné koteny a jestlize je P,(a) #
0, P,(b) # 0, potom pocet redlngch korent tohoto polynomu leZicich v intervalu (a,b) je

roven N(a) — N(b).

18R.Descartes (1596 — 1650) francouzsky matematik, filosof, fyzik,fyziolog. Jeden ze zakladatelit mod-
erni védy. Hlavni vyznam ma jeho zavedeni analytické geometrie. Pravdépodobné se ztucastnil bitvy na
Bilé hote na strané cisarskych.

19J.Ch.F.Sturm (1803 — 1855) francouzsko-§vycarsky matematik. Zabyval se predevsim difer-
encialnimi rovnicemi.
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Bez dukazu.

Piiklad 4.41 Méjme rovnici v* — 4x +1 = 0, potom

M(z) = 2* — 4z + 1,

M(x) = 42® — 4 = My (z) = 2% — 1,

Vzidy deélime polynom polynomem, muzZeme jej proto i vyndsobit kladnym cislem, tim se
ovlivni pouze velikost a ne znaménko.

My(z) =3z — 1,
Potom mame
—oo 0 +oo0
M |+ + +
My | + + +
Nl 2 2 0
Pocet zdpornych korent je N(—o00) — (0) —-2=0.
Pocet kladnijch korent je N(0) — N(+o00) =2 —0=2.
Presné resent je
r1 = 0.250992157490491,
ry = 1.4933585565601,
x34 = —0.872175357025343 £ ¢1.38103159782422

Po dosazeni do rovnice dostaneme chybu vdadové 1071,

Poznamka 4.1 Pripomenme si, jak se déli polynomy. Délime mezi sebou pruni cleny
polynomii - v nasem pripadé délime proni célen, tj. x* élenem x3 a dostaneme

vt —dr+1:2° —1=a+7
Nyni prvkem x vyndsobime délénce a odecteme od délitele
t—dr+1—-(*-1) - v=2'-da+1-2"—2=-32+1.

Protoze stupen wvisledného polynomu je mensi jak stupen délitele, ukoncujeme vypocet.
Pokd by byl stupen vysledku vétsi nebo roven stupni délitele, pokracujeme ve vipoctu
stejnym zpusobem = délime pruni ¢leny polynomu mezi sebou a ... TakZe jsme dostali

ot —dr+1:2%—1=uw, zbytek —3z+1
a nebo, jiny zdpis
ot —dr+1 —3r+1

3 —1 -7 3 —1

Ve Sturmové vété pozadujeme, aby P,(x) mél pouze prosté kotreny.
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Veéta 4.13 Jestlize pro posledni ¢len Sturmovy posloupnosti plati M, = const., pak md
P,(x) pouze prosté koreny.

Diuikaz: Necht P,(z) mé i ndsobné kofeny, zapiSeme si polynom P,(z) ve tvaru soucinu
korenovych ¢initelt

P,(x) = ap(x — x1)" (2 — xz)kQ co(z— L

kde 1, xg, . .., T, jsou navzajem ruzné koreny P,(x) a kq, ko, . . ., kp, jsou jejich nasobnosti.
Potom
Pl(2) = aplki(z — )" 7o — 20)™ (2 — )+

(2 — 2 ky(z — )2 (2 — )P

(o —2)" (2 — 22) k(T — 2) Y] =

= ap(z — 2o —20) 2 (1 — ay)
Jki(z—m2) (=) (x—21) ko (@—23) . .. (T—2p) 4 - A (z—21) (T—22) . .. (T L) o]
= R(z)Q(x),

kde Q(zy) #0Vk =1,2,...,m. Polynom R(z) je nejvétsim spolecnym délitelem P, (z) a
P/ (x). Urcime jej Eukleidovymm algoritmem. Potom

Pn(@
R(x)

=(r—m)(r—23)...(x — )

ma pouze prosté koreny. Kdyz si uvédomime, ze Sturmova posloupnost je shodné s Eu-
kleidovym algoritmem (pro polymomy P,(x) a P!(z)) s presnosti do znaménka, mame
dukaz véty. O

Dusledek 4.5 Je-li a korenem P,(x) a P, (a) =0, pak je o ndsobngm korenem.
Je-li a korenem P,(x) a je-li P!(«) # 0, pak je a prostym korenem.

4.20 Priklady na procviceni

U kazdé z nasledujicich rovnic urcéete horni a dolni odhad absolutni hodnoty kotfenti, pocet
kladnych a zépornych kofenu (pomoci Descartovy véty), sestrojte Sturmovu posloupnost
a podle Sturmovy véty urcete pocet kotent lezicich na intervalech (—oo, —10), (—10, 10),
(10, 00). Déle metodou Graeff-Lobacevského uréete absolutni hodnoty redlnych kofentu
této rovnice (vychdzejte z P?(x)).

Priklad 4.42 2* — 82°% + T2% + 362 — 36 = 0

2Eukleides z Alexandrie (asi 340 pi.nl. — asi 278 pi.n.l) Starofecky matematik, autor
nejvyznamnéjsi matematické knihy celé dosavadni historie. Zabyval se geometrif,optikou,teorii hudby.
Jako jeden z prvnich se zacal zabyvat logickymi zdklady matematiky. Jeho hlavnim dilem je kniha
“Zaklady” (tecky “Stoicheia”), ktera byla skoro 2000 let uc¢ebnici matematiky a dodnes neztratila svoji
dulezitost. Obsahuje planimetrii, stereometrii, geometrickou algebru, feseni kvadratickych rovnic, teorii
¢isel aj. Je to prvni pokus o axiomatickou vystavbu matematické teorie.
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Piiklad 4.43 25 + 112* — 1523 — 15522 + 1342 + 264 = 0
Piiklad 4.44 2° — 3z* — 52° + 152% + 42 — 12 =0
Piiklad 4.45 22 — 922 4202 — 12 =0

Piiklad 4.46 80z* — 16423 — 24022 + 132 +5=10
Piiklad 4.47 202* — 4823 — 38922 — 2882 + 36 =0
Priklad 4.48 2x* + 7023 + 29022 + 1602 + 48 = 0
Piiklad 4.49 23 + 922 — 3062 — 3240 = 0

Piiklad 4.50 256x* — 9623 — 19222 4 462 +21 =0
Piiklad 4.51 2° — 132* + 632% — 13922 + 1362 — 48 = 0

4.21 Metoda Laguerrova

Predpokladejme, ze koeficienty polynomu P, (z) jsou redlné a vSechny jeho kofeny jsou

realné a navic prosté. Sefadime si je podle velikosti. Necht plati oy < ag < -+ < .
Definujme si déle ag = —00, a1 = +00, a oznaéme I; = (a;, a;41), @ = 0,1,...,n.
Potom, pro kazdé a # «;, 7 = 0,1,...,n + 1, existuje pravé jedno i takové, ze plati
o< ]z

Sestrojime si nyni kvadratickou funkci, kterda bude mit oba koteny v I; a v bodé «
bude mit zdpornou hodnotu. Takovych funkei muzeme setrojit nekoneéné mnoho.

Hlavni myslenkou Laguerrovy metody je sestrojit takovou parabolu (grafem kvadrat-
ické funkce je parabola), kterd bude protinat osu x co nejblize koncum intervalu ;. Tim
dostavame iteracni posloupnost

ot = — n{?ﬂ(ak) , (4.1)
(Fn(a®) £/ H(a")

kde
H(a) = (n—1) ((n = 1)(Py(a))* = nPy(a) P (e)) .

Véta 4.14 Necht P je redlny polynom stupné n > 1, jehoZ vsechny kofeny jsou rediné
a navzdjem rizné. Necht oje poédteéni aprozimace a P(a®) # 0. Potom iteracéni pro-
ces , kde znaménko pred odmocninou volime rovné signP'(a*), vytvdri posloupnost
{a*12,, kterd konverguje monotonné a kubicky k nékterému z korenii polynomu P.

Je-li P'(a*) = 0, potom volime znaménko pred odmocninou v pruni iteraci libovolné.
Pritom P'(a*) #£0 prok =1,2,....

1
Piiklad 4.52 Méjme polynom P(x) = x <§x2 + a2> , a>0. Potom P(a) # 0. Jestlize

0

zvolime x° = a, potom budeme dostdvat

pSudé Cislo _ a, pliché cislo _ _

Ke konvergenci nam staci zvolit jinou pocatecni aprorimaci.
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4.22 Metoda Graeffova — Lobacevského

Metoda Graeffova — Lobacevskéhd?!| slouzi k piibliznému stanoven{ polohy viech kofenti
polynomu. Nulové koteny piitom piredem vyloucime, takze vsude déle predpokladame, ze
ago 7£ 0.

Zapisme si rozklad P, (z) na kofenové ¢initele

"+ ap "z ag = ap(z — 1) (0 —20) .. (T — 1y).

Jestlize nyni pravou stranu roznasobime, pak srovnanim koeficientu dostaneme tzv. Vi-
etovy@ vzorce.

Ay
. L= (@ Tot ),
Ap—2 2
i (—1)*(z122 + 2123 + -+ - + Tpo1Ty),
Q,
L (=1)™(z12223 . .. T4).
an

Princip Graeffovy-Lobacevského metody si ukédzeme na prikladu. Méjme kvadratickou
rovnici asz? + a1 + ag = 0, potom podle Vietovych vzorcii plati

451 ao
T+ 19 = i 1Ty = —. (42)
a2 5]

Jestlize se kofeny (v absolutni hodnoté) od sebe dostateéné lisi, t.j. x; > x5, potom

X2
— | K1,
X1
(431
potom 1+ Ty = ——,
a2
X2 ai
a1+ 2)y=-9
X1 ag
Zanedbanim druhého séitance dostaneme
a
TR ——.
a2

21 K.L.Graeffe (1799 — 1873) némecky matematik, zdk K.F.Gausse. Vénoval se algebte, teoretické
mechanice, historii matematiky. Metodu feSeni algebraické rovnice navrhnul v r.1837.

N.IL.Lobacevskij (1792 — 1856) rusky matematik. Vystudoval universitu v Kazani a cely zivot tam
pusobil. Do historie matematiky vesel jako tviurce neeukleidovské geometrie. Prvni prace jsou z r.1826.
Prestoze byl vystaven nevybiravym tdtokum a zustal prakticky nepochopen a osamocen, pokracoval
v rozvijeni své geometrie. Uznani se mu dostalo az posmrtné.

22F . Viete (1540 — 1603) francouzsky matematik a prdavnik. Jeho matematické prace byly psany
velmi tézkym jazykem a proto dlouho nevesly v obecnou znamost. Jako prvni zavedl oznacovani ne-
jen neznamych ale i koeficientt pismeny, pfitom pocdteéni pismena abecedy vyhradil pro koeficienty a
koncové pismena pro nezndmé. Rozlustil kéd, ktery pouzivali Spanélé ve vélce proti Francii.
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Dosazenim této hodnoty do rovnice

Qo

T1To = —

Qg

Qo

dostaneme To RS ——.
aq

Tyto hodnoty muzeme brat jako prvni priblizeni.
Umocnime (4.2)) a po upravé mame

2 2

a7y — 2agas a
2 i=21 77 22 =20
1 2 2 ) 1T2 2
a3 a3

Protoze zndme soucet a soucin kvadratti kofenti, muzeme si sestavit rovnici byy?+b1y+by =
0 s koteny y; = 23, y» = a3, kde

2 2 2
b2 = Ag, b1 = —<CL1 — 2@0&2), bo = Qg

Zcela analogicky muzeme urcit i jejich aproximace

b b
Yy =~ b27y2"\’ b17

51
21| ~ , |wa| &

< 1, tak ¢len

a odtud plyne, ze

w2
—2 bude jesté mensi a tedy aproximace bude lepsi.
:I/'l $1
O znaménku rozhodneme na zakladé dosazeni do puvodni rovnice. A muzeme pokracovat
dale.

Toto je v kostce zakladni princip G — L metody.

Pricemz jestlize je

Obecné checeme najit aproximaci kotenu zy, . . ., z,, rovnice P, () = a,2" +a, 12" ' +
c+ax+ay =0, a, # 0, pricemz predpokladame, ze kofeny tohoto polynomu jsou
dobfe rozlisitelné, t.j. |z1| > |z > -+ > |x,|. Vytvoiime si posloupnost polynomu

PO, PY,..., Pk ... kde

n n

k _ k—1\2 k=1 _k—1

Ap_1 = (an 1) 2an Ay 9,
k _ (k= k-1 _k—1 k—1 k 1
Ap_o = (an ) - 2an 1453 + 2a Ay
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A pro koreny pak plati

Vypocet zastavujeme, jestlize plati |a¥| ~ (a¥1)? Vi =0,1,2,...,n.
VYHODNOCENT:

1. Podminka dobré rozlisitelnosti koreni znamend, ze predpokldddme, ze P,(x) ma
pouze realné prosté koreny.

2. Jestlize se absolutni hodnoty kotenu lisi od sebe velmi malo, potom G — L metoda
konverguje velmi pomalu — nevyhoda této metody.

3. Nepozaduje se separace kotentu. Sta¢i odstranit nasobné, jako u Sturmovy véty.
4. Problematicka je i otazka presnosti.

5. Metoda nam uréi slusné priblizeni kotene, které je potom nutno spfesnit jinou
metodou.

Jestlize v posloupnosti {af},k = 1,2,...,i = 0,1,...,n dochdzi ke znaménkovym
zméndm, znamena to (ve vétdiné piipadu), ze polynom mé i komplexni kofeny.
Predpokladejme, ze

jon| > Jag| > -+ > Joi| = [aip] > [euge] > -+ > Janl,

a; = r(cosp +isiny),

a1 = r(cosp —isinp),

|ai| = |az| =7
Potom
7‘2 _ |Oéi’-|04i+1| oy 2k Zﬁfz 2k azgifl _ ok agfzfl
an—i+1 an—z an—i+1
a potom
Ap—1

ap+ay+ -+ ay = — )
Qn

Q; + Qi1 = 27 cos p,

n

an—1
2rcosp = — — E Q.-
a
n k=1,k=i,i+1

Zmame soucet a soucin korenu, aproximaci korenu pak ziskame resenim kvadratické rovnice

€2 — (2rcos p)é +1* =0,
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n

52—<—a21— > ak>£+2’“

k=1 k#i,i+1

k
Ap_i—1
k

Ap iy

= 0.

Opét je nutné pocitat s chybou a vysledek doiterovat jinou metodou.
Priiklad 4.53 Graeffovou-Lobacevského metodou urcete koreny rovnice
=42 +322+2:-6=0

Reseni: Mame polynom 4. stupné. Sestavime si odpovidajici posloupnost polynomi s
koeficienty a;, 1 =0, 1,2, 3, 4:

k| a4 as as aq Qg
0|1 -4 3 2 -6
111 -10 13 -40 36
211 -74 -559 -664 1296

3|1 1 -6594 218301 -1889824 1679616

Potom

/6594
|| ~ ¢ —— = 3.001882007.

Dosazenim do polynomu dostaneme
P4(3.001882007) ~ 0.0377,

P,(—3.001882007) ~ 204.44.

Proto za aproximaci prvniho kotene prijimame hodnotu +3.001882007. Dale

/1679616

= (0.9853682858.
1889824

|ao| &

Dosazenim do polynomu dostaneme
P,(0.9853682858) ~ —4.006,

Py(—0.9853682858) ~ —0.288.

Proto za aproximaci prvniho kotene pfijimame hodnotu —0.9853682858. V dalsich sloupcich
dochazi ke sttidani znamének, budeme proto hledat komplexni koteny:

1889824
2_ 8 ~ 2.028425455 ~
r \/ AE04 028425455 ~ |aay|,

2rcosp =4 — a; — ap = 1.983486276.

Urcéime si feSeni kvdratické rovnice
(2 — 1.983486276( + 2.028425455 = 0,

ag g = 0.991743139 £ 71.022289317.
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4.23 Metoda Schurova

Mé¢jme polynom
f(2) = anz" 4+ apn 12"+ -+ a1z + ag, (4.3)
ktery je obecné vzato komplexni. I kdyz metodu muzeme pouzit i pro realné polynomy.
Oznacme B
FE)=2"FE") =t + @z +- - +ap2",

kde u je ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu u. Dale

T (f(2)) = aof(2) — anf(2).

Specidlné plati
T(f(0)) = Goao — ag@n = |aol* — |an|?,
neboli T'(f(0)) je redlné ¢islo.

Protoze T'(f(z)) je polynomem stupné nejvyse n — 1, muzme si definovat posloupnost
polynomu

T (f(2)) = T (TP (£(2)))

které maji klesajici stupen a proto jde o kone¢nou posloupnost.

Véta 4.15 Oznacéme k nejmensi celé cislo, pro které plati T*(f(0)) = 0. Necht f(0) # 0.
Jestlize pro h : 0 < h < k plati,T"(f(0)) < 0, potom md polynom nejméné jeden koren
uvnitr jednotkového kruhu se stredem v pocdtku.

Je-li naopak T(f(0)) > 0 pro 1 < i < k a T*Y(f(2)) je konstanta, neleZi uvnity
jednotkového kruhu se stredem v pocdtku Zadny koren.

Na zakladé této véty plati:

1. Je-li f(0) =0, potom existuje koten z = 0.
Je-li f(0) # 0, potom jdeme na bod 2.

2. Vypocteme T'(f(2)). Je-li T'(f(0)) < 0 existuje uvnitt jednotkového kruhu koten.
Je-li T(f(z)) > 0 jdeme na bod 3.

3. Vypocitame postupné T7(f(z)) pro j = 1,2,...,, az bud T7(f(z)) < 0 pro n¢jaké
j < k, nebo T*(f(0)) = 0.
V prvnim ptipadélezi uvnitt jednotkového kruhu aspon jeden koten.
Nastane-li druhy pifpad a je-li polynom T#71(f(2)) konstantni, nelez{ uvniti jed-
notkového kruhu zadny koten.

Poznamka 4.2 Vsimnéte si, Ze je-li T*(f(0)) = 0 a T*"1(f(2)) neni konstanta, potom

veta (4.15) nerikd nic.



70

Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné

Ma-li polynom f(z) kofen uvniti kruhu |z| = p, potom mé polynom

9(z) = f(e2)

koren uvnitt jednotkového kruhu.

A obecné: mé-li f(z) kofen uvnitt kruhu |z — ¢| = p, mé polynom

9(z) = f(oz +¢)

kofen uvnitt jednotkového kruhu.

Pti hledani kotfene proto postupujeme nasledovneé:

1. Nemé-li polynom f(z) kofen uvniti jednotkového kruhu, budeme uvazovat polynom

g(z) = f(2z) a zkoumat, ma-li kofen uvniti jednotkového kruhu. Nemé-li, budeme
zkoumat polynom f(22z), atd. Budeme pokracovat az nalezneme mezikruz

R=2 <|z| <2 =2R, (4.4)
takové, ze polynom f ma kofen v tomto mezikruzi a soucasné nemé zadny koren

uvniti kruhu o poloméru R.

Ma-li polynom f(z) kofen uvniti jednotkového kruhu, potom budeme pulit polomert
tak dlouho, az dostaneme nerovnost typu (4.4). Opét tedy budeme mit mezikruzi,
ve kterém lezi kofen.

4
. Mezikruzi 1} lze uplné pokryt 8 prekryvajicimi se kruhy o poloméru gR a se

sttedy v bodec
SR 2mjk
—1 8 , k=0,1,...,7.

2cos =7
8

Postupné provérujeme jednotlivé kruhy, az nalezneme kruh, ve kterém lezi aspon
jeden koten.

. Oznacme stfed tohoto kruhu C; a pokrac¢ujeme jako v bodé 1. Pritom v kazdém

kruku pulime polomér. Zac¢iname od ER az dostaneme mezikruzi

4 : 4 A
R, = ER .27 < |Z — 01| < ER . 2_(]1_1) = 2R1,

které obsahuje kotfen polynomu f. Stejné jako v bodé 2 pokryjeme mezikruzi 8 kruhy.

Postup opakujeme pokud je tireba.

Priklad 4.54 Urcete koreny polynomu f(z) = 423 — 82% + 9z — 18.
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Reseni: Sestrojime si posloupnost polynomi:
f(2) = =182 + 92* — 82 + 4.

fi(2) = T(f(2)) = —18f(2) — 4f*(2) = 1082* — 130y + 308,
T(f(0)) =0,
fi(z) = 3082 — 130z + 108,
fo(2) = T(f1(2)) = T*(f(2)) = 308 f1(2) — 108f;(2) = 400(—65z + 208),
T?(f£(0)) = 83200,
f3(2) = 400(2082 — 65),
T(fa(2)) = T*(f(2)) = (208> - 65%) - 4007,
T°(2) = konstanta,

T%(f(0)) = 0.

Tim jsme prokézali, ze uvniti jednotkového kruhu nelezi zadny koten. Pro g(z) = f(2z2)
dostaneme

T(g(z)) = 700z — 700,

neboli
T(g(0)) = =700 <0

a proto mé f(z) kofen v mezikruzi 1 < |z| < 2. A muzeme pokracovat déle. Presné reseni
je

3
21 = —|—2, 22’3 = :|:§j

4.24 Shrnuti

Seznamili jsme se s numerickymi metodami feseni linearnich i nelinearnich rovnic. Po
uvodnim seznamenim se startovacimi metodami - grafickou, tabelovaci a metodou puleni
intervalu, jsme presli k iteracnim metodam ruznych typu.

Iteracni metody vyzaduji pro svoji konvergenci splnéni dalsich doplnujicich podminek,
bude pro nas vzdy vyhodné, pokud dokazeme vhodnou startovaci metodou zuzit interval,
na kterém hledame kofen nasi rovnice.

Seznamili jsme se s metodou prosté iterace, s metodami tecen a secen a s jejich mod-
ifikacemi.

V zavéru jsme se vénovali algebraickym rovnicim . Pfi feSeni algebraickych rovnic
muzeme pouzit vSechny diive uvedené metody, ale protoze algebraické rovnice maji i
své specifické vlastnosti, ketré muzeme vyuzit pti hledani kofentu, vénovali jsme se jim
samostatné.
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5 Vlastni ¢isla

5.1 Uvod

Budeme se vénovat vlasnim cislum a vlastnim vektorim matic. Definujeme si oba po-
jmy, ukazeme si jejich zakladni vlastnosti a seznamime se s vybranymi metodami jejich
numerického urceni.

Vlastni ¢isla matic hraji dulezitou tlohu napiiklad v teorii systému diferencialnich
rovnic.

5.2 Zakladni pojmy

Definice 5.1 Necht A je étvercovd matice vdadu n.Jeji vlastni ¢isla My, . . ., A\, jsou koFeny
rovnice
det(A— M) =0

zvané charakteristickd rovnice. Ke kazZdému vlastnimu cislu \; existuje aspon jedno nenulové
reseni soustavy rovnic Ax = \;x. Toto Teseni x;, kde x' = (xgl), 22), s ,xﬁ”)), nazveme
pravym vlastnim vektorem matice A.(Vsude v dalsim bude pojem vlastni vektor znacit
vyhradné pravy vlastni vektor.)Levy vlastni vektor vy, odpovidajici viastnimu éislu \; je
resenim rovnice y' A = Ny'. Levy vlastni vektor matice A je tedy vlastnim vektorem
transponované matice AT a snadno lze ukdzat , Ze odpovidd-li levy vlastni vektor Y
vlastnimu ¢islu A, a pravy vlastni vektor x; vlastnimu ¢islu \; a plati N\, # \; jsou vektory
Y, a x; ortogondlni.

(Ve vétsine déle uvedenych piikladu se budou vyskytovat redlné matice , budeme
predpokladat , pokud nebude feceno jinak , ze matice A je realnd. Mnohé véty budou
vsak platit i pro komplexni matice nebo budeme-li predpokladat symetrii , pro hermitovské
matice,jejich dukazy viz. [2])

Véta 5.1 Jsou-li \i, ..., \, vlastni ¢isla matice A , md matice Ay, vlastni éisla Ny, ... \F.
Obecnéji , je-li p(x) libovolny polynom , mda matice p(A) vlastni ¢isla

p(A1)s - p(An)-

Véta 5.2 Je-li matice A redlnd a symetrickd , jsou vsechna jeji vlastni ¢isla a véechny
prislusné vlastni vektory redlné. Kromé toho vlastni vektory prislusné ruznym vlastnim
cislum jsou ortogondlni a levy vlastni vektor a pravy vliastni vektor prislusné témuz vlastnimu
cislu jsou st rovny.

Véta 5.3 Podobnostni transformace P- A - P~' nemeénd vlastni ¢isla matice A.

Véta 5.4 (Cayley-Hamilton) Necht je f(\) = det(A — \I) = 0 charakteristickd
rovnice matice A . Pak plati f(A) = 0.

Véta 5.5 Viastni ¢isla horni (dolni) trojuhelnikové matice jsou proky na jeji diagondle.

Véta 5.6 Libovolnd matice A je podobnd diagondlni matici D prdvé tehdy , kdyz md
kompletni soubor n linedrné nezdvislych vlastnich vektor.
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5.3 Numerické metody pro hledani vlastnich ¢cisel

Podle zakladni definice vime , ze vlastni ¢isla dané matice jsou koteny jejtho charak-
teristického polynomu . Z algebraické teorie vime , Ze kofeny polynomu stupné n > 4
nemuzeme algebraicky (tj. pomoci operaci +, X, =, v/ vyjadfit ve tvaru vzorce. Proto se
obecné nedaji ziskat vlastni ¢isla presné ( az na zaokrouhlovaci chyby) po koneéném poétu
operaci . K feseni naseho problému muzeme ptistupovat vice zpusoby .

1. Pouzijeme-li libovolnou metodu na hledani kotenii charekteristického polynomu
p(A). Pro jednoduchy koten muzeme pouzit Newtonovu metodu

i1 = ci — plei)/p'(ci) 1=12,...

pri vhodné volbé pocatecni aproximace c¢q , metodu secen, metodu puleni intervalu
atd. Modifikovana Newtonova metoda se da pouzit i na hledani nasobnych kotenu.
V piipadé komplexné sdruzené dvojice kofenu muzeme pouzit napi. Bairstowovu
metodu. Hledani velkého poctu kofenu timto zpusobem je vSak dost narocné a
problém byva nestabilni.

2. Ziskani vlastnich cisel bez znalosti charakteristického polynomu, pti vyuzivani vlast-
nosti podobnych matic. Cilem je najit podobnou matici v jednodussim tvaru, ze
kterého se da vlastni ¢islo urcit (napiiklad z diagondlni nebo trojuhelnikové mat-
ice). Takovou matici (nékdy jen nékteré jeji vlastni ¢islo) muzeme ziskat jako limitu
posloupnosti podobnostnich transformaci . Vybér téchto transformaci byva zalozen
na specialnich vlastnostech matic a jejich vlastnich vektoru

3. Nelinearni pristup, vlastni problém
(A-=XD)x=0

uvazujeme jako soustavu n rovnic pro n + 1 neznamych X, ...,Xu, A, kterou do-
plnime normovanou podminkou napiiklad ) x;2 = 1 na soustavu n + 1 nelinedrbich
rovnic. Tato soustava se da TeSit naptiiklad Newtonovou metodou. Pfitom se vsak
nevyuzivaji algebraické vlastnosti soustavy , které muzou vypocet znacné ulehéit.
Proto je tento postup znacné neefektivni .

Poznamka 5.1 Pod pojmem uplny problém vlastnich cisel se rozumi uloha najit vsechna
vlastni ¢isla a pripadné i prislusné vlastni vektory.

Pojem castecnyy problém vlastnich cisel znamend najit jedno nebo vice vlastnich c¢isel spolu
s prislusnymi vlastnimi vektory.

Uplny’ a c¢astecny problém vystupugi jako naprosto odlisné ilohy nejen oborem implikact,ale
1 metodami Tesend.

Regend dplného problému je ndrocnéjsi. Neexistuje univerzdlni algoritmus, ktery by byl
stejné efektivni pro vsechny typy matic
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5.4 Klasické metody urceni koeficientti charakteristického poly-
nomu

Drive se vétSina metod na vypocet vlastnich cisel zakladala pravé na vypoctu koefi-

cientu charakteristického polynomu. Jejich vypocet pomoci souc¢tu hlavnich minort je vsak

nerentabilni. Existuji mnohem jednodussi metody na urceni koeficientu, které maji stejny

charakter (tj. pfi vypoctu bez zaokrouhlovéani ziskdme po koneéném poctu kroku presné

koeficienty). Zaokrouhlovaci chyby vSak muzou vypocitané koeficiienty hodné oddélit od
jejich presnych hodnot. Proto se tyto metody moc nepouzivaji.

5.4.1 Krylovova metoda

Charakteristickou rovnici muzeme zapsat ve tvaru
n—1
pA) =N+ b =0.
i=0

7 Cayleyovy — Hamiltonovy véty plyne

n—1
A"+ Z b;A' = 0.

1=0

Tedy pro kazdy vektor y plati

n—1
Ay +> bhAly =1. (5.1)
i=0
Rovnice (5.1 je soustava n linedrnich rovnic pro n neznamych by, ..., b,_;.

Poznamka 5.2 K vijpoctu vektoru A'y podle rovnice A'y = A(A"'y) je treba n® ndsobent,
takre k sestaveni soustavy (5.1)) je treba Fddové n® operac.

5.4.2 Faddéjevova-Leverrierova metoda

Metoda se opira o fakt, ze soucet vlastnich ¢isel libovolné matice je roven jeji stopé. Algoritmus
Faddéjévovy-Leverrierovy metody pocita jednoduchym zpusobem kofeny charakteristické
rovnice.

Algoritmus 1 Je ddna matice A Tddu n.
Krok 1: Polozme By = A pak p; = tr(B)
Krok 2: B, = A(B, —p1I) apy, = %t?"(Bg)

Krok n: B, = A(B,_1 — po—11) ap, = %tr(Bn)
Krok n+1: Charakteristicky polynom je ve tvaru

p(A) = A" — AT — = P\ — Py
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Poznamka 5.3 Pro inverzni matici A™" plati

1
A_l = p_(Bn—l _pn—lI)'

n

Poznamka 5.4 Diukazy konvergence popsanich metod v této kapitole a analyzu chyb
muzeme najit v literature, viz.[1],[9)].

Piiklad 5.1 Najdéte koeficienty charakteristického polynomu uzZitim F.-L. metody pro
matics

8 -1 3 —1
1 6 2 0
A=13 9 ¢
1 0 1 7

Ble:>t7"(Bl):30=>p1:30

—-165 22 —42
22 —-139 =33

—42 =33 —-175 —17
18 3 —17  —139

B, = A(B, — 30I) =
1 1

—106 992 132 -—-34
146 132 1087 —67
70 —34 67 1085

B; = A(B, +319I) =

1066 —106 146 70)

1 1

—2138 0 0 0

0 —2138 0 0
By = A(B; — 14100) = 0 0 —2138 0

0 0 0  —2138

1 1
= i = Str(By) = 1(-8552) = ~2138

= p(\) = A* — 3007 + 319\ — 1410\ + 2138.

Poznamka 5.5 F.-L. metoda je i pres jednoduchy algoritmus méné vyhodnd nez Krylovova
metoda, protoze vyZaduje skutecné pocitat matice Ay prok =1,...,n.
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5.5 Poloha a odhad vlastnich cisel
5.5.1 Gersgorinovy véty

Ptesnd znalost vlastnich ¢isel dané matice nés v nékterych praktickych aplikacich nemusi
zajimat a staci znat polohu vlastnich ¢isel v urcitych oblastech komplexni roviny . Tyto
informace muzeme ziskat i bez pifimych vypoctu vlastnich ¢isel dané matice. K nalezeni
polohy vlastnich ¢isel 1ze pouzit nésledujici vétu.

Véta 5.7 Gersgorinova véta
Necht A = {a;;} je ¢tvercovd matice 7ddu n. Definujme

n

r= Z || i=1,...,n. (5.2)

=L
Potom kazdé vlastni ¢islo X matice A splnuje aspon jednu z ndsledujicich nerovnosti

Jinymi slovy, vSechna vlastni ¢isla matice A lezi v oblasti
K =|JR;, (5.4)

kde R; jsou kruhy o poloméru r; a stredu a;;.

Ditkaz: Necht )\ je vlastni éislo matice A a x je vlastni vektor odpovidajici vlastnimu
¢islu A.Potom ze vztahu Ax = Ax nebo ze vztahu (A — AI) = 0 dostaneme

n

()\—CLM)CCZ: Z Q57 5 izl,...,n

j=1,ji

kde z; je i-ty prvek vektoru x.
Necht . je nejvétsi prvek vektoru x (v absolutni hodnoté). Protoze |x;|/|xx| < 1 pro
J 7 ke

N —am] < larg (gl /) < > Jawl. (5.5)
j=1

J=1j#k

Tedy A lezi v kruhu {\ : |\ — ap| < 7p.}
O

Definice 5.2 Kruhy R; == {z : |z —ay| < r;} i = 1,...,n, se nazgvaji Gersgorinovy
kruhy v komplexni roviné.

Poznamka 5.6 Véta ndm nazarucuje, Ze v kaZdém kruhu bude néjaké vliastni ¢islo, pouze
nam rikd, Ze vlastni ¢isla matice A lezi ve sjednoceni Gersgorinovych kruhi. Ndsledujici
veta polohu vlastnich cisel upresnuje.
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Véta 5.8 Gersgorinova zobecnénd véta
Necht r Gersgorinovijch kruhi je disjunktnich. Pak prdvé r vlastnich &isel matice A lezd
ve sjednoceni téchto kruhu.

Dikaz: V dikazu této véty se pouziva vlastnosti z komplexni analyzy. viz [3]

a

Poznamka 5.7 Urceni polohy vlastniho ¢isla dand matice pomoci Gersgorinovych vét
je pomerné jednoduché. Pro zajimavost uwvedeme jesté jednu vétu, kterd sice také urcuje
polohu vlastnich cisel, ale jeji pouZiti je uz slozitejsi a v urcitych prikladech nepraktické.

Véta 5.9 Necht A je étvercovd (obecné komplexni) matice n-tého #ddu, necht o je (kom-
plexni) ¢islo, pro které stopa matice

tr((al — A)™1) #£0.

Pak v kazdém uzavireném kruhu obsahujicim c¢islo o a & , kde

tr((al—A)™1)

a=qoa—

lezi alespon jedno vlastni ¢islo matice A.
" ko kruhu o stredu @)
, pak v kruhu o stredu

otr((al— A)-1) P

jedno vlastni ¢islo matice A.

Definuyme r =

a poloméru r lezi alespon

Poznamka 5.8 Tuto véta neni obecné zndma a vyplyva z vét o korenech polynomidlni
rovnice. Dukaz viz.[9]

Priklad 5.2 Uzitim Gersgorinovych vét urcete pribliznou polohu vlastnich ¢isel komlexnt
matice
1 —-1/2 1/4 —-1/4
/4 14+2i 0 1/4
-1/2 1/4 -1 1/2
/4 -=1/2 1/2 —-2-2i

Redeni 111 =Y " |o| =1/2+1/4+1/2=1
re = 2?21#2 lag;| =1/4+0+1/4=1/2

ry = Z?:L#B lasi| =1/2+1/4+1/2=5/4

T4 =) gz las| = 1/4+1/24+1/2=5/4

Ri={z:|z—-2| <1}
Ry={z:]z—1-2i|] <1/2}
Ry ={z:|z+1| <5/4}
Ry={z:|z2+2+42i] <5/4}
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Podle Gersgorinovijch vet tedy lezi jedno vlastni ¢islo v kruhu Ky, jedno v kruhu Ko a
zbyla dvé ve sjednocent kruhi Ks|J Ky. viz obr(1).

Uved'me presnou hodnotu vlastnich éisel:

A1 = 1.9285 — 40.0446

A2 = 1.0063 + ¢2.0678

Az = —0.9079 — 20.0855

A = —2.0269 —41.9377

coZ presné odpovidd poloze urcené pomoci Gersgorinovych kruha.

Poznamky ke Gersgorinové vété
1. Ze vztahu (5.5) pro maximélni soufadnici |x;| muzeme ziskat odhad

Xl > Jai| = lagg| > mink(lark] = |axg])

i i
ming|Ai| > (|ag| =Y lag]).
J#i
Pro matici s prevladajici diagonalou plati
0 < min;(Jag| — Z lai;]) < || < maxiz |ai] = [|Alloo
i J#i

2. K matici A miizeme pomoci jednoduché podobnostni transformace D"*AD = B (D
je diagonalni) ziskat podobnou matici B, kterd ma jiné Gersgorinovy kruhy. Potom
vSechna vlastni ¢isla lezi v oblasti K4 N Kg. Cilem téchto transformaci je rozklad
oblasti K na souvislé komponenty, pripadna izolace jednoho kruhu, ve kterém pak
muzeme zarucit existenci pravé jednoho vlastniho ¢isla.

3. Pokud det(A\I — A) = det(A\I — A") mizeme vytvoiit Gersgorinovy kruhy i pro
matici AT a ziskat oblast Ko N K 4r.,ve které vlastni cisel lezi.
oy . 3 2 3 =2 Lo ‘
Priiklad 5.3 Matice A, = 1 1) resp- A, = 1 q ) ma stejné oblasti K 4, =
K4, == K4. Na obr.2 vidime, Ze v pripadé matice Ay, Zadny z kruhi neobsahuje vlastni

¢islo.

5.6 Metody vypoctu dominantniho vlastniho cisla

Umluva: Ocislujeme-li vlastni ¢isla dané matice A tak, aby platilo
|)\1| > |)\2| > ... > |>\n|

(kazdé ¢islo piseme tolikrat, kolik ¢inf jeho nasobnost), pak budeme valstni ¢islo Ay nazyvat
dominantni vlastni ¢islo.
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5.6.1 Mocninna metoda

Mocninnd metoda je nejcastéji pouzivanou metodou pro nalezeni dominantniho vlastniho
¢isla a prislusného vlastniho vetkoru dané matice. Metoda je obzvlasté vhodna pro ridké
matice, protoze spo¢iva pouze v nasobeni maticovych vektoru.

Zékladni predpoklad k uziti této metody je, ze dand matice ma dominantni vlastni ¢islo Ay
a ze nema nelinearni elementarni délitele, tj. ze existuje n linedrné nezavislych vlastnich
vektoru této matice, kde n je fad matice.

Konstrukce:
Necht x je libovolny vektor,x € R", za predpokladu, ze {vy,...,v,} je mnozina linedrné
nezavislych vlastnich vektoru, muzeme vektor x vyjadrit jako linearni kombinaci vektoru
Vi,i: 1,...,7’L

X = i V. (5.6)
i=1

Nésobenfm obou stran rovnice (5.6) maticemi A, A% ..., A* dostaneme systém rovnic
n n
Ax = E OJZ'AV,L' = E oziAin-
i1 i=1
n n
2 2 2
Ax = E oAV = g QA (5.7)
i=1 i=1

n n
AFx = E a;Afv; = 5 ai/\fvi
i=1 i=1

Pro A¥, které jsme vypocitali ze systému (5.7)), dostavdme

AkX = )\k (67 - kVZ‘.
1 Zzl ()\1)
Z predpokladu, ze A\; je dominantni vlastni ¢islo a tedy |A\| > |\;| j = 2,...,n, plyne,
ze

s
lim (£)F =0
AW
a tedy
klirn AFx = klirn Mayv. (5.8)

Tento postup bude konvergovat k nule, jestlize |A;| < 1 a divergovat, jestlize |[A| > 1,
ovSem za predpokladu, ze a; # 0.
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Poznamka 5.9 Popsand konstrukce je i dukazem ndsledugjici véty.

Véta 5.10 Von Mises
Jestlize matice A md n linedrné nezavislych vektori a je-li vlastni ¢islo Ay dominantni a
pro vektor ¢y € R™ plati, Ze (xy, v1) # 0 .Pak

k

. Lo
]}L%O( v ) = aqv;. (5.9)

Dusledek 5.1 Je-li y libovolny vektor, ktery neni ortogondlni k vlastnimu vektoru vy,
plyne z véty ze

T

. Y T
=1
Al k:1—>I£10( ylx,

kde
T = Az, = Akﬂ?o-

Definice 5.3 Cisla y @, = y' Az, se nazgvaji Schwarzovymi konstantami.

Algoritmus 2 Je zaddana matice A
Krok 1: Zvolime x
Kror 2: Pouzigeme iteracni formuli

T = Amy,

z ; ,
Krok 3: Ty = —km = )\g) =mazj=1, {2 |}

maz{|a”|}
Krok n: Zastaveni vypoctu po n krocich = Aﬁ”) = maxj:17.,.7n{\a:g)]}

nebo zastaveni vypoctu pro |)\(1k+1) — Aﬁ’“)| < 4.
Poznamka 5.10 Nejéastéjsi volbou pocdtecniho vektoru xy je vektor g = (1,...,1)T.

Piiklad 5.4 Najdéte dominantni vlastni ¢islo matice

>

I
W N = W
DO DN
Tt O U= W
NN O N
N = W N
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Reseni 2 Zvolime xy = (1,1,1,1,1)7

13 0.7647
11 0.6471
o=Ary= |12 AV=17 z = |0.7059
11 0.6471
17 1
9.7647 0.7905
8.7647 0.7095
B=Ax; = | 95882 | AP =17 x= |0.7762
7.7059 0.6238
12.3529 1
0.7731
0.6957
o — 0.7735
0.6125
1
10.0285
9.0247
T = Azo = |[10.0307 | A =12.9722
7.9454
12.9722

Vlastni c¢isla matice A jsou
A = 129722, \y = 3.8755, A3 = —3.0794, A\, = —0.0297 — 10.0164.

Takze je videét,Ze po jedendcti krocich jsme dostali presné reseni zadaného prikladu.

1.5 =2 04
Piiklad 5.5 Pro matici A = 3 0.86 —0.5| wsak metoda nebude konvergovat,
2 15 15

protoZe ciselné hodnoty budou oscilovat.
A =2.13746 Ay 3 = 0.86127 £i2.25118 = |y 3| = 2.66

Absolutni hodnoty vlastnich cisel jsou si rovny a tedy mocninnd metoda nedokdze urcit

dominanini vlastni ¢islo.

Poznamka 5.11 Nevyjhody mocninné metody:

e odhad chyby
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e konvergence (obvykle v prazi nevime, zda jsou splnény predpoklady mocninné metody)

e volba xy (bude-li vektor xy takovou linedrni kombinact vlastnich vektoru, Ze koefi-
cient u vlastniho vektoru odpovidajictho dominantnimu vlastnimu ¢éislu bude roven
0, potom mocninnd metoda nevypocte dominantni vlastni éislo).

Poznamka 5.12 Rychlost konvergence mocninné metody zdvisi hlavné na volbé vektoru

A
Ty a na velikosti podilu %
1

5.6.2 Metoda Rayleighova podilu

Metoda Rayleighova podilu je modifikovanou mocninnou metodou a zaméfuje se na

vypocet dominantniho vlastniho ¢isla symetrické matice.Pro tuto ¢ast tedy budeme vzdy

predpokladat,ze matice A je symetrickd. Potom vlastni vektory musi byt ortogonalni (tj.
I'v;=0proi#j, viv,=1).

v;
Odvozeni:

1. Zvolime x; jako linearni kombinaci vlastnich vektoru

2. Sestrojime posloupnost
Xp = AXp_11].X5 = Akxo

x; = i Afvy + .+ a,Arv,

3. Plati Av,; = \;v;, potom

k k k
X = Q1A]V1 + QaAgve + ...+ ap A\ vy,

kde A¥ je dominantn{ vlastni éfslo.

4. Dostaneme

X = )\’f[Oqu -+ ZO&Z<)\—1)V1]
=2

Vyraz v hranaté zavorce defimujme jako wy, wp — o.
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5. Analogicky xj1

6. Vyjadifme soucin x} xy

XX, = Ao vy + Z ozi()\ VI o vy + Z a;( )V,] = \2F[a? + Z (=
1 1=2

A
i=2 M =2 1

] =
Alad + wi wy]
v T
a soucCin X Xgy1

szk—o—l = )\ [oqvl + ZO&Z /\
1

k T])\k+1avl+§ :OZZ /\ k+1VZ]—
=2 =2

1

A
A2k+1 041 + Za )\1 )2k+1] — /\Qk[al +Wka+1]
=2

Dostavame
—0
T T %41, 2 T
. X, Axy . XpAXpr1 AT (o + W Wiy)
lim — = lim 7 =5 7 =\
koo XpXp  kmoo XX AT (0 + W) W)
——

—0

Poznamka 5.13 Soucin w! wy konverguje k nule pro k — oo dvakrdt rychleji nez wy k
nulovému vektoru, z toho vyplyvd, Ze metoda Raleighova podilu bude rychlejsi neZ moc-
ninnd metoda.

Priklad 5.6 Metodou Rayleighova podilu urcete dominantni vlastni ¢islo matice

110
A= |1 11
011

Reseni 3 zy=(1 1 1)T

2 1) Tym
@ = Axy = | 3 A = 221 = 93333
2 Lo To
5
' x,
= Ax, = |7 A = L2 94118
! ! xlx
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12 e
w = Az, = [ 17 AP = o = 24142
12 @2

Vlatstni ¢isla matice A jsou

A = 24142 0 = 1, A3 = —0.4142.

Tedy uz po trech krocich jsme dostali presné resent.

5.6.3 Vypocet dalsich vlastnich ¢isel mocninnou metodou

Pokud jiz zname vlastni ¢islo A\; matice A a k nému ptislusny vlastni vektor vy, muzeme
vypocitat nasledujici vlastni ¢islo Ay a vlastni vektor vy opét mocninnou metodou, kterou
pouzijeme na redukovanou matici.

Véta 5.11 O redukci
Necht Ny # 0 je vlastni ¢islo matice A s vlastnim vektorem vy a vektor x je libovolnj

vektor s vlastnosti ' v, = 1. Potom vlastni ¢isla matice
B=A—- )\1’01.’1?T
gsou 0, A, ..., N\, (kde Ay, ..., N, jsou vlastni ¢isla matice A ).

Ditkaz: Necht e! je jednotkovy vektor s 1 na prvnim misté a

A o0 0 - 0
0 X &
J=VIAv= | = 1 " ,
Do On_1
0O 0 0 ... A\,
je Jordanuv tvar matice, kde §; € {0,1}i =1,...,n— 1. Jsou-li vy,..., v, sloupce matice
V., potom matice
C=V BV

ma tvar

C=J- MV X'V=J-\e'(xvy,....x"v,) =

T T
-\ ( 1 X'Vg...X vn):

Ol,n—l On—l,n—l
0 51 - )\1XTV2 —>\1XTV3 e —/\1XTVn
0 A2 P e 0
6n—1
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coz vétu dokazuje (vlastni ¢isla jsou na diagondle).

Vybér vektoru x:
Véta o redukei zarucuje siroky vybér vektoru x.Napf.

1. Wielandtova redukce
Vyhoda této metody je v tom,ze v kazdé dalsi fazi pracujeme s mensi matici a
provadime méné vypoctu.Polozime

1 ;7

r

X = — .
N 1

kde r; je je-ty fadek matice A a v{ # 0. Index j vybereme tak, aby odpovidal
nejvetsi slozce vektoru x.

2. Hotellingova redukce
Zde polozime x =y, ,kde y; je levy vlastni vektror k A\; a je normalizovan,tak ze
plati yI'x = 1. Protoze y, obvykle nezndme, pouZiva se tato metoda nejsndze u
symetrickych matic, v tomto piipadé je x; = v;.

5.7 Metody pro vypocet vlastnich c¢isel a vlastnich vektort sy-
metrickych matic

5.7.1 Jacobiho metoda

Pomoci Jacobiho metody muzeme najit vSechna vlastni ¢isla a jim odpovidajici vlastni
vektory symetrické matice A. Metoda je vhodnd hlavné pro piné matice.
A je symetrickd, tedy existuje ortonormalni baze slozena z vlastnich vektoru
A = T"diag(\, ..., \,)T

A; jsou redlna vlastni ¢isla matice A.

Na zacatku Jacobiho metody polozime A = A; a sestrojujeme posloupnost {S}r>1
elementarnich ortogonalnich matic takovou, aby

Apii =STALS,=(S1...STA(S,...S) k=1,2,...
konvergujici k diag(Ay, ..., \,). Protoze Ayyq jsou podobné matici A, maji stejné vlastni
¢isla.
Necht S je matice tvaru

1 0 0 0

o --- cosa -+ sino --- 0
S = : :

0 -+ —sina --- cosa --- O

0 0 0 1
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(tzn. rovinnd rotace nebo Givensova transformace)

kde prvky cosa jsou na pozcich (p,p) a (q,q),sina na pozici (p,q) a —sina na pozici (q,p).
Pak plati véta

Véta 5.12 Necht p,q jsou prirozend c¢isla, 1 < p < ¢ < n, a je redlné ¢islo, necht S je
ortogondlni matice.

1. Je-li A = (a;;) symetrickd, je B= 8" AS = (b;;) symetrickd a

n n
E 2 E 2

1,j7=1 1,j7=1

2. Je-li apq # 0, existuje jediné a € (—m/4,0) U (0,7/4) tak, Ze

by = 0.
Jednd se o jediné reseni rovnice
Agq — G
cotgor = 4P
20pq

lezici v této mnoziné.
Potom

n n

2 2 2
E b, = E a; + 2a.,.
i=1 =1

Dikaz:
1. Protoze A = ST .B - S a vime, ze pro dvé matice plati, ze
tr(K-L) =tr(L-K),
mame

n

Y a=tr(AT-A)=tr(S-B"-8".8.B-8") =
i,j=2

tr(S-BT-B-8")=tr(ST-S-BT-B)=tr(B'-B) =
>
1,j=2

2. Transformace na pozicich (p,q);(q,9);(p,p);(q,p) ma tvar

{bpp bpq} _ [cos « —sin a} ‘ {app apq] _ [cos o« —sin a]

bgp  byq sina  cosa Qgp  Qgq sinae  cosa

_ [app COS O — Qpg SIN O Gpg COS ¥ — Ggq SIN a} . [cos o« —sin a]
Qpp SIN O 4 Qg COS QU Apg SIN ¢ + gy COS Y sina  cosa
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a tedy
[ ]
o 2 . .92
bpp = Qpp COS™ v — 20, SIN (¢ COS ¢ + A gq SIN™ v
Uy COS2 O + gy SINZ v — @y, SIN 200
pp qq Pq
[ ]
bpq = bqp =
(L COS QU SIN Qv+ Ay SINZ 0 + @y COSZ QU — gy SIN (0 COS (v =
pp Pq pPq qq

Apg €08 20 + 1/2(a,y — agq) sin 2

[ ]

. ) . 2
bqq = Gpp SN~ a0 + 2apq SIN (¢ COS @ + Qgq COS™ ¥

.9 2 .
Qpp SIN” + Qgq COS™ + Qpg SIN 2a

Stejné jako v (1)
a12)p + a?]q + 2(1]2)(1 - b122p + bgq + 2b12)q
pro libovolné a.
Zvolime-li « tak, aby platilo
Gpp — Qggq

cotg2a = —
20,

je bpg = by = 0 a tedy
2 2 _ 2 2 2
bpp + bqq = Qpp + Qyq + 2apq

ostatni a;; = b;; pro i # p, q.

Poznamka 5.14 e Pri transformaci
A—-B=S"-A-8

se méni pouze p-té a q-té radky a sloupce, presnéji pro libovolné o :
bij =ay pro iFpq a jFEDpq
byi = bip = ap; cosa — ag sinaproi # p, q
bgi = big = ap; sin o — ay; cos aproi # p, q

o 2 .2 .
bpp = Qpp COS™ O + Agq SIN” v — apg SIn 20
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byq = Qpp SIN” O 4 @gq COS™ Qv + Apg SIN 200

bpg = bgp = apq COS 20 + é(app — Ggq) Sin 200

o Pouzijeme-li vztahy mezi goniometrickymi funkcemi, lze prvky matice B vyjddrit
pomoct proku matice A.

Postup vypoctu:

Nejprve polozime
= Yaa — %op

= cotg2
2, (= cotg2a)

Oznacime-li t = tan « je

t_{kofen 2 +2Kt—1 pro K#0

1 pro K=0
e Dale
—— (= cosa) —— (=sina)
c=—— (=cosa §=——= (=sina
14 ¢2 1+,
e Pro prvky matice B plati vztahy:

bpi:bipzc'api_s'aqi Z%paq

by =big=c-ag+s-a,  1FDp,q
bpi = bip = app — 1 - apg
bpi:bip:aqq—l—tapq

U ’ ~
Uvedme odvozeni na pt. pro by

. ) ) . .
byq = Qpp SIN” @ + Gge(1 — SIn” @) + @y sin 20 =
) . .
Agq — (Agq + app) SIN” @ + ap, sin 2a0 =
. .. 9
Agq + apg(sin 2a — 2 cot 2asin® ).

Protoze ) )
sin® 2ar — 2 cos? 2acsin? «v

—2cot 2asin? v + sin 20 = -
2 sin o« cos «

a dale c¢itatel
.9 2 ) 2 4
4sin“ acos” a — 28in“ wecos” v + 2sin” o« =
2sin® a(sin® a + cos® a) = 2sin’ a
je
sin «v

= Qg+ ——Qp; = Qg +1 - ap,-
qq (C qq Pq

b
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Jeden krok Jacobiho metody:
Mame-li sestrojenou matici Ay = [al(f)], vybereme (p,q) tak, aby

) £0
Sestrojime Sy jako ve vété |5.12] uréime o € (—7/4,0) U (0,7/4) tak, aby

k k
at(zq) - a;p)

cot 2qy, =
2a§’§’
polozime

Ap=SI A LS, =[]

ij
Strategie pro volbu (p,q):

1. Klasicka Jacobiho metoda:
Zvolime (p,q) takovd , aby platilo

(k
pq

k
af)| = mazizla|

a (p,q) se méni pro ruzné k.

2. Cyklicka Jacobiho metoda:
Nuluji se vSechny nediagondlni prvky cyklickou skyckou, na pf. (p,q) volime

(,2) (1,3) ... (Ln);(2,3) ... (2,n); ... ;(n—1,n).
Ziejmé, je-li néktery prvek nulovy, postupujeme déle (tj. volime ay, = 0 nebo Sy = 1)

3. Prahova Jacobiho metoda:
Postupujeme jako u cyklické Jacobiho metody, ale nediagonalni prvky, které jsou v
absolutni hodnoté mensi nez ”jistd” mez, ktera se znensuje s kazdou smyckou, se
neamuluje.

Poznamka 5.15 Co se tyce konvergence, ukdiZeme myslenku dukazu pro nejjednodussi
pripad. Oznacime P, mnozZinu vsech permutaci ¢isel 1,2,... n.

Véta 5.13 Posloupnost matic { A}, ziskanych klasickou Jacobiho metodou je konver-
gentnt,
kh_{glo Ay = diag(As))
pro jistou permutaci s € P,.
K dukazu potiebujeme nasledujici lemma.

Lemma 5.1 Bud X konecnédimenziondlni normovany vektorovyj prostor, {xy} ohranicend
posloupnost v X, kterd md pouze konecnyj pocet hromadnijch bodii, necht

k—o0

Potom je posloupnost {xy} konvergentni.
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Dukaz: Véty [5.13
Oznacme Ay = [a;;°] = Dy + By, Dy = diag(al(f)).

e Nejprve dokéazeme, ze limy_, o, Bx = 0. Oznacme
k)2
Q= oy
i#]

potom ziejmé
Qe < n(n— 1)\(1}(,’;)]2

protoze mame n(n-1) nediagonélnich prvku a |ag;)| z nich byla maximéalni.Déle podle

Qg1 = Y — 2’%(;)‘27

tedy
2
Qg < (1 — ——)Q
k-i-l—( n(n—l)) k
tj.
Jim 04 =0

e Nyni dokdzeme, ze limy_ o (Dyy1 — Dy) = /.Pro diagondlni prvky matice Ay, plati

0 i # D, q

=< —tan aka;’;) 1=D

tan akag;) 1=q.

(k+1) _ (k)

(Lzz 1)

(k)

Protoze |ax| < m/4 a limg_o apy = 0 je dukaz proveden.

e Necht {D;/} je posloupnost, kterd konverguje k matici D, potom také limg oo Ap =
D, protoze
Ak/ = Dk/ + Bk/ a khm Bk/ = 0.
/*)OO

Tedy
det(\I — D) = lim det(A\I — Ay) = det(A\I — A).

k! —o0

Matice Ay a A jsou podobné, tedy
det()\I — Ak’) = d@t(AI — a)

pro vSechna £'.
Takze D a A maji stejné charakteristické polynomy, tedy i stejnd vlastni ¢isla.D
proto musi byt diagonalni, D = diag(As))
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e Posloupnost {D;} je ohrani¢end, nebot

k k
1Dkl = (O 1dY Y2 < (D7 ol 2)2 =

ij=1 ij=1
1Az = [[A]]2
Jsou tedy splnény predpoklady lemmatu a posloupnost { A} konverguje.

Priklad 5.7 Klasickou Jacobiho metodou urcete viechna vlastni ¢isla matice

8§ —1 3 -1

6 2 0
3 2 9 1
-1 0 1 7
Mazimalni prvek (v absolutni hodnoté) je 3 na pozici (1,3) =p=1 ¢=3

ass —ay 1
F=0"M_C o2
2&13 67'é

t je koren (s mensi absolutni hodnotou) polynomu

2rl_1-9
3 =
t = 0.84712708838304
1 t
big = b3 =0

bi1 = a;1 —t - ap3 = 5.45861873485088
bss = azs +t - a;3 = 11.54138126514912
bio =c-ajp — s-agy = —2.05576977473312 = by
by =c-ays — 5 ass = —1.40939487860292 = by,
bso = c-age + s - ajp = 0.87966506881525 = bog
b3y = c-azy + s - apqg = 0.11664508634253 = by3
boo = agy bag = asq  byz = by = ag

Pak dostaneme matici

5.45861873485088  —2.05576977473312 0 —1.40939487860292
—2.05576977473312 6 0.87966506881525 0
0 0.87966506881525  11.54138126514912  0.11664508634253

—1.40939487860292 0 0.11664508634253 7
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Nyni opét vybereme mazimalni prvek a stejnym zpusobem postupujeme ddl

Po 7 krocich se dostamene k matics

3.79407218081762  0.07086171427580  —0.00393661412823  0.00516622055919
0.07086171427580  6.40219536739289  —0.08436498867668 —0.06428537120075
—0.00393661412823 —0.08436498867668 11.76776520507119 0

0.00516622055919  —0.06428537120075 0 8.03596724671830

B =

Zde uz je vidét , Ze mediagondalni prvky konverguji k nule.Po dalsich sedmi krocich uz
dostaneme diagondlni matict

3.2957 0 0 0
B_ 0 6.5923 0 0
0 0 11.7043 0

0 0 0 8.4077

kde diagondlni proky odpovidaji vlastnim cislum zadané matice A.

Nyni se budeme zabyvat konvergenci vlastnich vektoru klasické Jacobiho metody,
kterou dokazeme pomoci nasledujici véty. Piipomenme, ze

A1 =S -Ar-Sy=Qf - A-Q,
kde Q, = Si ...Ss.

Véta 5.14 Predpokladejme, Ze vsechna vlastni ¢isla matice A jsou vzdjemné ruznd. Po-
tom posloupnost matic Q,, , k = 1,2..., konstruovanych klasickou Jacobiho metodou
konverguje k ortogondlni matici, jejiz sloupce tvori ortonormdlni mnoZinu vlastnich vek-
toru matice A.

Dikaz: Opét pouzijeme lemma [5.1, ovérime jeho predpoklady.

e {Q,} ma pouze konecny pocet hromadnych bodu, které jsou nutné ve tvaru
[ips(l) + Ps2) ... ps(n)]; s € Pm

kde pi, ..., p, jsou sloupce ortonormalni matice Q, pro niz Q* - A - Q = diag(\;).
Necht {Q, } je podposloupnost posloupnosti {Q,}, Q. — Q. Podle véty

existuji s € P, tak, ze
diag(Asp) = lm Ay = klig;o(Q;‘g A - Q) = Q- Ap - Qy

coz bylo dokdzano. Vsechna vlastni ¢isla jsou ruznd, tedy existuje pouze konecné
mnoho hromadnych bodu.
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e Pro dhly urcujici Sy mame

Qa%)

k k)’
aéq) - az(m)

tan 2ay, = lag| < /4.

Podle véty odtud plyne, zZe existuje [ tak, ze pro k > [ je
L.

Protoze se dvojice (p,q) méni s k, nemuzeme dokazat, ze posloupnosti af]];) a ag;,)

konverguji.
. k)
Jim apy’ =0,

tedy

lima,=0 a limS,=1

k—oo k—o0

Qk—H — Q= Qu(Sx —1I) — 0.
A kone¢né posloupnost {Q,} je ohranicend, protoze ||Qx|| = 1.

|

Poznamka 5.16 Pri vypoctu muzeme prubézné kontrolovat vysledky tim, Ze po kazZdém
kroku zjistujeme, zda

(k+0) (k+1) _ (k) (k)
Gpp + Qgq = Qpp + Ayq -

Nebo vypocitdme metici 8- D - S*, kterd by se méla rovnat matici A.

Poznamka 5.17 Presnost Jacobiho metody zavisi na tom, jak presné se vypocitaji odmoc-
niny pro urceni sin oy, a CoS .

Poznamka 5.18 Ackoliv se Jacobiho metoda pouziva prevdzné pro symetrické matice,
pracugje casto dabre i v pripadé nesymetrickych matic. V tomto pripadé ovsem konverguje
k trojuhelnikové matict a ma-li vychozi matice komplexni vlastni cisla, je nutné pouZit
misto matic S, vhodné unitdrni matice.

5.7.2 Householderova matice zrcadleni

Definice 5.4 Matice tvaru

Quul Quu’
H(u): =1 %% _ 2w
() o [P

se nazyvd Householderova matice (nekdy téz elementdrni zrcadleni nebo Householderova
transformace).

Vlastnosti:
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oznaceni matice zrcadleni se pouziva proto, ze aplikujeme-li matici H(u) pro néjaké
u na vektor x € R", pak je vektor H(u)x soumérny s vektorem x podle nadroviny
ortogonalni k vektoru v;

matice I byva povazovana za specialni ptipad Householderovy transformace — pro
u=oje Ho) =1,

|Hx||2 = ||x]|2 pro kazdé x € R™, tj. zrcadleni tedy neméni délku vektoru;
Hy =y pro kazdé y € P = {v € R" | viu = 0}.

H m4 jednoduchou vlastni hodnotu -1 a (n — 1)-ndsobnou vlastni hodnotu 1;
Ditkaz: Nebot y € P ={v € R" | viu =0} md n — 1 linedrné nezavislych vektoru
Vi, -y Yooy @a Hy, =y, proi =1, 2, ..., n— 1. Takze 1 je (n — 1)-ndsobnd
vlastni hodnota. H také zrcadli u na -u, tj. Hu = —u. Takze -1 je vlastni hodnota
matice H, kterd musi byt jednoduchd, nebof H m4 pouze n vlastnich hodnot.

O
z véty o spektralnim rozkladu plyne
det(H) = (=1)1---1=—1;
Matice H je ortogonalni a symetricka
Dikaz: Symetrie plyne z
I\T 2uu’
) u u
Nebot plati
2uu’ 2uu’ uu’ uu’uu”
H?*(u) = (I— I- =1’-4 4 =1
w=(1-3) (- %) (R T .
je matice H(u) ortogonélni.
O

Véta 5.15 Pro kazdé dva vektory y, z € R" takové, ze y # z a ||y|l2 = ||2||2, plati

y=H(y - 2)z

Jingmi slovy, kaZdé dva ruzné vektory o stejné normé lze prevést jeden na druhy House-
holderovou transformaci.

Dukaz: Plati

v — _ AT T, _ 2
H(y—Z)Z: (I_ (y Z)(y 5 Z) ) :Z—Qy v/ Hzl|2(y_z) _
ly — 23 ly —zll3
Iyll5 + llz]5 — 2y"= ly — =3
=z+ (y—z)=z+—5(—2)=y.
|y — 23 ly — zll3
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Disledek 5.2 Jsou-li y, z dva vektory o stejné normé, potom existuje ortogondlni matice
Q takovd, zZe y= Q-z.

Dikaz: Pro y # z staci vzit Q = H(y — z), jinak Q = L.

Veéta 5.16 Pro kazdé x € R" je

— {H(Hsgn(:cnuxnzen pro o1 # o,

| pro x1 = ||z||2

ortogondlni matice s vlastnosti
Hx = ||ZL‘||2€1.

Nebo-li, aplikujeme-li vhodnou matici H na vektor x, dostaneme vektor, ktery md vsechny
slozky az na pruni nulové.

Dukaz: Je-li 1 = ||x||9, potom z 22 = 2%+ - -+ 22 plyne, 7e 29 = - - = x, = 0. Tedy
x = z1e; = = ||x|*¢; = Ir = Hu.
Je-li 1 # ||x||2, potom x + sgn(z1)||x|[2€1 # 0, takze vektory y = sgn(x1)||x|l2e1 az =x
jsou ruzné a plati pro né ||yl|s = [|x]|2 = ||z]|2, & odtud je

y = sgn(z1)|[x|[2e1 = H(y — 2)z = H(—x — sgn(z1)|[x[|2e1)x.
O

Poznamka 5.19 Pro vektor uréujici Householderovu matici lze volit bud +||z||e; nebo
—||x||2e1. Z divodu minimalizace numerickych chyb volime stejné znaménko jako u prond
slozky vektoru .

Véta 5.17 Pro kazdé x takové, Ze |x||s = 1, je

H— H(z+ sgn(x)w,) pro x# e,
I pPro T = e

ortogondlni matice, jejimz prunim sloupcem je vektor .

Dikaz: Pro x = e; je zfejmy.
Necht tedy x # e;. Protoze ||x|l2 = 1 = ||e1]|2, je podle Véty

x = H(x + sgn(z1)e1) = He; = Hyy,

coZ je tvrzenim véty.
O

Diky témto vétam tedy umime najit vektor u tak, ze dany nenulovy vektor x se transfor-
muje na vektor, ktery ma nenulovou pouze prvni slozku.
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Priklad 5.8 Lze
H(u
z= (-1, -2, )T 2 (4, 0, 0)77

ProtoZe ||x||2 = 3v/6, polozime u = x—||x||2e; = (—1-3v6, —2, )T a||uy = 6(184+/6).
Dale

—1-3V6 554+ 6v6 2+6v6 —7—21v/6
uu’ = —2 (-1-3v6, =2, )= 2+6v6 4 —14 ,
7 —7-21v/6 —14 49

takze
. —1-3V6 —2-6V6 T+21V6
Hu=——[ —2-6V6 50+3V6 14
318+V6) \ 7916 14 5+ 36

Snadno lze ovérit, Ze

H(u)z = (3v6, 0, 0)T.

5.7.3 Givensova-Householderova metoda

Jednd se o metodu specialné vhodnou k hledani nékterych vlastnich ¢isel symetrickych
matic, na pt. vSech vlastnich ¢isel obsazenych v predem zadaném intervalu.

Umoznuje pocitat vlastni ¢isla s ruznou presnosti. Na druhé stané nam neposkytuje in-
formace o vlastnich vektorech.Ma dvé etapy:

e Householderova metoda pro redukci symetrické matice na tiidiagonalni tvar.

e Givensova metoda (metoda bisekce) pro vypocet vlastnich ¢isel symetrické tiidiagonalni
matice.

Householderova metoda
Necht A je symetrickd matice, postupné se urcuje n—2 ortogonalnich matic Hy, ..., H,_,

tak aby matice
Ay=H] | -Ay H =

H,.. H;_)"-A-(H,..H,_,), k=1,....,n—2
byly ve tvaru

o o
e o o
e o
° ° al

e e o o o o
Ay = 6 o o o o o
o o o o o o
arp— |® o o o o o
o o o o o o
o o o o o o
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Tudiz matice
A, =H,..H, )" A (H, .. H, )

je tiidiagondlni a také podobna matici A.Kazda transformace
Ak_>Ak+1 :HgAka

se provadi pomoci matice
I, O
H,= | *
g {o HJ
kde }Tk = H(vy), kde v}, byl zvolen tak, aby ﬁ(vk)ak mél pouze prvni slozku nenulovou.
Potom zrejmé

o o
o o o
o o °
° ° ° a{Hk

HTA H,. — e o o D) e o
k Tk I = ‘ooo ° o o
o o o ° o o
H;‘gak—>|o ° o o
|o ° o o

|o °

tj.po vhodné volbé v mame dalsi ¢ast tiidiagonalni matice.
Matici H;, muzeme popsat také jako Householderovu matici prislusnou vektoru v, =
[0,...,0,vg]T.
Mame dvé mozné volby vektoru vy :

k
v =[0,.. k+1 kT Z | | 1/2’ k+27 e 7a1(1,l)c]T7
i=k+1

(k)

+1
znaménko se volf stejné jako je znaménko u ay/, ;. Mame-li urcen vektor vy, prvky a( )

,k+1<i,j<n matice Ay 1 = [anJr )] ur¢ime nasledovneé:
Postupné uréime vektory
W = (ngk)’lﬂvk,

qi, = 2(1 — WkW£>Aka,

jejichz slozky oznacime wgk) . q; *) Potom matice Ay ma tvar

A1 = Ay — wiq), — g Wi
.
k+1 k k k k k
Q) — ) _ 0 _ 0,9

k+1<ij<n.
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Piiklad 5.9 Houscholdervou transfornaci preded’te matici

4 2 21
2 -3 11
4= 2 1 31
1 1 1 2

na tridiagondlni tvar.
w=0 2+(VZF+2+1?) 2 1)
wy = (vOT'vo)*%vo = (O 0.912871 0.365148 0.182574)T

q@ =2(I — wowl ) Awy = (5.477224 —2.7386095 5.03904626 3.61496813)T

4 =3 0 0

-3 2 —26 —1.8
0 —-26 —-0.68 —1.24
0 —-18 —-1.24 0.68

A=A —wq — quw, =

vp=(0 0 —2.6—+/-2.62+(-18)2 —1.8)
w; = (0 0 —0.954514 —0.298168)"

g = (0 6.0365793 —0.3770516 1.207794)"

4 -3 0 0
-3 2 3.162278 0
0 3.162278 —-14 —-0.2
0 0 —0.2 1.4

Ay = A — w1q1T - ql’w1T =

Givensova metoda
Metoda slouzi k urceni vlastnich ¢isel symetrické ttidiagonalni matice

bi ¢
c1 by Co
B =
Cp—1 bn—l Cpn—1
Cpn—2 bn

Pokud je nékteré z ¢; nula, rozpadd se matice B na dvé tridiagonalni matice stejného
typu. Tedy bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze ¢; 20, (i=1,...,n —1).
Oznacme

by o

a1 by o

ci—1 bi—1 ¢y
Ci—o b
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Véta 5.18 Polynomy p;(\), A € R, definované pro i =1,...,n rekurentné

pi(A) = (bi = Mpici(N) — ¢ pia(N), 2<i<n

maji nasledujict vliastnosti:

1. Polynom p; je charekteristicky polynom matice B;

(pi(A) = det(B; — \I)).

lim p;(\) =400, i=1,...,n

A—00

3. Jestlize p;(Ao) = 0, potom p;_1(Xo) - pi+1(A0) < 0,
1=1,...,n—1

4. Polynom p; md vzdjemné i ruzniych korent, které oddéluji i + 1 koteni polynomu
Di+1; 1= 1,...,’/7,.

Dikaz: ad (1| Plyne rozvojem det(B; — AI)

ad 2| p;(\) = (=1)'\" — ... — 0o pro A — 00
ad [3| Necht p;(A\g) = 0 pro néjaké 4, i = 1,...,n — 1, z definice p; plyne

pi+1(/\0> = —C? 'pi—l()\o)-
Protoze ¢; # 0, dostaneme bud
Pi—1(Ao) - Dix1(Xo) <0

nebo
pi—l()\o) = pz'—(/\o) = pz‘+1(>\0)

coz by indukci vedlo k tomu, ze

Pi(Xo) = pi—1(Xo) = ... = p1(Xo) = po(Xo),

coz je spor, protoze po(Ao) = 1.

ad [4 Plyne z[2] a[3|
O

Poznamka 5.20 Posloupnost polynomu spliugici 2-4 se nazyjvd Sturmova posloup-
nost (pouzivd se pri vipoctu korenu polynomai).
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Priklad 5.10 Pomoci charakteristického polynomu urcete vlastni ¢isla tridiagondlni mat-
ice Ay z prikladu[5.9.

4 -3 0 0
-3 2 3.162278 0

A= o 3162278 14 02
0 0 02 14
pi(A) =4-A

p(N) = (=2 = \)(d— ) — 9
p3(A) = (=14 =N)[(=2 =)A= A) =9 - 10(4 = A)
PaN) = (1A= N)[(=1A= M) [(=2 = A)(4—A) —9] — 10(4 — A)] — 0.04[(—2 — \)(4— \) — 9] =
At — 2% — 20X0% + 58\ — 22
Koreny polynomu py(\) jsou
A = —54355 Ay =54907 A3 = 14289 X, = 0.5159

Véta 5.19 Bud i prirozené ¢islo, 1 < i < n. Pro dané u € R polozme

sgnpi(p) = 4 29mpi) - Jecli pilp) #0,
Z Sgnpifl(,u) je—li pl(/,l,) =0.

Potom N (i, ), coZ je pocet znaménkovych zmén v posloupnosti po sobé jdoucich prvki
usporddané mnoziny N (i, ) = {+, sgnp1(n), ..., sgnp;(p)} se rovnd poctu koreni poly-
nomu p;, které jsou mensi nez .

Tato véta umoznuje aproximaci (s libovolnou ptesnosti) vlastnich ¢isel matice B = B,
a dokonce primy vypocet vlastniho ¢isla na dané pozici.
Predpokladejme na ptiklad, ze chceme aproximaci ¢-tého vistniho ¢isla )\Z(»") = )\; matice B

( jako predtim predpokldddme, ze Ay, ..., A\, jsou vzajemné ruznd a usporddand sestupneé).

Krok 1: Urcime interval (ag, by), v némz lezi zadané vlastni ¢islo, na pt. —ag = by = ||B||wo.
a + b ’

Krok 2: ¢o = 2 spoéteme N(n, cp).Potom bud

N(n,co) > a N €<ag,c)

nebo
N(H,Co) <i a M\ E< C(),b() >

tim ziskame interval < aq,b; >, v némz lezi koten \;.

Postupné ziskdme posloupnost intervalu < ay, by >, k > 0 takovych, ze \; €< ay, b, > a

bk — Q) = Q_k(b() — CLQ), k Z 0.



Moderni numerické metody 101

5.7.4 QR-rozklad

Definice 5.5 Dvojici matic Q a R nazveme QR-rozkladem matice A, pokud plati, Ze
A =QR,

pricemz Q je ortogonalni matice a R je horni trojihelnikovd matice.

Nyni uvedeme véty o existenci QR-rozkladu a jeho jednoznacnosti.

Véta 5.20 K libovolné redlné matici A € R™*", kde m > n, existuje ortogondlni matice
Q € R™™ q horni trojuhelnikovd matice R € R™*™ tak, Ze plati A = QR.

Veéta 5.21 Jsou-li sloupce matice A € R™*" m > n, linedrné nezavislé, potom v QQR-
rozkladu jsou matice R a pronich n sloupci matice Q urceny az na znaménko jednoznacné.

Dikazy obou vét viz [49)].

5.7.5 Konstrukce ()QR-rozkladu

@ R-rozklad pomoci Gram-Schmidtova algoritmu

Véta 5.22 (Gram-Schmidtav QR-rozklad) K libovolné redlné matici A € R™*™ kde
m > n, existuje ortogondlni matice Q € R™*™ a horni trojuhelnikovd matice R € R™*"
s nezapornymi prvky na diagondle tak, Ze plati A = QR. V pripadé linedrné nezavislych
sloupcu, matice A jsou prvky na diagondle kladné.

Zakladni myslenka dukazu: Mame-li matici A € R™*", pak aplikaci zobecnéného Gram-
Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu na sloupce matice A (ty mohou byt linedrné zavislé
i nezavislé) a doplnénim téchto vektoru na bazi v R™ ziskdme sloupce matice Q.

Uvazujme matici A = (a;]...|a,) slozenou ze sloupcovych vektoru. Pak
!
up =ag, €= —,
[
U
Uy = Az — Pe; A2, €2 = 5
[
us
U3 = az — Pe; A3 — PeyA3, €3 = 1,
[[us||

k—1 u
k

uk:ak_zpejaka € = m,
j=1 K
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kde py,v = wu Po dpravé obdrzime vzorce pro vektory a;
a; = eq|u,
A2 = Pe; A2 +e?||u2||a
az = Pe, a3 + Pe,as + €3//us||,
k—1
a = > poyar + e ful|.
Jj=1
Ozna¢me Q = (ey]...|e,). Nyni mame
<ep, ar > <e€e,a> <e,az3> -+ <e;, a, >
0 < ey, ap > <€y, az3> --- < €9, A, >
R=Q"A = 0 0 <es az> -+ <eg a,> |
0 0 0 .o <e,, a, >

nebot QQ” =E a < ej, a; >= ||uj||, < ej, ay >=0pro j > k.

12 =51 4
Piiklad 5.11 Proved'me QR-rozklad matice A = | 6 167 —68 |. Gram-Schmidtoviym
—4 24 —41
procesem dostaneme
12 —69 —58
U=(u |u|u)=| 6 158 6
—4 30 —165

Matici Q potom ziskame jako

6/7 —69/175 —58/175

— = | 3/7 158/175 6/175
2= (g o | 7o) 2 s s

A = QQ”A = QR, take

14 21 —-14
=Q'A=10 175 =70
0 0 35
Algoritmus
Méjme matici A. Polozme
ay

T = Hal”’ a9 = —
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pro k=2, ..., n spocitejme:

Tik=<4q; a > proj=1 ..., k—1,

k-1
R = a — E Tik4;,
j=1

T’in:<2’k, Zn >

2k
qQr = —-
Tkk

Metodu lze také upravit tak, ze zaménime poradi operaci. Tedy polozme

A=A
Pak pro k =2, ..., n spoctéme
(k=1)
(k=1) a
Tky = ||Q y A = )
ol =2
rki:qfagk_l) proi=k+1, ..., n,

AW = A®D gl

Z formalniho hlediska jde o zménu poradi operaci, ovSem z numerického hlediska obdrzime
kvalitativné ruzné vysledky.
@ R-rozklad pomoci Householderovy matice

Véta 5.23 (Householderuv @ R-rozklad) Kazdou matici A € R™™ lze pomoci s =
min{n, m — 1} Householderovijch matic rozlozit na soucin QR, a to tak, Ze plati

(%1 ) m>n,
H, - -H,HA=Q"A={ (R, 0) m<n,
R m =n.
Dukaz: Konstrukce QR-rozkladu
Mé¢jme redlnou matici A
aip - Qi
A 125 N €7
Amp1 - Qmn

Krok 1.: Zkonstruujme Householderovu matici H; tak, aby H; A méla v prvnim sloupci
pouze samé 0 s vyjimkou pozice (1, 1), tj. aby
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K tomu staci ziskat vektor u,, (dle predchoziho) tak, ze pro

T
u,u,
H1 - E - 2 T
u, u,
plati
a1 &
921 0
H, [ . | =
A1 0

Oznaéme AW : = HiA. AD je tvaru

Krok 2.: Zkonstruujme Householderovu matici Hy tak, ze HyA() mé ve druhém sloupci
0 pod pozici (2, 2) pfi zachovani pozadavku prvniho kroku, tj.

H O
0 H

A® . =H,AD =10 0
0 0
Matici Hy ziskdme tak, ze nejdiive zkonstruujeme Householderovu matici o rozméru (m —

1) % (n—1)

T
Hy: =B, — 2-2ton-t
U, _1Un-1

takovou, ze

a definujme

Tim ziskdme matici A® = H,AM.
Analogicky pokracujeme déle.



Moderni numerické metody 105

Pro k <s.
Krok k-ty: Obecné vytvarime Householderovu matici

T
= Un—k+1U;, g1
Hy: =B, — 25—

W,k 1Un—k+1

o rozméru (m — k 4+ 1) x (n — k + 1) takovou, ze

H

[ Y 0
H; : =

Amk O

Definujeme

E,.. 0
H.: = ~

¢ili mizeme spocitat A% = H, A*-D,

Timto zptisobem po s krocich obdrzime matici A®), ktera bude v hornim trojihelnikovém
tvaru a bude praveé matici R.

Protoze
AR =HAFD =2 ... s,
mame
R=A®=HACY=HH, A*?=...=HH,_, - -HHA
Polozme

Q' =H,H, , - -HH,.
Méme hledanou ortogondlni matici (nebot kazda z H; je ortogonélni). Celkem
R =Q7A,

.
A=QR.
(Zopakujme si, 7e Q = HTHY ... HT = H|H,--- H,.)

Piiklad 5.12 Uvazme matici

— N
— o
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Krok 1.: Konstrukce H;.

0 H
H1 1 == O
1 0
Potom tedy dle Prikladu[5.8 spocteme
0 1 V2
Uz = 1 + \/§ 0 = 1 )
1 0 1
takze
11 1 1
wef (PO () (0 ¢ Tw
H=L-2-==|(01 0] - o2 2| =75 5 T3
w; ug 00 1 211 1 1 1
V2 22 V2 2 2
Urceme
V2 32 22
1 - _
A():HlA: 0 _12x/§ _22\/5
0 142 24V2
2 2
Krok 2.: Zkonstruujeme
o~ 0,2071
H, = ( 1 2071) < )
0,2071 , 4318
w= (] 2071) 12207 () = ( 2om1)
—0,1691 —0,9856
—0,9856  0,1691
tzn.
0
H, = 0 —0,1691 -0, 9856 ,
0 —0,9856  0,1691
a spocitdme
—1,4142 —2,1213 —2,8284
A® =H,AY = H,H,A = 0 1,2247  1,6330 | =R
0 0 —0,5774
Pro Q nyni plati
0 0,8165  0,5774
Q=HH, = | -0,7071  0,4082 —0,5774

—0,7071 —0,4082  0,5774
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Celkem tedy

011
A=1|1 2 3| =
1 11

0 0,8165  0,5774\ [—1,4142 —2,1213 —2,8284
—0,7071  0,4082 —0,5774 0 1,2247 11,6330 | = QR.
—0,7071 —0,4082  0,5774 0 0  —0,5774

() R-rozklad pomoci Givensovy matice

Definice 5.6 Matice tvaru

1 -+« 0 -+ 0 --- 0
0 c S 0

G(i, j, ¢, s):= | : AP | =I+(c—1)(eie] +ejel )+s(ee] —eje) ),
0 -5 - c 0
0O -« 0 - 0 --- 1

kde ¢® + s* = 1, se nazjvd Givensova matice.

Muzeme volit ¢ = cosa a s = sina pro néjaké a. Pak znacime Givensovu matici jako
G(i, j, ).
Opét chceme setrojit matice Qq, Qo, ..., Q, tentokrat vsak pomoci Givensovych matic
tak, aby A = Q;A méla nuly pod prvkem (1, 1) v prvnim sloupci, matice A? =
QoA ™ méla nuly pod (2, 2) ve druhém sloupci, atd. Kazdou z matic Q; 1ze sestrojit jako
souc¢in Givensovych matic — ten je mozné sestrojit takto:

Qi : =G(l, m o)G(1, m—1, a)---G(1, 3, ®)G(1, 2, a)

Qx: =G(2,m, a)G(2, m—1, a)---G(2, 3, a)

Bud s = min{m — 1, n}. Pak
R=AD=QAC) = =QQ. 1 QQA=Q'A,
Nynf mdme A = QR, kde Q¥ = Q, --- Q2Q;. To lze zformulovat do nasledujici véty.

Véta 5.24 (Givensuv QR-rozklad) Bud A matice m xn a necht s = min{m—1, n}.
Existuje s ortogondlnich matic Q1, ..., Qs definovanych jako

Q= G, m, )G, m—1, a)-+-G(i, i+1, a),

ze pro

Q=Q/Q; -Q;
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plat?
A =QR,

kde R je matice m X n s nulami pod hlavni diagondlou.
Znézornéme si schématicky Givensovu metodu redukce matice A € R3*3 na horni trojithelnikovy

tvar (symbol e znaci prvky, které se transformaci nezménily, a + znaci prvky, které se
zménily):

o o + + &+
A o of SC2a [ L | Gu3e
o o e o o
+ + + e o o
G(1,3, @) 0 e o G(2,3, a) N
0 £+ =+ 0 0 =+

Priklad 5.13 Necht

Krok 1.: Najdéme c a s tak, aby

(o) (@)= ()

Nebot ajy =0 a as =1, musi bjt c =0 a s = 1, tedy

010
G(1,2,)=1-1 0 0
0 01
Pak dostaneme
B 010 011 1 2 3
A=G(l,2, ) A=[-1 00 1 2 3]=10 -1 -1
0 01 1 11 1 1 1

Nyni najdéme c a s tak, aby

N

)

—

\t—‘

\_OO

o

S~—

Il

o
o = O
Shou
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Celkem
C(E o2 sy (VG e
AW =G(1, 3, o)A = o1 o0ffo -1 -1]=[0 -1 -1
_ 1 1 1
5 0 %5/ \1t 1 1 0 -4 —V2

Krok 2.: Urceme c a s tak, aby

Nebot aglz) =—1la a%) = -1 budec= —\/g as= —%, tedy

3
1 0 0 NG 3 2 2v/2
G(1, 3, ©) AW =10 —/5 —5 0 -1 -1 |=1]o0o0 \/g 2\@ =R.
1
0 0 - 0o 0

5.7.6 Srovnani algoritmu

Pti vypoctu Q) R-rozkladu pomoci Householderovy matice je pocet provedenych operaci
roven Cislu

n*(3 — 5)

K explicitnimu vyjadieni matice Q je navic potieba

1

2(m*n — mn? + gng)
operaci, tedy celkem
2 2 1 3
2m n —mn” + gn .

Zatimco pro () R-rozklad pomoci Givensovy matice je tento pocet dvojndsobny, tj.

n
m?(3 — =).
(3 3)

y . . . , . c s .
Ovsem pokud v metodé s Givensovou matici nahradime matici rotace < o) @ matice

1 1
podaii snizit pocet operaci na uroven metody vyuzivajici Householderovy matice — jedna
se o tzv. matice rychlé Givensovy transformace.
Householderova matice ma vsak tu nevyhodu, Ze v matici, kterou ji nasobime, nadm zmeéni
vSechny prvky (zatimco Givensova matice jen i-ty a k-ty rddek), takze ndm napiiklad
muze z ridké matice vytvorit matici plnou.
V modifikované metodé s Gram-Schmidtovym algoritmem je pocet operaci mn?.

c s . . 1 a a 1 R . .
odrazu s —c maticemi a a _a) 8 ortogonalnimi sloupci, pak se ndm
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5.7.7 (@R-rozklad a vlastni cisla matice A — () R-algoritmus
Zékladni QR-algoritmus: Méjme matici A. Sestrojme jeji QQ R-rozklad, tj.
A=Ay =QRy,

urcéime

A =RyQp.
Nyni sestrojme () R-rozklad matice Aq, tj.

A =QiRy,
a spoctéme

A, =R.Q;.

Takto pokracujme analogicky dale.
Jisté plati

A =RiQr = Qi ALQ = QIR 1Qp1Qr =
=QIQI_ 1A 1Qr1Qr == (QoQ1 - Qr)"A(QoQ: - - - Qi)

Tedy matice Ag, Ay, ... jsou kongruentni (tj. A = B <= A = PTBP). Navic diky orto-
gondalnosti matic Qg, Qy, ... jsou matice Ay, Ay, ... také podobné (tj. A ~ B (téz A =~ B)
<= A = P7!'BP). Tyto matice maji diky podobnosti stejnd vlastni ¢fsla jako matice
A. Posloupnost téchto matic konverguje za urcitych predpokladu k horni trojihelnikové
(resp. horni blokové trojihelnikové) matici, kterd ma vlastni ¢isla na diagondle (resp. di-
agonalni bloky maji vlastni ¢isla se stejnou absolutni hodnotou) setazena podle velikosti
pocinaje nejvétsim vlastnim ¢isel. Poddiagonalni prvky (resp. poddiagondalni bloky) kon-
verguji k nule. OvSsem dukazy konvergence existuji jen pro nékteré specidlni typy matic.
Naptiklad ma-li matice A kladna vlastni cisla, pak Qj konverguje k jednotkové matici a
posloupnost matic A k horni trothelnikové matici, pricemz diagonalni prvky této matice
jsou vlastni ¢isla matice A.

Priklad 5.14 Urceme vlastni ¢isla matice

2 i1
A={s
05 3
Lze snadno ovérit, Ze vlastni ¢isla matice A jsou \y = 1, \y = —2 a A3 = 3. Vysledky
ziskané QQ R-algoritmem.:
k| af) ajy agy
2,0 -1,6666667 | 1,6666667
5 | 3,1781374 | -2,2260322 | 1,0478949
10| 2,9486278 | -1,9471270 | 0,9984996
15| 8,0003596 | -2,0064061 | 1,0000468
20 | 2,9991547 | -1,9991527 | 0,999998/
25 | 3,0001104 | -2,0001098 | 0,9999999
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Ke zrychleni konvergence lze vyuzit tzv. posunuti a pocitat nikoli rozklad matice Ay =
QrRy, nybrz matice o

Ak — O'kI = QkRk
Puvodni spektrum matice A se timto posune o oy (je vyhodné volit jej jako néjakou
aproximaci vlastniho ¢isla; matice A, — o, E mé vlastni ¢isla \; — oy, jsou-li \; vlastni
¢isla matice Ay). Zaznamendvame-li velikosti posunuti oy, snadno ze znalosti spektra
matice Ay najdeme spektrum matice A. Protoze jesté (v metodé bez posunuti)

A= (QoQi - Qu-1)"A(QoQ1 - - Qi1),
je
A=(QoQ: Qi 1) Ak(QoQ1 - Qu-1)-

Vlastni vektory y matice A dostaneme z vlastnich vektoru matice Ay podle vzorce

Yy =QoQ:i- - Qu_12z.

Tyz vzorec (s maticemi Q]) zustava v platnosti i pro metodu s posunutimi, protoze pfti
posunuti se vlastni vektory neméni.

Voli-li se posunuti specidalné, dostavame v nékterych dulezitych piripadech i kubickou kon-
vergenci (tzn. zhruba feceno, pocet platnych mist se v kazdém kroku piiblizné ztrojnésobi).

Poznamka 5.21 Nejuyhodnéjsi se jevi upravit nejdrive matici A do tzv. Hessenbergova
tvaru (#j. a;; = 0 pro j < i—1,4, j =1, ..., n) pomoci Gaussovy eliminace a pak
na tuto upravenou matici pouzit QR-rozklad. Konvergence je potom rychlejsi (obzvldsté
pouzijeme-li metodu posunu, kde za oy volime tzv. Rayleighuv podil

T T
e’ Hek/ek X,

kde H je pravé matice A v Hessenbergové tvaru). Navic plati, Ze je-li matice A v Hes-
senbergové tvaru, pak kazZda z matic Hy je také v Hessenbergové tvaru, a to i pri metodé
posunuti.

5.8 Podminénost problému vlastnich cisel

Dulezitou charakteristikou libovolného problému je jeho podminénost, kterd udava, jak
vyznamné se zmeéni feseni problému, pokud zménime vstupni hodnoty. Podminénost
problému vlastnich ¢isel muzeme popsat pomoci tzv. globdlniho ¢isla podminénosti.

5.8.1 Globalni ¢islo podminénosti

Vzhledem k zaokrouhlovani fesime ve skutecnosti problém
(A+E-Dx=0

namisto

(A — AI)x = 0.
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Nésledkem zaokrouhlovan{ pii vypoctu dostdvdme FeSenf problému A, X, ktery je presnym
fesenim problému s poruchou

(A —Ey —M)x =0,
kde E,; zahrnuje zaokrouhlovaci chyby béhem vypoctu.

Poznamka 5.22 Analyza stability vlastniho problému je velmi sloZitd a dd se uapokojivé
provést jen pro jednoduché vlastni ¢islo anebo pro matici, kterd je diagonalizovatelnd.

Definice 5.7 Matice A je diagonalizovatelnd, kdyz existuje matice X takovad, Ze
X' A-X=D,
kde D je diagonalni matice.

Véta 5.25 (Bauer, Fike) Pokud je A diagonalizovatelnd matice s vlastnimi éisly Ay, .. ., A,
potom vlastni ¢isla matice A + E lezi v jednotkovém kruhu

K = {z |z = Al < «(X).| B},
kde ¢(X) = || X|||| X Y| je cislo podminénoti matice vlastnich vektori v maticové normé
1]

Diuikaz: Necht (A +E)x = Ax. Potom bud A = \; pro n¢jaky index i a potom A € K;,
anebo A\ \; proi=1,...,n. Potom A\l — A je regularni matice. Matice

AM—-A)"'AM-A-E)=1-\-A)'E
je singularni. Proto podle vztahu
pl(AL— A)'E] > 1
plati
1< [[(M = A)T'E| = [[(\ - XDX™)7'E[| = |X(\ - D)"'X'E| <
< IXNIXHIEN O - D)~ = C(Pli)HEHH(AI -D)M| =
= c(X)[[E] mZaX[m]-
Pritom jsme vyuzili skute¢nost, ze maticovd norma diagondlni matice je dand jejim
maximalnim diagonalnim prvkem v absolutni hodnoté. Odtud

min [A — ;| < ¢(X)||E||.
O

Poznamka 5.23 Cfislo c(X) charakterizuje miru odchylky poruSenych vlastnich cisel v
zavislosti na velikosti poruchy || E||.

Disledek 5.3 Problém vlastnich cisel normdlnich matic je dobte podminény.

Dikaz: Protoze normélni matice jsou unitarné podobné diagonalni matici a ve spetkralni
norme

[O]l2 = [T7[l2 = [0l = 1,
potom ¢»(U) = 1.
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5.8.2 Odhad chyby vypocitaného vlastniho ¢isla

Ptesnost vypocitaného vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru ovéirujeme pomoci rezidui.

Véta 5.26 (Odhad chyby vypocitaného vlastniho &isla) Necht urcené viastni ¢islo
A a k nému prislusny vypocitany vlastni vektor & ddvaji (presny) rezidudlni vektor

r=Ar— \T.

Potom X\, & jsou presné hodnoty vlastniho ¢isla a viastniho vektoru matice s poruchou

A+ E, kde

rT’
E=-—
[edlE
a plati odhad
YTz
kde y je levy vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu cislu X.
Dukaz: . i
(A—»?g>i:Ax—”ﬁEr:Ai—r:ii
%12 %112
< Ay ll2lxll2 ]I Bl L%
A=Al < +O0| +—— | -
y7x| A2
Kdyz
5], = Il _ [irl
1%[[2 1|
dosadime do nerovnosti, dostavame
51— Iy lalx]l2 [r]l (HEH2)2 ][ (HEH2)2
A=A < — 4+ 0 =cN)=—-+0 .
A A= T sl T O\aL) Vs T O\ A
O

Poznamka 5.24 1. Pro symetrické matice

||y||2||113||2 Y
cAN)=———=1 a [ N=-A<

&

2. 'V praxi presné hodnoty x, y nezndme, proto se ve vztahu (7.1) nahrazuji hodnotamsi
T, y, 1.

yll2llZll2 Il [lgll2li7l2
'zl |y

|A—M§“ (5.11)
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5.8.3 Relativni chyba vypocéitaného vlastniho ¢isla

Pro jednoduché vlastni ¢islo A # 0 muzeme pomoci (7.1) vyjadrit relativni chybu takto

B>

A\ ™Bx 1 B
A (5 BxL) Iollnls Ble _ () [Ble
DU 2 e P Y R
Al Al p(A)
~ ee(N) 2 () L2122
A p(A) N

5.9 Shrnuti

Zopakovali jsme si definici vlastnich ¢isel matice a jejich zdkladni vlastnosti. Seznamili
jsme se s vybranymi metodami jejich urceni.
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6 Soustavy nelinearnich rovnic

6.1 Uvod

V druhé kapitole jsme se vénovali feseni soustav linearnich algebraickych rovnic. V nejriznéjsich
aplikacich se ale vyskytuji i nelinedrni rovnice (tém jsme se vénovali ve treti kapitole) a
soustavy nelinearnich rovnic.

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenafe s numerickymi metodami feSeni soustav ne-
linedrnich rovnic.

Nebudeme schopni fesit kazdou soustavu nelinearnich rovnic. Pouze pokud budou
splnény konvergencni podminky, jsme schopni najit feseni. Proto je dulezité se umét
vhodné priblizit k feseni a nebo umét odhadnout polohu feseni.

7 celé tady pouzivanych metod si ukdzeme pouziti prosté iteracni metody a Newtonovy
metody pro soustavy nelinearnich rovnic a stanovime si podminky pro konvergenci téchto
metod.

Opét nas bude zajimat i rychlost konvergence a moznost odhadu chyby po k-tém kroku
iterace.

6.2 Zakladni pojmy
Soustavu n nelinearnich rovnic si muzeme zapsat ve tvaru
Fl(xl,flfg, e ,l’n) = O,

FQ(ZL’l,iEg, P ,l‘n) = O,

Fo(xy,x9,...,2,) = 0.

A nebo ve vektorovém tvaru

F(X) =0,
kde F(X) = (F1(X), Fo(X), ..., Fo(X)T, X = (21,29, ..., 2,), O je nulovy sloupec.

6.3 Iteracni metoda

Necht F je spojité zobrazeni na oblasti D. Rovnici F(X) = O, si prepiSeme na tvar
X = ®(X), zvolime si Xy € D a iteracni vztah

(Xi1)" = @(Xp), D(X) = (p1(X), p2(X), ., pu(X))".

Véta 6.1 Necht v uzaviené oblasti D plati

1) ®(X)e DVX e D,

2) Jq € [0,1) tak, Ze ||(X)—-@(Y)|| <q||X -Y| VX,Y €D,
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potom posloupnost { Xy} konverguje k jedinému teseni R a plati
1% = RI| < 21X = Xl

Dukaz: Plyne z Banachovy véty o pevném bodé 2.8 O

Poznamka 6.1 Jestlize ® je diferencovatelnd, pak podminku 2 muzeme nahradit

) 30: [ ¥(X)| <g<1 VX €D,
kde ®'(X) je matice s pruky a; = &pi(:pg — ’LL).
Lj

PozoR. Maticova norma v 2') musi byt souhlasnd s vektorovou normou.

Vétsinou byva obtizné najit ® a D, tak aby jsme méli zajisténu konvergenci, zvlasté
u rozsahlejsich soustav. Nékdy se uzivd metoda pokusu. Pozor, v tom piipadé je nutno
zvlasteé peclivé provérit vysledek.

Pokud méme soustavu dvou rovnic, potom muzeme urc¢it ®'(X) jednoduse podle

<1><X>:(‘;§),
@MgzadiM(—i_f>’

neboli: prvky na hlavni diagondle prehodime, u prvku na vedlejsi diagonédle zménime
znaménko a celou matici vydélime hodnotou jejtho determinantu.

vzorce: Necht

potom

Piiklad 6.1 Metodou prosté iterace najdéte kladné reseni (pokud existuje) pro soustavu
sin(z+1)—y = 0.5,
2+ y2

Reseni: Jde o prisecik kruznice se stiedem v pocatku a o jednotkovém poloméru s
posunutou goniometrickou funkci. Grafickou metodou muzeme odhadnout polohu korene

08<z<1, 04<y<0.5.

Upravime si rovnice do itera¢niho tvaru
r = v 1- y27
y = sinzx+1—0.5.

Potom

?'(X) = Vi—e |,

cos(x + 1) 0
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[ (X)]| = 0.5,

pii pouziti fadkové normy. Zvolime si pocateéni aproximaci xg = 0.85, zg = 0.46 a
dosazenim do iterac¢nich vztahu dostaneme

x1 =+/1— (%)% =0.882,
y1 = sin(xg + 1) — 0.5 = 0.45.
Vypocet opakuje. Vysledky si zapiSeme do tabulky

k|x y
01085 0.46
110.882 0.45
210893 1.448
310.894 0.448

Po dosazeni poslednich hodnot do jedné z rovnic dostaneme
(z3)* + (y3)* = 0.9999.

Chyba je fadové 10~%. Pokud tato ptesnost je postacujici ukonéujeme vypocet, pokud ne,
pokracuje dale v iterovani.

Priklad 6.2 Metodou prosté iterace najdéte reseni soustavy
r = 02+0.1(-2y*+ 3z),
y = 0.6+0.1(zy" — 2y),
voblasti Q ={0<x <1, 0<y<1}.
Reseni: Nejdifve si ovéifme prvni podminku véty , ze P(Q) C Q.

0 < 0.2+0.1(—zy®+32) <1,
0 < 0.6+0.1(2%%—2y) < 1.
Potom

/ [ —0.1y*+0.3 —0.2zy
P(X) = < —0.2xy® —0.32%2 -0.2 )

Uréime si odhad ||®'(X)]|| v fddkové normé a dostaneme

|®'(X)] = max {]=0.1y2+0.3|+]0.2zy|, |0.22y|+|—0.32%y*—0.2|} < max{0.3+0.2,0.2+0.5} = 0.7.
x,ye<0;1>

Méme splnénu druhou podminku véty Protoze méame zarucenou konvergenci metody,
muzeme iterovat. Volime zy = yg = 0 a postupné dostavame vysledky, které si opét
zapiseme do tabulky
k X y
0 0 0
1 0,2 0,6
2 0,2528 0,479136
3 0,270036 0,503402

0.275882  0.499209
0.27589  0.499211

© o
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Rozdil poslednich dvou iteraci je fadové 10~°). Pokud tato pfesnost je postacujici
ukoncujeme vypocet, pokud ne, pokracuje déle v iterovani.

6.4 Newtonova metoda

Méjme soustavu F(X) = O, necht F jsou diferencovatelné v oblasti D. Potom rozvojem

do Taylorovy fady v okoli bodu Xy = (29,29, ...,2%) dostaneme

F(X)=F(Xo) +F(Xo)(X — Xo) + ...,

oF  OF oF,
Ox1 Oxry " Oxn
kde F=1 . ~ |,
OF, 0F, OFn
oz Oxo t OTn
je jakobian funkce F, nebo v soufadnicich pro+t=1,2,....,n
n
OF;(Xo)

Fi(X) = Fi(Xo) + (25 —af) +...

81']‘

j=1
Zanedbanim vyssich fadu pak dostaneme soustavu
F(X) = F(Xo) + F'(Xo)(X — Xo).
Predpokladdme, ze F(X) = O. Je-li F' regularni, potom mé soustava jedinné reseni
X1 = Xo — (F'(Xo)) ' F(Xo).
Jestlize je F' reguldrni v bodé X, postup opakujeme. Mame tak definované iteracni proces
X1 = Xo — (F(X0)) T F(Xa).

Problémy nam nastavaji vzdy s ur¢enim inverzni matice.
Vezmeme si nejjednodussi piipad:
F(X) = O je soustava dvou rovnic o dvou neznamych

Fl(x7y) - 07

FQ(xvy) = 0.

Necht Fy, F, jsou diferencovatelné v oblasti D. Potom rozvoj do Taylorovy fady nam
v okol™ bodu (zy,yx) d v proi=1,2

OF;(xk, yr)
ox

OFi(xk, yk)

(x — xk) + ay

Fi(x,y) = Fi(zr, yr) + (Y — )+ ...

a opét zanedbame ¢leny vyssich fadu a dostaneme aproximaci linedarni funkei.
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kde F' je Jacobian funkce F,
or  oh r—x
Feo=( o ) x-xo= (170,
Bz Oy Y — Yk
Je-li F' regularni v okoli bodu X}, mé nase soustava jedinné reseni X .
Xpp1 = X — (]—“’(Xk))_l(]-“(Xk)),
nebo v soutradnicich
Trer \ (o Y1 o2 _%_;1 Fi(2k, yr)
Yk+1 Yk det F/(X) \ =92 22 Fy(ze,yn) )

Zde jsme vyuzili vzorce z algebry: Pro ad — bc # 0 plati

a b\ ' 1 d —b
c d Cad—be\ —¢ a )’

Vypocet ukoncime pii splnéni podminky || X1 — Xk < e.

Priklad 6.3
Fi(z,y) =2 — 04z +y* —4 =0,

Fy(x,y) =z*y4+y—1=0.
(‘3F1 ale

— =2rxr—04 — =2
oz o ’ oy Y
oFs 0Fy 9
8]) xy7 ay x + )
2 — 04 2y

7| = = (§5 4 00)(€§ — 1.A) — A§E =

21y r? 41
= 22° + 22 — 0.42% — 0.4 — 4ay>.
Potom mdme pro x € (2;3), y € (0;1). Pro urcéeni oblasti D si staci uvédomit, Ze
Fi(z,y) = 0 je rovnici kruznice a y nemuze nabyjvat zdpornijch hodnot (Rovnice Fy(x,y) =
0 si muZeme upravit na tvar y(z* + 1) = 1, odkud uz plyne, Ze y > 0.) |F'(€.€;1.€)| =
€3IV = v okoli tohoto bodu je derivace nenulovd = muzZeme zacit iterovat podle vztahi:
(22 +1)(23 — 0.dzp + yi — 4) — 2up(23yp +yp — 1)
223 + 2xp — 0.427 — 0.4 — dayy?

Tpr1 = Tk —

Y

(—2xye) (23 — 0.4z + yi — 4) + (22 — 0.4) (23yr +yx — 1)
223 + 2y — 0427 — 0.4 — 4ay?

Yk+1 = Yr —
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Poznamka 6.2 Newtonovou metodou muzeme urcit i koren komplexni rovnice f(z) = 0.
Necht z = x + jy, Re f = u(x,y), Im f = v(x,y), potom mdme soustavu dvou rovnic

u(r,y) =0,

v(z,y) =0,
kterou 1esime podle vyse uvedenych vztahi.

Priklad 6.4 Newtonovou metodou reste soustavu
fi:x*+y*+2r -3 = 0,
fora?+y P —4y—5 = 0.
Reseni: Nejdifve si uréime o co se jednd: Upravime si prvn{ rovnici, tj. doplnime ji na
uplny kadrat.
P +2x+y =3 = 0,
(x+1)7*=1+¢4*-3 0,
(z+1)*+y* = 4.

Dostali jsme rovnici krutnice se stfedem S = (—1;0) a polomérem r = 2. Analogicky pro
druhou rovnici dostaneme

4yt —4y—5 = 0,
2?4 (y—2%—4-5 = 0,
2?4+ (y—2)?% = 0.

Dostali jsme rovnici krufnice se sttedem S = (0;2) a polomérem r = 3. Grafickou metodou
odhadneme polohu korenu

Q={08<x<09 -09<y<—1}.

Sestavime si matici inverzni

F(X) = ( L ) ,

Sestaime si itera¢ni rovnice

1
K+l _ ok ke () —9
xz T +2(yk—2$k)—4[y f2 (y )f1]7
1
k1 _ ok N S AR
Protoze mame zarucenou konvergenci metody, muzeme iterovat, vysledky si opét zapiseme
do tabulky
k X y

0 0.8 -0.9
1 0.8111 -0.9056
2 0.7889 -0.8845

Vypocet ukonéime v zavislosti na pozadované presnosti.
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Priklad 6.5 Newtonovou metodou 7este soustavu

fla,y)ra® —ay® =1 = 0,
g(z,y) :y® —22%y+2 = 0.

Reseni: Grafickou metodou odhadneme polohy kofenti. Ze tif kofent si vybereme levy
horni, ktery lezi v oblasti

Q={-2<z<-1,1<y<2}
Vypocet ukonc¢ime kdyz

max{| f (2", )|, Jg(2", [} < 1077

Volime 2° = —1, 4° = 1 a dostaneme
k| x y
01-1 1
1]-1.5 2
2 | -1.379562 1.673966
3 1-1.392137 1.629879
4 1-1.394072 1.631182
5 | -1.394069 1.631182

Vsimneéte si, ze v okoli kofene x = —1.39407,y = 1.63118 je konvergence velmi rychld.

6.5 Shrnuti

V aplikacich se casto vyskytuji soustavy rovnic a to linedrnich i nelinearnich.

Zabyvali jsme se hledanim feseni soustav nelinearnich rovnic. Ukazali jsme si podminky;,
které nam zarucuji konvergenci prosté iteracni metody a Newtonovy metody pro soustavy
nelinedrnich rovnic.

Zabyvali jsme se rychlost konvergence téchto metod a moznosti odhadu chyby po
k-tém kroku iterace.

Vsechny tyto podminky a odhady vychézeji z Banachovy véty o pevném bodu.
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7 Reseni obycejnych diferencialnich rovnic.

7.1 Uvod

Matematicky popisujeme vétsinu fyzikalnich a technickych déju pomoci diferencidlnich
rovnic. Pokud je popisovany déj funkci jedné proménné, tak jde pti popisu o obyc¢ejné difer-
encialnf rovnice. Pouze malou ¢dst z nich jsme schopni fesit analyticky, tj. bud vyjadfit
feseni v explicitnim tvaru y = f(z) a nebo v implicitnim tvaru F(z,y) = 0.

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenare s numerickymi metodami feseni obycejnych
diferencialnich rovnic. Numerické tfeseni hledame tehdy, kdyz nejsme schopni nalézt ana-
lytické feseni a nebo pokud by jeho nalezeni zabralo pfiliS mnoho ¢asu a nebo je pro nas
prilis obtizné.

Nejdrive si pripomeneme zakladni pojmy z teorie diferencialnich rovnic. Zformulujeme
si znovu Cauchyovu ulohu. Zopakujeme si analytické feSeni vybranych typu obyéejnych
diferencialnich rovnic.

Poté prejdeme k numerickym metodam. Zacneme u jednokrokovych metod. Budeme
se zabyvat Eulerovou metodou a jejimi modifikacemi a metodou Rugeho-Kutty. Zminime

Pak se zamérime na vicekrokové metody. Probereme si Adamsovy metody, metody
prediktor-korektor a prediktor-modifikator-korektor.

Vsechny metody budou zalozeny na diskretizaci proménné. Nebudeme hledat spojitou
funkci, ktera vyhovuje dané rovnici, ale diskrétni funkci, ktera bude definovana pouze na
koneéném poctu bodu a bude se v limité blizit k presnému feseni.

7.2 Cauchyova tuloha.

Rad diferencialni rovnice je roven nejvyssi derivaci neznamé funkce, ktera se v rovnici
vyskytuje. My se nejdiive budeme vénovat rovnicim prvniho fadu.
Na intervalu [a, b] méme tesit diferencidlni rovnici prvniho réadu

y' () = flz,y(z)) (7.1)

s pocatecni podminkou
y(xO) = Yo, To € [CL, b] (72)

Nejcastéji se bere xg = a.
Definice 7.1 Uloha 1) |D se nazyvd pocatecni ilohou (nebo Cauchyovou ilohou).

Véta 7.1 Picardova véta - o existenci a jednoznacnosti reSeni.
Méjme oblast D = {(z,y) : |z — xo| < p, |y — vo| < q}. Necht

1. f(x,y) je spojitda v D po obou proménnyjch a tedy je v D ohranicend, t.j. ¥V(z,y) €
D :|f(z,y)| < M, M je kladnd konstanta.

2. f(z,y) spliuje v D Lipschitzovu podminku |f(x,y) — f(z,u)| < Lly — u|, kde L je
kladnd konstanta a (x,y), (x,u) jsou libovolné body z D.
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Potom mda uloha (7.1), (7.2) prdvé jedno tesend, které je spojité a spojité diferencovatelné
na intervalu | — xo| < h, h = min{p, gM =} a pri téchto hodnotdch je |y — yo| < q, t.j.
zustava v D.

Bez dukazu.

Poznamka 7.1 Podminka 2 vety[[1l bude splnéna automaticky, jestlize budou v D spojité
a tedy i ohranicené parcidlni derivace funkce f(x,y) podle y pro libovolny bod (z,y) € D,

t.j.
‘&f (z,y)

— VI <K K >0.
oy ‘_ ’

P0ozoR: Velmi ¢asto se vyskytuji tlohy, pfi nichz je funkce f(z,y) spojitd a diferenco-
vatelnd, ale parcidlni derivace podle y jsou neohrani¢ené. Potom je existence a hlavné
jednoznacnost feSeni garantovana pouze v néjakém okoli bodu x, které muze byt velmi
malé.

Priiklad 7.1 Méyme ddnu rovnici

Potom pro y # 0 mdme

Integraci dostaneme
Wyl =xz+C,

a po odstranéni absolutni hodnoty, mame

Vy=xz+C, kde z+C>0 atedy z>-C,

 (z+C)2, x>-C
Y10 ginak ’

Jde tady o pravé vétve parabol, viz obrdzek[7.1]

Pri reseni jsme vyloucili y = 0. Je treba provérit, zda tim neztrdcime jedno resent.
V nasem pripadé je funkce y = 0 také resenim. Je to parcidlni resent.
Pro parcidalni derivace plati

of 1
f('r?y)zz Yy = 5=,
vy Ay
parcidlni derivace nent definovand proy = 0 a pro y > 0 je derivace neohranicenou funkci
v okoli y = 0. NemiZeme proto garantovat jednoznacnost pro vsechny body osy x. Naopak,
kazdym bodem (x,0) prochdzi nekoneéné mnoho resent.
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W

Obrazek 7.1: Priklad treSeni diferencialni rovnice

Piiklad 7.2
z(y')? — 2yy +4a =0,

je kvadratickd rovnice vzhledem k3. (Stdle se jednd o diferencidlni rovnici proniho Tddu.
Rdd rovnice urcuje nejuyssi rad derivace, ne jeji mocnina.) Po jejim vyreseni dostaneme

== y? — 4a?
y =V (7.3)

kde y? — 4% > 0, 2% +y*> # 0.
Oznacme Yy =z,
kde z = z(x) je novd nezndmd funkce. Dosazenim do (7.3|) dostaneme

zx £ 2222 — 422
)

T

Jr+z=

a po uprave

Zr=4V22 -4
Pro x # 0,22 — 4 # 0 dostaneme

+V22 -4

mdme rovnici se separovanymi promeénnymi a jeji integraci dostaneme

2+ V22 —4=Cz,

dz d_x
{L”
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+Vvz22 —4=Cr — z,
22— 4 =C%%— 20z + 22,

Zpétnygm dosazenim z = Y dostaneme
x

C?*2? — 20y +4 = 0.

A to je resent pro
y? — 422 >0,y >0

y? — 42?2 >0,y < 0. (7.4)

V pribeéhu vijpoctu jsme predpoklddali, Ze x # 0, 2% — 4 # 0. Je nutno provérit, zda nejde
o parcialni reseni. V tomto pripadé ano. A pro y = +£2x neplati jednoznacnost.
Kazdym bodem v okoli bodu (xo,yo), ndlezejicim do oblasti (7.4)), prochdzeji pravé dvé
2

x 1
integralnt krivky a toy = 2z a y = — + x¢. Napr. proy = §CL‘2 +2ay=a%+1 mdme
o

spolecny bod (v/2;3).

7.3 Zakladni analytické metody.
7.3.1 Linearni rovnice

Piiklad 7.3 Najdéte reseni rovnice
Y + 2y = 4x.
Reseni: Rovnici si upravime na kanonicky tvar
y = —2y + 4x.

Maéame linedrni nehomogenni rovnici. Najdeme feseni homogenni rovnice

"= -2y
d
Y _ —2dx,
Y
Inly| = -2z +1InC,
y=0C e

Metodou variace konstanty najdeme feSeni nehomogenni rovnice.
C=K(r)=y=Kx)e ™.
Dosazenim do puvodni rovnice dostaneme
K'(z)e™ 4+ K(z)e > (=2) = —2K (z)e " + 4z,

K'(z)e ™ = 4x,
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K'(z) = 4xe*,
. x, u=1
K(ZE) = 4/.T62 dJ,’ = ‘ ’ 2177 v — %621‘ =
1 1 1
4 {ixeh ~3 /ehd:c] = 2ze* — 2 {5621} + L,

K(z) = 2ze* — * + L.
Dosazenim do feseni homogenni rovnice dostaneme vysledek
y(z) = K(x)e™,
y(z) = Le ™ + 22 — 1.
Piiklad 7.4 Najdéte teseni rovnice
Y+ 2xy = ze
Reseni: Rovnici si upravime na kanonicky tvar

/ N x?

y = —2xy + xe”

Maéame linearni nehomogenni rovnici. Najdeme feSeni homogenni rovnice

y = —2xy.
d
& _ —2xdz,
Yy
In|y| = —2° +InC,
y=0C- e

Metodou variace konstanty najdeme feseni nehomogenni rovnice.

2

C=K(z)=y=K(z)e ™.
Dosazenim do puvodni rovnice dostaneme

K'(z)e™ + K(z)e ™ (=22) = —2zK ()™ + ze ™,

K(z) = ”% + L.

Dosazenim do feseni homogenni rovnice dostaneme vysledek

2

y(a) = K(z)e™,
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7.3.2 Bernoulliho rovnice

Reseni Bernoulliho rovnice muzeme hledat bud vhodnou substituci a nebo metodou vari-
ace konstanty. Obecné mame rovnici

v =a(x)y+b(z)y", reR, r#1.

Volbou u = y"~! pievedeme Bernoulliho rovnici na rovnici linedrni. Uk&Zeme si pouziti
metody variace konstanty.

Priklad 7.5 Najdéte reseni rovnice

Y+ 2zy = 2277,
Reseni: Rovnici si upravime na kanonicky tvar

y = =2y + 22°%°.

Méme Bernoulliho rovnici. Najdeme feSeni homogenni rovnice

y = —2zy.
d
@ _ —2xdz,
)
In|y| = —2° +InC,
y=0C- e

Metodou variace konstanty najdeme teseni Bernoulliho rovnice.

2

C=K(z)=y=K(z)e ™.
Dosazenim do puvodni rovnice dostaneme
K'(z)e™ + K(z)e ™ (—22) = —22K (z)e™™ + 22° K?(2)e ™,
K'(z)e ™ = 223 K3 (2)e ",
K'(z) = 22 K3 (2)e 2,
dK
K3 (x)

Budeme integrovat kazdou stranu rovnice samostatné:

/K3L(:U)I/K3(x)df(: K__22(x).

2 '
3 _ox? e =1, . ot u =1, u =
/21’6 dx——‘zmdx_dt‘—/te dt = v

9 o2
= 22372 dx.

1)/ _ e—2t
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1 1 1 1 1 1
—§t€_2t + 5 /6_2td$ = —§t€_2t — 16_2t + L = —51'2@_2952 — 16_2x2 + L

Dostali jsme

-2
K_z(x) _ _%xzezaﬁ le —22% | L
1 2 —2a2 —222
R v Tt A
kde M = —2L je konstanta. Dosazenim do feseni homogenni rovnice dostaneme vysledek

1 62332

v K%(x)’
1 2 1 21.2
?:x +§ Me™* .

Priklad 7.6 Najdéte reseni rovnice
zy +y =y’ Inx.

Reseni: Rovnici si upravime na kanonicky tvar

, 1
Yy =—-—"Y
x
d 1
A ——duz,
Y x
Inlyl=—Inz+1InC,
C
y=—.
x
Metodou variace konstanty najdeme feseni Bernoulliho rovnice.
K
C=K(z)=y= ﬁ
x
Dosazenim do puvodni rovnice dostaneme
1 —1 1K(z) InzK3*(x
K'(a)t 4+ K(n) = - 20 o)

T 2 T A
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1
K'(2) = = K*(x),
Kz
K2(z) a2 .

Budeme integrovat kazdou stranu rovnice samostatné:

R R ]

Dostali jsme

1 __lnx_1+L
K(z) = «z '

Dosazenim do feseni homogenni rovnice dostaneme vysledek

T
) T K(z)

y(lﬂc) (lnx ) ’

y(z)(Inz + 1+ Lx) = 1.

7.3.3 Exaktni rovnice

Piiklad 7.7 Najdéte reseni rovnice
(22° — xy?)dx + (2y° — 2%y)dy = 0.

Reseni: Mame
P(z,y) =22 —2y®,  Qz,y) = 2¢° — 2%y.

Potom
P, = —2axy, Q. = —2xy.

Protoze P, = ();, jde o exaktni rovnici. Budeme hledat jeji kmenovou funkei.

dF(v,y) = P(z,y)dr + Q(z,y)dy,
1 4

F(z,y) = /P(:c,y)dx = /(23:3 —zy?)dr = 3%~ %x2y2 + C(y).

Potom
Fy=—2’y +C'(y).
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A soucasné Fj, = Q.

C'(y) = 2",
1
C _ 4
() =35y
Kmenova funkce ma tedy tvar
F(a,y) = 22t — 2222 + oy
’ 2 2 2

a obecné Teseni je tvaru

kde L je konstanta.

Piiklad 7.8 Najdéte teseni rovnice

d
% _ y —1)dz=0
x2_|_y2 $2+y2
Reseni: Mame
Y T
P =—(——=-1 =
(2,y) <x2+y2 ) Q(z,y) s
Potom
b x2+y2—2y2_ x2_y2 Q—x2+y2_2$2— y2_x2
vy (x2+y2)2 - ($2+y2)27 z (:Uz_{_yz)z - ($2+y2)2'

Protoze P, = ();, jde o exaktni rovnici. Budeme hledat jeji kmenovou funkei.

dF(z,y) = P(x,y)dr + Q(x,y)dy,

F(x,y):/P(x,y)dx:—/(%Wﬂ) dr =

1 1
:—/ ++1 dx:——/ 5 dx—/dxz—arctanx—ﬂ:—i—(?(y).
2 (2 il
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A soucasné Fj, = Q.

x y x
xQ _|_y2 C (y) IQ _'_y27
C'(y) =0,

Cly) =K

Kmenova funkce ma tedy tvar

F(z,y) = x + arctan z
)

a obecné Teseni je tvaru

x
xr + arctan — = L,
Y

kde L je konstanta.

7.4 Jednokrokové metody

Numerické metody, kterymi se budeme zabyvat, nebudou rozliSovat zda Teseni existuje
¢i neexistuje, zda je jednoznacné ¢i nikoliv. Proto je tfeba predem provést provérku
podminek veéty [7.1]

My budeme vzdy predpokladat, ze jsou splnény podminky véty a ze hledame feseni
diferencialni rovnice, které existuje a je jednoznacné.

7.4.1 Diferenéni metody feSeni Cauchyovy tulohy zaloZzené na diskretizaci
promeénné.

Definice 7.2 Body z; : a = x¢ < x1 < -+ < x, = b nazveme uzly sité, h; = x;11 — x; je
krok sité. Je-li h; = h = const., pak mluvime o pravidelné siti.

Definice 7.3 Numerickym resenim dulohy (7.1), (7.2) rozumime uréeni hodnot yo, y1, - . .,
Yn, které aproximugi hodnoty y(x) v uzlovych bodech, t.j. y; ~ y(x;),i =1,2,...,n.

Takto ziskanou diskrétni funkci pak muzeme prevést na spojitou funkci nékterou ze
znamych metod, jako je tfeba interpola¢ni polynom, splajn, metoda nejmensich ¢tvercu
atd.

Necht yiy1 = yi + Ayi.

Jestlize Ay; = o(w4, ys, hi), pak jde o jednokrokovou metodu.

Jestlize Ay; = o(xi, yiy hiy Tie1, Yic1, Ric1y -« o Tick, Yik, hi—k), k > 1 pak jde o vicekrokovou
metodu.

Konvergenci metody chapeme takto:

f}imoyi =y(z;), proi=0,1,...,n—1,

pak fikdme, ze numerické feseni konverguje k teoretickému.
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Chyba metody a fad konvergence vyzaduji dodateény matematicky aparat a proto je
vynechame.

Kontrola se provadi nejcastéji metodou poloviéniho kroku tak, ze srovnavame hodnoty
yn(zi) a Yn (w2:),

kde yp(z;) je hodnota funkce y v bodé z; = zg + ih pro krok h, i =1,... ,n a yn (x9) je
hodnota funkce y ve stejném bodé z; = xg + 27J% pro krok %, i1=1,...,n.

7.5 FEulerova metoda

Eulerovalg_gl metoda pro feseni tulohy vy’ = f(z,y), y(a) = yo na intervalu [a, b]. Oznacime si

Yi = y(%‘); hi = i1 —xi,h =
radu, dostaneme

. Potom z Taylorova rozvoje, po zanedbani vyssichch
n

Yi+1 :yz+hzf<xzayz)7220a177n_1

Pro h; — 0 posloupnost {y;} konverguje k presnému feseni. Geometricky smysl metody -
viz obrazek [7.2l

Piiklad 7.9 Eulerovou metodou s krokem h = 0.1 feste na intervalu [1;1.5] dlohu

/

y=y+ 1+, yl)=-1

ResSeni: Je uvedeno v tabulce:

Ti | Yi f (i, yi)
1 -1 1
1.1 -0.9 0.801

1.2 1 -0.8199 0.659019
1.3 | -0.753998 | 0.553582
1.4 | -0.698640 | 0.47294

1.5 | -0.651361

T W N = O

Eulerova metoda je nejjednodussi numerickou metodou pro feseni diferencialnich rovnic.
I kdyz se jiz v praxi prilis nepouziva, hlavné pro jeji malou pfesnost, jeji vyznam proto
neni mensi. Je predevsim pro svou jednoduchost vychodiskem mnoha teoretickéch ivah a
tak, jejim zobecnovanim muzeme dostat nové presnéjsi metody.

23 L.Euler (1707 — 1783) §vycarské matematik, fyzik, astronom, mechanik. Jeden z nejvyznamnéjsich
matematiki v8ech dob. V letech 1741 — 1766 pusobil v Berling, v letech 1727 — 1741 a 1766 — 1783
pusobil v Petrohradu v Rusku. Zabyval se prakticky vSemi pfirodnimi védami, ve kterych bylo v jeho
dobé mozné aplikovat matematiku. Je autorem pies 860 praci. Pres polovinu jich diktoval uz jako slepy.
Vénoval se vyrazné analyze, vybudoval trigonometrii prakticky do dnesni podoby, vytvofril analytickou
teorii ¢isel, zavedl komplexni funkce, stoji u zrodu teorie grafu,. ... Byl vynikajicim po¢tdrem a zpracoval
fadu numerickych metod.
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Y3

—
Xg Xq Xp X3 X4 X5 X

Obrazek 7.2: Geometricky smysl Eulerovy metody

7.5.1 Prvni modifikace Eulerovy metody

h h
Vi1 = Yi + hf(z; + 5 Yi + §f(37i, Yi))

Geometricka interpretace je ziejma z obrazku [7.3

7.5.2 Druha modifikace Eulerovy metody

1
Yirr = Yi + Sh(f (@i y) + fzi+ by + (i, 5))
Geometrickd interpretace plyne z obrazku[7.4].

7.6 Priklady na procviceni

Eulerovou metodou najdéte na intervalu < a,b > s krokem h feSeni nasledujicich soustav
diferencialnich rovnic. Funkce u, v, w, y, z jsou funkcemi proménné x.

Piiklad 7.10 v/ =y + 4z, 2/ =y + 2z, kdyz y(0) = 1, 2(0) =2, a =0, b = 1 a krok
h=0,25
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Obrazek 7.3: Geometricky smysl prvni modifikace Eulerovy metody

Obrazek 7.4: Geometricky smysl druhé modifikace Eulerovy metody

Uprava zadani: Reste tutéz dlohu s krokem h = 0,125.
Uprava zadani: Reste tutés dlohu, avsak za predpokladu, Ze 2(0) =1

Piiklad 7.11 ¢ = —Ty+ 2z, 2/ = =2y — 5z, kdyz y(1) =0, 2z(1) =1, a =1, b = 2 a krok
h=10,25

Uprava zadani: Reste tutéz dlohu na intervalu < 1;1,5 > s krokem h = 0, 1.

Piiklad 7.12 ¢/ =4y — 2z, 2/ =y + 2z, kdyz y(0) =0, 2(0) =1, a =0, b = 1 a krok
h=0,25
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Uprava zadani: Reste tutéz dlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h =0, 1.

Priklad 7.13 ¢/ = z, 2/ = —y + Colsx, kdyz y(0) = 1, 2(0) =1, a =0, b = 1 a krok
h=0,25

U‘prava zadani: Reste tutéz dlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0, 1.
ijrava zadani: Reste tutés dlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0,05.

Uprava zadani: Reste tutéz dlohu, aviak za pocdtecnich podminek y(l)y =1, z(1) =1
na mtervalu < 1;2 > s krokem h = 0, 25.

Priklad 7.14 v =2u+4v+cosz, v/ = —u—2v+sinz, kdyz w(0) =0, v(0) =1, a =0,
b=1 a krok h = 0,25

Uprava zadani: Reste tutéz dlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0, 1.
Uprava zadani: Reste tutés dlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0,05.

Uprava zadani: Reste tutéz dlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0,1, avsak za
pocdtecnich podminek w(0) =1 a v(0) = 1.

Priiklad 7.15 v = —2u+v — 2w, v/ = u — 2v 4+ 2w, w' = 3u — 3v + 5w, kdyz u(0) =0,
v(0)=1, w(0)=2,a=0,b=1 a krok h=0,25

Piiklad 7.16 v/ =v+w+z, vV =u+v—w, v = v+ w, kdyz u(0) = 0, v(0) = 0,
w(0)=1,a=0,b=1 a krok h =0,25

Priklad 7.17 ' = v +sinz, v/ = u+ e*, W' = w + cosz, kdyz u(0) = 1, v(0) = 0,
w(0)=1,a=0,b=0,5a krok h=0,1

Priklad 7.18 v = u+2v4w, v = u+w, w' = u+w, kdyz u(0) = 1, v(0) = 2, w(0) =0,
a=0,b=0,5a krok h=0,1

Priklad 7.19 v = —v, v = —u, v’ = u+ v — w, kdyz u(0) = 0, v(0) = 0, w(0) = 1,
a=0,0=0,5akrokh=0,1

ijrava zadani: Reste tutéz dlohu na témze intervalu, avsak s pocdtecnimi podminkami
u(0) =0, v(0) =0, w(0) = 0; opét s krokem h =0, 1.

Uprava zadani: Reste tutéz dlohu na témze intervalu, avsak s poédtecnimi podminkami
u(0) = 0,01, v(0) = 0,02, w(0) = 0,03; opét s krokem h =0, 1.

Jiné oznaceni se kterym se muzete setkat a dalsi varianty, které si ale uz nebudeme
odvozovat, jen si u kazdé z nich uvedeme vzorec pro vypocet:

1. Eulerova metoda vpted. Je to metoda se kterou jsme zacinali.

Ynt+1 = Yn + hfn
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2. Eulerova metoda vzad
Yn+1 = Yn + fnJrl-

3. Crank-Nicolsonova metoda
h
Ynt1 = Yn + § [fn + fn—i-l] .
4. Heumova metoda

h
Ynt1 = Yn + 5 [fn + f(-TnJrlayn + hfn)]

7.7 Metody Rungeho — Kuttovy
Metody Rungeho — KuttovyPY jsou dany rekurentnimi vztahy

yj+1:yj+hi2aiki, jZO,l,,’rL—l
i=1

kde k1 = f(zj,y;), ki = f(x;+Nihj, yj+uihijki—1), i > 1. Na kazdém kroku se vypocitavaji
hodnoty k; a pomoci nich se urcuje hodnota prirustku. Poté se vypocet opakuje. Odvozuji
se tyto vztahy z Taylorova rozvoje pro presny relativni prirustek a pro jeho pribliznou
hodnotu. Vede to na soustavu rovnic, kterda ma nekoneéné mnoho feseni. Vhodnou vol-
bou parametru pak ziskame jednotlivé typy metody. Obé modifikace Eulerovy metody je
mozné ziskat i timto postupem. Odvozeni viz napt. [17], str.107, [3], str. 353 — 358.
Nejcastéji se pouziva R-K metoda 4.7rddu. Jeji tvar pro ekvidistantni uzly je:

1
Yi+1 = Yj + a(kl + 2]{32 + 2]63 + ]{74),

kl = hf(zjayj)a

h k1
ky = hf(z; + 5 Yi + 5),

h k
ks = hf(a; + 5.5+ 52),

k?4 = hf(ZE] —I— h,yj —I— k?g)

Priklad 7.20 5
Y=y — L y0)=1, h=02, a=0,b=1.
()

24 K.D.T.Runge (1856 — 1927) némecky matematik a fyzik. Prvn{ profesor aplikované matematiky
v Némecku.
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Resent:
Analytické teseni je y=+v2zx+1.
Numerické Teseni je uvedeno v tabulce.
jlx |y ki prirustek
00 1 ky=0.2
0.1]1.1 ko = 0.1838
0.1 | 1.0918 | k3 = 0.1817
0.2 | 1.1817 | k4 = 0.1686
Ay = 0.1832
110.21.1832 | k&, =0.1690
0.3 | 1.2677 | ky = 0.1589
0.3 | 1.2626 | k3 = 0.1575
0.4 | 1.3407 | k4 = 0.1488
Ay = 0.1584
2104 1.3416

Dopurucuji samostatné dopocitat a srovnat numerické feseni s analytickym.

Priklad 7.21 Cauchyovu ulohu

1
ylzx2+_y27 y(O):O’ a:07 bzla
10
reste postupné Fulerovou metodou, pruni a druhou modifikaci Eulerovy metody a metodou
Rungeho-Kuttovou, vysledky srovnejte. Presné resent je y(1) = 0.334930314854697.

Reseni: Numerické feseni je uvedeno v tabulce. V prvnim sloupci je uvedeno na kolik dili
délime interval < 0;1 >. Jednotlivymi metodami jsme se uz zabyvali, proto je v dalsich
sloupcich vzdy uvedena az koneéna hodnota v, (1), ziskand dannou metodou.

n EM 1.mEM 2.mEM R-K

5 0.240284311 | 0.331333136 | 0.341556796 | 0.334932164
10 | 0.285738187 | 0.334026264 | 0.336596144 | 0.334930446
20 | 0.309855335 | 0.334703844 | 0.335348142 | 0.334930324
50 | 0.324783702 | 0.334894044 | 0.334997310 | 0.334930315
100 | 0.329837423 | 0.334921244 | 0.334947076 | 0.334930315
200 | 0.332378958 | 0.334928047 | 0.334934507 | 0.334930315
500 | 0.333908592 | 0.334929952 | 0.334930986 | 0.334930315

Povsimnéte si rychlosti konvergence u jednotlivych metod.

Dalsi casto uzivanou numerickou metodou Rungeho-Kuttova typu je tzv. triosminové

pravidlo. Jeho tvar pro ekvidistantni uzly je:

h
Yn+1 = Yn + _(kl + 3]€2 + 3]€3 + k4)7

8
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kl = f(xnayn)a
h h
k2 = f(zj + gvyn + gkl)a
2h h
ks = f(xn + ?7% - §k1 + hksy),

ky = f(xn, + hyyn + h(ky — k2 + k3)).

Jinou variantou metod Rukgeho-Kuttova typu je Ralstonova metoda

1
Yir1 = Yi + §h(2k31 + 3ko + 4ks),

kv = f(xi yi),
1 1
k2 - f(xl + §h)yz + §hk1)7
3 3
ks = f(x; + Z_Lh’ Yi — thQ)'

7.7.1 Stabilita

Metody typu Rungeho-Kuttovy jsou relativné presné a maji vyhovujici rychlost konver-
gence. Ale i zde se mohou vyskytout problémy:

Pi#iklad 7.22 Na intervalu |a,b] hledame tesent tilohy
y =5y — 2%+ 0.4z, yla=0)=0.

Reseni: Analytickym fesenim této tlohy je funkce y(z) = 0.222. Pfi numerickém Fesen{
Rungeho-Kuttovou metodou dostaneme postupné pro krok h = 0.2 a h = 0.1:
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X

y(x)

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1.4
1.6
1.8
2.0
2.2
24

0.01
0.03
0.07
0.12
0.19
0.25
0.29
0.23
-0.12
-1.27
-4.64
-14.04

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

0

0
0.01
0.02
0.03
0.05
0.07
0.10
0.13
0.16
0.2
0.24
0.28
0.33
0.38
0.44
0.49
0.54
0.58
0.62
0.62
0.59
0.49
0.27
-0.15
-0.90

Vidime, zZe velmi brzy budeme v obou piipadech dostavat zaporné hodnoty y. Nejde

tady o chybu metody. Duvodem je nestabilnost této rovnice.

Méjme linedrni diferencidlni rovnici

jejim tesenim je

y(z) = ela pt)dt (

(Vsimnéte si, ze v piikladu se v feseni nevyskytuji exponencialy.)

y' = p(x)y + q(w),

a

/ o(t) el SN gy 4 ¢

)

Predpokladejme, Zze na nasi rovnici pusobi néjaka drobnd porucha, popsana funkei
[0(2)| <[ f(z, y)| = [p(x)y + q(x)|. Potom

y = fla,y) +0(x) = p(a)y + q(z) + o(z),

o(x),

a feSeni dostaneme ve tvaru

potom

j= Kelar®dt 4 / (q(t) + (5(t))e(ft$p(7)d7)dt.
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Je ziejmé, ze vliv poruch bude minimalni, jestlize

of (z,y)

oy p(x) < 0.

Takové lineérnl' rovnice se pak nazyvajl' stabz’lm’mi \Y pfl'padé rovnic vyééich radu a nebo

VVVVVV

VYHODNOCENT:
1. Vzdy provérovat podminky konvergence teSeni.
2. Vzdy provérovat podminky existence a jednoznacnosti reseni.

3. Neni vhodné hledat feseni na piilis dlouhém intervalu.

7.8 Vicekrokové metody.

Opét hleddme diskrétni funkei, kterda ndm bude aproximovat presné feSeni rovnice 3y’ =
f(x,y). Necht y; 11 = y; + Ay

Jestlize Ay; = (i, Yi, his Tie1, Yim1, Bic1y - -+ ik, Yioks hi—k), k > 1 pak jde o vicekrokovou
metodu.

7.8.1 Adamsovy metody
Meéjme ddnu tlohu (7.1]), (7.2). Integraci ([7.1)) dostaneme

() (oo) = | " fty ()t

Podintegralni funkci nahradime interpola¢nim polynomem s uzly xg,z1,...,x,, pfitom
predpokladame, ze zname v téchto bodech hodnoty funkce y. Potom muzeme numericky
urcit integréal a dostavame

y(@) = y(zo) chkaa (zi)) + R,

kde R je chyba prislusného kvadraturniho vzorce. Predpoklddejme, ze mame ekvidistantni
uzly x; = xg+ih,i =0,1,...,s. Necht dale integracni meze splynou s nékterymi uzly, t.j.
Ty = Tp, T = Ty, p < q. Pouzitim Lagrangeova interpolac¢niho polynomu dostaneme

y(xq) - y(ajp = hZAkf T, Y (zk)) + Ra (75)
Ay = k's— /pz%_z[#kt—z

th/qF[t,O,l,..., ]H(t—i)dt,

=0



Moderni numerické metody 141

zde vystupuje pomérna diference funkce F', pro kterou plati
F(t) = y,(.%o + ht)

Vztah ([7.5) muzeme vzit za zdklad pro numerickou metodu.

Yo =Yp+h > Acf(wr,ux) + R.

k=0

Volbou p = s, ¢ = s + 1 ziskdme Adamsovy extrapolaéni metody. Rikd se jim tak proto,
ze integracni interval se nachazi vné intervalu, na némz je urcen interpola¢ni polynom.

Méme tedy vztah Ysi1 =Ys + h Z A fr + R.
k=0

Horni index u Aj zduraziuje pfitom zdvislost na s, t.j. na poc¢tu uzli uzitych pfi in-
terpolaci. Zduraziuji na POCTU, nikoliv na samotnych uzlech. Koeficienty A} nezéviseji
na uzlech, na jejich hodnotach. Proto je mozné vzorec “posunovat” po siti o celociselné
nasobky h, takze jej muzeme pséat ve tvaru

Yni1 = Yn+ B Y A fasin + R.

k=0

Budeme-li psat k misto s — k, pak prerovnanim scitanci do potadi od nejblizsiho uzlu
k nejvzdalenéjsimu dostaneme

Y1 =Y+ Y Bifoi+ R,

k=0

G ) L S —
Bi=mozm ) I @-ddtk=0l. . s

i=0,i#s—k

Tyto vztahy ndm definuji Adamsovu extrapolacni metodu fadu s + 1. (Nékdy se
oznacuje jako Adams — Bashforthova metoda). Chybu této metody muzeme popsat

(s+2) s+l 8
R(x):hSHy(STS!) / g(t—i)dt,

€ € [xg, Ts11] a nebo po posunuti je & € [z,_s, Tp11]. Pro volbu s = 1,2,... dostaneme:

Adamsovy extrapolacni vzorce
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1 "
Yn+1 = yn+hfn+0(§y (f)hQ)

b = vt gh(3Fa— for) + Oy (OF)

3
ynJrl = Yn + 1_2h(23fn - 16fn71 + 5fn72) + O(g (4)(€)h4)
1 251
= _ _ (5) 5
Yn+1 Yn + 55 24 (55fn 59fn 1+ 37fn 2 gfn 3) + O<720 (f)h )
1
Ynil = UYn+ 20 h(1901f, — 2774 f, 1 + 2616 f,_o — 1274f, 3+ 251 f,_4) +
95
7 (6 6
+0(5 ey ()

1
Uit = Yot o0 h(4277 f,, — 7923 f,1 + 9982 f,, o — 7298 f,, 3 + 2877 f,,_4 —
—475fn_5) + Oy VA7)

Zde symbolem O(a) rozumime, Ze chyba je fadové rovna a.

Resime-li rovnici Adamsovou metodou fadu s+ 1, musime znat hodnoty funkce v (s+1)
predchozich bodech. Protoze vsak byva zaddna pouze jedna pocateéni podminka y(xg) =
Yo, musime si dopocitat zbyvajici hodnoty 1, ..., ys nékterou jednokrokovou metodou.
Nejcastéji se pouziva Runge-Kuttova metoda ¢tvrtého radu.

Piiklad 7.23 Adamsovou extrapolacni metodou feste na intervalu [0; 1] dlohu
y =01y +2% y0)=0, ,h=0.1.

Reseni: Pouzijeme Adamsove metodu ¢tvrtého fadu popsanou rovnici

Ynt+1 = Yn + ih(55fn —59f, 1+ 37fno— 9fn—3)'

Vedle pocateéni podminky, ktera je soucasti zadani ulohy, potfebuje znat jesté hodnoty
funkce y(z) v dalsich tfech bodech. Vysledky jsou uvedeny v tabulce:

| y(x)
0.0 | 0.0 Pocatecni podminka

0.1 | 0.0003333 | Vypocteno metodou Rungeho-Kutty
0.2 | 0.0026667 | Vypocteno metodou Rungeho-Kutty
0.3 | 0.0090003 | Vypocteno metodou Rungeho-Kutty
0.4 | 0.0213354
0.5 | 0.0416772
0.6 | 0.0720404
0.7 | 0.1144567
0.8 | 0.1709877
0.9 | 0.2437425
1.0 | 0.3349011
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Jestlize v rovnici (7.5) zvolime p = s — 1, ¢ = s, pak integracni interval priléha
k pravému okraji interpola¢niho intervalu. Poté zcela stejnym zptisobem si odvodime
Adamsovu interpola¢ni metodu (nékdy se oznacuje jako Adamsova-Moultonova metoda).

s
Yn+1 = Yn +h Z C]sznfk;

k=-1
C; = (t—d)dt, k=—-1,0,1,...,s.
o (k+1 / 1017;[Sk:

Chyba této metody je ddna vyrazem

(5+3) s+1 sl
— s+3Y (5) .
R=nh —(8 2! /s |0| (t —d)dt,

kde £ € [x,_s, Tni1]-

Adamsovy interpolacni vzorce

L,
Un+1 = Un + hfn+1 + O<_§y /<£)h2)

Uit = Yt h(fn+1 + fa) + O(= 354" ()

bt = v+ J5h(5fun — 8 — fut) + O(— V(O

bt = Y+ Sgh(O i + 190 = 5t + fuoa) + Oy (€)0)

Ynt1 = Un 7;() (251 fps1 + 64fn — 264 f,_1 + 106 fos — 19f,_3) + O(y @ (£)RE)

Yot = Yn+ 14140 (475 s + 1427 f,, — TO8 fruy + 486 f_z — 173 frs + 27 fus) +
+0(y ™ (€)hT)

Také pri pouziti Adamsovych interpola¢nich metod musime k pocatecni podmince
y(xg) = yo dopocitat dalsich s hodnot jinou vhodnou metodou. Dalsi problém je ten, ze
hodnota y,,; se vyskytuje na obou strandch kazdé rovnice, nebot f, 11 = f(Tpi1, Yni1)-
Moznost explicitniho vyjadieni y, 1 zavisi na konkrétnim tvaru funkce f(z,y). Nejcastéji
se pouZzivd pro vypocet itera¢ni metoda. Zvolime si vhodnou nultou iteraci 1° 41 @ ses-
tavime si posloupnoust {y.. ;}:

Yoit = Un + hC f(@nir yih) + B Y Cifaci

k=0

Hledana hodnota 4,1 je pak limitou této posloupnosti, pokud jsme si zvolili vhodnou
prvni iteraci. Je mozné stanovit podminky konvergence.
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7.8.2 Metoda prediktor — korektor

Adamsovy metody se uz vétsinou nepouzivaji samostatné. Jejich kombinace, zvana Metody
typu prediktor — korektor vyuzivaji na kazdém kroku obou Adamsovych metod:

1. Prediktor — explicitni metodou uréime y* 41, k=0.

2. Vypocteme si hodnotu f¥ , = f(@,i1,y5.4).

3. Korektor — implicitni metodou vypocitame lepsi aproximaci yﬁﬂ

4. Zptesnime vypocet pravé strany fitl = f(z,q1,yi 1),

Ptitom body 3,4 je mozno opakovat — jde zde zase o iteracni proces a prediktor nam pro
néj dava dobré priblizeni.
Obé metody bereme stejného tadu.

Priklad 7.24

h
Prediktor Uni1 = Un+ 57 (55fn = 59fu1+37fu2 = 9fus),
k41 ho ok
Korektor Yni1 = Yn + ﬂ(()fnJrl +19f, — 5fn1+ fu2)

Priklad 7.25 Dalsi ¢asto pouzivand metoda prediktor — korektor mad tvar

4
y2+1 = Yn-3+ gh@fn - fnfl + 2fn72)>

9 1 3
yfii} = gyn - §yn72 + gh (f(wnerny-l) +2f, — fnfl) .

Zde je je prediktorem otevieny Simpsoniv vzorec pro integraci a korektorem stabilni diferencnd
vzorec.

7.8.3 Metoda prediktor — modifikator — korektor

Meéjme metodu prediktor — korektor z prikladu . Prediktorem urcime yg’il. Tuto hod-
notu si zpresnime modifikdtorem

251
0 _ _Op Op
= T 55 Wn — Yy ),
Yns1 = Yns1 T 5o (U — U")
kde v zavorce je rozdil hodnoty funkce y v predchozim bodé v koneé¢ném tvaru a jeji
predikce. Pii prvnim kroku metody prediktor — korektor nemdme zddnou hodnotu y% a
proto se modifikator pocita az od druhého kroku. Modifikovanou hodnotu pak pouzijeme
v korektoru. Dalsi postup je shodny s metodou prediktor — korektor.
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Existuji i dalsi varianty metod tohoto typu. Vzdy zavisi na tom, jakou integracni
metodu ¢i tvar interpola¢niho polynomu pouzijeme.

Jednou z nejstarsich je metoda Milnova, kde je prediktorem otevieny Simpsonuv
vzorec a korektorem uzavieny Simpsonuv vzorec:

4 14
?JSLH = Yn-3 + gh(an — fac1+ 2fn2) + (E?J@ (f)h5),
k1 h k L5y evis
Yn+1 = Yn—1 + _(f(xn+17yn+1) +4f, + fn—l) - _(y (é)h ); k=0,1,....

3 90
Pro pouziti je tfeba znat hodnoty ve ¢tyfech predchazejicich uzlech. Odhad chyby je na
kazdém kroku urcen

Low ok
R < @wz Yil,
zde je y? prediktor a y¥ jeho korekce. Casto je nutno v pritbéhu vypoctu ménit krok h tak,
aby chyba zustala pfimérend — t.j. pokud je R velké, tak zmensit krok, je-li R podstatné
malé, tak je mozno krok zveétsit.

Mnohdy byva jednodussi provést cely vypocet na intervalu [a,b] s krokem h a po-
tom zopakovat vypocet s krokem h/2. Jestlize je i nyni chyba velkd, provedeme vypocet
s krokem h /4, atd.

Pozor: V pripadé zmenseni kroku je opét nutno dopocitat pottebné hodnoty funkce
y vhodnou jednokrokovou metodou.

Modifikator mé u této metody tvar

28

0

Yn1 = Yo + 59 (Un = U)-

Véta 7.2 Necht jsou splnény podminky véty[7.1] Potom pro iilohu (7.1), (7.2) md metoda
prediktor — korektor, kde je prediktor nejméne stejného radu jako korektor, celkovou chybu
radové stejnou jako metoda, kterd pouziva korektor s nekonecnym opakovanim.

Bez dukazu.

Podminky této véty jsou splnény pro vsechny vyse uvedené konkrétni typy metod predik-
tor — korektor a prediktor — modifikator — korektor. Je tedy vhodnéjsi je pouzivat piimo
v uvedeném tvaru, bez iterace a vyssi pfesnost zajistit zmensenim kroku.

7.8.4 Priklady na procviceni

Nésledujici pocdtecni ilohy feste na intervalu (a,b) s krokem h takto: Nejprve metodou
Runge-Kutty 4. fadu dopocitejte vSechny potiebné hodnoty a poté najdéte zbyvajici
hodnoty pomoci Adamsovy extrapolac¢ni metody tretiho, poté ctvrtého a poté patého
fadu. Dale najdéte zbyvajici hodnoty pomoci metody prediktor — korektor, kde za predik-
tor zvolte yo ., = y, + 2—'2(55]0” —59fn_1 4+ 37fn_o — 9f,_3) a za korektor yﬁﬂ = Y, +
%(9 r]f-i-l + 19fn - 5fn—l + fn—?)'

Priklad 7.26 y = 2* —y, y(0) = 1, na intervalu (0,1) s krokem h = 0,2
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Priklad 7.27 y' = 2% + 4y, y(0) = 0, na intervalu (0,1) s krokem h = 0,2
Piiklad 7.28 ' = e* +y, y(0) = 1, na intervalu (0,1) s krokem h = 0,2
Priklad 7.29 y' = "™ — 2y, y(0) = 1, na intervalu (0,1) s krokem h = 0,2
Piiklad 7.30 ' = e + 4y, y(0) = 0, na intervalu (0,1) s krokem h = 0,2
Piiklad 7.31 y = ¢” +y, y(0) = 1, na intervalu (0,1) s krokem h = 0,2
Piiklad 7.32 i = e” —y, y(0) = 1, na intervalu (0,1) s krokem h = 0,2
Priklad 7.33 y' = 2% — 4y, y(0) = 1, na intervalu (0,1) s krokem h = 0,2
Piiklad 7.34 y' = Sz +y, y(0) = 2, na intervalu (0,1) s krokem h = 0,2

Priklad 7.35 y' = -2 4y, y(0) = 2, na intervalu (0,1) s krokem h = 0,2

7.9 Metody zalozené na uziti derivaci vyssich radu

Jestlize pouzijeme ve vzorcich pro feSeni diferencidlni rovnice prvniho radu derivace
vyssich fadu, muzeme dosahnout snizeni chyby. Takovy vzorec muzeme odvodit z Eulerova-
Mclaurinova sumacniho vzorce, kdy misto f(z) dosadime derivaci y'(z) a po uprave
dostaneme

n—1

yn+1=y1+h2y;_i—gyn+1+y1 Z

i=—1 k=1

2k 2k
(W25 =P, (7.6)

kde mame lokalni chybu
Ry, = M B i g

(2m +2)!
kde By jsou Bernouliva ¢isla. Plati
=B
k=0
VEk>O0: ng+120,
1 1 1
By=1 Bi=——=, By=—-, By=——, ...
0 5 1 2a 2 67 4 307

Budeme se nyni vénovat vzorcum typu Prediktor - Korektor, které pouzivaji prvni
i druhou derivaci. Vzorce pro korektor dostaneme tak, ze Hermituv interpola¢ni vzorec

h;(z) pro body xni1,%y,..., Ty, integrujeme od x, do x,i 1. Dostaneme, pficemz f
oznacuje funkci komplexné sdruzenou s funkei f,

xn+1 In+1
Yn+l = Yn + Z {/ dx} Y+ Z {/ x)dx} yn ..

1=—1 i=—1
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Lokélni chyba je dana vyrazem

y(2p+5) Tn+1
Ro= s [ o) o= o

Tn

Pro p = 0 dostaneme korektor ¢tvrtého radu ve tvaru

1 1
Ynt1 = Yn + 5h (y;H*l + y;z) +=h? (_yZH + yg) )

2 12
pritom
y”:g.y/_’_g:a_f +a_f
dy or Oy ox’
Pro ziskani prediktoru pouzijeme Hermituv vzorec s uzly z,,...,z,—, a analogickymi
upravami dostaneme vysledek. Takze celkové mame:
Prediktor ) )
Uni1 = Yn + 5 (=¥ + 3yn-1) + R (1700 + Ty
Modifiktor 31
~ 0 0
Yn+1 = Ypi1 T %(yn - yn)’
(gnJrl), = f <~xn+17 gn+1) ;
(gn+1)” = fg: (l’m—la gn—&-l) (gn+1)/ + fg/c ($n+1, gn—&-l) :
Korektor

1 1
Ynt+1 = Yn + §h (Wir +0) + EhQ (=ymis +u) -

Piiklad 7.36 Numericky reste ulohu y' = —y, y(0) = 1. Vysledek srovnejte s analyt-

ickym tesenim Y (x) = e ".

Reseni: Vysledky jsou zapsény v tabulce

x |y chyba

0 |1 0

0.1 | 0.90483753 ~1.1-1077
0.2 | 0.81873093 -1.8-1077

3 1497871101072 | —4.2-10°8

15 | 3.0590305- 1077 | —=7.3-1073

Povimnéte si, ze na konci vypoctu je uz chyba v absolutni hodnoté vétsi nez funkéni
hodnota.

Piiklad 7.37 Numericky teste ulohu y' =y, y(0) = 1. Vysledek srovnejte s analyt-
ickym tesenim Y (x) = €”.
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Reseni: Vysledky jsou zapsény v tabulce

X |y chyba
0 |1 0

0.1 |1.1051708 | 1-1077
0.2 | 1.2214024 | 4- 1077
0.3 | 1.3498582 | 6- 1077

3 20.085520 | 1.7-107°

15 | 3269011.1 | 6.3

1
Priklad 7.38 Numericky teste tlohu 3y = T o2 e y(0) = 0. Vysledek srovnejte s
an?y
analytickym resenim Y (x) = arctan x.
Reseni: Vysledky jsou zapsény v tabulce
X |y chyba
0 0 0
0.1 | 9.9668686 - 1072 | —3.4-1078
0.2 | 0.19739560 —4-1078
0.3 | 0.29145683 —4-1078
3 1.2490458 0
15 | 1.5042272 1-1076

7.10 Metody Taylorovy rady

Eulerovu metodu jsme si odvodili z Taylorovy rady

1" h2 1 h3 (k)hk
y(z+h) :y(x)—l—y'(:z:)h—l—y (;) + 2 (;) +-o yk'

+ O(h*+D),

kdyz jsme polozili k — 1 a zanedbali jsme ¢leny vyssich fadu. Pritom jsme se dopustili
chyby fédové rovné O(h?). Dosazenim za prvni{ derivaci y'(x) = f(z,y) jsme dostali

Yi+1 :yz—i_hlf(xuyZ)?Z:Oal?7n_1

Podobné muzeme dostat pro £ = 2 metodu druhého tadu. Sta¢i jen zanedbat cleny fadu
vzssich jak dvé a vzjadrit si druhou derivaci y”(x). Dostavame

_O0f(xy) | Of(xy) ,_ Of(zy)  Of(zy)

V@) =y = )
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Dosazenim tohoto vztahu do Taylorovy rady dostaneme vztah pro metodu Taylorovy rady
druhého tadu:

Of (xn, Yn) N Of (. Yn)

ax 8y ' f(‘rn7 yn)

1
Ynt1 = Yn + hf(xm yn) + §h2
A obdobné muzeme pokracovat dale a dostaneme

1 1

Vyrazy pro vyssi derivace funkce f(z,y) mohou byt obecné velmi slozité. Pro nékteré
specialni piipady vsak tyto vyrazy mohou nabyvat jednoduchych tvariu. Potom je mozné
metodu Taylorovy fady vyssiho fadu pouzit s velmi dobrymi vysledky.

Priklad 7.39 Hledejme resent ulohy yv' = qy, y(0) = yo, metodou Taylorovy rady.

Reseni: Rozvojem do Taylorovy fady dostaneme, pokud pouzijeme pryvnich [ ¢lent:

l

B !
Yit1 = Z ﬁ%@ = Zoﬁi,gv
j=

J=0

W
kde & ; = Fyl(j ). Soucasné ale plat{

y =gy, =y = gy

Potom .
o |
§ij B g B hy(]) _h ‘
&ij-1 hi—1 0D Jyu=b g
(j—1r
neboli

h .
§ij = 3qgi,j71> i=1,2,...,1

Kdyz si navic uvédomime, ze &y = y;, tak jsme ziskali rekurentni posloupnost, ktera
nam umoznuje spocitat feseni s libovolnou presnosti. Vsimnéte si pritom, ze vSechny
posloupnosti jsou stejné a nezavisi tim na i. Navic je mozné podle potieby prubézné
meénit kroh h.

V obecném piipadé ma metoda Taylorovy rady tvar:

Na intervalu I = (a,b) hleddme feseni Cauchyovy tlohy v = f(x,y), y(zo) =
Yo, To €I, a,b,yy € R. Funkci y si rozvineme do Taylorovy fady
1

h3y/l/<x>+”'+g+o(hk+l).

1
2!

1

2.1
Wy'() + 5

y(x+h) =y() + hy'(z) +

Pro k = 1 dostaneme, pii zanedbdn{ vyssich tadu, Eulerovu metodu s chybou O (h?).
Pokud si zvolime k = 2 dostaneme chybu O (h3). Staci si jen vyjadrit druhou derivaci
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V(@) = (@) = () = File) + ol = Fieo) + ) T,
Neboli 5 5
J' () = fé:;,y)Jr f(a:;,y) Fany).

Pro k = 3 potiebujeme jesté tieti derivaci.

n d
y"(r) = dz

T

d
W'(@) = - (fo+ 1y ) = foat Foy ¥+ Fo FH Ty fort fyy - T 1y £y

Vyrazy pro vyssi derivace jsou obecné velmi slozité. Ale pro specidlni ptipady mohou
byt docela jednoduchého tvaru Potom lze metodu Taylorovy fady velmi dobfe pouzit.

Aplikacemi této metody se zabyval jiz zemfely prof. F. Melkes z UMAT FEKT VUT a
nyni v tom pokracuje doc. J. Kunovsky z FIT VUT.

7.11 Shrnuti

Zabyvali jsme se feSenim obycejnych diferencialnich rovnic. Pfipomenuli jsme si zakladni
pojmy z teorie obycCejnych diferencidlnich rovnic a analytické metody reSeni nékterych
typu téchto rovnic. Analytické feSeni jsme ziskali bud v explicitnim tvaru y = f(z) a
nebo v implicitnim tvaru F'(z,y) = 0. Takto fesitelnych rovnic je ale mensina.

Proto jsme se dale zabyvali numerickymi metodami feSeni obycejnych diferencialnich
rovnic. Numerické jsme hledali na zdkladé diskretizace proménné. Misto spojité funkce,
ktera je feSenim u analytickych metod, jsme hledali diskrétni funkci, ktera se az v limite
bude blizit pfesnému feseni.

Z numerickych metod jsme probrali jednokrokové metody - Eulerovu a jeji modifikace,
metodou Rugeho-Kutty. Z vicekrokovych metod jsme probrali Adamsovy metody, metody
prediktor-korektor a prediktor-modifikator-korektor.

Kratce jsme se zminili i o stabilité feseni. Obsah kurzy neptedpoklada u ctenare
znalosti o stabilité. Jde pouze o informaci pro lepsi pochopeni problematiky numerickych
vypoctu.
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8 Diferencialni rovnice vyssich radu

8.1 Uvod

Cilem této kapitoly je seznamit ctenafe se numerickym zpusobem feseni obyc¢ejnych difer-
encialnich rovnic vyssich radu.
Nejdrive si pripomeneme pojem diferencialni rovnice vyssiho radu. Zformulujeme si co
budeme rozumét feSenim takové rovnice. Této problematice se predmét BMA3 nevénoval.
Ukézeme si, jak muzeme diferencidlni rovnici fddu n prevést na soustavu n rovnic
prvniho f4du. Redeni soustav je potom vénovéna nésledujici kapitola.

8.2 Zakladni pojmy

Definice 8.1 Cauchyova iloha pro diferencidlni rovnici n-tého rddu md tvar

Y (2) = fz,y(z),y (), ...,y (=), (8.1)

y(x()) = kOJ y/('rO) = k17 s 7y(n71) (‘TO) = kTLfl' (82)

Kdex € I =la,b], kiyi =0,1,...,n—1 jsou konstanty a f je funkce n 4+ 1 proménniych
definovand na oteviené mnoziné Q0 C R,

Resenim rozumime pak funkci y(x) definovanou a spojitou na I, kterd je na I n
krdt spojité diferencovatelnd, pro kaZdé x € I splnuje rovnici a vyhovuje podminkdm

B

Definice 8.2 Funkce f(x,zy,21,...,2n-1) spliuje v bodé (xg,ko,k1,...,kn1) € Q C
R™ Y lokdine Lipschitzovu podminku, jestlize existuje konstanta K > 0 a okoli U bodu
(xo, ko, k1y -y kno1), U C Q. takové, Ze pro kazdé dva body (xo,ag,a,...,a,—1) € U,
(xo,b0,b1,...,0n_1) € U, plati

n—1
‘f(x[), ap, Ay, ... ,&nfl) — f(l'o, bo, bl, e ,bnfl)‘ g KZ \ai — bzl
=0

Pfitom okolim bodu (g, kg, k1, . . ., kn_1) rozumime libovolnou otevienou kouli v R™ ! se
stfedem v tomto bodé.

Véta 8.1 Lokdlni Lipschitzova podminka v ) pro funkci f(x, 29, 21, . . ., 2n—1) bude splnéna,
of of

0zy 0zy" 0zp_1

Lokdlni Lipschitzova podminka je splnéna automaticky, jsou-li tyto derivace spojité

v ).

jestlize v Q) existugi lokdlnée ohranicené parcidlni derivace

Bez dukazu.
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Véta 8.2 O existenci a jednoznacnosti feSeni.

Necht funkce f(x, 2o, 21, - - -, Zn_1) je spojitd na oteviené mnoziné Q) € R"*. Pak pro kazdé
(o, ko, k1, .., kn_1) € Q mad dloha (8.1)), aspon jedno resent.

Je-li navic v kaZdém bode ) splnéna lokdlnée Lipschitzova podminka, je toto Teseni pravé
jedno.

Bez dukazu.

Pozor: Opét vzdy nutno provérit splnitelnost podminek existence a jednoznacnosti feseni.

Numerické metody TeSeni se tim nezabyvaji a vzdy se predpoklada jejich platnost.
Meéjme tlohu (8.1)), (8.2). Zavedeme si nové nezndmé funkcee y;(z) predpisem:

Y=y, Y =1yo,... ,y("_l) = 9,, potom mame soustavu

yll = Yo,

yé = Vs,

. . (8.3)
y;,,_l = y’rw

y; = .f(x>ylay27"'7yn)-

Stejnou transformaci provedeme i s poc¢atecnimi podminkami (8.2)).

y(zo) =y1(zo) = ko,

y'(xo = yo(r0) = k1,

! (o) (o) . (8.4)

Yy (o) =yn(z0) = ki

Timto zpusobem prevedeme numerické reseni diferencialnich rovnic vyssich radua na reseni
soustavy diferencidlnich rovnic prvniho radu.

Veéta 8.3 Funkce y(z), v € I je reSenim rovnice (8.1) prdvé tehdy, kdyz jsou funkce
(y(2),y/(2),...,y" "V (z)) Fesenim soustavy (8.3).

Bez dukazu.

Diferencidlni rovnice vyssich fadu maji rozsahlé aplikace. Naptiklad v mechanice, teorii
pruznosti, teorii elektrickych obvodu, abychom se zmimili alespon o téch oborech, se
kterymi se budete nejcastéji setkdvat. Pritom jedna rovnice se muze vyskytovat v nékolika
oborech.

Priklad 8.1 Homogenni linedrni diferencidlni rovnice druhého vddu s konstantnimi koe-
ficienty
y' 4+ 2ay +b*y =0, a>0,b>0,

popisuje
1. Kmity struny

2. Matematické kyvadlo
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3. Elektricky obvod RLC

Jde o tzv. rovnici linedarniho oscildtoru.
Piiklad 8.2 Nehomogenni rovnice tvaru
y' 4+ 2ay + b’y = f(x), a>0,b>0,

popisuje tzv. nucené kmity. Visledek potom podstatné zdvisi na konkrétnim tvaru budiciho

“Clenu” f(x).

8.3 Metody pro rovnice druhé radu

Protoze se rovnice druhého fadu casto vyskytuji v ruznych aplikacich, ukazeme si specialni
metody pro jejich feseni. Obecny tvar rovnice druhého radu je

y'(z) = f(z,9,9)

a pocatecni podminky
y(wo) = ko, y'(z0) = ku,
kde ko, k1 € R jsou libovolné konstanty. Tuto rovnici lze pfepsat na soustavu tvaru
7= flz,y,2),
y = =z

s pocatecnimi podminkami

y(zo) = ko,
Z([Eo) = k?l.

Pro jeji feseni muzeme pouzit libovolnou z obecnych metod.
Pokud ale prava strana nezavisi na v/, coz se dosti ¢asto objevuje v aplikacich, muzeme
dosahnout podstatného zlepseni. Rovnice je potom ve tvaru

y'(x) = f(z,y), y(wo) = ko, y'(10) = k.

Pro pifimé odvozeni metody pro feSeni rovnice je ptirozené vzit numerickou metodu ve
tvaru (oznaceni je stejné jako v predchozim vykladu)

p p
Un+1 = Z AiYn—i + h? Z biy;/—ia
i=0

i=—1

kde p € N nam urcuje tad metody. Potom pro b_; = 0 mame prediktor a pro b_; # 0
mame korektor. Metodou neurcitych koeficientu si odvodime parametry a;, b; a dostaneme
napr:

Prediktor

4
Ynt1 = 2Yn—1 + Yn-3 + §h2 (yii + Yno1 + yg—z) )
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Korektor 1

Ynit = 2 = Yot + TR (Ui + 1007 + 1)
A kdyz nyni vyuzijeme toho, ze y"” = f(x,y) dostaneme
Prediktor 4

Ynt1 = 2Yn—1 + Yn—3 + ghz (fo+ foc1 + fa2),
Korektor 1

Yn+1 = 2Yp — Yn—1 + EhQ (for1 +10fn + fro1) -

Pomoci metody poloviéniho kroku dostaneme teseni s potfebnou ptresnosti.

8.4 Uziti Taylorovy rady

Pro hledani feseni diferencialnich rovnic vyssich fadu muzeme opét pouzit Taylorovu fadu

y//(l,0> y/// (xo)
2! 3!

Pokud dovedeme urcit hodnoty derivaci v bodé xq, jde o velmi efektivni metodu. Postup
si ukazeme na prikladeé.

y(z) = y(zo) + y/(iEo)(I —x0) + (x — 960)2 + (x — x0)3 + ...

Priklad 8.3 Najdéte reseni pocatecni ulohy
v'+axy +y=0, y(0) =0, ¥'(0)=1.

Reseni: Rovnici si upravime na tvar

1

y' = -y —y. (8.5)
Dosazenim pocatecnich podminek dostaneme

y"(0)=-0-1—-0=0.
Dale derivaci postupné dostavame

" _

y" = —ay" =2y,
y(IV) _ _xy/// . 33///,
y(V) _ _l,y(IV) . 4y///’ o
Postupnym dosazovanim uz znamych pocatecnich podminek dostavame
y"(0)=-0-0—-2-1= -2,
y V) =, yV) =3, ...
Dosazenim vypocitanych hodnot do Taylorovy fady

y"(0) 5 y"(0)

y(@) = y(0) + ¢/ (0)z + o + = () + .
dostaneme
3 ab
y(m)—x—gqtﬁ—k...,

coz je nami hledané teseni rovnice v okoli bodu 0.
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8.5 Shrnuti
Pripomnéli jsme si definici diferencidlni rovnice vysstho fadu a jejiho feseni.

Ukéazali jsme si, jak lze diferencidlni rovnici tadu n prevést na soustavu n difer-
encialnich rovnic prvniho radu. A odkéazali jsme se na nasledujici kapitolu, kde se budeme
této problematice vénovat. Ukazali jsme si specidlni metody pro rovnice druhého tadu,
vcéetné pouziti Taylorovy tady.
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9 Reseni soustav obycejnych diferencialnich rovnic

9.1 Uvod

V predchozi kapitole jsme si ukdzali, jak muzeme teseni diferencialni rovnice vyssiho radu
prevést na feseni soustavy diferencialnich rovnic prvniho radu.

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenare s numerickymi metodami feseni soustav obycejnych
diferencialnich rovnic.

Budeme se zabyvat Eulerovou metodou a Rungeho-Kuttovou metou pro soustavy
diferencidlnich rovnic. Pujde o zobecnéni uz znamych metod pro jednorozmérné feseni
na vicedimenzionalni pripad.

Reseni budeme zase hledat ve tvaru diskrétni funkce, kterd za uréitych podminek v
limité konverguje k presnému feseni.

9.2 Zakladni pojmy

Definice 9.1 Cauchyovou ulohou pro soustavu diferencidlnich rovnic pruniho radu rozumime
soustavu rovnic (ve vektorovém tvaru)

Y' = F(z,Y), (9.1)

s pocdtecni podminkou

V(o) = Yo, (9.2)

kde x € I = [a,b], Y = (y1(2), y2(2), ..., yn(2)), Y = (y1(2), y5(2), ... 7y;z(x))T7 F(z,Y)
je vektorovd funkce F(x,Y) = (fi(x,Y), fo, (x,Y), ..., fu(x,Y))T definovand na otevrené
mnoziné Q@ C R a Yy = (49,49,...,9%) je vektor 2 R™.

Soustavu [0.1] si muzeme zapsat i ve skalarnim tvaru

yZ:fZ(m7y17y2)7yn)7Z: 1,2,...777/.

Véta 9.1 Necht F(z,Y) je spojitd na Q. Pak pro kazdé (zq,Yy) € Q md loha (9.1)), (9.2)
alespon jedno resent.

Splnuje-li navic F(z,Y) v kazdém bodé ) lokdlné Lipschitzovu podminku, je Tesend prdavé
jedino.

Bez dukazu.

Véta 9.2 Necht je ddna soustava (9.1)) a necht funkce f;,0f;/0y;,i,j = 1,2,...,n, jsou
spojité v oblasti € R, Potom pro libovolné bod [xg,Yy] € Q existuje prdavé jedno resend

Y soustavy (9.1)), spliiugici podminky (9.2), definované v takovém intervalu I, Ze xy € I a
pro kazdé x € I je bod [x,Y (x)] € Q.
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Bez dukazu.

Jde tady vlastné o zeslabeni podminek predchozi véty, protoze ze spojitosti parcialnich
derivaci v oblasti € plyne platnost lokalni Lipschitzovy podminky.

Numerické metody teseni Cauchyovy tlohy pro soustavy diferencialnich rovnic jsou
podobné metodam feseni Cauchyovy tlohy pro rovnici y' = f(z,y).

9.3 Eulerova metoda pro soustavy dif.rovnic

Méjme danu tdlohu (9.1)), (9.2). Predpokladame, ze F' je spojita na € a spliuje lokalné
Lipschitzovu podminku, takze mame podle véty zajisténou existenci a jednoznacnost

feseni. Potom muzeme postupovat analogicky jako u rovnice (7.1). Z Taylorova rozvoje
—a

dostaneme, po zanedbani derivaci vyssich tadu, ve vektorovém tvaru pro krok h =
Yip1 =Y+ hF(z,Y;), i=0,1,...,n— 1. (9.3)
V pripadé soustavy dvou diferencialnich rovnic méame
u' = f(z,u(z), v(z)),

V' = p(z,u(z),v(z)),
u(zo) = ug, v(xo) = vo.

Jestlize si pro tuto soustavu rozepiseme vztahy (9.3)) dostaneme
Uipr = ui + hf (zi, i, 0),

Vig1 = Vi + ho(xi, ui, v;),

i=0,1,....,n, 20 =a, x, =b, h=(b—a)/n.

Piiklad 9.1 Reste soustavu
u =,

v =1+¢e",
w(0) =0, v(0) =0, a =0, b= 0.4, h=0.1.

Potom
U = Ug + 0.1’00 = 0,

v = o+ 0.1(1+¢€") =0+ 0.1(1 + €") = 0.2.
Uy = U + 0.11)1,
vg = v; + 0.1(1 + ).

Dalsi vysledky jsou uvedeny v tabulce
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T U v
0 0 0
0.1]0 0.2

0.2]0.02 |04
0.3] 0.06 | 0.602
0.4 | 0.1202 ] 0.8082

P W[ = D =

9.4 Priklady na procviceni

Eulerovou metodou najdéte na intervalu < a,b > s krokem h feSeni nasledujicich soustav
diferencialnich rovnic. Funkce u, v, w,y, z jsou funkcemi proménné x.

Piiklad 9.2 v = y+ 4z, 2/ =y + 2, kdyz y(0) = 1, 2(0) =2, a =0, b = 1 a krok
h=0,25

U’prava zadani: Reste tutés dlohu s krokem h = 0,125.
ijrava zadani: Reste tutés dlohu, avsak za predpokladu, Ze 2(0)=1

Piiklad 9.3 ¢/ = —Ty+ 2z, 2/ = =2y — 5z, kdyzy(1) =0, z(1) =1, a =1, b = 2 a krok
h=0,25

Uprava zadani: Reste tutés dlohu na intervalu < 1;1,5 > s krokem h = 0, 1.

Piiklad 9.4 v = 4y — 2z, 2/ = y+ 2z, kdyz y(0) =0, 2(0) =1, a =0, b = 1 a krok
h=0,25

U’prava zadani: Reste tutés dlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0, 1.

Priklad 9.5 ¢ = 2, 2/ = —y + Colsx, kdyz y(0) = 1, 2(0) =1, a = 0, b = 1 a krok
h=0,25

Uprava zadani: Reste tutéz idlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h =0, 1.
Uprava zadani: Reste tutés dlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0, 05.

Uprava zadani: Reste tutéz dlohu, avsak za pocdtecnich podminek y(1) = 1, z(1) = 1
na intervalu < 1;2 > s krokem h = 0, 25.

Piiklad 9.6 v = 2u+4v +cosx, v = —u — 2v + sinzx, kdyz u(0) =0, v(0) =1, a =0,
b=1 a krok h = 0,25

U’prava zadani: Reste tutés dlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0, 1.
ijrava zadani: Reste tutéz dlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0, 05.

Uprava zadani: Reste tutés dlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0,1, aviak za
pocdtecnich podminek w(0) =1 a v(0) = 1.
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Priiklad 9.7 v = —2u+v — 2w, v = u — 2v 4+ 2w, W' = 3u — 3v + 5w, kdyz u(0) = 0,
v(0)=1, w(0)=2,a=0,b=1 a krok h=0,25

Piiklad 9.8 v = v+ w+z, v = u+v—w, w = v+ w, kdyz u(0) = 0, v(0) = 0,
w(0)=1,a=0,b=1 a krok h=0,25

Piiklad 9.9 v = v+sinz, v = u+e”, w' = w+cosz, kdyzu(0) =1, v(0) =0, w(0) = 1,
a=0,b=0,5a krok h=0,1

Piiklad 9.10 v = u+2v4w, v = u+w, W' = utw, kdyz u(0) = 1, v(0) = 2, w(0) =0,
a=0,b=0,5a krok h=0,1

Piiklad 9.11 v/ = —v, v/ = —u, w' = u+ v — w, kdyz u(0) = 0, v(0) = 0, w(0) = 1,
a=0,b=0,5a krok h=0,1

ijrava zadani: Reste tutéz dlohu na témze intervalu, avsak s poédtecnimi podminkami
u(0) =0, v(0) =0, w(0) = 0; opét s krokem h =0, 1.

Uprava zadani: Reste tutéz dlohu na témze intervalu, avsak s poédtecnimi podminkami
u(0) = 0,01, v(0) = 0,02, w(0) = 0,03; opét s krokem h =0, 1.
9.5 Rungeho-Kuttova metoda pro soustavy dif.rovnic

Postup je opét analogicky s fesenim rovnice (7.1). Odlisnost je pouze v tom, ze y, f
a kj,7 = 1,2,3,4, chdpeme jako vektory. Jinak zustavaji vSechny vztahy beze zmény.
Konkrétni postup si ukazeme na ptiklade:

Priklad 9.12 Mé¢jme ddnu Cauchyovu ilohu pro soustavu dvou diferencidlnich rovnic
y'(z) = fz,y(z), 2(x)),

2 (x) = p(z,y(x), 2(2)),
y(ZEo) = Yo, Z(xo) = Z0-

Necht y; = yo+ih, z; = 29+ ih, h = (b—a)/n je krok. Potom R-K. metoda éturtého rddu
je popsdna vztahy i =1,2,...,n —1,

1 1
Yigr = Vi + = (k1 + 2ka + 2k + ka),  2ip1 = 2+ (L + 2l + 213 + 1),

6 6
ki =hf(zivi,2i), b =he(x, vy, 2),

- h kl ll . h kl ll
ko —hf(xi+§>yi+372i+§)a ly = ho(x; + 2>yz+ 5 2 + 2)7
- h kz l2 . h k2 l2
kS_hf($z+2>yz+27Zz+2)a l3—h90<$z+27yz+ 2>Zz+2)7

ky=hf(xi+hyi+ks,zi +13), lo=he(xi+hy+ ks, z +13).
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Priklad 9.13 Pro soustavu tri rovnic mame:
y'(x) = [z, y(x), 2(2), u(x)),

Zl(aj) = 90(3773/(95)7 z(x),u
u'(x) = gz, y(z), 2(2), u(z)),
y(ro) = yo, 2(xo) = 20, u(wo) = up.

Necht y; = yo +ih, z; = 20 + th, u; = ug+ih, h = (b —a)/n je krok. Potom R-K. metoda
Cturtého radu je popsdana vztahy

1 1
Yig1 = Yi + g(lﬁ +2ky + 2ks + k),  ziy1 =2+ é(ll + 21y + 215 + 1y),

Ujp1 = U + 6(7711 + 2my + 2mg + my),

ky = hf(fi,yi, Zz‘,Ui), L = hw(wi,yi, Zivui)a

my = hg(xi, i, zi, w;),

ka :hf($i+g,yi+%,2i+%,ui+%), l2:h<ﬂ(9ﬁz‘+g,?/z‘*—%,zﬂ-%,uﬂ-%),
my = hg(wi+g,y¢+%,zi+%,ui+%),

k3 :hf(ifri-g7yi+%,2i+l§2,ui+%)), l3:hsp(xi‘i‘g»yi‘i‘%;%‘{‘%,Uz“{'%))?
ms = hg(mi—l—g,yi—k%,zi—k %,ui—l— %)),

ky=hf(x; + R,y + ks, 2 + ls,u; +m3), o= hp(x; + h,yi + ks, 2 + I3, u; +mg),
my = hg(x; + h,y; + ks, z; + I3, u; + mg).

Pro rozsahlejsi soustavy je postup analogicky.

Piiklad 9.14 Resme stejnou tlohu jako u Eulerovy metody.
u =,

vV =1+¢e",
u(0)=0,v(0)=0,a=0,b=0.4, h=0.1.
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Potom dostaneme

nlx U v k )

0|0 0 0 ki=0 I, =0.2
0.05) 0 0.1 ke = 0.01 I, =02
0.05| 0.005 0.1 ks = 0.01 I3 = 0.2005013
0.1 | 0.01 0.2005013 | ks = 0.0200501 | I3 = 0.2003346

Au = 0.0100084 | Av = 0.2003346

110.1 |0.0100084 | 0.2003346
2102 |0.040135 | 0.402705
31 0.3 | 0.090689 | 0.609292
4104 | 0.162216 | 0.822595

V tabulce je rozepsdn pouze proni krok. U dalsich kroki jsou uvedeny pouze visledky.

Pokud méame soustavu diferencialnich rovnic, ktera obsahuje i rovnice vyssich radu, tak
si kazdou takovou rovnici prevedeme na soustavu rovnic prvniho fadu stejnym postupem,
ktery byl uveden v predchozi ¢éasti.

Priklad 9.15 Méyme danu soustavu
y'=fzy(@),y (2),2(2)),

? = g(x,y(x),y (z), 2(x))

a pocdtecni podminky y(xo) = vo, ¥ (x0) = y1, 2(x0) = 20. Transformaciy(x) = u(x), y'(z) =
v(x) dostaneme tlohu
= v(x),

=( u(z), v(x), 2(x)),
7 = g(z, u(z), v(x), 2(z)),
u(o) = Yo, v(0) = 41, 2(0) = 20.

Tim madme soustavu tri diferencialnich rovnic pruniho radu. O té uz vime, jak ji resit.
I u téchto uloh hraje dulezitou roli stabilita vypoctu. Naptiklad méjme soustavu

yi = Y2,
Yy, = —1001ys — 1000y;.

s pocatecnimi podminkami

Ptesné Teseni této ulohy je
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a obecné Teseni soustavy je

yi(r) = Aje™™ + Bie 17,
i=1,2, A, B € R. Vimnéte si, Ze piesné feseni neobsahuje ¢leny B;e 190 Vlastni ¢isla
matice soustavy jsou A\; = —1, Ay = —1000. Odtud plyne nestabilita vypoctu.
V tomto ptipadé pro krok h > 0.003 pfti klasické Rungeho-Kuttové metodé ctvrtého
radu vubec nedostaneme pouzitelné vysledky.
Opét je nutné hlidat podminky existence a jednoznacnosti feseni.

9.6 Priklady na procviceni

Metodami Rungeho — Kutty najdéte na intervalu < a,b > s krokem h feseni nasledujicich
soustav diferencialnich rovnic. Funkce u, v, w, y, z jsou funkcemi proménné z. Zadani jsou
stejna jako v predchéazejici kapitole, ¢islovani si odpovida.

Piiklad 9.16 v/ =y + 4z, 2/ =y + 2z, kdyz y(0) = 1, 2(0) =2, a =0, b = 1 a krok
h=0,25

U’prava zadani: Reste tutés dlohu s krokem h = 0,125.
Uprava zadani: Reste tutés dlohu, avsak za predpokladu, Ze 2(0) = 1.

Piiklad 9.17 ¢ = —Ty+ 2z, 2/ = =2y — bz, kdyzy(1) =0, 2(1) =1,a=1, b =2 a krok
h=0,25

ijrava zadani: Reste tutés dlohu na intervalu < 1;1,5 > s krokem h = 0, 1.

Piiklad 9.18 v = 4y — 2z, 2/ = y + 2z, kdyz y(0) =0, 2(0) =1, a =0, b = 1 a krok
h=0,25

Uprava zadani: Reste tutéz idlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h =0, 1.

Priklad 9.19 ¢ = z, 2/ = —y+ ——, kdyz y(0) = 1, 2(0) =1, a = 0, b = 1 a krok
h=0,25

ijrava zadani: Reste tutés dlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0, 1.

U’prava zadani: Reste tutés dlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0,05.

Piiklad 9.20 v = 2u+4v+cosz, v/ = —u—2v+sinz, kdyz w(0) =0, v(0) =1, a =0,
b=1 a krok h = 0,25

Uprava zadani: Reste tutéz dlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0, 1.

ijrava zadani: Reste tutés dlohu na intervalu < 0;0,5 > s krokem h = 0,05.
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Piiklad 9.21 v = —2u+v — 2w, v/ = u — 2v 4+ 2w, W' = 3u — 3v + bw, kdyz u(0) =0,
v(0)=1, w(0)=2,a=0,b=1 a krok h=0,25

Piiklad 9.22 ' = u+w+z, v = u+v—w, w' = v+ w, kdyz uw(0) = 0, v(0) = 0,
w(0)=1,a=0,b=0,5a krok h =0,25

Piiklad 9.23 v = v +sinz, v = u+ ", w = w + cosz, kdyz u(0) = 1, v(0) = 0,
w(0)=1,a=0,b=0,5 a krok h=0,1

Priklad 9.24 v = u+2v4w, v = u+w, w' = utw, kdyz u(0) =1, v(0) = 2, w(0) =0,
a=0,b=0,5a krok h=0,1

Piiklad 9.25 v = —v, v/ = —u, w' = u+ v+ w, kdyz u(0) = 0, v(0) = 0, w(0) = 1,
a=0,b=0,5a krok h=0,1

[jprava zadani: Reste tutéz dlohu na témze intervalu, avsak s poédtecnimi podminkami
u(0) =0, v(0) =0, w(0) =0, a=0, b=0,5 a krokem h =0, 1.

Uprava zadani: Reste tutéz ulohu na témze intervalu, avsak s pocatecnimi podminkami

u(0) = 0,01, v(0) = 0,02, w(0) = 0,03; opét s krokem h =0, 1.

9.7 Metoda Taylorovy rady

Meéjme soustavu diferencidlnich rovnic (ve vektorovém tvaru)

dY
— =TF(z, YT
dz (2, Y7,
kde
n fi
Y2 fo
Y = . F= . s fi:f<w7yl>y27"'7yn)~
Yn I

Rozvinutim do Taylorovy fady v okoli bodu xy dostaneme

YR (g, .
Y(x):ZY ( )(x—xo),

k!
k=0

coz znamena, ze kazda slozka Y se rozkldada do Taylorovy fady a kde

o Y OF OF 9Y OF OF

Y oe-—=—=+4+—=-—=—+4+—=-F
0x? Jr O0Y Oz Oxr OY
a
ofh AN of1
19] 19] OYn
[ Oyr  Oy2 """ Oyn
oY
Ofn  Ofn Ofn
Ooy1 Oy2 """ Oyn

Pro derivace vyssich tadu postupujeme analogicky. Postup si opét ukazeme na piikladé:
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Priklad 9.26 Urcit reseni soustavy rovnic

d
d—:; = xcost —ysint, (9.4)
d
d_:g = xsint + ycost, (9.5)

s pocatecnimi podminkamsi

Reseni: Rozvoj do Taylorovy fady v okoli bodu ¢ = 0 m4 tvar

I,/I(o) l,l//(o)

z(t) = x(0)+2'(0)t + o) t* + 3 4 (9.6)
y(t) = y(0)+y'(0)t+y//2('0>t2+ y//;)(,0>t3+.... (9.7)

Pro jejich pouziti si musime umét vyjadrit hodnoty derivaci. Z pocatecnich podminek pro
t = 0 dostaneme
F0)=1,  4(0)=0.

Derivujeme (9.4)),(9.5) a dostaneme

d? d d

_dtf = —zxsint —ycost + £ cost — d_?i sint, (9.8)
d? d d

_dtg; = xcost—ysint + d—fsint—i— d_:ZCOSt' (9.9)

Odtud po dosazeni dostaneme
2"(0)=1,  y"(0)=1.

Derivujeme , a dostaneme

d3x . dx . dy 2x d?y .
v —$Cost+y51nt+2(—Esmt—gcost)+¥cost—@smt,
d3y ) dx dy . d%z . d?y

w —xsint —ycost + 2 (E cost — T sin t) + ) sint + a2 cost.

Odtud po dosazeni dostaneme
l,l//(o) — O7 y///(o) — 3

A muzeme pokracovat dale. Pokud ndm dostacuji ziskané hodnoty, potom jejich dosazenim
do a (9.7) dostaneme aproximaci feseni v okoli bodu ¢t = 0:

1
z(t) = 1+t+§t2+...

1 1
) = 2+ -t3+....
y(1) 5ttt
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9.8 Zaokrouhlovaci chyby

Pri teSeni kazdé numerické ulohy se vyskytuji zaokrouhlovaci chyby. Ukazeme si, ze je-
jich vliv nemuzeme zanedbat. Pro jednoduchost si vezmeme Eulerovu metodu pro reseni
rovnice (soustavy rovnic)

v = fz,y),  y(xo) = wo

Numerickym postupem s krokem h = ziskdme aproximace presného feseni y = y(z),

n
které budeme oznacovat jako y;. Predpokladejme, ze
Jir1 =Ui+h- f(r,9:) +e, i=0,1,...,n—1

a lg;| < e, kde € je zadand presnost. Potom pro chybu r; na ¢ + 1-tém kroku r; = y; — ¥;
plati
Tiv1 =11+ b (f(zi,y:) — f(@6, ) — &
Odtud s vyuzitim Lipschitcovy podminky (s konstantou L) dostaneme
[rig1] < |ril +h- Llys — §i + |eil < (14 RL)|ri| +e.
Protoze ry = 0, dostavame

|T1| S £,
Ira] < (14 hL)e+e,

, 1+hL)—1
Iri] < e+ (1+hL)+(14+hL)*+ -+ (1+hL)) :e% <
eihL -1
<e—— < K-e-h!
S € WL = € )
(b-a)L _
kde K = — 7 Pro celkovou chybu potom mame

max‘yz — gl’ S th + €Kh71,

kde h je dosteéné maly krok a K7, K jsou komstanty na h nezavislé.

Protoze predpoklddame, Ze konstanta ¢ je mald (jde prece o velikost pripustné chyby),
tak se nam vliv zaokrouhlovacich chyb projevi az po provedeni velkého poc¢tu krokiu, neboli
pro dostatecné malé h. Potom muze dokonce dojit k prevazeni uc¢inku zaokrouhlovacich
chyb a vypoctené hodnoty y; tak mohou byt zcela bezcenné, i pres vynalozenou vypocetni
snahu.

9.9 Dalsi problémy, které mohou nastat

Vhodnost pocateénich podminek
Méjme diferencidlni rovnici
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a pocatecni podminku y(0) = 0.
Resenim nasf rovnice bude funkce y(z) = 22, protoZe potom

y =2z,
a soucasneé
2y 2a?
— = — = 2.
T T

Pokud pouzijeme pro feseni Eulerovu metodu s krokem A, potom dostaneme

y0:07

2y
= yo+hf(r,y) :Z/0+—x0~
0

. s 0 )
A dostali jsme neurcity vyraz ” 6”, neboli metoda bude havarovat.
Jiny piiklad.
Hleddme feseni rovnice

y = xy,
d
&_ xdx,
Yy

Iny = %2 +In K,
kde K je konstanta, potom
y=K- eé.
O spravnosti vypoctu se muzeme presveédcit zkouskou:
> 9p 2

y’:K-e%-7 x-Kez = xy.

Pokud budeme mit poc¢atecni podminku ve tvaru y(0) = 0, potom z ni dostdvame, ze
K = 0. Proto jedinym feSenim, které vyhovuje této pocatecni podminkce je nulova funkce
y(x) = 0.

V obecném piipadé: Méjme rovnici ¢y = f(z,y) s pocatecni podminku y(xy) = 0
takovou, ze f(x,0) = 0.

Potom nam pouziti Eulerovy metody dava

1 = Yo+ hf(zo,y0) =0+ hf(zo,0) =0,
Yo = yi+hf(ri,y) =04+ hf(2,0) =0,
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Pokud prejdeme k Rumgeho-Kuttové metodé, dostanem

1
y1 = Yo+ =(ki + 2k + 2Kks + ky),

6
kl = h'f(x07y0)207
h k h
ke = h-f(xo+§,yo+§):h-f<xo+§, )zo,
h k h
ks = h'f($o+§7yo+§2>=h'f<$o+§, )207

ky = h-f(xzo+h,yo+ks)=h-f(xg+h0)=0,
vy = 0.

A stejné vysledky budeme dostavat i ve vsech dalsich krocich.

Pokud ptejdeme k vicekrokové metodé, budeme opét dostavat stejné vysledky. A to
presto, ze se nemusi jednat o rovnici, kterd ma pouze nulové feSeni. Ve vétsiné pripadu
pomtze, kdyZz misto 3y = 0 vezmeme néjaké dostateéné malé ¢islo (e = 107°).

Pokud se pri feseni diferencidlni rovnice objevi opakované stejna hodnota y;, potom
je vhodné si znovu provérit podminky existence a jednoznacnosti feseni.

9.10 Rizeni délky kroku

Zatim jsme vzdy predpokladali, ze délka kroku h je u dané metody konstantni. Ale ani
z odvozeni metody ani z jejitho tvaru nevyplyva nutnost tohoto pozadavku. V kazdém
kroku muzeme ménit délku kroku h. Déle si uvedeme jak.

V idedlnim piipadé budeme mit, ze numericky vysledek y; se bude lisit od skute¢ného
feseni y(x;) nejvyse o povolenou toleranci, tj. o pozadovanou presnost € > 0, neboli bude
platit

el = llys — yla)] <=

Realita je ale jind. Soucasné programy pro feSeni obycejmych diferencidlnich rovic
dakdzi zajistit pouze to, Ze pro dostateéné malé ¢ > 0 bude globalni chyba |le;|| dosti
mala. Jednotlivé metody tohoto cile dosahuji tim, ze délku kroku h vybiraji tak, aby
velikost lokdlni chyby ||le;|| nabyvala stédle zhruba stejné hodnoty e. Velikost globalni
chyby ||| dokdzeme pouze odhadnout. Ridit ji zatfm neumime.

Déle je nutné mit na paméti, ze sledovani velikosti globalni chyby je velmi ndkladné,
proto vétsina programu ani sledovani globédlni chyby neobsahuje.

9.11 Shrnuti

Seznamili jsme se s numerickymi metodami feSeni soustav obyc¢ejnych diferencialnich
rovnic prvniho radu.

Zabyvali jsme se Eulerovou metodou a Rungeho-Kuttovou metou pro soustavy difer-
encialnich rovnic prvniho fadu. Jde o analogisky postup, jako v piipadé jedné diferencialni
rovnice. Pouze je tfeba zménit zapis na vektorovy a pak budeme mit i sstejné vzorce jako
drive.
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Déle jsme si ukazali moznosti pouziti Taylorovy fady.
Opét ziskame jako feseni diskrétni funkci, ktera pti splnéni konvergenénich podminek
nam v limité konverguje k presnému tesSeni.
Vsechna teseni se tykala explicitnich soustav. Existuji sice i numerické metody pro
feseni implicitnich rovnic F(x,y,y’) = 0 a jejich soustav a také poloimplicitnich rovnic
"= p(z,y,y') a jejich soustav. Tato problematika ale pfesahuje moznosti naseho kurzu.
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10 Reseni okrajovych tloh pro obyéejné dif. rovnice.

10.1 Uvod

V této kapitole se budeme zabyvat diferencialnimi rovnicemi radu aspon dvé. Pouze pro
takové rovnice ma smysl hledat feseni okrajové tlohy. Nejdiive si zavedeme pojem okra-
jové tlohy a jejiho teseni. Ukazeme si rozdil mezi okrajovou a pocatecni tlohou.

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenafe s numerickymi metodami feseni okrajovych
uloh pro diferencidlni rovnice druhého tadu.

Okrajovou ulohu muzeme prevést na pocatecni a hledat feseni poc¢atecni tlohy nékterou
z dfive probranych metod - to je princip metody stielby.

Jinou moznosti je diskretizace proménnych a prevedeni okrajové tlohy na feSeni sous-
tavy linedrnich algebraickych rovnic - to je princip metody koneénych diferenci.

10.2 Zakladni pojmy

Definice 10.1 Okrajovd uloha pro diferencialni rovnici druhého radu je tvorena rovnict
F(z,y,y,y") =0 (10.1)

a okrajovymi podminkamsi
ary(a) + aey'(a) = A, Bry(b) + B2y (b) = B, (10.2)

kde o, i, B1, B2, [an| + || # 0, |Bi] + (82| # 0, A, B jsou konstanty.
Reseni hleddme na intervalu I = [a,b],a < b, jako spojitou a dvakrdt spojité diferen-
covatelnou funkci, kterd splnuje (10.1)), ((10.2]).

Budeme se tedy zabyvat pouze tzv. “klasickym feSenim”.
Nebudeme studovat obecny tvar (10.1]), ale budeme se zabyvat pouze rovnicemi v jednodussim
tvaru v’ = f(x,y,vy).

Zakladni rozdil mezi pocatecni (Cauchyovou) a okrajovou tlohou je v tom, ze zatimco
feSeni pocatecni tlohy existuje a je dokonce i jednoznacné urcitelné pro velmi Sirokou
ttidu rovnic, u okrajové ulohy se muze stat, ze i pro jednoduchou linearni rovnici feseni
neexistuje a nebo je jich nekoneéné mnoho. U rovnic vyssich fadu se prirozené takova
situace muze vyskytovat s mnohem vétsi pravdépodobnosti.

Piiklad 10.1 Méjme rovnici
y' +y=0.
Jeji obecné reseni md tvar
y(r) = Asinx + Bcosx

kde A, B € R jsou libovolné konstanty.
Zvolme st okrajové podminky
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Potom z pruni podminky dostaneme
7(0) = Asin0+ Bcos0 =0,

B-1=0, = B=0.
Druhd podminka ndm ddva
y(m) = 1.
A soucasné

g(m) = Asin(r) = A-0=0.

Dostali jsme spor. Neboli neexistuje Zddné reseni nasi rovnice, které vyhovuje zvolenym
pocatecnim podminkam.
Naopak pro volbu pocatecnich podminek

existuje nekonecné mnoho tesent j;(r) = Ksinz, K € R.
A okrajovym podminkdam

vyhovuje pouze jediné Tesend §a(x) = sinx.
7 prikladu je ziejmé, ze moznosti, kdy existuje pravé jedno feseni ¢i nekoneéné mnoho

feSeni Ci neexistuje feSeni, lze najit také nekoneéné mnoho.

10.3 Metoda stielby

Nékdy se oznacuje jako balistickd metoda.
Zakladem metody stielby je prevedeni okrajové tilohy na pocatecéni ilohu. Méjme danu
okrajovou tlohu v nejjednodussim mozném tvaru

"= f(z,y,9), yla)=A, yb)=B.

Jde o nejjednodussi tvar okrajovych podminek (10.2]).
Volime si libovolné y'(a) = ko a fesime pocateéni tlohu

y' = flz,y.9), yla)=A, 9 (a) =k

na intervalu [a, b] s krokem h = b’Ta Substituci y = u,y’ = v ziskdme 1lohu

v = f(.T,U(CC), U(Q})),
u(a) = A, v(a) = ko.
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Obrazek 10.1: Geometricky smysl metody strelby

Jde o soustavu diferencialnich rovnic prvniho fadu, kterou uz umime tesit. Vysledné tak
ziskdme diskrétni funkci (x4, 4?),7 = 0,1,...,n. Jestlize 0 = y°(b) = B, zastavujeme
vypocet. V opaéném piipadé si volime novou hodnotu y'(a) = k; a znovu provadime
vypocet. Vypocet a tedy i volbu y/(a) = k; opakujeme tak dlouho, az se hodnota 3’
priblizi k B s pozadovanou piesnosti.Viz obr.

Pro vlastni vypocet pouzivame nékterou z numerickych metod pro feseni pocatecnich
tiloh. Casto se pouziva zejména Rungeho-Kuttova metoda. Pro véts interval I je vhodné
pouzit Rungeho-Kuttovu metodu na pocatecni priblizeni a pak pouzit presnéjsi metody
typu prediktor-korektor.

Jakmile dosdhneme stavu, Ze pro volbu pocatecnich podminek k;, k; plati v, < B < 47,
potom muzeme pouzit pro dalsi vybér hodnot k. vhodnou numerickou metodu, napf.
bisekei.

Vystupem metody stielby je diskrétni funkce {y; ~ y(z;)}, i =0,1,...,n.

Kontrola pfesnosti se provadi metodou poloviéniho kroku.

Touto metodou lze tesit linearni i nelinedrni diferencialni rovnice a taktéz soustavy rovnic.

10.4 Metoda konec¢nych diferenci

Méjme déanu tlohu
—y' +o(x)y = f(2), (10.3)

y(a) =, y(b) =0, (10.4)
kde a < b, «, § jsou konstanty. Hledame spojitou, dvakrat spojité diferencovatelnou funkei
y(x), kterd splinuje ((10.3]), (10.4).

Véta 10.1 Necht o(x), f(x) jsou spojité na [a,b], o(x) > 0. Potom existuje prdvé jedno

resend dlohy (10.3)), (10.4)).
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Bez dukazu. Jde o dusledek véty
Rovnici (10.3)) muzeme tesit piimo analyticky, jestlize o(z) je konstanta. Predpoklddejme,
ze plati o(z) = 0, potom dvoji integraci dostaneme fesent:

—y'=flz) = ¢ =-f(z),

y’:/—f(x)dx—i—C’ = y(x):/(/—f(x)dx>+0x+D.

Paramerty C, D si uréime tak, aby byly splnény okrajové podminky ((10.4)).
Necht nyni je o(x) € R, o > 0 potom charakteristickd rovnice ma tvar

N +0=0,

Ao =+V0o
a obecné teseni rovnice (|10.3) je tvaru
y(x) = AeVo® 4 Be VT

A, B € R. Paramerty A, B si dale uréime tak, aby byly splnény okrajové podminky ((10.4)).
Ovérime si ddle spravnost naseho vypoctu:

y' (@) = AeV™" o + Be™V"" (= Vo),

y'(x) = AeVos + Be Vo' /g =0 (Ae‘/‘;x + Be"/‘;x> = 0.
Pro o < 0 dostaneme analogicky teseni
y(zr) = AeIVor 4 Be‘jﬁx,

j = +v—1,A, B € R. Paramerty A, B si opét urcime tak, aby byly splnény okrajové

podminky (10.4)).

Budeme nyni hledat numerické feseni rovnice ([10.3)) metodou koneénych diferenci.
Vytvotime si sit:
b—a

= i = h,t=20,1,..., 1, h= .
Top=a, T To+1h, 1 n + 1

Body g, x,.1 jsou hrani¢ni, zbyvajici body jsou vnitfni. Hodnoty funkce v hrani¢nich
bodech zname — jsou to hodnoty yo = «, y,+1 = (. Zbyvajici hodnoty musime dopocitat.
Pozor: Zde méme jiné déleni intervalu (a, b), nez bylo pouzivéno diive. To proto, aby jste
predchozi tvar nepokladali za jedinny mozny.
Druhou derivaci funkce y(x) nahradime diferenci

CPy@) Y — 2+ i n h? @) (e),

dx? h? 12

kde y; = y(x;), £ € [xi_1,2i41]. Je-li h dostatecné malé a maIX|y(4)(x)| < K < o0,
ze

muzeme zbytkovy ¢len zanedbat. Protoze jsme predpokladali jen spojitost funkce y(x)
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véetné prvni a druhé derivace, plyne odtud i dalsi pozadavek na ohranicenost ctvrté
derivace. Ale funkci y my predem nezname. Proto se tento pozadavek ptredpoklada za
splnény. Ozna¢me o(z;) = oy, f(x;) = f;. Pak dosazenim do rovnice dostaneme,
pii zanedbani zbytkového ¢lenu,

Yir1 — 2Yi + Yina
_ g

—|—O'Z'yi:fz‘,’i:]_,2,...,n

a po uprave
—yio1 + 2+ P20y —yin = B°fi, i=1,2,...,n.

Dosazenim hodnot yg = «, y,+1 = [ dostaneme soustavu rovnic

2+ Ro)y —Y2 =h2fi+a
—y1 +(2+ hPo2)ys —Y3 =h*f,
=2 +(2 + h?o3)ys —yy = hf3
—Yn—2 +(2 + h2an71)yn71 —Yn = h2fn71

—Yn—1 +(2 + hQUn)yn = h2fn + 6

To je soustava linearnich algebraickych rovnic s tfidiagonalni matici, ktera je pro o > 0
diagonalné dominantni a tedy regularni a navic je i symetrickd a positivné definitni. Ex-
istuje tedy jediné feSeni této soustavy a iteracni metody (Jacobiho i Gauss-Seidelova)
konverguji k tomuto feseni.

Pro o > 0 jde o symetrickou matici, ktera ma minimalné prvni a posledni rovnici di-
agonalné ostfe dominantni, u zbyvajicich plati neostra diagonalni dominantnost. I pro
takovéto soustavy bude Gauss-Seidelova metoda konvergovat.

V piipadé o(x) = 0 mame rovnici —y” = f(z) a dvoji integraci dostaneme hledané reseni
piimo a podstatné rychleji.

Pro odhad pfesnosti plati:

Véta 10.2 Necht y(z) je presné tesenim dlohy (10.3)), (10.4). na intervalu [a,b], kde
o(x) > 0. Necht y1,ya, - . ., Yn jsou diskrétni aprozimace resent ziskané metodou konecnyjch

diferenci. Potom
M, h?
244 ('1'1 - a) (b - ‘/Ei)?

kde v; = a+ih = a+ifﬁ, 0<i<n+1,M = zrgﬁ);] |f@(z)|. Ddle plati

|5(2s) — yi] <

My(b—a)?
mas |7(w:) — il < 22002

1<i<n 96
Bez dukazu.
Pozor: Zde zase mame celkem n + 2 bodu, pticemz ng a n,;1 jsou okrajové podminky.
7 véty plyne, ze pii splnéni predpokladu véty [10.1] pro dostatecné maly krok h,
lze dosahnout libovolné predepsané piesnosti. Neboli pro h — 0 diskrétni aproximace
konverguji k presnému fesSeni.
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Poznamka 10.1 Rownici y" — o(z)y = f(x), 0 > 0 si substituci z = —y upravime na
tvar pozadovany vétou[10.1] (a nebo vyndsobenim rovnice ¢islem (—1) obdrzime pozadované
tvar).

Neboli — pokud o(x) neméni znaménko na intervalu I a znaménka u y" a o(x) jsou
opacnd, je tloha ((10.3)), jednoznacné resitelnda metodou konecnych diferenci.

Piiklad 10.2 Reste metodou koneénijch diferenci s presnosti € okrajovou tlohu
—y"+ (1 +2%)y = -1,

y(~1) =y(1) =0.

- 1
Reseni: Mame a = —1, b = 1. Zvolme krok h = 7 Sestavime si soustavu rovnic
24 % (142 .
4 1 Y1 Y2 =71
(24! - !
Y1 1 Y2 Ys = 1
+(2+ L 1+ ! _ 1
Y2 1 1 Ys = 1
A po tuprave
37y1 —16y2 =—4
—4dyr 9y —dys = -1
—16y2 —|—37y3 =—4

Jejim fesenim jsou hledané hodnoty:
y; = —0.25365, yo = —0.33658, y3 = —0.25365.

Méme prvni priblizeni. Zmensime krok na polovinu a opakujeme vypocet. Jestlize je
Vi \Yin — Yo, nl <, pak zastavujeme vypocet. Neplati-li tato podminka, zménsime opét
krok na polovinu a opakujeme postup. Pokud pouzijeme Eukleidovskou normu, bude mit

n 2
podminka tvar Z <yl-7h — y%%) <e. O

i=1

Definice 10.2 Okrajovd tloha pro obycejnou linedrni diferencidlni rovnici 2.7ddu je:
Urcit takové resent y(x) rovnice

Y+ [i(@)y + fa(2)y = f3(), (10.5)
které na intervalu I = [a,b] splriuje okrajové podminky
ay(a) + By (a) =7, oy(b) + By () =72, ol + 6| >0, i=1,2.  (10.6)

Regend hleddme jako spojitou funkei, kterd je na intervalu la, b] spojité dvakrdt diferenco-
vatelnd.
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Podminky ((10.6) se vétsinou oznacuji jako Sturmovy podminky. Jejich specidlnim
pripadem jsou Dirichletovy E podminky

a nebo Neumannovﬂ podminky
y'(a)=a, y(b)=7p.

Véta 10.3 Necht je ddna rovnice (10.5) a necht fi € C(I). Potom lze tuto rovnici prevést
na samoadjungovany tvar

—(p(x)y) + q(x)y = f(x) (10.7)
kde
p(x) = e/ H@%  g(a) = —fo(x)p(x), fx) = —fs(z)p(z).

Diukaz: Podle piedpokladu je f; € C(I), potom tedy existuje ([ fi(z)dx) pro Vz € I.
Oznacéme p(z) = exp( [ fi(z)dz). Rovnici (10.5) vyndsobime (—p(z)). Dostaneme

—y"p(x) = fi(2)p(x)y’ — fo()p(z)y = — f3(z)p(2). (10.8)
Déle je
y'p(x) + filz)p(x)y" = (p(x)y)',
nebot
(p(x)y)" = p'(2)y" + p(x)y”,
pla) = (ef fl(:r)dw> _ (ef fl(w)da:> £i(z) = p(a) f1(2).
Dosazenim tohoto vysledku do a pouzitim oznaceni p,q, f definovanych ve véte

dostaneme rovnici ([10.7)). O

Véta 10.4 Necht mdme linedrni diferencidlni rovnici v samoadjungovaném tvaru (10.7)).
Necht ddle plati
g, feC(I), peli(l),

p(z) >0, q(zr)>0Vrel.

Potom existuje prdavé jedno teseni u(x) diferencidlni rovnice (10.7)), které splruje okrajové
podminky u(a) = a, u(b) = B, kde o, B jsou libovolnd redlnd ¢isla.

25P.G.L. Dirichlet (1805 — 1859) némecky matematik. Pracoval v teorii &fsel, matematické analyze,
matematické fyzice. Ve vSech téchto oborech dosahnul vyznamnych vysledku.

K.G.Neumann (1832 — 1925) némecky matematik. Vénoval se hlavné teorii logaritmického po-
tencialu, diferencidlnim rovnicim, matematické fyzice.
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Bez dukazu.

Na zdkladé této véty plati i postup FeSeni, ktery jsme si piedvedli jako prvni, nebot
rovnice ((10.3) je specidlnim piipadem rovnice ((10.5)) a tedy i specidlnim piipadem rovnice

{@DF]

Numerické feseni opét budeme hledat metodou koneénych diferenci. Predpoklddame
piitom, Ze jsou splnény predpoklady véty [10.4] které nam zajistuji existenci a jednoznacnost
reSeni. Oznacme

¢ =q(x;), fi = f(z;), h=

Vyraz (p(x)y’)" nahradime vyrazem

1 Yi+1 — Yi Yi — Yi—1
/ , ~ i J
(p(z)y') ~ h (p,ur; A Pi1 N .

Po dosazeni do ((10.7)) dostaneme

1
T2 <pi+%(yi+1 —Yi) — pi_%(yi - yi—l)) +qyi = fi

a po upravé mame soustavu linedrnich algebraickych rovnic
—Pi-1Yi-1+ (pi_% TPyl t h2q;)y; — PitiYit1 = Wf,i=1,2,...,n—1

Je to soustava linedrnich algebraickych rovnic s tiidiagonalni symetrickou matici koefi-
cientu. D4 se ukézat, Ze tato matice je regularni: Podle podminek véty [10.4]je p > 0, ¢ > 0.
Matice je diagonélné dominantni pro ¢ > 0 a proto podle véty je regularni a existuje

2TMé&jme rovnici
(—py) +ay=f
a okrajové podminky
y(@o) = o, Y(Tn) = yn-

V piipadé, ze p je konstanta, mame rovnici

—py" +qy = .

Vydélenim celé rovnice p dostaneme stejny tvar jako mé rovnice (10.3)). Jestlize budeme pocitat pfimo a
nahradime derivaci diferenci, potom dostaneme, pfi stejné oznaceni jako drive,

Yit1 — 2Yi +yiz1
—p 5

+ qiyi = fi
a po upravé
—pyit1 + (20 + P*q) yi — pyi—1 = W2 fi.

Mame soustavu s redlnou symetrickou matici. Jestlize je p > 0 a ¢ > 0, potom jde o matici diagonalné
dominantni a proto je soustava s ni jednozna¢né fesitelna.
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jediné TeSeni této soustavy. Bude k nému konvergovat Jacobiho itera¢ni metoda i Gauss-
Seidelova iteracni metoda.

Pro ¢ > 0 jde o symetrickou matici, kterda ma minimalné prvni a posledni rovnici di-
agonalné ostfe dominantni, u zbyvajicich plati neostra diagonalni dominantnost. I pro
takovéto soustavy bude Gauss-Seidelova metoda konvergovat.

V piipadé ¢ = 0 mame rovnici —(p(x)y’) = f(x) a dvoji integraci dostaneme hledané
feseni.

—(p(x)y) = f(=),
—p(a)y = / fla)ds + K,

protoze p(z) > 0 pro v8echna x z I,

'—L z)dx
y —p(x)/f( )dx + K,

yZ/(}%/f(m)dm—kK)dm%—C.

Priiklad 10.3 Metodou konecényjch diferenci s krokem h = 0.25 reste na intervalu I =
[1;2] dlohu

2 4 6
y//__y/__Qy:_
x xXr X

Reseni: Funkce fi(z) = —2/z je na I spojita. Proto podle véty si rovnici prevedeme
na samoadjungovany tvar, kde

p(z) = exp (/—%d:c) — exp (-2/%’”) — exp(—2Inz) = exp (lnz %) = o2 = —.

x
Dostéavame .

Y 4 6
Funkce p = 272, p/ = 2273, ¢ = 4a=*, f = —6273 jsou spojité na I, p > 0, ¢ > 0, jsou

tedy splnény vsechny podminky véty a Teseni této ulohy existuje a je pravé jedno.
Po dosazeni do ((10.9) dostaneme soustavu linedrnich algebraickych rovnic

14214y, —0.5289y, = —0.192
—0.5289y;  +0.987y, —0.37869y; = —0.11111
—0.37869y, +0.68979y; = —0.496

Jejim TeSenim je y; = —0.441, yo = —0.82349, y3 = —1.1712.
Tento numericky vysledek si muzete srovnat s analytickyn fesenim

. 1
y(l‘)—g—.’ﬁ,
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potom je y; = —0.45, y; = —0.833, y5 = —1.178.

Dosahli jsme piesnosti 107, Provedeme zmengeni kroku a vypocet opakujeme do té doby,
nez dosahneme pozadované presnosti. T.j. pokud se hodnoty v uzlovéch bodech neustali.
O

Mejme obecny piipad okrajové ilohy pro obycejnou linearni diferencialni rovnici 2.7adu:

ap(2)y" + a1 (x)y' + az(x)y = f(x), (10.10)

kde x € [a, b], ag, a1, az, f jsou spojité funkece na [a, b] a ag(x) # 0 pro vSechna z z intervalu
a, b]. Hleddme takové FeSenf rovnice (10.10)), které na intervalu I = [a, b] spliluje okrajové
podminky

ary(a) + asy'(a) = do,  Bry(b) + Boy/(b) = dy, (10.11)

kde vy, ag, B1, 32 jsou dand redlnd éisla, || + |aa| # 0, [B1] + |B2] # 0. Reseni hleddme
jako spojitou funkei, kterd je na intervalu [a, b] spojité dvakrat diferencovatelné.

Postupujeme analogicky jako v pfedchozich piipadech. Oznacme a;(x;) = a;j, y(z;) =
b—a

yj, h = ——. Derivace nahradime diferencemi
n

Yj+1 — 2y + Yj—1
y”(xj> ~ J h2] J ’
1o o i1 Y1
Dosazenim do rovnice ((10.10)) dostaneme soustavu rovnic

(10]'

Qa4
e (Y41 — 205 + yj-1) + 2—}1 (Yj1 — Yj—1) + agy; = [;

a po uprave

apq aq4 ap4 ap; a4
Vit (hi; = 2—1];) +y; (—2% + ) + i (% + 2—2) — 1. (10.12)

Pokud odstranime zlomky, dostaneme
Yj—1 (2@0]' — h&lj) + Y; (—4CLOj + 2h2a2j) + Yj+1 (2660]' + halj) = 2h2fj. (1013)

V okrajovych podminkach (10.11)) nahradime derivaci v krajnich bodech intervalu
diferenci )

5 (—3yo + 4y1 — v2),

Y (o) =

1
! n ~ — 3 n - 4 n— n— .
Y (zn) 2h<y Yn1+ Yn—2)
Dosazenim do pocate¢nich podminek dostaneme

a
Q1Yo + 2—2 (—3yo + 4y1 — ya2) = do, (10.14)
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B

Bryn + 5 (3Yn, — 4Yn—1 + Yn—2) = di. (10.15)
Rovnice (10.12]), (10.14)), (10.15)) a nebo (10.13)), (10.14])), (10.15)) ndm tvoii soustavu n+ 1
rovnic o n 4+ 1 nezndmych yo, vy, ..., Yn. Jejim vyTeSenim ziskdme diskrétni aproximaci

tlohy (T0.10), (10.11).

Véta 10.5 Necht ag,ay,as, f jsou spojité funkce na intervalu [a, b] takové, Ze plati ag(x) >
¢ > 0,a3(x) < 0 na [a,b] a ddle |oa| + |aa| > 0,]01] + |B2| > 0. Potom md loha
10.10)), (10.11)) prdve jedno Teseni a diskrétni aproximace ziskand pomoci rovnic ,
10.14)), ([10.15)), respektive ([10.13)), (10.14)), (10.15)) konverguje k tomuto resent.

Priklad 10.4 Metodou konecénych diferenci resete ulohu

1

Yy —y=ux,

y(0) =1,
2y(1) 4+ 3y/'(1) = —1.
Reseni: Volme n = 4, potom h = 0.25 a mame uzlové body g = 0,27 = 0.25, 25 =

0.5,23 =0.75, x4 = 1. Mame ag = 1,a; = 0,as = —1, f = x, jsou tedy splnény pozadavky

véty a po dosazeni do ((10.12)) dostaneme soustavu

=y +2.0625y, —12 = —0.015625
—y1 +2.0625y —Y3 = —0.031250
—yp +2.0625y;5 —ys = —0.046875

7 prvni okrajové podminky vyplyva, ze
Yo=1
a z druhé okrajové podminky vyplyva, po dosazeni do , rovnice
2ys +6(3ys — dyz + y2) = — 1.

Po tpravé dostaneme soustavu

2065 -1 0 0 | 0.984375
-1 2.0625 -1 0 | —0.031250
0 -1 2.0625 —1|—0.046875 |’
0 0 —11.6250 14 | —1.281250

s tridiagonalni matici koeficientt, ktera je diagonalné dominantni. Jejim fesenim je

Yo = 1

y1 = 0.0688479
yo = 0.435612
ys = 0.241121

ys = 0.108782
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Pokud porovname tuto aproximaci s analytickym feSenim

4e +1 x+562—4€ e € 0.1]
= e e’ —x, x
5¢2 + 1 5e? + 1 ’ ’

Y

zjistime, ze chyba je |e| < 0.00546. Vzhledem k velikosti kroku jde o velmi dobrou aprox-
imaci. O

Piiklad 10.5 Resete rovnici
—((1+2)y) +2—2)y=a"—22° + 82> + 8z + 1

s okrajovyni podminkamsi
y'(0) =2y(0) + 1,

y(1) = 0.

Reseni: Nage tloha m4 i analytické fesen{ §j = x —a°, které muizeme pouzit pro porovnani
s numerickym fesenim.

Numerické feseni budeme hledat pomoci metody konecnych diferenci. Volme n =
2F k=1,2,..., potom pro k = 1 mame n = 2 a dostaneme soustavu

10 =5\ (v ) _ —2.5
~5 135 v ) =\ as125 )
Hodnotu y, = y(1) zndme. Resenfm nasf soustavy je

yo = —0, 083068,

y1 = 0,323864.

Pro £ = 2 mdme n = 4 a dostaneme soustavu

27 —18 0 0 Yo —4.5
—18 41.75 —22 0 yi | | 1.472656
0 —22 495 —26 | | v | 4.8125
0 0 —26 57,25 Ys 8.972656

Resenim nasi soustavy je

Yo = —0,022, y, = 0,216453, yo = 0.362128, y; = 0.321188.

A muzeme stejnym zpusobem pokracovat dale. O
V aplikacich se objevuji i obecnéjsi rovnice, napft.
— (p(2)y' () +r(2)y (z) + g(2)y(z) = f(2). (10.16)

Tato rovnice popisuje mezi jinym i transport chemické primeési v kapaliné a proto se nékdy
oznacuje jako difuzni rovnice.
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Clen ry/, ktery je zda navic, ve srovnani s predchozim typem rovnic, aproximujeme
vyrazem

r(x)y (z;) = riw%h_‘%_l + O(Rh?).

Podosazeni do (10.16)) rovnice dostaneme soustavu
1 2 1 2
—(Piml ihﬂ‘ Yi-1 + (pi_% t Pyl + h 91’) Yi =\ Pitl — §h7’i Yir1 = h°fi.

Podminky tesitelnosti rovnice ((10.16) se opét svadi k podmince fesSitelnosti soustavy
linearnich algebraickych rovnic.
Zpusob provedeni disktretizace primo ovliviiuje feseni. Ukazeme si to na prikladu.

Piiklad 10.6 Pro x € (0,1) 7esme rovnici
—pu” +ru’ =0,

s okrajovymi podminkamz
u(0) =a, u(l) =70,
kde p > 0,7 # 0, # 3 jsou konstanty.
Nase uloha ma presné feseni

rr

u(z) :oz+(ﬁ—oz)11__eez.

Jde to monotonni funkci, kterd je pro o < 3 rostouci a pro § < «a klesajici.
P1i hledani numerického reseni nahradime derivace centralnimi diferencemi a dostaneme

 Uig1 — 20U — Uiy U

12 oh =0

rh
Ozna¢me A = —, potom po upravé dostaneme
p

1 1

Pro A = 2 dostaneme feseni
U; = Ui—1,

neboli

Pro A # 2 dostaneme teseni
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kde konstanty A, B ur¢ime z okrajovych podminek.
Pokud pouzijeme pro ndhradu prvni derivace diferenci vzad, neboli
u, —= M
h Y
potom dostaneme pro r > 0 ( a tedy i A > 0, protofe podle predpokladu je p > 0 a h je
velikost kroku, kterd je také kladnd)

CUig1 — 20 + Uiy Uj — Uj—1

h? h

a po upravé dostaneme
—(T+ Nui—1 + (24 Nu; — uiyq = 0.
Tato diferenéni rovnice ma feseni
u; = C + D(1+ \),

které je ryze monotonni. Konstanty C, D ur¢ime z okrajovych podminek.
V piipadé, ze mame r < 0 postupujeme obdobné. Prvni derivaci nahradime diferenci
vpred, tj.
o Uipl — Uy
U =——
h
a dostaneme
Uip1 — 2U; + Uiy Uil — Uy
- +r
h? h
V tomto piipadé je A < 0, (protoze podle predpokladu je p > 0 a h je velikost kroku,
ktera je také kladnd). Po tpravé potom dostaneme

=0.

—ui—1 4+ (2= Nu; — (1 = Nugq = 0.
Tato diferen¢ni rovnice ma feseni
u;=E+ F(1 -\,
které je opé ryze monotonni. Konstanty F, F' uréime z okrajovych podminek.

Poznamka 10.2 Proni postup je pouZitelny jen pro krok, jehoz délka splnuje podminku

2
|)\|<2:>h<—|p|.
r

10.5 Metoda koneénych objemu

Jinou metodou pro feseni okrajovych tloh je metoda konec¢nych objemt.
Hledame teseni rovnice

(—pu) + qu = f, (10.17)
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kde p > 0, ¢ # 0, na intervalu (0,1) s krokem h. Opét budeme hledat feseni v jednotlivych

uzlovych bodech, kde mame x; = xg + th = ih, protoze xo = 0 a jako obvykle h = —.
n
Ke kazdému i-tému kroku priradime koneény objem B; takto

a) Pro vnitini uzly B; = <xi_%,$i+%>, i=1,2,...,n—1.

b) Pro hraniéni uzly By = <O, x%>, B, = <wn_%,xn>. Potom

0,1) = LnJ&

Vezmeme si nasi rovnici (10.17) a budeme ji integrovat pies B;.

/B L)+ )z = /B e

Predpoléddejme nejdiive, ze B; ptislusi vnifnimu uzlu. Potom dostaneme

1 1
1 Ti+35 Ti+3
T=x;+5
—pu| TR+ qudx = fdax,
TR zi—2 x
1

) 1
2 L)

2 2 1

) i3

1 1 xHr% er%
—pu'(z; + =) —u'(z; — <) +/ qudzr = / 1 fdx.

Derivace nahradimé diferencemi

1 Uj — Uj—1

wle;—5) = ————+ O(H?),
1 o
u'(xi+§) :W+O(H2)’

hodnoty obou integrali odhadneme pomoci obdelnikového pravidla, pritom budeme vzdy
vychazet ze stiedu intervalu. Neboli

96¢+%
/ qudz = hqmu; + O(h?),

i

xi'i‘%
/ fdz = hf; + O(h%).

Dosadime a po zanedbani chybovych funkci dostaneme po tipravé rovnici

p;i-1 Pl Pyl pi_1
——2 U 24 —2 +hg | up — —Fuip = hf;
o Uj—1 + ( A + " + q) u W Uit f

Necht mame zadané Newtonovy okrajové podminky v bodech x = 0 a x = [. Potom pro

By mame
_ T Tl
T=x1
/ 5 2 2
—pu | p=a +/ qudz :/ fdx.
) o
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Derivaci v bodé z1 nahradime diferenci
2

Uy — Up

)= 1 o(r?)

!/
u (x%
dosadime za vyraz p(x¢)u'(zo) = p(0)u(0) podle okrajové podminky a integraly pocitdme
podle obdelnikového pravidla pricemz budeme vychazet z levého konce intervalu, tj.

T 1
/ * qudz = §hqou0 + O(h?),

o

dr = =
fdz =3

Zo
Analogicky pro bod B,,, kde pouzijeme obdelnihové pravidlo a vychézime z pravého konce
intervalu.
Nakonec dostdvame soustavu linedrnich algebraickych rovnic, kterd je (vzhledem k
podminkdm) jednoznacné resitelné.
Muzeme pouzit i jiny postup, jehoz zakladem je integrace podle lichobéznikového
pravidla. Vezmene si opét nasi rovnici a budeme ji integrovat na intervalu (z;, x;41)

a dostaneme
Ti+1 Ti+4+1
-
—pu[" + / qudr = / fdz,
x ZTq

i

hfo + O(R?).

Tit1 Ti41
—Dit1Uiq + i +/ qudzr = / fdz.

Derivace nahradime diferencemi, tj.

U; — U;

Uy = ————+O(h?),
h
U; — Uj—
u; = Tl +O(h?)

a integraly ur¢ime podle lichobéznikového pravidla

Tit+1 . . TR
/ qudz = q”lu”; T4 o),

Tiq1 ) )
Po dosazeni dostaneme

Uiyl — Uy U; — Ui Qit1Uir1 + QiU h
P+1( 3 )+P< 3 )+ 5 2(f+1+f)

Po upravé dostavame
P | hgia\ Piv1 P hai\ (_&) e 4
< A + 9 >uz+1+(h +h‘|’ 2)U1+ n szl—2(fz+l+fz)'

Opét mame soustavu linearnich algebraickych rovnic. Protoze pozaduje jednoznacnou
resitelnost, dostdvame podminku |g;| > |g;41| Vi. Pouze v tomto piipadé muzeme garan-
tovat Tesitelnost.
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10.6 Priklady na procviceni

Metodou konecnych diferenci s krokem h teste nasledujici okrajové ulohy:
Priklad 10.7 y" + 1y —a'y =2, y(1) =1, y(2) =3, h =10,25

Uprava zadani: Reste tutés rovnici, aviak za podminek y(1) =1, y(1,5) = 2 a s krokem
h=0,1.

Uprava zadani: Reste tutéz rovnici, aviak za podminek y(1) = 1, y(2) = 3 a s krokem
h=0,125.

Priklad 10.8 y” + 2xy — 23y = 22, y(0) = 1; y(1) =2, h = 0,25

Uprava zadani: Reste tutéz rovnici, aviak za podminek y(0) = 1; y(1) = 3 a s krokem
h=0,25.

Priklad 10.9 y" + 1y — ey = 2%, y(—1) =1;y(1) =2, h=10,25
Piiklad 10.10 zy”" —y =22 +1, y(1) =1, y(2) +2y/(2) =2, h = 0,25

Uprava zadani: Reste tutés dlohu, oviem za pocdtecnich podminek y(0) = 1; y(1) +
2y/(1) = 2. Krok ponechte h = 0,25.

Priklad 10.11 oy +y=2>+z—1,y(1) =1, y(2) + 2y/(2) =2, h = 0,25
Priklad 10.12 %y’ +xy — 2%y =z + €, y(0) +y/(0) =1, 2y(1) + 3y/'(1) =4, h = 0,25

Uprava zadani: Reste tutés dlohu, ovsem za pocdtecnich podminek y(0) 4+ y/(0) = 1;
2y(0,5) + 3y'(0,5) = 4. Krok ponechte na h = 0,25.

Priklad 10.13 —y" + 1y =¢"+1, y(—-1) =0, y(1) =1, h=0,5

Piiklad 10.14 —y" +e 7y = =, y(0) =1, y(2) =2, h=10,5

2217
Piiklad 10.15 —y" +ey==x,y(0) =1, y(2) =2, h=0,5

ijrava zadani: Reste tutéz ilohu, ale s krokem h = 0,25

10.7 Shrnuti

Zabyvali jsme se hleddnim feseni okrajovych tloh pro diferencialni rovnice fadu aspon
dvé. Vysvétlili jsme si, ze pouze pro né ma smysl hledat feseni okrajové ulohy.

Ukazali jsme si dva z moznych piistupu.

Okrajovou tlohu lze prevést na pocatecni a hledat feSeni pocatecéni ilohy nékterou z
diive probranych metod - to je princip metody stielby.

Nebo lze na zékladé diskretizace proménnych prevest okrajovou ulohu na feseni sous-
tavy linearnich algebraickych rovnic - to je princip metody kone¢nych diferenci. Formulace
ulohy a pouziti hrani¢nich bodt ndm zarucuje jednozna¢nou fesitelnost soustavy. Najdéné
diskrétni feseni v limité konverguje k presnému feseni.
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11 Metoda koneénych prvkii.

11.1 Uvod

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenafe s dalsi numerickou metodou pro nalezeni feSeni
okrajové ulohy pro obyc¢ejnou diferencidlni rovnici.

Metoda konecnych prvku je v soucasnosti velmi casto pouzivana pii feSeni celé fady
nejruznéjsich uloh v fadé aplikacnich oblasti.

Na rozvoji metody koneénych prvku se podilela celd fada vynikajicich matematiki.
Pro nas je dulezité, ze jako prvni dokazal konvergenci metody konec¢nych prvkua v roce
1968 prof. RNDr. Milos Zlamal, DrSc. pracovnik VUT v Brné.

Metoda konec¢nych prvku se pouziva takika vyhradné pro feSeni tloh z parcialnimi
diferencialnimi rovnicemi. PTi pouziti na feSeni okrajové tlohy pro obycejné diferencialni
rovnice dava, pri splnéni podminek konvergence, stejny vysledek jako metoda konecnych
diferenci. My se ji ale budeme pfresto zabyvat, protoze v jednodimenzionalnim ptipadé je
zakladni princip metody snaze pochopitelny.

11.2 Zakladni pojmy

Vznikla pfti feSeni okrajovych tloh rovinné pruznosti. Jeji princip je, Ze se rovinna oblast
rozdéli na vhodné casti, nazyvané konecné prvky — obvykle to byvaji nepiekryvajici se
trojuhelniky, a celd oblast se pak chape jako kone¢ny systém prvku, které na sebe vzajemné
pusobi. V této podobé se metoda koneénych prvku objevila v inzenyrské praxi. Brzy se
ukazalo, ze jde o variantu Rietzovy metody, ale nazev ji uz zustal puvodni.

Napi. celkova energie soustavy, kterda je popsana parcidlni diferencidlni okrajovou
tlohou eliptického typu, je déna integralem, ktery se proto nazjvé energeticky. Reseni
ulohy pak ma tu vlastnost, ze tomuto integralu dava nejmensi hodnotu. Vidime tedy, ze
puvodni okrajova uloha je ekvivalentni s uréenim takové funkce, ktera by minimalizovala
zminény funkcional. Jde o varia¢ni formulaci tlohy.

V piipadé funkci jedné proménné se jedna o nalezeni funkce y splnujici urcité okrajové
podminky a pro niz je funkcional

b
F(y) = / 9(x,y,y')dx (11.1)

minimalni. K ptibliznému teseni se uziva Rietzova metoda. ReSeni hleddme ve tvaru
n
(@) = p(@) + > aj-b(x),
=1

kde ¢ spliuje okrajové podminky, ¢(a) = o, p(b) = (5 a kde b; jsou linearné nezavislé
(bazové) funkce spliujici homogenni okrajové podminky (t.j. jsou nulové na dané hranici).
Protoze ¢ splituje okrajové podminky a funkce b; jsou na hranicich nulové, tak i funkce
v spliiuje okrajové podminky. Po dosazeni do funkcionélu dostaneme

Fv) =®(ay,...,ay),
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tedy funkci n proménnych a hledame nyni jeji minimum metodami matematické analyzy.
Je jasné, ze obecné neplati v(z) = y(z), protoze v(x) mé specidlni tvar urceny jejimi
bézovymi funkcemi. Muzeme tedy pouze ocekdvat v(x) =~ y(x). Presnost je pfitom pifmo
zavisla na volbé bazovych funkei a na jejich poc¢tu. Metodu konec¢nych prvku dostaneme
specialni volbou bazovych funkei.
Méjme tlohu na intervalu [a,b], a < b,

—y' +ox)y=f(z), o) =0, (11.2)

yla) =a, y(b) = 0. (11.3)

Existenci a jednoznacnost feseni jsme si ukazali uz diive.

Nejdiive prevedeme tuto okrajovou tlohu na varia¢ni ilohu:

Necht w(x) je libovolnd funkce, kterd md po ¢dstech spojitou prvni derivaci a spliuje
okrajové podminky, t.j. w(a) = «, w(b) = . Sestrojime si funkcionél

1 b
F(w) = 5/ ([w’(m)]2 + o(2)w?(z) — 2w(x)f(x))dx (11.4)
a ukazeme, ze funkce, kterd jej minimalizuje, je fesenim nasi tlohy (11.2), (11.3).
Necht w(z) = y(x) +e(z), kde y(z) je feSenim okrajové tlohy (11.2) aVa € I : e(x) >
0. Potom po dosazeni mame po uprave

F(w) = F(y) + / ('Y +eoy—ef)de + %/ (€7 + o) d. (11.5)

Prvni ¢len prvniho integralu integrujeme “per partes”
b ’ / I b
/o1 _u=y u =Yy o b " _
/aeydx—’?],ze, €y|a /aaydx

v =¢&
b
— () (b) — e(a)y'(a) - / cy'd.

Takze cely prvni integrédl z (16.2) si prepiSseme na tvar

b

£(0)y(b) — £(a)y/(a) + / S~y + oy — f)de

a

a cely tento vyraz je roven nule, nebot y je feSenim tlohy (11.2)), (11.3) a e(a) = (b) = 0,

protoze € = w — y a funkce w a y spliuji tytéz okrajové podminky. Takze z (16.2) mame

Plw) = F(o) + 5 | (E@]+02)do = Fly),

protoze pod integralem je nezaporna funkce. Takze y skutecné minimalizuje funkcional F
v mnoziné dostatecné hladkych funkei w(z) spliujicich tytéz okrajové podminky.
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Omezime se pii hleddani minima v funkce F' na mnozinu spojitych, po ¢astech linearnich
funkci a na pripad ekvidistantnich uzlu

b—a
n+1’

Ij:xﬁ"i_jh’vh: Vo = @&, UTL-‘rl:ﬁ’ UJ:U(xJ>

Protoze lomena cara je jednoznacné urcena svymi vrcholy, budeme hledat funkci v ve

tvaru

o(@) =3 v; - bye),

kde v; jsou konstanty a bazové funkce b;(x) jsou ddny predpisem

e —wj1), @€ lvj1,
bj(z) = —%(37 —Tj1), T € [T5,Ti41],
0 jinak.

Z této definice plyne, ze bj(x;) = 1, bj(zy) = OVE # j. Zvlaste je dulezité, ze funkce b,
ma velmi maly nosi¢ — je nenulova jen na intervalu (x;_q, x;41).

V piipadeé by(z), by41(x) bereme do tivahy pouze tu ¢ast, kterd lezi uvnitt intervalu [a, b].
Protoze derivace v/(z) je po €éstech konstantni o'(x) = 3 (vj41 — vj), © € [z, Tj41], tak

| @) - > [ )= S e - =

J=0 —1

1 n
=7 > (W1 —v))*
=0
Dosazenim v(x) a v'(x) do rovnice ((11.4]) dostaneme

n b b
P(o) = 55 D (s = 0 4 5 [ olo)ta)dn = [ ofa) (o)

F je nyni kvadratickou funkeci parametru vy, vs, . . . , v,. Hleddme nyni minimum této funkce

OF

=0,t=0,1,...,n.
(%i y b (] v

Toto je soustava linearnich rovnic.
Piitom se v; objevuje pouze ve s¢itancich s indexem j — 1, j. TakZe mame

ov
9o, bj(),
a tedy
o) = 21}@ =2v-b;(z).

a’l}j 8vj



Moderni numerické metody 189

Odtud ovsem plyne, zZe se sta¢i omezit na interval [x;_;, z;41], protoze mimo néj je funkce
b; nulova.
Dostavame tedy soustavu pro i =1,2,...,n,

%(2111- —Vi_1 — Viq1) + /xm o(z)v(x)b;(z)dx = /%i+1 f(z)bi(x)dx.

Ti—1 Ti—1

Toto je opét soustava s tridiagonalni matici.
Kdyz si jesté uvédomime, ze
n

U(I)bz(l’) = (Zvjbj(x))bz(x) = Uzblz(.f) + Ui_lbi_l(l’)bi(l’) + Ui+1bi+1($)bi(l’).

j=0

A protoze bazové funkce zname, tak zname i tyto koeficienty.
V piipadeé, ze o(z) = 0 dostaneme tentyz vysledek jako metodou kone¢nych diferenci.

11.3 Shrnuti

Seznamili jsme se s dalsi numerickou metodou pro nalezeni feSeni okrajové tlohy pro
oby¢ejnou diferencialni rovnici - s metodou konecnych prvku, ktera je v souc¢asnosti velmi
¢asto pouzivana pii feSeni celé fady nejruznéjsich uloh v radé aplakac¢nich oblasti.

Na rozvoji metody konecnych prvku se podilela celd fada vynikajicich matematiku.
Pro nés je dulezité, ze prvni dokazal konvergenci metody v roce 1968 profesor Milos
Zlamal, pracovnik VUT Brno. Na dalsim rozvoji metody se podileli napiiklad prof. A.
Zenisek z FSI VUT, prof F. Melkes z FEKT VUT, prof. M. Kifzek z MU AV CR a mnoha
dalsich.

Ackoliv se metoda koneénych prvku pouziva predevsim pro feSeni uloh z parcidlnimi
diferencialnimi rovnicemi, zabyvali jsme se ji, protoze v jednodimenzionalnim ptipadeé je
zakladni princip metody snéze pochopitelny.
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12 Parcialni diferencialni rovnice

12.1 Uvod

V predchozich kapitolach jsme se zabyvali obyc¢ejnymi diferencidlnimi rovncemi. Cilem
této kapitoly je seznamit ctenafe se zaklady teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic.
Stanovime si co budeme rozumét fesenim parcialni diferencidlni rovnice a jaké tlohy
budeme resit.

Potom se zamérime na parcidlni diferencialni rovnice prvniho fadu. Zformulejeme si
pozadavky na pocatecni tlohu pro parcialni diferencidlni rovnici prvniho radu.

Ukazeme si zpusoby fesSeni nejjednodussich parcidlnich diferencidlnich rovnic prvniho
radu.

Déle se seznamime ¢tenédfe s numerickymi metodami feseni parcidlnich diferencialnich
rovnic.

12.2 Zakladni pojmy

Definice 12.1 Parcidlni diferencidlni rovnici rozumime rovnici, kterd obsahuje nezndmou
funkci vice proménngych a jeji parcidlni derivace.
Rdd nejuyssi derivace, kterd se v rovnici vyskytuge, se nazjvd iddem dané rovnice.
Resenim parcidlni diferencidlni rovnice rozumime kazdou funkci, kterd je definovand
v zadané oblasti, véetné svych parcidlnich derivaci, aZ do radu rovnice véetné, a vyhovuje
dané rovnici v zadané oblastu.

Obecny tvar parcialni diferencialni rovnice je

ou Ou ou 0%u oFu
F ey Ty ey )y ey =y = | = 0. 12.1
(Il’ o WL ) s s G B O ) (12.1)
Piiklad 12.1 Hledejme funkci u, kterd vyhovuje rovnici
ou Ou
—+ —=0. 12.2
ox + Jy ( )

Mame tedy parcidlni diferencidlni rovnici proniho radu. Jejim resenim je funkce
u(@,y) =z —y+m,

protoze

0
Ou_y Ou_
ox dy
v kazdém bodé roviny Ozy. Cislo m mizeme nahradit jinym libovolngm redingm. cislem.
Resenim bude i funkce

Y

u(z,y) = ax —ay + f,
pro libovolnd o, 3 € R, protoZe

ou ou
=« = —a,

ar =" ay
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v kaZdém bodé roviny Oxy.
Obdobne se miuzZeme presvédcit, Ze resenim bude 1 funkce

U(xaywz):I_y"‘Za

protoze

au_ (9u_ (92_0 0z

oz~ =t % T

Lehce si ovérime, Ze resenim bude i kaZdd funkce

0.

U(ﬂj’y,Z) =T —y+ f(z)v
kde f je libovolna funkce promenné z.

7, uvedeného prikladu plyne jeden podstatny rozdil mezi parcidlnimi rovnicemi a
obyc¢ejnymi diferencidlnimi rovnicemi. Ze zapisu obyéejné diferencialni rovnice vy = x +y
pozname okamzité, ze hledand funkce y zavisi pouze na x. Ze zapisu parcialni rovnice
(12.2) nepozname na kolika proménnych zavisi feseni. Vime, ze hledana funkce u zavisi
na promeénnych x,y, ale nevime, zda se jedna o funkci dvou, tii ¢i vice proménnych.

Ptijmeme proto hned na misté imluvu, ze feseni dané parcialni rovnice budeme hledat
pouze mezi funkcemi téch proménnych, které se piimo v rovnici vyskytuji. Bude-li hledana
neznama funkce zaviset i na proménnych, které se v rovnici nevyskytuji, bude to pti zapisu
rovnice vyslovné zduraznéno.

Piiklad 12.2 Hleddme funkci dvou proménngjch u(x,y), kterd vyhovuje rovnici

0’u  0%u

5 T a7 = (12.3)

Madme parcidalni diferencidlni rovnici druhého rddu. Jejim tesenim je funkce

U,(.I',y) = xQ - y27
protoze
ou 0%u ou 0%u
— =2, —=2, —=-2y, ——=-2,
ox 0x? oy Y oy?

v kaZdém bodé roviny Oxy.
Obdobné se muzeme presvédcit, Ze Tesenim budou i funkce

u(z,y) =2* —y* +ar +by, ab€R,
a nebo
u(z,y) = e"siny.

u obycejnych diferencialnich rovnic.
Podobné jako u obycejnych diferencidlnich rovnic mame i u parcidlnich rovnic dva
zakladni problémy
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1. Najit obecné TeSeni dané parcialni rovnice = najit vSechna feseni.

2. Najit takové teseni dané parcidlni rovnice, které vyhovuje nékterym dopliujicim
podminkdm (které obvykle plynou z daného technického problému, ktery resime a
nebo jsou souéasti zadani matematického tikolu, jako dalsi trapeni lidu studentského).

Ukazeme si pozdéji, ze najit obecné Teseni parcialni rovnice je mnohem tézsi nez u
oby¢ejnych diferencialnich rovnic. Proto se u parcialnich rovnic studuji ¢astéji problémy
s dodatecnymi podminkmi.

12.3 Parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu

Definice 12.2 Rovnici

ou Ou
f <x7y7u(xay)7%7a_y) =0. (124)

nazgvdme parcialni diferencialni rovnici prvniho fadu, kde funkce f(z,y,u,p,q) je defino-
vand na otevrené mnozineé D proménnych x,y,u,p,q.

Definice 12.3 Resenim rovnice 1} v oblasti G promennych x,y nazveme kazZdou takovou
funkci u, definovanou a spojitou v G, pro kterou plati:

1. Funkce uw md v oblasti G spojité parcidlni derivace proniho Tddu.

ou 0
2. Pro kazdé (z,y) € G plati, Ze (a:,y,u h u) eD.

) %7 (9_y
ou 0
3. Funkce u, —u, gu splnugi rovnict (12.4)).
ox’ Oy
Piiklad 12.3 Rownice
Ou 0% w1
T— — +2u =
ox y@y
md resenim funkci
1
a2 y?

kterd je definovdna v oblasti G = {(z,y) : 2> + 4> # 0} (neboli funkce u je definovdna pro
vsechny body roviny Oxy kromé pocdtku, t.j. bodu (0,0)).

Piiklad 12.4 Rowvnice

ou\®  Ou 2?4y
e | = ]
u (835) + a9 n(zry) = n(zy)

md jednim z resent funkci w = In(zy), kterd je definovdana v oblasti G = {(x,y) : xy > 0},
neboli u je definovdna pro vsechny vnitini body prvniho a tretiho kvadrantu roviny Oxy.

Poznamka 12.1 Pro urceni radu rovnice je rozhodugict, jakého radu jsou parcidlni derivace,
které se v ni vyskytuji, ne mocniny téchto derivaci.
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12.4 Formulace pocatecni ulohy.

U obycejnych diferencidlnich rovnic jsme vzdy hledali obecné feseni Cauchyovy tlohy
v = f(x,y),y(xo) = yo. U parcidlnich diferencidlnich rovnic bude situace slozitéjsi.

Definice 12.4 Cauchyovou tlohou pro rovnici (12.4)) rozumime dvojici: rovnici

0z 0z
f <x7yaza%7a_y) =0. (125)

a pocatecni krivku © zadanou parametricky

r=0p(), y=vt), z=x), te/(a,b). (12.6)

Funkci z = h(z,y), kterd ma spojité parcidlni derivace v G, nazveme resenim Cauchyovy

dlohy (12.5)), (12.6]), jestlize funkce h spliuje v G rovnici (12.5) a pro vSechna t € (a,b)
krivka (x = @(t),y = ¥(t)) lezi v G a navic plati x(t) = h(p(t),¥(t)).

O kiivce © budeme vsude dale predpokladat, ze je hladka a jednoducha.

12.5 Nejjednodussi priklady parcialnich rovnic prvniho radu

0z(z,y)

ox =0

12.5.1 Rovnice typu

ReSenim rovnice

0z(z,y)
Ox
je bud’ libovolna konstanta a nebo libovolnd funkce zavisejici pouze na proménné y, kterd
bude mit spojité parcialni derivace,

=0 (12.7)

2(@,y) = h(y). (12.8)

Podivejme se, jaky je geometricky vyznam rovnice .
V prostoru Ozyz jde o rovnici valcové plochy, jejiz primky jsou kolmé na rovinu Oyz a
jsou tedy rovnobézné s x-ovou souradnicovou osou.

Potom lze lehce fesit Cauchyovu tlohu pro rovnici (12.7). Méme-li danou kfivku ©, po-
tom kazdym bodem kiivky vedeme piimku rovnobéznou s osou x. Dostaneme tak vélcovou
plochu, ktera je zfejmé feSenim rovnice a prochazi kiivkou ©.

Kiivka © pritom muze byt i prostorova, t.j. nepozadujeme, aby byla zavisla pouze na
promeénné y.

Vratme se nyni zpét k analytickému feseni Cauchyovy tilohy pro rovnici .

Necht je kiivka © zadéna parametricky

=), y=v¢{), z=x{), a<t<b.

Predpoklddejme, ze pro funkce v(t), x(t) plati, Ze maji spojité derivace v intervalu (a,b)
a ze funkce 1(t) je ryze monoténni, potom pro ni existuje funkce inverzni v~ (t) takova,

ze (Y~ (y) =y
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Predpokladejme, ze existuje feseni z = H(y) Cauchyovy tlohy pro rovnici (12.7) a ze
zname kiivku ©. Potom dosazenim zjistime, ze plati

X(t) = H (1)) (12.9)
Dosadime do této rovnice t = 1~ (y), dostaneme
X (V7 () = H(y), (12.10)
a protoze H(y) = z, mame
X (@7 ) ==

Tim mame dokazanou jednoznacnost Cauchyovy tlohy.

7 druhé strany, definujeme funkci H pomoci rovnosti (12.10)). Potom ale plati
oH
or

neboli funkce ((12.10)) je feSenim rovnice ((12.7)) a soucasné plati (12.9)), coz znamend, ze
reSeni prochézi kiivkou ©.

0,

Piiklad 12.5 Najdéte reseni rovnice

0z
ox

které prochdzi kiivkou
r=t y=t 2=t t€& (—o0,+00).
Reseni: Podle (12.10) plati, Ze jedinym fesenim této tlohy je

2=x ().
V naSem pripadé mame
Resenfm je proto

Priklad 12.6 Najdéte reseni rovnice

které prochazi krivkou
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Reseni: Kiivka © je v nasem pifpadé parabola, kterd lezi v roviné Oyz. Podle predchoziho
plati, ze feSenim je valcova plocha, ktera prochazi kiivkou © a je rovnobézna s x-ovou
osou, takze

=Y

je TeSenim. O
Poznamka 12.2

. . . z . s .
1. Zcela analogicky jako rovnice 9 0 se resi rovnice
x

9z(z,y)
———==0.
dy
2. Predpoklad existence inverzni funkce =1 je nezbytnyj pro existenci a jednoznacénost
resent. Pokud nent splnén, Cauchyova uloha nemusi byt resitelnd a nebo muze mit
nekonecné mnoho resent.

3. Postup pouzity pri hleddani teseni rovnice (12.7) miZeme zobecnit i pro parcidlni
diferencialni rovnici vice nez dvou proménnych

az(xl’?g}j"”” —0 i={1,2,...,n}.
Resenim této rovnice bude funkce z = f(xy,..., %1, Tip1 ..., %), kterd nezdvisi na
x;.
12.5.2 Rovnice typu &l‘;y) = f(z,y).
Resen{ rovnice
3259_“; Y _ o), (12.11)

za predpokladu, ze f(x,y) je spojita funkce v oblasti G, je dano vztahem

z = /f(x,y)da: + H(y). (12.12)
Dukaz existence a jednoznacnosti feseni se provadi stejné jako v predchozim piipadé.

Priklad 12.7 Najdéte reseni rovnice

0z
— =2’ +ay -y
ox

které prochdzi krivkou
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Obrazek 12.1: Pocatecni kiivka z ptikladu

Reseni: Kiivka © je v nasem pifpadé osou prvniho oktantu. Viz obrézek [12.1]
Reseni ziskame integraci podle proménné x:

3

2
Y 2

r=" 4+ =2~ + H(y).

T T Y ()

Resen{ musi prochdzet pocdteeni kiivkou ©. Dosazenim za z,y, z parametrické vyjadient

krivky ©, dostaneme, ze musi platit

zt—lthrt3 5+ H(t)
32
Odtud dostavame 5
t
H(t)=t+ —.
(t=t+
Resenim nasf tlohy je funkce
oy y’
Z—?‘FT—JZ:U +y+€.

Povsimnéte si, ze feSenim je plocha. Viz obrazek [12.2]
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Obrazek 12.2: Zobrazeni teseni piikladu

Hledejme nyni feseni rovnice (|12.11f), které vyhovuje podmince

2(0,y) = w(y). (12.13)

Neboli teseni z = z(x,y) ma prochézet kiivkou

ktera lezi v roviné Oyz. Podle vzorce (12.12)) ma feSeni tvar

o) = [ F€uds+ HG). (12.14)
Dosadime do této rovnice podle podminky hodnotu x = 0, dostaneme
w(y) = H(y).
Hledané teseni ma proto tvar
(o) = [ €D +to)

Priklad 12.8 Najdéte reseni rovnice

0z(x,y)
ox

= 32 4 ysinz,

které prochdzi krivkou z(0,y) = y>.
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Reseni: Podle predchoziho muzeme hned psat

2(z,y) = / (3¢* +ysin&)dE +y°.
0
Po integraci dostaneme feseni ve tvaru

2(x,y) = 2° + y® + y(1 — cos ).

Poznamka 12.3
0z 0z

1. Analogicky jako rovnice e f(x,y) se 7esi i rovnice i flz,y).
T Y

0z 2z . .
2. Obdobné jako u rovnice — = 0 1 u rovnice Fre f(x,y) se muze stdat, Ze rovnice
x

x
nemd resent a nebo je reseni nekonecné mnoho.

9z(r,y)

i

12.5.3 Rovnice typu = fi(z) - fa(2).

Méjme rovnici
0z(z,y)
—= = fi(x) - fo(2), 12.15
W) ) o) (12.15
kde funkce f; je spojita na intervalu (a,b) a fy je spojitd a nenulova na intervalu (e, d).
Reseni parcidlni rovnice (12.15)) je analogické feSeni obyc¢ejné diferencidlni rovnice se
separovanymi promeénnymi.

P8D) _ @y o),

/f2 /f1 )z + H(y).

Ozna¢me Fi(z) = [ fi(z)dz, = f dz potom muZzeme piedchozi rovnici

prepsat na tvar

Fy(2) = Fi(z) + H(y).

Pokud je funkce F3 ryze monotonni, potom muzeme z rovnice vypocitat funkci z a
dostaneme

2(z,y) = Fy '[Fi(z) + H(y)). (12.16)
Piitom musime pozadovat, aby funkce Fy(x)+ H(y) lezela v definiénim oboru funkce Fj*.

Pouze tehdy ma feSeni smysl.

Priklad 12.9 Najdéte reseni rovnice

0z(z,y)

=qx-¢° 12.1
pe T-e (12.17)
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Reseni: Rovnici si upravime podle predchoziho.
72
Fi(z) = /xdx = —,
2
Fy(z) = /ezdz =—e”

Po dosazeni{ mame )
T

—e = 4+ H(y).
e 5t (¥)

Protoze na pravé strané mame ryze monotonni funkci,muzeme rovnici rozresit vzhledem

k 2 a dostaneme )

z=—In (—% - H(y)> : (12.18)

coz je teSeni rovnice (|12.17)). Vyraz bude mit smysl pouze pro

x? x?
(-5 -tw)>0 = (F+Hw)<0
O
Pokud v rovnici (12.15)) neplati podminka f>(z) # 0, potom mohou existovat i fesent,
ktera neziskame pomoci vztahu ((12.16)).

Piiklad 12.10 Najdéte resent rovnice

0z
_ . 12.1
o = 2 (12.19)

Reseni: Rovnici (12.19) si upravime podle piedchoziho postupu (viz [12.16]).
(92

/dz /d$
Inz=z+ H(y

z = et THl ),

z=K(y)e",
kde K(y) = ef1W).
Rovnice ([12.19)) m4 ale jesté feseni z = 0, které neziskame zadnou volbou funkce H (y),
respektive K (y). O
Praveé uvedeny postup muzeme pouzit i pro ty rovnice, které obsahuji pouze jednu
parcialni derivaci, tedy pro rovnice tvaru

0z(z,y)
9 = ¢(7,y,2)
a nebo D=(z.y)
2(z,y)
ay - Tﬁ(%% Z)

Vztah (12.16) muzeme pouzit i pro feseni Cauchyovy ulohy pro odpovidajici typy
rovnic. Protoze obecny postup by byl prilis nepiehledny, ukédzeme si pouziti na prikladech.
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12.6 Resené piiklady
Priklad 12.11 Urcete reseni Cauchyovy ulohy

0z(x,y)
T = Z(%y),
2(0,y) = v*.

Reseni: Mame stejnou rovnici jako v predchozim pifkladu ((12.10). Reseni proto bude
mit tvar
2(2,y) = K(y)e".

Dosadime do néj x = 0 a dostaneme

2(0,y) = > = K(y).

Resenim Cauchyovy tlohy je proto funkce

2(x,y) = ye”.

Priklad 12.12 Urcete reseni Cauchyovy ilohy

0z(z,y)

9 =ar+by+c-z(z,y) +d,

2(0,y) =y’ + 2y,
kde a,b, c,d jsou konstanty, pricemz c # 0.

ResSeni: Prohlasime y za konstantu a fesime parcialni rovnici jako obycejnou diferencidlni
rovnici.

d
—Z—c~z:ax+by+d.nz
dx

Pouzijeme metodu variace konstanty. Nejdiive fesime homogenni rovnici (o pravé strané
predpokldddame Ze je rovna nule).

dz

— —C-z =

dx ’
dz
—=cCc-Z
dx ’
d
—Z:cda:.
z

Inz =cxr+ K,

z = Le™,
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kde L = e. Nyni predpokladame, ze L = L(z). Potom
2 = L'e” + Lce®,
L'e™ + Lee®™ = ax + by + cLe®™ + d,
L'e” = ax + by +d,
L' = (ax + by + d)e™ .

Integraci per partes dostaneme

u=ar+by+d v =a

! —cx —cx —1
v =¢€ v==¢e |l —
C

-1
L = (ax + by + d)e " - <?) + % /ecxdx,

—1
L= (ax+by+d)e - (—) — e+ M.
c c
Po dosazeni dostaneme reSeni ve tvaru
1 a
z=——(azx +by +d) — - + Me™.
1 c

Tim jsme ziskali feSeni diferencidlni rovnice. Pro feseni parcidlni rovnice je nutné misto
konstanty M brat funkci H(y).

1 a
z=——(ax+by+d)— — + H(y)e™.
C( y + d) = (y)
Nyni najdeme teSeni, které vyhovuje nasi pocatecni podmince. Dosazenim do predchozi

rovnice hodnoty x = 0 dostaneme

b d a
Y +2y=—y————<+H(y),
C C C

a odtud plyne
b d
H(y) = + 20+ —y+ = + —.
c c c

Resenim Cauchyovy tlohy je tedy funkce

1 b d
z:——(ax+by+d)—%+(y3+ (2+—)y+—+3)e“.
C C & &
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12.7 Cviceni
Piiklad 12.13 Najdéte funkci z = z(z,y), vyhovugici diferencidlni rovnici

0z(z,y)

I,
oz

Reseni: Resenim tlohy je funkce

2(z,y) =2+ p(y),

kde ¢(y) je libovolnd funkce.

Piiklad 12.14 Najdéte funkci z = z(z,y), vyhovugici diferencidlni rovnici

0z(z,y)

ox =Tty

Reseni: Resenim tlohy je funkce

ZE2
z(x,y) = 5 tay+ oY),

kde ¢(y) je libovolnd funkce.

12.7.1 Linearni homogenni parcialni rovnice prvniho fadu

Definice 12.5 Linedrni parcidini diferencidlni rovnici nazveme vyraz

0z(x,y 0z(x,y
a(x, y)% + b($> y)¥ = C(l’, y) ’ Z(.T, y) + d(l’, y)7 (1220)
x Jy
kde a,b, c,d jsou funkce proménnych x,y definované na oteviené mnoziné G.
Jestlize c(x,y) = 0,d(z,y) = 0, potom se rovnice (12.20) nazyvd homogenni.

Pokud je a = 0 a nebo b = 0 muzeme pouzit pro feseni diive uvedené metody. Pokud jsou
obé funkce nenulové, musime hledat feSeni jinymi metodami, které se probiraji naptiklad
v predmétu MDRE.

12.8 Shrnuti

Uvedli jsme si zakladni pojmy z teorie parcidlnich diferencialnich rovnic, co je feSeni a
jaké okrajové podminky se pouzivaji.

Ukazali jsme si nejjednodussi metody pro feseni parcialnich diferencidlnich rovnic
prvniho radu.
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13 Parcialni diferencialni rovnice druhého radu

13.1 Uvod

Cilem této kapitoly je seznamit ctenafe se zéklady teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic
druhého fadu. Stanovime si co budeme rozumét feSenim parcialni diferencialni rovnice a
jaké ilohy budeme fesit.

Déle se seznamime ¢tenédfe s numerickymi metodami feseni parcidlnich diferencialnich
rovnic.

Pripomeneme si klasifikaci linearnich parcialnich diferencidlnich rovnic druhého radu
a jejich rozdéleni na rovnice eliptické, parabolické a hyperbolické, dale vétu o transfor-
maci, kterd nam zajistuje, Ze kazdou linedrn{ parcidlni diferencidln{ rovnici druhého fddu
muzeme lokalni transformaci prevést na kanonicky tvar.

Pro hledani feseni budeme pouzivat metodu koneénych diferenci. Opét jde o diskretizaci
proménnych, pritom krok nemusi byt na stejny na obou souradnicovych osach.

Ukazeme si pouziti metody koneénych diferenci pro rizné typy rovnic.

13.2 Klasifikace rovnic na hyperbolické, parabolické a eliptické)

Definice 13.1 Parcidlni diferencidlni rovnici druhého tddu dvou proménngych rozumime
TOUNLCYE

F oy ul )@@QQU Pu Pu\
7y7 ay7ax7ay78x2aaxayaay27 -

Definice 13.2 Parcidlni diferencidlni rovnici druhého tddu tri proménngch rozumime
TOUNICY

o ( >@ Jdu Ju Pu Pu  O*u Pu 0Pu *u 0
DS YE) 50 0y 02’ 022 9xdy 0xdz’ Oy? Bydz’ 922)

Piiklad 13.1 Parcidlni diferencialni rovnice druhého vddu se casto pouzivaji pri popisu
fyzikdlnich a technickiyjch déju a procesu. Ndsleduji néekteré parcidlni rovnice, které se
pouzivagi v elektrotechnice a pribuznich oborech.

Pu  0*u  *u

Au = + + =0 Laplaceova rovnice (elektrostatické pole),

ox?  Oy? 022

Au = f  Poissonova rovnice (elektrostatické pole s volngmi ndboji),

Au = a’u  Helmholzova rovnice (staciondrni vinovd rovnice),

U . , .
Au = aa difusni rovnice ,

2
(] ’ - v I ’ . ,
Au = a’*— wvlnovd rovnice (Sireni elektromagnetickijch vin),

ot?

0 ou n 0 ou 7 ( d ) né staciondrni tické Dol
—(v=—|+=—v=— ) =— v=uv(| grad u|) rovinné staciondrni magnetické pole
Oox \ Ox) 0Oy \ Oy 7 g g pote,
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0’u  0%u 0 . ity st
- — = rovnice pro kmaity struny,
ox?  Ot?
ou 0%u
5 92 =0 rovnice vedeni tepla.
T

Definice 13.3 Kwvazilinedrni parcidlni diferencidlni rovnici druhého rdidu dvou proménnijch
roZUMIME TOVNICI o P 52
u u u
A B C K =0, 13.1
0x? + 0xdy + 0y? + ( )
ou Ou

a%aa_y'

kde funkce A, B,C, K jsou funkcemi x,y,u

Definice 13.4 Linedrni parcidlni diferencialni rovnici druhého radu dvou proménnych
rozZUMIMme TovNicCl
0%u 0%u 0%u ou ou

+g(z,y)u = f(z,y). (13.2)

Funkce a,b,c,d, e, g, f jsou spojité v oblasti Q C R?, pricemZ aspon jedna z funkci a,b,c
je nenulovd v kazdém bodé (x,y) € Q.
Resenim rovnice (13.1) v oblasti Q rozumime kazdou funkci u(x,y) € C*(), kterd v Q
identicky spliuge .
Oznacme D = V*(z,y) — 4a(x, y)c(x,y), potom jestlize
D <0 Y(z,y) € Q pak se jednd o elipticky typ,
D=0 VY(z,y) € Q pak se jednd o parabolicky typ,
D >0 Y(z,y) € Q pak se jednd o hyperbolicky typ.
Ve zbyvajicich pripadech mluvime o smiseném typu.

Priiklad 13.2 Rowvnice

0%u N Pu 0

or  oy?
je eliptického typu,

Pu  Pu

oz Oy?
je hyperbolického typu,

ou  Pu

oxr  Oy?

7e parabolického typu.

Urceni typu nékdy zalezi na oblasti, ve které je funkce definovana.
Piiklad 13.3 Rownice
Pu  Pu
AR
ma D = —4y a proto je eliptického typu pro vsechny body horni poloroviny, tj. y > 0, je
hyperbolického typu v dolni polorovine, t3. y < 0 a je parabolického typu v bodech osy x,
t.y.y=0.

0
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Piiklad 13.4 Méyme rovnici kvazistaciondrniho elektromagnetického pole

0 ou 0 ou
B (U%) + oy (Ua_y) =7(z,y) —J, v=uv(| grad ul).

Tato rovnice je v elektricky vodivych podoblastech parabolického typu, protoZe v téchto
podoblastech je elektrickd vodivost ~y(x,y) kladnd, zatimco v nevodivijch podoblastech je
elektrickd vodivost nulovd a proto se v nich jednd o elipticky typ.

13.3 Transformace proménnych.

Veéta 13.1 Kazdou linedrni parcidlni diferencidlni rovnict druhého radu dvou proménnyjch,
eliptickou, nebo hyperbolickou, nebo parabolickou, lze vhodnou lokdlni transformaci souradnic
prevést v okoli kazdého bodu (xg,yo) € Q na kanonicky tvar. Tj. u rovnice eliptického typu

na tvar
@%—@%-a(x )@%—b(:p )8_u
8.732 ayz 1 Y ax 1 Y ay

u rovnice hyperbolického typu na tvar

+ Cl(xay)u = fl(l',y),

2u 2u ou ou
@ — a_y2 + CLZ(xy y)% + 62($7y)a_y + CQ('%.?y)u - f2(x’ y)

a u rovnice parabolického typu na tvar

0%u ou ou
@ + a3<x7y)a_x + b3(x7y)a_y + 03('r7y)u - f3<l’,y), a3(‘rvy> 7é 0.

Méjme nyni linedrni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty

0*u 0*u 0%u ou ou
A B D—+ FEF—
0x? + 0x 0y + Cagﬂ + or + dy

+Gu=F, (13.3)

kde |A| + |B| + |C| # 0. Dané rovnici pfiradime charakteristickou rovnici
A(dy)? — Bdady + C(dx)* = 0. (13.4)
Resenim charakteristické rovnice bude kazda dvojice funkef

T = Qp(t)a Yy = ¢(t)> te (Oévﬁ)a (135)

x
ktera vyhovuje dané rovnici. Pfitom za dz dosadime vyraz T a za dy dosadime vyraz

" o nakonec celou rovnici vydélime vyrazem (dt)2.

dt

Definice 13.5 Jestlize jsou funkce x(t) = ¢(t), y(t) = (t) Fesenim rovnice ((13.4))
a jestlize jsou rovnice (13.5) parametrickymi rovnicemi hladké krivky, potom tuto krivku
nazveme charakteristikou.
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Priklad 13.5 Najdéte charakteristiky rovnice

o o
ox2  Oy?

Reseni: Nasi rovnici pritadime charakteristickou rovnici:

(dy)* — (dz)* =0,

neboli (d )2
dy)? = (dz)? — Y 4
(dy)? = (da) =t
dy
— = 41.
dz

Charakteristikami nasi rovnice jsou potom ptimky y =x+ P ay = —x + P, kde P € R.
Méame tak dvé tiidy primek a kazdym bodem roviny Oxy prochazi praveé jedna primka z
kazdé tiidy. a

Piiklad 13.6 Najdéte charakteristiky pro rovnici vedent tepla

ou_Pu_
ot ox2

Reseni: Rovnici piitadime charakteristickou rovnici:

(dy)* =0,
neboli
(dy) =0,=—=y=P, PeR
Rovnice vedeni tepla méa charakteristiky mnozinu ptimek y = konst. a

Piiklad 13.7 Najdéte charakteristiky Laplaceovy rovnice

0%u N 0%u 0
ox?  Oy? '
Reseni: Laplaceové rovnici pritadime charakteristickou rovnici:

(dy)* + (dz)* = 0.

Soucet dvou nezapornych hodnot je roven nule tehdy a jen tehdy, pokud obé hodnoty
jsou soucasné nulové, takze mame

(dy) =0,—y=P, (dz)=0,—>2z=R, P,ReR

Vztahy © = R,y = P, ale nepopisuji zadnou kiivku, proto Laplaceova rovnice nend
zaddnou charakteristiku. a
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Z vyse uvedenych piikladu plyne, ze Ze kazdym bodem (z,y) muze prochézet prave
jedna charakteristika, nebo charakteristik muze byt vice a nebo nemusi existovat zadna.

Ukézeme si pouziti charakteristik pti prevodu linearni rovnice na kanonicky
tvar. Necht mame rovnici hyperbolického typu, tj. B> —4AC > 0. Bez omezeni obecnosti
muzeme predpokladat, ze A # 0. Charakteristickou rovnici

A(dy)? — Bdzdy + C(dx)* = 0.

si upravime na tvar

dy 2 dy
Al—=) - B—=+4+C=0.
(dx) dx+

d
Oznacme \ = d—y Potom hleddame feSeni rovnice
T

AN —BA+C =0.

Vzhledem k podmince pro rovnici hyperbolického typu B? — 4AC > 0, méame, Ze nase
kvadratickd rovnice bude mit fesenim dvé ruzna redlna cisla. Oznacme je A, Ay € R.
Potom

dy

= =\

dl’ 1
dy = \idx,

y:)\1$+§, SGR

A analogicky
y=Xzr+n nek

Tim jsme dostali, ze charakteristikami jsou dvé tiidy primek
y:)\ll’+€, y:/\2$+77

Kazdym bodem prochézi pravé jedna primka z kazdé tiidy. Jinak fec¢eno, zname-li bod
(x,y), potom zname i ¢isla &, 7 a naopak zname-li ¢isla &, 7, zndme i souradnice pruseciku
charakteristik

§—n . A2 — A1

D VIS VL S W W

X

a naopak
E=y—Mz, n=y— A
Muzeme tak kazdou funkci proménnych x,y povazovat za funkci proménnych &, 7. Pfitom

plati
§—n A&—An

U,n) =Uly — Mz,y — Max) = u(z,y).

A naopak
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Budeme hledat rovnici, kterou spliuje funkce U, jestlize funkce u je feSenim rovnice ((13.3)).
Uréime si derivace

du_0U 06 U oy _ _, U _ U
dr 0 dx  On Ox Yoc  Pon
ou _ U 8§+8U o E)U+8U

dy 9 dy Iy dy O

Pu LU e a2U
_ 2 2
gz = Mga Thega Ty g
9u U 82U v
= A= — (A + A — Do
dzdy L oe AR aocon  Con?
Pu U U U

_ 2
o2~ oe Caion T g

Dosadime tyto hodnoty do rovnice ([13.3)) a dostaneme

0%u 9%u 0%u 0

U ou
A B D E —F =
aﬂ+ &wy+ca + wﬁ—ay+Gu =0,
02U 0*U 02U 0*U 0*U 02U
Al N=— +2 2 B —
sz*’kkaa+&a2>+ (Mﬁg Mﬁdﬁ%% A%W)+
0*U 0*U  0*U
2 R
¢ (852 25y 3772) =

pro prehlednost zde uvadime pouze parcialni derivace druhého radu, které jsou pro nas
rozhodujici, totéz i dale,

2 2 2

U
(2AA1A2—B(A1+A2)+2C)8§8 +(AN;—BA+C)——+---=0.

0
AN — B
( 1+ C) 8772

0€?
Cisla Ai, Ay jsme ziskali jako kofeny kvadratické rovnice. Proto plati
AN — BN +C =0, i=1,2,

proto jsou koeficienty u druhych derivaci podle &, n nulové.

Navic u kvadratické rovnice plati podle Vietovych Vzorcﬁ ze souéin jejich dvou kofenfl
zaporné vzaty, je roven koeﬁc1entu u prvni mocniny, délenému koeficientem u newyssa
mocniny, takze

C B 1 9
2AM Ny — B(A1 + X\y) +2C =2A— — B— +2C = —(4AC — B*) #0.
A A A
Proto bude koeficient u smiSené derivace nenulovy a muzeme jim délit celou rovnici. Takze
jsme dostali
0*U
3%

+.=0.
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Méme nyni nasi rovnici v kanonickém tvaru, ktery se pouziva pro urceni feseni. Skutecéné,
jestlize nyni provedeme substituci

5 =r+s, n=r-—=:,
zpoCitdme si piislusné parcidlni derivace, U(&,n) = V (r,s),

w_ov 1 ov

of — ar 2 s 27
U 10°V 10V +182V Al
00n 4 0r2  40rds  40s0r 4 0s?

Dosazenim dostaneme

0V o*V
ar?2  0s? *
Tim jsme opét ziskali kanonicky tvar pro rovnici hyperbolického typu.
Méjme nyni rovnici jako rovnici parabolického typu, tj. plati 4AC — B? =
Opét budeme predpokladat, ze plati A # 0. V opacném piipadé provedeme preznaceni
proménnych. Charakteristickd rovnice

-=0.

AN —BA+C =0

B
ma potom jeden dvojndsobny korfen A = A Budeme déle predpokladat, ze B # 0.
Protoze pokud je B = 0, potom z charakteristické rovnice plyne, ze i C' = 0, o A jsme uz
diive predpokladali, ze je nenulové. Rovnice ((13.3) by pak byla tvaru

=t =0,

a tedy uz je ptimo v kanonickém tvaru. Opét jsme uvedli pouze parcialni derivace druhého
radu.
Jestlize je B # 0, potom je také A # 0. Obdobné jako v predchozim ptipadé polozime

E=y— Az

Protoze mame pouze jeden kofen charakteristické rovnice, polozime dale n = x. Mame
tedy U(&,m) = u(n, £ + Az). Spocitame si parcidlni derivace.

ou oU 8§+8U on _ OU OU
or 85 Jor  On or 85

du_0U 96 U oy _ U
Oy 0 Oy On Oy O¢
Pu_ GOV )\ PU OV
0x? 0&? 8x8y on?
0*u >\82 LU 0*U
dxdy 02 9oy
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Pu U
oy: o0&’
Dosadime tyto hodnoty do nasi rovnice (|13.3|) a dostaneme
0%u 0%u 0%u ou ou

A B D—+F— —F =
o2 dxdy +Cay2 TP Jy G 0

02U 02U 02U 02U 02U 02U
A 2 _ o\~ - e e —
(A o~ P aean (9772) b ( Mo T 3&977) e (652) =0

(pro prehlednost opét uvadime pouze parcidlni derivace druhého fadu, které jsou rozho-
dujici). Po dpravé dostaneme

O*U O*U O*U
AN - B —— +(—2\A+B A o =0.
(AN A+0)852+( A+ )agan+ 3772+ 0

B

7Z charakteristické rovnice ndm plyne AN?> — BA 4+ C = 0 a z jejtho feSeni \ = A plyne
platnost rovnice B — 2A\ = 0 = —2AX+ B = 0. Prvni dva koeficienty v predeslé rovnici
jsou proto nulové. Protoze navic jsme predpokladali, ze A # 0, muzeme rovnici vydélit
koeficientem A a dostali jsme

02U n

on?
Tim jsme ziskali kanonicky tvar pro rovnici parabolického typu.

Postup si opét ukazeme na piikladu.

- =0.

Piiklad 13.8 Preved’te na kanonicky tvar rovnici

0%u *u  0%*u

4 4 =
x? * 0xy * 0y?

5 0

a najdéte jeji resent.
Reseni: Méme A =4, B = 4,C = 1. Takze plat{
B*—4AC=4"-4-4-1=16—16=0.
Rovnice je parabolického typu. Rovnici pritadime jeji charakteristickou rovnici:
AN — 4N +1=0

a urc¢ime si jeji koreny. Dostaneme

1
)\172 == §

Podle predchoziho volime
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Urcime si parcialni derivace

Pu 10U U 0
92 40¢2  ocon | o

Pu  10°U U
guoy ~ 20¢2 oo’
0%u B 02U
a2 ogr

Po dosazeni dostaneme
482u+4 9%u N 9%u 0
Ox? oxdy  oy:

102U  0U  0°U 102U 0°U 02U
4| == — + +4(-c=+ +( =) =0
10e2 "~ ocon " o 2062 " acon €2

U U U U U U

5~ Yaeor e~ Yoe T oear tae = O
0*U
4= =
on? 0,
2
oU _y,
on?

Budeme nyni hledat teSeni této rovnice. Protoze druhé derivace U podle 7 je nulovi,
potom integraci dostaneme

oU 02U
- a—nzdn = f(&),

U / F©)dn = nf(€) + 9(6),

kde f, g jsou funkce se spojitymi parcidlnimi derivacemi. Dosazenim za &, dostaneme
feSeni nasi rovnice ve tvaru

u=xf(y— %x) + 9y — %x)-

O
Méjme nyn{ rovnici (13.3) eliptického typu, tj. plati B> — 4AC < 0. P¥imo z této
pdminky nam vyplyva, ze A # 0, C # 0. Charakteristicka rovnice

AN —BAX+C =0

ma dva komplexni kofeny \; = a4+ i3, Ao = a — i3, # 0.
Polozime
{=y—oax, n=-—pu
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Spocitdme si parcidlni derivace pro funkei u(z,y) =U(,n) = u <%,§ — %n) .

ou ou ou
o —Oéa—£ - ﬂ(’?_n’
ou oU
TS
PPu 82U 0?U 02U
a2~ " aer T Yooy o2’
Pu  PU
0@/ 352 '
Dosadime tyto hodnoty do nasi rovnice a dostaneme
0%u 0%u 82u ou ou
Ao +1}3axay+c(9 +D%+Ea_y+Gu_ =0,

20U o°U U , 02U U 0 82U _
A( ez T hean )+B( @§2+2a6§ + 0 ) C<8_§2>+“'_0’

(pro prehlednost opét uvadlme pouze parcialni derivace druheho radu, které jsou
rozhodujici). Po upravé dostaneme

02U 0*U 82
A—aB — 20A — B AB® -=0.
(a a +C)8€2+5(a )aga + ﬁ 0
a + 10 je koren charakteristické rovnice a proto plati
B , 4AC — B?
=5 U= Tam
Potom ale
20A— B =0
* B? B B? B?
oA —aB =—A—-—B =— - — =
oBrC=pA b=t =
—B? +4AC
= AB%
4A b

Neboli koeficient u misené derivace je nulovy a koeficinty u zbyvajicich se sobé rovnaji.
Tim jsme ziskali rovnici
82U 0*U
e 6 on?
kterd je kanonickym tvarem pro rovnici eliptického typu. Pokud jsou koeficienty rovnice
funkcemi, potom postupujeme analogicky. Musime pouze rozlisit oblasti ve kterych
je rovnice stejného typu.

4. =0,

Definice 13.6 Okrajova uloha pro linedrni parcidlni diferencidlni rovnici 2.7ddu je: Najit
reseniu = u(z,y) rovnice (13.1)) v oblasti  C R?, jestlize zndme hodnoty reseni na hranici
Q).

u(x, y)|(z,y)€1" - @(‘r? y)



Moderni numerické metody

213

13.4 Resené piiklady
Priklad 13.9 Najdéte kanonicky tvar rovnice

0%u 0?u 0?u
8 15 =0
0x? + 0xy + 0y?

a jeji resentd.
Reseni: Mdme A =1, B = 8,C = 15. Takze plati
B?—4AC =8 —-4-1-15=64—60=4> 0.
Rovnice je hyperbolického typu. Rovnici pfitadime charakteristickou rovnici:
N —8A+15=0

a urc¢ime si jeji koreny. Dostaneme

Podle predchoziho volime
E=y—3z, n=y— oz
Uréime si parcialni derivace
0%u 0?U 0*U 0*U

5 :9(%2 +308§8n+256n2,

Fu _ OPU U O
oxdy €2 0o on?’
Pu  PU _PU  PU

2 .
o2~ oe Caion T g

Po dosazeni dostaneme

o’U 0
ocon
Budeme nyni hledat feseni této rovnice. Zvolme

o _
on

.

Potom

o _
o

a proto je v = f(n), kde f je libovolnd funkce. Takze mame

0,

oU

8_n_f(n)’
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/f )i = F(n) + G(€),

kde F, G jsou funkce se spojitymi parcidlnimi derivacemi. Dosazenim za &, 7 dostaneme
feseni nasi rovnice ve tvaru

= F(y —5z) + G(y — 3z).

Piiklad 13.10 Preved’te na kanonicky tvar rovnici
0% 0%u 0%u
4 12 13 =0.
022 Cozay T o
Reseni: Mdme A =4, B = 12,C = 13. Takze plati
—4AC =12 —4-4-13 = 144 — 208 = —64.
Rovnice je eliptického typu. Rovnici pritadime jeji charakteristickou rovnici:

AN —120+13=0

a urcime si jeji koreny. Dostaneme

124++/144—-4-4-13 124++/-64 3
)\1’2: 3 = 3 :éil

3
Mame o = 2 £ = 1. Podle predchoziho volime

3

Urcime si parcialni derivace

Pu  90°U 0’U 09U
e s M
0x? 4 0&2 0con — On?
Pu _ 30°U U
oxdy 2062 0on’

Pu_ U
0y? N 02’
Po dosazeni dostaneme 90 52 52
U U
4 12 13 =0
0x2 | ozay T o

90°U U 9 302U O°U
4> +3 - 12—t - 0,
10e2 " “ocan " a2 2062 9y 852

0*U 0*U 0*U 0*U 0*U 0*U
12 4 — 18— — 12 1

Yoer T Poeon o~ Woe ~ Paean TP <as2> .

0*U 0*U
e

oe + 0,
9*U + (92U —0
852 ’
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13.5 Cviceni
Piiklad 13.11 Najdéte kanonicky tvar rovnice

2 2
,0%u 0%

22
T or? y8y2

ResSeni: Kanonickym tvarem dané rovnice je rovnice

9%u 1 ou

ocon 260

Priiklad 13.12 Najdeéte kanonicky tvar rovnice

2 2 2
82_2(9z +28z:0.
0x? 0xy 0y?

Reseni: Kanonickym tvarem dané rovnice je rovnice

0%z 0%z

3_254_877]:0'

13.6 Metoda koneénych diferenci pro PDR

Nyni se budeme vénovat nékterym numerickym metodam pro urceni feSeni parcidlnich
diferencialnich rovnic.

Definice 13.7 Okrajovd tloha pro linedrni parcidlni diferencidlni rovnici 2.7ddu je: Nagjit
reseniu = u(x,y) rovnice v oblast Q C R?, jestlize zndme hodnoty reseni na hranici
Q).
U(ZB, y)|(:c,y)ef‘ = (,O(ZB, y)
Vezmeéme si nejjednodussi pripad: Méjme parcialni linearni diferencidlni rovnici eliptického

typu
kde u = u(z,y),Q = {(z,y) : a <z < bc <y <d}o(x,y) >0Vr,y € Q, o,f jsou
spojité na (2.
Necht je splnéna tzv. Dirichletova okrajova podminka na hranicich oblasti Q:

u(z,c) =p(z), ulz,d)=q(z), a<z<b,

u(a,y) =r(y), ulby)=sly), c<y<d,

r(d), q(b) = s(d).

3
—~
)
~—
|
<
—~
o
~
3
—~
S
~
I
V)
—~
o
~
()
—~
IS
~—
I
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Obrazek 13.1: Hranice oblasti

Posledni tfadek ndm zarucuje spojitost okrajovych podminek v “rozich” oblasti 2. Viz
obrazek.

Opét si vytvoifme sit na oblasti € (nejcéastéji se pouzivaji ¢tvercové a nebo obdelnikové
site).

z;=a+ih, i=0,1,...,n,n+1, h:b_“,
n+1
: ‘ d—c
yi=c+jk, 7=0,1,...,mm+1, k:m—l—l'
Uzly jsou pak body (x;,y;). Ozna¢me u;; = u(x;,y;). Za predpokladu, ze plati
4 4
‘% < My, ‘Z_;i < My, M, € R, My < o0,

t.j. u(x,y) je spojitd a ma ohranic¢ené parcidlni derivace do ¢tvrtého radu véetné. Pak si
muzeme vyjadrit derivace pomoci diferenci a dostaneme
_Pulwny)
0x?

Ui+1,5 — 211,1']‘ + Ui—1,5 h2 (4)
h2 - Eu (517 yj) )
Us j+1 — QUZ'j + Us 51 k)2

4
k2 - Eu( )(xia Wj)) )

Yj—1 < 1j < y;j+1. Jestlize predpokladdme spojitost u(z,y), pak
pro dostatecné malé h, k muzeme zanedbat chybové funkce. Potom dosazenim do (|13.6)
dostdavame proi=1,2,...,n, 5 =1,2,....m

_32u(xi,yj) L
0y? N
kde z; 1 < & < wiya,

2Uij — Uip1,j — Uim1y I 2Uij — Ui i1 — Ui
12

1 + oy = fij-




Moderni numerické metody 217

Vynasobenim této rovnice koeficientem hk dostaneme

h k k h
(2 (E + E) + hkdij) U5 — E(UH_L]‘ + Ui—l,j) — E(Ui7j+1 + Ui7j_1) = hk,‘fm

Dosadime podle pocatecnich podminek

Ui 0 = Pi, Uim+1 = i, Uoj = Tj, Untlj = Sy,

kde p; = p(x;), i = q(x;),m; = r(y;),s; = s(y;), dostaneme tak soustavu linedrnich alge-
braickych rovnic a po jejim vyfeseni ziskdme hodnoty u,;. V piipadé pravidelné ¢tvercové
sité, t.j. h = k, se tato soustava dale zjednodussi™ na tvar

(4 + hZO'Z‘j) uij — ui+1,j — ui,l,j — ui’j+1 — ui,jfl = hzfij. (137)

Vsimnéte si, ze matice soustavy je v obou piipadech pro o;; # 0 diagondlné dominantn{
a proto muzeme pouzit i iteraéni metody feseni. V piipadé o;; = 0 jde o soustavu, kde je
diagonalni dominantnost neostra, ale je ostra pro vSsechny rovnice, v nichz je alespon jeden
hrani¢ni bod. Pro takovéto matice nam bude opét konvergovat Gauss-Seidelova metoda,
ale obecné dosti pomalu. Pii vétsim poctu rovnic se vyplati pouzivat relaxacni nebo
superrelaxacni metodu, nebo metodu sdruzenych gradientu, které nam podstatné zlepsuji
konvergenci a hlavné rychlost vypoctu. Zvlasté v tomto pripadé, kdy matice koeficientu
soustavy je tidkda — t.j.obsahuje velké mnozstvi nulovych prvka, a my méame v kazdé
rovnici je nejvyse pét nenulovych koeficientti. Pro takovéto pifpady kje zvldst vhodna
metoda sdruzenych gradient.

Analogické postup muzeme pouzit pro numerické feseni vSech linearnich parcialnich
diferencialnich rovnic druhého tadu. Postup teSeni je vzdy stejny: derivace nahradime
diferencemi a hleddame teseni soustavy linedrnich algebraickych rovnic.

Pro dalsi parcidlni derivace se pouzivaji aproximace:

au($i,yj> U1,y — Uy au(%’,yj) Ui — U

Ox h ’ dy k 7
8u(xi,yj) _ Wiy — Uil au(xiuyj) _ Wiy — Wig
Ox h ’ Jdy k ’
Ou(wi y;) _ Uivry —wicy  Ou(@iyy)  Wiger — Uija
Ox 2h ’ Ay 2k '
u(x, ;) _ Uit — Uit 1,j-1 — Uic1541 + Uic11
0x0y 2h2k .

Problémy pii feseni mohou vznikat, pokud oblast €2 neni obdelnikova.

Definice 13.8 Bod P;; = (z;,y;) sité na oblasti ) nazveme vnitrnim, jestlize vsechny body
usecek spojujicich jej se sousednimi body Py ;, P;j+1 lezi v Q) a nazveme jej hranicénim
v opacném pripadé.
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Obrazek 13.2: Problém u metody konecnych diferenci

Pro urceni hodnoty funkce u v hrani¢nich bodech se nejcastéji pouziva linearni inter-
polace ¢i extrapolace.
Necht hranién{ bod @ lezi na spojnici uzlu P;;, P11 j, ve vzddlenosti 6 od bodu P,;. Necht
se hodnoty funkce u méni linedrné podél této spojnice. Potom
u(Q) — u(Py) o u(P;j) — U(Pi—l,j)

o h

Protoze podle definice muzeme psat u(Q) = ¢(Q) a déle u(P,;;) = w;;, tak po Gprave
dostaneme

) )
P(Q) = (1 + E) Uij = 3 Ui-1,j
a nebo ho(Q) + 6 " 5
- hy + 0U;—1,5 _ o
g = h+6 h+5W(Q)+h+5uH”’

protoze zname hodnotu v bodé ) a potfebujeme dopocitat hodnotu v bodé F;.

Priklad 13.13 Metodou konecnijch diferenci resete okrajovou tulohu
Ugy + Uyy = 8T

U([L’, O) = x3’ U(O, y) = 07 U’(x7y)|a;2+y2:10 - ].OZE(y + 1)a
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kde oblast €2 je vnitrni cdst cturtkruhu
x>0, y>0, 22+ < 10.
ReSeni: Rovnici si upravime na stejny tvar jako (13.6)

Pu  0%u
A
ox?  0y?

Zvolme ¢tvercovou sit s krokem h = 1.Potom méme hrani¢ni body
(0,0) =0,u(1,0) = 1,u(2,0) = 8,u(3,0) = 27,
u(0,1) = u(0,2) = u(0,3) =0,
u(1,3) =40,u(3,1) = 60. Jesté potiebujeme znat hodnotu v bodé P, 5. Protoze
Q = (2.449;2), p(Q) = 73.485, 6 = 0.449, tak linedrni interpolaci dostaneme

1-73.485+0.449 - u; o
= ’ == . . 1 .
U2 11 0.449 50.697 + 0.3 OULQ

Nyn{ pro 3 vnitini uzly sestavime sitové rovnice podle (13.7)), pfitom hraniéni uzly jsou
podtrzeny.

duy g — ugy — Uz — Urp — U2 = —8,
4U1,2 — U1 — U3 — Up,2 — U2 = -8,
4U2,1 — Uil — U311 — U0 — U22 = —16

a pak pridanim odvozeného vztahu pro us o dostaneme soustavu 4 rovnic o ¢tyfech nezndmych.
Po tprave

1
Uy = 1(0 +usy + 14 uo) — =8,
1
U2 1 = Z<ULI + U2 2 + 60 + 8) — —].6,

1
Z(O +40 + uy 1 + ugp) — =8,

Uz 2 = 50.697 + 0.310u, 2.

Uy =

Jejim feSenim je pak

upy = 12.384,
Usy = 30.768,
Uy = 25.768,
Usy = 58.688.

Dalsi postup je pak obvykly, t.j. zmensime krok a opakujeme vypocet az se nam odchylky
v uzlovych bodech ustali.

Necht tedy je h = 3. Potom dostaneme sifové rovnice pro 19 vnitinich bodu a jesté musime
dopocitat hodnoty 5 hrani¢nich uzlu linedrni interpolaci. Dostaneme tedy soustavu 24
rovnic o 24 neznamych. Pritom kazdd rovnice obsahuje nejvyse 5 nenulovych hodnot
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promeénnych.
Pro hrani¢ni uzly mame

g1 = 37.651 + 0.196us 1,
us.3 = 44.388 + 0.223uy 3,
gy = 38.717 + 0.473us.4,
us5 = 36.196 + 044615,

a pro posledn{ hodnotu bereme bud’

1
U g = 5(“0,6 + uz6) = 20,

nebo si tuto hodnotu vypocitame, pfitom bereme sousedni uzly po vertikdle ( doposud
jsme je brali po horizontdle), pak dostaneme rovnici

uy = 16.567 + 0.196u; 5.
Pro vnitini uzly pak budeme mit soustavu
—4duqy + upr + w1 + ug1 + urz = 1,

—4durz + up2 + 11 + ug2 + w1z = 1,
—4uyz + g3 + urz + ugz + urg = 1,
—duyy + ups + w1z +ugg +urs =1,
—duys + ups + w14 + ugs + ure = 1,
—4dugy + U1 + ugo + Uz + uge = 2,
—dugs + 12 + U1 + Uz + ugz = 2,
—4ugz + i3 + uge + usz + ugg = 2,
—dugg + urg + Uz + uzs + ugs = 2,
—4ugs + U5 + Ugg + Uss + Uz = 2,
—4uzy + ug + ugo + uar + uzx = 3,
—dugs + ugz + Uz + g2 + uzz = 3,
—dugs + Uz + Uz + sz + uzs = 3,
—dugy + ugq + uzz + g + ugs = 3,
—dugy + uz1 + ugo + us1 + uge = 4,
—dugs + uzz + ug1 + us2 + ugz = 4,
—duyz + uzz + ugz + us3z + ugg = 4,

—4usy + ug + uso + Uy + Usz = O,
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—4usy + Ug + us1 + Usa + Usz = O.

Tim méame celou soustavu hotovou a zbyva ji “jen” vytesit.

Pro rovnice jinych typt je postup analogicky. Vzdy pozadujeme, aby vysledné soustava
linedrnich algebraickych rovnic byla jednoznacné fesitelnd. Z této podminky plynou i
pozadavky na tvar rovnice, které nam potom zaruci jednoznacnost a konvergenci feseni.

Postup si ukdzeme na rovnici parabolického typu, pujde o zobecnéni rovnice vedeni
tepla, kdy pridame jesté dalsi ¢len,

ou  0%u
2= 13.
%" 9a2 + f(z,1), (13.8)
pocatecni podminka
u(z,0) = ¢(x), (13.9)
a okrajové podminky
u(0,t) = (1), (13.10)
u(l,t) = po(t), (13.11)

kde f, p, 1, o jsou zadané spojité funkce, r €< 0,1 >, t €< 0,1 >.
Rozdélime si interval < 0,1 > na n dila délky Ax = —. Na ose t si zvolime velikost
n
kroku At tak, aby platilo At = pAz?. Duvod bude ziejmy z dalsiho vykladu. Derivace v
rovnici ((13.8) nahradime diferencemi a dostaneme

Uikt1 — Uik Wiplk — 2Uik + Uio1k

At n Ax?

+ f(wity).
Nyni vyndsobime celou rovnici vyrazem At = pAx? a dostaneme po tipravée

Ui g1 = (1 = 20) Ui, + 0(Wim1 o + Uir1 ) + ALf (25, ). (13.12)
Dosazenim do pocateénich a okrajovych podminek dostaneme

w0 = o(25), uor = p1(te), ure) = po(te). (13.13)

Tim jsme ziskali soustavu linedrnich algebraickych rovnic. Pro jeji feSitelnost je tfeba volit
o< 5" V opacném piipadé nastava numerickd nestabilita a vypocet se bude vyrazné lisit

od skutecnosti.

13.7 Shrnuti

Seznamili jsme se s numerickymi metodami pro feseni parcialnich diferencialnich rovnic.
Ptipomenuli jsme si zékladni pojmy z teorie parcialnich diferencidlnich rovnic druhého
radu, co je TeSeni a jaké okrajové podminky se pouzivaji.
Byla provedena klasifikace linearnich parcialnich diferencidlnich rovnic druhého tadu.
Uvedli jsme si vétu o transformaci, kterd ndm zajistuje, Ze kazdou linedrni parcidlni
diferencialni rovnici druhého tadu lze lokalni transformaci prevést na kanonicky tvar.
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Resen{ jsme hledali metodou koneénych diferenci. Opét jde o diskretizaci proménnych,
kdy krok nemusi byt na stejny na obou soutadnicovych osach. Hledani feSeni okra-
jové tlohy pro linearni parcialni diferencidlni rovnici druhého fadu jsme opét prevedli
na problém nalezeni feSeni soustavy linedrnich algebraickych rovnic. Pii splnéni kon-
vergencnich podminek nam konstrukce soustavy zarucuje jeji jednoznacnou tesSitelnost.
Diskrétni feseni pak v limité prechézi v presné feseni nasi tlohy.
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14 Metoda kone¢énych prvku pro parcialni dif. rovnice

14.1 Uvod

V kapitole [11] jsme si ukazali princip metody konecnych prvki.

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenare pouzitim metody konec¢nych prvku pro parcialni
diferencialni rovnice druhého radu.

Budeme se zabyvat problematikou triangulace oblasti - rozdéleni souvislé oblasti na
utvary vhodné pro pouziti metody konecénych prvki. Pak si ukazeme konstrukei bazovych
funkci a jejich upravy. Opét svedeme nasi ilohu najit feseni parcidlni diferencialni rovnice
na ulohu najit feseni soustavy linedarnich algebraickych rovnic. Konstrukce tlohy nam
opét zarucuje jednoznacnou tesitelnost.

14.2 Zakladni pojmy

Jeji zdklad je stejny jako v ¢asti[I1]

Hledame teseni okrajové tlohy pro eliptickou rovnici metodou koneénych prvku.
Pu  *u

—@—@:f@ay)y

kde (z,y) € €. Jde o tzv. Poissonovu rovnici. Méjme homogenni okrajové podminky, t.j
u(z,y) =0 V(z,y) € ['(Q). Uzitim Greenovy véty se dd dokazat, ze funkcional

-4 [+ () -]

je minimalni, kdyz w je feSenim nasi tlohy.
Protoze gradw = (w;,w,) a my muzeme psat

Fw) = [ [ loradw) - 2uf) dsay.

Pritom opét predpokldddme, ze w = w(x,y) probihd vsechny funkce spliujici danou
okrajovou podminku a majici derivace integrovatelné v kvadrate.

Predpokladame dale, ze hranice I' je tvofena uzavienym polygonem slozenym s konecného
poctu casti.

Provedeme triangulaci oblasti {2 — rozdélime ji trojihelniky, které maji nejvyse jeden
spolecny vrchol a nebo jednu spolecnou hranu a tvoii pokryti 2. Vrcholy si o¢islujeme
P, 5eJ.

P1i hledani minima se opét omezime na mnozinu funkei spojitych na €2, rovnych nule
na [' a linedrnich na kazdém trojihelniku. (V obecném pripadé muzeme pouzit i jinou
mnozinu funkei nez linedrnich, napiiklad polynomy stupné &k, k > 1,.... Budeme pouze
pozadovat spojitost na oblasti {2 a rovnost nule na I'. Na kazdém z trojuhelniku pak
budeme pracovat s funkei z vybrané mnoziny.)
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Analogicky jako v pfedchozim piipadé muzeme hledanou funkci vyjadrit ve tvaru

o(P) =) v p(P),

JjeT

kde bazové funkce p;(P) maji tvar plasté pyramidy o vysce jedna a s podstavou slozenou
ze vSech trojuhelnikt obsahujicich vrchol P. Plati

gradv = Z vj - gradp;
JjeT

a my mame
1 2
F(U)zé// [(Zvj-gradpj) —2f20j~pj] dzxdy
QL jeg jeg
a opét tady mame kvadratickou funkci parametrt v;. a hleddme jeji minimum. Soustavu

oF
8% N

0, 2=1,2,...,n,

si prepiSeme na tvar

jeT

a opét mame soustavu linearnich algebraickych rovnic. A zase zde bude hrat dulezitou
roli, ze funkce p; maji maly nosic. Toto je zakladni varianta metody pro nejjednodussi typ
okrajové tulohy..

Metodu koneénych prvku charakterizuji tii zakladni vlastnosti:

1. Diskretizace oblasti €2, kdy se 2 vyjadii jako sjednoceni koneé¢ného poctu zvolenych
podmnozin — podoblasti. Tyto podmnoziny se nazyvaji konecné prvky. Obvykle to
jsou trojuhelniky. Jen vyjimécné se pouzivaji ¢tyithelniky ¢i jiné utvary. V piipade,
ze konecné prvky jsou trojuhelniky, pak se misto o diskretizace mluvi o triangulact
oblasti €.

2. Volba prostoru funkci, které jsou na kazdém prvku polynomem zvoleného stupné.
Tento prostor budeme znacit V.

3. Existence takové baze prostoru V, ze bazové funkce maji maly nosi¢ — t.j. jsou
nenulové pouze na nékolika sousednich prvcich.

Resenfm dané okrajové tlohy pak rozumime funkci z V), kterd je uréena jako linedrni
kombinace zvolenych bazovéch funkei.
Ukéazeme si nyni pouziti stejné metody pro obecnéjsi typ rovnice.
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Budeme se zabyvat metodou kone¢nych prvku pro okrajovou tulohu pro eliptickou
rovnici druhého fddu dvou proménnych na oblasti 2 € R?

Pu  Ou
@—Fa—yz—ka(x,y)iﬁ:f@y)a (14.1)
s okrajovou podminkou
u(z,Y)|@yer@) = oz, y). (14.2)

Nebudeme se zabyvat obecnou diskretizaci, ale omezime se na rozklad oblasti Q) € R?
na systém disjunktnich trojihelniku.
Triangulace:

Oblast €2 aproximujeme sjednocenim konecného poc¢tu dijunktnich trojihelniki. Hran-
ice I'(2) je potom aproximovéna polygonem — lomenou ¢arou.

Mnozinu trojuhelniku 7 = {713, 75, ..., T} budeme nazyvat pripustnou triangulact,
jestlize plati:

1. QN <QT) c Q.

2. Jsou-li T,, T}, dva ruzné trojuhelniky triangulace 7, pak jejich vnittky maji prazdny
prunik.

3. Vi = 1,2,...,k je kazd4 strana T; bud ¢asti hranice I' a nebo stranou jiného
trojihelnika z 7.

Trojuhelniky, které maji spolecnou stranu se nazyvaji sousedni. Bez omezeni obecnosti
budeme dale predpoklddat, ze nejvyse jedna strana trojihelnika 7T; je ¢asti hranice I' —
tento predpokjlad dodavame pro jednodussi konstrukei algoritmu feseni. Pti dostatecné
jemném déleni oblasti 2 je tato podminka splnéna automaticky.

Konstrukce vhodné piipustné triangulace oblast {2 neni viibec snadnou zalezitosti. Je
pritom tfeba dodrzovat tyto zasady:

1. Nepouzivat trojuhelniky s velmi malymi a nebo velmi velkymi vnitinimi hly.

2. 'V téch ¢astech oblasti €2, kde se ocekavaji velké zmény v chovani hledaného teseni
dané tlohy, je nutno volit jemnéjsi triangulaci.

Kromé vrcholu trojuhelniku T;, ¢ = 1,...,k, se tak, nédy pouzivaji pifi konstrukci
souhrné fika uzly triangulace. Ty uzly,které lezi na hranici se nazyvaji hraniéni, zbyvajici
jsou vnitini. Strana trojLhelnika, kterd patii hranici I'(Q2) se nazyva hrani¢ni.

V uzlech triangulace zadavame hodnoty koeficientu rovnice ¢i okrajovych podminek a
hodnoty pravych stran rovnice [14.1] Soucasné v nich hleddme hodnoty pfiblizného reseni.
Vsem témto hodnotam fikdame uzlové parametry.

K dosazeni vysSi pfresnosti je tieba provést jemnéjsi triangulaci, t.j. zvolit mensi
trojuhelniky. Samoziejmé toto ma smysl pouze tehdy, kdyz je feSeni nasi okrajové tlohy
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dostatecéné hladké.
Bazové funkce

My budeme za uzly triangulace volit pouze vrcholy trojihelnikt. Vrcholy trojihelnika
Ty oznacme M7, M3, M3. Cislovani provadime vzdy v kladném smyslu, tj. proti sméru
pohybu hodinovych rucicek, a zaciname vzdy zprava, respektive vpravo dole, pokud méame
vpravo dva vrcholy. Kazdy uzel ma tedy lokalni index, vazany na ptislusny trojuhelnik,
a soucasné i globdalni index, vazany na misto daného vrcholu v potradi vSech vrcholu.
Hovotime pak o lokalnim a globalnim ¢islovani.

Jedna z moznosti globalniho ¢islovani je M7 = M;, i =1,2,3;s =1,2,...,N, kde N
je pocet vSech uzlu prislusné triangulace.

Necht M, je uzel triangulace s globdlnim indexem n. Definujeme si po ¢dstech linedrni
bézové funkce v, = v,(z,y) nasledovné:

1. Na kazdém trojuhelniku 7 s vrcholem M, je v, linearnim polynomem tvaru
N¥(z,y) =a® + b+ ’y, a°b° ¢ €R.
2. Funkce v, spliiuji vrcholové podminky

v (M) =1, v (M) =0 Ym #n.

3. v, je nenulova pouze na téch trojuhelnicich, jejichz spoleénym vrcholem je uzel M,,.
Tyto trojuhelniky tvoii nosi¢ funkce v,. Vsude jinde je funkce v, identicky rovna
nule.

Takto definované bazové funkce vy, vs, ..., vy jsou spojité na Q = QJI'(Q) a jsou
linedrné nezavislé. Linearni prostor vSech linedrnich kombinaci bazovych funkci oznac¢ime
Veo. Funkcim z V., tikame linedrni splajny. Libovolnou funkci z V., budeme oznacovat
v = v(z,y). Tato funkce je vzdy spojitd a lze ji vyjadiit ve tvaru linedrni kombinace
bazovych funkci

N
v(z,y) = Zanvn(a:,y), a, € R.
n=1

Konstrukce bazové funkce
Soufadnice vrcholu trojuhelnika T ozna¢me M7 = (x5, y5), Ms = (x5, y3), M5 = (235, v5).
Restrikce 3 bazovych funkci piislusnych témto vrcholim na T, oznacime

N7 = aj +bjz + cly,
N; = a3 + by + ¢y,
N3 = a3 + bz + c3y.
Tyto funkce jsou jednoznacné urceny vrcholovymi podminkami:

Nio o ON{(OM) =1, Np(M5) = 0, Ni(M;) = 0,
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Ny N3 (M7) =0, N5(M3) =1, Nj(M3) =0,
N3 N3(M7) =0, N3(M;5) =0, Nj(M3) =1

Koeficienty linearnich funkei jsou pak urceny vztahy

1 1

S 1 S S S S S S
a; = D_(%y:s 13Ys), b DS( —Y3), €1 = 5@3 —x3),
S 1 S 1 S S 1 S S
ay = D_(%?Jl —z7y3), by = DS( — Y1), 3= ﬁ(xl — x3),
S 1 S, S S 1 S S S 1 S S
as = D_(%?h z591), b3 DS( — 1Y), C3 = E(% — 1),
kde
Loay oy
DP=det | 1 z5 5
Loag y3

D? je dvojnésobek obsahu trojuhelnika 7.
Diskretizace ulohy

Na oblasti Q C R? mame okrajovou tilohu

—div(p(z, y)grad u) + q(z, y)u = f(z,y),

ou|
ou + p% ) =g.
Zvolime si triangulaci oblasti €2 a sestrojime prostor Vs funkef spojitych na € a linedrnich
na kazdém trojuhelniku 7§ zvolené triangulace. To znamena, Ze sestrojime systém bazovych
funkci vy, ve, ..., vy. Ptiblizné feseni ulohy v prostoru Vi je takova po c¢éstech linearni
funkce u,, € Véo, pro kterou plati

a(up,vp) = F(vp)

pro kazdou funkci v, € V. Funkce up, lze vyjadiit jako linedarni kombinace po ¢astech
linedrnich bazovych funkci
N
Up = Z Unvna
n=1

kde U,, = un(M,) =~ u(M,) jsou hledané parametry, které dostaneme fesenim soustavy
linedrnich algebraickych rovnic

AhUh:Fhv
kde Uh—<U1,U2,...,U )T F (Fl,Fg,.. FN) .

F(v,) // fz,y)v,(x y)dmdy+/ g(x,y)vp(z,y)ds, n=1,2,... N,
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a Aj, je symetricka pozitivné definitni matice s prvky

ik = (i, 05) = / / [p(e, y)gradun (=, y) - gradue(z, y) + q(z, y)vn(z, y)o(, o)] dedy-+

+/ o(x,y)v.(z,y)vk(x,y)ds, n,k=1,2,..., N.
59

Je-1i S pocet trojuhelniku zvolené triangulace, potom je

a pro hranice oblasti plati
R
00 =L,
r=1

neboli hranici aproximujeme sjednocenim hrani¢nich stran L, hrani¢nich trojihelniku
triangulace. "Ptitom prirozené plati, za S > R.
Potom vzorce pro vypocet prvku matice A, a prvku vektoru Fj, muzeme psat ve tvaru

Ank, = Z // [p(z, y)gradv, (z,y) - gradvy(z,y) + q(x, y)vn(z, y)v(z, y)] dody+

R
—i—Z/ o(z,y)v,(x,y)vk(z,y)ds, n,k=1,2,..., N,

F—Z fa:yvn(xyd:vdy—i—Z/ (x,y)vn(x, y)ds.

Tim méame urceny koeﬁmenty matice a muzeme hledat feseni celé soustavy.

Doporucuji vyhybat se pti triangulaci oblasti 2 obecnym trojihelnikum. Pti pouziti
tupouhlych trojuhelniku totiz hrozi (pti limitnim prechodu) ztrata linearity a s tim spo-
jené havarovani vypoctu. Tomuto nebezpeéi se muzete vyhnout, pokud budete pouzivat
pouze ostrothlé trojihelniky, napiiklad pii pouziti pravidelné sité. (Nejjednodussi variantou
potom je pouzivat pii triangulaci pravidelné Sestithelniky.) Pfitom na ruznych ¢dstech
oblasti 2 muze byt velikost trojuheniku ruzna. Podstatné zde je, ze stdle pracujeme s
ostroihlymi trojihelniky.

Pro teseni je vzdy vhodné pouzit matematicky software. Pii feSeni aplikacnich tloh
budete dostavat soustavy linearnich algebraickych hodnot vysokych tadu. Pouziti MAT-
LABu je popsano napiiklad v praci [26], str 877.

14.3 Shrnuti

Seznamili jsme se s dalsi numerickou metodou pro nalezeni feSeni okrajové ulohy pro
parcialni diferencialni rovnici - s metodou konecnych prvku, kterd je v soucasnosti velmi
¢asto pouzivana pii feSeni celé fady nejruznéjsich uloh v radé technickych oblasti.
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Ukézali jsme si moznosti triangulace oblasti oblasti a konstrukci bazovych funkei.
Znovu jsme svedli tlohu najit feSeni parcialni diferencialni rovnice na problém nalezeni
feseni soustavy linearnich algebraickych rovnic.
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15 Vysledky

15.1 Metoda secen

[£.4] Funkce f(z) je na daném intervalu spojitd, plati, ze f(a)f(b) < 0, pro Vo €< a,b >
plati, ze f'(z) # 0 a f”(z) na daném intervalu neméni znaménko. Metodou secen na in-
tervalu < a, b > proto koten nalezneme. Déle je sign f(a) # sign f”(z), proto x; = a = 0.
aproximace: r1 = 0, xo = 0,5702, z3 = 0,7501, z4 = 0, 7866, x5 = 0, 7932

Funkce f(z) je na daném intervalu spojitd, plati, ze f(a)f(b) < 0, pro Vax €< a,b >
plati, ze f'(z) # 0 a f”(x) na daném intervalu neméni znaménko. Metodou secen na inter-
valu < a,b > proto kofen nalezneme. Déle je sign f(a) # sign f”(x), proto 1 = a =0, 1.
aproximace: r1 = 0,1, xo = 0,1797, x3 = 0,2851, 4 = 0, 3920, x5 = 0,4745, xg = 0, 5258,
27 = 0,5536, 25 = 0,5675, 2o = 0, 5742

ﬁprava zadani 1: VSechny podminky jsou splnény; aproximace: 1 = 0,5, x5 = 0,5292,
x3 = 0,5484, x4 = 0,5606, x5 = 0, 5682

Uprava zadani 2: Vsechny podminky jsou splnény; aproximace: x; = 0,5, xo = 0, 5442,
r3 = 0,5647, x4 = 0,5736

Odpoved’: Nelze, protoze bod x = 0 je jednim z koienti zadané rovnice.

Funkce f(z) je na daném intervalu spojitd, plati, ze f(a)f(b) < 0, pro Vo €< a,b >
plati, ze f'(z) # 0 a f”(x) na daném intervalu neméni znaménko. Metodou secen na inter-
valu < a,b > proto kofen nalezneme. Déle je sign f(a) # sign f”(x), proto 1 = a =0, 2.
aproximace: r1 = 0,2, xo = 0,2640, x3 = 0,3258, 24, = 0,3784, x5 = 0,4185, xg = 0, 4465,
x7 = 0,4650, xg = 0,4767, x9 = 0,4840

Odpoved’: Nenf mozné volit zadny z téchto intervalii. Jeden z kofenti rovnice je také z = 0,
coz vylu¢uje druhy z nich. Prvni zase nespliuje podminku rozdilnosti znamének krajnich
bodu, tj. f(a)f(b) <O0.

Funkce f(z) je na daném intervalu spojitd, plati, ze f(a)f(b) < 0, pro Vo €< a,b >
plati, ze f'(z) # 0 a f”(x) na daném intervalu neméni znaménko. Metodou secen na inter-
valu < a,b > proto kofen nalezneme. Déle je sign f(a) # sign f”(z), proto 1 = a =0, 5.
aproximace: 1 = 0,5, xo = 0,7687, x3 = 0,8468, x4, = 0,8615, z5 = 0, 8639

[1.8| Funkce f(z) je na daném intervalu spojitd, plati, ze f(a)f(b) < 0, pro Vz €< a,b >
plati, ze f'(z) # 0 a f”(z) na daném intervalu neméni znaménko. Metodou secen na in-
tervalu < a, b > proto koten nalezneme. Déle je sign f(a) # sign f”(z), proto x; = a = 0.
aproximace: r1 = 0, xo = 0,2186, 3 = 0,3077, x4 = 0,3402, x5 = 0, 3515, x4 = 0, 3553
Uprava zadani: VSechny podminky jsou splnény; aproximace: z; = 0, x5 = 0,3163,
x3 = 0,3533, x4 = 0,3569

Funkce f(z) je na daném intervalu spojitd, plati, ze f(a)f(b) < 0, pro Vo €< a,b >
plati, ze f'(z) # 0 a f”(z) na daném intervalu nemeéni znaménko. Metodou secen na in-
tervalu < a, b > proto koten nalezneme. Déle je sign f(a) # sign f”(z), proto x; = a = 0.
aproximace: x1 = 0, x9 = 0,4641, x3 = 0,7810, x4 = 0,8721, x5 = 0,8908, x4 = 0,8944
ijrava zadani: Vsechny podminky jsou splnény; aproximace: x; = 0,5, xo = 0,5763,
x3 = 0,6427, x4 = 0,6986, 5 = 0,7444, x¢ = 0,7808, x7; = 0,8093, zg = 0,8093,
r9 = 0,8312, x19 = 0,8477, 11 = 0,8602, 15 = 0, 8694

Odpoved: Vypocet u metody secen je osidné zastavovat v situaci, kdy se nasledujici dvé
aproximace lisi o méné nez presnost. Pokud bychom pocitali déle, zjistili bychom, Zze napt.
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e/ e

[£.10] Funkce f(z) je na daném intervalu spojité, plati, ze f(a)f(b) < 0, pro Va €< a,b >
plati, ze f'(z) # 0 a f"(z) na daném intervalu neméni znaménko. Metodou secen na in-
tervalu < a, b > proto koten nalezneme. Déle je sign f(a) # sign f”(x), proto x1 = a = 0.
aproximace: r; = 0, xo = 0,6180, z3 = 0,7701, =4, = 0,7929, x5 = 0, 7959

[1.11] Funkce f(z) je na daném intervalu spojitd, plati, ze f(a)f(b) < 0, pro Vo €< a,b >
plati, ze f'(z) # 0 a f”(x) na daném intervalu neméni znaménko. Metodou secen na inter-
valu < a, b > proto kofen nalezneme. Déle je sign f(a) = sign f”(z), proto z1 = b = —0, 5.
aproximace: r1 = —0,5, xo = —1,3070, x3 = —1,4409, x4, = —1,4435

Uprava zadani: Na tomto intervalu kofen hledat nelze, protoze na ném neni splnéna
podminka o neménnosti znaménka druhé derivace. Sami si ovéite!

Funkce f(x) je na daném intervalu spojitd, plati, ze f(a)f(b) <0, pro Vx €< a,b >
plati, ze f'(z) # 0 a f”(x) na daném intervalu neméni znaménko. Metodou secen na inter-
valu < a, b > proto koten nalezneme. Déle je sign f(a) # sign f”(z), proto z1 = a = —0, 5.
aproximace: r1 = 0,2, xo = 1,0831, x3 = 1, 1427, x4, = 1, 1450

Funkce f(x) je na daném intervalu spojitd, plati, ze f(a)f(b) < 0, pro Vx €< a,b >
plati, ze f'(z) # 0 a f”(x) na daném intervalu neméni znaménko. Metodou secen na inter-
valu < a,b > proto kofen nalezneme. Déle je sign f(a) # sign f”(z), proto 1 = a =0, 5.
aproximace: x1 = 0,5, x9 = 0,8167, x3 = 0,9827, x4, = 1,0523, x5 = 1,0784, x4 = 1,0876
Uprava zadani: Vsechny podminky jsou splnény; aproximace: xo = 0, z; = 0,2384,
ro = 0,4507, x3 = 0,6342, v, = 0,7819, x5 = 0,8914, z¢ = 0,9668, r7 = 1,0158,
rg = 1,0465, r9 = 1,0652, 10 = 1,0764, x;; = 1,0831

Sice plati, ze f(a)f(b) < 0, avsak funkce neni na daném intervalu spojitda a metodu
secen tedy nemuzeme pii takto formulované loze pouzit.

15.2 Modifikovana Newtonova metoda

[4.17] Je splnéna podminka konvergence f(xg) f”(z¢) > 0; aproximace: 21 = 1, z, = 0, 8270,
x3 = 0,8038, x4 = 0,7974

Uprava zadani: Podminka konvergence zde splnéna neni. Pokud si tento fakt neovéiime,
zjistime, Ze teprve hodnoty x76 = 0, 7996 a z7; = 0, 7898 se 1isi o méné nez o pozadovanou
presnost. I to je vSak jen nahoda — ke kofenu bychom viubec nemuseli dojit.

[4.18] Je splnéna podminka konvergence f(xg) f” (o) > 0; aproximace: 21 = 1, x5 = 0, 7012,
x3 = 0,6402, 24, = 0,5982, x5 = 0, 5904

Odpovéd': Vypocet zastavujeme v situaci, kdy se nésledujici dvé aproximace lisi o méné
nez presnost. To vSak nezarucuje, ze kofen skuteéné s danou presnosti ziskame. Pokud
bychom pokracovali ve vypoctu dale, dostali bychom, ze z¢ = 0,5860, x7; = 0, 5835,
xg = 0,5820, 9 = 0,5812. Nyni je vidét, ze rozdil jiz neni tak vyrazny.

[£.19] Je splnéna podminka konvergence f(zg) f”(z¢) > 0; aproximace: 21 = 1, x5 = 0, 6666,
T3 = 0, 5915, Ty = 0, 5541, Ty = 0, 5326, T = O, 5195, Ty = 0, 5111

Uprava zadani 1: Je splnéna podminka konvergence f (o) f” (1) > 0; aproximace: zq =
0,5, 1 = 0,4950

Uprava zaddni 2: Je splnéna podminka konvergence f(xo)f” (o) > 0; aproximace: zo =
1,5, 27 = 0,9046, x5 = 0,7599, z3 = 0,6815, x4, = 0,6320, x5 = 0,5984, x¢ = 0,5743,
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27 = 0,5566, o5 = 0,5433, 20 = 0,5331, 210 = 0, 5252
Odpoved: Volby zg = 0,4 a 29 = 0,2 nesplituji nutnou podminku konvergence; bod
xo = —0, 2 za pocatecni aproximaci zvolit sice muzeme, avsak aproximace budou konver-
govat k bodu x = 0, ktery je druhym kofenem dané rovnice.

[4.20] Je splnéna podminka konvergence f(zg) f” (o) > 0; aproximace: z1 = 1, x5 = 0, 8841,
73 = 0,8697, 74 = 0, 8659

Uprava zadéni 1: Je splnéna podminka konvergence f(xo)f”(xo) > 0; aproximace: zo =
1,5, 27 = 1,0826, xo = 0,9873, 3 = 0,9395, x4, = 0,9120, x5 = 0,8952, x¢ = 0, 8846,
x7 = 0,8778

Uprava zadani 2: zg = 0,8733, zg = 0,8703, 19 = 0,8684, x1; = 0,8671

Je splnéna podminka konvergence f(xg)f”(x¢) > 0; aproximace: z; = 1,5, xo =
0,6707, x5 = 0,5212, 2, = 0, 4505, 5 = 0,4122, 26 = 0,3903, 7 = 0, 3773, 25 = 0, 3695
Uprava zadani 1: Je splnéna podminka konvergence f(z0)f” (o) > 0; aproximace: 29 = 1,
x1 = 0,5241, x5 = 0,4322, x5 = 0,3935, x4 = 0,3753, x5 = 0, 3664

Uprava zadén{ 2: Je splnéna podminka konvergence f (o) f"(x¢) > 0; aproximace: oy =
0,5, 1 = 0,3702, zo = 0,3595, z3 = 0, 3577

Je splnéna podminka konvergence f(xo)f”(xo) > 0; aproximace: 1 = 1, 9 = 0,9132,
73 = 0,9006, 4 = 0, 8969

Uprava zadan{ 1: Je splnéna podminka konvergence f (x0)f"(x0) > 0; aproximace: zq =
1,5, 21 = 1,2577, 2y = 1,1749, x5 = 1,1215, , = 1,0828, x5 = 1,0532, 25 = 1,0297,
r7 = 1,0106, rg = 0,9948, 9 = 0,9816, 19 = 0,9705, x1; = 0,9610

Uprava zadéan{ 2: Tato volba pocdtecni aproximace sice splituje nutnou podminku kon-
vergence, avsak je pro danou funkci zcela nevhodna. I kdyz k tomu, aby se nasledujici
dvé aproximace lisily o méné nez e, musime urcit 22 aproximaci, viibec si nepomuzeme,
pI‘OtOZG T2l = ]_, 2487 a Tog = 1, 2387.

[4.23] Je splnéna podminka konvergence f(zg) f”(z9) > 0; aproximace: z1 = 1, x5 = 0, 8213,
73 = 0,8021, 24 = 0,7978

Uprava zadani: Je splnéna podminka konvergence f (x0) f"(x0) > 0; aproximace: zo = 1,5,
x1 = 1,0024, 5 = 0,8961, x5 = 0,8483, x4 = 0,8243, x5 = 0,8116, x5 = 0,8048

Je splnéna podminka konvergence f(xo)f"(zo) > 0; aproximace: x; = —1,5, x5 =
"1, 4440, 15 = —1,4436

Uprava zadani: Takto pocdtecni aproximaci zvolit nemizeme, protoze f (=1)f"(-1) =
~1,6091 < 0.

m Takto nelze poc¢ateéni aproximaci volit, protoze f'(0) = 0.

Uprava zadéni: Je splnéna podminka konvergence f(xg)f”(xo) > 0; aproximace: zq = 1,
2 = 1,1621, 7y = 1,1407, x5 = 1, 1461.

Je splnéna podminka konvergence f(xg)f”(xz¢) > 0; aproximace: z; = 1,5, xo =
1,2087, 25 = 1, 1471, 24 = 1,1201, x5 = 1, 1068, 24 = 1, 1001

Uprava zadéni: Je splnéna podminka konvergence f(zo)f” (o) > 0; aproximace: z; = 2,
ro = 1,4865, x3 = 1,3468, 4 = 1,2684, x5 = 1,2185, ¢ = 1,1846, 7 = 1,1607,
vg = 1,1435, 9 = 1,1308, 21 = 1,1215

Funkce f(z) neni v bodé xq definovana, proto jej nemuzeme volit za poc¢ateéni aprox-
imaci.

Uprava zadén{ 1: Ani toto zadén{ nenf korektni, protoze funkce f (x) neni spojita. Hledany
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kotren lezi na intervalu < 0;1 > a v bodé x = 1 funkce neni definovéana.

ijrava zadani 2: Za pocateéni aproximaci 1ze volit body z intervalu (0; 1) — pochopitelné
ty, pro které je splnéna podminka konvergence f(xo)f”(zo) > 0. Bod & = 0 nelze volit
proto, ze f(0) = 0. Napft. pii volbé xy = 0,9 mame aproximace xo = 0,9, 1 = 0, 8423,
x9 = 0,8208; 3 = 00,8066, x4 = 0,7964, x5 = 0, 7887.

15.3 Kombinovana metoda sec¢en a tecen

Funkce f(z) je na intervalu < a,b > spojitd, pro Vo €< a,b > plati, ze f'(x) # 0
a druha derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombinovanou metodu tecen a
se¢en proto muzeme pouzit.

Podminka f(ag)f"”(ag) > 0 je splnéna pro x = b, proto oznacime ay = 1, by = 0. Dalsi
aproximace jsou:

ag =1, ap = 0,8270, as = 0,7956, by = 0, by = 0,7511, by = 0, 7946

Funkce f(z) je na intervalu < a,b > spojitd, pro Vo €< a,b > plati, ze f'(z) # 0
a druhd derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombinovanou metodu tecen a
seCen proto muzeme pouzit.

Podminka f(ag)f”(ag) > 0 je splnéna pro x = b, proto oznac¢ime ag = 1,1, by = 0, 1. Dalsi
aproximace jsou:

ag = 1,1, a; = 0,7425, as = 0,6086, as = 0,5813, by = 0,1, by = 0,2854, by = 0,5537,
as = 0,5800

Funkce f(z) je na intervalu < a,b > spojitd, pro Vo €< a,b > plati, ze f'(x) # 0
a druha derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombinovanou metodu tecen a
seCen proto muzeme pouzit.

Podminka f(ag)f"(ap) > 0 je splnéna pro x = b, proto oznacime ag = 1,2, by = 0, 2. Dalsi
aproximace jsou:

ag = 1,2, a; = 0,7595, a; = 0,5640, az = 0,5025, by = 0,2, by = 0,3259, by = 0, 4650,
ay = 0,4944

[£.31] Funkce f(x) je na intervalu < a,b > spojitd, pro Vo €< a,b > plati, ze f'(z) # 0
a druhd derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombinovanou metodu tecen a
seCen proto muzeme pouzit.

Podminka f(ag)f”(ap) > 0 je splnéna pro x = b, proto oznacime ag = 1, by = 0,5. Dalsi
aproximace jsou:

ag =1, ay = 0,8841, as = 0,8650, by = 0,5, by = 0,8470, by = 0, 8644

[£.32) Funkce f(z) je na intervalu < a,b > spojitd, pro Vo €< a,b > plati, ze f'(z) # 0
a druha derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombinovanou metodu tecen a
se¢en proto muzeme pouzit.

Podminka f(ag)f"”(ag) > 0 je splnéna pro x = b, proto oznacime ag = 1, by = 0. Dalsi
aproximace jsou:

ag = 1, a; = 0,5241, ay = 0,3745, a3 = 0,3575, by = 0, by = 0,3100, by = 0, 3567,
ay = 0,3573

Funkce f(x) je na intervalu < a,b > spojitd, pro Vo €< a,b > plati, ze f'(z) # 0
a druhd derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombinovanou metodu tecen a
seCen proto muzeme pouzit.
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Podminka f(ag)f”(ap) > 0 je splnéna pro xz = b, proto oznaéime ag = 1, by = 0. Dalsi
aproximace jsou:

ag =1, a; = 0,9132, as = 0,8958, by = 0, by = 0, 7820, by = 0,8950

Funkce f(z) je na intervalu < a,b > spojitd, pro Vo €< a,b > plati, ze f'(x) # 0
a druha derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombinovanou metodu tecen a
se¢en proto muzeme pouzit.

Podminka f(ag)f"”(ag) > 0 je splnéna pro x = b, proto oznacime ay = 1, by = 0. Dalsi
aproximace jsou:

ag =1, ay = 0,8213, as = 0,7969, by = 0, by = 0,7700, by = 0, 7964

Funkce f(z) je na intervalu < a,b > spojitd, pro Vo €< a,b > plati, ze f'(z) # 0
a druhd derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombinovanou metodu tecen a
seCen proto muzeme pouzit.

Podminka f(ag)f”(ap) > 0 je splnéna pro x = a, proto oznacime ag = —1,5, by = —0, 5.
Dalsi aproximace jsou:

ag = —1, 5, ay = —1,4440, b() = —0,57 b1 = —174422

Funkce f(x) je na intervalu < a,b > spojitd, pro Vo €< a,b > plati, ze f'(z) # 0
a druhd derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombinovanou metodu tecen a
seCen proto muzeme pouzit.

Podminka f(ag)f”(ag) > 0 je splnéna pro x = b, proto oznac¢ime ag = 1,2, by = 0, 2. Dalsi
aproximace jsou:

apg = 1,2, ay = ]_, 1471, b() = 0,2, b1 = 1, 1427

Funkce f(z) je na intervalu < a,b > spojitd, pro Vo €< a,b > plati, ze f'(x) # 0
a druha derivace na daném intervalu neméni znaménko. Kombinovanou metodu tecen a
seCen proto muzeme pouzit.

Podminka f(ag)f”(ag) > 0 je splnéna pro = = b, proto oznac¢ime ag = 1,5, by = 0, 5. Dalsi
aproximace jsou:

ag = 1,5, a; = 1,2087, a; = 1,1055, az = 1,0928, by = 0,5, by = 0,9867, by = 1,0910,
as = 1,0926

15.4 Algebraické rovnice

Odhad velikosti korenu: % < x| <37

Odhad poctu kladnych korenu podle Descartovy véty: 3 nebo 1

Odhad poctu zapornych kotenu podle Descartovy véty: 1

Sturmova posloupnost: M (x) = z* — 823 + 72? + 362 — 36, M, () = 423 — 242% + 142 + 36,
My(z) = 8,522 — 34z + 18, My(z) = 26, 4706z — 52,9412, My(z) = 16

N(—o0) =4, N(—10) =4, N(10) = 0, N(o0) = 0, proto na intervalu (—oo, —10) nelezi
zédny kofen, na intervalu (—10, 10) lezi 4 kofeny a na intervalu (10, co) nelezi zddny koren
Posloupnost polynomu pro metodu Graeff-Lobacevského: P%(z) = 2* —8x3+72%+36x—36,
P(z) = 2* — 5023 + 5532 — 1800x + 1296, P%(x) = x* — 139423 + 12840122 — 1806624« +
1679616.

Absolutni hodnoty kofenu jsou: |z1| = 6, 1103, |x2| = 3,0980, |z3| = 1,9368, |z4] = 0,9818
Koteny ve skutec¢nosti jsou: vy = =2, x9 =1, 23 =3, x4 =6

Odhad velikosti kotent: 122 = 0,66 < || < 265

199
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Odhad poctu kladnych kotenu podle Descartovy véty: 2 nebo 0

Odhad poctu zapornych kotenu podle Descartovy véty: 3 nebo 1

Sturmova posloupnost: M(x) = z° + 112* — 1523 — 15522 + 134z + 264, M;(z) = bz* +
4423 — 452% — 310z + 134, My(z) = 25,362 — 73,22 — 243,62 — 205,04, Ms(z) =
82,317227 — 14, 44492 — 373,0610, M,(z) = 115, 0428z — 146, 8697, My(x) = 257, 3379
N(—o0) =5, N(—10) = 4, N(10) = 0, N(o0) = 0, proto na intervalu (—oo, —10) lezi 1
kofen, na intervalu (—10, 10) lezi 4 kofeny a na intervalu (10, c0) nelezi zadny koten
Posloupnost polynomt pro metodu Graeff-Lobacevského: P°(z) = x5 + 11z* — 1523 —
15522 + 1342 + 264, P'(z) = 2° — 1512 + 39032% — 3385322 + 99796z — 69696, P2(z) =
25 — 149952 + 520939523 — 38806622522 + 5,2404.10%°z — 4, 8575.10°.

Absolutni hodnoty kofenu jsou: |z1| = 11,0659, |zo| = 4,3173, |z3| = 2,9379, |x4| =
1,9170, |zs5| = 0,9812

Koreny ve skutecnosti jsou: z; = —11, 2o = —4, v3 = —1, x4y =2, x5 = 3

Odhad velikosti korenti: § < |z| < 16

Odhad poctu kladnych kotenu podle Descartovy véty: 3 nebo 1

Odhad poc¢tu zapornych kotenu podle Descartovy véty: 2 nebo 0

Sturmova posloupnost: M (z) = 2°—3z* — 523+ 152* +4x—12, My (x) = ba*—122° —152%+
302 +4, My(x) = 3,442° — 7,222 — 6,82+ 11,52, My(x) = 8, 328822 — 10, 2217z — 9, 1401,
M,(z) = 6,6800x — 8,2517, Ms(z) =9,0575

N(—o0) =5, N(—10) = 5, N(10) = 0, N(c0) = 0, proto na intervalu (—oo, —10) nelezi
zadny kofen, na intervalu (—10, 10) lezi 5 kofenu a na intervalu (10, co) nelezi zaddny kofen
Posloupnost polynomu pro metodu Graeff-Lobacevského: P%(z) = 2° —3z* — 5x® + 1522 +
4x —12, PY(z) = 2° — 192* +1232% — 33722 + 3762 — 144, P*(x) = 2° — 1152* 4+ 30752 —
2654522 + 44320z — 20736.

Absolutni hodnoty kofenu jsou: |z1| = 3,2747, |zo| = 2,2740, |z3] = 1,7141, |z4] =
1,1367, |2s5| = 0,8270

Koteny ve skute¢nosti jsou: vy = =2, 29 = —1, 23 =1, x4 =2, x5 = 3

Odhad velikosti kofenti: & < |z;| < 21

Odhad poctu kladnych kotenu podle Descartovy véty: 3 nebo 1

Odhad poctu zéapornych kotenu podle Descartovy véty: 0

Sturmova posloupnost: M(x) = 2% — 922 + 20x — 12, My(x) = 32> — 18z + 20, My(z) =
Yo —8, Ms(z) = 2,0408

N(—o0) =3, N(—10) = 3, N(10) = 0, N(o0) = 0, proto na intervalu (—oo, —10) nelezi
zadny kofen, na intervalu (—10, 10) lezi 3 kofeny a na intervalu (10, co) nelezi zadny kofen
Posloupnost polynomii pro metodu Graeff-Lobacevského: P%(x) = 23 — 922 + 20z — 12,
Pl(z) = 23 — 412 + 184z — 144, P?*(x) = 2 — 13132* + 22048z — 20736.

Absolutni hodnoty kotenu jsou: |zi| = 6,0196, |zs| = 2,0243, |z3| = 0,9848

Koteny ve skutec¢nosti jsou: x1 =1, 19 = 2, x3 =6

Odhad velikosti kofent: 55 = 0,02 < |z;| < 4

Odhad poctu kladnych kotenti podle Descartovy véty: 2 nebo 0

Odhad poctu zépornych kotenu podle Descartovy véty: 2

Sturmova posloupnost: M(z) = 80z* — 164z® — 2402* + 13z + 5, M;(z) = 320x® —
49222 — 480z + 13, My (x) = 183,037522 4 51, 75z — 6, 6656, Ms(x) = 303,6646x +8,2118,
My(z) = 7,9312
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N(—o0) =4, N(—10) = 4, N(10) = 0, N(oo0) = 0, proto na intervalu (—oo, —10) nelezi
zadny koten, na intervalu (—10, 10) lezi 4 kofeny a na intervalu (10, co) nelezi zddny koren
Posloupnost polynomii pro metodu Graeff-Lobacevského: P°(z) = 80x* — 1642 — 24022 +
13z + 5, PY(z) = 64002* — 6529623 — 626642 — 25692 + 25, P%(x) = 409600002t —
3,4615.10%23 + 3,5916.10%22 — 35465612 + 625.

Absolutni hodnoty kofenu jsou: |z;| = 3,0320, |z3| = 1,0093, |z3] = 0, 1763, |z4] = 0, 1159
Koteny ve skutec¢nosti jsou: x1 = —0,2, x9 = —0,5, 23 = 0,25, 4, = 2,5

Odhad velikosti kofent: 25 = 0,09 < |z;,| < 49 = 20,45

Odhad poctu kladnych kotenti podle Descartovy véty: 2 nebo 0

Odhad poctu zépornych kotenu podle Descartovy véty: 2

Sturmova posloupnost: M(z) = 20x* — 48z3 — 389x% — 288z + 36, M, (v) = 80x® —
1442% — 778z — 288, My(z) = 216, 12 + 332, 7o + 7,2, My(x) = 369, 34722 + 279, 0986,
M, () = 120, 8102

N(—o0) =4, N(—10) = 4, N(10) = 0, N(oc0) = 0, proto na intervalu (—oo, —10) nelezi
zadny kofen, na intervalu (—10, 10) lezi 4 kofeny a na intervalu (10, co) nelezi zaddny kofen
Posloupnost polynomiu pro metodu Graeff-Lobac¢evského: P°(x) = 202" — 4823 — 38922 —
2881 + 36, Pl(x) = 4002* — 1786423 + 12511322 — 110952z + 1296, P?(z) = 160000x* —
21903209622 + 1,1690.10*%22 — 1,1986.10°2 + 1679616.

Absolutni hodnoty kotenu jsou: |z1| = 6, 0827, |zs| = 2,7029, |x3] = 1,0063, |z4| = 0, 1088
Kofeny ve skutecnosti jsou: z1 = —2,5, o = —1,5, 23 =0,4, x4 =6

Odhad velikosti kofent: 5 = 0,14 < 24| < 146

Odhad poctu kladnych kotenu podle Descartovy véty: 0

Odhad poctu zapornych kotenu podle Descartovy véty: 4 nebo 2 nebo 0

Sturmova posloupnost: M (z) = 2z* + 702 4+ 2902 + 160z + 48, M (x) = 8z + 21022 +
580z + 160, My (z) = 314, 422 + 1148, Tz + 302, M (x) = 88,2z + 13,7, My(z) = 131,8
N(—o0) =4, N(—10) = 3, N(10) = 0, N(co0) = 0, proto na intervalu (—oo, —10) lezi 1
kofen, na intervalu (—10, 10) lez{ 3 kofeny a na intervalu (10, co) nelezi zadny kofen
Posloupnost polynomu pro metodu Graeff-Lobacevského: PY(z) = 2z + 7023 + 29022 +
160z + 48, Pl (z) = da* — 37402° + 6189222 + 2240z + 2304, P2(z) = 162" — 134924642 +
3,8474.10%22 + 2801807362 + 5308416.

Absolutni hodnoty kofenu jsou: |z;| = 30,3035, |xo| = 4,1093, |z3| = 2,2040, |z4] =
1,5740

Koteny ve skutec¢nosti jsou: x1 = —12, xo = —4, 3 = —1, x4, = —0,5

Odhad velikosti kofenti: 52 = 0,91 < |z;| < 3241

Odhad poctu kladnych kotenti podle Descartovy véty: 1

Odhad poctu zapornych korenu podle Descartovy véty: 2 nebo 0

Sturmova posloupnost: M(z) = z* + 92% — 306z — 3240, M;(z) = 32* — 18z — 306,
My(z) = 222 + 2934, M(z) = 199, 86

N(—o0) =3, N(—10) = 1, N(10) = 1, N(o0) = 0, proto na intervalu (—oo, —10) lezi 2
kofeny, na intervalu (—10, 10) nelezi zadny kofen a na intervalu (10, 0o0) lezi 1 kofen
Posloupnost polynomu pro metodu Graeff-Lobacevského: P%(z) = 2 +9x* — 3062 — 3240,
Pl(z) = 23 — 69322 + 1519562 — 10497600, P*(x) = x* — 17633722 + 8,5410.10%2 —
1,102.10M,

Absolutni hodnoty kofenu jsou: |z1| = 20,4921, |z5| = 14,8351, |z3] = 10,6578
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Koteny ve skutec¢nosti jsou: xy = —15, xo = —12, 3 = 18

Odhad velikosti kofenti: % =0,08 < |zg| < ;71

Odhad poctu kladnych kotenti podle Descartovy véty: 2 nebo 0

Odhad poctu zapornych kofenu podle Descartovy véty: 2 nebo 0

Sturmova posloupnost: M(z) = 256x* — 962° — 192z* + 46z + 21, M;(x) = 10242> —
28812 — 384z + 46, My(z) = 102, 75x% — 25,5z — 22,078, M3(x) = 172,376x — 38,722,
My(z) = 22,621

N(—o0) =4, N(—10) = 4, N(10) = 0, N(o0) = 0, proto na intervalu (—oo, —10) nelezi
zadny kofen, na intervalu (—10, 10) lezi 4 kofeny a na intervalu (10, co) nelezi zaddny kofen
Posloupnost polynomii pro metodu Graeff-Lobacevského: P%(z) = 2562* —962° — 19222 +
46+ 21, Pl(x) = 6553621 — 10752023 + 56448x? — 10180z + 441, P%(x) = 4,2950.1092* —
4,1618.10%23 — 1,0551.10%22 — 538452642 + 194481.

Absolutni hodnoty kofenu jsou: |z1]| = 0,9922, |xs| = 0, 7096, |x3| = 0,4753, |x4| = 0, 2452
Kotreny ve skutecnosti jsou: z; = —0,75, x5 = —0,25, 3 = 0,5, x4 = 0,8

Odhad velikosti kofent: 15 = 0,26 < 24| < 140

Odhad poctu kladnych kotenu podle Descartovy véty: 5 nebo 3 nebo 1

Odhad poctu zapornych korent podle Descartovy véty: 0

Sturmova posloupnost: M (z) = x° — 13z* + 6323 — 13922 + 1362 — 48, M;(x) = Hx* —
5223 + 18922 — 278z + 136, My(z) = 1,84x3 — 14,8822 + 35,762 — 22,72, Ms(z) =
1,70132? — 8,5066x + 6,8053, My(x) = 0 — vSechny hodnoty jsou zaokrouhleny, avsak
M, (x) musi byt pti presném déleni nulovy polynom.

To ale znamenad, ze polynom nema jen prosté kotfeny, a proto nemuzeme odhad pomoci
Sturmovy posloupnosti pouzit.

Posloupnost polynomt pro metodu Graeff-Lobacevského: P°(z) = x5 — 132% + 6323 —
1392% + 136z — 48, P'(z) = 25 — 432" + 62723 — 34432% + 5152z — 2304, P?(z) =
x5 — 59524 + 10819523 — 552302522 + 10723840x — 5308416.

Absolutni hodnoty kofentu jsou: |z;| = 4,9389, |zo| = 3,6722, |z3] = 2,6730, |4 =
1,1804, |xz5| = 0,8388 — vsimnéte si, ze jsme ziskali pét ruznych kofenu, pfitom ve
skutecnosti jsou nékteré koreny nésobné!

Koteny ve skutecnosti jsou: x10 =1, 23 = 3, 245 = 4

15.5 Vicekrokové metody reseni pocatecnich tloh
Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

1 2 3 4 5

0,2 0,4 0,6 0,8 1
0,8213 | 0,6897 | 0,6112 | 0,5907 | 0,6321
0,8213 | 0,6897 | 0,6116 | 0,5913 | 0,6329
0,8213 | 0,6897 | 0,6112 | 0,5906 | 0,6320
0,8213 | 0,6897 | 0,6112 | 0,5907 | 0,6321
0,8213 | 0,6897 | 0,6112 | 0,5907 | 0,6322

7
T
Runge-Kutta
Adams 3. Tdadu
Adams 4. Tddu
Adams 5. Tddu
prediktor — korektor
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Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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1 2 3 4 5
0,2 0,4 0,6 0,8 1
0,0033 | 0,0334 | 0,1476 | 0,4731 | 1,2926
0,0033 | 0,0334 | 0,1319 | 0,3981 | 1,0418
0,0033 | 0,0334 | 0,1476 | 0,4553 | 1,2025
0,0033 | 0,0334 | 0,1476 | 0,4731 | 1,2726
0,0033 | 0,0334 | 0,1476 | 0,4709 | 1,2592

7

T
Runge—Kutta
Adams 3. tdadu
Adams 4. tddu
Adams 5. tddu

prediktor — korektor

(o] Nen) Hen) ool Nevl Havl Nan)

Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

1 2 3 4 5

0,2 0,4 0,6 0,8 1
1,4657 | 2,0885 | 2,9154 | 4,0059 | 5,4365
1,4657 | 2,0885 | 2,9111 | 3,9947 | 5,4153
1,4657 | 2,0885 | 2,9154 | 4,0049 | 5,4336
1,4657 | 2,0885 | 2,9154 | 4,0039 | 5, 4362
1,4657 | 2,0885 | 2,9154 | 4,0039 | 5,4363

?

X
Runge—-Kutta
Adams 3. Tddu
Adams 4. Tddu
Adams 5. Tddu
prediktor — korektor

el el el el R ==l K en)

Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

1 2 3 4 5

0,2 0,4 0,6 0,8 1
1,1697 | 1,3940 | 1,6794 | 2,0356 | 2,4759
1,1697 | 1,3940 | 1,6781 | 2,0340 | 2,4734
1,1697 | 1,3940 | 1,6794 | 2,0356 | 2,4757
1,1697 | 1,3940 | 1,6794 | 2,0356 | 2,4757
1,1697 | 1,3940 | 1,6794 | 2,0356 | 2,4758

1
L
Runge—Kutta
Adams 3. Tddu
Adams 4. tadu
Adams 5. Tddu
prediktor — korektor

[Ny QNI U U g o) R

Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

1 2 3 4 3

0,2 0,4 0,6 0,8 1
0,3192 | 1,0622 | 2,7506 | 6,5439 | 15,0193
0,3192 | 1,0622 | 2,6073 | 5,8624 | 12,7381
0,3192 | 1,0622 | 2,7506 | 6,3820 | 14,2008
0,3192 | 1,0622 | 2,7506 | 6,5439 | 14,8375
0,3192 | 1,0622 | 2,7506 | 6,5248 | 14,7177

1

Z;
Runge-Kutta
Adams 3. Tddu
Adams 4. Tddu
Adams 5. Tddu
prediktor — korektor

(e} Hen) Hew) Nenl Revl Hav) Nan)

Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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1 0 1 2 3 4 5)
T; 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Runge-Kutta 11,4456 | 2,0084 | 2,7379 | 3,7061 | 5,0257
Adams 3. tadu 11,4456 | 2,0084 | 2,7318 | 3,6871 | 4,9819
Adams /. Tddu 1] 1,4456 | 2,0084 | 2,7379 | 3,7018 | 5,0115
Adams 5. Tddu 111,4456 | 2,0084 | 2,7379 | 3,7061 | 5,0222
prediktor — korektor | 1 | 1,4456 | 2,0084 | 2,7379 | 3,7063 | 5,0252
Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
1 0 1 2 3 4 )
x; 0| 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Runge—-Kutta 111,0026 | 1,0204 | 1,0701 | 1,1754 | 1,3759
Adams 3. Tddu 111,0026 | 1,0204 | 1,0689 | 1,1709 | 1,3646
Adams 4. 7ddu | 11,0026 | 1,0204 | 1,0701 | 1,1731 | 1,3704
Adams 5. 7adu | 1] 1,0026 | 1,0204 | 1,0701 | 1,1754 | 1, 3741
prediktor — korektor | 1 | 1,0026 | 1,0204 | 1,0701 | 1,1758 | 1,3776
Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:
1 0 1 2 3 4 5)
z; 0 02 | 0.4 | 0,6 | 028 1
Runge—Kutta 10,4521 | 0,2089 | 0,1137 | 0,1024 | 0,1524
Adams 3. tadu 10,4521 | 0,2089 | 0,0599 | 0,1066 | 0,0814
Adams 4. 7adu | 1] 0,4521 | 0,2089 | 0, 1137 | 0,1285 | 0, 1422
Adams 5. Tddu 10,4521 | 0,2089 | 0,1137 | 0,1024 | 0, 1382
prediktor — korektor | 1 | 0,4521 | 0,2089 | 0,1137 | 0,0929 | 0,1285
Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:
1 0 1 2 3 4 5)
T; 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Runge—Kutta 2| 2,4535 | 3,0295 | 3,7553 | 4,6638 | 5, 7956
Adams 3. Tddu 2| 2,4535 | 3,0295 | 3,7533 | 4,6586 | 5, 7860
Adams 4. Tddu 2| 2,4535 | 3,0295 | 3,7553 | 4,6634 | 5,7945
Adams 5. Tddu 2 12,4535 | 3,0295 | 3,7553 | 4,6638 | 5,7956
prediktor — korektor | 2 | 2,4535 | 3,0295 | 3,7553 | 4,6638 | 5, 7956

Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:



240

Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

l 0 1 2 3 4 5

T; 0} 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Runge-Kutta 2| 2,4449 | 2,9928 | 3,6664 | 4,4936 | 5,5083
Adams 3. Tadu 2| 2,4449 | 2,9928 | 3,6647 | 4,4892 | 5,5002
Adams 4. Tadu 2| 2,4449 | 2,9928 | 3,6664 | 4,4933 | 5,5074
Adams 5. Tdadu 2 12,4449 | 2,9928 | 3,6646 | 4,4936 | 5,5083
prediktor — korektor | 2 | 2,4449 | 2,9928 | 3,6664 | 4,4936 | 5, 5083

15.6 Eulerova metoda pro soustavy

Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:

il =] vy [ = |
0 0 1 2
110,25 3,25 2,75
21 0,5 | 6,8125 4,25
3| 0,75 | 12,7656 | 7,0156
4 1 22,9727 | 11,9609
Uprava zadani 1:

iz [ z
0 0 1 2
1 0,125 | 2,1250 2,375
2| 0,25 | 3,781 | 2,9375
310,375 | 5,4941 | 3,7520
4 05 8,0569 | 4,9077
51 0,625 | 11,5179 | 6,5283
6| 0,75 | 16,2217 | 8,7841
71 0,875 | 22,6415 | 11,9098
8 1 31,4265 | 16,2287
Uprava zadani 2:
HIERTEE
0 0 1 1

1 0,25 2,25 1,5

2| 05 | 43125 | 2,4375
31 0,75 | 7,8281 | 4,1250
4 1 13,9102 | 7,1133

Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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IR 2
0] 1 0 1
1[125] 025 | -025
2 1,5 | -0,25 |-0,0625
311,75 | 0,1719 | 0,1406
4] 2 [-0,0038 [-0,1211

Uprava zadani:

izl v | = |
0 1 0 1
1 1,1] o1 0,5
2112 0,08 | 023
311,370,047 | 0,099
41,4 0,024 |0,0401
51 1,5 [0,0112 | 0,0153

9.4 Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:

il el vy | 2 |
0 0 0 1

11 0,25| -0,25 1,5
2| 0,5 | -0,875 | 2,1875
31 0,75 | -2,2969 | 3,0625
4 1 |-5,3594 | 4,0195
Uprava zadani:

el v [ = |
0] O 0 1
1101} -0,1 1,2
2102 -0,26 1,43
3103 -0,507 | 1,69
4 10,4 |-0,8788 | 1,9773
5 0,5 | -1,4281 | 2,2849

Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:
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1

0

1025 1,25 1
205 1,5 |0,9375
3
4

0,75 | 1,7344 | 0,8125
1 11,9375 | 0,6289

Uprava zadani 1:

izl vy | 2 |
o 0 ] 1 1

1]o1] 11 1

21027 1,2 | 0,99
310,371,290 0,97
410,471,396 | 0,9401
5105 [ 1,49 | 0,9005

Uprava zadani 2:

|

8

y | = |
1 1

0,05 1,05 1

0,1 1.1 0,9975
0,15 | 1,1499 | 0,9925
0,2 | 1,1995 | 0,9850
0,25 | 1,2488 | 0,9750
0,3 | 1,2975 | 0,9626
0,35 | 1,3456 | 0,9477
0,4 | 1,3930 | 0,9304
0,45 | 1,4395 | 0,9108
0,5 | 1,4851 | 0,3888

)

O 0| | O T = W N | O =

—_
)

Uprava zadani 3:
Takto formulovanou tlohu nelze touto metodou tesit, protoze funkce f(x) =
intervalu < 1;2 > spojita.

1

Ccos T

neni na

Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:



Moderni numerické metody

243

il e [ w | v

0 0 0 1
110,25] 1,25 0,5

2 0,5 | 2,625 |-0,0625
31 0,75 | 4,125 | -0,6875
4 1 5,75 | -1,3750
Uprava zadani 1:
izl v | = |
0] O 0 1

1] 0,1 0,5 0,8

2 0,2 ] 1,0200 | 0,5900
31 0,3 1,5600 | 0,3700
41 0,4 |2,1200 | 0,1400
51 0,51 2,7000 | -0,1000
Uprava zadani 2:
iz [ v | =
0 0 0 1
110,06 0,25 | 0,9000
2 || 0,1 |0,5050 | 0,7975
3 | 0,15 ] 0,7650 | 0,6925
4 | 0,2 | 1,0300 | 0,5850
5 | 0,25 | 1,3000 | 0,4750
6 || 0,3 | 1,5750 | 0,3625
7 10,35 | 1,8550 | 0,2475
8 || 0,4 | 2,1400 | 0,1300
9 || 0,45 | 2,4300 | 0,0100
10 || 0,5 | 2,7250 | -0,1125
Uprava zadani 3:

izl v | = |
0l O 1 1

11 0,1 11,7000 | 0,7000
20,2 2,4200 | 0,3900
31 0,3 |3,1600 | 0,0700
41 0,4 | 3,9200 | -0,2600
51 0,5 | 4,7000 | -0,6000
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Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:

il el w | v | w |
0] 0 | 0 I >
1025 075 | 15 | 3.5
205 | 1875 | 24375 | 6,75
310,75 [ -3,7031 | 4,1250 | 11,9531
10 1 [-6,7969 | 71133 | 21,0234

Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:

i [ uw | v [ w ]
o 0 0 0 1
1]/025] 025 | -025 | 1,25
21705 | 05 |-05625| 15
310,75 [ 0,7344 | -0,9531 | 1,7344
41 10,9207 [-1,4414 | 1,9297

Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:

v |

w_|

0

1

0,1

0,2

1,2

0,2

1,0200

0,4000

1,4200

0,3

1,0600

0,6020

1,6620

0,4

1,1202

0,8080

1,9282

0,5

1,2010

1,0200

2,2210

[0.10] Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

i ] w | v | w |
0l 0 1 2 0
1]o1] 15 2.1 0,1
211027 2,08 | 2,26 | 0,26
310,37 2,766 | 2,4940 | 0,4940
410,47 3,5908 | 2,8200 | 0,8200
51105 | 4,5959 | 3,2611 | 1,2611

Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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i e Julv] w |

Of 0 |00 1
1101{0]0] 09
210210(0] 0,81
3103]01]0] 0,729
41041010/ 0,6561
5105(10/0 10,5905

Uprava zadani 1:

i e Julv]w]

Of 0 |0[0]O
1101{0]0]0
210210(10]0
3103[0(0]0
410410700
5/105(010]0

Uprava zadani 2:

ille] w [ v | w |
0 O 0,01 0,02 0,03
11 0,1] 0,008 |0,0190 | 0,0300
2| 0,2 |0,0061 | 0,0182 | 0,0297
31 0,31]0,0043 | 0,0176 | 0,0292
41 0,4 | 0,0025 | 0,0172 | 0,0284
5 | 0,5 0,0008 | 0,0169 | 0,0276

15.7

Metody Rungeho—Kuttovy pro soustavy
Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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’ 1 H x \ Y k z [
0 0 1 2
11 0,25 | 4,1187 ky=2,25 3,2275 Iy, =0,75
ko = 2,9063 lo =1,1250
ks = 3,1758 I3 =1,2593
ky = 4,2979 ly =1,8574
Ay = 3,1187 Az =1,2275
2| 0,5 |10,2706 | ky =4,2572 | 6,0451 [y =1,8365
ko = 15,7076 lo = 2,5983
ks = 6,2698 I3 =2,8748
ks = 8,6994 lg =4,1227
Ay = 6,1519 Az =2,8176
310,75 | 22,9351 | k; =8,6127 | 12,1761 | [ =4,0789
ko = 11,7288 lo = 5,6654
ks = 12,9115 l3 = 16,2532
ky = 18,0938 Iy = 8,8701
Ay = 12,6645 Az =6,1310
4 1 ]49,4485 | ky = 17,9099 | 25,2761 | [, = 38,7778
ko = 24,5375 Iy =12,1138
ks = 27,0340 I3 = 13,3592
ky = 38,0276 ly = 18,8761
Ay = 26,5134 Az = 13,1000

Uprava zadani 1:
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’ 1 H x \ Y k z [
0 0 1 2
110,125 | 2,3136 | k; =1,1250 | 2,4805 | [y = 0,3750
ko = 1,2891 lo =0,4688
ks =1,3228 l3 =0,4849
ky = 1,5328 l4 = 10,6010
Ay =1,3136 Az = 10,4805
2| 0,25 | 4,1238 | Kk =1,5295 | 3,2301 | I, =0,5993
ko = 1,7749 lo =0,7323
ks =1,8235 I3 = 10,7560
ky = 2,1354 l4 =0,9217
Ay =1,8103 Az = 0,7496
310,375 | 6,6686 | ks =2,1305 | 4,3652 | [; =0,9192
ko = 2,4935 [y =1,1099
ks = 2,5638 [3 =1,1445
ky = 3,0232 l4 =1,3828
Ay = 2, 5447 Az =1,1351
41 05 |10,2924 | k, =3,0162 | 6,0560 | [; =1,3792
ko = 3,5495 lo =1,6539
ks = 3,6515 I3 =1,7044
ky = 4,3248 [y = 2,0487
Ay = 3,6238 Az =1,6908
5 0,625 | 15,4955 | Kk =4,3145 | 8,5506 | 4 =2,0435
ko = 5,0951 lo = 2,4409
ks = 5,2432 I3 =2,5146
ky = 6,2272 Iy =3,0133
Ay =5,2031 Az = 2,4946
6 || 0,75 | 23,0043 | ky =6,2122 | 12,2107 | [; = 3,0058
ko = 17,3520 lo = 3,5819
ks = 7,5672 I3 =3,6891
ky =9,0027 [y =4,4128
Ay = 7,5089 Az = 3,6601
7 0,875 | 33,8752 | Kk =38,9809 | 17,5629 | [, = 4,4019
ko = 10,6427 lo =5,2383
ks = 10,9556 I3 =5,3944
ky = 13,0476 l4 = 6,4456
Ay = 10,8709 Az =5,3522
8 1 49,6438 | k; = 13,0158 | 25,3737 | [, = 6,4298
ko = 15,4368 ly = 17,6451
ks = 15,8919 l3 ="17,8724
ks = 18,9385 l4 =9,4003
Ay = 15,7686 Az = 17,8108

Uprava zadani 2:
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] ) H x \ Y k z l
0 0 1 1
110,25 | 2,7827 ki =1,25 1,7808 lL,=0,5
ko = 1,6563 I, =0,7188
ks = 1,8164 I3 = 10,7969
k, = 2,5010 ly =1,1533
Ay =1,7827 Az = 10,7808
2 0,5 | 6,4050 ki =2,4764 | 3,5057 | [y = 1,1409
ko = 3,3564 lo =1,5930
ks = 3,6925 I3 =1,7596
ks = 5,1591 Iy = 2,5039
Ay = 3,6222 Az =1,7250
31 0,75 | 13,9500 | k; =5,1070 72112 | 14 =2,4777
ko = 6,9842 lo = 3,4258
ks = 7,6929 I3 =3,7789
ky = 10,8091 ly = 5,3456
Ay = 17,5451 Az = 3,7054
4 1 29,8163 | k = 10,6987 | 15,0921 | [, = 5,2903
ko = 14,6812 lo = 17,2889
ks = 16,1783 I3 = 8,0366
ky = 22,7798 Iy, = 11,3440
Ay = 15,8662 Az = 17,8809

Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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’ 1 H x \ Y k z [
0 1 0 1
11 1,25 0,0169 ky=10,25 0,2710 Iy =—1,25
ko = —0,1250 lo = —0,5313
ks = 0,2930 l3 = —0,8867
ky = —0,4844 ly = —0,2881
Ay =0,0169 Az = —0,7290
2| 1,5 10,0086 | k; =0,0381 10,0729 | [, =—0,3472
ko = —0,0386 ly = —0,1397
ks = 0,0545 l3 = —0,2502
ky = —0,1197 ly = —0,0617
Ay = —0,0083 Az = —0,1981
31 1,75 | 0,0033 | k; =0,0032 | 0,0195| l; =—0,0954
ko = —0,0115 lo = —0,0366
ks = 0,0087 I3 = —0,0697
ky = —0,0294 ly = —0,0127
Ay = —0,0053 Az = —0,0534
4 2 10,0011 | ky =—0,0009 | 0,0052 | I =—0,0260
ko = —0,0034 lo = —0,0095
ks = 0,0009 I3 =—0,0192
ky = —0,0072 Iy = —0,0024
Ay = —0,0022 Az =—0,0143

Uprava zadani 1:
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’ 1 H x \ Y k z [

0 1 0 1

11 1,11]0,0543 | k; =0,1000 | 0,6008 | I, = —0,5000

ko = 0,0400 lo = —0,3850

ks = 0,0668 I3 = —0,4078

ky = 0,0125 ly = —0,3095

Ay = 0,0543 Az = —0,3992

2 1,2100594 | k =0,0221 |0,3551 | [; =—0,3113

ko = —0,0012 ly = —0,2357

ks = 0,0107 I3 = —0,2522

ky = —0,0107 l4 = —0,1873

Ay = 0,0051 Az = —0,2457

31 1,310,0485 | ky = —0,0061 | 0,2069 | [y = —0,1894

ko = —0,0134 ly = —0,1415

ks = —0,0084 l3 = —0,1527

ky = —0,0154 I4=—0,1114

Ay = —0,0109 Az = —0,1482

41 1,410,0351 | ky =-0,0133 | 0,1190 | [, = —0,1132

ko = —0,0143 lo = —0,0835

ks = —0,0125 I3 = —0,0908

ky = —0,0136 l4 = —0,0652

Ay = —0,0134 Az = —0,0879

5 1,5 10,0238 | k& =—0,0127 | 0,0677 | [ = —0,0665

ky = —0,0116 ly = —0,0486

ks = —0,0111 I3 = —0,0532

ks = —0,0103 ly = —0,0377

Ay = —0,0114 Az =—-0,0513

Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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’ ) H x \ k z l
0 0 1
110,25 | -0,5254 ki =—0,25 1,5894 lL=0,5
ko = —0,4375 I, = 10,5938
ks = —0,5430 l3 =0,5938
ky, = —0,9414 I, =0,6611
Ay = —0,5254 Az =0,5894
21 05 | -2,2221 k1= —0,9227 | 2,2500 [, =0,6633
ke = —1,4670 I, =0,7138
ks = —1,7455 I3 =0,6584
ky, = —2,8328 Iy =0,5562
Ay = —1,6967 Az = 10,6607
31 0,75 | -7,0489 k1= —2,7846 | 2,4086 [, = 0,5695
ko = —4, 2481 I, =0,3638
ks = —4,9542 I3 =0,1294
ky=—7,7712 l, = —0,6044
Ay = —7,0489 Az =0, 1586
4 1 |-198755 | ky=-7,6510 | 0,1247 | 1, = —0,5579
ko = —11,4068 lo =—1,6538
ks = —13,1477 I3 =—2,3972
ky, = —20,1994 I, = —b5,0435
Ay = —12, 8266 Az = —2,2839

Uprava zadani:
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HESNE K [ = [ |

0l O 0 1

1]01]-0,1349 | ki =—-0,1 | 12149 [, =0,2
ke = —0, 1300 I, = 0,2150
ks = —0, 1368 l3 =0,2150
ky = —0,1762 [y =0,2293
Ay = —0,1349 Az =0,2149

210,2]-0,3643 | ky = —0,1755 | 1,4577 | 13 = 0,2295
k’g = —0, 2220 l2 = 0, 2437
ky = —0,2321 Iy = 0,2427
ky = —0,2926 I, = 0,2548
Ay = —0,2294 Az =0,2429

31 0,3 -0,7377 | ky =—0,2915 | 1,7218 | [ = 0,2551
ko = —0, 3626 lo =0,2661
ks = —0,3773 I3 =0,2636
ky = —0,4688 Iy =0,2701
Ay = —0,3733 Az =0,2641

4104 |-1,3276 | k; = —0,4672 | 1,9923 | [; = 0,2706
koo = —0, 5742 l, = 0,2743
ks = —0, 5958 I = 0,2693
ky = —0,7325 l4 =0,2649
Ay = —0,5900 Az = 10,2705

5 0,5 |-2,2401 | ky = —0,7303 | 2,2412 | [; = 0,2657
ko = —0, 8896 lo = 10,2557
ks = —0,9210 l; = 0, 2468
ky = —1,1234 I, = 0,2230
Ay = —0,9125 Az = 0,2490

Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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’ 1 H x \ Y k z [
0 0 1 1
110,25 |1,2476 | ky =0,25 |0,9716 lL=0
ko = 0,25 ly = —0,0293
ks = 0,2463 I3 = —0,0293
ky = 0,2427 ly = —0,0536
Ay = 0,2476 Az = —0,0284
2| 0,5 | 1,4821 | ky =0,2429 | 0,8996 | [; = —0,0539
ko = 0,2362 ly =—0,0736
ks = 0,2337 l3 =—0,0727
ky = 0,2247 ly = —0,0854
Ay = 0,2345 Az = —0,0720
310,75 | 1,6960 | k; =0,2249 | 0,8118 | [y = —0,0857
ko = 0,2142 ly = —0,0904
ks =0,2136 I3 = —0,0890
ky = 0,2026 ly = —0,0822
Ay = 10,2138 Az = —0,0878
4 0 |[1,8906 | ky =0,2029 | 0,7572 | 1; = —0,0823
ko = 0,1927 ly = —0,0593
ks = 0,1955 I3 = —0,0581
ky =0,1884 ly = —0,0102
Ay = 0,1946 Az = —0,0545

Uprava zadani 1:
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’ 1 H x \ Y k z [

0 O 1 1

11 0,11 1,0998 ki =0,1 0,9952 =0
ko = 0,1000 lo = —0,0049
ks = 0,0998 l3 = —0,0049
ks = 0,0995 l4 = —0,0095
Ay = 0,0998 Az = —0,0048

20,2 1,1987 | ky =0,0995 | 0,9814 | [, = —0,0095
ko = 0,0990 ly = —0,0138
ks = 0,0988 I3 =—0,0138
ks = 0,0981 l4 = —0,0178
Ay = 0,0989 Az = —0,0138

310,3(1,2959 | ky =0,0981 | 0,9599 | [, = —0,0178
ko = 10,0972 [y = —0,0216
ks = 0,0971 I3 =—0,0215
k4 = 0,0960 Iy = —0,0249
Ay = 10,0971 Az = —0,0215

41 0,4 |1,3905 | ky =0,0960 | 0,9321 | [, = —0,0249
ko = 0,0947 lo = —0,0279
ks = 0,0946 I3 =—0,0279
ky = 0,0932 [y = —0,0305
Ay = 0,0946 Az = —0,0278

5105 | 1,4821 | k& =0,0932 | 0,8996 | I, = —0,0305
ko = 0,0917 ly = —0,0327
ks = 0,0916 I3 =—0,0326
ky = 0,0900 l4 = —0,0343
Ay = 0,0916 Az =—-0,0325

Uprava zadani 2:

Vsechny hodnoty y; a z; (pro odpovidajici x;) jsou po zaokrouhleni na 4 desetinnd mista
stejné jako v predchazejicim pripadeé.

Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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’ ) H x \ U k v l

0 0 0 1

11 0,25 | 1,3200 ki=1,25 0,4948 I, =-0,5
ke = 1,3105 I, = —0,5001
ks = 1,3256 I3 =—0,5076
ky=1,3974 ly = —0,5157
Au = 1,3200 Av = —0,5052

21 05 | 28066 | ki =1,3970 | -0,0412 | [, = —0,5155
ke = 1,4789 I, = —0,5316
ks = 1,4914 I3 =—0,5378
ky = 1,5821 ly = —0,5615
Au =1, 4866 Av = —0,5360

310,75 | 44917 | k; =1,5815 | -0,6367 | [; = —0,5612
ke = 1,6796 lo = —0,5922
ks = 1,6887 I3 = —0,5967
ky=1,7927 l, = —0,6345
Au =1,6852 Av = —0,5956

4 1 16,3950 | k4 =1,7921 | -1,3171 | 1 = —0,6342
ke = 1,9003 I, =—0,6781
ks = 1,9054 I3 = —0,6807
ky = 2,0162 Iy =—0,7302
Au =1,9033 Av = —0,6803

Uprava zadani 1:
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’ ) H x \ U k v {

0y O 0 1

11 0,110,5105| k; =0,5000 | 0,7997 | [ = —0,2000
ks = 0,5099 Iy = —0,2000
ks = 0,5109 I3 = —0,2005
ky, = 0,5215 Iy = —0,2010
Au = 0,5105 Av = —0,2003

21 0,21]1,0439 | k4 =0,5215 | 0,5973 | [; = —0,2010
ks = 0,5328 I, = —0,2020
ks = 0,5337 I3 = —0,2025
ks = 0, 5457 Iy = —0,2040
Au = 0,5334 Av = —0,2023

31 0,3 |1,6028 | k4 =0,5457 | 0,3910 | I; = —0,2040
ko = 0,5584 lo = —0,2060
ks = 0,5592 I3 = —0,2064
ky, = 0,5725 ly = —0,2089
Au = 0,5589 Av = —0,2063

4104121896 | k4 =0,5725 | 0,1788 | 13 = —0,2089
ko = 0, 5864 I, =—0,2119
ks =0, 5872 I3 =—-0,2123
ks, = 0,6016 Iy = —0,2158
Au = 0, 5869 Av = —0,2122

51 0,5 1]28066 | k; =0,6016 | -0,0411 | [; = —0,2158
ks = 0,6165 I, =—0,2197
ks = 0,6172 I3 = —0,2201
ky =0,6326 ly = —0,2245
Au = 0,6169 Av = —0,2200

Uprava zadani 2:

Vsechny hodnoty u; a v; (pro odpovidajici ;) jsou po zaokrouhleni na 4 desetinnd mista
stejné jako v predchazejicim pripadeé.

Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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’ 1 H x \ u k v [ w m

0 0 0 1 2

110,25 | -1,0020 ki =—0,75 1,7808 L, =0,5 4,5635 my; = 1,75
ko = —0,9375 lo =0,7188 my = 2,3750
ks = —1,0195 I3 =10,7969 ms = 2,6133
ky = —1,3477 l4 =1,1533 my = 3,6543
Au = —1,0020 Av = 0,7808 Aw = 2,5635

21 0,5 | -2,8992 | k= —1,3356 | 3,5057 | Iy =1,1409 | 99107 | my = 3,6173
ko = —1,7634 lo =1,5930 mo = 4,9495
ks = —1,9330 I3 =1,7596 mg = 5,4521
ky = —2,6552 l4 = 2,5039 my = 17,6630
Au = —1,8973 Av =1,7250 Aw = 5,3472

310,75 | -6,7388 | k4 = —2,6293 | 72112 | [ =2,4777 | 21,1612 | my = T7,5847
ko = —3,5584 lo = 3,4258 mg = 10,4100
ks = —3,9140 I3 =3,7789 msz = 11,4718
ky = —5,4635 l4 = 5,3456 my = 16,1548
Au = —3,8396 Av = 3,7054 Aw = 11,2505

4 1 -14,7242 | k; = —5,4084 | 15,0921 | I = 5,2903 | 44,9083 | m; = 15,9890
ko = —7,3923 lo = 17,2889 msy = 21,9701
ks = —8, 1417 l3 = 8,0366 ms = 24,2149
ky = —11,4358 ly = 11,3440 my = 34,1238
Au = —7,9854 Av = 17,8809 Aw = 23,7471

Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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’ ) H x \ U k v l w m

0 0 0 1 2

11 0,251 0,3519 ki1=0,25 -0,2751 I, =-0,25 1,2476 | m, = 0,25
ko = 0,3438 I, = —0,2813 mo = 0, 2500
ks = 0,3555 I3 =—0,2734 ms = 0, 2461
ky = 0,4629 Iy =—0,2910 my = 0, 2432
Au = 0,3519 Av = —0,2751 Aw = 0,2476

21 0,5 109436 | k1 =0,4624 | -0,5659 | [, = —0,2927 | 1,4837 | m; = 0, 2431
ke = 0,5818 I, =-0,3019 ms = 0, 2369
ks = 0,5960 I3 =—0,2873 mg = 0, 2350
ky=0,7326 ly = —0,2743 my = 0,2300
Au = 0,5917 Av = —0,2909 Aw = 0,2362

31075118399 | k; =0,7318 | -0,7972 | [, = —0,2765 | 1,7102 | m; = 0,2294
ke = 0, 8833 I, = —0,2483 ms = 0, 2236
ks = 0,9014 I3 =—0,2251 ms = 0, 2264
ky=1,0763 l, = —0,1640 my = 0, 2298
Au = 0,8963 Av = —0,2312 Aw = 0, 2265

4 1 13,1274 | ky =1,0750 | -0,8544 | 1; = —0,1669 | 1,9558 | m; = 0, 2283
ke = 1,2692 I, = —0,0819 mo = 0, 2359
ks =1,2944 I3 = —0,0480 mg = 0,2475
ky=1,5230 [y, = 0,0829 my = 0, 2782
Au =1,2875 Av = —0,0573 Aw = 0, 2456

Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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’ ) H x \ U \ k v l w m

0l O 1 0 1

1] 0,111,0152 ki=0 0,2057 lL,=0,2 1,2102 my; =0,2
ko = 10,0150 lo =0,2051 me = 0,2099
ks = 0,0153 l3 =0,2059 msz = 0,2104
ky, = 0,0306 I, =0,2120 my = 0, 2205
Au = 0,0152 Av = 0,2057 Aw = 0,2102

21 0,2]1,0615| k& =0,0306 | 0,4255 | [ =0,2120 | 1,4414 | m, = 0, 2205
ks = 0,0461 I, =0,2192 msy = 0, 2309
ks = 0,0465 I3 =0,2200 ms = 0,2314
ks =0,0624 ly =0,2283 my = 0,2422
Au = 0,0464 Av = 10,2198 Aw = 0,2312

31 0,3 |1,1406 | k; =0,0624 | 0,6638 | [ =0,2283 | 1,6949 | m; = 0, 2421
ko = 0,0787 I, =0,2377 msy = 0,2531
ks = 0,0792 I3 =0,2385 msz = 0,2537
ky, = 0,0959 l, =0,2491 my = 0, 2650
Au = 0,0790 Av = 10,2383 Aw =0, 2535

410,41 1,2541 | k, =0,0959 | 0,9252 | 14 =0,2490 | 1,9719 | m; = 0, 2650
ko =0,1131 I, = 0,2608 me = 0,2767
ks =0,1137 I3 =0,2616 mgz = 0,2773
ky,=0,1315 Iy, =0,2746 my = 0, 2893
Au=0,1135 Av = 10,2614 Aw = 0,2770

51 0,5 11,4043 | k1 =0,1315 | 1,2147 | 1 =0,2746 | 2,2740 | mq = 0,2893
ko = 0,1497 I, =0, 2888 my = 0,3017
ks = 0,1505 I3 =0,2897 ms = 0,3023
ky =0,1694 I, =0,3053 my = 0,3152
Au = 0,1502 Av = 0, 2895 Aw = 0,3021

Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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’ ) H x \ U k v l w m

0l O 1 0 1

1] 0,1 1,5446 ki =0,5 2,1325 lL=0,1 0,1325 my; =0,1
ko = 0, 5400 I, =0,1300 me = 0, 1300
ks = 0,5465 l3 =0,1335 msz = 0,1335
ky, = 0,5947 I, =0,1680 my = 0, 1680
Au = 0, 5446 Av = 0,1325 Aw = 0,1325

21 0,21]21997 | k4 =0,5942 | 2,3416 | [ =0,1677 | 0,3416 | my; = 0,1677
ke = 0,6491 I, = 0,2058 my = 0,2058
ks =0,6575 I3 =0,2105 ms = 0, 2105
ky =0,7231 ly =0,2545 my = 0,2545
Au = 0,6551 Av = 0,2091 Aw = 0,2091

31 0,3 |3,0043 | ky =0,7225 | 2,6490 | 1 =0,2541 | 0,6490 | my = 0, 2541
ko = 0,7967 I, = 0,3030 mso = 0, 3030
ks = 0,8077 I3 =0,3091 ms = 0,3091
ky = 0,8960 I, =0,3658 my = 0, 3658
Au = 0, 8046 Av = 10,3074 Aw = 0,3074

4104 1]4,0092 | k =0,8951 | 3,0831 | I; =0,3653 | 1,0831 | m; = 0,3653
ko = 0,9947 I, =0,4283 me = 0, 4283
ks =1,0091 I3 =0,4365 mg = 0,4365
ky=1,1270 [y, = 0,5099 my = 0, 5099
Au = 1,0049 Av = 10,4341 Aw = 0,4341

51 0,5 15,2812 | k4 =1,1259 | 3,6817 | [ =0,5092 | 1,6817 | mq; = 0,5092
ks = 1,2585 I, =0,5910 msy = 0,5910
ks = 1,2774 I3 =0,6017 msz = 0,6017
ky =1,4341 l, =0,6971 my = 0,6917
Au=1,2720 Av = 0, 5986 Aw = 0, 5986

Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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i o fu]l k Jo] T | w | m

0Of 0 (O 0 0

11101(0] k=0 10]| L1 = 1,1052 m; = 0,1
ky =10 lb=0 me = 0,1050
ks =0 l3=0 ms = 0,1053
]{34:0 l4:0 m4=(),1105
Au=0 Av =0 Aw = 0,1052

21020 ky=0 (0| L= 1,2214 | m; = 0,1105
]{?2 =0 ZQ = moy = O, 1160
k3:0 13:0 m3:O,1163
k4:O 1420 m4:(),1221
Au=0 Av =0 Aw = 0,1162

300310 ki=01]0] [,=0 | 1,3499 | m; = 0, 1221
k‘g =0 l2 == mo — O, 1282
]{?3:0 l3:0 m320,1286
k4 =0 Z4 = my = O, 1350
Au=20 Av =0 Aw = 10,1285

4010410 ky=0 |0 ;=0 | 1,4918 | m; =0,1350
ko = 0 l, =0 my = 0, 1417
ks =0 I3 =0 ms = 0, 1421
k’4 =0 l4 == my = O, 1492
Au=0 Av =0 Aw = 0,1420

5010510 k=0 10| l3=0 | 1,6487 | m; =0,1492
ky =10 lo=0 mo = 0, 1566
k3:0 l3:0 m320,1570
k’4:0 l4:0 m4:O,1649
Au=0 Av =0 Aw = 0,1569

Uprava zadani 1:
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iz fu]l k Jo] I Jw] m
0 0 |0 0 0
1[01[0] ky=010] ,=0 |0 m =
kQIO lQIO m2:0
k’3:0 l3:0 m3:0
]{34:0 l4:0 m4:0
Au =0 Av =0 Aw =10
2 0,2 0 ]{71:0 0 l1: 0 myp =
kQZO 12: mo =
k4:O 1420 m4:O
Au =10 Av =20 Aw =10
3 0,3 0 k1:0 0 11: 0 my =
k’QIO l2: mo =
]{73:0 l3:0 m3:0
k4:0 14: my =

Au=0 Av =20 Aw =0
410410 k=0 1]0| ;=0 |0| m =0

k’QZO l2:0 m2:0
k3:0 13:0 m3:O
k’4:0 l4: my —

Au=0 Av =0 Aw =0
5 0,5 0 k’1:0 0 l1:0 0 m1:0

k?QZO l2:0 m2:0
k3:0 l3:0 m3:0
k’4:0 l4:0 m4:0

Au=0 Av =0 Aw =0

Uprava zadani 2:

Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce (pfiklad uvadime pouze pro srovnani
vysledku s Eulerovou metodou, hodnoty k, [ a m jsou pro stanoveny pocet desetinnych
mist prilis nizké):

ilae] w | v [ w |
0o 0] 00L | 002 | 0,03
10,1 10,0080 | 0,0191 | 0,0362
2 70,2 0,0062 | 0,0184 | 0,0427
3
4
5

0,3 | 0,0044 | 0,0179 | 0,0496
0,4 | 0,0026 | 0,0175 | 0,0571
0,5 | 0,0009 | 0,0173 | 0,0651
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15.8 Metoda koneénych diferenci

Samoadjungovany tvar: —(xy') + 2%y = —2%. Funkce p =2, p' =1, ¢ = 25, f = —a?
jsou na intervalu < 1,2 > spojité, p > 0, ¢ > 0. ReSeni tlohy tedy existuje a je praveée

jedno. Hledana soustava rovnic je:

2,6907y; —1,3750y, = 1,0273
—1,3750y; 3,4746y, —1,6250y; = —0,1406
—1, 6250y, 4,5258y3 = 5,4336
Resent:
1 10 1 2 3 4
s 1] 1,25 | 1.5 | 175 |2
yi | 11]0,9271 | 1,0671 | 1,5837 | 3
Uprava zadéni 1: Samoadjungovany tvar zistava stejny: —(zy/) + 2y = —a. Funkce

p=uz,p =1,q=2° f=—2? jsou na intervalu < 1;1,5 > spojité, p > 0, ¢ > 0. ReSeni
ulohy tedy existuje a je pravé jedno. Hledana soustava rovnic je:

2.2161y; —1,1500y; — 11,0379
—1, 15001, 2,4249y, —1,2500y;3 = —0,0144
—1, 2500y, 2,6371ys —1,3500y, = —0,0169
—1,3500ys  2,8538y, =  2,8804
Resent:
1 1 2 3 4 5)
1| L1 1,2 | 1,3 | 1,4 |15
m 1,1458 | 1,3055 | 1,4899 | 1,7141 | 2
Uprava zadéni 2: Samoadjungovany tvar zistavd stejny: —(zy) + 2°y = —x?. Funkce
=ux,p =1,q =1 f=—22 jsou na intervalu < 1;2 > spojité, p > 0, ¢ > 0. Reseni

ulohy tedy existuje a je pravé jedno. Hledana soustava rovnic je:

2,2782y; —1,1875ys = 1,0427
—1,1875y,  +2,5477y, —1,3125y3 = —0,0244
—1,3125y, +2,8268y; —1,4375y, = —0,0295
—1,4375y3 +3,1187y, —1,5625y5; = —0,0352
—1,5625y,s +3,4270y; —1,6875ys = —0,0413
—1,6875ys 43,7565y —1,8125y; = —0,0479
—1,8125ys +4,1121y; = 5, 7576
Resent:
70 1 2 3 4 5 6 7 8
x; | 1| 1,125 1,25 1,375 1,5 1,6250 | 1,75 1,875 | 2
yi | 110,9263 | 0,8990 | 0,9255 | 1,0198 | 1,2064 | 1,5302 | 2,0746 | 3
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Samoadjungovany tvar: —(e"”zy’)’ + 23’y = —z%*”. Funkce p = €%, p/ = 2ze”,
g =23, f = —22" jsou na intervalu < 0,1 > spojité, p > 0, ¢ > 0. Resen{ tlohy tedy
existuje a je pravé jedno. Hledana soustava rovnic je:

2,1678y; —1,1510y, = 1,0116
—1,1510y; +2,6389y, —1,4779y3 = —0,0201
—1,4779y, +43,6745y; = 4,2390
Resen:
1|0 1 2 3 4
x; 0] 0,25 0,5 0,75 |1
y; | 11,2897 | 1,5502 | 1,7771 | 2
ﬁprava zadani: Samoadjungovany tvar zustava stejny: —(e”’2y’ ) + x?’ezzy = —g%*.
Funkce p = ™, p/ = 2ze™, q = %™, f= —z2e®” jsou na intervalu < 0,1 > spo-

jité, p > 0, ¢ > 0. Redenf tlohy tedy existuje a je pravé jedno. Hledana soustava rovnic
je:

2,1678y;  —1,1510y, = 1,0116
—1,1510y; 42,6389y, —1,4779y; = —0,0201
—1,4779y, +3,6745y; = 6, 3893
Resent:
110 1 2 3 4
z; |0 0,25 0,5 0,75 |1
y; | 11,6101 | 2,1535 | 2,6050 | 3

Rovnici nemuzeme pievést na samoadjungovany tvar, protoze funkce f(z) = % neni
na intervalu < —1;1 > spojita.

Funkce ap =, a; =0, as = 1, f = 2%+ 1 jsou spojité na intervalu < 0,1 > a funkce
ap(z) # 0 pro vSechna x €< 1,2 >. Déle jsou splnény podminky ag(x) > ¢ > 0, as(z) <0
pro vSechna z €< a,b >. Podobné je oy > 0, ag > 0, B2 > 0, B > 0 |ay| + |51| > 0,
las| + |B2] > 0. Uloha ma tedy prévé jedno feseni a diskrétni aproximace ziskand po-
moci rovnic uvedenych v textu konverguje k tomuto feseni. Z prvni poc¢atecni podminky
vyplyva, ze yg = 1. Ze druhé pocatecni podminky mame 4y, — 16y3 + 14y, = 2 a celkem
tedy hledame feSeni soustavy rovnic:

Yo = 1
20y, —4ly;  +20ys = 25625
2y, —49y, +24ys = 325

4y2 —16y3 +14y4 = 2

Resenim této soustavy ziskame:
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i 10 1 2 3 4
| 1] 1,25 .5 | 1,75 2
y: | 110,0,6113 [ 0,3812 | 0,3025 | 0, 3796

Uprava zaddni: Vzhledem k tomu, Ze v bodé z = 0 nenf splnéna podminka, Ze ag(z) #0
pro vSechna x €< 0,1 >, neni zadand pocatecni iloha metodou popsanou v textu
resSitelna.

Vzhledem k tomu, Ze funkce as(z) = 1 £ 0 pro x €< 1,2 >, nelze pii fesen{ zadané
pocatecni tlohy pouzit metodu popsanou v u¢ebnim textu.

Jsou splnény vSechny podminky konvergence a existence jednoznacéného teseni. 7Z
prvni pocateéni podminky vyplyva, ze —5yo+8y; — 2y, = 1. Ze druhé pocateéni podminky
mame 6y, — 24ys + 20y, = 4 a celkem tedy hleddme feSeni soustavy rovnic:

—5yo0 +8y1 —2y2 = 1
20,0444y0  —41,1513y1  +21,0444y2 = 1,5340
25,3795y1 —53,0091y2  +27,3795y3 = 2,1487
32,3720y2 —68,3065y3  +35,3720y4 =  2,8670

6y2 —24y3 +20y4 = 4

Resenim této soustavy ziskame:

v 0 1 2 3 4
T 0 0,25 0,5 0,75 1
yi | 2,7045 | 2,3273 | 2,0477 | 1,8858 | 1, 8486

Uprava zadani: Jsou splnény vsechny podminky konvergence a existence jednozna¢ného
feSeni. Z prvni pocate¢ni podminky vyplyva, ze —14yg+20y; —dy, = 1. Ze druhé pocatecni
podminky mame 15y, — 60y3 + 47y, = 4 a celkem tedy hleddame Teseni soustavy rovnic:

—14y0 + 20y1 - 5y2 = 1
110,0171yy — 221, 0442y, + 111,0171y, = 1,2052
121, 1403y, — 244, 3206y, + 123,1403y; = 1,4214
133, 4859y, — 270,0618ys + 136,4859y, = 1,6499
147, 1825y; — 298, 5249y, + 151,1825y; = 1,8918

6y2 — 24y3 + 20y4 = 4

Resenim této soustavy ziskame:

v 0 1 2 3 4 )
T; 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
y; | 1,0342 | 1,0362 | 1,0492 | 1,0739 | 1,1108 | 1,1604

Metodu konecénych diferenci v tomto piipadé nelze pouzit, protoze funkce o(x) = %
neni na intervalu < —1,1 > spojita (navic na tomto intervalu neplati o(z) > 0), a nevime
tedy, zda existuje pravé jedno feseni dané tulohy.

Metodu koneénych diferenci v tomto piipadé nelze pouzit, protoze funkce f(z) =
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—— neni na intervalu < 0,2 > spojitd, a nevime tedy, zda existuje pravé jedno feSeni
dané tulohy.
10.15| Po dosazeni do piislusnych vztahu ziskdme soustavu rovnic:

2,1516y; —ys = 1,1250
—y1 42,0920y,  —yz; = 0,2500
—ys 2,0558y; = 2,3750

Jejim fesenim jsou y; = 1,3084, yo = 1,6902, y3 = 1,9774. Spolu s okrajovymi
podminkami méame:

i [0 1 2 3[4
2| 0] 0,5 1 1,5
i | 11,3084 | 1,6902 | 1,9774 | 2

\)

Uprava zadani: Po dosazeni do ptislusnych vztahu ziskame soustavu rovnic:

2,0487y; —y» = 1,0156
—y1 +2,0379y, —y; = 0,0313
—ys +2,0205y; —ys = 0,0469
—ys3+2,0230y, —y; = 0,0625
—yu +2,0179y5 —ys = 0,0781
—ys +2,0139y —yr = 0,0938

—ys +2,0100y; = 2,1094

Jeji feseni je spolu s okrajovymi podminkami uvedeno v nasledujici tabulce:

t |0 1 2 3 4 5 6 7 8
z; |0 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75
v, | 1] 1,1343 | 1,3082 | 1,5005 | 1,6902 | 1,8562 | 1,9773 | 2,0323 | 2

[\]

7?7 DOPLNIT
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16

Dodatky

16.1 Ukazky zadani

1.

Resent:

Pisemna prace z MMNM — 24. kvétna 2006

Pomoci modifikované Newtonovy metody najdéte kladny kofen rovnice
ez cosx — 1 =0 s presnosti 0,01.

Reseni: Interval (0,%). z; = 1,25 = 0.8841, 25 = 0.8697, x4 = 0.8659.
Napiste Banachovu vétu o pevném bodu. Vysvétlete jeji vyznam a vyuziti.
Vysvétlete pojem stabilita ulohy.

Metodou Rungeho—Kutty na intervalu (0; 1) s krokem 0,25 urcete hodnotu u(0.5),
je-li ddno v’ = —2u+v — 2w, v/ = u — 2v + 2w, W' = 3u — 3v 4 5w za podminek
u(0) =0, v(0) =1, w(0) = 2.

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

HER k [ v | l | w | m

0] 0 0 0

10,25 [-1,0020 | %k = —0,75 |1,7808| 1, =0,5 |4,5635| m =1,75
ko = —0, 9375 I, = 0,7188 ms = 2,3750
ks = —1,0195 Iy = 0, 7969 ms = 2,6133
key = —1,3477 l,=0,1,1533 my = 3,6543
Au = —1,0020 Av = 0,, 7808 Aw = 2,5635

2105 |-2,8092 | ki = —1,3356
fey = —1,7634
ks = —1,9330
ky = —26552
Au = —1,8973

Metodou konecnych diferenci feste okrajovou ulohu g, + 1y, — 8z = 0 za podminek
u(z,0) = 23, u(0,y) = 0, u(z, y)|24,2=10 = 102(y + 1), kde oblast Q je vnitin{ ¢dst
¢tvrtkruhu o > 0, y > 0, 22 + y? < 10. Pocéateéni krok volte roven 1.

Rovnici si upravime
0%u
0x?

Pu

Zvolme ¢tvercovou sit

s krokem h = 1.Potom mame hrani¢ni body
©(0,0) = 0,u(1,0) = 1,u(2,0) = 8,u(3,0) = 27,
u(0,1) = u(0,2) = u(0,3) =0,
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= 40,u(3,1) = 60. Jesté potfebujeme znat hodnotu v bodé P, 5. Protoze
= (2.449;2), p(Q) = 73.485, § = 0.449, tak linedrni interpolaci dostaneme

1-73.485 4 0.449 - uy
u =
2,2 1+ 0.449

— 50.697 + 0.310u; 5.

Nyn{ pro 3 vnitin{ uzly sestavime sitové rovnice podle ([13.7), pfitom hraniénf uzly
jsou podtrzeny.

duy g — ugy — Uz — Urp — U2 = —8,
4U1,2 — U1 — U3 — U2 — U22 = =8,
4U2,1 — U1 —U31 — U0 — U22 = —16

a pak priddnim odvozeného vztahu pro us s dostaneme soustavu 4 rovnic o ¢tyfech
neznamych. Po uprave

1 1
Uy = 1(0 +ugy +14upo) — 187

1 1
U1 = Z(Um + U + 60 +8) — 116,

1 1
Uy = 4_1(0 +40 + ug 1 + ug2) — 187

Ug g = 50.697 + 0.310u; 5.

Jejim feSenim je pak

up, = 12.384,
Usy = 30.768,
up g = 25.768,
Ugp = 53.688.

Dalsi postup je pak obvykly, t.j. zmensime krok a opakujeme vypocet az se nam
odchylky v uzlovych bodech ustali.

. Libovolnym zpusobem odhadnéte polohu kofent rovnice:

2562* — 9623 — 19222 + 462 +21 =0

Poté je Graeff-Lobacevského metodou najdéte. Pracujte s P?(x).

Reseni: Nejméné pracny odhad je % = 0,08 < |zg| < AZL.
Posloupnost polynomii pro metodu Graeff-Lobacevského: P%(x) = 256z% —
96x% — 19222 + 462 +21, P! (x) = 65536x* — 1075202 + 5644822 — 101802 + 441,
P?(z) = 4,2950.10%2* — 4,1618.10%2 — 1,0551.10%22 — 53845264z + 194481.
Absolutni hodnoty kofenu jsou: |z1| = 0,9922, |zo| = 0,7096, |z3] = 0,4753,
|24 = 0, 2452
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7. Reste okrajovou tlohu y” + 221/ — 2%y = 2%, y(0) = 1, y(1) = 2 s krokem h = 0, 25.
Doporuceni: Upravte na samoadjungovany tvar a poté pouzijte konecné diference.

Redeni: Samoadjungovany tvar: —(e®’y/) + z3e® y = —a2e” .
Funkce p = ¢, p/ = 2ze™, ¢ = 2?e*”, f = —z2¢® jsou na intervalu < 0,1 >
spojité, p > 0, ¢ > 0. Resen{ tlohy tedy existuje a je pravé jedno.
Hledana soustava rovnic je:

2,1678y; —1,1510y, = 1,0116
—1,1510y; 42,6389y, —1,4779y; = —0,0201
—1,4779y, +3,6745y; = 4, 2390
Resgent:
7 10 1 2 3 4
z; 0] 0,25 0,5 0,75 1
yi | 1] 1,2807 | 1,5502 | 1,7771 | 2
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Pisemna prace z MMNM - 20. ¢ervna 2006
1. Upravte na tvar zarucujici konvergenci prosté iteracni metody, ipravy zduvodnéte
e —r—3=0.
Reseni: Na intervalu (—4; —1) mame iteraéni vztah z = e* — 2.
Na intervalu (0;2) mame iteracni vztah z = In(x + 2).

2. Metodou koneénych diferenci s krokem h = 1 TeSte okrajovou tlohu

32%(x,y)_+_5QU(w,y)

2 e —xyu(z,y) =z + ¥,

4

U(O,y) =Y, U(l’, 0) = 07 U(I’,y)|y+%x:4 = y(l + JZ)

Sestavte soustavu sitovych rovnic. Zduvodnéte Tesitelnost soustavy. Soustavu pak
uz feSit nemusite.

Reseni: Mame parcidlni linedarni diferencialni rovnici eliptického typu

P*u O*u
_@ — 8_3/2 —|—U(£L’,y)u = f(l',y),

kde o(z,y) > 0,0, f jsou spojité na zadané oblasti.

Vytvoifme si sit
2 =0+ih, i=0123 h=1,

yJ:O+jh7 j:07172a374'
Uzly jsou pak body (z;, ;). Dosadime do soustavy

2 2
(4 +h Jij) Ujj — Uig1,j — Ui—1,j — Wij+1 — Wij—1 = h” fij.

Matice soustavy je diagonalné dominantni a proto muzeme pouzit i iteracni metody
feSeni. Je tieba jesté dopocitat hranic¢ni uzly podle vztahu

ho(Q) + 0u;—1,
h+9 ’

uij =

U2 = 4
U271 = 2.6 + 0.216171.

(Ad4+1)urg —upg —urp — U2 — Uy = —2.
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Po vyteseni dostaneme

<
—~
K
NP

NN~ P~ B~ OO O
N — O N~ O N RO
=
W RN WD = OOO

[\)

3. Vysvétlete princip a pouziti Richardsonovy extrapolace.

4. Popiste algoritmus Schurovy metody pro uréeni kofene polynomu, napi. pro 41° —
8% + 9y — 18 = 0.

5. Pomoci metody Taylorovy fady najdéte feseni tlohy
y'+ay+y=0,
y(0) =0, y((0)=1

ResSeni:Rovnici si upravime na tvar

1/ _

y'=—zy —y. (16.1)
Dosazenim pocatecnich podminek dostaneme
y"(0)=-0-1-0=0.
Dale derivaci postupné dostavame

"

y" = —ay" =2y,
y"v) = —ay” — 3y,
yV) = —ayV) — g
Postupnym dosazovanim uz znamych pocatecnich podminek dostavame
y"(0)=-0-0—2-1= -2,
y V) =0, yV) =8, ...

Dosazenim vypocitanych hodnot do Taylorovy fady

y// 0 y/// 0
y(@) = u(0) 4y O+ L002  LO0 oy
dostaneme
2P
y(x)—x—g%—ﬁjt...,

coz je nami hledané feseni rovnice v okoli bodu 0.
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6. Ovétte, ze Teseni tlohy

—y" +o(z)y = f(2),
yla) =a, y(b) =0,
)

pro o(z) > 0, minimalizuje na intervalu [a, b, a < b, funkciondl

1

b
F(w) = 5/ ([w’(x)]2 + o(x)w?(z) — Qw(m)f(m))dx

Reseni: Necht w(z) = y(z) 4 (x), kde y(z) je feSenim nasf okrajové tlohy. Potom
po dosazeni mame po uprave

b b
F(w) = F(y)+/ (5’y'—|—50y—5f)dm+%/ ([ + o) dx. (16.2)

Prvni ¢len prvniho integralu integrujeme “per partes”
b ! / " b
U= u' = b
/ €/y/d5(]= ‘ v/_y/ Y :8y/|a_/ 8y”d:)3:
a _ a

b
— (b)Y (b) — e(a)y/(a) — / cy'd.

Takze cely prvni integrél z ((16.2) si pfepiSseme na tvar

£(0)y (b) — £(a)y/(a) + / S~y + oy — f)de

a cely tento vyraz je roven nule, nebot y je feSenim nasi tlohy a e(a) = (b) = 0,
protoze ¢ = w — y a funkce w a y splnuji tytéz okrajové podminky. Takze z ((16.2])
mame

1

F(w) = F(y) + 5/ ([6'(x)]2 + 052)dx > F(y).

Takze y skutecné minimalizuje funkcional F' v mnoziné dostatecné hladkych funkei
w(x) spliujicich tytéz okrajové podminky.

Navrhnéte postup pro feseni parcidlni diferencidlni rovnice parabolického typu.
Stanovte podminky, které Vam budou zarucovat konvergenci.
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Pisemna prace z MMNM - 6. 5. 2009 (A)

Hodnoceni: 60 bodu (za kazdy piiklad 10 bodu)
Povolené pomaucky: kalkulacka, 1 list formatu A4 popsany vlastnimi poznamkami
Resend vypracujte tak, aby bylo v kazdou chvili zrejmé, jaky je smysl uvddénijch hodnot, co
a kam dosazujete, co s ¢im scitdtde, odecitdte apod. Logické skoky museji byt vysvétleny.
Pokud v resent pouzivdte graf funkce, ktery jste ziskali z kalkulacky, prepiste jej na papir
a ukazte, jak byste jej ziskali bez pouZziti kalkulacky. Pokud budete pouzivat kalkulacku,
prizpusobte tomu prosim své teseni. Hodnoceno bude pouze to, co je uvedeno na odevz-
dangjch listech.

1. Definujte maticovou a vektorovou normu. Za jakych podminek bude maticovda norma

souhlasné s vektorovou normou.

2. Dokazte, ze kazda algebraicka rovnice lichého fadu ma aspon jeden realny koren.

3. Je dana parcidlni diferencialni rovnice

’u  J%*u

922 "o 0

v oblasti Q2 = {(z,y) : x € (0,1),y € (0,1)y < x} s okrajovou podminkou

—zt prox € (0,1),y =0
wr,y) = —y'+6y>—1 proye (0,1),x=1
4ot proz € (0,1),y ==z

Oveérte podminky existence a jednoznacnosti feseni. Rovnici feste metodou koneénych
diferenci s krokem h = 0,2. Ovéite podminky konvergence a sestavte soustavu
sitovych rovnic. Samotnou soustavu jiz fesit nemusite.

4. Libovolnou metodou urcete feseni soustavy s presnosti ¢ = 0.001 (pokud teSeni
existuje)

4+ +204+3 = 0,
2yt —4y—5 = 0.

5. Metodou kone¢nych diferenci feste nasledujici okrajovou tlohu:
y'+y=1, y(0)=0, y(r/2) =1
Ulohu feste s krokem h = /6.
6. Je dana pocatecni uloha:
y =2 =2 y(-1)=1.

Metodou prediktor-korektor ¢tvrtého fadu s krokem h = 0,2 urcete y(0).
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Pisemna prace z MMNM - 6. 5. 2009 (B)

Hodnoceni: 60 bodu (za kazdy piiklad 10 bodu)

Povolené pomaucky: kalkulacka, 1 list formatu A4 popsany vlastnimi poznamkami
Resend vypracujte tak, aby bylo v kazdou chvili ziejmé, jaky je smysl uwvddéngjch hodnot, co
a kam dosazujete, co s ¢im scitdtde, odecitdte apod. Logické skoky museji byt vysvétleny.
Pokud v resent pouzivdte graf funkce, ktery jste ziskali z kalkulacky, prepiste jej na papir
a ukazte, jak byste jej ziskali bez pouZziti kalkulacky. Pokud budete pouzivat kalkulacku,
prizpusobte tomu prosim své teseni. Hodnoceno bude pouze to, co je uvedeno na odevz-
dangjch listech.

1.

2.

Definujte normu. Jaky je vztah mezi normou a metrikou?

Dokazte, ze kazdy polynom lichého fadu s realnymi koeficienty ma aspon jeden
realny koten.

. Je dédna parcidlni diferencialni rovnice

_Pz Pz
ox2  Oy?

v oblasti Q2 = {(z,y) : x € (0,1),y € (0,1)y < x} s okrajovou podminkou

—z* prox € (0,1),y =0
Zz,y) =4 —y'+6y° =1 proy€(0,1),z=1
4ot proz € (0,1),y ==

Oveérte podminky existence a jednoznacnosti feseni. Rovnici feste metodou koneénych
diferenci s krokem h = 0,2. Ovéite podminky konvergence a sestavte soustavu
sitovych rovnic. Samotnou soustavu jiz fesit nemusite.

Libovolnou metodou urcete teseni soustavy s presnosti ¢ = 0.001 (pokud feseni
existuje)

P20 —-3 = 0,
P4y +5 = 0.
Je dédna pocatecni tuloha:

y =2 =2y% y(-1)=1.

Metodou prediktor-korektor ¢tvrtého fadu s krokem h = 0,2 urcete y(0).

. Metodou koneénych diferenci feste nasledujici okrajovou tlohu:

y'+y=1, y(0)=0, y(r/2) = 1.

Ulohu feste s krokem h = /6.
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