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Diferencialni rovnice a jejich pouziti v elektrotechnice 7

1 Vstupni test

Dtive, nez se ponotite do studia diferencialnich rovnic, projdéte si nasledujici test. Pokud
vam TeSeni nékterych iloh bude délat problémy, je nanejvys vhodné si piislusné téma
zopakovat.

1.1 Priklady vstupniho testu
Piiklad 1 Je ddna funkce

Vypoctete
a) f(2), 0) f(2t), ¢) f(—=).

Piiklad 2 Zderivujte ndsledugici funkce jedné proménné (nemusite se snazit vysledek jak-
koli upravovat)

3 2
a)y = 2x3—f+5—3\/5——+—, b)y=e"sin2z, c)y=
T

4 NG
Priklad 3 Vypoctete nasledugici neurcité integrdly

1 1
a) [(2*+3z—1)dz, b)/( — —) dz, ¢) [ze=dz, d) [te’” dt, €) [(2zy—z)dy
(pozor na proménnou!).

cos 2 1
d)y=————.
Dy In(x2? + 1)

r—1 x?
Priklad 4 Vypoctéte ndsledujici urcité integraly
a) f12(23: —1)dz, b) ff/z cost dt.

Priklad 5 Vypoctéte parcialni derivace proniho vddu podle vsech promeénngch, na kterych
zadand funkce zdvisi

. +y+ 2
a) f($7y> = 952y3 —r+ysinz, b) g(x,y’ Z) = u
y+1
Priklad 6 Ovérte, Ze funkce y = - 5 je resenim diferencidlnd rovnice (x —2)y' +y = 1.
x R

Piiklad 7 Najdéte obecné reseni diferencidlnich rovnic
a) r+yy =0. b)y + 2y =xe™ .

Piiklad 8 Najdéte resend poédtecni tilohy v — ytgx = (0) =2.

cosz’

Priklad 9 Najdéte obecné reseni diferencidlni rovnice

v+ 8y + 15y =0
a reSent vyhovugici pocatecnim podminkdm y(0) = 4,1/(0) = 0.
Piiklad 10 Overte, Ze funkce u(x,y) = arctg £ sphiuje rovnici

@4_ %—0
Tor y(?y_'
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1.2 Reseni vstupniho testu
2t — 1 —x—1

;)
482 + 1 2 +1

1 3 3 1
Pi.2a) y =62 — = — :b) ¥y = —e T sin 2z + 277 cos 2x;

TN RN

PE. 1 ) %; b)

, —2z%sinax? — cos z? ) 27
C)y = 2 7d)y = - 2 2/ 9
x (22 +1)In"(22 4+ 1)
3 3, 1 o 1, )
Pt. 3 a) §+§x —z+cb)Injr—1|+—+c¢c) —ze ¥ —e T 4¢; d) 3¢ oyt —ay+e
T
Pi. 4 a) 2; b) sinz — sing
af af , dg 1 09 1—x2—22
Pi. 5 a) == =2zy° — 1 = = 327y 0 0) A A e
. 5a) e xy + ycosz, By 7Y~ + sinz; )ax ESRy TSR
dg = 2z
0z y+1
x? )
Pi. 7 a) y2+$2:c;b)y:(3+c)e‘x
2
Pi. 8y = L
cos

Pt. 9 Obecné feseni je y = c1e 3% + cye ™%, feSeni pocatecni tlohy je y = 4e™3% — 3e=*
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2 Obycejné diferencialni rovnice
prvniho radu

2.1 Cil kapitoly

Cilem této kapitoly je nendsilné navazat na ucivo, se kterym se studenti seznamili jiz
v prvnim ro¢niku bakalédiského studia. Nejprve pfipomeneme nékteré zakladni pojmy
tykajici se diferencialnich rovnic obecné. Pak probereme feseni jednoho specidlniho typu
diferencialnich rovnic prvniho fadu, tzv. exaktnich rovnic, a ukdzeme postup, kterym se
nékteré rovnice daji na rovnice exaktni prevést.

2.2 Malé opakovani

Drive, nez se pustime do probirani novych typu diferencidlnich rovnic, bude asi uzitecné
pripomenout, co je to vubec diferencialni rovnice a jak muze vypadat jeji feseni. Protoze
se jedna skutecné o pouhé ptripomenuti, nebudeme zde rozepisovat presné definice. Ty
necht si étenai najde napi. ve skriptech pro druhy semestr.

Obycejna diferencialni rovnice je rovnice, ve které se vyskytuji derivace nebo dife-
rencidly nezndmé funkce (ptipadné vice neznamych funkcei) jedné redlné proménné.

(Na rozdil od parciélni diferenciélni rovnice, ktera obsahuje parcialni derivace hledané
funkce.)

Obycejné diferencidlni rovnice jsou napiiklad

zy +y =sinz, (rl)
(x +1)dx + z(y — 1)dy =0, (r2)
v +2 +y == (r3)

Prvni dvé rovnice jsou prvniho tadu, zatimco tfeti rovnice je fadu druhého, protoze
nejvyssi tad derivace v ni obsazeny je 2.
Rovnici obsahujici 4/ 1ze snadno prevést na tvar obsahujici diferencidly dx a dy a naopak.

K tomu si staci uvédomit, ze y' = d—y Napiiklad rovnice (rl) se dd zapsat jako
x

zdy + (y —sinz)der =0

a rovnice (r2) jako
r+1+2z(y—1)y =0.
Resenim diferencidlni rovnice na daném intervalu I nazjyvame funkci, kterd méni

rovnici v identitu, pokud ji dosadime za neznamou funkci.

Muzete sami ovérit, ze FeSenim rovnice (rl) na libovolném intervalu neobsahujicim nulu
, 3 cos
je napft. funkce y = — .

To je ovSem jen jedno z mnoha feSeni této rovnice. Z hlediska terminologického nazyvame
kazdé konkrétni feseni partikularnim resenim.
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1
Obecné feseni nasi rovnice je y = — (c—cosx), kde ¢ € R je libovolnd konstanta. (Opét
x
muzete ovérit nebo — jesté lépe — toto feseni najit vypoctem.) Kterékoli partikuldrni feseni
rovnice (rl) dostaneme z jejtho obecného feseni vhodnou volbou konstanty c.

Ne vzdy se feseni diferencidlni rovnice podaii vyjadrit ve tvaru y = f(z), tj. explicitné.
Casto feseni dostaneme dostaneme v uzavieném tvaru jako rovnici F(z,y) = 0, tj. v
tzv. implicitnim tvaru. Z rovnic, se kterymi jste se zatim setkali, je toto bézné u rovnic
se separovanymi proménnymi, jako je napi. (r2). Reseni této rovnice je

y?
3—y+x+ln|x|+c:0
(opét ovéite nebo Feseni piimo najdéte).

/o v v

rencialni rovnice, které vyhovuje zadané pocatecni podmince

y(o) = Yo

Pti teseni takovéto pocatecni tlohy pak vétsinou postupujeme tak, ze nejprve najdeme
obecné Teseni diferencialni rovnice, obsahujici parametr c. Jeho konkrétni hodnotu zjistime
dosazenim pocatecni podminky do obecného feseni a nalezenim c¢ jako kofene vzniklé
rovnice.

Jind ¢ast matematiky (numerickd matematika) se zabyvé, mj., pribliZznym nalezenim
feseni diferencidlni rovnice, které vyhovuje zadané pocateéni podmince, pomoci ruznych
vypoétovych schémat (algoritmu). K nejzndméjsim algoritmum patii tzv. Eulerova me-
toda.

2.3 Exaktni rovnice a integrac¢ni faktor

Exaktni rovnice jsou specialnim typem obycejnych diferencidlnich rovnic, ktery velmi tzce
souvisi s totalnim diferencidlem funkce dvou proménnych. Proto nejprve pripomeneme,
jak totdlni diferencial vypada.

M4-li funkce 2z = f(z,y) spojité parcidlni derivace prvniho fddu v néjaké oblasti Q C R?,
pak ma v ) totalni diferencial dz, ktery je roven

of of
. 2.1
dz dz + y dy (2.1)

Priklad 2.1 Totdlni diferencidl funkce f(x,y) = 2%y je df = 2xydx + 2% dy.
Predstavme si nyni, Ze mdme 1esit diferencidlni rovnici

2vydr +22dy =0, tj. df =0.

Turdime, Ze obecné reseni této rovnice je

w*y =c neboli  f(z,y) =c.
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Nevéerite? Tak se na to znovu podivejme:

Jestlize se omezime jen na ty body (x,y), pro které je f(x,y) = ¢ (c € R je konstanta),
pak df = de =0, tj. rovnice je splnéna.

(Jestli jeste pordd nevérite, vyreste rovnici sami jingm zpusobem — je to rovnice se sepa-
rovanymi proménnymi.)

2.3.1 Definice exaktni rovnice

Vidéli jsme, ze diferencidlni rovnice tvaru df = 0 ma teseni, které se da pékné popsat
rovnici f(x,y) = ¢, a proto si tato rovnice zaslouzi vlastni jméno:

Definice 2.1 (Exaktni rovnice)
Diferencidlni rovnice

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (2.2)

se nazyvd exaktni diferencidlni rovnice, jestlize vyraz na jeji levé strané je totalnim
diferencidlem néjaké funkce f v néjaké oblasti @ C R2. Funkci f nazjvdme kmenovou
funkct.

V piikladu 2.1 jsme méli jednoduchou préci, protoze jsme kmenovou funkci f predem znali.
To ale rozhodné neni typicka situace. Proto se nyni budeme zabyvat dvéma otazkami:

e Jak pozname, Ze je néjaka rovnice exaktni?
e Vime-li uz, ze exaktni je, jak najdeme kmenovou funkci f, pomoci niz je dano reseni?
Odpoved na prvni otdzku davéa nédsledujici véta.

Véta 2.1 Necht M a N jsou funkce dvou proménnijch, které jsou spojité a maji spojité
parcidlni derivace pruniho vddu v néjaké obdélnikové oblasti R = {(x,y) E R* 1a < z <
b,c <y <d}, kde a,b,c,d jsou konstanty. Pak vijraz

M (z,y)dx + N(z,y)dy

je totalnim diferencidlem néjaké funkce f prdave tehdy, kdyzZ v uvedené oblasti plati

oM  ON

_— = 2.3

oy ox (2.3)
Nebudeme provadét dukaz tohoto tvrzeni, ale presto se u podminky (2.3) na chvili za-
stavime, abyste vidéli, ze jen tak ,nespadla z nebe“.

Jestlize existuje funkce f, pro kterou plati df = M(z,y)dz + N(z,y) dy, znamen4 to, ze

of af

%_M(a) a ay_N<x7y)
Teqy M _ 0 (ofN_of o . o ON_ 9 (0f\_ &f
Y Ty Ty \or) T ayor MY Tar T ar\ay) T ooy
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Protoze funkce M a N maji spojité parcidlni derivace prvniho radu, ma funkce f spojité
parcidlni derivace druhého tadu, a tedy musi platit

2 o oM _on
dydx  0xdy oy Oz’

neboli

Priklad 2.2 Rozhodnéte, zda jsou zadané diferencidlni rovnice exaktni.
a) 2zydr + (22 —1)dy =0
b) (e —y)dx + 2%e¥dy =0

Reseni:

a) M(z,y) = 2zy, N(z,y) = 2> — 1.

oM 5 ON 5 oM  ON N o Kini

— =2r, — =2 —_— = rovnice je exaktnt.

oy " Ox oy Ox J

b) M(z,y) =™ —y, N(z,y) = 2’e.

oM - ON oM  ON . , ,
— =z -1, — =21 = — #— = rovnice neni exakini.
dy ox dy ox

2.3.2 Nalezeni kmenové funkce

Nyni se zamérime na problém, jak najit kmenovou funkci f. Postup jejitho hledani ukazeme
nejprve obecné a pak na nékolika piikladech.

Mé¢jme diferencialni rovnici
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0,
o které vime, ze je exaktni, tj. ze
oM _on
Ay ox
Hledame funkci f, pro kterou plati

df = M(z,y)dz + N(xz,y)dy neboli ?:M(Jc,y) a g—f:]\/(x,y).
x Y

Vime, ze derivace f podle x je rovna M, a proto muzeme integraci M podle z (tj. y pro
tento moment povazujeme za konstantu) f najit:

fay) = / M(x, ) d + g(y).

kde g(y) je funkce zavisld pouze na y, kterd zde hraje roli integracni konstanty. (Uvédomte
si, ze kdyz libovolnou funkci zdvisejici pouze na y zderivujeme podle z, dostaneme nulu.)
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Na druhou stranu také vime, ze derivace f podle y méa byt rovna N(z,y). To znamena,
ze

o= ([ M ow) =5 [ a5 =N,

Odtud dostaneme rovnici
0

ze které zatim neznamou funkci ¢ najdeme integraci podle y. Tim je kmenova funkce f
nalezena.

Poznamka 1. Mozna se vam zda divné, ze napred zduraznujeme, ze funkce g zavisi pouze
na y, a za chvili napiseme, ze ¢'(y) = N(x,y)—- - -. Na prikladech vsak uvidite, ze v pravé
strané rovnice (2.4) se vSechny vyrazy obsahujici x vzdy odec¢tou a zbude tam opravdu
pouze funkce proménné y, obcas dokonce jenom konstanta.

Ukézeme nyni, pro¢ tomu tak je. Vypocteme derivaci vyrazu na pravé strané (2.4) podle
x:

a% (N(:L“,y) - (%/M(x,y) dx) - %—JZ - % ((%/M(a:,y) d:):) -

ON o (0 ON oM
—%—a—y(?/M@’y)dx)—%—a—y—o-

To znamend, ze N(z,y) — a% [ M(z,y) dz nezévisi na .

Poznamka 2. Cely postup hledani f se dal provést i z opa¢ného konce. Napred muzeme
vyjadrit f pomoci integralu z funkce N podle y:

fley) = / N(z,y)dy + h(z)

Pak vyuzijeme toho, ze derivace f podle x musi byt rovna M. Z toho dostaneme rovnici
pro funkci h:

% (/N(x,y)derh(ﬂ?)) = %/N(m,y)dy+h’(9€) = M(z,y),

ve které se v tomto piipadé musi odecist vSechny cleny obsahujici y.

Priklad 2.3 Najdéte obecné reseni diferencialni rovnice
2vydz + (2 — 1)dy = 0.

Reseni: O zadané rovnici jiz z prikladu (2.2) a) vime, Ze je exaktni. Ezistuje proto funkce
f, pro niz plati df = 2xydz + (2% — 1) dy neboli
of _ of

2vy o @ — =az2—1.

ox oy
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Z rouvnice g—i = 2xy integraci podle x dostdvdame

fla,y) = 2%y + g(y).
Pro tuto funkci f musi ddle platit, Ze 3—5 =122 — 1. Tedy
9 2 2 / 2 /
a—y(:r y+9Ww)=2"+g@W=2"-1 = 4gu=-1 = g =-y

2

(Vsimnéte si, Ze x* se v rovnici pro g opravdu odecetlo, presné jak jsme v pozndmce 1

slibovali.)
Kmenovd funkce f je tedy f(z,y) = 2’y — y a obecné Fesend zadané diferencidlni rovnice

je 2y —y = c.

Rovnice v tomto piikladu byla zaddna piimo ve tvaru (2.2). Vzdycky to tak ale byt
nemusi.

Priklad 2.4 Najdéte obecné reseni rovnice
y(1 —2%)y = zy* — cosxsinx
a pak resent vyhovugici pocdatecni podmince y(0) = 2.

Resend: Zadand rovnice nend Zddného z diive probranych typi (separovatelnd ani linedrni).
Prevedeme ji na tvar M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 a podivame se, jestli je exaktni:

d
y(l— x2)—y =2y® —coswsiny = (coszsinz —ay?)dz +y(1 —2*)dy = 0.

dx
Tedy M(z,y) = (cosxsinz — xy?) a N(z,y) = y(1 — 2?).
oM ON o .
— = 2xy=— = rovnice je exakind.
oy ox
Budeme hledat funkci f, pro kterou plati
of af

= (coswsinw — zy®) a =y(1 —2?).

ox Jy

Protoze se zda, Ze bude pohodinéjsi integrovat N podle y nez M podle x, pouzijeme postup
naznaceny v pozndamce 2.

of

gy =V =) = J@y) =5 (=) +h(),

Vime, Ze derivace f podle x musi bijt rovna M(x,y) = coswsinz — zy?. Tedy

2
(% <% (1—2%)+ h(a;)) = —ay* + b (x) = coswsinz — 27°
Odtud h(zr) = cosxsinz,
/ 21,
= [ tdt=—=—sin"z.
2 2

t = sinx

h(z) = /Cosxsmxdx:’ U — coszdr
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Kmenovd funkce f je f(z,y) = % (1—2?) + %sian a obecné Tesent zadané rovnice je

2
1
%(1—$2)+§sin2x:cl

nebo v (1 —2?) +sin’x =¢, kde c = 2c,.

Nyni najdeme teseni vyhovujici pocdteéni podmince y(0) = 2:
22(1 - 0% +sin’0=c = c=4.

Hledané resent je y*(1 — x?) +sinz = 4.

2.3.3 Integracni faktor

Vratme se ted k exaktni rovnici, se kterou jsme v pifkladu 2.1 zacinali, tj.
22y dx + 2*dy = 0.

Pii pohledu na ni ¢lovéka muze napadnout: ,Co kdybych ji vydeélil 7 Tim se prece
zjednodusi!“ U¢inme tak:

2ydr+2xdy =0

Rovnice je skutecné na pohled jednodussi, ale zato prestala byt exaktni.

ON

oM
Pro novou rovnici je  M(x,y) =2y, N(z,y) =z, atedy — =2#1= e
x

oy
Jestlize se puvodné exaktni rovnice vydélenim néjakou funkei ,,odexaktnéla“, nemohla by
neexaktni rovnice vynasobenim vhodnou funkei ,,zexaktnét “? Pokusme se takovou funkci
najit. Oznacime ji jako pu(z,y) a budeme ji fikat integraéni faktor.
Hledédme tedy funkei pu(z,y) (predpokladdme p(z,y) # 0), pro kterou by rovnice

pl, y) M (z, y) do + p(z, y)N(z,y) dy = 0
byla exaktni, tj. pro kterou by platilo

0

5y e )M () = 5 ()N o)

Pouzitim vzorce pro derivaci sou¢inu dostaneme

Oy OO0 N

= R 2.
oy G oy ox G ox (25)

Zda se, ze jsme se dostali z blata do louze. Rovnice (2.5) je parcidlni diferencidlni rovnice
pro neznamou funkei p a vyftesit ji muze byt stejné obtizné jako vyfesit puvodni neexaktni
oby¢ejnou diferencidlni rovnici. V nékterych specialnich ptipadech vsak funkci u prece
jenom najdeme.
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2.3.4 Integracni faktor jako funkce jedné proménné

Pokud predpoklddame, ze funkce p zdvisi pouze na jedné proménné, rovnice (2.5) se
zredukuje na tvar, se kterym uz si poradime.

Nejprve hledejme funkei zavislou pouze na proménné x, tj. u = pu(x). V tomto pripadé je
9 —0az (2.5) dostaneme

Jy
oM ON , B OM  ON
) S = ) N pla) S u(l’)-N—M(ﬂf)(ay ax)
oM ON
W) oy T e
a nakonec = .
p(w) N

Aby tato rovnost mohla byt splnéna, musi vyraz na pravé strané zaviset také pouze na
x, tedy

oM _ oN
dy ox

N

Tim se rovnice (2.5) znaéné zjednodusila:

= a(x).

To je rovnice se separovanymi proménnymi a jsme schopni ji vytesit:

dp
L

Protoze nam jde o nalezeni jedné konkrétni funkce u, nikoli vsech moznych, muzeme
konstantu ¢ zvolit, napt. ¢ = 1. Tim méme

Oé(l') dx = 111|,U,‘ = /Og(aj‘) dz + ¢ = ,u:c_efoz(x)dm.

,u(x) _ efa(x) dx'

Podobné by se postupovalo pii hledani integracniho faktoru u zéavislého pouze na proménné
y (zkuste si to sami).
To, k cemu jsme zatim dospéli, muzeme shrnout v nasledujici véte.

Véta 2.2 Necht je ddna rovnice

M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0. (2.6)
OM _ ON ON _ oM
Je-li % = a(x), resp. % = B(y), pak vyndsobenim rovnice (2.6) in-

x

tegracnim faktorem p(z) = el @ resp pu(y) =l PO W dostaneme rovnici exaktni.

Integracni faktor 1ze nalézt i v nékterych dalsich pripadech, ale o tom zde mluvit nebu-
deme. Nyni ptichazi to, na co jste se urcité nejvic tésili — priklady.
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Piiklad 2.5 Najdéte obecné teseni rovnice
(zy +y* +y)de + (z +2y)dy = 0

Reseni: Mdme M(x,y) =xy+y>+y, N(x,y)=x+2y.

oM o1 ON I oM  ON N .  oxaking
— =z , — =1, — #— rovnice neni exaktni.
oy Y ox oy or
Zkusime, jestli se nam podari najit integracni faktor p jako funkci pouze promenné x:
Gy e w+2y+1-1 _1
N T+ 2y

Zddné y se v tomto virazu po Upravé nevyskytuje, a proto mizeme najit integracni faktor.
V nasem pripadé je a(x) =1, a tedy

p(x) = el 147 = o
Zadanou rovnici nalezenym integracnim faktorem vyndsobime:
e (zy +y° +y)de +e(x + 2y)dy = 0

Muzeme se presvédcit, Ze tohle uz exaktni rovnice je.
Nyni je M(z,y)=e"(vy+y*+y), N(z,y)=e"(z+2y).

oM ON OM  ON
—— =" 2y +1), — =¢" 2 Tol=e" 2y + 1 — =
9 e“(x+2y+1), o e’(x +2y) +e (v +2y+1) = 9y~ ox

Najdeme kmenovou funkci f. (Pokud jste snad zapomnéli, jednd se o funkci, pro kterou
plati % =M a g_;j = N.) Na pruni pohled je ziejmé, Ze bude méné pracné nalézt f
integrovanim N podle y neZ integrovanim M podle x.

[, y) = /em(ﬂf +2y) dy = e”(xy + y°) + h(x).

Nyni vyuzijeme toho, Ze musi platit % =e"(xy +y? +y):

% (e"(zy +y*) + h(z)) = (ay + y°) + "y + W'(z) = e"(zy + v° +y) + I/ (2)

ey +y'+y) + W (@) =c"(ay+y*+y) = N(@)=0 = h)=0.
Kmenovd funkce je tedy f(x,y) = e*(xy + y?) a obecné Feseni zadané rovnice je

e (xy +y°) = c.
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Piiklad 2.6 Najdéte reseni pocdatecni ulohy
(2zy* —y)dz + (¥ +x+y)dy=0,  y(0)=1.

Reseni: Nejprve najdeme obecné teseni zadané rovnice. Sami se presvédcte, Ze rovnice
neni Zddného z drive probranych typu. Prozkoumdme, jestli existuje integracni faktor jako
funkce pouze promenné x:

oM aN: %—]yw—%—];_ doy — 2

— =4y -1, — =1, = .

dy Y Ox N v4+r+y
Posledni vyraz zavisi na proménné y, integracni faktor typu p(x) proto nenajdeme. Nyni
to zkusime s u(y):

ON oM

o oy  1—(day—1) 2(1—-2xy) 2
Mo 2w —y yQRey-—1) oy
To je funkce pouze proménné y a integracni faktor u(y) je proto
- _ 1
,Lt(y) _ e./ —idy _ efQIn\y| _ elny 2 _ y72 _ E )

(Jestli ted uzasle hledite na ipravy provedené pri vipoctu u(y), osvéite si prosim v paméti,
Nz =2 prox >0.)
Rovnice vyndsobend integracnim faktorem p(y) je

1 1
(2:5——) dm+<1—|—%+—> dy = 0.
) ) Y

Ovérte sami, Ze se jednd o rovnici exaktni (tim v podstaté udélate zkousku, Ze jsme se pri
hledant integracniho faktoru nedopustili Zadné chyby).
Budeme hledat kmenovou funkci f.

0
%zQx—i = f(fb,y):/(Qm—é)dx:xQ—g‘FQ(y)‘
of

dy y: oy dy

ze e

Kmenovd funkce je f(x,y) = 2% — , Ty+n ly| a obecné Teseni zadané rovnice je
x2—§+y+ln|y| =c.

Najdeme konstantu c tak, aby reseni vyhovovalo podmince y(0) = 1:
02—$+1+1n1:c = c=1

Resend zadané pocédtecénd ulohy je tedy

x
$2—§+y+ln|y|:1.
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2.4 Shrnuti kapitoly

V této kapitole jsme nejprve pripomnéli, jak vypadd diferencidlni rovnice, co je jejim
feSenim, jak muze feseni vypadat a jaky je rozdil mezi obecnym a partikularnim fesenim
dané diferencialni rovnice. Dale jsme se vénovali tzv. exaktnim rovnicim. Ukazali jsme, jak
pozname, jestli je néjaka rovnice exaktni, a jak takovou rovnici vytesit. Nakonec jsme se
zabyvali problémem, jak rovnici, ktera pivodné exaktni neni, na exaktni rovnici prevést.
Ptedvedli jsme, ze rovnice, které vyhovuji urc¢itym podminkam, lze vynasobenim tzv.
integracnim faktorem na exaktni rovnici upravit.

2.5 Cviceni

Piiklad 1 U kazdé rovnice rozhodnéte, zda je exaktni. Pokud ano, najdéte jeji obecné
resent.

a) 2z —1)dz+ 3y +7)dy =0
b) (siny — ysinz)dzr + (cosz + xcosy —y)dy =0
¢c) (z+y)(zx—y)dr+2(r—2y)dy =0
2 x?
d) —dr — —=dy=0
4 y y?
e) (1 —2z% — 2y)y = 42° + 4wy

f) (1—|—lnm+§) de=(1+1Inz)dy

Reseni. a) 22 — z + gyz +T7y=c¢; b) xsinx +ycosz — %yz = ¢; c¢) neni exaktni
d) %2 =c; e)—z* —22%y +y —y* = ¢; f) neni exaktni
Piiklad 2 Najdéte reseni pocdatecnich loh
a) (€ +y)dr + 2+ +ye?)dy =0, y(0) =1
b) —3y2y§ oy 57 =0 (=1
x? 3 5

Reseni. a) e’ +ay+ 2y +ye¥ —e¥ =3; b) F_ﬁ:_z
Y Y

Priklad 3 Najdéte hodnotu konstanty k, pro kterou bude zadand rovnice exaktni
(y® + kay? — 2x) dz + (3xy? + 2022%y3) dy = 0

Reseni. k& = 10
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Piiklad 4 Najdéte integracni faktor, pomoci néjz lze zadanou rovnici prevést na rovnici
exaktni. Pak najdéte obecné resSeni rovnice.

a) 6xydz + (4y + 92?) dy = 0
b) (zy +y*+y)de + (x +2y)dy =0

Reseni. a) u(y) = y?, obecné fedent je 322y° + y* = ¢
b) u(z) = e®, obecné fesen je zye® + y?e” = ¢
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3 Neékteré typy obycejnych diferencialnich rovnic
prvniho radu

3.1 Cil kapitoly

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenédre s nékterymi vybranymi typy diferencidlnich rov-
nic, jmenovité s rovnici Bernoulliovou, Riccatiovou a Clairoutovou, a predvést feseni di-
ferencialnich rovnic pomoci Picardovy metody postupnych aproximaci.

3.2 Bernoulliova rovnice

Diferencidlni rovnice tvaru

y' = a(z)y + b(z)y", (3.1)

kden € R, n # 0 a n # 1 se nazyva Bernoulliova rovnice. Je-li n rovno 1 nebo 0, jde
vzdy o linedrni diferencidlni rovnice. Jejich feseni jiz umime najit.)
Vsimnéte si, ze pro n > 0 ma rovnice vzdy tzv. trividlni feSeni y = 0.

Rovnici (3.1) muzeme fesit ruznymi metodami. Lze napf. pouzit substituci za y'~", ale
my zde predvedeme jiny zpusob, ktery by vam mél byt povédomy.

Nejprve vytesime homogenni linearni rovnici
Y = a(z)y. (32)
Obecné teseni této rovnice vyjde ve tvaru y = C' - yo(x), kde

yo(fl?) _ ef a(x)da:‘

Resenf ptivodn{ rovnice (3.1) pak budeme hledat ve tvaru

y=C(x) - yo(x).

Pripomind vam to néco? Ano, podobné vypada metoda variace konstant, pouzivana pii
reSeni linearnich diferencialnich rovnic.

Ukéazeme, ze tato cesta skutecné dovede k cili, tj. ze se ndm podaii najit funkci C(x),
pro kterou je y = C(z) - yo(z) feSenim zadané rovnice. Dosadime predpoklddané feseni do
rovnice (3.1):

C'(x) - yo(x) + C(x) - yo(x) = a(x) - C(x) - yo(x) + b(x) - C™(z) - yg (x). (3.3)

Nyni si uvédomme, ze yo(z) je fesenim rovnice (3.2), a proto plati yy(z) = a(x) - yo(x).
Druhy ¢len na levé strané rovnice (3.3) je proto roven prvnimu ¢lenu na pravé strané a
z rovnice nakonec zbude

C'(x) = b(x) - C™(x) -y~ (),

coz je diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi pro neznamou funkci C'(x).
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Piiklad 3.1 Najdéte obecné teseni rovnice

/ ) 2
y=-—=+uy
x
Reseni: Jednd se o Bernoulliovu rovnict s n = 2. Nejprve vyresime homogenni linedrni
. )
rovnict iy = —= :
x

d d 1
_y:_/_x = Inlyl=—-In|z|+Inc = lnly\:lni = y=0C-—.
Y T || x

. 1
Reseni zadané rovnice budeme hledat jako y = C(x)-— . Dosazenim tohoto reseni do
x

rovnice dostaneme

C.1
C’-1+C-<—i)—— w+x-02i2 = ('=C~
X T

To je rovnice se separovanymi promennymi, kterou nyni vyresime.

g—CQ = C(lj—g—/dx = —%—x+k = C__:c—lkk'
Jednoparametrické resent nasi rovnice je tedy
1 1 , 1
y:_x—i—k:.z neboli y:_x2+/<:a:'

Navic ma rovnice jesté tzv. singuldrni reseniy = 0, které z vyse uvedeného parametrického
resent nedd ziskat Zddnou volbou konstanty k.

3.3 Riccatiova rovnice
Diferencialni rovnice tvaru

y' = P(x) + Q(z)y + R(x)y? (3.4)
se nazyva Riccatiova rovnice.

Zde asi zaziji trpké zklaméni ti, kdo jesté vérili, ze kazdou rovnici (nebo aspon kazdou,
kterd se néjak jmenuje) lze analyticky vytesit. U Riccatiovy rovnice se to podaii jen nékdy.
(Slovem ,,vyfesit“ zde myslime najit feseni vyjadiené pomoci elementarnich funkei nebo
aspon pomoci integralu z nich.)

Znédme-li jedno feseni rovnice (3.4) (napt. podafi-li se ndm je néjak uhodnout), pouzitim
substituce

y=uytu,

kde y; je ono jedno znamé teSeni, prevedeme Riccatiho rovnici na Bernoulliho rovnici.
Predvedme to podrobnéji. Dosadime do rovnice (3.4):

yi+u = P(x)+Qx)(y1 +u) + R(x)(y1 +u)®
yi+u = Px)+ Qx)y + R(x)y; + Q(x)u+ R(x)(2yu + u?).
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Protoze y; je fesen{ rovnice (3.4), plati y; = P(z) + Q(z)y; + R(2)y?, a tedy
u' = (Q(x) + 2R (x)y )u + R(x)u®. (3.5)

To je Bernoulliova rovnice pro n = 2 s neznamou funkei u, a tu uz vyfesit umime (nena-
razime-li na potize pii vypoctu integralu, ale to uz je jind otédzka).

Priklad 3.2 Najdéte obecné reseni rovnice

/ 4 1 2
y=——5—-yty,
X xT

vime-li, Ze TeSenim této rovnice je funkce y3 = 2/x.
Reseni: To, Ze y; je skutecneé reSenim zadané rovnice, ovérte sami.

Zavedeme substituci
2

Y= p + u.
V nasem pripadé je P(z) = —4/2%, Q(z) = —1/x a R(z) = 1 a rovnice (3.5) bude
vypadat takto:
’ 1 2 2 s s ~ !/ 3 2
uw=|——4+2-—)u+u”, po snadné uprave U = —u -+ u”.
x x x

Vzniklou Bernoulliovu rovnici vyresime. Nejprve najdeme obecné tesent linedrni homo-
3

gennt rovnice v’ = —u :
T

d
/—u:/édx = Inly|=3Inz|+lnc = 1n|y|:1n(c\x|3) = u=02".
u T

Reseni Bernoulliovy rovnice nyni budeme hledat jako y = C(z) - 2*. Zderivovdnim a
dosazenim do rovnice dostaneme

C'(z)x® + C(x)32° = 3 C(x)x® + C*(2)2® = C'(z) = C*(x)".

x

Vzniklou rovnici s nezndmou funkci C' vyresime:
dC dC 1 4 1
— =0% = /—:/x3dx = ——=24k = C=- .
dx C? k

C 4 xt
4

C' mizeme jesté upravit — citatele 1 jmenovatele vyndsobime ctyrmi:
4 4

_ _ kde K = 4k
At dk | 1K ¢

Reseni Bernoulliovy rovnice je tedy u = — -a3 (navic mdame jesté singuldrni resent

4+ K
u=20.)
Nyni se vrdtime k zadané Riccatiho rovnici. Jeji resent je
2 2 4 2(z' + K) — 42 . K — 2t
y:—+u:—— 1 e 1 N tj y:2 1 .
x r zt+ K z(zt 4+ K) z(zt + K)

Muzete si vsimnout, Ze ze zaddni zndmé reSeni y; = 2/x z obecného Tesent nedostaneme
pro Zadné K ; toto reseni odpovidd singuldrnimu reSeni u = 0.
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3.4 Clairautova rovnice

Vsechny rovnice, které jsme dosud probirali, se daly prevést na tvar ¢y = f(z,y). U Clai-
rautovy rovnice je tomu v jistém smyslu naopak — nemame vyjadienou derivaci nezndmé
funkce pomoci z a y, ale y pomoci x a 3/, a to konkrétné takto:

y=xzy + f(y). (3.6)

Ponékud neobvyklého tvaru rovnice se nemusite lekat. Uvidite, ze feSeni Clairautovy lze
najit vcelku bezpracné.
Ukéazeme, ze feSenimi Clairautovy rovnice jsou vSechny pirimky tvaru

—) 57)

kde ¢ je libovolna konstanta.

Abychom ovérili, ze (3.7) je skuteéné fesenim rovnice (3.6), dosadime do levé a pravé
strany této rovnice. To je velmi jednoduché, ale pro vSechny méné zhéhlé radéji zduraznéme,
ze pri vypoctu ¢y derivujeme podle z a ze f(c) je konstanta. Proto y' = (cx + f(c¢)) = c.
A ted uz dosadme:

L=y=cr+f(c), P=axy+f(y)=uxc+flc) = L=P
Rovnice (3.6) muze mit jesté dalsi feseni, které je vyjadiené parametricky:
x=—ft), y=[f@t)—tf(). (3.8)

Provéiime, ze (3.8) je opravdu fesenim. Nejprve najdeme (za predpokladu, ze f”(t) # 0)

G _ B ro-ro-we
dx C(‘l—f —f"(t) '

Nyni je leva strana L rovnice (3.6) vyjadiena s pomoci (3.8) jako

L= f(t)—tf'(t)
a prava strana P rovnice (3.6) je rovna
P=—f(t)t+ f(t) = L.
Nase provérka je zakoncena.

Toto feseni je singularni, protoze jestlize f”(t) # 0, feseni (3.8) nedostaneme z feseni
(3.7) pro zadnou volbu konstanty c.

Piiklad 3.3 Najdéte reseni rovnice

L2
y=ay' +5 )"
Reseni: V nasem pripadé je f(y') = (1/2)(y/)%. To znamend, Ze fesenim je kazdd primka
tvaru

1
y:cx+§c2, ceR.
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Nyni najdeme reseni typu (3.8). Protoze f(t) = (1/2)t?, je f'(t) = t, a tedy dalsi TFesend
zadané rovnice je

1 1
r=—t, y=—-t'—t-t=—=1t
2 2
Parametr t se nam podari vyloucit a reseni tak dostaneme vyjadrené ,normdlné “:
1 9 1
r=—-t = t=-x = y:—§(—x) = y=-52".

Tohle Teseni mezi primky skutecné nepatri. Na obrdzcich 3.1 a 3.2 vidime, Ze primky tvori
jakysi obal singuldrniho resent.

y y
c=—2 c=2
c=—1 c=1
c=—1/2 c=1/2
X X

y=-x2/2

Obrazek 3.1: Nékolik primkovych Obrazek 3.2: Singularni feseni rovnice
feSeni rovnice z prikladu 3.3 z prikladu 3.3

3.5 Picardova metoda postupnych aproximaci

V posledni c¢asti této kapitoly si ukdzeme metodu, kterd ma vétsi vyznam teoreticky, nez
ze by se pomoci ni skutecné naslo feseni konkrétni diferencialni rovnice.

Snad si jesté pamatujete z numerickych metod, ze pfi feseni rovnic f(x) = 0 se dala pouzit
metoda, kterd spocivala v tom, ze se rovnice prevedla na tvar x = g(z), néjak se odhadla
pocéatecni aproximace feseni z a pak se porad dokola dosazovalo do vzorce x, = g(x,_1).
byl pouzitelny v daleko obecnéjsim méiritku nez jen pro feseni jedné nelinearni rovnice.
A zde, mozna trochu prekvapivé, se s nim znovu setkdme.

Budeme se zabyvat feSenim pocatecni ilohy

y, - f(x,y), y([L‘o) = Yo. (39)

Rovnici zintegrujeme od xg do z:

/my’mdt - /mf(ty(t))dt = o) = /mf(ty(t))dt
y(x) — ylzo) = / " fty(t)) di
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a nakonec dostavame
y(x) = yo + / F(t,y(0)) dt. (3.10)
o

To je integralni rovnice, kterd je s puvodni diferencidlni rovnici ekvivalentni a ktera je
jakousi analogii onoho x = g(x) z pted chvili pfipomenuté itera¢ni metody.

Nyni zvolime pocdteéni aproximaci feseni yo(z). Obvykle to byva konstantni funkce
yo(z) = yo. Dalsi aproximaci feseni vypocteme tim zpusobem, Ze yo(x) dosadime do pravé
strany (3.10):

i (z) = / " H(t wolt)) dt

a dalsi aproximace budeme pocitat analogicky podle vzorce
yn(x) = 4o +/ ft,yna(t))dt, n=1,23,... (3.11)
o

Tim dostavame posloupnost funkei yo(z), y1(x), y2(x), ..., kterd za jistych predpokladu
o funkci f stejnomérné konverguje (na jistém intervalu) k feseni rovnice (3.10), které je
ovSem soucasné Fesenim puvodni diferencidlni rovnice (3.9). Tento zpusob hledani feseni
se nazyva Picardova metoda postupnych aproximaci.

Priiklad 3.4 Picardovou metodou postupnych aproximaci reste pocdtecni problém

y=y—-1 y(0)=2
Reseni: V nasem pripadé je zo = 0, yo = 2 a f(t,y(t)) = y(t) — 1. Jako pocdtecni

aprozimaci zvolime yo(x) = 2 a vypocteme nékolik dalsich aprozimaci:
yi(x) = 2+/x(2—1)dt:2+/mdt:2—|—[t]g:2+x
0 0
ya(z) = 2+/x(2+t—1)dt:2+/x(1+t)dt:2+[t+%t2]g:2+x+%x2
0 0
ys(x) = 2+/$(1—|—t+%t2)dt=2—l—x+%x2+%xs
0

ys(z) = 2+/0(1+t+§t2+2%3t3)dt:2+x+§x2+2—gx3+ﬁx4.
aproximact je
2 .3

T z" UV
yn(x):2+x+5+§+'“+m:1+kzy.
=0

To znamend, Ze limita y,(x) pro n jdouci do nekoneéna je y(xr) = 1+ €. (Pro vSechny,
kterym je tento zdvér nejasny: Vzpomerite si na rozvoj funkce y = e* do mocninné tady.)
Muzeme se presvédcit, Ze funkce y = 14 e je fesenim zadané pocdtecni ulohy:

L=y =(1+¢")=¢", P=y—1=¢" anavic y(0)=1+¢"=2.
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Po zhlédnuti tohoto ptikladu se mozna nékterym z vas v hlavé honi néco jako: ,Proc to
délat jednoduse, kdyz to jde slozité...“ Nutno pfiznat, ze mate do zna¢né miry pravdu.
Zadana rovnice se dala vyfesit daleko pohodlngji. Cilem piikladu vSak ani tak nebylo
vyTesit onu rovnici, jako spis predvést neduvérivému ¢tenari, ze metoda skutecné funguje.
Ze neni zrovna pohodln4, to jsme vidéli i na nasem velmi jednoduchém piikladu. V pifpadeé
funkci, ke které posloupnost postupnych aproximaci konverguje, to uz se vubec podafi
jen vyjimecneé.

Ted uz se asi ptate vsichni: ,A na co ta metoda tedy je?*“ Tahle otdzka — zvlast, je-li
vyslovena s ur¢itou intonaci — dokaze obcas rozezlit i jinak vlidného pedagoga. (Ptred
nevlidnymi pedagogy nebyva pro jistotu nahlas vytéena.) Tady se vam vSak odpovédi
dostane. Picardova metoda je jednim z hlavnich nastroju pro diukaz véty o existenci a
jednoznacnosti feseni diferencidlni rovnice, kterou zde nyni ptipomeneme. Tohle je, konec
koncu, kurs pro starsi a pokrocilé, tak pro¢ neukazat i trosku teorie.

Véta 3.1 (Picardova) Necht je funkce f spojitd vzhledem k proménngm x a y na oblasti
D = {(z,y) € R?: |z — 0| < a,]y — yo| <D},

kde a,b jsou kladné konstanty, a necht f na této oblasti vyhovuje Lipschitzové podmince
vzhledem k proménné y (tj. existuje konstanta L takovd, Ze plati

pro libovolné dva body (x,y), (x,2) € D).
Pak ma pocatecni iloha
y/ = f(x>y)a y($0) =Y
prave jedno resent.
Dikaz (ne, nebojte se, nebudeme ho provadét) je zalozen pravé na pouziti Picardovy

posloupnosti postupnych aproximaci. Ukaze se, ze za uvedenych predpokladu tato po-
sloupnost konverguje a jeji limitou je pravé jediné feseni zkoumané pocatecni tlohy.

3.6 Shrnuti kapitoly

V této kapitole jsme analyzovali tii typy vyznacnych diferencialnich rovnic: Bernoulliovu,

vvvvvv

1. Bernoulliho rovnice se Tesi podobné jako rovnice linearni. Nejprve najdeme
obecné teSeni odpovidajici homogenni rovnice a pomoci néj pak i feseni sa-
motné Bernoulliho rovnice.

2. Zmame-li jedno partikularni feseni y; Riccatiho rovnice, muzeme tuto rovnici
pomoci substituce y = y; + u prevést na Bernoulliho rovnici.
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3. Clairautova rovnice se svym tvarem odliSuje od vSech zatim probranych typu
rovnic. Jeji feSeni vSak najdeme snadno. Jsou to vSechny piimky tvaru y =

vztaht (3.8).

V zavéru kapitoly jsme popsali Picardovu metodu postupnych aproximaci. Tato metoda
slouzi predevsim jako nastroj pro dukaz véty o existenci a jednoznacnosti feSeni dife-
rencialnich rovnic.

3.7 Cviceni
1

Priklad 1 Najdéte obecné reseni Bernoulliho rovnice xy' + vy = -
Y
Reseni. Mezivysledek: fesenf odpovidajici linearn{ rovnice je yo(2) = ¢/x. Obecné fesent

Va3 +c 5

zadané rovnice je y = ————, coZ lze piepsat napt. jako y* = 1 + ca 3.
x

Piiklad 2 Najdéte veseni Bernoulliho rovnice y' — y = e*y?, které vyhovuje podmince
y(0) = 1.

Reseni. Mezivysledky: feseni odpovidajici linedrni rovnice je yo(z) = ce®, obecné fesent

zadané rovnice je

e{L‘

V=@ e

coz lze piepsat napi. jako y = —2e”(e** + k) L.
Reseni pocatecni ulohy je

B 2e”
I= e 3
Piiklad 3 Najdéte obecné reseni Riccatiho rovnice y' = —2 — y + y?, vime-li, Ze jedno

resent této rovnice je y; = 2.

Reseni. Mezivysledek: Bernoulliho rovnice vznikld substituci y = u + 2 je v’ = 3u + u?.
Obecné feseni zadané rovnice je

e3x
Y
Y e3*/3 4+ ¢
a lze ho prepsat napt. jako
5 36390
(T

Priklad 4 Najdéte obecné reseni Riccatiho rovnice
! 2 1 2
y =22+ o 2y7,

vime-li, Ze jedno reSeni této rovnice je y; = x.



Diferencialni rovnice a jejich pouziti v elektrotechnice 29

Reseni. Mezivysledek: Bernoulliho rovnice vznikld substituci y = u + z je
/ 1 2
u = (= —4x)u — 2u”.
x
Obecné feseni zadané rovnice je
x672x2
=r— ——.
Y e22% /2 4 ¢
Priklad 5 Vyreste Clairautovu rovnici y = xy' — (y')3. Najdéte i singuldrni resend.

3. singuldrni feseni vyjadiené parametricky je x = 3t2,y = 2t3, odtud

1'3
Y iy
Y 27

Piiklad 6 Vyreste Clairautovu rovnici xy' —y = ¥ . Najdéte i singuldrni eseni. Najdéte
resent vyhovugici podmince y(0) = —2.

Reseni. y =cx — ¢

Reseni. y = cx — e singuldrni feSeni vyjadiené parametricky je z = ef,y = —et + te!,
odtud y = —z 4+ xInx. ReSeni pocatecni ulohy je y = xIn2 — 2.

Priklad 7 Picardovou metodou najdéte proni ti aproximace reseni pocatecns ulohy
Yy = —y, y(0) = 1. Uréete limitu posloupnosti {y,(x)} pron — oo a ovérte, Ze tato limita
je reSenim pocdtecni ulohy.

Reseni.

yi(z)=1—uz,

2

x
yg(x)—l—x—i—?,

2 2d

—1— -

ys(z) x4+ 5 5
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4 Linearni systémy obycejnych diferencialnich rovnic

4.1 Cil kapitoly

V této kapitole budeme hovotit o linearnich systémech obycejnych diferencidlnich rovnic
prvniho fadu. S timto tématem jste se jiz mohli setkat ve druhém nebo tietim rocniku
v predmétu Vybrané partie z matematiky. Protoze vsak nelze pocitat s tim, zZe tento
predmét (nebo jemu podobny na jiné skole) absolvovali vsichni, nékteré véci zde budou
zopakovany. Jde zejména o pravidla pro pocitani s vektory a s maticemi a o pripomenuti
konstrukce obecného teseni linearni homogenni diferencidlni rovnice s konstantnimi koefi-
cienty. Uvedeme nékteré poznatky o tzv. struktufe obecného feseni linearnich systému.
Ukazeme, ze ma smysl zavést tzv. fundamentalni matici, kterd ma jednotlivé sloupce
tvorené pomoci feSeni systému. Déle predvedeme metodu feSeni téchto systému pomoci
tzv. exponencialy matice. V zaveéru kapitoly zapiSeme vzorce pro feSeni jednotlivych typu
pocatecnich iloh pro systémy linearnich diferencialnich rovnic.

4.2 Malé opakovani o maticich a vektorech

Tato kapitola je moznd zbyteéna. Po pravdeé feceno, véichni doufdme, ze JE zbytecna. Ze
nasledujici véci jsou pro kazdého studenta naprosto samoziejmé. Ale jeden nikdy nevi . ...
Kazdopadné byste tuhle kapitolu méli alesponn rychle probéhnout, byt jen tieba proto,
abyste si v duchu odfajfkovali ,,tohle vim*, , tohle taky vim®, atd.

V prvnim semestru se vam matice A typu m x n definovala jako obdélnikova tabulka
cisel

ay; A2 Q1n
21 Q22 Qon
m1 Am2 - Omp

V maticich se vSak nemusi vyskytovat pouze ¢isla. Jak v dalsim textu uvidite, prvky matic
mohou byt napft. i funkce.
Nyni na ptikladu pfipomeneme zakladni operace s maticemi.

Priiklad 4.1 Jsou dany matice

(Y ()

Vypoctéete matice A + B, 3A a AB.
Reseni: Soucet dvou matic stejného typu je matice, jejiz slozky jsou soucty odpovidajicich
slozek scitanych matic:

(144 —140 )\ (5 -1
A+B_(3+5 2+(—6))_<8 —4)
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Ndsobek matice konstantou ziskdme tak, Ze kazdy prvek matice touto konstantou vyndsobime:

=3y 557 =0 )

Soucin matic A a B ziskame o néco slozitéjsim zpusobem. Prvek, ktery je v i-tém radku
a j-tém sloupci vysledné matice, dostaneme jako skaldrni soucin i-tého rddku matice A
s j-tym sloupcem matice B (na tadky ¢i sloupce matic se muZeme divat jako na vektory,
proto muzeme mluvit o jejich skaldrnim soucinu). Ve vgpoctu je zvyraznén vznik proku ve
druhém tddku a pronim sloupci:

AB — 1 -1 41 0 (144 (=1)-5 1-04(-1)-(-6)\ _
- 5/-6 ) \[3:4+2-5 3.042-(=6) )~
(-1 6
22 —12
U néasobeni matic jesté chvili zustaneme. V této kapitole se bude velmi casto vyskytovat

nasobek matice se sloupcovym vektorem, ktery muzeme povazovat za matici s jedinym
sloupcem.

Piiklad 4.2 Vypoctéte soucin matice

2 3 -1
A= 4 0 2
-3 1 5

s vektorem x = (w1, T, x3)"

Reseni: Vsimli jste si toho T u vektoru x? Jestli ne, tak se znovu podivejte, bez ného by
totiz tento priklad nemél reseni. Tohle ™ znamend, Ze matici (11, x2,x3) budeme transpo-
novat neboli zaménime radky a sloupce — v tomto pripadé se z jediného radku stane jediny
sloupec. Kdyby vektor x byl radkovy, s matici A bychom jej vubec nemohli vyndsobit.

2 3 —1 X1 2.171 + 3.172 — X3
Ax = 4 0 2 XTo | = 4.1'1 + 2333
-3 1 5 XT3 —3$1 + o + 5]}3

Ted se jesté podivame, co se stane, vyndsobime-li matici soucet dvou vektori, resp. kon-
stantni nasobek néjakého vektoru. O tomhle urcité také byla v prvnim semestru fec, ale
v hektické atmosfére predmétu ,Matematika 1 bakaldiského studia tato velmi dulezita
véc mohla ponékud zapadnout.

Priiklad 4.3 Vypoctéte soucin matice A z predchoziho prikladu s vektorem x+y a s vek-
torem —2x, kde x = (z1,2,73)" a'y = (y1,92,y3)".



32 Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné

Reseni
2 3 -1 T+ U1 2(x1 + 1) + 3(x2 + y2) — (23 + y3)

Ax+y) = 4 0 2 Tot+ys | = 4(x1 +y1) + 2(z3 + y3) =

-3 1 5 3+ Y3 —3(z1 +y1) + (z2 + y2) + 5(x3 + ys3)

221 + 319 — 23 2y1 + 3y2 — y3
= dxy + 213 + 41 + 2y3 =Ax+ Ay

—3x1 + x5 + dxs —3y1 + Y2 + dy3

Al=2x) = [ 4 0 2] (-20] = 4(=221) + 2(—2x3) -
-3 1 5] \—2x; —3(—2x1) + (—2x2) + 5(—2x3)
—2(21’1 + 3372 — ;Cg)

—2(=3x1 + z9 + bx3)

V predchozim piikladu jsme pracovali s konkrétni matici typu 3 x 3 a s konkrétni kon-
stantou —2. Kdybychom vypocet provedli s obecnou matici typu n x n, vektory x =
(1, 2)T, y = (y1,. .., yn)" a konstantou ¢, dalo by nam to sice trochu vic psani (nebo
mozné naopak trochu min, kdybychom se pokusili ¢tenaie zmast pouzitim sumacnich zna-
meni), ale zato by se pak mohlo Fict, Ze jsme provedli dukaz tvrzeni, ze

Ax+y) = Ax+ Ay (4.1)
A(ex) = c(Ax). (4.2)

Tento fakt si pripomeneme, az se budeme zabyvat strukturou feseni homogenni soustavy
linearnich diferencialnich rovnic.

Déle bude vhodné pripomenout linearni zavislost a nezavislost vektort. Opét to
bude jen na ptikladech, piesné definice si najdéte sami.

Priklad 4.4 Rozhodnéte, zda jsou vektory u,v a w linedrné zavislé nebo nezduvislé.
a)u=(1,2,3),v=(1,1,1),w = (11,12, 13)

b)u=(1,2,3),v=(0,1,1),w = (-1,0,3)

Resend:

a) K zdvéru bychom sice mohli dojit vipocétem, ale zde se dd uhodnout: Vektory jsou
linedrné zavislé, protoze w = u+ 10v. (Takovéto uhodnuti je nékdy cennéjsi nez vypocet
stylem ,cvicend opice “, protoZe je z néj vidét, Ze c¢lovék vi, co je to linedrni zavislost.)
b) Tady Teseni na proni pohled vidét nent, proto budeme pocitat. Nejpohodlnéjsi asi bude
vypocitat determinant matice, jejiz rddky jsou zadané vektory, a podivat se, vyjde-li nula
(lin. zdvislost), nebo néco nenulového (lin. nezdvislost).

1
0 =1-1-3+2-1-(=1)4+3-0-0-3-1-(=1)—1-1-0—2-0-3=4#£0.
~1

S =N
W = W

Vektory u,v a w jsou tedy linedarné nezduvislé.
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Kdyz uz byla fe¢ o determinantu, pripomenme jesté, ze Ctvercova matice, jejiz deter-
minant je nenulovy, se nazyva regularni, zatimco matice s nulovym determinantem je
singularni. Je-li matice A reguldrni, existuje matice k n{ inverzni, kterou zna¢ime A~1.
To je matice, jejiz soucin s matici puvodni dé jednotkovou matici. Jak se inverzni ma-
tice pocitd, pripadné co je to jednotkova matice (pokud jste snad zapomnéli i tohle), si
zopakujte sami nahlédnutim do probrané matematiky v bakalaiském studiu.

4.3 Opakovani o linearni homogenni rovnici n-tého radu s kon-
stantnimi koeficienty

Uvazujme linedrni homogenni rovnici n-tého radu
Y™+ any" Y+ ay + agy =0, (4.3)

s konstantnimi koeficienty a,,_1, ..., a1, ap.
Hledejme Feseni rovnice (4.3) ve tvaru

y=cec,
kde A je realné nebo komplexni ¢islo. Potom A vyhovuje charakteristické rovnici
ANy N T a, o A2 ag )+ ag = 0. (4.4)

V nasledujici vété si pripomeneme, jakym zpusobem se konstruuje obecné feseni rov-
nice (4.3) pro vSechny mozné piipady kofenu charakteristické rovnice (4.4).

Véta 4.1
a) Kazdému k-ndsobnému redlnému korenu A charakteristické rovnice (4.4) odpovidd k
partikuldrnich (a linedrné nezdvislych) resent tvaru

NN 2N RN
b) Kazdé dvojici s-ndsobnijch komplexné sdruZengch koreni \y = a + i, Ay = o — (i

charakteristické rovnice (4.4) odpovidd 2s partikuldrnich (a linedrné nezdvislijch) reseni
tvaru tvaru

e cos Bt, te* cosBt, t?ecosft, ..., t*lecosft;
e?sin Bt, te®'sinfBt, t2esinfBt, ..., t*"le*sin3t.

c) Soucet ndsobnosti vsech korenii je roven stupni charakteristické rovnice n; proto je pocet
vSech vyse uvedenyjch partikuldrnich reseni n. Obecné TeSeni diferencidlni rovnice (4.3)
je linedarni kombinact téchto partikuldrnich reseni s libovolnymi koeficienty.

Piiklad 4.5 Resme diferencidlni rovnici

vy 120" 2" 1y +y =0, (4.5)
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Reseni. Je snadné uhodnout, ze charakteristickd rovnice
NN F20° +202+ A+ 1=0
ma koten A = —1. Déle
A+DA +222 +1) =0 =

M=—1, (N+1)P?=0=

Ao =A3 =1, \y = X5 = —1i.
Obecné teseni diferencidlni rovnice (4.5) je

y=cre "+ (cy +cst)cost + (¢4 + cst) sint,

kde ¢, ¢, ..., c5 jsou libovolné konstanty.

4.4 Urceni partikularniho reSeni nehomogenni linearni diferen-
cialni rovnice metodou odhadu

Nasim cilem bude urcit partikularni feseni nehomogenni linearni diferencialni rovnice n-
tého fadu tvaru

v+ an g™V 4+ 4y + agy = g(2), (4.6)

kde a,_1,...,a1,aq jsou konstanty za predpokladu, ze prava strana g(z) mé specidlni
predepsany tvar, ktery za chvili uvedeme. Vime, ze obecné feseni rovnice (4.6) je rovné
souctu obecného feseni pridruzené homogenni rovnice

y(n) + anily(nfl) 4+ 4 aly/ + agly = 0 (47)

a nekterého partikularniho feseni nehomogenni rovnice. Postup konstrukce obecného fesent
pridruzené homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty byl vylozen vyse. Informace o
tomto obecném feSeni homogenni rovnice nam budou uziteéné pro nalezeni partikularni
reSeni nehomogenni rovnice. Nize uvedend metoda se nazyva metodou odhadu nebo téz
metodou neurcitych koeficienti. Nékteré ucebnice také pisi o zvlastni pravé strané.
Jeji pouziti je mozné jen v piipadé, ze prava strana rovnice (4.6) m4 specidlni tvar.

4.4.1 Veéta o metodé odhadu

Pouziti metoda odhadu je zalozena na nasledujici véte.
Véta 4.2 (Metoda odhadu) Predpoklidejme, Ze pravd strana rovnice (4.6) md tvar
g(z) = e - [P}(x) cos Bz + P2 (x)sin fz], (4.8)

kde PY(x) a P2(z) jsou polynomy stupiii s a m. Potom md partikuldrni reseni rov-

nice (4.6) (s presnosti do koeficienti polynomu) tvar
yp(z) = 2" - [R) () cos Bz + R2(z) sin fz] ,
kde R}(x) a R%(x) jsou polynomy stupiii nejvice r = max{s,m}. Cislo k je rovné nule,

neni-li vijraz o + 1 - B korenem charakteristické rovnice asociované homogenni rovnice.
V opacném pripadée uddva c¢islo k ndsobnost tohoto korene.
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Koeficienty polynomtu R!(z) a R?(x) lze urcit presné dosazenim tvaru partikuldrniho
feSeni y, () do rovnice (4.6) a porovnanim koeficientu pfi stejnych funkcionalnich vyrazech.
Takovy je prakticky postup presného ,,dourceni®. Jak jiz bylo uvedeno, v ptipadé, ze prava
strana g(z) rovnice (4.6) nemd uvedeny tvar, metoda odhadu neni funkéni. V takovém
piipadé lze uzit univerzalni metodu - metodu varice konstant, kterou uvedeme v c¢asti.

4.4.2 Tlustrace metody odhadu

Ukéazeme na prikladech, jak lze metodu odhadu pouzit.
Priklad 4.6 Naleznéte reseni pocatecni ulohy

y' =2y +y=2-u,
{ y(0) = 3, y/'(0) = 6. (4.9)

Reseni. Pravé strana rovnice je polynomem prvniho stupné. Je tedy funkei, definovanou
na celém intervalu I = R. Proto zde bude definovano také feseni pocateéni dlohy (4.9).
Reseni tlohy najdeme ve t¥ech krocich:

a) Prvni krok spociva v nalezeni obecného feseni asociované homogenni rovnice

y/l_2y/+y:().
Charakteristicka rovnice ma tvar
N —2X2+1=0
a jeji kofeny jsou
A=A =1
Obecné Teseni asociované homogenni rovnice je uréeno tvarem

y = (C1 4+ Cax)e”,

kde C a O jsou libovolné konstanty.
b) Ve druhém kroku najdeme partikuldrni feseni nehomogenni rovnice. Snadno lze ovérit,
ze prava strana uvazované rovnice ma tvar (4.8), uvedeny ve Vété 4.2 pro

a=0,3=0 P(r)=—-x+2.

Cislo a+i- = 0 nenf kofenem charakteristické rovnice. Proto budeme hledat partikuldrn{
feseni ve tvaru

yp(z) = 2%° [(ax + b) cos(0 - x) + Ry(x)sin(0 - )] = ax + b

kde a a b jsou vhodné konstanty. Muzeme je najit dosazenim predpoklddaného parti-
kuldrniho feseni y,(x) do vychozi nehomogenni diferencialni rovnice. Dostédvame

Yy — 2y, +yp = —20+ar +b=2—x,
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odkud a = —1 a b = 0. Po dosazeni vidime, ze partikuldrni feseni je urcené vztahem
yp(t) = —a.

c) Ve tretim a poslednim kroku sestavime obecné feseni vychozi nehomogenni rovnice
a zvolime hodnoty libovolnych konstant tak, abychom obdrzeli feSeni, vyhovujici danym
pocatecnim podminkdm. Obecnym feSenim asociované nehomogenni rovnice je funkce

y(x) = (Cy + Cox)e” — z,

kde 'y a (5 jsou libovolné konstanty. Urceme je tak, aby partikuldrni feseni vyhovovalo
pocatecnim podminkam. Dosazeni pocatecnich podminek do nalezeného teseni a do jeho
derivace

Y (z) = Coe” + (C1 + Cha)e” — 1

vede ke vztahum
3 = Clv
6 - CQ + Cl - 1

Tento systém ma feseni C = 3, Cy = 4. Hledané teSeni pocatecni ilohy je

y(t) = (3+4x)e” — x.

Priklad 4.7 Najdéte obecné reseni nehomogenni rovnice
y' +y=zcosz +sin. (4.10)

Reseni. I v tomto piikladu je pravd strana funkei, definovanou na celém intervalu I = R.
Na tomto intervalu bude ur¢eno také obecné feseni rovnice (4.10). Ulohu vyfesime ve
dvou krocich:

a) Prvni krok opét spoc¢ivé v nalezeni obecného feseni asociované homogenni rovnice

y' +y=0.
Charakteristickd rovnice je tvaru

N4+1=0
a ma kofeny

)\172 - :i:Z

Obecné feseni asociované homogenni rovnice je
y = Cicosx + Cysinz,

kde C7 a Cs jsou libovolné konstanty.
b) Druhy krok spoc¢iva v hledani partikuldrni feseni nehomogenni rovnice. Snadno lze
Ovérit, Ze prava strana uvazované rovnice m4 tvar (4.8), uvedeny ve Vété 4.2 pro

a=0, =1, Pl(z)=u, Piz)=1
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Cislo a+ i - # = i je kofenem charakteristické rovnice. Proto budeme hledat partikuldrni
feSeni ve tvaru

yp(7) = ve”" [(az + b) cosx + (cx + d) sinx)] = (az® + bx) cosx + (cz® + dx)sin x,

kde a,b,c a d jsou vhodné konstanty. Najdeme je dosazenim predpokladaného parti-
kuldrntho feseni y,(x) do vychozi nehomogenni diferencidlni rovnice. Po predbézném po-
mocném vypoctu

yo(z) = (2ax + b) cosz + (2cx + d) sinx — (aa® 4 bx) sinx + (ca® + dz) cosx =
(cx® 4+ (d + 2a)z + b) cosx + (—az® + (=b+2c)x + d) sinz

Yy (x) = (2cx + d + 2a) cos x + (—2ax — b + 2¢) sinz—
(ca® 4 (d + 2a)x + b) sinz + (—az® + (—=b+ 2¢)x + d) cosz =
(—ax2 — bx + 4cx + 2d + 2a) cos T + (—cx2 —4ax — dr + 2c — 2b) sinx

dostavame
Yy +yp = (dcx + 2d + 2a) cos v + (—4ax + 2c — 2b) sinx = x cosx + sin .

Porovnanim koeficientu pii stejnych funkcich vede k hodnotam koeficienti

1 1
CL ) 47C 47

Obecnym fesenim nehomogenni rovnice je funkce

1 1
y(x) = Cycosz + Cysinx — ZLcosT + Z:UQ sin z,

kde C} a Oy jsou libovolné konstanty.

4.5 Opakovani o nalezeni partikularniho reseni nehomogenni
linearni diferencialni rovnice metodou variace konstant

Budeme se zabyvat nehomogenni linearni diferencidlni rovnici n-tého fadu
Y™+ a1 (2)y™ Y 4 ar (@)Y + ao(z)y = g(x).

Ukéazeme, jak lze najit jeji partikularni feSeni za ptredpokladu, ze zname obecné feseni
asociované homogenni linedrni diferencidlni rovnice

Y™ a1 (2)y" Y g ()Y + ao(x)y = 0.
Predpokladejme, ze systém funkei

(), y2(2), -, yn(2)
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je fundamentalnim systémem feSeni asociované homogenni rovnice. Jeji obecné feseni ma
potom tvar
y(z) = Cryr(w) + Cayz(@) + -+ + Cuyn(),

kde C4,Cy,...,C, jsou libovolné konstanty. Pokusime se najit partikuldrni feSeni y =
yp(z) nehomogenni rovnice ve tvaru, ktery pfipomind obecné feseni asociované rovnice:

yp() = Ci(@)y1(z) + Ca(x)ya() + - - - + C(@)yn(z), (4.11)
kde
Ci(x),Cy(x),...,Ch(x) (4.12)

jsou prozatim nezndmé funkce. Dalsi postup ma svym cilem urcit systém funkei (4.12).
Pritom budeme pozadovat, aby nékteré dalsi vlastnosti vyrazu (4.11) byly analogické
vlastnostem obecného feseni homogenni rovnice. Pti vysvétleni podstaty se omezime na
pripad rovnic druhého radu.

4.6 Variace konstant v pripadé rovnic druhého radu

Uvazujme rovnici
y'+ai(@)y + ao(z)y = g(x).

Predpokladejme, ze systém funkei y; (), yo(z) je fundamentdlnim systémem feseni asoci-
ované homogenni rovnice.
y' +ai(z)y’ + ao(z)y = 0.

Jeji obecné teseni ma potom tvar
y(x) = Ciyi(z) + Caya (),

kde Ci,Cy jsou libovolné konstanty. Pokusime se najit partikuldrni feseni y = y,(z)
nehomogenni rovnice ve tvaru

yp() = Ci(@)yr(x) + Ca()ya (), (4.13)
kde
Ci(z) a Cy(x) (4.14)

jsou prozatim neznamé funkce. Najdéme prvni derivaci vyrazu (4.13). Ptitom budeme
predpokladat, ze vysledek bude mit formalni tvar stejny, jako kdyby se jednalo o derivaci
obecného feseni homogenni rovnice, tj., jako kdyby funkce C;(z) a Cy(x) byly konstan-
tami. Tento pfedpoklad vede k pozadavku, aby byla oznac¢ena ¢ast vysledku rovna nule:

yp(x) = Cr(@)yr () + Calw)ysy(x) + Cl(@)y (z) + Co(x)ya(x) =

~
=0

Cr(x)yr () + Ca(x)ys(x).
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Najdeme druhou derivaci. Na rozdil od ptredchoziho vypoctu budeme ptredpokladat, ze
oznacend ¢ast vysledku je rovna pravé strané nehomogenni rovnice, tj. funkci g(x):

yi(2) = Ci(0)y(2) + Cola)yl(2) + O} @)yl (@) + Chla)yp() =

—g(z)

Ci(2)yy (x) + Ca(@)ys (z) + g().

Napisme oba predpoklady, které jsme ucinili. Prvni derivace hledanych funkei Ci(z) a
C5(x) musi vyhovovat systému rovnic:

Ci(x)y(z) + Ch(z)y(z) = 0,
{Ci(x)y’l(a:) + CYx)h(z) = g(). (4.15)

Systém (4.15) je systémem algebraickych rovnic vzhledem k nezndmym derivacim C}(x)
a Cl(z). Determinant tohoto systému je wronskian

W(x) = W(yi(x), y2(2)),

ktery je na uvazovaném intervalu I nenulovy. Proto mé systém (4.15) jediné feseni. Z prin-
cipidlniho hlediska neni podstatné znét presny tvar tohoto feseni (které muze byt snadno
zapsano s pomoci determinantu). Spokojime se jen s konstatovanim, Ze toto Feseni muze
byt zapsané ve tvaru

Cl(z) = wila),
{Cgu-) = W), (4.16)

kde funkce wq(z) a wy(x) jsou spojitymi funkcemi na intervalu I. Integraci jednotlivych
vztahu, uvedenych v (4.16) dostavame hledané funkce C'(x), Ca(x), vyhovujici véem zap-
sanym pozadavkum. Jejich dosazenim do predpokladaného tvaru partikularniho feseni (4.11)
dostavame

() =0(0) [[n()de+ ) [wala)ir

O tom, ze tento vyraz je skutecné partikuldrnim fesenim nehomogenni rovnice svédci
zpusob jeho konstrukce. Muzeme se vsak zkouskou pfimo presvédéit o spravnosti to-
hoto tvrzeni. Poznamenejme jesté, ze v piipadé, kdyz budeme pii integraci funkei wq ()
a wo(z) zapisovat i prislusné libovolné integracni konstanty, dostaneme po dosazeni do
predpoklddaného tvaru partikuldrniho reseni (4.13) obecné feseni dané nehomogenni rov-
nice.
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4.7 Modifikace metody variace konstant v pripadé rovnic libo-
volného radu

Vyse uvedeny postup zustane stejny. VypiSme jen tvar systému, ktery je analogicky uve-
denému systému (4.15). Rovnice, kterym musi vyhovovat neznamé funkce (4.14), jsou

( Ci@)y(x) 4+ C@)yn(r) = 0,
Ci@y(x)  +-+ Ciloy(r) = 0,

Ci(x)y" P (@) +-+ CLla)ys (@) = 0,
L Cl@)y" V(@) + 4+ Ch@y V(@) = gla).

Daéle postupujeme obdobné jako v ptipadé rovnic druhého radu.

4.7.1 Priklad

Ukazme pouziti metody variace konstant na ptikladu.

Piiklad 4.8 Najdéte obecné reseni rovnice

xT

e
y' =2y +y = pex (4.17)

Reseni. Reseni rovnice (4.17) bude definované na intervalu I = R\ {0} (zdavodnéte
proc). Postup feseni rozdélime do dvou kroku:
a) Nejprve najdeme obecné Feseni pridruzené homogenni rovnice

y' =2y +y=0.
Odpovidajici charakteristicka rovnice
N =2 +1=0
mé dvojndsobny kofen \; o = 1 a obecné feseni je
y = Cre” + Coxe”,

kde C a (5 jsou libovolné konstanty:.
b) Partikuldrni feseni nehomogenni rovnice hleddme v souladu s metodou variace konstant
ve tvaru

Yp(r) = Cr(x)e” + Co(z)ze”.

Zapisme piislusny systém (4.15):
Ci(xz)e® + Ch(x)xe” = 0,

Ci(z)e” + CGy(z)(1+x)e” = —.
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Po tpravée (krdcen{ vyrazem e') dostaneme

Ci(z) + Ci(z)x = 0,
! i 1
Cl(‘r) + 02@)(1 + x) = ; )
odkud
!/ 1 ! 1
(0)= 1, Cha)= %

a po integraci
1
Ci(x) = —In|z|, Cs(zx)= —=

Partikularni feSeni mé tvar
Yp(z) = —(In |z])e” — €”.

Obecné teseni rovnice (4.17) je
y = C1e” + Coxe” — (In |z|)e” — €”.

Toto obecné feseni muzeme upravit takto (na zékladé vasich znalosti provedenou tpravu
zduvodnéte)
y = Die” + Doxe” — (In]z|) - €7,

kde D; a D5 jsou libovolné konstanty.

4.8 Priklad rovnice vyssiho radu popisujici elektricky obvod

Linearni diferencidlni rovnice vyssiho fadu mohou mimo jiné slouzit i pro popis déju
v elektrickych obvodech. Na ukazku zde predvedeme jeden priklad.

Piiklad 4.9 Uvazujme elektricky obvod zndzornény na obrdzku 4.1. Pred sepnutim spinace
byl obvod v ustdleném stavu, tj. i5(0) = 0. Urcete pro t > 0 prubéhy proudi i1(t) a is(t).

il iQ
% ~ &
_|_
Us C:) Ly L, Ry
-7
Lo

Ry

Obrazek 4.1: Elektricky obvod z prikladu 4.9
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ResSeni.  Aplikaci napéfového Kirchhoffova zédkona dostaneme rovnice

diq dis

R121 +L1 dt —I—ng dt = U(), (418)
de de

RQZQ + L2 dt2 -+ ngd—tl = 0. (419)

Ze druhé rovnice muzeme vyjadrit ¢} (¢) jako
diq 1

dlg
1= L 4.2
dt Ly (Rﬂﬁ th) (4.20)

Toto vyjddieni nyni dosadime do rovnice (4.18):

L dZQ dZQ
Riy—— (R L L = U,.
191 T ( 2lo + Lo dt) + Lig—— 1 0

Jestlize takto vzniklou rovnici zderivujeme a opét dosadime za 7} (t) podle (4.20), dosta-
neme rovnici druhého fadu

dlg L1 d’LQ d2’i2 d2i2
R L — | Ro— + Lo—— Li;— =0.
( 22 + th) T ( 2 + 2 + L2

12

Vynédsobenim této rovnice faktorem Li5/(R;Ry) dostaneme

( Lis _ LlLQ) s (ﬂ + &) d =0, (4.21)

R1 R2 Rl RQ dt? Rl RZ

Oznaéme k = L13/~/ L1 Ly (Cinitel vazby civek), 71 = L1/ Ry a 79 = La/Ry. Potom muzeme
psat

d?i di ,
dtZZZ (7'1 —+ 7'2) ﬁ — 19 = O

(/@2 — 1) T1To T
Charakteristickd rovnice je
(K =1) X = (m+7)A=1=0

a jeji kofeny jsou

(11 +70) £ \/(7'1 +79)2 +4(k% — 1)1i7e
)\1’2 - B .
2(k2 = 1)mme

Je zfejmé, ze kofeny jsou realné. Reseni rovnice (4.21) proto je

io(t) = creMt 4 o2t

V obvodu tedy nemuze vzniknout kmitavy déj; to je konecné patrné z jeho fyzikalni
struktury.

Zatim jsme nasli obecné feseni rovnice (4.21). Potfebujeme vSak najit partikuldrni feseni.
Pocatecni podminku pro proud is méme — musi platit i5(0) = 0. Poc¢dteéni podminku pro
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prvni derivaci iy v t = 0 uréime z této tvahy: Protoze i;(0) = i5(0) = 0, dosazenim do
rovnic (4.18), (4.19) dostaneme

di, dis
L — Ly — = U
L t:0+ 12 - 0
diy diy
Lo, —= — = 0.
2t |, At

7 téchto rovnic dostaneme

dig UoLiz Upk?
dt L%2 - L1L2 N (/12 - 1)L12 .

t=0

Integracni konstanty c¢; a cp ur¢ime ze soustavy rovnic

c1+cp = 0
U()/ﬁ}2
)\161 + )\202 = T3 7 -
(KJ — ].)L12
Z prvni rovnice mame c¢; = —co. Dosazenim do druhé rovnice pak vyjde
UOI‘QQ
Cl = —Cy =

(/12 — 1)L12()\1 — )\2) ’
takze

, Uok?
in(t) = :

(/{2 — 1)L12(>\1 — )\2)

(e)qt o e)\gt) )

Ziejmé je [M| < |Aof, takze A\; — Ay > 0 a eM? —e*2? > (. Protoze k < 1, je k% — 1 < 0.
Vychdzi tedy is(t) < 0. Z toho plyne, Ze proud i5(¢) ma opaény smér, nez je na obrazku 4.1
znazornéno Citaci Sipkou.

Nyni se zabyvejme vySetfenim prubéhu proudu #;(¢). V novém ustéleném stavu je

Z vychozi soustavy rovnic napsané pro t = 0 dostaneme

dil UOLQ _UO

dt |,y LiLy—12, (R2—1)L;

Po vypoctu integracnich konstant najdeme vysledek

. Uo 1+)\27'1 At 1+/\1T2 Aot
£) = 20 (1 a2y ZEAT )
i(t) Rl( LSV VL S Ve W
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4.9 Vektorovy tvar linearniho systému a existence reSeni

Budeme se zabyvat fesenim soustavy n obyc¢ejnych diferencialnich rovnice prvniho fadu
tvaru

l’:l = a1 (t)$1 + alg(t)xz + -+ aln(t)xn + fl(t)
Ty : 921 (t)l‘l + agg(t)l’z + - -+ agn(t)l'n —+ fQ.(t) (422)
= ant)ry + appt)re + -+ 4+ apt)z, +  fut).
Tuto soustavu muzeme prepsat jako
T ar(t) an(t) - aw(t)\ [ fi(t)
zy | | an(t) axn(t) -+ an(t) | [z fa(t)
| = . ) |t .
T, ani(t) an2(t) -+ ann(?) Tn fa(t)
neboli zkracené
x = A(t)x + £(1), (4.23)
kde
x1(t) an(t) aw(t) - a(t) fi(t)
«— IQ(t) ’ A(t) _ agl:(t> 929 (t) R agn(t) ’ f(t) _ fg(t)
xn@) Qn1 (t) Qn2 (t> T ann<t) fn(t)

Priklad 4.10 Soustavu diferencidlnich rovnic

Ty = —2ry + Sxo + € — 2t
xh = 4dx; — 3z9 + 10t

muzeme zapsat maticové jako

o -2 5 . el — 2t
N 4 -3 0t )’
zatimco soustavu
< — 1 -2 X+ cost
~\0 5 sint
muzeme rozepsat po slozkdch jako

xry = x1 — 2x9 + cost

xh = 5xy + sint.
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Definice 4.1 Sloupcovy vektor

$1(t>
) (t)

2a(t)

je Tedenim systému diferencidlnich rovnic (4.22) na intervalu I, jestlize vSechny jeho
slozky jsou na I diferencovatelné a rovnice (4.22) jsou splnény pro kazdét € 1.

Priklad 4.11 Owvérte, Ze vektory

1 B e~ 2t 3 3ebt
= (L))o= (Gon) o= (5)e= ()

jsou Tesenimi soustavy

x'—13x
~\5 3

na intervalu (—oo, 00).

Resend: Vipocet provedeme pouze pro Xi; s Xo Si pak jiZ ¢tendf urcité poradi sém. Do-
sadime vektor x; do zadané soustavy rovnic za X a presvédcime se, Ze se levd strana
soustavy rovnd pravé strané:

e—2t / —26_2t
L = Xll - (((_62?&)/> = ( 92t )
1 3 1 3\ [e® e 2 4+ 3(—e?t) —2e7 2
Po= (5 3) X1 = (5 3) (—e%) - (562t +3(=e2) )\ 272 ) L.
Stejné jako u jediné diferencidlni rovnice, i u systému diferencidlnich rovnic ¢asto fesime

tzv. pocatecni ulohu, ktera spociva v tom, ze hledame teseni zadaného systému, které
vyhovuje urc¢ité pocateéni podmince:

x' =A(t)x+£(t), x(ty) = Xo, (4.24)
kde to € R je néjaky bod (asto, ale nikoli vzdy, to byva 0) a xo = (1,72, -+, Vn) -

Piiklad 4.12 Vektor x; z prikladu 4.11 je reSenim soustavy z téhoZ prikladu, které
vyhovuje pocdtecni podmince x(0) = (1, —1)T, protoze x,(0) = (%, —e%)T = (1, —1)T.
Zato pocdteéni podmince x(2) = (3,4)T by nevyhovovalo ani jedno z veseni X1, Xo. Tim
ovsem nijak nerikdme, Ze reseni splnujici tuto podminku neexistuje. Jak je to s existenci
resent soustav linedrnich diferencidlnich rovnic, o tom mluvi ndasledujici véta.

Véta 4.3 (O existenci a jednoznaénosti FeSeni)
Jsou-li vsechny prvky matice A(t) a vektoru f(t) funkce spojité na intervalu I, ktery ob-
sahugje bod ty, pak existuje jediné reseni pocdatecniho problému (4.24) na intervalu I.
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4.10 Struktura reSeni soustav linearnich diferencialnich rovnic

V této kapitole se budeme zabyvat tim, jak feSeni soustavy linearnich diferencialnich
rovnic obecné vypada a jak se da zapsat. Postupy pro nalezeni feseni budou popsany
az v dalsich kapitolach. Aniz bychom to dal zduraznovali, vSude v této kapitole budeme
predpokladat, ze prvky matice A a vektoru f v soustavé (4.23) jsou spojité funkce na
néjakém intervalu 1.

4.10.1 Homogenni soustavy

Nejprve se zaméiime na homogenni soustavy. To jsou takové soustavy, kde f(t) = o,
tj. ze soustavy (4.23) zbude pouze

x' = A(t)x. (4.25)

Piikladem homogenniho systému je systém rovnic z piikladu 4.11. V tomto piikladu byly
uvedeny dva vektory, X; a Xo, které byly feSenimi uvedené soustavy. Vyzyvame cCtenare,
aby samostatné ovéril, ze i 2x; je feSenim oné soustavy, stejné jako x; + x5. Kdyz si to
zkusite, asi jiz snadno uvérite nasledujicimu tvrzeni.

Princip superpozice

Véta 4.4 (Princip superpozice)
Necht x1,Xs, ..., Xy, k € N, jsou reseni homogenniho systému (4.25) na intervalu I. Pak
je také libovolnd linedrni kombinace

X =0C1X] +CXo+ - -+oaxp, ¢e€Cli=1,...k,
resenim tohoto systému na intervalu 1.

Zustanme jesté chvili u prikladu 4.11. Zndme dvé konkrétni feseni zadané soustavy a nyni
jsme ukdzali, Ze pomoci nich dostaneme hromadu dalsich feseni. Ted se mozna ptéte,
jestli takhle, tj. coby linedrni kombinace x; a X5, dostaneme tuplné vSechna feseni. Zde je
odpovéd ANO. Pro¢ to tak je, to asi na prvn{ pohled zfejmé neni, takZe tomu pro tenhle
moment prosté uverte.

Kdybychom vsak méli k dispozici fesenf x; = (e7%, —e )T a x5 = 2x; = (2e7%, —2¢7%)T
(ze tohle je taky feSeni, si snadno ovérite), vSechna feseni bychom jako jejich linedrni
kombinace nedostali. To je vidét docela dobfe, staci se podivat na feSeni x5 = (3e%, 5e%)T.
At se budeme snazit sebevic, takové konstanty c¢; a ¢y, pro které by platilo x; = ¢;1%; +cpX3,
nenajdeme.

Nyni se zamyslete, v ¢em je ten zasadni rozdil mezi dvojicemi feSeni x;, X2 a Xi, X3.
Nésledujici definice snad napovi.
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Linedrni zavislost a nezavislost feSeni

Definice 4.2 (Linedrni zavislost a nezavislost feSeni)
Necht x1,Xa,...,Xy jsou Teseni homogenniho systému (4.25) na intervalu I. Rekneme,
Ze tato Tesent jsou linedrné zdvisld na tomto intervalu, jestlize existuji konstanty

C1,Coy...,Ck
ne vsechny rovné nule, takové Ze
1x1(t) + coxa(t) + -+ + apxi(t) = 0
pro kazdé t € I. Jestlize vektory nejsou na I linedrné zavislé, rikame, Ze jsou linedrné
nezdvislé.

Linearni zavislost obycejnych ¢iselnych vektoru uz znate, a proto vas asi neprekvapi, ze
vektory jsou linearné zavislé, pokud lze jeden z nich vyjadrit jako linearni kombinaci
ostatnich (pro dva vektory to znamend, ze jeden je konstantnim nésobkem druhého).

K rozeznani toho, zda n-tice feSeni soustavy n diferencialnich rovnic je ¢i neni linearné
zavisla, slouzi tzv. Wronskian. Pod timto vzneSenym védeckym jménem se skryva deter-
minant matice poskladané z jednotlivych vektoru reseni.

Véta 4.5 (Kritérium pro linedrni nezavislost feSeni)

Necht x1,Xa, . .., X, jsou Feseni homogenniho systému (4.25) na intervalu I,
T11 T12 Tin
T21 T22 Ton
X1 = . , X9 = . yeeo s Xp =
Tnl Tn2 LTnn

Tato resent jsou linedrné nezavisld, prave kdyz je Wronskidn

i1 Ti2 0 Tin
Wkt %o, oxa) = | o o 0 (4.26)
Tl Tna c Tom
pro kazdé t € I.
D4 se ukézat, ze jsou-li X1, Xy, ..., X, vektory Feseni soustavy (4.25), pak je bud'to

W(x1,%X2,...,%X,) #0 prokazdét € I,
nebo
W(x1,%X2,...,%,) =0 prokazdéteI.

Pokud tedy ukazeme, ze je Wronskidan nenulovy v jediném bodé tg € I, plyne z toho jiz,
ze je nenulovy na celém intervalu /. Tento fakt se vam mozna nezda nijak prevratny,
nicméné vézte, ze slouzi k dukazum mnoha tvrzeni, kterd zde dale uvedeme. (Uvedeme
ta tvrzeni, nikoli jejich dukazy. Kdyby prece jenom nékdo chtél védét, proé néco plati, a
ne jenom, e to plati, necht se s divérou obrati na svého ucitele. Uréité ho svym zdjmem
potesi.)
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Piiklad 4.13 Ukazte, Ze vektory

cost 0 sint
X| = —%cost+%sint Xo = [ et | x5 = —%sint—%cost )
—cost —sint 0 —sint + cost

které jsou reSenimi systému

1 0 1
x = 1 1 0]x,
—2 0 -1

jsou linedrné nezdvislé.

Reseni: To, Ze jsou vektory Xi,Xs,Xs fesenimi néjaké soustavy, wvddime jenom pro
poradek. Z cvicnijch divodi to muzete sami ovérit. Tady budeme Tesit, co bylo zaddno, tj.
zjistovat, jestli jsou tyto vektory linedrné nezdvislé. Vypoéteme Wronskidn:

cost 0 sint
W(xy,Xg,X3) = —%Cost—i-%sint e —%sint—%cost =
—cost —sint 0 —sint + cost

= cost-e' - (—sint+cost) —sint-e" - (—cost —sint) = e # 0.
Wronskidn je menulovy pro wvSechna redlnd t, a proto jsou vektory Xi,Xs,X3 linedrné
nezavislé.
Fundamentalni mnozina reSeni

Definice 4.3 (Fundamentdlni mnozina feSeni)
Jakdkoli n-tice X1, Xs, ..., X, linedrné nezdvislych reseni homogenniho systému (4.25) na
intervalu I se nazyvd fundamentdlni mnoZina teSeni na tomto intervalu.

Pomoci fundamentalni mnoziny budeme moci zapsat jakékoli feSeni systému. Jestli si ted
delate starosti, jestli se vzdy podaii najit k soustavé n rovnic n linedrné nezavislych fesent,
nasledujici véta vas jisté uklidni.

Véta 4.6 Fundamentdlni mnoZina reSeni homogenniho systému (4.25) na intervalu I
vZdy existuge.
Véta o struktuie obecné feseni homogenniho systému

Definice 4.4 (Obecné feSeni homogenniho systému)
Necht x1,Xa,...,X, je fundamentdlni mnoZina Feseni homogenniho systému (4.25) na
néjakém intervalu I. Obecné tesent systému na tomto intervalu se definuje jako

X = ¢1X1 + CoXg + -+ - + Xy, (4.27)

kde ¢;, i =1,2,...,n, jsou libovolné konstanty.
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D4 se ukazat, ze kazdé feseni systému (4.25) lze zapsat ve tvaru (4.27), tj. ke kazdému
feseni x najdeme konstanty ¢y, ..., ¢, tak, aby platilo (4.27).

Piiklad 4.14 Zapiste obecné tesent soustavy z prikladu 4.13.

Resend: Zndme tii resent zadané soustavy — Xi,Xo a X3. V prikladu 4.13 jsme ovérili,
Ze jsou to reseni linedrné nezdavisld. Proto tvori fundamentdlni mnoZinu reseni a obecné
resent soustavy je tedy

cost 0 sint
X =0 —%cost—l—%sint +c et ] +es —%sint—%cost
—cost —sint 0 —sint + cost

4.10.2 Nehomogenni soustavy

Nyni se zaméfime na nehomogenni systémy (tj. funkce f(¢) v systému (4.23) uz nebude
nulova).

Partikularni feSeni x, nehomogenniho systému je libovolny vektor neobsahujici voli-
telné konstanty, ktery vyhovuje soustavé rovnic (4.23).

Priklad 4.15 Owerte, Ze vektor

[ 3t—4
X =\ 5t 46

je partikuldarni Teseni nehomogenniho systému

(13, (121
X=\5 3/% ~3

na intervalu (—oo, 00)
Reseni: Dosadime vektor x, do zadané soustavy rovnic a presvédcime se, Ze se levd
strana soustavy rovnd pravé strané:

3

L = X;:(_5)
po_ (13 (12-11) _ (13 36— 4) (12— 11\ _
~— \5 3/ 3 )7 \5 3)\=s5t+6 3 )=

1- (3t —4) +3- (=5t +6) + 12t — 11 3
B ( (5~(3t)—4)+<3-(—5t)+6)—3 ):<—5):L'

Vsimnéte si, prosim, ze pokud z pravé strany soustavy diferencidlnich rovnic, kterou jsme
v tomto pifkladu zkoumali, vypustime vektor f(¢) = (12t — 11, —3)T, zistane ndm ho-
mogenni systém, kterym jsme se zabyvali v prikladu 4.11. Vime jiz, Ze feSenim tohoto
homogenniho systému je napt. vektor x; = (e7%, —e 2)T. V néasledujicim ptikladu se
podivame, co se stane, jestlize secteme jedno partikularni feseni nehomogenniho systému
diferencialnich rovnic s jednim feSenim prislusného homogenniho systému.
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Piiklad 4.16 Owérte, Ze vektor

o odx = 3t —4 N e 2
X=X X =g p6) T\ e

je také resenim systému z prikladu 4.15.

Reseni: Jestli si ted tikdte, Ze je to pordd na jedno brdo a e tenhle priklad preskocite,
pockejte s tim preskakovdnim jesté chvili. Priklad totiZ vyresime jinak nez ten predchozi,
zpusobem, ktery by vds mél dovést k tomu, abyste sndze uvérili vété, kterd bude ndsledovat.
Vime jiz, Ze x,, je TeSenim nehomogenniho systému, zatimco x; je reSenim homogenniho
systému se stejnou matici

A (0)

Tedy plati x;, = Ax,+f, zatimco x| = Ax,. Jak to dopadne pro soucet, ktery jsme oznacili
jako x?

X' =(xp+x1) =x, +x) = Ax, + f + Ax; = A(x, +x1) +f = Ax +f.

Dokdzali jsme tedy, Ze x vyhovuje soustavé X' = Ax + f.

Kdyz si tento postup jesté jednou prohlédnete, uvidite, Ze jsme vlastné nikde nepracovali
s konkrétnimi cisly nebo funkcemi, ani se nikde neprojevilo, Ze se jednd o soustavu dvou
rovnic a ne treba tri. VSechno bylo provedeno obecné pro vektor x,, ktery je resenim
nehomogenniho systému x' = Ax + f, a pro vektor x1, ktery je teSenim homogenniho
systému x' = Ax. Kdyz si jesté vzpomeneme, jak vypadd obecné reseni homogenniho
systému, muzeme timto povaZovat ndsledujici vétu za dokdzanou.

Véta 4.7 Necht x1,Xa, ..., Xy, k € N, jsou regeni homogenniho systému (4.25) na inter-
valu I a necht x,, je libovolné reseni nehomogenniho systému (4.23) na tomtéz intervalu.
Pak

X = C1X1 + C9Xo + - - + X + X,
kde 1, ¢, . .., cx jsou libovolné konstanty, je také resenim nehomogenniho systému (4.23)
na intervalu I.
Véta o struktuie obecného reseni nehomogenniho systému

Definice 4.5 (Obecné feseni nehomogenniho systému)
Necht x, je jedno dané reseni nehomogenniho systému (4.23) na néjakém intervalu I a
necht

X, = C1X1 + CoXo + - -+ + Xy

je obecné tesent odpovidajictho homogenniho systému (4.25) na tomtéz intervalu. Obecné
Tesent nehomogenniho systému na intervalu I lze zapsat jako

X = X; + X, (4.28)
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Obecné teseni x nehomogenniho systému (4.23) je tedy rovno soué¢tu obecného feseni x..
pfidruzeného homogenniho systému (4.25) a nékteré¢ho partikularniho feseni x, nehomo-
genniho systému (4.23).

Jak se dalo ocekavat, kazdé feseni systému (4.23) 1ze zapsat ve tvaru (4.28), tj. ke kazdému
feSeni x najdeme konstanty ¢y, ..., ¢, tak, aby platilo (4.28).

Priiklad 4.17 Zapiste obecné reseni nehomogenniho systému z prikladu 4.15.

Reseni: V piikladu 4.15 jsme ovérili, Ze partikuldrnim tesenim zadaného systému je
napt. vektor x, = (3t —4, =5t +6)T. V prikladu 4.11 byla uwvedena dvé Feseni prislusného
homogenniho systému: x; = (e72, —e 2T a x5 = (3e%,5e¢)T. Sami ovérte, Ze jsou to
resent linedrné nezavisla. Obecné reseni homogenniho systému je proto

e72t 366t
XC == Cl _87215 _'_ CQ 5e6t .

Na zakladé definice 4.5 je tedy obecné reseni zadaného nehomogenniho systému

e 2 3eb? 3t —4
X=Xt X =0 —e 2 = 5ebt * —5t+6)’

a to na intervalu (—oo, 00).

4.10.3 Fundamentalni matice a jeji vlastnosti

Jak jste vidéli, zapis obecného feseni soustavy diferencidlnich rovnic je dost dlouhy a muze
byt ponékud neprehledny. K o néco kratsimu zapisu muze slouzit tzv. fundamentalni
matice, o které nyni bude fec.

Vratime se nyni k homogennim soustavam. Jak jiz jsme fekli, jestlize xi,Xo,...,X, je
fundamentalni mnozina feSeni homogenniho systému (4.25) na intervalu I, pak obecné
feSeni systému na tomto intervalu je x = ;X1 + coXsg + - - - + ¢, X,,. Toto TeSeni rozepiseme
a trochu si s jeho zdpisem pohrajeme:

T11 T12 Tin
T21 X292 Ton
X = ¢ ) + co ) + -t ) =
Tnl Tn2 Lnn
C1T11 + C2x12 + - - + CpT1n T11C1 + T12C2 + - - + T1nCp
C1X21 + CoX 99 + -+ CnTon T21Cq1 + T92Co + -+ TonCn
C1Tn1 + CoTn2 + -+ CnTnpn Tp1C1 + Tp2Co + -+ LpnCn

Vidime, ze obecné feseni homogenniho systému muzeme zapsat jako maticovy soucin

T11 L1z c Tin C1

Tol Tog - Top c
x=|"7 ? 2. (4.29)

Tpl Tp2 - Tnn Cn
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Definice 4.6 (Fundamentalni matice)

Necht
x11 X12 L1in
T21 X292 Lon
X1 = . , X9 = 3 yeeo s Xp =
Tnl Tn2 Tnn

je fundamentdlni mnozina Teseni homogenniho systému (4.25) na intervalu I. Matice

X111 T12 - Tin

To1 T2 -+ Top
Q)= .

Tplt Tp2 - Tnn

se nazyvd fundamentdlni matice systému na tomto intervalu.

Vztah (4.29) fikd, ze obecné feseni homogenniho systému (4.25) muzeme zapsat pomoci
fundamentalni matice systému jako x = ®(t)c, kde c je n x 1 sloupcovy vektor libovolnych
konstant.

Priklad 4.18 Zapiste obecné reseni homogenni soustavy z prikladu 4.11 pomoci funda-
mentdlni matice.
Reseni: Vime, Ze vektory

1\ _ e~ 2 3 3eb?
= ()= () o= ()= ()

tvori fundamentdlni mnoZinu TeSent zadané soustavy na intervalu (—oo, 00).
Fundamentdalni matice je proto

e—2t 3€6t
(I)(t) = (_e—zt 5e6t)

a obecné resent je

. e 2 3e%\ (¢
ez 5ebt ) \ ¢,y )
U fundamentalni matice jesté chvili zustaneme. Budeme zkoumat ruzné jeji vlastnosti,

které prijdou vhod pozdéji.
Protoze x = ®(t)c je fesenim soustavy x' = A(t)x, musi platit

®'(t)c=A(t)®(t)c neboli (D'(t) — A(t)®(t))c = o.

Jelikoz tento vztah plati pro kazdé t € I a pro jakykoli sloupcovy vektor konstant ¢, musi
byt

®'(t) — A(t)B(t) = o,
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a tedy
®'(t) = A(t)®(t). (4.30)

Dalsi dulezitou vlastnosti fundamentalni matice je to, ze jeji determinant je vzdy ruzny
od nuly. To je vidét z toho, Ze determinant fundamentalni matice je vlastné Wron-
skidn W(xy,xs,...,X,). Protoze feSeni x1,...,x, jsou linedrné nezavisla, je det ®(t) =
W(x1,...,%x,) # 0 pro kazdé t € I. Odtud hned plyne platnost nésledujici véty.

Véta 4.8 (Fundamentdalni matice ma inverzi)
Necht ®(t) je fundamentdlni matice homogenniho systému (4.25) na intervalu I. Pak
® (1)t existuje pro kazdé t € I.

Zkuste se nyni trosku zamyslet nad tim, jestli k dané soustavé diferencidlnich rovnic
existuje pouze jedind fundamentalni matice, nebo jestli jich muze byt vic. Uz jste néco
vymysleli? Spravna odpovéd je, ze fundamentalni matice jednoznaéné dana neni. Napf.
v prikladu 4.18 by stacilo v matici ® prohodit sloupce a uz bychom meéli jinou funda-
mentalni matici. Fundamentalnich matic k danému systému existuje dokonce nekonecéné
mnoho. Nés ted bude zajimat jedna — oznacime ji specidlné W(t), kterd mezi vSemi
ostatnimi vynika tou vlastnosti, ze v ur¢itém vybraném bodé ¢, € I plati

01 -+ 0
)=, . .|=E (4.31)
00 - 1

kde E je jednotkova matice typu n X n.
Fundamentalni mnozinu teSeni, ze kterych je matice ¥ poskladand, tvoii vektory v;,
1=1,...,n, takové ze

1 0 0
0 1 0

Vi (to) = . s V2<t0) = . s Cey Vn(tO) = . . (432)
0 0 1

Najit matici ¥ s vlastnosti (4.31) neni tiplné jednoduché. Jedna moznost je vyuzit libo-
volnou fundamentédlni matici ®(t), kterou uz jsme néjak ziskali. Matici ¥ pak muzeme
vypocitat jako

U(t) = d(t)P(ty)

Pozdéji ukazeme, jakym jinym zpusobem se dd matice ¥ najit a k ¢emu vlastné muze
byt dobra.
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4.11 Exponenciala matice a jeji uziti
4.11.1 Definice exponencialy matice

V této casti definujeme pojem takzvané exponencialy matice. Definice, kterou nyni uve-
deme je motivovana zndmym rozkladem exponencidlni funkce do Mac’laurinovy tady

t=1 ! t ! 2 ! "
S _|_ﬂ. _|_5. _|_..._|_m. + e

ktera konverguje pro vSechny hodnoty t € R.
Uvedme jesté jednu motivaci. Predpoklddejme, Zze mame najit feSeni skaldrni dlohy

y' =ay, y(0)=1yo. (4.33)

Pouzijme metodu postupnych aproximaci. Potom

t
y1(t) =yo +/ a - yods = yo + atyy = (1 + at)yo,
0

t t
Yo (%) =y0+/ a-yl(S)dszyo+/(a-yo+a28'yo)ds=
0 0

1 1 55
(1+ﬁat+§at)yo,

1 1 1
ye(t) = (1 + yat+ 5a2t2 4+ Ha’“zﬁ’“) Yo,

V limité pak dostavame

11 1 .
y(t) = (1+ﬂat+ia2t2+---+ﬂaktk+~->yo:et-yo.

Budeme-li misto skalarni ulohy (4.33) uvazovat systém

y'=Ay, y(0) =1y (4.34)
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s konstantni n x n matici A a s ¢iselnym vektorem g, pak analogicky postup dava

t
y1(t) =vyo +/ A - yods = yo + tAyy = (1 + tA)yo,
0
t t
Ya(t) =yo —l—/ A-yi(s)ds = yo —|—/ (A-yo +tAa® - yp) =
0 0

t 1 5
yA)=<1+ TAT SPA HﬁAQym

Vysledkem je nekonecné rada

1
y(t) = (1+—tA+ A% + -+EtkAk+--~)yo,

kterd je souCinem tzv. exponencidly matice A (v zédvorkach) a vektoru yq.

Definice 4.7 Pro n x n matici B(t) definujme exponencialu matice jako novou n x n
matict pomoci Tady
1

S B2(1) + BN (4.35)

B .= exp[B(t)] = E + 1'B( t) + o

1!

Kazdy prvek matice exp[B(t)] je sou¢tem nékteré fady a vyse uvedend definice v sobé
zahrnuje celkem n x n tad. Lze ukazat, ze kazda tato fada konverguje, a tim prokazat
korektnost této definice. Pouzitim Definice 4.7 se snadno dokaze nésledujici

Veéta 4.9 Je-li O nulovd n X n matice, pak
e’ =E.

Dalsi vlastnost tika, ze pro exponencialu matice plati podobna vypocetni pravidla jako
pro exponencialni funkci

Veéta 4.10 Jestlize n x n matice A a B komutugi, tj. plati-li AB = BA, potom

Dukaz této véty jenom naznac¢ime s durazem na ten moment, kdy je zapotiebi komutati-
vita matic. Pro jednoduchost budeme dokazovat rovnost dvou poslednich vyrazi (podobné
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by se dokézala rovnost prvnich dvou). Podle definice rozvineme druhy vyraz

GAFB ] A;B N (A;!B)z .
:ﬂ+%+§+;A+mm+BH~~
:f+%+§+%mﬂﬁm+BA+B%+m
:I+%+§+%MMJAB+Wy+~.

Nyni vypocteme podle definice tieti vyraz:

B B* B3
eB.eA:{[+_+_+_+...}
7 A AT A3
X + ﬂ + ? + ? + -
_p A B A?> BA B?
I TR T I TR T
A B 1
=4+ -+ =+ -(A2+BA+B)+---.
o1 2
Vidime, ze oba dva vyrazy jsou si rovny s presnosti do kvadratickych clenu. Podobné
bychom v prokazovani rovnosti kubickych ¢lenu a ¢lenu vyssich mocnin pokracovali déle.
OJ
Vysledek Véty 4.10 implikuje pii volbé B = —A, Ze exponencidla matice e” je invertibilni
a ze plati

(eA)_1 —e A

Pi#iklad 4.19 Najdéte (pomoci definice) exponencidly matice et

(Y

Reseni. Piimym vypoctem obdrzime

n_ (3" 0 _
A —(0 2n) pro n=12,....

v pripade, Ze
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Proto

w_pilaitp by
e = +ﬁ +a +§ + -

(L Oyt (3 0y 3 0 /3% 0y
S \0 1) " 1r\o 2) 21 0 22/ "3r\0 2°
= (3t)*
R
= # _(egt 0)
- 0 th - 0 e2t‘
0 Z()

k!

k=0

Uved'me jesté jednu vétu, kterd v nékterych pifpadech umozituje najit exponencidlu ma-
tice bez pouziti definice.

Veéta 4.11 Je-li A matice typu n X n a P je requldrni matice takovd, Ze

A0 .00
PUAP = A = Af MR
000 .. A
potom plati
et 0 0
e = Pexp(A)P'=P- 0 6?2 "o
0 0 .. o™

Zvolime-li v této vété matici P jako 2 x 2 jednotkovou matici, obdrzime ihned vysledek
prikladu ¢. 4.19.

Piiklad 4.20 Najdéte (pomoci definice) exponencidlu matice et

A:((l) —01>.

Reseni. Piimym vypoctem obdrzime

AQZ(_Ol _01) A3:(_01 (1)) A4:((1) (1)) a A=A

v pripade, Ze



o8 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Proto

g tA tQAQ t3A3 t4A4
e’ = +ﬁ +§ +§ —FI + -

_10+10—1+ﬁ—10+§01+ﬁ10+_“
- \0 1 1\r o 2000 -1 31\—1 0 41\0 1

io:( )k t21€ io:( )k t2k+1
S _ B
B o (2k)! o Ck+10] (cost —sint)
i £2k41 0 12k ~ \sint cost)
2 (-1 (2k +1)! 2 (-1 (2k)!
k=0 ’ k=0 )

4.12 Uziti exponencialy matice
Je-li A konstantni n X n matice pak s pomoci vzorce (4.35) dostaneme
()" = Ae™. (4.36)

Tento vztah dava moznost zapsat obecné feseni homogenniho systému diferencidlnich
linedrnich rovnic (4.36) s konstantni matici A, tj. systému

dy
— = Ay. 4.37
at Y (4.37)
Véta 4.12 Fundamentdlni matice systému (4.37) s konstantni matici A je dana vztahem
Y (t) = e

Dikaz. S pomoci vztahu (4.36) dostaneme
Y'(t) = Aet = AY (t),
tj. matice Y () je skutec¢né feseni systému (4.37). Kromé toho
Y(0)=E,

tj. sloupce této matice jsou generované pomoci linedrné nezavislych reseni systému (4.36).
OJ

Piimou provérkou muzeme dokdzat platnost nasledujici véty (proved’te samostatné):
Véta 4.13 Obecné teseni y = y(t) linedrniho systému (4.37) je dané vzorcem

y=yt)=e.C (4.38)
kde C' je konstantni vektor.

Pi{my vypocet exponencidly matice podle definice (tj. podle vzorce (4.35)) je oby¢ejné ne-
pouzitelny kvuli tomu, ze neni mozné najit soucet definicni fady. Jak vyplyva z Véty 4.13
je pro nalezeni nékterého feseni (nebo pro nalezeni obecného feseni systému (4.37) uziteéné
mit metody pro vypocet exponencialy matice. Takové metody existuji. Nyni uvedeme
jednu z nich.
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4.13 Metoda pro nalezeni exponencialy matice

Metoda nalezeni exponencidly matice, kterou nyni uvedeme, vyzaduje nalezeni jistého
partikularniho feSeni linedrni diferencidlni rovnice n-tého radu s konstantnimi koeficienty.
Proto si zopakujte latku, kterd byla v bakalarském studiu této problematice vénovana.
Urciteé si vzpomenete, ze dulezitou roli hral pojem tzv. charakteristického polynomu a cha-
rakteristické rovnice. Tyto pojmy se vyskytuji i pii feSeni systému linearnich diferencial-
nich rovnic s konstantnimi koeficienty. Predpokladejme, ze je dana konstantni n x n matice

a;p a2 ... Q1np
A _ 21 Q22 ... Qon,
Ap1 Ap2 ... QApn

Charakteristickym polynomem matice A nazyvame polynom p(A) definovany pomoci de-
terminantu

A — a1 —Qa19 e —Q1p
—Qa921 A — Aoy ... —Aagp
p(A) =
—an1 —Anp2 A — Qpn

Je ztejmé, ze po provedeni vypoctu determinantu lze polynom p(A) zapsat ve schématic-
kém tvaru skutecného polynomu naptiklad takto

p(A) = A"+ A AN 4 @y oA 24 g\ + ag,

kde koeficienty a,,_1, @, _2, . .., a1, ag dostaneme, kdyz determinant spocitame. V néasledujici
vete predpokladame, ze charakteristicky polynom byl ziskan pravé timto zpusobem. Po-
ukazme jesté na to, ze v fadé ucebnic se charakteristicky polynom definuje jako determi-
nant

aip — A ai12 Ce Q1n
a921 929 — Ao Qon
Y
an1 an2 cel Opp — A

ktery ma po provedeni vypoctu hodnotu —p(A) (vite pro¢?). Tento znaménkovy rozdil se
stira, hovotime-li o tzv. charakteristické rovnici matice A, ktera ma tvar

p(A) = 0.

Véta 4.14 Predpokladejme, Ze A je konstantni n X n matice, jejiz charakteristicky poly-
nom ma tvar

pA) = A"+ ap A" a )+ ag.
Predpokladejme ddle, Ze y(t) je Fesent pocdatecni ulohy pro linedrni homogenni diferencidlni
rovnici n-tého radu se stejnymi koeficienty:

y(n) + an—ly(n_l) + o4 aly, + apy = 07 (439)
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y(0) =¢/(0) =--- =y =0,y D(0) = 1. (4.40)
Oznacme
z1(t) a; Qo Ap—1 1 y(t)
2(1) _ | a2 az .- 1 0 y';t) ' (4.41)
zn'(t) r 0 - 0 0 y(n—'l)(t)

Pak pro exponencidlu matice plati vztah:

e = 2 ()] + () A+ -+ 2, () A"

4.14 Reseni Cauchyovy tlohy pro linedrni systémy uzitim fun-
damentalnich matic

4.14.1 Cauchyova tloha pro homogenni systém

Uvazujme poéétecéni (Cauchyovu) tlohu pro homogenni systém

dy
kde ¢ty € Z. Tato tloha ma jediné feSeni. ZapiSme toto TeSeni pomoci fundamentalni
matice, kterd je normovand v bodé t = ty. Takova matice je feSenim ulohy Y’ = AY'(t),
Y(to) - E, tJ,

Nyni Ize snadno ovérit, ze feseni dlohy (4.42) je ddno vztahem
y(t) = @(t; to)yo- (4.43)

4.14.2 Cauchyova tloha pro homogenni systém s konstantni matici

V piipadé ze uvazujme pocéatecéni (Cauchyovu) tilohu pro homogenni systém s konstantni
matici

dy

rri Ay, y(to) = yo. (4.44)

kde ty € Z, lze s pomoci vztahu (4.38) ve Vété 4.13 vyjadrit normovanou fundamentalni
matici v bodé t = t; jako maticovy exponencial

D(t; 1) = elt70)4 (4.45)

a teseni (4.43) zapsat vztahem (4.38), tj.,

y(t) = ell=0)dy,,
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4.14.3 Cauchyova tloha pro nehomogenni systém

Zapisme nyni feseni pocatecni (Cauchyovy) tlohy pro nehomogenni systém

Y AW+, ylt0) = o (4.46)

kde ty € Z. Také tato tiloha ma jediné feseni. Obecné feseni odpovidajici homogenni tlohy

muzeme zapsat ve tvaru

y(t) = @(t;to) - C,

kde C = (Cy,Cy, ..., C,)7T je libovolny éiselny vektor. V souladu s metodou variace kon-
stant se pokusime najit feseni y(t) (partikuldrni) ulohy (4.46) na intervalu Z ve tvaru

y(t) = @(t;t) - C(t) (4.47)
tak, aby platilo y(tg) = yo. Vztah, kterému vyhovuje vektorovéd funkce C(t) je
C'(t) = ® 1 (t;t0)b(2).
Jeho integraci (v mezich tq a t, to,t € Z) dostdvame
t
C(t) = C(to) +/ O (s5t9)b(s)ds.
to

Abychom dostali feseni (partikularni) pozadovanych vlastnosti, volime C(ty) = yo. Potom

y(t) = @(t: to)yo + P(t; o) /t O (s310)b(s)ds. (4.48)

to
Tvar (4.48) upravme na
t
y(t) =<I>(t;to)yo+/ D(t;t0) P (s5t0)b(s)ds
to

a kone¢nou podobu mu dejme uzitim vztahu:

D(t;tg) P (s;tg) = P(t;8), t,to,s €T, (4.49)
tj.,
y(t) = ®(t; to)yo +/t O(t; 5)b(s)ds. (4.50)
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4.14.4 Cauchyova tloha pro nehomogenni systém s konstantni matici

V piipadé ze uvazujme pocatecéni (Cauchyovu) tilohu pro nehomogenni systém s konstantn{
matici

d
d_?i = Ay +0(t), y(to) = yo, (4.51)

kde to € Z, muzeme uzitim vztahu (4.45) nalezené feseni (4.50) zjednodusit. Protoze
Bt tg) = 704 a4 B(t;5) = et

ma feSeni (4.50) tvar

t
y(t) = eli=t0) 4y, +/ e =4p(s5)ds. (4.52)

to

4.15 Transformace linearni rovnice n-tého radu na systém

Na zaveér této kapitoly ukazeme, jak lze libovolnou linearni diferencialni rovnici n-tého
fddu pievést na linedrni systém. Tato moZnost pievedeni je velice vyznamna, nebot
umoznuje pouzit veskerou vylozenou teorii taktéz k rovnicim n-tého radu.

Uvazujme linearni obycejnou diferencidlni rovnici n-tého fadu

u™ a,  (Ou" e a (D + ag(t)u = b (1), (4.53)

kde koeficienty a,,_1(t), ..., a1(t), ap(t) a nehomogenni ¢len b*(¢) jsou spojité funkce na in-
tervalu Z. Budeme rovnici (4.53) transformovat na systém rovnic. Necht jsou y1, ya, - - -, Yn
nové zavislé funkce, definované jako

Y1 =u, Y2 = U,, Ys = ulla ceoy Yn = u(n—l).

Timto ptedpisom byl definovan vektor (yi,%s,...,%,)T. Pak je linedrni obycejna dife-
rencidlni rovnice n-tého fadu (4.53) ekvivalentni systému

Y A+ b(0), (4.54)
Kde 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A(t) - : : : : oo : )
0 0 0 0 e 1
—ao(t) —ai(t) —as(t) —as(t) -+ —au-1(t)

b(t) = (0,0,...,0,b*(t))".
Podobné se ukaze, ze pocatecni problém

ul™ + @ (u™D + - ag (DU + ag(t)u = b¥(t),

4.55
u(to) = uy, W' (to) = ug, . .. au(n_l)(to) = Uy, ( )
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je ekvivalentni pocatecni tloze

y'=A)y+b1), y(to) = yo, (4.56)
kde

Yo = (Uh Ug, ... ,Un))T-

4.16 Shrnuti kapitoly

Tato kapitola byla vénovana linearnim systémum oby¢ejnych diferencialnich rovnic prvniho
radu. Po nezbytném ptripomenuti pomocnych poznatku byla vylozena struktura obecného
feSeni linearnich homogennich i nehomogennich systému. Dalsi ¢ast kapitoly byla vénovana
jedné z metod feSeni homogennich linearnich systému s konstantnimi koeficienty. Jeji pod-
statou bylo vyuziti exponencialy matice. V zavéru kapitoly byly vyuzity vlastnosti funda-
mentalnich matic k vytvoreni feseni poc¢atecnich tloh pro ruzné typy linedrnich systému.

4.17 Resené piiklady

Priklad 4.21 Najdéme obecné teseni systému

vi = 2y + oy,
Yy = —3y1 + 6y

s pomoci exponencidly matice.

Reseni. Nejprve najdeme charakteristicky polynom matice A:

det(A — AIy) = ‘2 A

. 6_A‘ =X —8\+15=(A=3) - (A=5).
Pomocné pocatecni loha typu (4.39), (4.40) je druhého fadu:

y' =8y +15y =0, y(0) =0, y'(0) = 1.
Tato tloha m4 obecné fesen{ y(t) = dye3* + dye®. Déle plati 3/ (t) = 3d,e® + 5doe™,

y(0)=0,40)=1 = dy=—-1/2,dy =1/2

1 1
y(t) = —563t - §eSt.

Definujme v souladu se vztahem (4.41)

( 21 > . ( -8 1 ) _%e3t+%e5t B ge:%_ %ew
29 1 0 _%e3t+ge5t —%e3t+%e5t .



64 Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné

Exponencidla matice ma tvar

3
3.3t _ 1.5t _ 1.3t 15t
- <2e 2¢ 267 1 3¢ )
“\3.3t _ 3.5t _ 1.3t 3.5t])°
2 2 267 T3¢

Vysledné obecné teseni je dano vztahem
At [ G
= (2).
C2

Priklad 4.22 Najdéme obecné Teseni systému

kde ¢; a ¢y jsou libovolné konstanty.

yi = 12y — Gy,
4.57

Yy = 2y + A (4.57)

s pomoci exponencidly matice.

Reseni. Podobné jako ve vyse uvedeném Pifkladu 4.21 dostavéme

12—\ —6

‘:)\2—16)\+6O:()\—6)-()\—10).

Pomocna pocatecéni tloha ma tvar
y" — 16y +10y =0, y(0) =0, y'(0) =1

a jeji obecné tesent je: y(t) = die® +dqe'. Dale mame: y/'(t) = 6d;e® +10dye!®. S pomoci
pocatecnich podminek pak snadno obdrzime hodnoty konstant:

y(0)=0,40)=1 = dy=-1/4,dy=1/4

1 1
y(t) — _Zeﬁt + ZGlOt'

Definujme vektor z(t):

2\ (=16 1 _%GGt_’_%elOt - geﬁt_%elﬂt

2 ) 1 0 _%eﬁt+gelot - _ie&_i_%lel()t )
Nakonec

5.6t 310t
A [5e% —ge 0 Le L) (12 —6) _
e = ( 0 gth _ %elot> + ( 46 + 46 9 4]~

_ 1.6t 4 3,10t 3.6t __ 3,10t

( € T3¢ 2€ 2€ )

1.6t , 1,10t 3.6t 1,10t | °
3¢t 3¢ 2
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Obecné feseni tlohy (4.57) je
_ At [Ga
y =€ (62> )

Priklad 4.23 Pomoci exponencidly matice najdéme obecné reseni systému

kde ¢q, ¢o jsou libovolné konstanty.

yi = 2y1 + Yo,
Yy = —th + 4.

Reseni. Podobné jako ve vyse uvedenych piikladech dostdvame

det(A — /\]2) =

'2” L ‘:/\2—6)\+9:(/\—3)2.

-1 4-A
Pomocny pocatecni problém ma tvar
y" =6y +9y =0, y(0) =0, y'(0) =1

a jeho obecné fesent je y(t) = (dy + dot)e3. Derivace fesent je i/ (t) = 3(dy + dot)e + doe?.
Vyuzijeme pocatecni podminky. Dostavame:

y(0)=0,y(0)=1 = d,=0,3d+do=1 = dy=1.

Definujeme
y(t) = te'.

(2) - <—16 (1)) ((1 fe;)e&) _ <(1 —te?;f)e?’t> _ (1 ) 3t> -

Odpovedajici maticova exponenciala ma tvar

5 (1 0 2 1
At _ 1 3t 3t _
e™ = (1-3t)e (0 1>+te (_1 4)
(1 — 3t)e’ + 2te ted A T N
—tedt (1—3t)ed +4te® ) — \ =t 1+4t) -

Obecné feseni vychozi ilohy je ddano vztahem:

At (G a(l—t) +eat 3t
= e —= - e
y (CQ) <—Clt —+ Cg(l -+ t) ’
kde ¢; a ¢y jsou libovolné konstanty. Zapisme tento vysledek v jiném tvaru. Predefinujme
konstanty (nahradime dané libovolné konstanty jinymi libovolnymi konstantami). Necht

c1 = —Kyac, =K+ Ky, kde Ky a Ky jsou libovolna ¢isla. Pak lze vysledek zapsat ve
tvaru

Pak

yl(t) = K1€3t+K2t€3t,
yg(t) = K1€3t+K2<1+t)'€3t.
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4.18 Cviceni

Piiklad 1 Najdéte obecné tesent systému

Y = 17y1  + 9y,
Yy = —25y1 — 13y

s pomoci exponencidly matice.
Reseni. Obecné feSeni systému ma tvar

yl(t) = —3K162t — (327 + 2)K2t€2t,
yo(t) = B5K1e* 4 (b + 3)Ky - e*.

Piiklad 2 Najdéte obecné rteseni systému

Y, = Y2+ Ys,
Yo = Wi +  ys,
Z/:’s = y1 + Ya.

s pomoci exponencidly matice.
Reseni. Obecné teSeni systému ma tvar

yl(t) = Kle_t + ng_t + K3€2t,
yg(t) = —Kle_t + K3€2t,
’yg(t) = —ngit —+ K3€2t .

Priklad 3 Najdéte obecné reseni systému

i = =3y 4+ 4dys — 2ys,
Yy = Y1 +  ys,
vy = 6yr — 6ys + Sys.

s pomoci exponencidaly matice.
Reseni. Obecné feseni systému ma tvar

yl(t) = K1€t + ngft,
yg(t) = Klet + ngzt,
yg(t) = —ng_t + 2K3€2t .
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5 Soustavy linearnich diferencialnich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty - reseni na bazi zobecnénych
vlastnich vektoru

5.1 Cil kapitoly

V predchozi kapitole jsme se naucili vyuzivat exponencialu matice. Jeji nalezeni vSak neni
jednoduché zélezitost. Proto uvedeme postup, pomoci kterého lze tesit soustavu linearnich
diferencialnich rovnice s konstantnimi koeficienty pomoci konstrukce tzv. vlastnich vek-
toru. Prednosti této metody je, ze dava reseni tak, jak o ném bylo hovoreno ve vétach o
struktute TeSeni. Jinymi slovy, metoda umozni nalézt n linedrné nezavislych feseni sou-
stavy. Linearni kombinace téchto feseni dd obecné feseni soustavy. Pfi pouziti metody
budeme pracovat s charakteristickym rovnici a s jejimi kofeny. Cilem je sestavit obecné
feseni v zavislosti na tom, jaké tyto kofeny jsou (redlné, komplexni, ndsobné).

5.2 Formulace problému a postup jeho reseni

V této ¢asti se budeme zabyvat soustavou linearnich diferencialnich rovnice s konstantnimi
koeficienty. Zapiseme ji ve tvaru

x' = Ax, (5.1)

kde A je realnd c¢tvercovd matice s konstantnimi prvky, x = (z1,29,...,7,)T a tento
vektor je vektorem hledaného feseni, zavisejiciho na (nezavislé) proménné t, tj. x = x(t).
Predpokladejme, Ze feseni soustavy (5.1) mé tvar

xr = vexp(At), (5.2)

kde A je vhodné redlné nebo komplexni ¢islo a v je vhodny (redlny ¢i komplexni) konstantn{
vektor. Poznamenejme, ze mame na mysli hledani feSeni netrividlnich. Implicitné tedy
predpokldddme, ze z(t) Z 0 na R. To vede ke zfejmému konstatovéni, ze nds budou
zajimat jen takové vektory v, které nejsou identické s nulovym vektorem o. Po dosazeni
tvaru (5.2) do soustavy (5.1) dostavame

Avexp(At) = Avexp(At)
nebo
(Av) exp(At) — (Av) exp(At) = (A — AE)vexp(At) = o, (5.3)

ve kterém je E Ctvercova jednotkova matice rozméru n x n a o je jiz zminény nulovy
vektor. Ve vektorovém vztahu (5.3) lze krétit vyrazem exp(At). Dostdvame vztah

(A= AE)v =o, (5.4)

Zduraznéme, ze ve vztahu (5.4) jiz neni pfitomna nezavisla proménnd ¢. Tu se po-
vedlo kracenim eliminovat. Vztah (5.4) je vztahem mezi konstantni matici A, nezndmym
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(konstantnim) vektorem v a hledanym ¢islem A. Soustava (5.4) je linedrni algebraickou
soustavou rovnic vzhledem ke slozkam vektoru v. Z teorie linedrnich soustav vyplyva, ze
soustava (5.4) bude mit nenulové feseni v pouze tehdy, kdyz bude jeji matice singuldrni.
Musi tedy byt

det(A — \E) = 0. (5.5)

Rovnice (5.5) je polynomidlni rovnici (stupné n) vzhledem k A. Jinymi slovy je to rovnice,
které hledané cislo A vyhovuje. Soucasné vidime, ze ¢islo A nemusi byt jediné. Obecné
muze mit rovnice (5.5) celkem n redlnych a navzajem ruznych kotenu. Polynom

p(\) = det(A — AE) (5.6)

nachdzejici se v levé strané rovnice (5.5) nazyvame charakteristickym polynomem a
samotnou rovnici (5.5), tj. rovnici

p(A) =0 (5.7)
nazyvame charakteristickou rovnici. Kofeny charakteristické rovnice nazyvame
vlastni ¢isla matice A. Je-li A = A\* vlastnim c¢islem matice A a vektor v = v* je

fesenim soustavy (5.4), tj. soustavy
(A= XN"E)v = o,

nazyvame vektor v* vlastnim vektorem matice A (ktery piislusi vlastnimu éislu A*).
Jesté jednou podtrhnéme fakt, ze z uvedeného vyplyvé, ze pro kazdou dvojici vlastniho
¢isla a odpovidajiciho vlastniho vektoru \*, v* je vektorova funkce

x = v"exp(A*t)
jednim z feSeni soustavy (5.1).

5.3 Pripad realnych a navzajem ruznych korenu charakteris-
tické rovnice

V piipadé, ze ma charakteristickd rovnice (5.5) n navzdjem ruznych vlastnich ¢isel (kterd
jsou samoziejmeé redlnd)

ALy, Aoy oy A (5.8)
a vektory
V1, Vgy ..., Up (5.9)

jsou jim odpovidajici vlastni vektory, je konstrukce obecného reseni soustavy rovnic (5.1)
jednoduché. Snadno lze provérit, ze tato soustava vlastnich vektoru je linearné nezavisla.
Pak z obecné teorie linearnich soustav okamzité vyplyva tento vysledek:
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Véta 5.1 (pfipad nendsobnych vlastnich ¢isel) Md-li matice A celkem n navzdjem
ruznyjch vlastnich ¢isel (5.8), kterym odpovidaji vlastni vektory (5.9), potom n vektorovich
funkct

v1 exp(A1t), va exp(Aat), ..., v, exp(A,t) (5.10)

tvori fundamentalni systém teSeni soustavy rovnic (5.1). Obecné reseni této soustavy
lze vyjadrit ve tvaru:

z(t) = Cyvy exp(At) + Covg exp(Aat) + - - - + Cv, exp(Ant), (5.11)

kde C1,Cs, ..., C, jsou libovolné konstanty.

Piiklad 5.1 Metodou popsanou vijse urcete obecné teseni soustavy rovnic:

¥y = 2wy — 21,
! ' 2 (5.12)

xhy = —=3r; — 9.

Reseni. Soustava (5.12) je specidlnfm pifpadem soustavy (5.1) pro n = 2 a matici

A (j j)

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feSeni charakteristické rovnice

det(A—AE) =0
tj. rovnice
—2—-A -2 | 2 B B
3 _1_/\‘ =AN4+3A—-4=AN-1)(A+4) =0.
Jeji koteny (a tedy hledand vlastni ¢isla) jsou A\; = 1 a Ay = —4. Mdme tedy dvé redlnd a

ruzna vlastni ¢isla. Proto lze pii hleddni obecného feseni soustavy (5.12) vyuzit Vétu 5.1.
Najdéme nyni vlastni vektory, odpovidajici vlastnim ¢islim. Prvnim vlastnim vektorem

v = (0117U12)T7
odpovidajicim vlastnimu ¢islu A; = 1 je libovolny nenulovy vektor, splnujici vztah
(A - >\1E)1)1 = 0.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

-3 -2\
_3 _9 V1 = O.

Vzhledem k linearni zavislosti fadku matice se soustava redukuje na jediny vztah

—3'1)11 — 21]12 =0
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a jedno nenulové feseni je napifklad v; = (2, —3)7. Resenf soustavy (5.12) odpovidajici
tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

r1(t) = (211(t), 212()) = (2, =3)T - €.

Podobnym zpusobem postupujeme v piipadé druhého vlastniho ¢isla Ay = —4. Vlastni
vektor val = (vgy, UQQ)T7 odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = 4 je libovolny nenulovy vektor,
splnujici vztah

(A—XNE)vy =o.

Po rozepsani dostdavame soustavu

2 -2\
_3 3 Vo = O.

Tato soustava se redukuje na jediny vztah
2U21 — 22122 =0

a jedno jeji nenulové feseni je napifklad v, = (1,1)7. Redeni soustavy (5.12), které od-
povida tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

$2<t> = (xgl(t>,$22(t)) = (1, 1)T . e74t.
Fundamentdln{ systém feseni soustavy (5.12) je tvoren dvojici linedrné nezdvislych tesent
(2,-3) e a (1,7 e

a jeji obecné teseni x(t) je dédno linedrni kombinaci

z(t) = C1(2,-3)" - e + Cu(1, )T - e = Oy (_g) et + Oy G) e

s libovolnymi konstantami C; a Cs. Na zaveér jesté rozepisme posledni vztah po slozkach.
Protoze x(t) = (x1(t), 22(t))T, mame

Qll(t) = 201 et + Cg e*4t,

To(t) = — 3e' + Cye ™.
5.4 Pripad komplexnich nenasobnych vlastnich ¢cisel
Predpokladejme, ze charakteristicka rovnice (5.5) méa komplexni kofen

A=a+ (-1,

kde 7 je komplexni jednotka. Protoze koeficienty charakteristického polynomu (5.6) jsou
realnd ¢isla (tento zavér vyplyva z predpokladu redlnosti matice A) je kofenem charakte-
ristické rovnice i ¢islo komplexné sdruzené s kofenem A, tedy ¢islo

A=a—p3-i.
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Predpokladejme déle, ze v je vlastni vektor odpovidajici vlastnimu ¢islu A. Pak je vektor
x(t) = vexp ()

fesenim soustavy (5.1). Ukazme nyni, ze feSenim soustavy (5.1) je také vektor komplexné
sdruzeny k vektoru x(t), tj. vektor

Z(t) = vexp (M) = Texp (\t).
Cislo A a odpovidajici vlastni vektor v vyhovujf soustavé (5.4), tj. vztahu
(A—AE)v =o.

Protoze se jednd o vztah mezi komplexnimi ¢isly musi se sobé rovnat (v piipadé zapséni
komplexnich ¢isel v algebraickém tvaru) redlné a imagindrni slozky ¢isel na levych a
pravych stranach. V ptipadé uvedeného vztahu jsou pravé strany nulové, proto jsou jak
realné, tak i komplexni slozky ¢isel na levych stranach nulové. Proto je tedy jasné, ze
tento vztah bude platit také v piipadé, ze budeme porovnavat ¢isla komplexné sdruzena,
tj. bude platit

(A= AE)v =0.

Upravami, které jsou bézné pii pocitani s komplexnimi ¢isly tento vztah redukujeme na
vztah

(A-XEyu=o0
a nakonec na vztah
(A—AE)D = o. (5.13)

Tento vztah lze interpretovat takto: vyhovuji-li ¢islo A a odpovidajici vlastni vektor v
soustave (5.4) pak této soustavé vyhovuji i veli¢iny komplexné sdruzené - ¢islo A a vektor
v. To tedy znamena, ze vyse formulované tvrzeni plati - je-li vektor

x(t) = vexp (At)

fesenim soustavy (5.1), pak je také vektor

T(t) = vexp (At)

fesenim této soustavy. Obé dvé feseni z(t) a T(t) jsou komplexnimi funkcemi. Vzhledem
k linearité uvazované soustavy (5.1) a k podmince, ze matice A je redlna opét dospivame
k zévéru, ze po dosazeni libovolného z téchto feseni x(t) nebo Z(t) vyjadienych v al-
gebraickém tvaru do soustavy (5.1) musi byt jak redlnd tak imaginarni slozka libovolné
levé strany nulova. To soucasné znamend, ze fesenim soustavy (5.1) je jak oddélené vzaté
realna slozka teseni, tak i oddélené vzata imaginarni slozka teseni. Kazda z téchto slozek
je jiz realnou funkeci. Timto postupem jsme ze dvou komplexnich feSeni z(t) a Z(t)
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ziskali dvé redlna feSeni Rexz(t) a Imz(t). Definujme tedy tato dvé redlna feseni for-
mulemi

y(t) = Rea(t) =
(5.14)
w(t) = Ima(t) = o (e(t) - 7(1)).

Snadno lze ukédzat, ze jak dvé komplexni feseni x(t) a T(t) tak i dvé redlna reseni Re x(t)
a Im x(t) jsou linedrné nezavisla. Ziskany vysledek sformulujeme jako vétu.

Véta 5.2 (komplexni nendsobnd vlastni ¢isla) Je-li komplexni cislo X = o+ (3 - i
vlastnim ¢islem matice A a je-li v odpovidajici vlastni vektor, pak md soustava (5.4) dvé
linedrné nezdvislda a redlnd teseni yy(t) a yo(t) dand vztahy

yi(t) = Re [vexp(\t)],

(5.15)
w(t) = Im [vexp ().
Priiklad 5.2 Urcete obecné teseni soustavy rovnic:
= T +  3xa,
! ' ? (5.16)
Ty = —3Tr1 + To.

Reseni. Soustava (5.16) je specidlnim pifpadem soustavy (5.1) pro n = 2 a matici

(43

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feseni charakteristické rovnice
det(A—AE) =0
tj. rovnice

'1—>\ 3

_\2 _ _ N R _ AN
S 1_)\‘_>\ OA+10 = (A —1—3i)(A — 1+ 3i) = 0.

Jeji kofeny (a tedy hledand vlastni ¢isla) jsou komplexni: \; = 14 3i a Ay = 1 — 3i. Mame
tedy dvojici komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel. Proto lze pii hledani obecného feseni
soustavy (5.16) vyuzit Vétu 5.2.
Urceme nyni vlastni vektory, odpovidajici prvnimu vlastnimu ¢islu. Vlastni vektor v; =
(v11,v12)T, odpovidajici vlastnimu éfslu A; = 1+ 3i je libovolny nenulovy vektor, spliiujici
vztah

(A—MNE)v =o.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

-3 3\
-3 -3i) T



Diferencialni rovnice a jejich pouziti v elektrotechnice 73

Vzhledem k linedrni zavislosti radku matice (prvni fadek je i-ndsobkem druhého) se sou-
stava redukuje na jediny vztah
—3iU11 + 3U12 =0

a jedno nenulové fegeni je napiiklad v; = (1,i)7. ReSenf soustavy (5.16) odpovidajici
tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

£C1(t) = (:L'n(t),wu(t)) = (1,2')T PNCE: DI

(1,7)" - e'(cos 3t + isin 3t) = e’ - < cos 3 —|—zsm3t) .

—sin 3t + ¢ cos 3t

Pomoci vztahu (5.14) nebo (5.15) nyni uréime dvojici linedrné nezavislych redlnych resent,
tj. redlny fundamentalni systém y;(t), y1(t) soustavy (5.16):

yi(t) = Rexi(t) = %(m(t) +T(t) = e <—§?§§§> ’
yo(t) = Imuay(t) = %(xl(t) —n(t)= - <(S:i)r;§)i) '

Obecné teseni z(t) soustavy (5.16) je dano linearni kombinaci

—sin 3t cos 3t

2(t) = Ciy(t) + Coya(t) = Cre’ - ( sn 3t) + Che' - (Sm 3t)

s libovolnymi konstantami C a Cy. Na zavér jesté rozepiSme posledni vztah po slozkach.
Protoze x(t) = (x1(t), z2(t))T, mame

( Cpcos3t+ Cysindt) - e,
(—Csin3t 4+ Cycos 3t) - €.

£L‘1(t)
T2 (t)

Priklad 5.3 Urcete obecné teseni soustavy rovnic:

[L’/l = ry + 31’2,
xy = —=bry + xy — @3, (5.17)
y = —6x; — 6ry — 2uxj.

Reseni. Soustava (5.17) je specidlnim pifpadem soustavy (5.1) pro n = 3 a matici

1 3 0
A=|-5 1 -1
-6 —6 -2

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feseni charakteristické rovnice

det(A—AE) =0
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tj. rovnice

1-Xx 3 0

-5 1-X -1 |= (potpravé) = —(A+2)[(A—1)*+9] =0.

—6 -6 —-2-A
Jeji koteny (a tedy hledand vlastni ¢isla) jsou A\ = =2, Ao = 1+ 3i a A3 = 1 — 3i. Mame
tedy tfi nendsobnd a ruzna vlastni ¢isla. Jedno redlné a dvé komplexné sdruzena. Proto
pti hledani obecného feseni soustavy (5.30) vyuzijeme v piipadé kotene A; = —2 Vétu 5.1
a v pripadé komplexné sdruzenych kotenu Ay = 1+ 3¢ a A3 = 1 — 3¢ vyuzijeme Vétu 5.2.
Hledejme vlastni vektory, odpovidajici vlastnim ¢islim. Prvni vlastni vektor

U1 = (0117U127013)T7
odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = —2 je libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah
(A - )\1E)Ul = 0.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

3 3 0
-5 3 —1)]-vy=o.
-6 —6 0

Treti radek lze vynechat a soustavu redukovat na tvar

U1 + U1y -+ 0 = O,
—5’011 + 3U12 — V13 = 0 .

Jedno nenulové feseni je napifklad v, = (—1,1,8)”. Resenf soustavy (5.17) odpovidajici
tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

21(t) = (@ (t), 212(t), 113(8)) = (=1,1,8)T - e~

Druhy vlastni vektor vo = (va1, vz, v93)7, odpovidajici vlastnimu é&fslu Ay = 1 + 3i je
libovolny nenulovy vektor, splnujici vztah

(A—NE)vy =o.
Jeho rozepsanim dostavame soustavu

-3 3 0

-5 =3 -1 - Uy = 0.

—6 —6 —3-3i
Pricteme-li ke druhému tddku prvni fadek vynasobeny ¢islem (5/3)i a ke tfetimu fadku
prvni vynasobeny ¢islem 2i dostavame

-3 3 0
0 2 -1 - Uy = 0.
0 —6+6t —3—3
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Déle prictéme druhy fadek nasobeny cislem —3(1 + i) ke tfetimu fadku. Mame

-3 3 0
0 20 —1| - -vy=o0.
0 O 0
Nyni snadno uréime jedno nenulové fegeni. Je jim napifklad vektor vy = (—i,1,2:)7.

Resen{ soustavy (5.17) odpovidajici tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

IQ(lf) = (Jfgl(t),xgg(t), l’gg(t)> = (—Z, 1, QZ)T . €(1+3i)t =
sin 3t — ¢ cos 3t
(—i,1,20)" - e’(cos 3t +isin3t) = e - cos 3t + i sin 3t
—2sin 3t 4 27 cos 3t

Pomoci vztahu (5.14) nebo (5.15) nynif uré¢ime dvojici linedrné nezavislych redlnych fesent
y2(t), y3(t) soustavy (5.17), odpovidajicich komplexnimu teSeni zo(t):

1 sin 3t

y2(t) = Rexs(t) = 5 (xo(t) + Ta(t)) = € - cos3t |,
—2sin 3t
1 —cos 3t
ys(t) = Imuas(t) = % (xo(t) — Ta(t)) = e'- sin 3t
L 2 cos 3t

Fundamentdlni systém feseni soustavy (5.17) je tvoren trojici linedrné nezavislych reseni

-1 sin 3t — cos 3t
e 2 1],e- cos3t |, e - sin 3t
8 —2sin 3t 2cos 3t

Jeji obecné feseni z(t) je ddno linedrni kombinaci

—1 sin 3t — cos 3t
v(t)=Cre [ 1] +Cyet- cos3t | + Cze’ - sin 3t
8 —2sin 3t 2 cos 3t

s libovolnymi konstantami C7, Cy a Cj.

5.5 Pripad nasobnych vlastnich ¢cisel

V céastech 5.3 a 5.4 byly rozebrany pripady nenasobnych vlastnich ¢isel jak realnych,
tak i komplexnich. Bylo ukazéano, ze v kazdém z téchto pripadu ma reseni tvar, ktery byl
predpokladan, tj. tvar (5.2). V pripadech, kdy jsou kofeny charakteristické rovnice (5.7)
nasobné je konstrukce fundamentalniho systému komplikovanéjsi. Ukazuje se, ze kazdému
nasobnému vlastnimu ¢islu A odpovida presné tolik linearné nezavislych reseni, jaka je
jeho nasobnost. Mezi témito feSenimi se vzdy vyskytuje alespon jedno feSeni, jehoz tvar



76 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

jsme predpokladali, tj. Feseni ve tvaru (5.2). Linedrné nezavislych feseni tvaru (5.2) muze
byt i nékolik. Mohou vsak pribyt dalsi feseni, ktera jiz tento tvar nemaji. V této ¢asti
popiseme konstrukci téchto feseni. Muzeme ptiblizné fici, ze kazdé nasledujici linedrné
nezavislé feseni (které jiz nemd tvar (5.2)) odpovidajici ndsobnému vlastnimu ¢islu A je
nasobkem kazdé souradnice feseni tvaru (5.2) vhodnym polynomem (vzhledem k nezévislé
proménné) stupné nejvyse prvého. Dalsi feseni (pokud existuje) je odvozeno z prvého
feseni (5.2) opét nasobenim kazdé jeho soufadnice vhodnym polynomem stupné nejvyse
druhého atd.

V piipadé, ze nasobné vlastni ¢islo A je komplexni, bude (vzhledem k tomu, ze matice A je
realnd) komplexné sdruzené ¢islo A také vlastnim éislem stejné nasobnosti. Podobné jako
v ¢asti 5.4 lze ukazat, ze v piipadé existence komplexniho feseni z = x(t) soustavy (5.1)
muzeme pomoci vzorcu (5.15) obdrzet dvé redlna teseni y(t) a yo(t) soustavy (5.1).
Uved'me nyni postup, vedouci k nalezeni fundamentalniho systému feseni soustavy (5.1).

5.6 Zobecnéné vlastni vektory

Vektor v nazyvame zobecnénym vlastnim vektorem hodnosti r, odpovidajici vlastnimu
¢islu A, jestlize plati

(A= AE)v=o0 (5.18)

(A—AE)" v #o. (5.19)

Je-li dan zobecnény vlastni vektor v hodnosti r, odpovidajici vlastnimu ¢islu A, pak k
nému definujeme odpovidajici fetézec zobecnénych vlastnich vektora

U1, Vo, ..., Uy (5.20)

délky r takto:

.

v, = 0,

v—1 = (A= AE)v, = (A—AE)v,

Vg = (A=AE)v,_1 = (A—AE)%, (5.21)
L\ U1 = (A - )\E)UQ = (A — /\E)’"_lv.

Poznamenejme, ze z uvedené podminky (5.18) okamzité vyplyva, ze vektor vy v fetézci (5.20)
je vlastnim vektorem odpovidajicim vlastnimu ¢islu A, nebot dle (5.19) a (5.21) je v; # o
adle (5.18) je (A—AE)v; = o. Jednomu vlastnimu ¢islu muze odpovidat nékolik ruznych
fetézell, které mohou mit rizné délky. Bez dikazu uvedme nésledujici poznatky o zo-
becnénych vlastnich vektorech (piislusné dikazy k témto a k dalsim poznatkim jsou
obsazeny v nékterych ucebnicich algebry).
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Véta 5.3 Vsechny vektory retézce (5.20) jsou linedrné nezdvislé. Odpovidd-li jednomu
vlastnimu ¢islu nékolik zobecnénych vlastnich vektoru, které nejsou linedrné zdvislé, pak je
mnozina vektoru tvorend vsemi prislusnymi retézci linedrné nezdvislou mnoZinou. Soucet
délek vsech linedrné nezdvislych tetézcu odpovidajicich danému vlastnimu cislu je roven
jeho ndsobnosti. Zobecnéné vlastni vektory odpovidajici ruznym vlastnim cislum jsou li-
nearné nezdvislé.

5.7 Metoda vlastnich vektoru

5.7.1 Konstrukce fundamentalniho systému

Poznatky uvedené ve Vété 5.3 jsou teoretickym zakladem garantujicim spravnost a iplnost
nize uvedeného postupu konstrukce fundamentalniho systému feseni soustavy (5.1). Pred-
pokladejme, ze A je vlastni ¢islo matice A, vektor v je zobecnénym vlastnim vektorem
hodnosti s a (5.20) je odpovidajici Fetézec vlastnich vektoru. Jak bylo uvedeno vyse, plati

(A= AE)v; = o. (5.22)
Jinymi slovy, vy je vlastni vektor matice A, prislusejici vlastnimu ¢islu A. Proto je vektor

Yy = vy e (5.23)
fesenim soustavy (5.1). Definujme vektor

Yo := (vit + vg) e (5.24)
a ukazme, ze je Tesenim soustavy (5.1). Skutecné, pomoci vztahu (5.21) (ze kterych mj.
vyplyva (A AE)vy = vy, tj. Avg = Avg + v1) a (5.22) (tj. Av; = Avy) dostdvame

yy = [(v1t + v2) e”} e+ Aot + vg) = [(Avyt) + Mg + vl] M =
()\'01 e ) + (Avg + 1) (A’Ul e ) + Avy M
A (vlt +vy) M = Ays.

Tim je tvrzeni, Ze vektor ys je FeSenim soustavy (5.1) provéreno. Definujme dalsi vektor

t2
Yz = <U1 : E + Ugt + Ug) e)‘t
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a také ukazme, ze je tesenim soustavy (5.1). Dostdvame (kromé vyse uvedenych vztahu
pouzijeme jesté Avs = Avg + vy)

#2 '
v = K”l 5T vzt+v3> e&] = (it +vz) M+

t? t?
A (1)1 : E + Ugt + U3) e’\t = (/\1)1 : E + (/\UQ + Ul) t+ ()\1)3 + ?}2)) e’\t =

2

t
b} (AvreM) +t(Avg 4+ v1) M + (Avz + vg) M =
2

5 (Am e’\t) + tAvy eM + Avg e =

t2
A (U1§ + Vot + U3) eM = Ays.

Podobnym zptusobem konstruujeme dalsi vektory az po vektor

t?‘*l tT72 A\
= R R T ot N _
Y (Ul (T_1>!+Uz (r—2)!+ + U1 —l—v)e

Protoze jsou vektory fetézce (5.20) dle Véty 5.3 linedrné nezdvislé a
yl(O) = ”01,?/2(0) =Vg,... 7yr(0) = vy,
jsou vektory

yi(t), y2(t), - -, yr(t) (5.25)

také linedrné nezéavislé. Ziskali jsme tedy r linedrné nezavislych feseni (5.25) soustavy (5.1).

Véta 5.4 MnozZina vsech vektoru (konstruovangch vjse wvedengm zpusobem) odpovidagicich
vSem vlastnim ¢islim a vsem jim odpovidajicim Tetézcum zobecnényjch vlastnich vektori
tvori fundamentalni systém soustavy (5.1).

Stranou jsme prozatim nechali otdzku kolik zobecnénych vlastnich vektoru odpovida
nasobnému vlastnimu ¢&fslu A. Odpovéd na ni vyplyva z teorie algebraickych linedrnich
systému a je obsazena v nasledujici vété. Ozna¢me hodnost matice

A—)\E (5.26)
pismenem & a jeji nulitu pismenem v, kde v =n — h.

Veéta 5.5 Pocet zobecnénijch vlastnich vektoriu odpovidajicich ndsobnému vlastnimu cislu
A je roven nulité v matice (5.26).

[lustrujme popsany postup nékolika priklady.
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5.7.2 Tlustrace - konstrukce fundamentalniho systému

Priklad 5.4 Urcete obecné teseni soustavy rovnic:

l‘ll = X1 + o — xs3,

xh = —x1 + x2 — a3, (5.27)
/

Ty = — xy + 2x3.

Reseni. Soustava (5.27) je specidlnfm pifpadem soustavy (5.1) pro n = 3 a matici

1 1 -1
A= -1 1 -1
0o -1 2

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feSeni charakteristické rovnice
det(A—AE)=0
tj. rovnice

1—A 1 —1
~1 1-X -1 |= (potpravé) = —(A—1)*\A—2)=0.
0 -1 2-A

Vlastni ¢isla jsou: nendsobné ¢islo Ay = 2 a dvojnasobné ¢islo Ay = A3 = 1. Hledejme
vlastni vektory, odpovidajici vlastnim ¢islim. Prvni vlastni vektor

vy = (0117U12,U13)T7
odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = 2 je libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah
(A—ME)v =o.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

—1 1 -1
-1 -1 —-1]) vy =o0.
0 -1 0

Druhy tadek matice soustavy je linearni kombinaci prvniho a tretitho fadku. Proto lze

soustavu redukovat na
V11 + vz = 0,

V12 = 0

a jedno nenulové fesenf je napifklad v; = (—1,0,1)”. Reseni soustavy (5.27) odpovidajici
tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

[El(t> = (J]ll(t),l’lg(t),l’lgg(t)) = (—1,0, 1)T . th.
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Druhy vlastni vektor vy = (va1, Va2, v23)T, odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = 1 je libovolny
nenulovy vektor, spliujici vztah

(A—XNE)vy =o.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

0 1 -1
-1 0 —-1]-vn=o. (5.28)
0 —1 1

Snadno lze ovéfit, ze matice soustavy (5.28) méa hodnost h = 2 a nulitu v =3 — 2 = 1.
Vlastnimu ¢islu A = 1 tedy bude odpovidat jeden zobecnény vlastni vektor hodnosti
r = 2. Tteti fadek matice soustavy je opa¢nym prvnim fadkem a soustavu lze redukovat

na
Ve — gz = 0,
V21 + Vo3 = 0

a jedno nenulové feseni je naptiklad vy = (—1,1,1)T. Jedno z feSeni soustavy (5.27)

odpovidajici tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je
.]32(1%) = <$Ql<t>,$22(t), l'gg(t)) = (—1, 1, 1)T . et.

Vytvorme fetézec zobecnénych vlastnich vektoru, odpovidajicich uvazovanému vlastnimu
¢islu. Hledejme nenulovy vektor

U3 = (U317 V32, U33)T7

splnujici vztah
(A — )\3E)U3 = V3.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

0 1 -1 ~1
1 0 —1]-w=] 1
0 -1 1 1

Prvni a treti fddek jsou linedrné zavislé. Soustavu lze tedy redukovat na tvat

vzg — w3z = —1,

—U31 — U3z = 1

a jedno nenulové feseni je naptiklad vy = (—2,0,1)7. Dalsi feSeni soustavy (5.27) od-
povidajici vlastnimu ¢islu Ay =1 je

I‘g(t) = (1331(t),$32<t>,.1333(t)) = (Ugt -+ Ug) . et = ((—1, 1, 1>Tt -+ (—2,0, 1)T) . et.
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Vsechna tii feSeni soustavy (5.27) tvoiri fundamentalni systém teseni. Obecné feSeni je
dano linearni kombinaci

w(t) = C1(=1,0, )7 - e + Oy(—1,1,1)T - e+
Cs ((-1,1, 1)t 4+ (=2,0,1)7) - €' =

-1 -1 -1 )
Cy 0] e+, 1] e+ 1) t+ 0 . et
1 1 1 1

s libovolnymi konstantami C7, Cy a Cj.

5.8 Shrnuti kapitoly

Tato kapitola byla vénovana feSeni linedrnich systému obyc¢ejnych diferencidlnich rov-
nic prvniho fadu s konstantnimi koeficienty. Pomoci kotrenu charakteristické rovnice byly
sestaveny vlastni vektory a byl zkonstruovan fundamentalni systém teseni. Metoda kon-
strukce se lisila v zavislosti na tom, zdali kofeny byly realné ¢i komplexni a nasobné ¢i
nenasobné. V piipadé nasobnych korenu se néktera feseni lisila od puvodné predpoklada-
ného tvaru. Vzdy vSak jedno z feSeni tento tvar mélo.

5.9 Resené piiklady

Priiklad 5.5 Urcete obecné reseni soustavy rovnic:

¥ = r — T2 + w3,
¥y = —x1 — Ty + g, (5.29)
T = x4+ xy + 3.

Reseni. Soustava (5.29) je specidlnfm pifpadem soustavy (5.1) pro n = 3 a matici

1 -1 1
A=1|-1 -1 1
1 11

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feseni charakteristické rovnice

det(A—AE) =0

tj. rovnice
1—A -1 1
-1 —-1-X 1 |= (potupravé) = —-A—1)(A—=2)(A+2)=0.
1 1 1—X
Jeji koteny (a tedy hledand vlastni ¢isla) jsou Ay = 1, \y = 2 a A3 = —2. Mame tfi redlnd a

ruznd vlastni ¢isla. Proto muzeme pii hledédni obecného feseni soustavy (5.29) opét vyuzit
Vétu 5.1.
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Hledejme vlastni vektory, odpovidajici vlastnim ¢islum. Prvni vlastni vektor
U = (011,U12,013)T7
odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = 1 je libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah
(A= ME)v =o.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

0 —1 1
1 -2 1| -y =o.
1 10

Prvni fadek matice soustavy je souc¢tem druhého a tietiho radku. Proto lze soustavu

redukovat na
—v11 — 2v12 + vz = 0,

V11 + V12 =0

a jedno nenulové fesen{ je napiiklad v; = (—1,1,1)”. Resenf soustavy (5.29) odpovidajici
tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

21(t) = (211 (8), 212(t), 113(1)) = (1,1, 1)T - ¢,

Druhy vlastni vektor vy = (va1, Va2, U23)T, odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = 2 je libovolny
nenulovy vektor, splnujici vztah

(A — )\QE)UQ = 0.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

-1 -1 1
-1 -3 1] -vy=o0.
1 1 -1

Treti fadek matice soustavy je opacnym prvnim fadkem a soustavu lze redukovat na

—vUy1 — U + vz = O,
— 21}22 = 0

a jedno nenulové feseni je napiiklad v, = (1,0,1)7. Reseni soustavy (5.29) odpovidajici
tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

ZL’Q('[Z) = ($21(t),$22(t),$23(t)) = (1,0, 1)T . th.

Piejdéme k nalezeni posledniho vlastntho vektoru vz = (vs1, v32,v33)7, odpovidajictho
vlastnimu ¢islu A3 = —2. Je to libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah

(A= XsE)vs = o.
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Jeho rozepsanim dostavame soustavu

3 -1 1
1 1 1] wu=o.
1 1 3

Pri¢tenim dvojnasobku druhého fadku k prvnimu dostavame tieti fadek matice soustavy.
Soustavu lze tedy redukovat na tvat

dus1r — vz + wyz = 0,

—U31 + U3z + U3z =

a jedno nenulové fesent je napitklad vs = (—1, —2,1)”. Reden{ soustavy (5.29) odpovidajici
tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

z3(t) = (z31(t), T32(t), w33(1)) = (=1, =2, )" - ™2,

Fundamentdlni systém feseni soustavy (5.29) je tvoren trojici linedrné nezavislych reseni
(—1,1, D)7 e, (1,0,1)7 - e* a (=1,-2,1)T - e

a jeji obecné teseni x(t) je dédno linearni kombinaci

o(t) = Ci(—1,1, D)7 " + Co(1,0,1)7 - e + C5(—1,-2,1)T - e =

—1 1 —1
C, 1] -et+C |0 -eX+Cy| -2 -e®
1 1 1

s libovolnymi konstantami C;, Cy a C5. Na zaveér jesté rozepiSme posledni vztah po
slozkéch. Protoze z(t) = (z1(t), zo(t), x3(t))T, mame

ri(t) = — Cret + Coe* — (Cye?,
) (t) = Cl et — 203 e_Qt, (530)
X3 (t) = Ch el + Cs e?t 4 Cs e 2t

Piiklad 5.6 Naleznéte reseni soustavy rovnic (5.29) spliugici podminku
z(0) = (1,0, -1)7. (5.31)

Reseni. Obecné fedeni této soustavy jiz bylo nalezeno v pifkladu 5.5. Nyni je potieba
vybrat konstanty C7, Cy a C5 tak, aby platil vztah

1 —1 1 —1
0] =4 11 +C (0] +C5 ] -2
-1 1 1 1

Zapisme posledni soustavu ve tvaru
-, + C, — O3 = 1,
Cl - 203 = O,
Cl + 02 + Cg = —1
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Jediné teseni této soustavy je

2 1
Ci=—2, C3=0, C3=—=.
1 37 2 ) 3 3
Po dosazeni téchto hodnot napfiklad do vztahu (5.30) dostavame jediné feseni spliujici
podminku (5.31):

2 1 _
Q31<t) = §et + §e Zt,
2 4 _
.CCQ(Zf) = — §et + §e 2t,
2 1
N o= — St L2t
x3(t) 3¢ 3¢
Priklad 5.7 Urcete obecné reseni soustavy rovnic:
= 2x + Ty + 3,
xh = =2 — xy — 23, (5.32)
LL’é = Ty + X9 + 2$3.

Reseni. Soustava (5.26) je specidlnim pifpadem soustavy (5.1) pro n = 3 a matici

2 1 1
A=|-2 -1 -2
1 1 2

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feseni charakteristické rovnice
det(A—AE) =0

tj. rovnice
2—-A 1 1
-2 —1—-X =2 |= (potpravé) = —(A—1)*=0.
1 1 2—-A

Vlastni ¢islo je jen jedno: A = A1 23 = 1 a je trojnasobné.
Hledejme odpovidajici vlastni vektor

vy = (U11,U12,Ul3)T-
Bude jim libovolny nenulovy vektor, splnujici vztah
(A= AE)v; = o.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

-2 =2 2| -v=o0. (5.33)
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Snadno lze ovérit, ze matice soustavy (5.33) ma hodnost A = 1 a nulitu v =3 —1 = 2.
Vlastnimu ¢islu tedy budou odpovidat dva linearné nezavislé vlastni vektory. Jsou jimi
napifklad vektory v{* = (—1,0,1)7 a v#* = (0,1,—1)T. Jeden z vlastnich vektoru vsak
musi byt zobecnénym vlastnim vektorem hodnosti 2. Bude to takovy vektor, pro ktery
existuje netrividlni feseni vy jedné ze soustav

(A= AE)vy, = vi*, i=1,2. (5.34)

Snadno ovéiime, ze kazda soustava (5.34) mé pouze trividlni feseni ve = (0,0,0). Vybér
vlastnich vektort v*, i = 1,2 tedy neumoziiuje najit nenulovy vektor vs, ptestoze dle
teoretickych poznatku takovy vektor musi (je-li pravé strana vhodné zvolena) existovat.
Pokusme se vybrat pravou stranu v soustavé (5.34) tak, aby nenulovy vektor vy existoval.
Libovolna linearni kombinace

av* + Bof*

je opét vlastnim vektorem (ktery je pro a?+ 3% # 0 nenulovy). Jinymi slovy - tato linedrn{
kombinace je obecnym fesenim soustavy (5.33). Pokusme se urcit parametry « a [ tak,
aby soustava

(A= AE)vy = av!* + fof (5.35)

meéla nenulové teseni. Aplikaci Frobeniovy véty (hodnost matice soustavy se rovnd hod-
nosti matice rozsitené) ihned dospivame k pozadavku a = (3/2. Volme napiiklad g = 2,
a =1 a misto puvodni dvojice vlastnich vektoru v{*, i = 1,2 definujme novou dvojici

vl = v, v =of 202 = (—1,2,-1)".
Soustava
(A= XE)vy = v} (5.36)

mé netrividlni feseni vy = (—1,1, —1). Fundamentalni systém teSeni soustavy (5.26) je
tvotren trojici vektoru

-1 -1 -1 -1
el 2] €, 1+ 2])¢t]- €.
1 —1 -1 —1

Obecné teseni je dano linearni kombinaci

Jfl(t) = —(01 + 02 + Og) : et - Cgt . et,
[L’Q(t) = (202 —|— Cg) . et —|— QCgt . et,
.’Ijg(t) == (Cl — Cg — 03) : et — Cgt . et.

s libovolnymi konstantami C7, Cy a Cj.
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5.10 Cviceni

Piiklad 1 Metodou vlastnich vektori najdéte Teseni systému

yi = 3y + 8yo,
Yo = —y1 — 3y

spliiugict podminku y,(0) = 6, y2(0) = —2.
Reseni. Hledané feseni mé tvar

yl<t) = 46t+2€_t7
ya(t) = —e'—e”

Piiklad 2 Metodou vlastnich vektoru najdéte obecné reseni systému

vy = —2y1 + oy — 2ys,
Yy = no— 2ys + 2ys,
Yy = yo— Y2 + s

Reseni. Obecné feseni systému ma tvar

yl(t) = [Kl(l — t) -+ th — 2K3]67t,
yg(t) = [K1t+K2(1 —t)‘{'QKg]Git,
yg(t) = [Klt—KQt—i—Kg(l—i—Qt)]e_t

Priklad 3 Metodou vlastnich vektoru najdéte obecné reseni systému

Vi = 0 — 2ys + 2y,
o =~y + oy o+ oy — 20,
Yy = 2ys + 2y3 —  3ya,
vy = —y1 + 2y2 + 2ys — 3ys.

Reseni. Obecné teSeni systému ma tvar

yi(t) = (Ki+ Ky +2Ky)sint + (=K + Ky + 2K3) cost,
ya2(t) = —(Ky+ K3)sint + (K7 + Ky) cost,

ys(t) = (K34 Ky)sint + (K35 — Ky) cost,

ys(t) = —Kysint + K cost.
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6 Weyrova maticova metoda

6.1 Cil kapitoly

Postup vedouci k nalezeni fundamentélniho systému reseni soustavy rovnic (5.1), ktery byl
uveden v ptredchozi kapitole naprosto postacuje v ptipadé, ze uvazované soustavy rovnic
maji maly pocet rovnic. V ptipadé vétsiho poctu rovnic muze byt, napiiklad, komplikaci
urceni hodnosti zobecnéného vlastniho vektoru v ve vztazich (5.18)—(5.21). (V piikladech,
fesenych v predchozi ¢asti tato skutecnost nebyla na zavadu. Prislusné hodnosti se daly
snadno urcit porovnanim nésobnosti kotenu a poctu vlastnich vektoru.) Tento problém
nevznikd v metodé, kterou nyni popiSeme a jejjiz zvladnuti je cilem této kapitoly. Je
nazyvana Weyrovou maticovou metodou a umoznuje celkové zmechanizovani hledani fun-
damentalniho systému. Fakticky se jedna o doplnéni a modifikovani predchoziho postupu,
na ktery se budeme odvolavat.

6.2 Schéma Weyrovy maticové metody

Predpokladejme, ze A je k-ndsobnym (2 < k < n) kofenem charakteristické rovnice (5.7).
Utvorme posloupnost matic

(A-\E) =E,

(A= AE)' = A— \E,

(A - AE)QJ

(A AE)", (6.)

kde ¢fslo m uréime tak, aby matice (A — AE)™ méla hodnost n — k. Piitadme jim po-
sloupnost jejich hodnosti
hOa h17 h27 h37 s 7hm°

V této posloupnosti je n = hgy. Lze dokazat, ze pro tyto hodnosti plati
ho>hy >hyg >hsg>--->h,=n—%k

a ze pro posloupnost nulit uvedenych matic (viz vysvétleni nésledujici za vztahem (5.26))
je
O=1vy<mm<wm<iry<- - -<v,=k%k.

Pocet matic v posloupnosti (6.1) je m + 1. Definujme dale ¢isla
01 =V =V, 02 =V2 = Vi,...,0m = Vm — Vn-1,

kterd se nazyvaji charakteristiky matice A (odpovidajici vlastnimu éislu A). Plati pro
né vztahy:
01>09> >0

- - ¥Ym
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a

0'1—|'02+"‘+O'm:k- (62)
Charakteristiky matice A urcuji rozmisténi fetézci zobecnénych vlastnich vektoru vjs,
j=12,....,m,s=12,...,0;, odpovidajicich zobecnénych vlastnim vektorum

Umily - - - 7vm0m7 Umfl,Uerla Ce 7Um71,0m717 . 7U2027 e 7U1<717 (63)

které jsou rozmistény v tabulce, ktera ma m radku a oy sloupcu:

V11 V12 - | Vioy, Ul,0m+1 |l Vo0 | Vigg | + | Vioy
V21 V22 * | V2o, V2,6 +1 S V20,1 C | Vagy

Um—11 | Um=12 | * | Um—1,0m | Um—1,0m+1 | - | Un—1,0m_1

Um1 Um2 : Umam

Pocet vektoru v kazdém fadku je urcen pirislusnou charakteristikou. Je-li napiiklad o9 = 4,
znamend to, ze ve druhém fadku (urc¢eném indexem charakteristiky) tabulky (6.4) jsou
¢tyfi (linedrné nezavislé) vektory. Obecné je v j-tém fadku tabulky celkem o; vektort.
Protoze je soucet vSech charakteristik roven k (viz vztah (6.2)), pocet vSech vektoru v
tabulce je také roven ¢islu k, tj. ndsobnosti vlastniho ¢isla A. Kazdy vektor v tabulce (6.4)
je nenulovy.

6.2.1 Konstrukce tabulky Weyrovy metody

Kazdy sloupec tabulky (6.4) je fetézcem zobecnénych vlastnich vektoru, odpovidajicim zo-
becnénému vlastnimu vektoru, kterym sloupec konci. Protoze jsou hodnosti zobecnénych
vlastnich vektoru znamy, muzeme pii vypoctu fetézcu postupovat tak, jako v ¢asti 5.7
Je v8ak mozné vypocet modifikovat a postupovat napiiklad takto:

1. Nejprve uréit posledni vektor v kazdém sloupci - tedy uréit zobecnéné (linearné
nezavislé) vlastni vektory uvedené v (6.3). To znamend, ze je nutné pro kazdou
hodnotu indexu 7 = 1,2,...,m najit netrividlni vektor, vyhovujici rovnici

(A= AEYv;s =0, s=0;11+ 1,051 +2,...,0; (6.5)

kde polozime o,,.1 = 0 v ptipadé, Zze je voleno j = m. Pro uplnost jesté dodejme,
ze v piipadé kdyz oj41 + 1 > o} neni vztah (6.5) definovan.

2. Nésledné urcit vSechny predchazejici vektory v kazdém sloupci. Tj. pro
kazdou hodnotu dvojice indexu (j,s), kde j € {1,2,...,m}as € {041+ 1,0j41 +
2,...,0,}, kde polozime 0,41 = 0 v piipadé, ze je voleno j = m najit fetézec
netrivialnich vektoru pomoci vztahu

Uf*l,s:<A_)\E>/U587 62]7]_1772 (66)
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Néasledujici véta je analogii Véty 5.3 a Véty 5.4. Poznamenejme, ze vySe uvedenou kon-
strukci je mozné formélné aplikovat i v ptipadé nendsobnych kofenu, i kdyz vysledek
aplikace bude stejny jako v ¢astech 5.3 a 5.4. Tuto poznamku déldme jen kvuli uplnosti
metody.

Véta 6.1 Predpokldadejme, zZe \ je k-ndsobnym korenem charakteristické rovnice (5.7) a
Ze jsou nalezeny vsechny vektory (netrivialni) wvedené v tabulce (6.4). Pak je pro kaZdou
(firovanou) hodnotu dvogice indexi (j,s), kde j € {1,2,...,m} a s € {041+ 1,0541 +

2,...,0;}, kde polozime 0,11 = 0 v pripadé, Ze je voleno j = m systém vektorovijch funkci
Yis = v,
Yas - (Uls -t + UQS) e)\t7
(6.7)
(o 2 g y
Yjs = U1s'.—+Ugs-.—+---+U~_1,S-t+v~s)e
’ (7 — 1! (7 —2)! ’ ’

systémem linedrné nezavislych tesent systému (5.1). Jestlize zkonstruujeme systém linedr-
né nezavislych tesent (6.7) systému (5.1) pro kaZdou (fixrovanou) hodnotu dvojice indexi
(7,9), kdej € {1,2,...,m} as € {oj41+1,0j11+2,...,0;}, dostaneme celkem k linedrné
nezdvislych teseni (5.1), tedy tolik Teseni jakd je ndsobnost korene \. Fundamentdlni
systém resent je sjednoceni vsech mnozin linedrné nezdvislych teseni odpovidajicich vsem
korentum charakteristické rovnice (5.7).

Poznamka 6.1 Nasledujici pozndmka je terminologickd. V nékterych priruckdch se (na
rozdil od ndmi zavedené terminologie) uzZivd termin zobecnéné vlastni vektory pro
vektory Yis, Yoss- - -, Yjs Systému (6.7) a nikoli pro Tetézec zobecnénych vlastnich
vektori v, vas,. .., Vs (vViz (5.20)).

6.3 Shrnuti kapitoly

Tato kapitola byla posledni kapitolou vénovanou linearnim systémum. Byl probran efek-
tivni algoritmus konstrukce fundamentalni mnoziny feseni a obecného teseni. Pro jeji
uspésné pouziti bylo nutné vytvorit posloupnost matic (6.1), vypocitat charakteristiky
matice A a sestavit tabulku (6.4). Posledni fazi bylo nalezeni systému feseni (6.7) a se-
staveni obecného tesSeni.

6.4 Resené piiklady
Piiklad 6.1 Urcete obecné rteseni soustavy rovnic:

¥y = 11 — z2 + w3,
xh = m + my — @3, (6.8)

xh = — x2 + 2uxs.
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Reseni. Soustava (6.8) je specidlnim pifpadem soustavy (5.1) pro n = 3 a matici

1 -1 1
A=1(1 1 -1
0 -1 2

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feseni charakteristické rovnice

det(A — AE) =0

tj. rovnice
1-x —1 1
1 1-X -1 |= (potpravé) = —(A—1)*(A—2)=0.
0 —-1 2-A

Vlastni ¢isla jsou: nendasobné ¢islo A\; = 2 a dvojnasobné ¢islo Ay = A3 = 1. Hledejme

vlastni vektor
T

vy = (Vi1 Vi2s U13)
odpovidajici vlastnimu ¢islu \; = 2. Je to libovolny nenulovy vektor, spliujici vztah
(A= \E)v] =o.

Jeho rozepsanim dostavame soustavu

-1 -1 1
1 -1 —1]-vf=o
0 -1 0

Druhy tadek matice soustavy je linearni kombinaci prvniho a trettho fadku. Proto lze

soustavu redukovat na
* * _
- Ul 1 + /U13 —_— 0 9

* —
() =0

a jedno nenulové fesenf je napifklad v = (1,0,1)”. ReSenf soustavy (6.8) odpovidajici
tomuto vlastnimu vektoru a vlastnimu ¢islu je

Z(]l(t) = ([Eu(t),l’lg(t),xlg(t)) = (170, ].)T : 62t.

Daéle na zakladé Weyrovy metody uréime feseni odpovidajici dvojnasobnému vlastnimu
cislu Ag 3 = 1. Matice

0 -1 1
A—)\Q?gE:A—E: 1 O -1
0 -1 1

mé hodnost hy = 2. Posloupnost hodnosti ukon¢ime ve chvili,kdy h,, =n—k=3-2=1.
Protoze hy = 2 # 1 ur¢ime dalsi ¢len této posloupnosti. Nalézame matici

-1 -1 2

(A= X3E)P?=(A-E?*=| 0 00
-1 -1 2
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Jeji hodnost ho = 1 = n — k a m = 2. To znamend, zZe jiz neni potieba urcovat dalsi
¢len posloupnosti a piislusnd tabulka (6.4) bude mit dva radky. Sestavme posloupnost
prislusnych nulit:
IZ0) :O,Vl = 17V2 =2
a posloupnost charakteristik
o1 = 1, 09 — 1.

V prvém i ve druhém fadku tabulky (6.4) bude jen po jednom pomocném vektoru a
tabulka bude mit tvar:

V11

V21

Vektor vy = (vdy, v3y, v3;)T uréime ze vztahu (6.5) ve kterém polozime j = 2 a s = 1

(tato kombinace indexu je jedinou pfipustnou kombinaci):

-1 -1 2
0 0 0 + Vg1 = O. (69)
-1 -1 2

Nenulové feseni je naptiklad vy = (1,1,1)T. Uréeme vektor v, = (viy, v%, v3)T pomoct
vztahtu (6.6), kde j =2, s = 1 a tedy jedind mozna volba je ¢ = 2. Tedy

0 —1 1 0 —1 1 1 0
V11 = (A — /\E)Ugl = (A — E)Ugl = 1 O —1 Vo1 = 1 0 -1 1 = O
0 -1 1 0 —1 1 1 0

Nalezeny vektor je bohuzel trividlni. Abychom obdrzeli netrividlni vektor, musime zménit
volbu vektoru vg;. Obecné feseni systému (6.9) je dvouparametrickou mnozinou. Vektor
va1 = (1,—1,0)7 je také feSenim systému (6.9) a vektor

0 -1 1 0 —1 1 1 1
V11 = 1 0 —1 Vo1 — 1 0 -1 —1 = 1
0 -1 1 0 —1 1 0 1

je jiz netrividlni. Aplikujme nyni Vétu 6.1 a utvorme systém vektorovych funkei (6.7):

Yy = vy - e = (71 ) !
Y21 = (Uu-t—f—vgl)et = (1,1,1T t+(1 —1 O))

Vsechna tii feSeni x1(t), y11 a y21 soustavy (6.8) tvori jeji fundamentalni systém feseni.
Obecné feseni soustavy (6.8) je ddno linedrni kombinaci

x(t) = Croi(t) + Coyry + Cayz = C1(1,0,1)7 - e 4 Cy(1,1,1)7 - &'+
Cs (1,1, )7 -t + (1, -1,0)7) - o =

1 1 1 1 e e (t+1)€ C
Cl 0 '62t+02 1 -et+C'3 1]1¢t+ —1 -et: 0 et (t—l)et . CQ
1 1 1 0 e?t et tet O

s libovolnymi konstantami C, Cy a Cs.
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Piiklad 6.2 Urcete obecné rteseni soustavy rovnic:

T, = x + Xe
xh = + dzy — oz, (6.10)
rh = —xp + 3xy + w3

Reseni. Soustava (6.10) je specidlnim pifpadem soustavy (5.1) pro n = 3 a matici

11 0
A= 0 4 -1
-1 3 1

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feseni charakteristické rovnice
det(A—AE) =0

tj. rovnice
1-X 1 0
0 4—-X —1|= (potupravé) = —(A—2)*=0.
-1 3 1—-A

Vlastni ¢islo je jen jedno a je trojndsobné tj. A = Aj 23 = 2. Na zdkladé Weyrovy metody
uréime feseni odpovidajici trojnasobnému vlastnimu ¢islu. Matice

~11 0
A—MosE=A—-2E=|( 0 2 —1
~1 3 -1

maé hodnost Ay = 2. Nulita vy = n—h; = 3—2 = 1 a charakteristika matice 0y = 1 —1y =
1 —0 = 1. To znamen4, ze v prvnim fadku tabulky (6.4) je jen jeden pomocny vektor vy.
Vzhledem k tomu, ze vlastni ¢islo je trojndsobné a ze pocet vektoru v tabulce (6.4) nemuze
byt v nasledujicim fadku vyssi nez v predchazejicim muzeme bez vypoctu stanovit: oo = 1,
o3 =1 am = 3. Tabulka (6.4) m4 tvar

V11
V21
V31

V tomto ptipadé jsme urcili rozmisténi pomocnych vektoru bez toho, abychom sestavo-
vali odpovidajici posloupnost matic (6.1). Ndsobeni matic A — 2F, které potiebujeme ve
vztahu (6.5) s j =3 a s =1 tj.
(A — 2E)3U31 =0

k urceni vektoru vz; se v tomto pripadé vyhneme také. Ze vztahu oy = vy — v; méme
vy = 2 a ze vztahu o3 = v3 — 15 dostavame v3 = 3. Pak pro hodnosti plati ho =n—15 =1
a hy = n — v3 = 0. Posledn{ vztah vSak znamend, Ze hodnost matice (A — 2F)3 je nula.
Jinymi slovy tato matice je nulovd, a proto je mozné volit vektor v3; libovolné. Definujme

V31 = (1, 0, O)T
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Vektor vy, = (v3;, V3, Vs3)" uréime pomoci vztahu (6.6), kde j =3 a s = 1:

-1 1 0 1 —1
Vo1 = (A - )\E)Ugl = (A — 2E)’l}31 = 0 2 -1 0] = 0
-1 3 -1 0 -1
Uréeme vektor vy = (viy, viy, v35)T pomoci vztahi (6.6), kde j =2, s = 1:
-1 1 0 —1 1
V11 = (A — )\E)’Ugl = (A — 2E)U21 = 0 2 —1 0 = 1
-1 3 -1 —1 2

Aplikujme nyni Vétu 6.1 a utvorme systém vektorovych funkei (6.7):
Y11 =g - e =(1,1,2)7 . *,

Yor 1= (Vi1 -t +var) - € = ((1,1,2)" -t + (=1,0,-1)7) - &*
t2 t2
Ys1 = (Ull ’ E +wva -+ vBl) et = ((L 172)T ’ 5 + (_1707 _1)T i+ (]-a 070)T> - e,

Vsechna tii feeni soustavy (6.10) tvori jeji fundamentdlni systém Feseni. Obecné fesent
je dano linearni kombinaci

z(t) = Cry11 () +Coyo1+Cays1 = C1(1,1,2)7- ¥ +C5 ((1,1,2)" - t + (1,0, —1)7) - ¥+

t2
Cs ((1,1,2)T 5+ (=1,0,—1)" -t + (1,0,0)T) et =

1 1 1 N\ o (-1 1
Cilr)-e®+cy (1] -t+| O] -e2+C5| 1] =+ 0] -t+]0] ]| &=
9 2 1 2] 2\ 0
t2
1 t—1 §—t+1 Ch
2
2 %—1 22—t Cs

s libovolnymi konstantami C7, Cy a Cj.

Piiklad 6.3 Najdéte teseni soustavy rovnic:

i 2ry — my — x3,
xh = —x1 + 2x9 + a3, (6.11)
xh 207 — 219 — a3,

vyhovugici Cauchyovym podminkdam x1(0) = 2, x5(0) = 1, 23(0) = 2.



94 Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné

Reseni. Soustava (6.11) je specidlnim pifpadem soustavy (5.1) pro n = 3 s matici

2 -1 —1
A=|-1 2 1
2 -2 -1

Nalezneme vlastni ¢isla matice A jako feSeni charakteristické rovnice
det(A—AE)=0

tj. rovnice
2—X -1 -1
-1 2-A 1 = (po tpravé) = —(A—1)*=0.
2 -2 —-1-A

Vlastni ¢islo je jen jedno a je trojndsobné tj. A = ;23 = 1. Matice

I -1 -1
A—)\1’273E:A—E: —]_ 1 ]_
2 =2 =2

mé hodnost Ay = 1. Nulita vy = n—h; = 3—1 = 2 a charakteristika matice o0y = v; — 1y =
2 — 0 = 2. To znamend, ze v prvnim fadku tabulky (6.4) jsou dva pomocné vektory vy,
v12 a ve druhém tadku je jen jeden pomocny vektor vg;. Proto muzeme hned stanovit:
oy = 1. Tabulka (6.4) ma tvar

V11 | V12

V21
Dilee m =2, v, =09 +v1 =14+2=3ahy =n—1, =3—3 = 0. Odtud vyplyva, ze
matice (A — F)? je nulové a vztah

(A — E)2U21 =0,
ktery je dusledkem vztahu (6.5) s j =2 a s = 1 je ekvivalentni vztahu

000
0 0O V21 = O,
0 00

a jeho Tesenim je libovolny vektor vy;. Pii jeho vybéru musime dat pozor na to, aby
predchézejici vektor vyy, ktery uréime pomoci vztahu (6.6), kde 7 = 2 a s = 1 nebyl
nulovy. Polozime-li napiiklad vy = (1,0, 0, )T, potom

1 -1 -1\ /1 1
v = (A= AB)vy = (A= EJvyy=|-1 1 1 ol =1[ -1
2 —2 —2) \o 9

Aplikujme nyni Vétu 6.1 a utvorme systém linedrné nezavislych vektorovych funkei (6.7)
odpovidajicich prvnimu sloupci tabulky:

yi1 =y - € = (1, -1, 2)T - e,

Y21 ‘= (UH -t + Ugl) . et = ((1, —1, 2)T -t 4+ (1, O, O)T) : et.
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Treti feSeni sestavime pomoci druhého sloupce tabulky, ve kterém je jen jeden pomocny
vektor vie. Jde tedy o vlastni vektor. I nyni muzeme formélné aplikovat vztah (6.5) s
j=1a s =2 a urcit netrividlni vektor vy, tak, aby

1 -1 -1
(A - E)'U12 = -1 1 1 V12 = O.
2 =2 =2

Takovym vektorem je napiiklad vektor vys = (1,1,0)7 a pifslusné feseni soustavy (6.11)
je
Yo = v10- € = (1,1,0)7 - €.

Zapisme obecné feseni soustavy (6.11) ve skaldrni forme:

Jil(t) = Cl et + CQ(t"’ 1) et + Cg et,
) (t) = —Cl et — CQt et + Cg €t7
T3 (t) = 201 et + 2CQt et,

kde C1, Cy a (5 jsou libovolné konstanty. Nakonec ur¢ime konkrétni hodnoty konstant Cf,
Cs a (5 tak, aby ziskané partikularni feseni vyhovovalo danym pocatecnim podminkam.
Pro t = 0 musi platit

(00 = C + Gy + C3 = 2,
.TQ(O) = —Cl + 03 = 1,
r3(0) = 20 = 2.
Jedinym feSenim této soustavy jsou hodnoty C; = 1, Cy = —1 a (3 = 2. Hledané
partikularni feSeni je proto:
() = e — (t+1e + 2¢8 = €(2-1),
zo(t) = —e' + tel + 2¢' = e(t+1),
z3(t) = 2 — 2t el = 2e(1—1).

6.5 Cviceni

Priklad 1 Weyrovou metodou najdeéte reseni systému

yi = 3y + Ay,
Yo = —2y1 — 3y

spliiugict podminku y,(0) = 3, y2(0) = —2.

ResSeni. Hledané feSeni m4 tvar

y1 (1) 2¢' + e,
yo(t) = —el—e .
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Piiklad 2 Weyrovou metodou najdéte obecné teseni systému

vy = —2y1 + 3ya — 6y,
vy = yi/3 — 2y + 2y,
ys = /3 — 2 +  ys

Reseni. Obecné teSeni systému ma tvar

yl(t) == 3[K1(1 —t) +K2t—2K3]€_t,
yg(t) = [K1t+K2(1 —t)+2K3]e*t,
yg(t) = [Klt_K2t+K3(1+2t)]67t.

Priklad 3 Weyrovou metodou najdéte obecné reseni systému

v = — Y2+ ys,
Yy» = —2y1 + Y2+ Y — Y,
vy = 2y1 — Y2 — Y3 + U,
Y, = 2y — 2y3.

Reseni. Obecné teSeni systému méa tvar

yi(t) = Ki(1+2t%) +2Kot + K3 + Ky,
y2(t> = —2K1t - K2 + K4,

y;;(t) = 2K1t+KQ+K4,

y4(t) = —4K1t2 — 4K2t — 2K3 .
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7 Besselova rovnice a Besselovy funkce

7.1 Cil kapitoly

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenare se specidlnim typem diferencidlni rovnice druhého
fadu, Besselovou rovnici. Ukazeme, Ze feseni této rovnice se hleda pomoci nekonecné tady.
Zminime se o tzv. gama funkci, ktera se v feseni Besselovy rovnice objevuje. Popiseme
Besselovy funkce, pomoci nichz je feseni Besselovy rovnice popsano.

7.2 Funkce gama

Na tomto misté se budeme chvili vénovat tzv. funkci gama, kterou vyuzijeme pfi feSeni
Besselovy rovnice. Pokud je vam tato funkce duvérné znama, muzete nasledujici odstavec
preskocit.

Funkce gama se definuje jako

[(x) = /000 t" et dt. (7.1)

Funkce I'(z) je timto integralem definovédna pro x > 0 (pro x < 0 integrél diverguje) a je
pro x > 0 spojita.

VVVVVV

Iz +1) = al'(z). (7.2)

Pro x = 1 mame

ra) = /OO e tdt =1,
0
takze podle (7.2) je
r2)=1-r1)=1, I'B)=2-I2)=2-1, 4 =3-T(3)=3-2-1, atd.
Vidime, Ze pro cela kladna ¢isla n plati
I'(n+1)=n! (7.3)

Funkce gama je tedy jakymsi zobecnénim faktorialu.

7.3 Besselova rovnice
P1i popisu mnohych fyzikalnich jevu hraje dulezitou roli diferencialni rovnice

o2y + xy + (22 — )y = 0. (7.4)
Tato rovnice se nazyvé Besselova. Budeme piedpoklddat, ze v > 0. Reseni vyjadifme
pomoci mocninné fady se sttedem v 0. Bod z = 0 je tzv. reguldrnim singularnim bodem
Besselovy rovnice.
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7.3.1 Konstrukce feSeni ve tvaru rady

Reseni Besselovy rovnice muzeme hledat ve tvaru

y=> cua", (7.5)
n=0

nebo (vytkneme-li vyraz z") ve tvaru

oo
y=2zx Z Cpx",
n=0
kde koeficienty fady ¢, a ¢islo r uréime v prubéhu vypoctu.

7.3.2 Vypocet koeficienti rady

Abychom fadu (7.5) mohli dosadit do rovnice (7.4), potfebujeme jeji prvni a druhou
derivaci:

cn(n + r)x"”fl

QQ\
I
NE

n=0

co(n+7)(n+r—1)z" 2,

s
[
WE

I
<)

n

Nyni vSe dosadime do rovnice (7.4). Upozornujeme, ze tpravy budou dlouhé a budou
vyzadovat vasi pozornost a trpélivost.

ny// —I—xy’ + (ZL’Q . VQ)y —_

= 22 Z co(n+r)y(n+r—1)z"" 2 o Z cn(n+r)z™ 4 (22 — 1) Z Cnt™t = %
n=0 n=0 n=0

z? a x pfed sumami zahrneme dovnitf sum, (22 — %) Y ">  ¢,2""" rozndsobime:

* = ch(n—i-r)(n—i-r— 1)x"+r+zcn(n+r)xn+r+zCnxn+r+2_yzzCnxnﬂ« _
n=0 n=0 n=0

n=0

Clen obsahujici 2" (vyskytuje se pro n = 0 ve vSech sumdch kromé treti) oddélime; tim
se v nékterych sumach zacne scitat az od 1. Ze vSech sum vytkneme z":

x=co(r(r—1)+r—v?)a" +a" ch(n +r)n+r—1)z" +a" ch(n + )" +
n=1 n=1

o
+ 2" g cnx™t — g E cpx” = %
n=0

n=1
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Zjednodusime koeficient u z” a slou¢ime sumy, u kterych to bez potizi 1ze:

* = co(r? — vi)a" + 2" ch((n +rn+r -1+ nm+r)—vHa" + 2" chm”+2.

n=1 n=0

Jesté zjednodusime vyraz v prvni sumé a dostavame:

2y oy + (@ =0y = a(r? = 41" Y en((n ) =t 4ot ) (7.6)

n=1 n=0
7 tzv. charakteristické rovnice
-1’ =0
ur¢ime hodnotu cisla r. Vidime, ze koreny charakteristické rovnice jsoury = v ar, = —v.

Pro r = v z (7.6) zbude
22y + xy + (2% — 1)y = a¥ Z can(n + 2v)x™ + ¥ Z cpx™ 2,
n=1 n=0

Vyraz na pravé strané budeme déle upravovat. Abychom mohli obé sumy sloucit do jedné,
posuneme v prvni z nich sumacni index o dvé — zavedeme novy sumacni index k = n — 2.
Sumacni index ve druhé sumé preznacime z n na k. Z prvni sumy pak ddme stranou to, co
oproti druhé sumé ,, precuhuje”, coz ndm umozni prevést koneéné vsechno na jednu sumu.

2 Y craa(k+2)(k+ 24+ )" 42 Y ettt =
k=-1 k=0

=" (cl(l + 2v)x + Z ok +2)(kE+2+ 2,/)$k+2 + Z ckxk+2> _

k=0 k=0

= <01(1 +2v)z + Z[(k +2)(k+ 2+ 2v)ckpi0 + cﬂx"”) = 0.
k=0

Jestli vas néjak prekvapilo to ,= 0“ na konci, mozna jste v zédpalu boje se sumami po-
zapomnéli, ze dosazujeme do rovnice (7.4). S velkou ndmahou jsme upravili levou stranu
rovnice, a ted chceme, aby se rovnala strané pravé.

Aby byla uvedend rovnost splnéna pro kazdé x, musi platit

(1+2v)eg = 0 (7.7)
(k+2)(k+2+2V)ckpso+c = 0 k=0,1,2,...
neboli
—cp,
= k=0,1,2,.... 7.8
Ck+2 <k+2)(/€+2+2y>’ 3 Ly 4y ( )

Protoze podle (7.7) je ¢; = 0, postupnym dosazovanim do (7.8) pro k = 1,3,5,... do-
staneme c3 = ¢5 = ¢y = --- = 0. VSechny liché cleny Tady jsou tedy nulové a zbyva nam
prozkoumat sudé cleny rady.
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Oznacime k + 2 = 2n. Indexam k = 0,2,4, ... ted odpovidd n = 1,2,3,.... Vztah (7.8)
muzeme (po veelku jednoduché dpravé jmenovatele zlomku) zapsat jako

—Cop—2
=2 =1,2,3,.... 7.9
“ 22n(n +v) " (7.9)
Co
fedve = i iry
Co Co
C _= —_ =
! 2.2.2+v)  20-1-20+v)2+v)
Cy Co
C, = _—_ = —
0 22.3.(3+v) 2.1-2-31+v)2+1)(3+v)’
Com (=1)"c n=1,23,. ... (7.10)

221+ v)2+v) - (n+v)’

Konstantu ¢y bychom mohli zvolit libovolné, ale standardné se voli (ach, to se vdm asi
nebude libit. . .)

1

T YA+

7.4 Besselovy funkce

Ted, kdyz uz vime, co se skryvd pod zdpisem I'(1 + v), muZeme se vratit k Besselové
rovnici. Pokud zvolime ¢y vySe uvedenym zpusobem, dostaneme vyuzitim vztahu (7.2)
pro dalsi koeficienty:
1 1
C = — e s
? 2+v . 1. (14 v)[(1+v) 22+v . 1.T(2+v)
1 1

4T ol 21+ )1 +ry) 242 TB )

a obecné, pron =0,1,2,...,

(-1 (-

Con = 22tv.pl.(n+v)---2+v)1+v)D(1+v) 22t .pl.T(1+v+n)

Jedno teseni Besselovy rovnice je tedy

_ > 2 _ > (_1)71 (z)Zn-l—u
Y ;Cznﬂi Zn!F(l+u+n) 2 '

n=0

Pro v > 0 tato fada konverguje alespon na intervalu (0, c0).
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Funkce popisujici prave ziskané feseni se obvykle znaé¢i J,(x):

e (_1)” T\ 2n+v
J,(z) = 5) 7.11
(z) nz:%n!l“(1+1/+n) 2 (7.11)
Pro druhy koten charakteristické rovnice rovnice, 1o = —v, zcela analogicky dostaneme
> (_1)" T\ 2n—v
J_(z) = (—) . 7.12
(=) ;n!l“(l—u—i—n) 2 (7.12)

Funkce J,(z) a J_,(z) se nazyvaji Besselovy funkce prvniho druhu féddu v, resp. —v.

Na obrazku 7.1 jsou grafy funkei y = Jo(x) a y = Ji(x).
Yp
INo(®@)

Jl(QT)

\7 W " 15> @

Obrazek 7.1: Besselovy funkce prvniho druhu fadu 0 a 1

D4 se ukazat, ze jestlize v neni celé ¢islo, funkce J,(z) a J_,(x) jsou linedrné nezavislé.
V tomto piipadé je obecné feseni rovnice (7.4) na intervalu (0, co)

y = c1d,(x) + cad_, (). (7.13)

Priklad 7.1 Najdéte obecné tesent rovnice

1
oy + xy + <x2 — 4_1> y=0

na intervalu (0, 00).

ReSeni: V naSem piipadé je v? = 1/4, a tedy v = 1/2. Vidime, Ze v neni celé ¢islo, a
tedy obecné feseni zadané rovnice je

y = c1J12(x) + caJ_12(2).
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7.5 Shrnuti kapitoly

V této kapitole jsme se seznamili s Besselovou rovnici, ktera je specialnim typem dife-
rencialni rovnice druhého fadu. Reseni této rovnice bylo nalezeno pomoci nekoneéné rady.
Funkce, kterymi je toto feseni popsano, se nazyvaji Besselovy funkce.

7.6 Cviceni

Priklad 1 Najdéte obecné feseni rovnice z*y" + xy' + (2% — 5)y = 0.
Reseni. y = ¢1.J13(7) + c2J_1/3(x).

Priklad 2 Najdéte obecné fesend rovnice 4xy” + 4xy’ + (4% — 25)y = 0.

Reseni. y = c¢1.J52(2) + caJ_s52(7).
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8 Stabilita reSeni systému diferencialnich rovnic

Uvazujme systém diferencidlnich rovnice ve vektorovém tvaru
x' = f(t,x) (8.1)

Dany konkrétni systém (8.1) muze byt matematickym modelem celé fady ruznych me-
chanickych, elektrotechnickych, biologickych a jinych systémiu. Chovani téchto systému je
pak popséno vlastnim fesenim systému (8.1), ktery muze mit obecné nekoneéné mnoho
reSeni, odpovidajicich ruznym volbam jeho pocatecniho stavu.

U vétsiny systému pozadujeme, aby jejich chovani bylo v néjakém smyslu blizké jednomu
predem danému chovéni systému (napt. setrvani v klidu, v periodickém pohybu, apod.).

Predpokladejme, ze (8.1) je matematickym modelem néjakého fyzikalniho systému S,
jehoz jeden pracovni rezim je popsan danym feSenim v systému (8.1). To znamenad, ze pro
kazdé t udavéa vektor v(t) hodnoty stavovych proménnych v okamziku t. V pocatecnim
okamziku £y nabyvaji stavové proménné systému S hodnotu v(tp).

V praxi vSak tyto poc¢atecni hodnoty stavovych proménnych systému S ziskame zpravidla
méfenim a takto namérené hodnoty x( jsou pouze aproximacemi skuteénych hodnot v(ty).
Spojita zavislost feSeni na poc¢atecni hodnoté zarucuje, ze chyba, které se dopustime pti
meéfeni pocatecnich hodnot, nezkresli podstatné informaci o charakteru vysetfovaného
feSeni na koneéném casovém intervalu.

Presnéji, ke kazdému predem danému intervalu (to, ;) a ke kazdému éislu e > 0 exis-
tuje ¢islo & = d(e,to,t1) > 0 tak, ze kdyz namétené pocatecni hodnoty xq stavovych
proménnych x se budou v okamziku tg 1isit od skuteénych pocatecnich hodnot v(tg) o
méné nez §, budou se vypoctené hodnoty u(t,ty,xq) stavovych proménnych v okamziku
t 1isit od skuteénych hodnot stavovych proménnych v(t) Vt € (tg,t1) 0 méné nez e.
Velikou zavadou tohoto odhadu je zavislost odchylky 0 pocatecnich hodnot na délce
casového intervalu (t, t1). Se zvétsovanim délky intervalu jsme zpravidla nuceni zmensovat
¢islo 9.

Z fyzikélnich a technickych duvodi je prirozené pozadovat, aby ¢islo d bylo dostatecné ve-
liké i pro libovolné veliké délky casovych intervalu t; —ty. Proto se studuje takova zavislost
feSeni na pocatecnich udajich ty,xg, ve které odchylka ¢ zavisi pouze na pocatecnim
okamziku ty a pripustné odchylce feSeni € a nezavisi na délce casového intervalu t; — ;.
Studium takové zavislosti predstavuje napln teorie stability.

Uved'me jesté jeden pohled na problematiku stability.

Predpokldadejme, ze na fyzikdlni systém S, popsany piiblizné systémem (8.1), pusobi
néjaké poruchy vyvolané zasahy, které nejsme schopni do modelu zahrnout a pii sesta-
vovani rovnic (8.1) je zanedbavame. Kdybychom je totiz chtéli respektovat, pak bychom
museli v kazdém okamziku, ve kterém poruchy pusobi, provadét na nasem modelu ko-
rekci napt. v nastaveni okamzitych hodnot stavovych proménnych. To je velmi obtizné
realizovatelné, a proto je vhodnéjsi tyto poruchy zanedbat a urcit, jak velké chyby se
timto zjednodusenim dopoustime. To je opét problematika, ktera spada do ramce teorie
stability.
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V nésledujicim textu se budeme zabyvat studiem ruznych typu stability feseni systému (8.1)
a budeme predpokladat, ze f(t,0) = o, takze x' = f(t,x) mé trividlni FeSeni, které bu-
deme znacit o.

Nejdiive ukdzeme, ze omezeni nasich ivah na studium stability trividlniho feSeni o nikterak
nezmensuje obecnost dalsich dvah a pfitom znacné zjednodusuje symboliku i formulace.

Predpokladejme, ze chceme vysSettovat feseni v systému

y' =g(ty) (8.2)
definované na né&jakém intervalu 7. Provedme v systému (8.2) substituci

y=x-+v. (8.3)
Jelikoz funkce v je feSenim systému (8.2), plati

V() =g(t,v(t)) Viel,
a tedy

X =y — v = g(ty) - glt,v) = gt x +v) — g(t,v) (8.4)
Oznacime-li

f(t,x) =g(t,x+v) —g(t,v),
dostaneme z 8.4 systém

x' =f(t,x), f(t,0)=o, (8.5)

takze systém 8.5 ma trividlni feSeni o. Na toto trividlni feseni se transformaci 8.3 zobrazuje
feseni v systému 8.2. VysSetiime-li vlastnosti trivialniho feSeni o systému 8.5, pak pomoci
transformace 8.3 muzeme vysledky prenést na feSeni v systému 8.2.

Predpokladejme v nésledujicim, ze existuje interval I = («, 00),« € R a oblast H C R”
obsahujici pocéatek tak, ze zobrazeni f je spojité na oblasti G = I x H a pro kazdy bod
(to,Xo) € G je Cauchyova tiloha

x' =f(t,x), =x(to) =xo, (8.6)
jednoznacné resitelnd a necht f(¢,0) = o Vt > a.
Definice 8.1 Rekneme, e trividlni feseni o systému

x' = f(t,x) (8.7)

je stabilni (viz obrazek 8.1), jestlize ke kazZdému ty > « a kaZdému e > 0 existuje 6 =
d(to, €) tak, Ze pro viechny pocdtecni hodnoty xo € H, ||Xo|| < & a pro vsechna t > tq plati,
Ze eseni u(t, tg, xo) Cauchyovy ilohy 8.6 spliuje nerovnost

||u<t7t0>X0)|| <e. (88)
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e ut,t,x)
(ty,X,) W

« 8(s,t0)“t0 t

€4

Obrazek 8.1: Trividlni teSeni je stabilni.

Priklad 8.1 Ukazte, Ze trividlni reseni rovnice
¥ =kx
je stabilni pro kazdé k < 0.

Resend: Funkce f(t,x) = ka je spojitd a lipschitzovskd vzhledem k proménné x pro
vSechna (t,x) € R x R. Muzeme tedy volit « = —o0, I = (—00,00), H =R,G=1xR .
Cauchyova tloha

¥ =kx, xz(ty) =
md Fesent u(t,ty, x9) = xoeFt0) t € I.
Tedy  |u(t,to, z0)| = | xo| - ¥ < |z| pro vsechna k <0, t > tg.
Zvolime-li 6 = € , bude podle 8.8 platit
lu(t, to, z0)| < e pro vSechna t > to, k <0,| x| < 9.
Tedy trividlni reseni je stabilni.
Priklad 8.2 Ukazte, Ze trivialni resent systému

Ty = X9
¥ = —a, (8.9)

je stabiln.

Reseni: Cauchyova tloha pro systém 8.9 s pocdtecni podminkou z1(ty) = xo1, T2 (to) = Too
md pro kazdé ty € R a xg = (w91, To2) € R? Fesend

~{ xorcos(t — ty) + woesin(t — t)
u(t, to, wo) = (—xm sin(t — tg) + wog cos(t — tg) ) teR.
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Pro normu resent dostavame odhad
|lu(t,to,%0)|| = |xo1cos(t —tg)+ zoesin(t — to)| + | — xo1 sin(t — tg) + xeg cos(t — tp)| <
< Jzol + [@oz| + | zor| + [ oz| = 2 (| wor| + [ zo2|) = 2[[x0l| -

Polozime-li 6 = 5, dostaneme

|lu(t, to, x0)|| < 2||x0|| <20 =€ pro vsechna t > t,.
Tedy trividlni Teseni je stabilnd.
Trivialni feseni, které neni stabilni, nazveme nestabilnim.
Volné muzeme fici, ze trividlni feseni systému 8.7 je nestabilni praveé tehdy, existuje-li
okamzik ¢y a ¢islo € > 0 tak, ze v kazdém libovolné malém okoli poc¢atku existuje bod x
tak, ze Feseni u(t, tg, Xo) se vzdali od trividlniho feseni o vice nez €, neboli existuje ¢; > t
tak, ze ||u(t,to,xo)|| > € pro t > t; (viz obrézek 8.2).

u(tit UsX U)

€
(t(J ’XO)

« 6(8,’[0)“t0

€4

Obrazek 8.2: Trivialni feSeni neni stabilni.

Priklad 8.3 Ukazte, Ze trivialni resent systému
/!
Y1 (8.10)

je nestabilny.

Reseni: Cauchyova tiloha pro systém 8.10 s pocdtecni podminkou z1(ty) = wo1, 12(to) =
Too ma Tesent

u(t, to, zo) = % ((wm + Zo2)e 0 + (w1 — xm)e_(t_t(’) , (wo1 + woa)e" ™" — (mo1 — xog)e_(t_t()))

Zvolme € = 1, tg = 0, pak pro libovolné 6 > 0 miuzZeme volit xg = (g, g)T, t > —lng a
dostaneme odhad

[u(ty, to,xo)|| = [lu(ts,0,%0)[ = [|5 (3™, 5¢") || =
= Lo ||(1L,1)]| = Lde (|1 4+ [1]) = et > de M2 =52 =2>¢.

Trividlni reseni systému 8.10 je nestabilni.
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Definice 8.2 Rekneme, Ze trividini fesent systému
x' = f(t,x)

je stejnomérné stabilni (viz obrazek 8.3), jestlize je stabilni a ¢islo 6 v definici 8.1
nezavisi na volbé pocatecniho okamziku to, tj. kdyz ke kazdému e > 0 ezistuje § = 6(g) > 0
tak, Ze pro kazdé xo € H C R", t,ty € R, vyhovujici nerovnostem ||xo|| < 0, t > tog > «
plat?

|lu(t, to, x0)|| < €.

u(t,ty,x,)
ol N

o 1, t, u(t,t,,x,) t
o(g) o(g)

€4

Obrazek 8.3: Trividlni feSeni je stejnomérné stabilni.

Vsimneme-li si podrobnéji prikladu 8.1, 8.2, 8.3, zjistime, zZe trivialni feseni ve vSech
piipadech jsou stejnomérné stabilni, nebot § z4visi pouze na e a nikoli na to. Tuto vlastnost
maji vSechny autonomni systémy, tj. systémy tvaru x’ = f(x). Plati, ze kdyz trividln{
feSeni autonomniho systému je stabilni, pak je stejnomérné stabilni. Pro neautonomni
systémy to neplati.

Priklad 8.4 Uvazujme Cauchyovu ulohu

o= -1
ry = (sinlnt+ coslnt — 1)xq
s poédteéni podminkou x1(ty) = o1, T2(to) = To2-
Pak pro kazdé (ty,x¢) € I x R? I = (1,00), md tloha Teseni

t+ t(1—sin lnt)+to(1fsinlnto)) t>1
) .

u(t, to,xo) = (zo1e ", zoae”

Pro normu tohoto 1eseni dostdavame odhad

||u(t, tO,XO)H _ |:)301 e—(t—t0)| + |CL’02 e—t(l—sinlnt)+to(1—sinlnto)| <

N

| 21| + | woz| € < (| zo1] + | woa]) €2 = [|xo[€*"  pro vsechna t > tq.
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Vidime, Ze v odhadu se vyskytuje jak pocdtecni hodnota Xo, tak 1 pocdtecni okamzik tg.
Zvolime-li napt. § = e e 2 dostaneme

|u(t, to, xo)|| < ||xol[e*® < de*0 = ge 20 . o0 = ¢,
Je tedy trivialni resent stabilni, nikoli vsak stejnomérné stabilni.
Definice 8.3 Rekneme, Ze trividini fesent systému
x' = f(t,x)
je asymptoticky stabilni (viz obrazek 8.4), jestlize
i) je stabilni

ii) existuje éislo A > 0 tak, Ze pro kazdé xo € H C R, ||xo|| < A a kazdé ty > « plati

tlim lu(t, to,x0)|| = 0.
X
e<
ay——— M
(04 t, t
e d(e.ty)

Obrazek 8.4: Trivialni fesSeni je asymptoticky stabilni.

Analogickym zptusobem definujeme stejnomérnou asymptotickou stabilitu trividlniho
feeni systému x’ = f(¢,x).

Podminka ii) v definici 8.3 znamend, ze ke kazdému ¢ > 0, ty > o, xg € H C R",
|xo0|| < A, existuje ¢islo T = T'(e, to, Xo) tak, ze pro vSechna t > to+1 je |[u(t, o, Xo)|| < €.

Priklad 8.5 Ukazte, Ze trividini reseni systému

T = X9
xh = —x;

nent asymptoticky stabilni.
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Reseni: V prikladu 8.2 jsme ukdzali, Ze trividlni tesend je stabilni (dokonce je stej-
nomeérné stabilni). Musime tedy ukdzat, Ze neni splnéna podminka ii) v definici 8.3.
Resenim Cauchyovy ulohy

ZL'/l = X2 JTl(to) = To1
xh = —x1  Za(ty) = To2

je vektorovd funkce
u(t, to, o) = (w1 cos(t — to) + woa sin(t — tg) , —xo1 sin(t — to) + xea cos(t — o)) , te€R.

Pro normu tohoto teseni (pouzijeme euklidovskou normu) dostdvdme

1/2
lut,to.xo)ll = ({8, o, x0))? + (ualt, to, x0))?) * =
= (af, cos®(t — to) 4 2x01m02 cos(t — o) sin(t — to) + agy sin®(t — to)+
+a3, sin?(t — to) — 220170 SIn(t — tg) cos(t — tg) + x5y cos®(t — to))1/2 =

= (ay +252) "% = Il
takze pro ||xo|| # 0 plati
i [[u(t, 2o, %) =[xl # 0
Tedy trividlni Teseni neni asymptoticky stabilni.

D4 se dokézat, ze pti ovérovani podminek stability trividlniho feSeni staci podminky ovérit
pro jedno libovolné ¢y > a a pak uz musi platit pro vSechna t > «.

Cvicéeni

Vysettete z hlediska stability trividlni feseni systému:

Piiklad 1 2} = To

xh = —2x1 — 319 [Stejnomeérné asymptoticky stabilni |
Piiklad 2 2} = To

xhy = 3x1 + 29 [Nestabilni |

Piiklad 3 2} = —3x
xh = 3m [Stejnomeérné stabilni |
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8.0.1 Stabilita linearnich systémiui
Uvazujme nyni nehomogenni linearni systém diferencialnich rovnic
x' = A(t)x + b(t), (8.11)

kde A(t),b(t) jsou spojité na intervalu I = («,00) C R.
Pak libovolné teseni u(t) systému (8.11) je stabilni, resp. asymptoticky stabilni, resp.
nestabilni, pravé kdyz trivialni feSeni homogenniho systému

x' = Ax
je stabilni, resp. asymptoticky stabilni, resp. nestabilni.
V linedrnich systémech nastane tedy pravé jeden z téchto piipadu:
I) Vsechna feseni jsou stabilni.
IT) Vsechna feseni jsou asymptoticky stabilni.
III) Vsechna Feseni jsou nestabilni.

Proto v pripadé I) fikdme, ze linedrni systém je stabilni, v ptipadé II) fikdme, ze linedrn{
systém je asymptoticky stabilni, a v piipadé III) fikdme, Ze linedrn{ systém je nestabilni.
Pii vysettovani stability nehomogenniho systému (8.11) se tedy staci omezit na vysetFovani
stability trivialniho feSeni systému

x = A(t)x (8.12)

Véta 8.1 Trividlni resent systému (8.12) je stabilni prdvé tehdy, kdyz existuje K > 0
tak, Ze

U@l <K, tel,
kde U(t) je fundamentdlni matice Tesent systému (8.12).

(Tedy kazdé teseni systému je ohranicené.)

Odtud plyne, 7e je-li nehomogenni systém (8.11) stabilni, pak jsou bud vSechna fesent
ohrani¢ena, nebo neohrani¢nd pro t — oc.

Poznamenejme jesté, ze u nelinedarnich systému z ohranic¢enosti vsech jeho Teseni neplyne
obecné jejich stabilita.

Véta 8.2 Trividlni teseni systému (8.12) je asymptoticky stabilni prdvé tehdy, kdyz
IU@)[| =0 prot— oo,

kde U(t) je fundamentdlni matice tesent systému (8.12).
(Tedy vsechna Tesent systému (8.12) konverguji pro t — oo k nule.)
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Uvazujme nyni homogenni systém linearnich diferencialnich rovnic
x' = Ax, (8.13)

kde A je konstatni redlna ctvercova matice typu (n,n).

V tomto piipadé je systém (8.13) specidlnim piipadem autonomniho systému x’ = f(x),
kde f(x) = Ax.

Tedy stabilita trividlniho Feseni systému (8.13) je ekvivalentni s jeho stejnomérnou sta-
bilitou a podobné asymptotickd stabilita trividlniho feseni systému (8.13) je ekvivalentn{
se stejnomérnou asymptotickou stabilitou.

Véta 8.3 Necht je ddn systém (8.13). Jestlize vsechna charakteristickd ¢isla matice A
maji zaporné redlné casti, pak trivialni reSent daného systému je stejnomeérne asymptoticky
stabilni. Existuje-li charakteristické c¢islo matice A s kladnou redlnou ¢asti, pak trividalni
resent je nestabilni.

Poznamka. O stabilité linedrniho systému (8.13) nelze rozhodnout pomoci véty 8.3
v pripadé, ze zadné charakteristické ¢islo matice A nemad kladnou realnou cast, ale mezi
charakteristickymi ¢isly se vyskytuji ¢isla s nulovou realnou casti.

V tomto piipadé muze byt linearni systém stabilni nebo nestabilni. Podminky stability,
resp. nestability, uvedené ve vété 8.3 jsou tedy postacujici, nikoli nutné.

Podminky asymptotické stability jsou nutné a postacujici.

Lze dokazat, ze v pripadé, ze vSechna charakteristicka ¢isla matice A maji zaporné nebo
nulové realné ¢asti, pricemz vSechna charakteristickd cisla s nulovou realnou ¢asti maji
nasobnost jedna, je uvazovany linearni systém stabilni (nikoli vsak asymptoticky stabilni).

8.0.2 Hurwitzovo kritérium

Jelikoz charakteristickd ¢isla systému (8.13) jsou koteny charakteristického polynomu
det(A — XI) = ag + a1 A+ -+ + ap A"+ a,\",

budou néas zajimat polynomy, jejichz vSechny nulové body maji zaporné realné c¢asti. Ta-
kové polynomy se nazyvaji hurwitzovské polynomy a ptislusné kritérium Hurwitzovo
kritérium:

Necht je ddn polynom
f(x)=ao+arz+ -+ an 12" +a,2", n>1,a9>0, a, #0 (8.14)

s redlnymi koeficienty. Hurwitzovou matici polynomu (8.14) nazyvame matici

ay Qo 0 0 ce 0
as Q9 ap ag s 0

, (8.15)
A2n—1 QA2p—2 QA2p—3 A2p—4a - dn

kde klademe a;, = 0 pro s < 0 a s > n. Plati toto tvrzeni:
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Vsechny nulové body polynomu (8.14) maji zaporné realné ¢asti prave tehdy, kdyz deter-

minanty Ay, Ao, ..., Ag jsou kladné, pricemz
ap aop 0 0 e 0
as a9 ay ao s 0
A= a5 (y as az -+ 0 k=1,....,n.
A2k—1 Q2k—2 QA2k-3 QA2k—q " Qg

Maji-li vsechny nulové body polynomu (8.14) zaporné realné ¢asti, musi byt vsechny jeho
koeficienty a;, 7 = 0,...,n, kladné.

D4 se ukazat, ze pro n = 2 je tato podminka i postacujici, tj. ze polynom f(z) = ag +
a1z + az2? je hurwitzovsky prave tehdy, kdyz ag > 0, a; > 0, ag > 0.

Pro polynomy vyssich stupnu je tato podminka pouze nutna. Tak napiiklad polynom

f(2) =30 +4z+ 2% + 23

ma nulové body —3, 1437, 1—3j, tedy dva kofeny maji kladné realné ¢ésti, i kdyz vsechny
koeficienty daného polynomu jsou kladné.

Piiklad 8.6 Zjistéte, zda polynom
f(2) =3+22472" 432"+ 2*

je hurwitzovsks.

Vsechny koeficienty polynomu f jsou kladné, takZe tento polynom muze byt hurwitzovsky.
Pouzijeme Hurwitzovo kritérium:

ap=3, a1 =2, as =17, a3 =3, ay =1, tedy

. . __|lar ap| 2 3 o
Al = a1—2>0, Az—ag az—‘g 7‘—5>O
a; Qo 0 2 30
Ag = lag as a1 =13 7 2/=11>0
as a4 a3 01 3
a; ap 0 0 2300
. a3 G2 a1 Qaop| 3 7 2 3 o .
A4 = a5 Gy s a2—0 1 3 7—1 A3—11>0
a7 Ag Q5 a4 0 0 01

Podminky Hurwitzova kritéria jsou splneny, takZe polynom je hurwitzovsky.

Piiklad 8.7 Vysetrete stabilitu systému

Ty = T1+ T2
Ty, = Iy
Ty = X4

/_
gy = 0
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Resent:

1 1 0 0 1—A 1 0 0
(0100 B 10 1—-X 0 0] o 9
A = 000 1 f(A) =det(A — \I) = 0 0 o =NA-1)

0000 0 0 0 —=A

Tedy charakteristickd c¢isla matice A jsou Ay = Ao = 0, A3 = Ay = 1.
Matice A ma charakteristické cislo s kladnou redlnou casti, tedy systém je nestabilni.

Priklad 8.8 Vysetrete stabilitu reseni u(t) = (sint,t + cost, 1 +sint)? systému

T 2 1 =2 T 2—t
hl=1-10 0 |.f{a]+] 1
xh 1 1 -1 T3 1—-t

Reseni: Staci vysetrit stabilitu trividlniho Feseni homogennoho systému

x) 2 1 =2 T
oyl=[-1 0 0 Ty
xh 1 1 -1 T3
2-)\ 1 -2
det(A—-X)=| -1 =X 0 |=—-NV+1DA-1)=0

1 1 —-1-=2A

Tedy \y = 7, Ao = —J, A3 = 1. ProtoZe existuje charakteristické c¢islo matice A s kladnou
redalnou cédsti, je trividlnd reseni homogenniho systému nestabilni a tudiz i eseni u(t)
daného nehomogenniho systému je nestabilni.

8.0.3 Michajlovovo kritérium

Uvazujme polynom
P(z)=2"4+a1z2" '+ +a,, (8.16)

ktery nema koteny lezici na imagindrni ose. Rozlozme polynom P(z) na sou¢in kotenovych
Cinitelu, tj.
Pz)=(z—2z1)(z —22) -+ (2 — zp) .

o Necht bod z = jw, w € (—00,0), se pohybuje
zdola nahoru po imaginarni ose. Z obrazku je
ziejmé, ze kdyz Re z, < 0, tak pfi zméné w od
—o0 do 400 se vektor z — zp = jw — 2, otodi o
thel 7 proti sméru hodinovych rucicek a funkce
arg(z—zj) ma piirustek +m. Jestlize tedy vSechny
kofeny polynomu P(z) maji zaporné realné ¢ésti,
argument polynomu P(z) bude mit piirustek nr,
protoze prirustek argumentu soucinu se rovna
souc¢tu prirustku argumentu jednotlivych ¢initelu.

jo
jo -z

Zy
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Kdyby alespon jeden z kofenu z;, 7 € {1,...,n} meél kladnou redlnou ¢ast, prirustek
argumentu ¢initele z — z; by mél hodnotu —n (odpovidajici vektor se otaci ve sméru
pohybu hodinovych ruéicek) a prirustek argumentu polynomu P(z) by byl mensi nez nr.

Dosadme nyn{ do (8.16) z = jw. Pak plat{
P(jw) = u(w) +jo(w),
kde u(w) = a, — ap_ow? + ap_gw* —---

V(W) = Ay W — Ap3w® + Ay sw® — -

P(jw) pak reprezentuje vektor v komplexni roviné (u,v). Pfi zméné parametru w od
—oo do 400 vytvari koncovy bod daného vektoru kfivku, kterou nazyvame hodografem
vektorové funkce w = P(jw) (nebo téz Michajlovovou kiivkou), viz obrézek 8.5.

P(jo)

Obrazek 8.5: Michajlovova krivka

Tedy pro w € (—o00,00) se vektor P(jw) otoéi o thel ¢. Jestlize polynom P(z) ma m
korenu s kladnou redlnou ¢asti a n — m Kkofenu se zapornou realnou ¢asti, pak

o= (n—m)r+m(—m)=(n—2m)r.

Jelikoz funkce u(w) je suda, Michajlovova kiivka je symetrickd podle osy u, coz znamen4,
ze muzeme konstruovat Michajlovovu kfivku pouze pro w € (0, 00), pfi¢emz

o =(n=m)5+m-(=5)=(n—2m)3. (8.17)

Jiz vime, Ze Teseni systému (8.11) je asymptoticky stabilni, jestlize vSechny koteny piislusné
charakteristické rovnice maji zaporné realné casti, tj., m se musi v (8.17) rovnat nule, coz
vede k nésledujicimu kritériu stability.
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Michajlovovo kritérium. Polynom (8.16) je Hurwitzuv, jestlize Michajlovova kiivka
pro w € (0, 00) neprochdzi pocatkem a plati ¢ =n - 7.

Na obréazku 8.6 jsou zobrazeny typické Michajlovovy kiivky pro polynomy stupnu n =
1,2,3,4,5 v pripadé, ze vSechny kofeny maji zapornou realnou cast.

n=2

a, u

n=4

Obrazek 8.6: Michajlovovy kiivky pron =1,2,3,4,5.

Priklad 8.9 Michajlovovym kritériem rozhodnéte o stabilité systému

Ty, = 13
/
Ty, = —mxy — 219 — 313 — 214.

Reseni: Charakteristickd rovnice je tvaru
PA) =M 420 +3N +20+1=0.
Dale plati

P(jw) = w*—2jw® —3w? +2jw+1,
uw) = w'—3w*+1
v(w) = =2+ 2w =2w(l - w?) =2w(l —w)(l+w).

Hledejme nyni koreny rovnic u(w) =0, v(w) =0, w € (0,00).

=
kg
S

ww)=0 & W -3P+1=0 =
Vw)=0 & 2w(l-w)(l+w)=0 = ws3=0,w,=1.
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Sestavme tabulku hodnot v = u(w), v =

vzestupné vzhledem k w:

v(w) pro vypoctené hodnoty parametru w, a to

35 3+v5
w 0 \/ 5 1 = 00
u 1 0 -1 0 +
v 0 + 0 — —
K prubehu Michajlovovy krivky ndm staci urcit pouze znaménka funkénich hodnot véetné
pripadu, kdy w — oo. JelikoZ lim 2 = 0, prubéh Michaglovovy krivky lze zndzornit
ndsledovné:

AU

Obrazek 8.7: Michajlovova kiivka k prikladu 8.9

Tedy pro w € (0,00) se vektor P(jw) otoci o ihel ¢ = 2mw. Aby polynom P(X\) byl dle
Michaglovova kritéria hurwitzovsky, musi v nasem pripadé platit ¢ = 4 - 5 = 27, coZ je
splnéno. Odtud plyne, Ze vysetrovany systém je asymptoticky stabilni.

Z vyse uvedeného vyplyva, ze jsou-li vSechny redlné ¢asti kotenu polynomu (8.16) zdporné,
plati:

1) Pfi pohybu w od 0 do oo se bude vektor w = P(jw) otécet pouze proti sméru pohybu
hodinovych rucicek a Michajlovova ktfivka bude stiidavé protinat jak realnou, tak
imaginarni osu roviny (u,v).

2) Celkovy pocet téchto pruseciku (véetné pruseciku pro w = 0) se bude rovnat stupni
polynomu P(z).

3) Michajlovova kfivka nemuze prochéazet pocatkem souradnic, protoze pro uréitou
hodnotu w by muselo platit P(jw) = 0, coz by byl spor s podminkou, ze polynom
P(z) nemé koteny lezici na imagindrni ose.
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Tento rozbor nam umoznuje zformulovat Michajlovovo kritérium v nasledujicim, snadno
ovétitelném tvaru:

Jestlize polynom P(z) nema kofeny na imaginarni ose, pak nutnou a postacujici podminkou
pro existenci kofenu P(z) pouze se zapornou redlnou ¢ésti je, aby:

1) Pfirostoucim w € (0, 00) se vektor P(jw) pohyboval proti sméru pohybu hodinovych

rucicek.

2) Vsechny koteny rovnic u(w) = 0,v(w) = 0 byly redlné a navzijem se stiidaly.
(Tj. mezi dvéma nasledujicimi kofeny jedné rovnice musi lezet jeden kotren druhé
rovnice.)

Jestlize vSechny koeficienty polynomu P(z) jsou kladné, staci ovéfit pouze podminku 2).

Na zavér zduraznéme, ze vysSe uvedena kritéria stability pro systémy linearnich dife-
rencialnich rovnic 1. fadu plati vzhledem k , ekvivalenci“ systému linedrnich diferencialnich
rovnic 1. fadu a linearnich diferencidlnich rovnic n-tého tadu i pro vysetrovani stability
linedrnich diferencialnich rovnic n-tého fadu.

Priklad 8.10 Pomoci Michajlovova kritéria zjistéte, zda je stabilni diferencidlni rovnice

2@ 4+ 2" + 102" + 42’ + 92 =0

=

eSeni: Charakteristicka rovnice je tvaru

PO) =X+ X+ 1002 +4X1+9=0
Tedy P(jw)=w*—10w? +9 — j(w* — 4w).
Odtud u(w) = w'—10w*+9=0 = ws==1, wys==3
v(w) = —wW44dw=0 = w1 =0, wog==%2

Staci ndm wvaZovat pouze koteny z intervalu (0,00). Vidime, Ze vSechny jsou redlné a
navzdjem se stridaji, z éehoZz plyne, Ze polynom P(\) je hurwitzovsky, a tedy vysetrovand
rovnice je asymptoticky stabilni.

Cviceni

Vysettete z hlediska stability trividlni feseni nasledujicich systému:

Piiklad 1 2} = T

xh = —2x; — 319 [Asymptoticky stabilni |
Piiklad 2 2} = To

xh = 3r1 + 229 [Nestabilni |

Pomoci Hurwitzova kritéria rozhodnéte o asymptotické stabilité nasledujicich linedarnich
diferencialnich rovnic a systému linearnich diferencialnich rovnic.

Piiklad 3 2} = 3y
xh = —3r; — Sxg [Asymptoticky stabilni |
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Piiklad 4 2| = Ty

ThH = — I3

xh = x1 + 39 — 223 [Asymptoticky stabilni |
Priiklad 5 2} = — 2

Th = Z3

Th=x1 — 19 — 223 [Asymptoticky nestabilni |

o 4 _
Priklad 6 Y + 42" + 62" + 82/ + 2 =0 [Asymptoticky stabilni |

~ s 4 —
Piiklad 7 ) + 52" + 92 = 0 [Asymptoticky nestabilnd |

Michajlovovym kritériem vysetiete stabilitu nasledujicich systému linearnich diferencidlnich
rovnic a linearnich diferencidlnich rovnic vyssich radu.

Piiklad 8 2} = 9

I
Ty =T [ Nestabilni, viz obrdzek 8.8 ]
Priklad 9 y" + 6y" + 11y' + 6y = 0 [Asymptoticky stabilni, viz obrdzek 8.9 |
Piiklad 10 2| = To
T = Z3
xh = Ty
) =—3x1 — 3wy — 3a3 — 21y

[Asymptoticky stabilni, viz obrdzek 8.10 |

Piiklad 11 y® + 4@ + 7y + 4y" + 10y’ + 3y =0
[Asymptoticky stabilni, viz obrdzek 8.11 |
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Obrazek 8.8: Michajlovova kiivka Obrazek 8.9: Michajlovova kiivka
z prikladu 8 z prikladu 9

Obrazek 8.10: Michajlovova kiivka Obrazek 8.11: Michajlovova kiivka
z prikladu 10 z prikladu 11
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9 Rovinny autonomni diferencialni systém

9.1 Cil kapitoly

Cela tada technickych jevt je matematicky modelovana diferencidlnimi systémy, ve kterych
nezavisla proménna (hrajici vétsinou roli ¢asu) neni zastoupena explicitné. Témto systé-
mum fikdme autonomni systémy. Cilem této kapitoly je podrobné se seznamit s vlast-
nostmi feseni autonomniho rovinného (tj. dvourozmérného) homogenniho linedrniho systému.
Tyto systémy maji jednu velkou vyhodu - jejich feSeni je mozné zobrazovat v tzv. fazové ro-
viné. Provedeme podrobnou klasifikaci vsech moznych ptipadiu chovani reseni. Z fazovych
obrazu je mozné snadno usuzovat na stabilitu ¢i nestabilitu Teseni, tedy na vlastnosti,
které nds casto prakticky zajimaji (zopakujte si dle vasich pozndmek z bakaldrského stu-
dia pojem stability a nestability feseni).

9.2 Autonomni diferencialni systém

Systém diferencidlnich rovnic se nazyva autonomnim systémem (nebo také dynamickym
systémem), pokud je zapsdn v normélnim tvaru a pravé strany tohoto systému nejsou
z&vislé na (nezavislé) proménné t. Jinymi slovy, systém diferencidlnich rovnic je auto-
nomni, pokud ho lze zapsat ve tvaru

yi = fl(yl;yQ, s 7yn)7
yé:fZ(ylay%vyn)v (9 1)

Y = oy, 92, YUn)s

tj'7
v = 1),

kde vektorova funkce f je definovana na néjaké oblasti €2 v prostoru R™ nebo na celém
prostoru R™ (tj., Q@ = R™). Oblast 2 se nazyvé fazovy prostor, proménna ¢, kterd je v
systému (9.1) implicitné obsazena se Casto nazyvéa ¢as. Budeme predpokladat, ze pravé
strany systému (9.1) jsou spojité a ze parcidlni derivace Jf;/Oyx, i,k = 1,2, ..., n existuji
a jsou téz spojité. Partikuldrni feseni y = y(¢) systému (9.1) muzeme chdpat bud jako
graf funkce y = y(t) v prostoru R x Q nebo jako kfivku v prostoru 2 danou parametricky
rovnici y = y(t). V tomto pripadé takovou kiivku nazyvame trajektorii (nebo fizovym
obrazem feSeni) systému (9.1). Trajektorie je kolmym prumétem grafu funkce y = y(t)
z prostoru R x €2 do prostoru €.

9.3 Autonomni rovinny homogenni linearni systém
9.3.1 Linearni systém s konstantnimi koeficienty v roviné

Budeme diskutovat kvalitativni chovani feSeni systému rovnic

v’ = Azx, € R? (9.2)
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s realnou konstantni matici
ai; aig
A=
ag1  A22

na okoli rovnovazného bodu (z1,z5) = (0,0). Pfipomenme terminologii zavedenou v 9.2.
Rovina z1x5 je nazyvana fazovou rovinou. Grafické znazornéni ukazujici kolmou pro-
jekci feseni do fazové roviny nazyvame fazovym obrazem reSeni systému rovnic. Fazovy
obraz mnoziny vSech feseni systému (9.2) nazyvame fazovym obrazem systému. Systém
(9.2) muze byt zapsan (polozime-li x; = z, 5 = y) ve tvaru

dz

e + a2y, (9:3)
d

d_?i = 217 + A2y (94)

a jeho fazovy obraz bude diskutovén v okoli rovnovézného bodu (x,y) = (0,0). Zapisme
odpovidajici charakteristickou rovnici

ay — A Q12
21 azy — A

det(A — \E) =

tj. rovnici
M — (@11 + age) A + (a11a29 — a12a9;) = 0. (9.5)

Jeji koreny jsou

Mg = =" <a11 + ag £ \/(Gn + ag)? — 4(anag — @126621)) )

a po ziejmé uprave,

1
A2 = B (an +agp £ \/(an —a)? + 4CL12G21) .

9.3.2 Vztah rovinného systému (9.2) a rovnice druhého #adu

Autonomni rovinny systém muzeme feSit nékolika zpusoby. Uzijme nejprve eliminaéni
metodu k tomu, abychom si ujasnili nékteré spolecné rysy a také rozdily pii feSeni
systému (9.2) a rovnice druhého fadu, kterd vznikne eliminaci jedné nebo druhé hledané
promeénné.

Derivovanim prvni rovnice systému (9.3) dostavame

/! / ! !
2" = anx’ + ay’ = and’ + arp(anx + axy).

Eliminujeme nyni proménnou y z prvni rovnice systému (9.3) za podminky, ze a2 # 0:

Lo
y=—"-(2" —anx).
a12( 1)
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Pak

"no__ / 1 /
r = a1 + 12021 -+ 120929 —a . (l’ — CLHI)
12

a nakonec obdrzime rovnici druhého fddu vzhledem k proménné x:
iIZ'// - (an -+ GQQ)Z'/ + (@11@22 — a12a21):c =0. (96)

Vsimnéme si, ze prislusnd charakteristickd rovnice, odpovidajici rovnici (9.6) je stejna
jako rovnice (9.5). Rovnice (9.6) muze byt snadno vyfesSena a vysledek muzeme dosadit
do druhé rovnice systému (9.3). To znamena, ze muzeme najit druhou proménnou y. Je-li
a2 = 0, pak lze prvni rovnici systému (9.3) fesit piimo. V obou piipadech tedy muzeme
najit obecné feseni systému (9.3) diky pomocné linedrni rovnici druhého nebo prvého
fadu s konstantnimi koeficienty.

Poznamka 9.1 Stejny eliminacéni postup muze byt pouzit vzhledem k promeénné y. Je-li
ag1 # 0, pak y vyhovuje stejné rovnict jako x, totiZ rovnici
y” — (CLH + a22>y/ + <a11a22 — a12a21)y =0. (97)

Nemizeme ovsem na zdkladé faktu, Ze jak x, tak y vyhovuji stejné rovnici konstatovat,
ze obé teseni maji identicky tvar. To je obecné vylouceno existenci vztahi mezi obéma
proménnymi, uréenymi prdvé zkoumanym systémem (9.2). Nicméné fakt, Ze zname struk-
turu obecného resent diskutovanych rovnic druhého radu je dobrou motivaci pro pochopent
pripustnijch tvari obecného tesent systému (9.3).

9.3.3 Pripustné tvary obecného reseni rovinného systému
Vypisme pripustné tvary obecného feseni systému (9.3). Budeme predpokladat, ze reseni
jsou redlna. Tomu prizpusobime odpovidajici klasifikaci:
9.3.4 Priipad redlnych a raznych kofenu (\; # \;)
Je-li A\; # Ay, pak z Véty 6.1 (str. 89) vyplyva, ze systém (9.3) ma obecné feseni tvaru
r = Chvt M+ Cyulye? (9.8)
y = CrofeMt + Cyviye™t,

kde Cy a Cy jsou libovolné konstanty a vi;, v}, vi,, vi, jsou konstanty (tvoiici dva vlastni
vektory vy = (vi},v3) a vis = (viy, v%)), které mohou byt uréeny dosazenim vyrazi (9.8)
do systému (9.3). Tyto konstanty vyhovuji systémum

(a11 - /\1)’0%1 -+ alg’U%l = O, (910)

CLQl/U%l + (CLQQ - /\1)’0%1 =0 (911)
a

(CLH - /\2)’0%2 + CL12’U%2 == O, (912)

a21v%2 -+ (a22 — /\2)’0%2 =0. (913)
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9.3.5 Prtipad redlnych a stejnych kofena (A; = \y)
Je-li Ay = A9 a je-li hodnost h; matice A — A\ E rovna jedné, pak ma obecné teseni
systému (9.3) v souladu s Vétou 6.1 (str. 89) tvar
z = (Crol, 4+ Cyvd, 4+ Cyvl t)eM, (9.14)
y = (Cv? + Cyvd, + Cov? t)eMt, (9.15)
kde C; a Cy jsou libovolné konstanty a vi,, v?;, va,, v3, jsou konstanty tvoiici dva zo-
becnéné vlastni vektory vy; = (v, v%) a vy = (vd;, v3)), které mohou byt uréeny postu-
pem uvedenym v ¢asti 6.2.1 Je-li h; = 0, potom m& obecné feseni tvar
r = (Cyvy; + Covty)eMt, (9.16)
y = (Crv?, + Cyvdy)eMt (9.17)
kde C; a Cy jsou libovolné konstanty a vi;, v, viy, v%, jsou konstanty tvoiici dva zo-

becnéné vlastni vektory vy; = (viy,v3) a vz = (viy, v3,)), které mohou byt uréeny jako
linedrné nezavisla feseni soustav (9.10), (9.12).

9.3.6 Pripad komplexnich kofent (A2 =p=+q-i)

Jsou-li kofeny charakteristické rovnice komplexni, tj., A\; 2 = p=£ ¢i, pak ma obecné reseni
tvar (ktery muzeme za tohoto predpokladu odvodit z tvaru (9.8) nebo z tvaru, uvedeného
ve Véte 5.2, vzorec (5.15)):

x = e”(ay cos gt + By sinqt), (9.18)
y = e (ay cos gt + [ sin qt), (9.19)

kde konstanty aq, 31, as a [Py zavisi na dvou libovolnych konstantéch.
V dalsich ¢astech budeme uvedené pripady studovat podrobnéji.

9.4 Fazové obrazy v pripadé realnych a riznych korenu charak-
teristické rovnice

9.4.1 Pripad zapornych a riaznych kofent charakteristické rovnice

Uvazujme pifpad A\; # Ao, A1 < Ao < 0. Reseni (z,y) = (0,0) je globdlné asymptoticky
stabilni, nebot (jak lze snadno vidét z (9.8))

lim z(t) = lim y(t) =0

t——+o0 t——+00

pro libovolné konstanty C, Cy. V ptipadé, kdyz C; = 0 a Cy # 0 je fazovym portrétem
(po eliminaci proménné ¢ z (9.8)) piimka

V202 — V1Y = 0. (9.20)
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Sipkami je ukézan smér odpovidajici riastu proménné t. V pifpadé C; # 0 a Cy = 0 je
fazovym portrétem (po eliminaci proménné ¢ z (9.8)) primka

v 2 — vy = 0. (9.21)

Kromeé toho pro Cs # 0 a a2 # 0 ze vztahu (9.8) vyplyva

To znaci, ze kazdy fazovy portrét (kromé primky odpovidajici Co = 0) mé stejnou tecnu
v pocatku soufadnic, tj., primku (9.20). Je-li vi, = 0, pak je tato tetna pifmkou z = 0
a v pifpadé, Ze vl, = 0 pifmkou y = 0. Bod (0,0) nazyvame stabilnim nevlastnim
uzlem. (Viz obr. 9.1.)

2 1 —
e — vy =0

2l
VT — vy = 0

Obrazek 9.1: Stabilni uzel Obrazek 9.2: Nestabilni uzel

9.4.2 Pripad kladnych a rtznych kofenti charakteristické rovnice

Predpokladejme, ze Ay # Ao, A1 > Ao > 0. Fazovy portrét trajektorii je stejny jako
v predchozim piipadé, pouze orientace Sipek je opacna. Trividlni feSeni z = y = 0 je
nestabilni. Bod (0, 0) je nazyvan nestabilnim vlastnim uzlem. (Viz obr. 9.2.)

9.4.3 Pripad jednoho kladného a jednoho zaporného koiene charakteristické
rovnice

Predpokladejme, ze A\; # A2, Ay > 0 a Ay < 0. V tomto piipadé vidime ze vztahu (9.8),
ze vzdalenost mezi pocatkem soutadnic a libovolnym bodem fazového portrétu feseni pro
C1 # 0 a Cy # 0 roste (do nekonecna) kdyz t — +oo. Pro Cy = 0 je fazovym portrétem
odpovidajicich feseni piimka (9.20). Body lezici na této pfimce konverguji k pocatku
soutadnic pro t — +oo. Je-li Cy = 0, pak je fazovym portrétem odpovidajicich feseni
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piimka (9.21). Body na nf lezici konverguji do nekone¢na pro t — +o00. Trividlni fesent
x = y = 0 je nestabilni. Poznamenejme, ze pro ¢ — 400 existuje stabilni podprostor
feeni, vyhovujicich vztahu (9.20). (Viz obr. 9.3.)

=/
=

Obrazek 9.3: Sedlovy bod Obrazek 9.4: Stied

Bod (0,0) nazyvame sedlovym bodem nebo hyperbolickym bodem.

9.4.4 Fazové obrazy v pripadé ryze komplexnich kofenu charakteristické rov-
nice

Predpoklddejme, Ze kofeny charakteristické rovnice jsou ryze komplexni, tj., A\ 2 = £qi a
q # 0. Obecné tesen{ systému (9.3) m4 tvar (viz (9.18))

x = aq cos qt + [y sin gt (9.22)
Yy = ap cos gt + P9 sin gt (9.23)

kde konstanty aq, 01, as a 5, mohou zaviset na dvou libovolnych konstantach. Vsechna
feseni systému (9.22) jsou periodicka. Ukazeme, ze se jednd o elipsy (nebo kruznice) se
sttedem v pocatku soutadnic fazové roviny. Oznacme

aq 51

A:
Qi 52

Protoze uvazujeme netrivialni feseni, musi byt A # 0. Ze vztahtu (9.22), (9.23) dostdvame

A
B

Dosazenim vztahii (9.24) do identity cos? gt + sin® ¢t = 1 dostdvame

(85 + a3)x® — 2(Ba1 + cna)zy + (87 + o)y = A% (9.25)

a; T
Qg Y

AT singt = CATL (9.24)

cosqt = ’a:
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Rovnice (9.25) vyjadiuje elipsy (nebo kruznice) se stfedem v pocatku soutadnic. Vysvétleme
jesté strucné proc¢. Z analytické geometrie vime, ze kfivka danéd vztahem

az® + 2bzy + cy? = d,

kde a > 0, ¢ > 0 a d > 0 je elipsou (a ve specidlnim ptipadé, kdy a = ¢ kruznici), plati-li
ac — b* > 0. V naSem pifpadé jsou podminky a = 32 + a2 > 0,c =3 +a? >0 a
d = A? > 0 splnény (zduvodnéte pro¢). Posledni podminka vede k nerovnosti

ac— b = (05 + a3) - (7 + af) — (G261 + 0201)* = (Bra1 — a2 1)* > 0

(taktéz zduvodnéte, proc¢ je posledni vyraz nenulovy) a provérka podminek je zakoncena.
Netrividlni trajektorie (9.22) systému (9.3) jsou tedy pro kazdé ¢t > ty ve fazové roviné
ohranicené, maji tvar elips (nebo kruznic) a nekonverguji ani k poc¢atku soufadnic, ani
k nekonec¢nu. Trividlni feseni je stabilni. Bod (0,0) fdzové roviny se nazyvd stied. (Viz
obr. 9.4.)

9.4.5 Fazové obrazy v pripadé komplexnich koienti charakteristické rovnice

Predpokladejme, ze kofeny charakteristické rovnice jsou komplexni, ale nikoliv ryze kom-
plexni, tj., Ay 2 = p £ ¢i a p # 0. Provedeme diskusi dvou piipadu.

9.4.6 Komplexni kofeny se zapornou realnou slozkou
Predpokladejme, ze p < 0. Obecné feseni systému (9.3) mé tvar (viz (9.18))

x = e?(ay cos gt + By sinqt),
y = e (ay cos gt + [ sin gt),

ve kterém konstanty aq, 01, as a (33 zavisi na dvou libovolnych konstantach. Snadno Ize
obdrzet analogicky vztah ke vztahu (9.25).

(B3 + a3)x? — 2(BoB1 + cay)zy + (B + of)y? = A? - e, (9.26)

Netrividlni feseni (9.18) systému (9.3) konverguji ve fazové roviné pii t — 400 k pocatku
souradnic. Vztah (9.26) je ve fazové roviné spiralou, nekonecnékrat rotujici kolem pocatku
soufadnic a konvergujici k pocatku soutadnic. Proto je trivialni feseni asymptoticky sta-
bilni. Rovnovéazny bod (0,0) fazové roviny v tomto piipadé nazyvdme ohniskem (sta-
bilnim ohniskem). (Viz obr. 9.5.)

9.4.7 Komplexni kofeny s kladnou realnou slozkou

Predpokladejme, ze p > 0. Obecné teseni systému (9.3) ma tvar (9.18). Fazovy portrét je
v tomto pripadeé stejny jako v predeslém ptipadé, pouze orientace fazovych obrazu feseni
je opacné. Vztah (9.26) je ve fazové roviné spiralou, nekonecnékrat rotujici kolem pocéatku
soufadnic, vzdalujici se od pocatku souradnic a divergujici do nekonecna. Trivialni feseni
je nestabilni. Rovnovazny bod (0,0) fazové roviny se nazyva ohniskem (nestabilnim).
(Viz obr. 9.6.)
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y \

@Q > (%y >

Obrazek 9.5: Stabilni ohnisko Obrazek 9.6: Nestabilni ohnisko

9.4.8 Fazové obrazy v pripadé realnych nenulovych nasobnych korent cha-
rakteristické rovnice

Tvary pripustnych feseni byly ukdzény v casti 9.3.3 (viz vzorce (9.14), (9.16)). Jejich
analyzou muzeme dospét k zaveéru, ze obecné feSeni ma v piipadé, kdyz \; = Ay tvar
r = (ag + Bit)eMt, (9.27)
y = (g + fot)eM, (9.28)

kde konstanty aq, (1, as, (B2 jsou obecné funkcemi dvou libovolnych konstant C7, Cs a
samy koeficienty (31 a 35 zavisi pouze na jedné libovolné konstanté. Kromé toho plati, ze
01 = Cea™* a [Py = Csb*, kde a* = 0 a b* = 0, je-li hodnost h; matice A — A\ F nulova a
a* = v}, a b* = v, je-li hodnost této matice hy = 1. Uvazujme dale dva pifpady.

9.4.9 Zaporné realné koreny

Predpoklddejme, Zze Ay = Ay < 0. Obr. 9.7 ukazuje situaci, kdyz 57 + 55 > 0 (a tedy,
vzhledem k uvedenym vztahum, jsou obé ¢isla nenulové).

y y

S

Obrazek 9.7: Stabilni nevlastni uzel Obrazek 9.8: Stabilni dikriticky uzel

V tomto pripadé maji vSechny fazové krivky v pocatku souiadnic spole¢nou tecnu (Gox —
Biy = 0, nebot
z(t
lim —( ) = &
t=too y(t) o
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Je-li By = B =0, pak

r = e

At
Y = ape™’,

kde a; a as jsou libovolné konstanty. V tomto ptipadé je fazovy obraz reprezentovan
piimkami asz — aqy = 0 (viz obr. 9.8.). V obou pfipadech nazyvame rovnovazny bod
(0,0) stabilnim nevlastnim uzlem a v poslednim pfipadé hovoiime o dikritickém
uzlu. Trividlni feSeni je asymptoticky stabilni.

9.4.10 Kladné realné koreny

Necht \; = Ay > 0. Fzovy portrét systému je stejny jako v piredchozim pifpadé s tim
rozdilem, ze orientace pohybu je ve fazové roviné opacna. Obrazky 9.9 a 9.10 ukazuji
prislusné fazové obrazy.

Yy y

]

/

Obrazek 9.9: Nestabilni nevlastni uzel Obrazek 9.10: Nestabilni dikriticky
uzel

Rovnovazny bod (0,0) nazyvame nestabilnim nevlastnim uzlem nebo nestabilnim
dikritickym nevlastnim uzlem. Je ziejmé, zZe trividlni feseni je nestabilni.

9.4.11 Fazové obrazy v pripadé existence jednoduchého nulového kofrene cha-
rakteristické rovnice

V pripadé, ze nula je nenasobnym kofenem charakteristické rovnice vznikaji dva ptipady:
9.4.12 Nulovy a zaporny koren charakteristické rovnice
Predpokladejme, ze Ay = 0 a Ay < 0. Obecné feseni m4 tvar (viz (9.8)):

xTr = lel]%l -+ CQU%QG/\Zt, (929)

Yy = Clv%l + CZU%26A2t7 (9.30)



Diferencialni rovnice a jejich pouziti v elektrotechnice 129

kde C} a Cy jsou libovolné konstanty. V piipadé, ze Co = 0, je kazdy bod (x,y) =
(Civ}, C1v?)) partikuldrnim konstantnim feSenim. Tato fesen{ vypliuji piimku

2 1 _

Kromé toho, tato konstantni feseni jsou limitnimi body jinych feseni (ktera odpovidaji
hodnoté Cy # 0) s primkovymi fazovymi obrazy

Ufz(x - Clv%l) - U%z(y - Clv%l) =0.

Rovnovazny bod (0,0) je stabilni, ale neni asymptoticky stabilni. (Viz odpovidajici
fazovy obraz - obr. 9.11.)

T S

Obrazek 9.11: Pripad nulového a Obrazek 9.12: Pripad nulového a
zaporného kofene kladného kotene

9.4.13 Nulovy a kladny kofen charakteristické rovnice

Necht je nyni A\ = 0 a Ay > 0. Fdzovy obraz systému je stejny jako v piedchozim piipadé
pouze orientace pohybu je (pro rostouci t) opacné. (Viz obr. 9.12.) Rovnovazny bod (0, 0)
je nestabilni.

9.4.14 Fazové obrazy v pripadé dvojnasobného nulového kotene charakteris-
tické rovnice

Je-li A = Ay = 0, pak ma obecné feseni tvar (vyplyvajici z (9.27)):

r=aoa;+ Blt, (931)
Yy =as+ ot (9.32)

kde konstanty ay, (1, as, P2 jsou funkcemi dvou libovolnych konstant C;, Cs, konstanty
(1, B2 vsSak zavisi pouze na jedné libovolné konstanté; B, = Csha™ a [Py = Cyb*, kde
a* = b* = 0, je-li hodnost h; matice A — A\;E nulovd a a* = v}y, b* = v?, je-li hodnost
této matice hy = 1. Je-li 2 + 32 > 0 (a tedy, vzhledem k uvedenym vztahtim, jsou
obé ¢isla nenulova), pak jsou fazové obrazy trajektorii tvoreny pirimkami a kazdy bod na
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nich konverguje k nekone¢nu pro t — +oo. V tomto piipadé je rovnovézny bod (0,0)
nestabilni. Jestlize 1 = 5, = 0, pak ma obecné feseni tvar

r =01, Y= o,

kde jsou a; a as libovolnymi konstantami. Kazdy bod fazové roviny stabilnim fesenim.
Nejedna se vsak o asymptotickou stabilitu.

Priklad 9.1 UvazZujme systém

¥ =—x—y, (9.33)

/

Yy = x+uy.

V tomto pripadé je Ay = Ay = 0 a obecné teseni systému (9.33) md tvar

Cy+ C
r= D2 oy
2
Cc,—C
y=—"—+Ct,
2
kde Cy a Cy jsou libovolné konstanty.
Piiklad 9.2 Systém
' =0, (9.34)

y'=0

slouzi jako ilustrace posledniho pripadu. Skutecné: \y = Aoy = 0 a obecné Tesent systému (9.34)

Je
r =01, Y = Qy,

kde oy a ag jsou libovolné konstanty.

9.5 Shrnuti kapitoly

V kapitole byly klasifikovany vSsechny mozné piipady chovani dvourozmérného linearniho
autonomniho systému. Z fazovych portrétu bylo patrné v jakych pripadech lze hovorit o
vlastnosti byly jednoznacné determinovany vlastnostmi korenu charakteristické rovnice.
Proto pfi prvotni klasifikaci typu feseni neni vitbec nutné nachazet obecné feseni daného
systému. Naprosto postacuje zjistit, jakého charakteru zminéné koteny jsou. Pro rekapi-
tulaci uvedme, Ze byly klasifikovdny tyto pifpady: pfipad zdpornych a riiznych kofent,
pripad kladnych a ruznych korenu, pripad jednoho kladného a jednoho zdporného korene,
pripad ryze komplexnich kotent, ptipad komplexnich kofenu se zapornou nebo s kladnou
redlnou slozkou, pfipad redlnych nenulovych nasobnych kofenu (kladnych ¢ zapornych),
piipad jednoho nulového a jednoho zéporného (nebo kladného) kotene a piipad dvojné-
sobného nulového kotene.
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9.6 Resené piiklady
Piiklad 9.3 Charakterizujte bod (0,0) systému

3 1
= Zp— - 9.35
= —5r =5y, (9.35)
13
Yy =—5v =3y

Reseni. Bod (0,0) je stabilnim nevlastnim uzlem. Skutecné, v tomto pifpadé je \; =
—2 < Ay = —1. Obecné feseni systému (9.35) je:

T = C’lefzt + CQGit,
y=Cre? — Coe™".

Piiklad 9.4 Charakterizujte bod bod (0,0) systému

3 1
/__ p—
= 2x—|— 5 (9.36)
= 1ZB+ ;
Yy =9 29-

Reseni. Bod (0,0) je nestabilnim vlastnfm uzlem. Skuteéné, v tomto pifpadé A\ = 2 >
Ay = 1. Obecné feseni systému (9.36) je

= Cre* 4+ Cyel,
y = Cre* — Oyel.

Piiklad 9.5 Charakterizugte bod (0,0) systému

=y, (9.37)

y =u

Reseni. Bod (0,0) je sedlovym bodem. V tomto pifpadé je Ay =1 >0a Xy = —1 < 0.
Obecné Feseni systému (9.37) je:

r = Chet + Che™,
y = Cre' — Coe™".

Piiklad 9.6 Charakterizujte bod (0,0) systému

=y, (9.38)
y = —u.
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Reseni. Bod (0,0) je stiedem. V tomto pifpadé A, 5 = 4i. Obecné feseni systému (9.38)
je

r= C(jcost+ Cysint,
y=—Cqsint + Cscost.

Fazovym portrétem feseni jsou kruznice, nebot plati 2 + y* = C? + C% > 0.
Piiklad 9.7 Charakterizugte bod (0,0) systému

¥=x—y, (9.39)
y=xz+y.

Reseni. Bod (0, 0) je nestabilnfm ohniskem. Kofeny A; » = 14i. Obecné feseni systému (9.39)
je

x=¢'( Cpcost+ Cysint),
y=¢e'(—=Cycost + Cysint).

Piiklad 9.8 Charakterizujte bod (0,0) systému

¥ = x+ 5y, (9.40)
y = —x— 3y.

Reseni. Bod (0, 0) je stabilnim ohniskem, protoze A, 5 = —14i. Obecné fesen{ systému (9.40)
je

r= e '(Cjcost+ Cysint),

y = %et((_zgl + Cy) cost — (Cy + 2C5) sint).

Piiklad 9.9 Charakterizugte bod (0,0) systému

¥ = —u, (9.41)
Y =-y.

Reseni. Bod (0,0) je dikritickym stabilnim nevlastnim uzlem. V tomto piipadé mame
A12 = —1. Obecné feseni systému (9.41) je:

T = ale’t,

—t
Yy = age -,

kde a; a as jsou libovolné konstanty.
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Piiklad 9.10 Charakterizugte rovnovdzng bod (0,0) systému
¥ = —u, (9.42)
y = .

Reseni. V tomto pifpadé je \; = 0 a Ay = —1 < 0. Jde o stabiln{ bod. Obecné Fesent
systému (9.42) ma tvar

€r = Cgeit,
Yy = Cl - CQG_ta

kde C a O jsou libovolné konstanty.

Piiklad 9.11 Charakterizujte rovnovdzng bod (0,0) systému

= 3x+y, (9.43)
Yy =-r+y.
Reseni. Bod (0,0) je nestabilnim nevlastnim uzlem, nebof A5 = 2. Obecné fesenf

systému (9.43) je

r = ( Cl + Cz + Czt)e%,
Yy = (-Cl — Cgt)e2t

s libovolnymi konstantami C; a Cj.

9.7 Cviceni

Piiklad 1 Charakterizujte bod (0,0) systému

¥ = —3v — 2y,
y = —2x — 2.

Reseni. Bod (0,0) je stabilnfm nevlastnim uzlem.
Piiklad 2 Charakterizujte bod (0,0) systému

¥ =3z + 2y,
y = 2x + 2y.

Reseni. Bod (0,0) je nestabilnim vlastnfm uzlem.
Piiklad 3 Charakterizujte bod (0,0) systému

¥ =x — by,

y =z — 3y.

Reseni. Bod (0,0) je stabilnfm ohniskem.
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10 Parcialni diferencialni rovnice prvniho radu. Nékteré
zakladni pojmy a metody

10.1 Cil kapitoly

V predchozich kapitoldch jsme se zabyvali obycejnymi diferencidlnimi rovncemi a je-
jich vlastnostmi. Ukézali jsme si moznosti jejich aplikaci. Resenim pro nds byla funkce
zévisejici jen na jedné proménné, napi y = f(x). Jinymi slovy, hledali jsme feseni lezici v
jedné roviné. Pokud se ale budeme pohybovat v prostoru, potom budeme pracovat s funkci
vice proménnych a zde budeme misto derivaci pouzivat parcialni derivace.

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenare se zaklady teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic.
Stanovime si co budeme rozumét fesenim parcialni diferencidlni rovnice a jaké tlohy
budeme resit.

Potom se zamétime na parcialni diferencidlni rovnice prvniho fadu. Zformulujeme pozadavky
kladené na pocatecni ulohu pro parcialni diferencidlni rovnici prvniho fadu.

Ukazeme nékteré zpusoby reseni nejjednodussich parcidlnich diferencidlnich rovnic prvniho
fadu. Specidlné se budeme vénovat linearni homogenni parcidlni diferencialni rovnici
prvniho fadu.

10.2 Pojem resSeni parcialni diferencialni rovnice

Definice 10.1 Parcidlni diferencidlni rovnici rozumime rovnici, kterd obsahuje nezndmou
funkci vice proménniyjch a jeji parcidlni derivace.

Rdd nejuyssi derivace, kterd se v rovnici vyskytuje, se nazyjvd Fadem dané rovnice.
Resenim parcidlni diferencidini rovnice rozumime kazdou funkci, kterd je definovand v
zadané oblasti, véetné svych parcidlnich deriwaci, aZ do Tddu rovnice vcéetné, a vyhovuje
dané rovnici v zadané oblasti.

Obecny tvar parcialni diferencialni rovnice k-tého fadu ve které je hledana funkce u funkei
n nezavislych proménnych 1, xo, ..., x,, tj. u = u(xy, 9, ..., x,), je

2 k k
7ﬂ7@7"'7auaﬁzw"aa?:a“')&u :0(101)
01’ Oxo Oz, Oxi o} ozk

F(xl,...,xn,u(xl,...,mn)

Piiklad 10.1 Hledejme funkci u, kterd vyhovuje rovnici

ou Ou
220 10.2
or 0Oy ( )
Mame tedy parcidlni diferencidlni rovnici proniho rddu. Jejim resenim je funkce

U(.Cl?,y):x—y‘l—ﬂ',

protoze
ou ] ou

Ty Ty
Ox T Oy

Y
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v kazdém bodé roviny Ozy. Cislo m muzeme nahradit jingm libovolngm redlnygm éislem.
Viimnéme si, Ze tato Tesent jsou z geometrického hlediska plochami v prostoru (x,y, z).
Obdobne se mizZeme presvédcit, Ze resenim bude i funkce

w(z,y,z) =x—y+ 2,

protoZe

ou ou 0z 0z
%—1, a—y——l, %—O, a—y—O

Lehce si ovérime, Ze resenim bude i kaZdd funkce

U(l’,y,Z) =T — y+ f(Z),
kde f je libovolnd funkce promeénné z.

Z uvedeného prikladu plyne jeden podstatny rozdil mezi parcidlnimi rovnicemi a obycej-
nymi diferencidlnimi rovnicemi. Ze zdpisu obycejné diferencialni rovnice, napiiklad ¢y =
r + y, okamzité pozname, ze hledana funkce y zavisi pouze na x. Ze zapisu parcialni
rovnice (10.2) nepozname na kolika proménnych zavisi reseni. Vime, ze hledand funkce
u zavisi na proménnych x,y, ale nevime, zda se jedna o vSechny nezavislé proménné na
kterych ¢eseni zavisi, tedy zda jde o funkci dvou, ti{ ¢i vice proménnych.

Ptijmeme proto hned na misté imluvu, ze feSeni dané parcidlni rovnice budeme hledat
pouze mezi funkcemi téch proménnych, které se piimo v rovnici vyskytuji. Bude-li hledana
neznama funkce zaviset i na proménnych, které se v rovnici nevyskytuji, bude to pti zapisu
rovnice vyslovné zduraznéno.

Piiklad 10.2 Hleddme funkci dvou proménnijch u(x,y), kterd vyhovuje rovnici

’u  O%*u

Mame parcialni diferencialni rovnici druhého radu. Jejim resenim je funkce

u(‘/‘r;?y) = ZE2 - y27

protoZe
0 0? 0 0?
gy, Shoo Mo O
ox 0x? oy oy?

v kaZdém bodé roviny Oxy.

Obdobné se muzeme presvédcit, Ze Tesenim budou i funkce

=2,

u(z,y) =2* —y* +arv +by, a,b€R,

a nebo
u(z,y) = e*siny.
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10.3 Zakladni problémy reSeni parcialnich diferencialnich rovnic

Vyse uvedené piiklady ukazuji na podstatnou skutecnost, ze urceni reSeni parcialni di-

vvvvvv

rencialnich rovnic.
Podobné jako u obycejnych diferencidlnich rovnic mame i u parcidlnich rovnic dva zakladni
problémy

1. Najit obecné Teseni dané parcialni rovnice, tj. najit vSechna jeji feseni.

2. Najit takové feseni dané parcidlni rovnice, které vyhovuje nékterym dopliujicim
podminkdam (které obvykle plynou z daného technického problému, ktery resime
a nebo jsou soucasti zadani matematického tkolu, jako dalsi ,trapeni® lidu stu-
dentského).

N

oby¢ejnych diferencialnich rovnic. Parcialni diferencidlni rovnice ¢asto studujeme spolecné
s dodateénymi podminkami (poc¢dteénimi a okrajovymi).

10.4 Parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu

Definice 10.2 Rovnici
ou Ou
— ) =0 10.4
f (w,y,U(ﬂf,y),ax, ay) 0 (10.4)

nazyvdame parcialni diferencialni rovnici prvntho réadu, kde funkce f(x,y,u,p,q) je defino-
vand na otevrené mnozineé D proménnych x,y,u,p,q.

Definice 10.3 Resenim rovnice (10.4) v oblasti G proménngich x,y nazveme kaZdou ta-
kovou funkci u, definovanou a spojitou v G, pro kterou plati:

1. Funkce u md v oblasti G spojité parcidlni derivace proniho rddu.

ou 0
2. Pro kazdé (x,y) € G plati, Ze (x,y,u 4 u) eD.

) %7 8_y
ou 0
3. Funkce u, a—z, 8_Z splriugi rovnici (10.4).
Priklad 10.3 Rowvnice
ou n ou + 9
Xr— _— —=
ox y@y
ma resenim funkci
1
a2 y?

kterd je definovdna v oblasti G = {(x,y) : x*> +y* # 0} (neboli funkce u je definovdina pro
vsechny body roviny Oxy kromé pocdtku, t.j. bodu (0,0)).
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Piiklad 10.4 Rowvnice

ou\>  Ou 2 +y
u (%> —i—a—yln(xy) =2 In(xy)

md jednim z resent funkci u = In(xy), kterd je definovdana v oblasti G = {(z,y) : zy > 0},
neboli u je definovdna pro vsechny vnitni body pruniho a tretiho kvadrantu roviny Oxy.

Poznamka 10.1 Pro urceni vdadu rovnice je rozhodugjict, jakého rdadu jsou parcidlni deri-
vace, které se v ni vyskytuji, ne mocniny téchto derivaci.

10.5 Formulace pocatecni ulohy, pojem jejiho reSeni.

U obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic jsme se mj. zabyvali pocatecni Cauchyovou tlohou
y' = flz,y),
y(wo) = Yo.

U parcidlnich diferencialnich rovnic je formulace podobné tlohy uvedena v nésledujici
definici.

Definice 10.4 Cauchyovou tilohou pro rovnici (10.4) rozumime dvojici: rovnici

0z 0z
f ('xayazv%va—y) =0. (105)

a pocdtecni krivku © zadanou parametricky
z=¢(t), y=19@1), z=x(t), te(ab). (10.6)

Funkci z = h(zx,y), kterd md spojité parcidlni derivace v G, nazveme tesenim Cauchyovy
alohy (10.5), (10.6), jestlize funkce h splriuje v G rovnici (10.5) a pro vsechna t € (a,b)
krivka (x = @(t),y = (1)) lezi v G a navic plati x(t) = h(e(t),¥(t)).

O krivce © budeme vsude dale predpokladat, ze je hladka a jednoducha.

10.6 Nejjednodussi priklady parcialnich rovnic prvniho radu

10.6.1 Rovnice typu M = 0.
Ox
Resenfm rovnice
9z(z,y)
— 10.
g 0 (10.7)

je bud’ libovolna konstanta a nebo libovolnd funkce z4visejici pouze na proménné y, kterd
bude mit spojité parcidlni derivace,

2(z,y) = H(y). (10.8)
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Podivejme se, jaky je geometricky vyznam rovnice (10.7).

V prostoru Oxyz jde o rovnici valcové plochy, jejiz primky jsou kolmé na rovinu Oyz a
jsou tedy rovnobézné s x-ovou souradnicovou osou.

Potom lze fesit Cauchyovu tlohu pro rovnici (10.7). Méme-li danou kiivku O, pak kazdym
bodem kiivky vedeme pirimku rovnobéznou s osou x. Dostaneme tak plochu, ktera je
ziejmé Fesenim rovnice (10.7) a prochazi kiivkou ©.

Krivka © pritom muze byt i prostorova, t.j. nepozadujeme, aby byla zavisla pouze na
proménné y.

Vratme se nyni zpét k analytickému feseni Cauchyovy tilohy pro rovnici (10.7).

Necht je kiivka © zadéna parametricky

r=p(t), y=v¢{), z=x{), a<t<b.

Predpokladejme, ze pro funkce v(t), x(t) plati, ze maji spojité derivace v intervalu (a,b)
a 7e funkce 1)(t) je ryze monoténni (potom pro ni existuje funkce inverzni ) ~1(¢) takova,
ze P(~1(y)) = y).

Predpokladejme, ze existuje feseni z = H(y) Cauchyovy tlohy pro rovnici (10.7) a ze
zname kiivku ©. Potom dosazenim zjistime, ze plati

X(t) = H (¢(t)) . (10.9)
Dosadime do této rovnice t = ¢~ !(y), dostaneme
X (U7 (y) = H(y), (10.10)

a protoze H(y) = z, mame
X (7 ) ==

Tim je dokadzana jednoznacnost feseni Cauchyovy ulohy.
Z druhé strany, definujeme funkci H pomoci rovnosti (10.10). Potom ale plati

OH

97 _o
ox ’

neboli funkece (10.10) je feSenim rovnice (10.7) a soucasné plati (10.9), coz znamend, ze
reSeni prochézi krivkou ©.

Piiklad 10.5 Najdéte reseni rovnice

které prochdzi krivkou

r=pt)=t, y=¢t)=t> z=x(t)=t, te(-oo,+00).
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Reseni: Podle (10.10) plati, ze jedinym feSenim této tlohy je
2=x W),

V nasem pripadé mame

Resenim je proto

Piiklad 10.6 Najdéte reseni rovnice

které prochdzi krivkou
r=0 z=y> yec(-11).

Reseni: Pocdtecni kiivku muzeme zapsat také takto

r=pt)=0, y=v¢{t)=t z=x(t)=t te(-1,1).

Ktivka © je v nasem piipadé parabola, ktera lezi v roviné Oyz. Podle predchoziho plati,
ze TeSenim je valcova plocha, kterd prochazi kiivkou © a je rovnobézna s z-ovou osou,

takze
2=y

je Tesenim. W
Poznamka 10.2

0z
1. Zcela analogicky jako rovnice i 0 se resi rovnice
x

0z(z,y)
—==0.
Ay
2. Predpoklad existence inverzni funkce 1! je nezbytnyj pro existenci a jednoznacénost
resent. Pokud neni splnén, Cauchyova tiloha nemusi bijt resitelnd a nebo muze mit
nekonecné mnoho tesent.

3. Postup pouzity pri hleddni reSeni rovnice (10.7) muZeme zobecnit i pro parcidlni
diferencidlni rovnici vice nez dvou proménnijch

0z(x1,Ta, ..., T ,
(21,22, ”)::0 i={1,2,...,n}.
83:'2-
Resenim této rovnice bude funkce z = f(x1,...,2i 1, Tis1-.., %), kterd nezavisi na

Z;.



140 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

10.6.2 Rovnice typu %@’,y) = f(z,y).
x

Reseni rovnice

0z(x,y)

= f(.y), (10.11)

za predpokladu, ze f(x,y) je spojitd funkce v oblasti G, je ddno vztahem

z:/f(:c,y)dx+H(y). (10.12)

Dukaz existence a jednoznacnosti feseni se provadi stejné jako v predchozim piipadé.

Priklad 10.7 Najdéte reseni rovnice

0z
— =2’ +ay -y
ox

které prochdzi krivkou
r=t, y=t, z=t, t>0.

Reseni: Krivka © je v nasem pifpadé osou prvnfho oktantu. Redeni ziskdme integraci
podle proménné x:
3 2
x x
z = §+Ty—$y2+H(y>-

Reseni musi prochéazet kiivkou ©. Dosazenim za x,y, z parametrické vyjadieni kiivky ©,

dostaneme, ze musi platit
VAR
t=—+4+—=—1t H(t).
g tg —CHH{

Odtud dostdvame

Resenfm nasi dlohy je funkce

A v’
z—§+7—xy +y+€
O
. 0z(x,y) ot g .
10.6.3 Rovnice typu e f(z,y) s pocateéni podminkou z(0,y) = w(y).
x

Hledejme nyni feseni rovnice (10.11), které vyhovuje podmince

2(0,y) = w(y). (10.13)

Neboli feseni z = z(z,y) ma prochézet kiivkou
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kterd lezi v roviné Oyz. Podle vzorce (10.12) m4 feSeni tvar

“ary) = / " F(Ey)de + Hy). (10.14)

Dosadime do této rovnice podle podminky (10.13) hodnotu x = 0, dostaneme

Hledané teseni ma proto tvar

“a,y) = / " F(E,y)dE + w(y).

Priklad 10.8 Najdéte reseni rovnice

0z(z,y)
ox

= 32 4 ysinz,

které prochdzi krivkou 2(0,y) = y°.
Reseni: Podle predchoziho muzeme hned psat

(09) = [ (B 4 ysing)ac + 0
Po integraci dostaneme feseni ve tvaru

z(z,y) = 2* + y® + y(1 — cos z).

OJ
Poznamka 10.3
, . .0z L. _ z
1. Analogicky jako rovnice — = f(x,y) se 7esi i rovnice — = f(x,y).
ox oy
L 0z : .0z oo s :
2. Obdobné jako u rovnice — = 0 i u rovnice — = f(x,y) se muze stdt, Ze rovnice
x x
nemd resent a nebo je reseni nekonecné mnoho.
0
10.6.4 Rovnice typu z(a:c,y) = fi(z) - fa(2).
x
Méjme rovnici
0z(x,
P8Y) _ @y o), (10.15)

kde funkce f; je spojitd na intervalu (a,b) a f2 je spojita a nenulova (fs # 0) na intervalu
(c,d).
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Reseni parcidlni rovnice (10.15) je analogické feseni oby¢ejné diferencidlni rovnice se se-
parovanymi proménnymi.

0z(z,y)
oz

/%dzz/fl(:p)danH(y)-

1
Ozna¢me Fi(z) = [ fi(z)dz, Fy(z) = [ ——dz, potom muzeme pfedchozi rovnici

fa(2)
Fy(z) = Fi(x) + H(y).

Pokud je funkce F, ryze monotonni, potom muzeme z rovnice vypocitat funkci z a dosta-
neme

= fl(-T> : f2(2),

prepsat na tvar

2(a,y) = Fy ' [Fue) + H(y)) (10.16)

Piitom musfme pozadovat, aby funkce F(z)+ H(y) lezela v definiénim oboru funkce F !
Pouze tehdy ma feSeni smysl.

Piiklad 10.9 Najdéte resent rovnice

dz(z,y)
— 7 =qx.e 10.1
o T-e (10.17)

Reseni: Rovnici si upravime podle ptedchoziho.

2

Fi(x) = /xdx = %,

Fy(z) = /ezdz =—e”

Po dosazeni{ mame )

T
—e_z = E + H(y)

Protoze na pravé strané mame ryze monotonni funkci, muzeme rovnici roztesit vzhledem
k z a dostaneme

2

s=—In (—% - H(y)) , (10.18)

coz je feseni rovnice (10.17). Vyraz bude mit smysl pouze pro

(-5 -mw)>0 = (S+aw)<0

UJ
Pokud v rovnici (10.15) neplati podminka fy(z) # 0, potom mohou existovat i feSen,
kterd neziskdme pomoci vztahu (10.16).
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Priklad 10.10 Najdéte reseni rovnice
0z
(

Reseni: Rovnici (10.19) si upravime podle pfedchoziho postupu (viz 10.16).
8z

T, Y)T = 2. (10.19)

d
/ - /dx
Inz=uxz+ H(y),

5 — ootH (y)7

z = K(y)e*,
kde K (y) = el

respektive K (y). D
Praveé uvedeny postup muzeme pouzit i pro ty rovnice, které obsahuji pouze jednu parcialni
derivaci, tedy pro rovnice tvaru

0z(,y)
9 = (2,9, 2)
a nebo o ( )
2(z,y)
8y - w<x7 y? Z)'

Vztah (10.16) muzeme pouzit i pro Feseni Cauchyovy tlohy pro odpovidajici typy rovnic.
Protoze obecny postup by byl ptilis neprehledny, ukazeme si pouziti na prikladech.

10.6.5 Linearni homogenni parcialni rovnice prvniho fadu

Definice 10.5 Linedarni parcidlni diferencidlni rovnici nazveme vyraz

ol ) 25 040, ) Z) ) s(,0) + ), (1020)

kde a,b,c,d jsou funkce proménnych x,y definované na otevrrené mnoziné G.
Jestlize c(x,y) = 0,d(x,y) =0, potom se rovnice (10.20) nazgvd homogenni.

10.7 Shrnuti kapitoly

Seznamili jsme se s ivodnimi pojmy, tykajicimi se parcidlnich diferencialnich rovnic. De-
finovali jsme si obecnou parcidlni diferencidlni rovnici a jeji tad.

Podrobnéji jsme se seznamili s parcialnimi diferencialnimi rovnicemi prvniho fadu. Byla
zformulovana pocateéni tloha pro parcialni difeerencidlni rovnici prvniho fadu.

Naucili jsme se Tesit nejjednodussich parcidlni diferencialni rovnice prvniho fadu. Protoze
v aplikacich se z parcialnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu nejcastéji vyskytuje
linearni homogenni parcialni diferencialni rovnice, vénovali jsme ji zvlastni pozornost.
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10.8 Resené piiklady
Priklad 10.11 Urcete reseni Cauchyovy ulohy

0z(x,y)
T = Z(%y),
2(0,y) = v*.

Reseni: Jde o stejnou rovnici jako v piedchozim pifkladu 10.10. Reseni proto bude mit
tvar

z(z,y) = K(y)e".

Dosadime do néj x = 0 a dostaneme

2(0,y) = y* = K(y).

Resenim Cauchyovy tlohy je proto funkce

2(x,y) = ye”.

Priklad 10.12 Urcete reseni Cauchyovy ulohy

9z(z,y)

e =ar+by+c-z(z,y)+d,

2(0,y) =y’ + 2y,
kde a,b, c,d jsou konstanty, pricemz c # 0.

ResSeni: Budeme povazovat y za konstantu a feSime parcialni rovnici jako obyc¢ejnou
diferencialni rovnici.

d
—Z—c~z:ax+by—|—d.
dx

Pouzijeme metodu variace konstanty. Nejdiive fesime homogenni rovnici (o pravé strané
predpokldddame Ze je rovna nule).

dz

— —C-z =

dx ’
dz
—=cC-Z
dx ’
d
—Z:cda:.
z

Inz =cr+ K,

z = Le™,
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kde L = eX. Nynf predpokladame, Zze L = L(x,y), kde y je konstantou. Potom derivace
L' bude znagcit derivaci podle proménné x a

2 =L'e” + Lce®,
L'e® + Lee®™ =ax + by + cLe®™ + d,
L'e” =ax + by + d,
L' =(ax + by + d)e™ .

Integraci ,,per partes“ dostaneme

u=ar+by+d v =a

/ —CT —CT _1
v =e v=e " | —
c

—1
L= (ax+by+d)e - (—) + 2 /e_cwdx,
c c
_ -1 a _
L = (ax + by + d)e " - (—) — e+ M.
c c

Po dosazeni dostaneme feseni ve tvaru
1 a .
z=——(ar + by +d) — — + Me™.
c c

Tim jsme ziskali Teseni diferencialni rovnice. Pro feSeni parcialni rovnice je nutné misto
konstanty M brat funkci H(y).

1
z= —E(ax + by + d) — % + H(y)e™.

Nyni najdeme feSeni, které vyhovuje nasi poc¢atecni podmince. Dosazenim do predchozi
rovnice hodnoty = = 0 dostaneme

b d a
Y +2=—-y——— 5 +H(y),
C C C

a odtud plyne
b d a
Hy) =y’ +2y+-y+ -+ .
c c

Resenim Cauchyovy tlohy je tedy funkce

1 b d
z———(ax—i—by—i-d)—%—l—(yg—i— (2—1——)3/—1———1—%)&”.
c c c c c
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10.9 Cviceni
Piiklad 4 Najdéte funkci z = z(x,y), vyhovujici diferencidlni rovnici

ox
Reseni. Resenim tlohy je funkce

2(z,y) =+ p(y),

kde ¢(y) je libovolnd funkce.
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11 Charakteristicky systém a charakteristiky. Pfaf-
fova rovnice.

11.1 Cil kapitoly

V predchozi kapitole jsme si definovali parcidlni diferencialni rovnici a ukazali jsme si
feSeni nejjednodussich parcialnich diferencialnich rovnic prvniho radu.

Cilem této kapitoly je pokracovat v teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic prvniho radu.
Zavedeme si pojem charakteristického systému a charakteristik. Ukazeme si co budeme
rozumét pod pojmy obecné feSeni a prvni integral. Tyto pojmy nam budou slouzit pro
nalezeni feSeni urc¢itych typu parcidlnich diferencialnich rovnic prvniho radu.

Posledni ¢ast bude vénovana Pfaffové rovnici a jejimu fesSeni.

11.2 Charakteristicky systém.
Mé¢jme nyni linearni parcialni homogenni rovnici

a(x,y)%—l—b(m,y)%zy) =0. (11.1)

kde a,b jsou funkce proménnych z,y definované na oteviené mnoziné G takové, ze obé
nejsou soucasné nulové.
Uvazujme déle soustavu obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic

2(t) = a(z(t), y(t), o' (t) = blx(t), y(t)). (11.2)

Predpokladejme, ze partikuldrnim fesenim soustavy (11.2) je x = ¢(t),y = ¥(¢). Toto
reSeni predstavuje néjakou kiivku © v roviné Oxy.
Vsimnéme si nyni feSeni rovnice (11.1) podél kiivky ©. Méme funkci

z=2(t) = 2(2(t), y(t)) = 2((t), ¥(1)).
Pro jeji derivaci plati

%—% ’+%’—% +%b—o
at o 8yy = oz oy

Protoze derivace je rovna nule, je derivovana funkce konstantni:

u(p(t), ¥ (t)) = const.

Jinak feceno - kazdé feseni rovnice (11.1) je konstantni podél kiivky ©. Tento jev je
typickym jevem pro dany typ parcidlnich diferencialnich rovnic.

Definice 11.1 Systém (11.2) se nazyvd charakteristickym systémem rovnice (11.1) a jeho
resent, kterd urcuji krivky ©, nazyvame charakteristikami.
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Piiklad 11.1 Najdéte charakteristiky rovnice

ou  Ou

— + = =0

or 0Oy
ReSeni: Sestavime charakteristicky systém (11.2). V nasem piipadé je a = 2,b = 1.
Hledame teseni systému

Resenim je
r=2t+a, y=t+/p,

kde «a, 3 jsou konstanty. Z prvni rovnice si vyjadiime parametr ¢t a dosadime do druhé.

t_l‘—Oé
= 2 ,
r—

y_ 2 +ﬁ7
y_2 ’)/7

kde vy = — % je konstanta.

« x
Resenim zadaného systému je soustava piimek y = 5 + 7, které tvoti hledané charakte-
ristiky. ([l

Priklad 11.2 Najdéte charakteristiky rovnice

ou ou
9y— —4dx— =0
yax dy
Reseni: Sestavime si charakteristicky systém. Mame a = 9y,b = —4x, takze hleddme
feseni systému
a'(t) = 9y,
y'(t) = —4x.

Prvni rovnici vynasobime 4x a druhou 9y a secteme, dostaneme
dxx’ + 9yy = 0,

coZ je rovnice se separovanymi proménnymi. Jeji integraci dostaneme

22 2
14— +9L =C

2 + 2 ’
42 4+ 9y = 2C.

Resenim zadaného systému jsou vsechny elipsy 422 + 9y% = 2C, C > 0, C € R, které
tvori hledané charakteristiky. OJ
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11.3 Prvni integraly, existence reseni, obecné reseni

Zabyvejme se systémem (11.2), ve kterém plati a® + b? # 0, ktery zapiseme ve tvaru

S~ aalt) (1),

dy
— =b(x(t t)).
= b{a(t) (1)
Pokud vylou¢ime dt, dostaneme systém v kanonickém tvaru

dCL’ o dy
a(z,y)  blz,y) (11.3)

11.3.1 Prvni integraly

Definice 11.2 Funkci z(x,y) nazveme pronim integralem systému (11.3) v oblasti D,
jestlize z(x,y) je konstantni podél kazdého teSeni systému (11.3), které celé lezi v D a
jgestlize z(x,y) mad spojité parcidlni derivace pruniho Tadu v D.
Priklad 11.3 Najdéte proni integral systému

dx

— 9
dt ’
dy
— = 4x.
dt
Reseni: Integraci prvn{ rovnice dostaneme
x(t) =2t + C.
Dosazenim do druhé rovnice dostaneme
dy
— =42t + (),
3 = 42+ 0)

y(t) = /(St +40)dt = 4t* + ACt + D.

Tim mame uréeno teseni.
Jestlize si dale vyjadiime t z prvni rovnice a dosadime do druhé, dostaneme

z—C
t= :
2

2
y:4<x_20) +4O(x_20)+D,
y=a*—C?+D.

Ozna¢me D — C? = P, dostaneme y = 2% + P a nebo

y—az?=P.

Prvnim integrdlem je proto funkce y — 2. U
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11.3.2 Veéty o existenci a jednoznac¢nosti feseni

Véta 11.1 Necht = o(t), y = (t), t € (o, B) je Tesend soustavy (11.2) a necht funkce
= z(x,y) je TeSenim parcidlni rovnice (11.1) a necht pro vsechna t € («,3) je bod

z
(p(t),(t)) z definicniho oboru funkce z(x,y). Potom z = z(p(t),¥(t)) = C, C € R.

Vétu mizeme vyslovit i jinak: ReSenf rovnice (11.1) jsou konstantni podél charakteristik.
Kazdé teseni rovnice (11.1) je prvnim integralem (11.2)

Véta 11.2 Jestlize funkce z = z(x,y) md spojité parcidlni derivace proniho tdadu v oblasti
D a jestlize kazdym bodem (xo,vo) € D prochdzi charakteristika soustavy (11.2) a navic
je funkce z = z(x,y) konstantni podél kaZdé charakteristiky, potom je z(x,y) reSenim
parcidlni rovnice (11.1).

Pokud obé véty shrneme dohromady, dostaneme:

Véta 11.3 Funkce z = z(x,y) je reSenim linedrni homogenni rovnice (11.1) prdvé tehdy,
kdyz je prunim integrdlem soustavy (11.3).

Priklad 11.4 Najdéte reseni rovnice

0z 0z
2 0% 202 _
o tY oy 0

Reseni: Sestavime si odpovidajici charakteristickou soustavu, kterd mé tvar

dx 9
a
dy_ 2
a7

Soustavu si upravime pro x # 0, y # 0 na tvar

1 dx lLdy

2a " P

Od prvni rovnice odecteme druhou a dostaneme

1de 1dy
x2dt  y2dt ’

neboli
d 1 n 1y 0
dt r y)

. 1 , - .
To ale znamena, ze funkce z = ——+— ma podél charakteristik derivace podle ¢ rovnu nule
x

a je tedy zde konstantni. Proto se jednd o prvni integral. Protoze navic ma spojité parcidlni
derivace (jiz diive jsme predpokladali, ze  # 0, y # 0), potom to podle predchozi véty
znamend, ze funkce z je feSenim nasi parcialni rovnice.
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O spréavnosti se muzeme presveédéit primym vypoctem.

1 1
o 2(573) o

oxr oxr x2’
1 1

@_a(_f&) 1

oy Ay oy

Dosazenim do puvodni rovnice dostaneme

0z 0z 1 1
2 2 2 2
oy (-2 ) =0
Tor Y 0y T ( y2>

O

Véta 11.4 O jednoznacnosti reseni.

Necht maji funkce a(x,y),b(x,y) spojité parcidlni derivace proniho rddu v oblasti D, necht
ddle existuje krivka © zadand parametrickymi rovnicemi v = p(t),y = ¥(t),z = x(t),t €
(o, B) takovd, Ze jeji primét do roviny Oxy lez v D. Necht ddle pro t € («,3) plati
nerovnost

a(p(t), v(t)) ble(t), (1))
0. 114
2 () v |7 D
Potom existuje podoblast Dy C D obsahujici krivku © takovd, Ze teseni z = z(xz,y)
parcidlni rovnice (11.1), které spliiuje podminku
H(8),0(0) = x(t),  pro vsechna ¢ € (a, B), (11.5)

je jednoznacné urcené v Dy.

Véta ma pouze lokdlni charakter. Zarucuje ndm jednoznacnost v nékterém okoli kiivky

©.

Pokud pracujeme s funkcemi vice proménnych, postupujeme analogicky. Uvedeme nyni
ilustrativni priklad.

Priklad 11.5 Najdéte reseni rovnice

(R Ly RSP UL O
yt+z—a)g mzyay a5 =0

ResSeni: Sestavime charakteristickou soustavu, kterd ma tvar

dx .
— = Z—x
dt y )
d
dz

= z.

dt



152 Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné

Nyni sec¢teme prvni a druhou rovnici a odecteme odtud dvojnasobek tieti rovnice a do-
staneme

de  dy _de

dt  dt dt
A po upravé mame

neboli funkce u = x + y — 22 mé podél charakteristik derivace podle ¢t rovnu nule a je
tedy zde konstantni a proto se jedna o prvni integral. Navic ma spojité parcialni derivace
a potom podle predchozi véty to znamenad, ze je u feSenim nasi parcialni rovnice.

O spravnosti se muzeme presveédéit primym vypoctem.

Existuji i dalsi moznosti, které muzeme ziskat analogickym zptisobem.

Presvédcete se sami, ze feSenim jsou i funkce

z
Uy = In ,
Ve
2
Uy = .
=Yy
O
11.3.3 Kvazilinearni parcialni diferencialni rovnice
Definice 11.3 Kvazilinedarni parcialni diferencidlni rovnici nazveme vyraz
9z(z,y) 9z(z,y)
a(x,y,z)——= + b(z,y, 2) ———= = c(x, ¥, 2), 11.6
(9, 2)—5- (y)ay (z,y, 2) (11.6)

kde a, b, c jsou funkce promeénngch x,y, z definované na oteviené mnoziné G.

Reseni kvazilinedrni rovnice lze prevést na feseni rovnice linearni. Predpokladejme, ze
zname funkei z(x,y), kterd je fesenim rovnice (11.6) a ze plati

Ux,y,z) =0, (11.7)

kde funkce U m4 spojité parcidlni derivace. Potom plati

v oo
or 0z 0r
oUu | oU 0z

—+ =0

dy 0z Oy
Prvni rovnici vynasobime funkei a(x, z,y) a druhou funkei b(x,y, z) a secteme je. (Argu-
menty funkei jsou pro prehlednost vynechany.)

Ox 0z Ox oy oz oy
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ox oy 0z \ Ox oy

Navic podle rovnice (11.6) plati, ze zdvorka v predchozim vyrazu je rovna c, takze jsme
dostali

U (11.8)

Dokazané tvrzeni 1ze obratit. My jej budeme pouzivat ¢astéji v obraceném tvaru:

Véta 11.5 Necht funkce U = U(z,y, 2) je definovdna v D C R3, md zde spojité parcidlni
derivace, spliuje rovnici (11.8) a 5 # 0. Necht funkce z = 2(x,y) je Tesenim rovnice
z

(11.7), ma spojité parcidlni derivace a z = z(x,y) € D, potom je funkce z Tesenim rovnice

(11.6).

Priklad 11.6 Najdéte reseni rovnice

0z 0z
— +2— =3
ox + dy 3

Reseni: Hledame funkci U, kterd bude spliovat rovnici (11.8). Takze m4 platit

Sestavime si charakteristickou soustavu, ktera ma tvar

d
e _
dt
d
dy _,
dt
dz
— =3.
dt
Nyni secteme prvni a druhou rovnici a ode¢teme odtud tieti rovnici a dostaneme
de dy dz
_ + _ e — =
dt dt dt
Integraci dostaneme prvni integral
r+y—z.

Jestlize prvni rovnici charakteristické soustavy vynasobime tremi a ode¢teme od ni po-

sledni rovnici, dostaneme
de dz
3— — — =0,
dt dt
a prvni integral je potom

3x — z.
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Jestlize druhou rovnici charakteristické soustavy vynasobime tfemi a odeCteme od ni
dvojnésobek tieti rovnice, dostaneme

dy dz
3——-2—=0
dt dt
a prvni integral je potom
3y — 2z.

Vyjadrime si z prvnich integrélu funkci z a dostaneme tak tfi riznd feSeni nasi rovnice:

3

alzy) =cty, =y =3z, =@y =y

O spravnosti se muzeme presvédéit primym vypoctem. O
Priklad 11.7 Najdéte reseni rovnice

ou ou ou
(Z—y)£+(l’—z)a—y+(y—x>%=07

které vyhovuje podminnce
u(0,y,2) = yz.

Reseni: Najdeme nejdiive feseni. Sestavime si charakteristickou soustavu, ktera ma tvar

dzx

a <Y,

dy

E =T Z,

dz

a YT

Secteme rovnice a dostaneme

oy de_y
dt dt dt

Integraci dostaneme prvni integral
u(z,y,2) =+ 1y + 2.

Jestlize prvni rovnici charakteristické soustavy vynasobime 2z a druhou 2y a posledni
rovnici 2z a se¢teme, dostaneme

dx dy dz
20—+ 2y— + 22— =0
YTy T ’
a prvni integrél je potom
UQ(.T, Y, Z) - .TZ + y2 + 22'
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Tim jsme ziskali dvé feSeni nasi rovnice. Navic jestlize F je libovolna funkce dvou proménnych
se spojitymi parcialnimi derivacemi, potom je feSenim nasi rovnice i funkce

u(z,y,z) = Flz+y+z,2° +y° +2°).
Hleddame nyni funkci, ktera spliuje nasi podminku. Dosazenim z = 0 dostaneme
u(0,y,2) = Fly + 2,y + 2°),
yz = Fly+ 2,5 +2%).
D4 se uhodnout, ze podminka bude splnéna, pokud F'(s,t) = %(52 —t), neboli

Wz, 2) = = (@ y+ 2 — (@4 + 7)),

(]

u(z,y,2) =xy +yz + zz.
O spravnosti se muzeme presvedcit primym vypoctem. 0

Véta 11.6 Necht funkce a,b, c maji spojité parcidlni derivace v oblasti D € R3. Jestlize
krivka © s parametrickym vyjddrenim

r=o), y=ui), z=x), te(a,j),

lezi v oblasti D, jeji prumét do roviny Oxy oznacime T a jesté plati, Ze pro vsechna t €
(o, B) je
a (o), ¥(8),x () b(p(t), (1), x())
/ / % 0
' (t) W'(t)
Potom existuje v roviné Oxy oblast G obsahugici krivku T takovd, Ze teseni z = z(x,y)
rovnice (11.6) je v G jednoznacné.

Véta ma opét pouze lokalni charakter.
Obvykle se charakteristiky rovnice (11.8) nazyvaji i charakteristikami rovnice (11.6). Po-
tom plati nasledujici véta.

Véta 11.7 Necht je plocha
z= f(z,y) (11.9)

tvorena charakteristikami rovnice (11.6) a necht funkce f(z,y) md spojité parcidlni deri-
vace. Potom je f(x,y) reSenim rovnice (11.6). Obrdcené - jestlize funkce f(x,y) je resenim
rovnice (11.6), potom kazdd charakteristika, kterd mad s f(x,y) asponi jeden spolecny bod,
lezi celd na plose (11.9).

Priklad 11.8 Najdéte reseni Cauchyovy tlohy

0z 0z
2(x + Z)@ —y(y + Z)a_y =0,

2=,y prox=1



156 Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné

Reseni: Sestavime si charakteristickou soustavu, ktera ma tvar

d_a:
dt
dy _
dt
dz

— =0.
dt

= Z(ZL’ + Z)a

—y(y + 2),

V dané rovnici se nevyskytuje parcialni derivace podle z, proto je derivace z podle ¢t rovna
nule. Integraci posledni rovnice dostaneme

z=A, AeR

Dosadime do zbyvajicich rovnic a dostaneme dvé obyc¢ejné diferencidlni rovnice, které uz
umime tesit. Pro prvni rovnici mame

dx

—=A A
P (x+ A),
integraci dostaneme

dx
r+ A
In(z+A)=At+InB, BEeR,

x = Belt — A.

— Adt,

Druh4é rovnice ndm dava

Levou stranu rozlozime na parcialni zlomky a integraci dostaneme

- Gt

1 1
—(—lny——ln(A—i—y)) =t+C, (CeR,

A A
A
In (ﬂ> — At +In K,
Yy
y+A _ KeAt,
Yy

y+ A =yKe,

A
y:

KeAt —1°
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1
Oznacme K = rok potom mame

A
y - )
1
EeAt —1
AC
(A G
Takze jsme ziskali charakteristiky
AC
_ LAt _ _
r = Be —A, y—m, Z—A, A,B,CGR.

Pocatecni kiivku si vyjadiime parametricky

:L‘:L yzggv Zzg

Najdeme nyni takovém hodnoty A, B, C, aby se charakteristiky a poc¢ateéni kiivka protinaly.
Do rovnice charakteristik dosadime za x,y, z parametrické vyjadieni pocatecni kiivky a
soucasné volime ¢t = 0.

AC
_ A0 2
1=Be™ - A, &= 5

_ = A.
a0 S

Po tpravé mame
£
A=¢ B=1+¢ C=——.
¢ ¢ 1+¢

Dosazenim potom dostaneme

_ G _ _ & _

Prava strana vyjadfeni x je rovna jmenovateli ve vyjadieni y a proto
vy =& = 1y = ¢,
z rovnosti pravych stran plyne rovnost levych stran a mame
z = \/xy.

O spravnosti se muzeme presvédéit primym vypoctem. O

11.4 Pfaffova rovnice.

Definice 11.4 Pfaffovou rovnici nazveme vijraz
Pdz + Qdy + Rdz = 0, (11.10)

kde P,Q, R jsou funkce proménnych x,y, z definované v oblati D.
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Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze plati R # 0 v D. Potom muzeme rovnici
(11.10) upravit na tvar
Q

P
— 2 dr_ X 11.11
dz Rda: Rdy, ( )

neboli pii feseni hleddme takovou funkei z(z,y), jejiz totdlni diferencial vyhovuje rovnici
(11.11).

Uvedeme si nejdiive geometricky vyznam Pfaffovy rovnice a jejiho feSent:

Trojice funkei P, ), R urcuje v kazdém bodé oblasti D vektor = smér. Jestlize

r=¢), y=1v@), =z=x() (11.12)

jsou parametrické rovnice trojice funkei, které spliuji rovnici (11.10), potom teéna ke
kiivce zadané rovnicemi (11.12) je kolmé na smér urceny vektorem (P,Q, R). Staci si
jen uvédomit, ze rovnice (11.10) predstavuje skalarni soucin vektoru (P, @, R) a tecny
(@', 9y, 2").

Analogicky, pokud je z = h(z,y) (obecné je z rovnici plochy) fesenim rovnice (11.11),
potom te¢nd rovina k plose z = h(z,y) je kolm4 ke sméru uréenému vektorem (P, Q, R).
Takze pri feseni Pfaffovy rovnice hledame krivku, nebo plochu, ktera je kolma ke sméru
urcenému vektorem (P, @, R).

Véta 11.8 Je-li rovnice (11.10) fesitelnd v D a jestlize maji funkce P, Q, R spojité parcidlni

derivace, potom v D plati
0Q OR OR 0P oP 0Q
P|——-— —_— - ———1]=0. 11.1
(82 8y)+Q(8az 82)+R<8y (‘93(:) 0 (11.13)

Podmince (11.13) se tikd podminka Fesitelnosti a nebo podminka integrability Pfaffovy
rovuice.

Veéta 11.9 Jestlize maji v D funkce P,(Q), R spojité parcidlni derivace a v kaZdém bodé
D je splnéna podminka (11.13), potom v D existuji funkce pn = p(x,y,z) #0 a F(z,y, z)
takové, Ze plati

dF = p(Pdz + Qdy + Rdz),

neboli
oF B oF OR

ar M gy pQ, 5, — M

Véta ma pouze lokalni platnost.
Funkce p se nazyva integracni faktor.

Priklad 11.9 Méyme rovnici
y*dx + xdy + xy?zdz = 0.
Podminka tesitelnosti (11.13) md tvar

2212 + a2 +ay?z(2y — 1) = 0.
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1
v tomto pripadé lze integracni faktor ,uhddnout®. Jestlize vezmeme p = —, potom pro
Ty
x>0,y >0 mame
1 1
—dz + —dy + 2dz = 0.
T )

Levd strana je uplnym diferencidlem funkce

1 2
lenx——+z—.
Y 2

Veéta 11.10 Jestlize maji v D funkce P,Q, R spojité parcidalni derivace, R # 0 v D a
v kazdém bodé D je splnéna podminka (11.13). Potom kaZdym bodem D prochazi prdavé
jedno resent rovnice (11.10).

Véta ma opét pouze lokalni charakter.

Definice 11.5 Pfaffova rovnice se separovanymi proménnymi md tvar
Pi(z) Py(y) P3(2)dx + Q1(2)Q2(y) P3(2)dy + Pa(y) Q1 (z) R(2)dz = 0, (11.14)

pricemZ P, Q;, R jsou spojité v D a Py(y)Ps(2)Q1(x) # 0.

Piiklad 11.10 Najdéte integracéni faktor pro rovnici (11.14).

Reseni: Meéjme rovnici (11.14). Vydélime ji soucinem Py(y)Ps(2)Q1(z) a dostaneme

h(z) dr + @(y) dy +

Q1() Py(y)

Po této upravé je koeficient u dz pouze fukci x, koeficient u dy pouze fukei y a koeficient
u dz pouze fukei z. Integraci levé strany dostaneme fesent

R(z)
Ps(z)

dz = 0.

Py(x) Qa(y) / R(z)
dx + dy + | ——+dz=0.
Q1(x) P (y) P3(2)
1
Integracnim faktorem pro rovnici (11.14) je proto : ([l
. EXMIABIONE)

Priklad 11.11 Urcete teseni rovnice
Ay?22da + B2 dy + Cay*dz = 0,
v oblasti x > 0,y > 0,z > 0, kde A, B,C jsou kladné konstanty.

Reseni: Separujeme si proménné - vydélime rovnici vyrazem z2y?2? a dostaneme

A B C
Pdm + Edy + ;dz =0.
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Integraci levé strany dostaneme feSeni

_____ e ——

x Yy z
neboli

A B C

—+—+—=k,

x Y z

kde £ je n¢jaka kladna konstanta. Ve vétsiné pripadu pokladdme posledni rovnici za feseni
nasi ilohy. Je sice mozné prohlasit nékterou z proménnych za zavisle proménnou a vyjadrit
ji pomoci zbyvajicich. Tento postup ale nelze pouzit vzdy. Zavisi to na tvaru feseni. V
nasem piipadé pokud prohlasime za neznamou funkei z, tak dostaneme

1
c(r-2-2)
z Yy

Reseni Pfaffovy rovnice lze snadno najit v pifpadé, ze rovnice (11.10) m4 tvar

z =

O

P(x,y)dz + Q(x,y)dy + R(z)dz = 0, (11.15)

neboli jestlize mame separovanou proménnou z. Podminka (11.15) ma potom tvar

Protoze vétsinou mame i pozadavek, ze R(z) # 0, muzeme podminku zapsat ve tvaru

0P _0Q _,

oy Or

neboli
oP 0Q
3 =5 (11.16)

Jestlize navic maji funkce P, Q) spojité parcidlni derivace, potom rovnice (11.16) je nutnou
a postacujici podminkou pro to, aby vyraz

Pdx 4+ Qdy

byl totdlnim diferencidlem néjaké funkce F'(x,y). Rovnici (11.15) muzeme potom zapsat
ve tvaru

dF(z,y) + R(z)dz = 0.

Jejim feSenim potom bude funkce

F(z,y) —i—/R(z)dz.
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Priklad 11.12 Urcete tesent, pokud existuje, rovnice
ydx + xdy + 2zdz = 0.

Reseni: Méme P = y,Q = =, R = z. Podminka Fesitelnosti ma tvar

orP  0Q\ o

Rovnice je tesitelnd a podle predchoziho je jeji feseni ve tvaru

F(z,y) —i—/R(z)dz,

z
F(z,y)+ —.
2
Najdeme si funkei F' stejnym postupem jako pfi feSeni exaktni rovnice. Protoze plati
or
ax - y7
je
F=ay+o(y)
Soucasné musi platit
oF
_ = :E,
Ay
takze po dosazeni mame
r+¢(y) ==,
¢'(y) =0,
ply) =C

Takze jsme dostali

a feSeni nasi rovnice je funkce

11.5 Shrnuti kapitoly

Seznamili jsme se s dalsi ¢asti teorie parcidlnich diferencialnich rovnic prvniho radu.
Ukazali jsme si, jak pomoci charakteristického systému miuizeme ziskat obecné feseni.
Naucili jsme se tesit Pfaffovu rovnici.

Vsechny pojmy byly dusledné ilustrovany na piikladech.
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11.6 Resené piiklady
Priklad 11.13 Najdéte integracni faktor pro rovnici (11.14).

Reseni: Mé&jme rovnici (11.14). Vydélime ji soucinem P (y)Ps(2)Q1(z) a dostaneme

Py (x) Qa(y) R(z)

@ T RYY T AR

Po této upravé je koeficient u dz pouze fukei x, koeficient u dy pouze fukei y a koeficient
u dz pouze fukci z. Integraci levé strany dostaneme feseni

dz = 0.

dy +

Py () Q2(y) / R(z)
dx + dy+ | ——=dz=0.
Q1 () P (y) P3(2)
1
Integra¢nim faktorem pro rovnici (11.14) je proto . 0
L Py P21 (1)

Priklad 11.14 Urcete teseni rovnice
Ay?22da + B2 dy + Cay*dz = 0,
v oblasti x > 0,y > 0,z > 0, kde A, B,C jsou kladné konstanty.

Reseni: Separujeme si proménné - vydélime rovnici virazem 22y?2? a dostaneme
A B C
—dr+ —dy + —dz = 0.
x Y z

Integraci levé strany dostaneme feSeni

neboli
A B (C
x Yy oz
kde k je n¢jaka kladna konstanta. Ve vétsiné pripadu pokladdme posledni rovnici za feseni
nasi ulohy. Je sice mozné prohlésit nékterou z proménnych za zavisle proménnou a vyjadrit
ji pomoci zbyvajicich. Tento postup ale nelze pouzit vzdy. Zavisi to na tvaru feseni. V
nasem pripadé pokud prohlasime za neznamou funkci z, tak dostaneme

1
c(k-2-2)
z oy

Priklad 11.15 Urcete resent, pokud existuje, rovnice

z =

ydr + xzdy + 2zdz = 0.
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Reseni: Méme P =y, Q = x, R = z. Podminka Fesitelnosti mé tvar

orP  0Q\ o

Rovnice je tesitelnd a podle predchoziho je jeji feseni ve tvaru

F(z,y) —i—/R(z)dz,

2

ya
F il
(z,y) + 5

Najdeme si funkci F' stejnym postupem jako pii feSeni exaktni rovnice. Protoze plati

or
ax - y?
je
F=zy+¢(y).
Soucasné musi platit
oF
—==x
oy ’
takze po dosazeni mame
z+¢'(y) =z,
¢'(y) =0,
ply) =C

Takze jsme dostali

a TeSeni na8i rovnice je funkce

11.7 Cviceni

Piiklad 5 Najdéte obecné teseni rovnice

Ox y@y_'

ResSeni. Obecné feseni ma tvar

kde 1 je libovolna diferencovatelna funkce.
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Piiklad 6 Najdéte obecné teseni rovnice

0z 0z
2 2
+2) == £ 2ry=—= = 0.
(@ y)ax xyay 0

= (7).

kde 1 je libovolnd diferencovatelna funkce.

ResSeni. Obecné feseni mé tvar

Piiklad 7 Najdéte reseni rovnice

prochdzejici kruznici x* + y* = 16, z = 3.
Reseni. Reseni dané dlohy je kulovou plochou

2?4y + 27 = 25.
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12 Parcialni diferencialni rovnice druhého radu

12.1 Cil kapitoly

V predchozich dvou kapitolach jsme se zabyvali parcialnimi diferencidlnimi rovncemi
prvniho fadu a jejich vlastnostmi.

Rada technickych problémi, zvlstée v elektrotechnice, se dé popsat pomoci parcidlnich
diferencidlnic rovnic druhého fadu. Proto se jimi ted budeme vénovat samostatné.
Cilem této kapitoly je seznamit ctenare s pojmy o parcidlnich diferencidlnich rovnic
druhého tadu.

Hlavni pozornost budeme vénovat linearnim parcialnim diferencialnim rovnicim druhého
fadu. Pripomeneme si klasifikaci linearnich parcialnich diferencidlnich rovnic druhého
fadu na rovnice eliptické, parabolické a hyperbolické. Dale si uvedeme vétu o transfor-
maci, kterd nam zajistuje, Ze kazdou linedrn{ parcidlni diferencialni rovnici druhého fddu
muzeme lokalni transformaci prevést na kanonicky tvar. Ukazeme si zpusoby provedeni
transformace pro ruzné typy rovnic.

12.2 Klasifikace rovnic na hyperbolické, parabolické a eliptické)

Definice 12.1 Parcidlni diferencidlni rovnici druhého tddu dvou proménnych rozumime
TOUNLCY

Ju du Pu Pu Pu\
"0x’ Oy’ 022’ Ox0y’ 0y’ )

F <x7y7u(aj7 y)

Definice 12.2 Parcidlni diferencialni rovnici druhého tadu tri proménnych rozumime
TOUNLCI

P ( ) ou Ou Ou O*u *u  Pu Pu 0*u *u 0
T, Y, 2, U\, Y, 2), 35 3 A ) ) ) ) ) = U
Y V%) 65 8y’ 02’ 912’ 9xdy’ 9192 By?’ Bydz’ 072
Piiklad 12.1 Parcidlni diferencialni rovnice druhého vddu se casto pouzivaji pri popisu
fyzikdlnich a technickych déju a procesu. Ndsleduji néekteré parcidlni rovnice, které se
pouzivagi v elektrotechnice a pribuznich oborech.
Pu  0*u  *u

Au = + + =0 Laplaceova rovnice (elektrostatické pole),

ox?  Oy? 022

Au = f Poissonova rovnice (elektrostatické pole s volngmi ndboji),

Au = a’u  Helmholzova rovnice (staciondrni vinovd rovnice),

U . , .
Au = aa difusni rovnice ,

2
(] ’ - v S ’ . ,
Au = a®*— vlnovd rovnice (Sireni elektromagnetickijch vin),

ot?

0 ou n 0 ou 7 ( du)) né staciondrni tické Dol
—(v—|+=—v=— ) =— v=uv(| grad u|) rovinné staciondrni magnetické pole
Oox \ Ox) 0Oy \ Oy ’ g g pote,
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*u  0%*u 0 . ity st
- = rovnice pro kKmaity Struny,
ox?  Ot?
0 0?
8_16 — 8_126 =0 rovnice vedeni tepla.
s

Definice 12.3 Kuvazilinedrni parcialni diferencidlni rovnict druhého vddu dvou promennijch
TOZUMIME TOUNICE

0? 0*u 0?

u u
A B C K=0 12.1
Ox? + Oxdy + oy? + ’ (12.1)
. , ou Ou
kde funkce A, B,C, K jsou funkcemi x,y,u, —, —.
oz’ Jy

Definice 12.4 Linedrni parcidlni diferencidalni rovnici druhého rdadu dvou promeénniyjch
roZUMIME TOVNICI

0%u 0%*u 0%u ou ou

Oz o +g(a,y)u = f(z,y).(12.2)

Funkce a,b,c,d, e, g, f jsou spojité v oblasti Q C R?, pricem? aspon jedna z funkci a,b,c
je nenulovd v kazdém bodé (x,y) € €.

Resenim rovnice (12.1) v oblasti Q rozumime kaZdou funkei u(z,y) € C*(Q), kterd v Q
identicky splriuje (12.1).

Oznaéme D = b*(x,y) — 4a(x,y)c(z,y), potom jestlize

D <0 V(z,y) € Q pak se jednd o elipticky typ,

D=0 V(z,y) € Q pak se jednd o parabolicky typ,

D >0 Y(z,y) € Q pak se jednd o hyperbolicky typ.

Ve zbyvagicich pripadech mluvime o smiseném typu.

Priklad 12.2 Rouvnice

o

ox  oy?
je eliptického typu,

Pu  Pu

oz Oy?
je hyperbolického typu,

o _

or Oy

je parabolického typu.

Urceni typu nékdy zalezi na oblasti, ve které je funkce definovana.

Piiklad 12.3 Rownice
Pu  Pu
AR
je eliptického typu pro vSechny body horni poloroviny, t3. y > 0, je hyperbolického typu v
dolni poloroviné, tj. y < 0 a je parabolického typu v bodech osy x, t.5. y = 0.

0
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Piiklad 12.4 Méyme rovnici kvazistaciondrniho elektromagnetického pole

0 ou 0 ou
B (U%) + oy (Ua_y) =7(z,y) —J, v=uv(| grad ul).

Tato rovnice je v elektricky vodivych podoblastech parabolického typu, protoZe v téchto
podoblastech je elektrickd vodivost ~(x,y) kladnd, zatimco v nevodivijch podoblastech je
elektrickd vodivost nulovd a proto se v nich jednd o elipticky typ.

12.3 Transformace proménnych.

Veéta 12.1 KazZdou linedrni parcidlni diferencidlni rovnict druhého radu dvou proménnyjch,
eliptickou, nebo hyperbolickou, nebo parabolickou, lze vhodnou lokdlni transformaci souradnic
prevést v okoli kazdého bodu (xq,yo) € 2 na kanonicky tvar. T.j. u rovnice eliptického typu
na tvar

*u 0 0 0
a;; + 8—7“26 + al(x,y)a—z + bl(w,y)a—z +alzy)u= filz,y),

u rovnice hyperbolického typu na tvar

’u  0*u ou
— — + az(z,y) -

oz Oy ) O + o2, y)u = fao(w,y)

ou
+ bo(x,y)—

a u rovnice parabolického typu na tvar

82
32 == sl y)u = fo(w,y), as(x,y) # 0.

U
+b
3(2, ) Dy

+ CL3<I y)ax

Méjme nyni linearni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty

0%u 0%u 0*u ou ou
A + By +Cg + DG + g+ Gu=F, (12.3)

kde |A| + |B| + |C| # 0. Dané rovnici pfifadime charakteristickou rovnici

A(dy)? — Bdzdy + C(dx)* = 0. (12.4)
Resenim charakteristické rovnice bude kazda dvojice funkef

z=o(t), y=v@), te(xp), (12.5)
ktera vyhovuje dané rovnici. Pfitom za dx dosadime vyraz i—fdt a za dy dosadime vyraz

d_?;dt a nakonec celou rovnici vydélime vyrazem (dt)?2.

Definice 12.5 Jestlize jsou funkce x(t) = @(t), y(t) = ¥(t) Tesenim rovnice (12.4)
a jestlize jsou rovnice (12.5) parametrickymi rovnicemi hladké krivky, potom tuto krivku
nazveme charakteristikou.
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Piiklad 12.5 Najdéte charakteristiky rovnice

o o
ox2  Oy?

Reseni: Nasi rovnici pritadime charakteristickou rovnici:

(dy)? — (dz)* = 0,

neboli (d)2
dy)? = (dz)? Y 4
(@) = (@) = G5 =1
dy
— = 41.
dzx

Charakteristikami nasi rovnice jsou potom ptimky y =x+ P ay = —x + P, kde P € R.
Méame tak dvé tiidy primek a kazdym bodem roviny Oxy prochazi praveé jedna primka z
kazdé tiidy. O

Piiklad 12.6 Najdéte charakteristiky pro rovnici vedent tepla

ou_Pu_
ot ox2

Reseni: Rovnici piitadime charakteristickou rovnici:

(dt)* =0,
neboli
(dt)=0,—t=P, PeR.
Rovnice vedeni tepla méa charakteristiky mnozinu primek ¢ = konst. U

Piiklad 12.7 Najdéte charakteristiky Laplaceovy rovnice

0%u N 0%u 0
ox?  Oy? '
Reseni: Laplaceové rovnici pritadime charakteristickou rovnici:

(dy)* + (dz)* = 0.

Soucet dvou nezapornych hodnot je roven nule tehdy a jen tehdy, pokud obé hodnoty
jsou soucasné nulové, takze mame

(dy) =0,—y=P, (dz)=0,—>2z=R, P,ReR

Vztahy © = R,y = P, ale nepopisuji zadnou kiivku, proto Laplaceova rovnice nend
zaddnou charakteristiku. OJ
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Z vyse uvedenych prikladu plyne, Ze ze kazdym bodem (x,y) muze prochézet pravé jedna
charakteristika, nebo charakteristik muze byt vice a nebo nemusi existovat zadna.
Ukéazeme si pouziti charakteristik pii prevodu linedrni rovnice (12.3) na kanonicky tvar.
Necht méme rovnici hyperbolického typu, tj. B> — 4AC > 0. Bez omezeni obecnosti
muzeme predpoklidat, ze A # 0. Charakteristickou rovnici

A(dy)? — Bdzdy + C(dx)* = 0.

si upravime na tvar

dy 2 dy
Al—=) - B—=+4+C=0.
(dx) dx+

d
Oznacéme \ = d_y Potom hleddame feSeni rovnice
T

AN —BA+C =0.

Vzhledem k podmince B2—4AC > 0, mame, Ze nase kvadratickd rovnice bude mit feSenfm
dvé ruznd redlna ¢isla. Oznacme je A, Ay € R. Potom

dy

= =)

dl’ 1,
dy = A\dx,

y=Mr+¢ feR

A analogicky
Yy = Ao + n, ne& R.

Tim jsme zjistili, ze charakteristikami jsou dvé ttidy primek
y:)\1$+§, y:/\2$+77

Kazdym bodem prochéazi pravé jedna primka z kazdé tiidy. Jinak feceno, zname-li bod
(z,y), potom zname i ¢isla £, n a naopak zname-li ¢isla £, 7, zname i soufadnice pruseciku
charakteristik
= §—1 y:/\2§—/\177
Ao — A A2 — M

a naopak
E=y—Mz, n=y— X
Muzeme tak kazdou funkci proménnych x, y povazovat za funkci proménnych &, n. Pritom

plati
o E—1n ME—An o

U,n) =U(y — Mz,y — \az) = u(z,y).

A naopak
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Budeme hledat rovnici, kterou spliiuje funkce U, jestlize funkce u je FeSenim rovnice (12.3).
Uréime si derivace

du_9U 06 U Oy _ _, U _ U
dr 0 dx  On Ox Yoc  Pon’
du _oU 8§+8U n 8U+8U

dy 9 dy  on dy Of

Pu LU U 232(]
= 2
oo /\18£2+ Mzaga +)\282,
*u U O2U oV
0xdy Mo OE2 ~ Az)aga A28 2’

82u_82U+202 +82
oy2  0&2 ocon — On?

Dosadime tyto hodnoty do rovnice (12.3) a dostaneme

0%u 0%u 82u ou ou

02U 02U 02U 02U 02U oY
AN 2 2 B -
(A e T Mg, +>\262)+ ( Mga — On ) gg A28n2)+
02U PU 0
0(052 "2 eon 3?72) =l

pro prehlednost zde uvadime pouze parcialni derivace druhého tadu, které jsou rozho-
dujici, totéz i dale,
(92U (92U 0?U

AN B
(AX2— B\ +C) o= o

Cisla A1, Ay jsme ziskali jako kofeny kvadratické rovnice. Proto plati
AN — B\ +C =0, i=1,2,

proto jsou koeficienty u druhych derivaci podle x,y nulové.
Navic u kvadratické rovnice platl' podle Vietovych Vzorcfl Ze soucin jejich dvou kofenﬁ
zaporné vzaty, je roven koeﬁmentu u prvni mocniny, délenému koeficientem u nejvy581
mocniny, takze
C B 1 9
2AM Ny — B(A1 + ) +2C = QAZ — BZ +2C = Z<4AC — B*) #0.

Proto bude koeficient u smiSené derivace nenulovy a muzeme jim délit celou rovnici. Takze
jsme dostali

0*U

0&0n

+.o=0.
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Méme nyni nasi rovnici v kanonickém tvaru, ktery se pouziva pro urceni feseni. Skutecéné,
jestlize nyni provedeme substituci

E=rts n=r—s
zpoCitdme si piislusné parcidlni derivace, U(&,n) = V (r,s),
ou_ov 1 ov
o or 2 9s 27
U 182‘/ 1 0%V N 1 0%V B 1821/
00n 4 0r2  40rds  40s0r 4 0s?’

Dosazenim dostaneme

vV
or? 0s?

Tim jsme opét ziskali kanonicky tvar pro rovnici hyperbolického typu.

L =0.

Méjme nyni rovnici (12.3) jako rovnici parabolického typu, tj. plati 4AC — B? = 0.
Opét budeme predpokladat, ze plati A # 0. V opacném piipadé provedeme preznaceni
proménnych. Charakteristicka rovnice

AN —BAX+C =0

B

mé potom jeden dvojnasobny koten \ = A Budeme déle predpokladat, ze B # 0.
Protoze pokud je B = 0, potom z charakteristické rovnice plyne, ze i C' =0, o A jsme uz
diive predpokladali, Ze je nenulové. Rovnice (12.3) by pak byla tvaru

0%u

_— = 07

Ox?
a tedy uz je ptimo v kanonickém tvaru. Opét jsme uvedli pouze parcidlni derivace druhého
radu.
Jestlize je B # 0, potom je také A # 0. Obdobné jako v predchozim piipadé polozime

E=y— Az

Protoze mame pouze jeden koren charakteristické rovnice, polozime dale n = x. Méme
tedy U(&,n) = u(n, & + Az). Spocitdme si parcidlni derivace.

ou_oU o U oy U ou
oxr  0¢ Oxr On Ox 06 On’

du OU 9 OU oy 9U

gy o¢ ay o oy o¢
Pu L0U U O
a2 =N ae  Paean Tt
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o __oU U
Oxdy o0&z  0&0n’
0%u B 02U
oy 0

Dosadime tyto hodnoty do nasi rovnice (12.3) a dostaneme

0*u 0*u 0*u ou du
A B D—+F— —F =
o2 dxdy * Cay2 TP Jy G 0

02U 02U 02U 02U 02U 02U
Al N2 ) Bl -)\=2= - =
(A o~ ooy T 3772) * ( Mo T aa@%) e (852) te=0

(pro piehlednost opét uvadime pouze parcidlni derivace druhého fadu, které jsou rozho-
dujici). Po dpravé dostaneme

o*U 0*U o*U
AN — BA — +(=2)\A+ B A = 0.
( +C)a§2+( + >a§an+ 8n2+ 0

Z charakteristické rovnice ndm plyne AX?> — BA 4+ C = 0 a z jejtho feSeni \ = % plyne
platnost rovnice B — 2A\ =0 = —2AX 4+ B = 0. Prvni dva koeficienty v predeslé rovnici
jsou proto nulové. Protoze navic jsme predpokladali, ze A # 0, muzeme rovnici vydélit
koeficientem A a dostali jsme

02U

on? N
Tim jsme ziskali kanonicky tvar pro rovnici parabolického typu.
Postup si opét ukazeme na piikladu.

- =0.

Piiklad 12.8 Preved’te na kanonicky tvar rovnici

0%u *u  0%*u

4 4 =0
0x? * 0xdy + oy?

a najdéte jeji resentd.
Reseni: Méme A =4, B = 4,C = 1. Takze plati
B> —4AC=4"-4-4-1=16—16 = 0.
Rovnice je parabolického typu. Rovnici piitadime jeji charakteristickou rovnici:
AN — 4N +1=0

a urc¢ime si jeji koreny. Dostaneme

1
)\172 = §

Podle predchoziho volime
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Urcime si parcialni derivace

Pu 10U U 0
92 40¢2  ocon | o’

Pu  10°U U
guoy ~ 20¢2 " deon’
0%u B 02U
a2 o

Po dosazeni dostaneme
482u y 0%u N 9%u 0
Ox? oxdy  Oy:

102U  0U U 102U 0°U 02U
4| == — + +4(-c=+ +{ =5 ) =0,
10e2 "~ ocon " o2 2062 " 9con €2

U U U U U U

5~ Yaeor e~ Yoe T oean tae = O
0*U
4= =
on? 0,
2
oU _y,
on?

Budeme nyni hledat feSeni této rovnice. Protoze druhé derivace U podle 7 je nulovi,
potom integraci dostaneme

oU [ U

oy = | =10,

U / F©)dn = nf(€) + 9(6),

kde f, g jsou funkce se spojitymi parcidlnimi derivacemi. Dosazenim za &, dostaneme
feSeni nasi rovnice ve tvaru

uzwﬂy—%@+g@—%@-

0
Méjme nyni rovnici (12.3) eliptického typu, tj. plati B> —4AC < 0. P¥fmo z této pdminky
nam vyplyva, ze A # 0,C # 0. Charakteristickd rovnice

AN —BA+C =0

ma dva komplexni koteny A\ = a4+ i3, Ao = a — i3, 3 # 0.
Polozime
{=y—ax, n=—[pz
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Spocitdme si parcidlni derivace pro funkei u(z,y) =U(&,n) = u <%,§ — %n) .

ou  0U ou
o —066—6 - ﬂ(?_n’
ou oU
W
Pu 82U 0*U 0*U
a2~ ¢ aer T ocan o2’
Pu U
ay? ¢
Dosadime tyto hodnoty do nasi rovnice (12.3) a dostaneme
0*u 0*u 0?u ou ou
Az + Boma + Cop +D%+Ea_y+Gu_ — 0,

20U o°U U , 02U U ,0 82U _
A( ez T hean )+B( @§2+2o¢6§ + 3 ) C<8_§2>+”'_0’

(pro prehlednost opét uvadlme pouze parcialni derivace druhého radu, které jsou rozho-
dujici). Po upravé dostaneme

02U 0*U 02
A —aB — 20A — B AB® -=0.
(a a +C’)8€2+5(a )aga + 5 0
a + 10 je koren charakteristické rovnice a proto plati
B , 4AC — B?
“=ox =T
Potom ale
20A— B =0
* B? B B? B?
o’A —aB =—A—-—B =— - — =
oBrC=pA b=t =
—B? +4AC
= AB%
4A b

Neboli koeficient u misené derivace je nulovy a koeficinty u zbyvajicich se sobé rovnaji.
Tim jsme ziskali rovnici
82U 0*U
e 8 on?
kterd je kanonickym tvarem pro rovnici eliptického typu. Pokud jsou koeficienty rovnice
(12.3) funkcemi, potom postupujeme analogicky. Musime pouze rozlisit oblasti ve kterych
je rovnice stejného typu.

4. =0,

Definice 12.6 Okrajova uloha pro linedrni parcidlni diferencidlni rovnici 2.7ddu je: Najit
reseni u = u(z,y) rovnice (12.1) v oblasti 2 C R?, jestlize zndme hodnoty reseni na hranici
Q).

u(x, y)|(z,y)€1" - ¢<I7 y)
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12.4 Shrnuti kapitoly

Pripomenuli jsme si zékladni pojmy pro parcialni diferencialni rovnice druhého radu.
Soustfedili jsme se hlavné na linearni parcialni diferencidlni rovnice druhého fddu. Byla
provedena klasifikace linearnich parcialnich diferencialnich rovnic druhého radu. Naucili
jsme se rozlisSovat rovnice na eliptické, parabolické a hyperbolické.

Uvedli jsme si vétu o transformaci, ktera nam zajistuje, Ze kazdou linedrni parcialni dife-
rencialni rovnici druhého tadu lze lokalni transformaci prevést na kanonicky tvar a ukazali
jsme si konkrétni postup pri transformaci.

12.5 Resené piiklady
Piiklad 12.9 Najdéte kanonicky tvar rovnice

0%u i 0%u N 0%u
ox? 0xy oy?

a jeji resentd.
Reseni: Méme A =1, B = 8,C = 15. Takze plat{
B*—4AC=8—-4-1-15=64—60=4> 0.
Rovnice je hyperbolického typu. Rovnici piitadime charakteristickou rovnici:
N —8A+15=0

a urcime si jeji koreny. Dostaneme

Podle predchoziho volime
E=y—3z, n=y—o.
Urcime si parcialni derivace
0?u 02U 0*U 0*U

7 :9852 +30858n+258n2’

Fu U U O
oxdy 0€? 0o on?’
Ou  0°U 0’U QU

2 .
oy~ o " “ocon T o

Po dosazeni dostaneme

U
ocon
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Budeme nyni hledat feseni této rovnice. Zvolme

ou_,

on
Potom 5
)

e "

a proto je v = f(n), kde f je libovolna funkce. Takze mame
ou
U= [ fdn = Fin) + G,

kde F, G jsou funkce se spojitymi parcidlnimi derivacemi. Dosazenim za &, 7 dostaneme
feseni nasi rovnice ve tvaru

u=F(y—5z)+ Gy — 3x).

Piiklad 12.10 Preved’te na kanonicky tvar rovnici

0%u 0*u 0*u
4 12 =
0x? + 0xdy + Oy?

Reseni: Méme A =4, B = 12, C' = 13. Takze plat{
B? —4AC =12* —4-4-13 = 144 — 208 = —64.
Rovnice je eliptického typu. Rovnici piitadime jeji charakteristickou rovnici:
AN =120+ 13 =0

a urcime si jeji koreny. Dostaneme

12++/144—4-4-13 12+ /64 3j:'
= = = 1.
8 8 2

Ao =

Méame o = g, [ = 1. Podle predchoziho volime

Uréime si parcialni derivace

Pu _99°U L3 0*U N 0*U
0z 4 0€2 ocon — on?’
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Pu 30U O
dxdy 20 Loy’
Pu  PU
P 98

Po dosazeni dostaneme o o o
U U U
4 12 13 =
0x? + 0xdy + Oy?

f (28U G OUOUN (30U FUN L (PUN
40e2 " “ogan " o2 2062~ dcon oer ) —

2 2 2 2 2 2
aU—|—128U+48U—188—U—128U 13(8(]):0,

0,

oe2 " %oton T o T Cae T odon T 0 o
PU 0
PU U
- _|_ - - ,
0g? on?

12.6 Cviceni
Piiklad 8 Najdéte kanonicky tvar rovnice

,0*u 0*u

2
S )
o Y 0y?

Reseni. Kanonickym tvarem dané rovnice je rovnice

9*u 1 ou

ocon 260

Piiklad 9 Najdéte kanonicky tvar rovnice

2 2 2
82_232_’_26’2:0.
ox? 0xdy 0y?

Reseni. Kanonickym tvarem dané rovnice je rovnice

9z 0%z

3_254_877]:0.
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13 Vlinova rovnice a D’Alembertuv vzorec

13.1 Cil kapitoly

Budeme pokracovat ve studiu parcialnich rovnic druhého radu.

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenare s vlnovou rovnici a jednim ze zpusobu nalezeni
jejiho teseni. Vlnova rovnice je rovnici hyperbolického typu.

Uvedeme si tvary okrajovych a pocatecnich podminek, které se pouzivaji pro popis kmitu
struny a které pottebujeme je pro nalezeni jednoznac¢ného feseni dané tlohy.

Odvodime si d’Alemberttv vzorec, ktery nam popisuje jednu z moznosti, jak ziskat feseni.
Resen{ rovnice vedeni tepla budeme hledat Fourierovou metodou separace proménnych.
V nékterych tlohach je potieba rozvinout do Fourierovych fad poc¢atecni nebo okrajové
podminky. Proto je pfipojeno struéné zopakovani nékterych poznatku o konstrukei Fou-
rierovych tad.

13.2 Fourieriovy rady
13.2.1 Fourierova fada a Fourierova transformace
Definice 13.1 Predpokladejme, Ze [ je funkce definovand na intervalu [—m, 7| a Ze pro
tuto funkci existuji vsechny niZe uvedené integraly. Cisla
1 s
ay = —/ f(z)cosnxdr, n=0,1,2,...
™ —T
1 (7 _
b, = —/ f(z)sinnxdx, n=1,2,3,...
™ —T
se nazjvaji Fourierovy koeficienty funkce f(x). Rada
% + Z(an cosnx + by, sin nx)

n=1

se nazyvd Fourierova fada funkce f(z).

13.2.2 Dirichletovy podminky

Definice 13.2 Funkce f(x) spliuje na intervalu [—m, 7] Dirichletovy podminky, jestlize
ma na intervalu [—m, 7| konecény pocet mazim a minim a jestliZe je na tomto intervalu
spojitd s vyjimkou konecéného poctu bodi mespojitosti proniho druhu.

Nékdy jsou Dirichletovy podminky formulovany také takto:

Definice 13.3 Funkce f(x) spliuje na intervalu [—m, 7] Dirichletovy podminky, jestlize
lze tento interval rozdélit na koneény pocet subintervalu takovych, Ze uwvnitr kaZdého z nich
je f(x) monotonni a ohranicend.

Poznamka 13.1 Analogicky muzeme formulovat Dirichletovy podminky pro libovolnyj in-
terval |a, b].
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13.2.3 Dirichletova véta

Veéta 13.1 Jestlize funkce f(x) spliuje Dirichletovy podminky, pak v kazZdém bodé inter-
valu [—m, | Fourierova fada konverguje a plati

N | —

[f(x—=0)+ f(z+0)] = % +g(ancosnx+bnsinnx)

a v obou krajnich bodech intervalu [—m, | je soucet Fourierovy fady roven

[f(=m+0) + f(x = 0)].

| —

13.2.4 Rozvoj sudych a lichych funkci do Fourierovy rady
A) Piipad sudé funkce f(x)

V této situaci jsou funkce f(x)sinnz, n = 1,2,... liché, a tedy b, = 0. Fourierova fada

ma proto tvar

Qo

-+ ay COSNT,

"
kde L o

a, = —/ f(z)cosnxdr = —/ f(z) cos nz dz,
v - T Jo

protoze f(z)cosnz je sudd funkce.

B) Pripad liché funkce f(x)

V tomto piipadé jsou funkce f(z)cosnz, n =1,2,... liché, a proto a, = 0. Tudiz Fou-

rierova rada bude
oo
g b, sinnzx,
n=1

1 [" 2 [T
b, = — f(z)sinnzdr = —/ f(z)sinnzx dz,
-7 0

™ ™

protoze f(z)sinnx je sudéd funkce.

13.2.5 Rozvoj funkce s libovolnou periodou
Predpokladejme, ze funkce f(x) je definovand na intervalu [—,{], kde I > 0. Fourierova

fada pak ma tvar

o
agp nmwx . NTX
—+ (ancos——l—bnsm—> ,
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kde

1
anzj/ f(x)cos—n;mdx,n:0,1,2,...
—

1
bn_i/ f(x)sinnlﬂdx, n=1223,....
I

13.2.6 Rozvoj sudé funkce s libovolnou periodou
Je-li funkce f(x) suda na intervalu [—[,], kde [ > 0, pak
9
ay, = —/ f(x)cos@d:p, n=0,1,2,...
L Jo [
by =0, n=1,2,3,...

a Fourierova fada ma tvar

0o
Qo i Z nmwx
- Ay COS ——
2 l
n=1

13.2.7 Rozvoj liché funkce s libovolnou periodou

Je-li funkce f(z) lichd na intervalu [—[,[], kde [ > 0, pak
a, =0, n=0,1,2,...

9 [l
bnzj/f(a:)singdx, n=123,...
0

a Fourierova fada ma tvar

13.2.8 Rozvoj funkci do Fourierovy rady na poloviénim intervalu
(Metody rozvoje funkci danych na [0, a))

Uvazujme funkci f(z) definovanou na intervalu [0,a], a > 0, a predpoklddejme, ze ji
chceme rozvinout to trigonometrické rady.

Danou funkei f(z) muzeme néjakym zpusobem rozsitit i na interval [—a, 0). Nova funkce
F(z) je pak definovand na intervalu [—a,a] a s funkei f(z) se shoduje na intervalu
[0, a]. Rozvineme-li funkci F'(x) do Fourierovy fady na intervalu [—a, a], dostaneme hleda-
nou trigonometrickou fadu reprezentujici puvodni funkci f(x) na intervalu [0, a]. Protoze
rozsifeni f(x) na F(x) lze provést libovolnym zpusobem, takovychto trigonometrickych
fad existuje nekonecné mnoho. Nékteré vyznamné ptipady nyni rozebereme.
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a—periodické rozsiteni funkce f(z)

V tomto piipadé polozime 2l =a — [ =a/2 a

2 (2 2

a, = — f(z) cos nre dz,
aJ_q/2
2 (2 2

b, = — (x) sin T e,
aJ_q)2

Fourierova fada pak je

o0

2 2
% + ; (an cos n;r:z: + b, sin n;m) )

Sudé rozsiteni funkce f(z)

Nyni polozime 2l =2a = [l =a a

Fourierova rada pak je

o0

ag nwT

— + E a,, COS —— .

2 a
n=1

Liché rozsiteni funkce f(x)

V tomto ptipadé polozime 2] = 2a =l =a a

Fourierova rada pak je

13.2.9 Priklad

Rozvinme do Fourierovy tady funkci

fla) = -1, for —m <z <0,
= 1, for O<z<m.
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Tato funkce je nespojitda v bodé x = 0 a splinuje podminky Dirichletovy véty. Navic,
protoze se jedna o lichou funkci, méame a,, = 0. Vypocitejme koeficienty b, :

2 [T 2 2
bn:—/ l-sinnedr = —— cosnz|; = —— (cosnm — 1) ;
T Jo nm nm
4 4 4
blz_ab2:07b3:_7b4207b5:_7b6:07
T 3T om
Tedy
4. 1 . . .
flz)=— smx—l—gsm?)x—l——smf)x—i-—sm?x—i-... :
T

13.2.10 Riemannova véta
Véta 13.2 Jestlize f(x) splnuje Dirichletovy podminky, pak:

b
lim [ f(zx)cosprdr=0

—
p—00 a

b
lim f(z)sinprdx = 0.

—
p—00 a

V dusledku této véty pro koeficienty Fourierovy rady a,, b, dostavame:

lim a, =0, lim b, =0.

n—oo n—oo

Ukazme tuto vlastnost na predchozim ptikladu. Snadno uvidime, ze

—2
lim b, = lim —(cosnm —1)=0
n—00 n—oo N

lim a, = lim 0 = 0.

n—oo n—oo

13.3 Vlnova rovnice

Casto je tato rovnice nazavéna téz rovnici pro kmity struny. Méjme idedln{ strunu zaujimajici
usecku na ose z mezi hodnotami x = 0 a x = [. Jestlize vychylime strunu z rovnovazné
polohy, za¢ne kmitat. Predpokladejme, ze kmitd v jedné roviné Ozy a oznaéme u(z,t)
odchylku struny v bodé x a case t. Rovnici kmitu struny je mozno zapsat ve tvaru

Pu_ o
or2 o2’

Pro jednoznacnou fesitelnost musime jesté pozadovat splnitelnost dalsich podminek. Prubéh
pohybu struny bude jednoznaéné urcen, pokud budeme znét pohyb koncovych bodu a

(13.1)



Diferencialni rovnice a jejich pouziti v elektrotechnice 183

pocatecni polohu a rychlost kazdého bodu. Matematicky to znamena, ze potiebujeme
znat jesté okrajové a pocatecni podminky.

u(0,t) = p(t), (13.2)
u(l,t) = po(t), (13.3)
u(z,0) = (), (13.4)
ou(x,0)

T U(z). (13.5)

1, [, 0, 1 jsou zadané funkce.

Okrajovd iloha pro rovnici struny je: Najit feseni u = u(x,t) definovanou pro 0 < x <,
t > 0, kterd zde ma spojité parcidlni derivace prvniho fadu, spliiuje podminky (13.2) -
(13.5) a v oblasti 0 < « < [, t > 0 ma spojité parcidlni derivace druhého rddu a splnuje
zde rovnici (13.1).

Plati

Véta 13.3 Okrajovd tiloha pro rovnici struny md nejvyse jedno resent.

13.4 D’Alembertuv vzorec

Hledejme nyni feseni rovnice (13.1) vyjadiené pomoci zndmych funkef ¢, ¢. Rovnici (13.1)
prepiSeme na tvar

Pu  Pu 0
o2 0z
a zavedeme oznaceni
ou Ou
t) = — — —. 13.6
v(e,1) ot Oz (13.6)
Potom rovnici (13.1) muzeme zapsat ve tvaru
dv  Ov
—+—=0. 13.7
ot * Ox (13.7)

Tato rovnice ma reseni
v(z,t) =a(z — 1),

kde a je libovolna diferencovatelnd funkce. Skutecne,

dv
PGt
v ,

Dosazenim do rovnice (13.7) dostaneme

ov ov ’ ! _
a+%:a(x—t)—a(x—t)—0.

Tim jsme dokdzali, Ze a je FeSenim rovnice (13.7).
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Dosadime nyni do rovnice (13.6) za v(z,t) funkci a(x — t). Dostaneme

Qu _ Ou _ a(x —t)
o oxr '
Jeji feseni je

T+t

¢ 1
u(z,t) = / a(x+ (t—s)+s)ds+b(x +t) = 5 / a(&)d + b(x + t), (13.8)
0 z—t
kde je b libovolna dvakrat diferencovatelna funkce.
Protoze obé funkce a, b zavisi na funkci u a jejich derivacich pouze v ¢ase t = 0, muzeme
je urcit z pocatecnich podminek

b(x) =u(z,0) = o(x),
du(z,0)  Ou(z,0)

ala) =o(a,0) = 2= - 20D — (o) - (@),

Dosazenim hodnot a, b do vztahu (13.8) dostaneme

x+t
u(a, 1) = /‘(Mﬂ—wﬁﬁﬁ+¢@+w

—t

N | —

a po uprave

ule,t) = ¢ (cp(w 1)+ plo—t) + / j@(g)dg) . (13.9)
Tento vztah se nazyva d’Alembertuv vzorec.
Poznamka 13.2 7 d’Alembertova vzorce (13.9) plyne, Ze resent rovnice (13.1) je tvaru
u(z,t) =Fx+1t)+ Gz —1)

pro vhodné funkce F,G. A naopak.
Vhodnou funkci zde budeme rozumét funkci spojitou a spojité dvakrdt diferencovatelnou
podle obou promeénnyjch.

13.5 Fourierova metoda separace proménnych

Pii feseni nékterych parcidlnich diferentcidlnich rovnic se pouzivda i metoda separace
proménnych (Fourierova metoda, metoda separace proménnych). Zékladni myslenkou této
metody je, Ze teseni predpokldddme ve tvaru soucinu dvou (respektive ti{) funkei, z nichz
kazdd zavisi pouze na jedné nezavislé proménné. Pokud se nam podaii timto zpusobem se-
parovat jednotlivé proménné v Laplaceové rovnici, rozpadne se ptuivodni parcialni rovnice
na nékolik obycejnych diferencidlnich rovnic. Umime-li najit jejich obecna feseni, budeme
umét i vytesit puvodni Laplaceovu rovnici.
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13.6 Fourierova metoda pro vlnovou rovnici

Fourierovu metodu muzeme s tspéchem pouzit i pro rovnici kmitu struny

Pu 0%

— = q°—

ot? Ox2’
kde a je nenulova konstanta. Opét budeme hledat feseni u ve tvaru souc¢inu dvou funkeci,
z nichz kazda zavisi pouze na jedné proménné:

(13.10)

u(z,t) = X(x) - T(t).
Daéle budeme predpokladat, ze plati X (z) # 0,7(t) # 0. Potom ma rovnice (13.10) tvaru

X"(2)T(t) = %X(m)T”(t).

Po tpravé dostaneme
X"x) 1 T"(t)

X(z) a® T@)
Mame rovnici jejiz leva strana zavisi pouze na x a prava pouze na t. Obé strany rovnice
se mohou sobé pouze tehdy, jestlize se obé rovnaji jedné a téze konstanté \. Tedy

Xll(l,) B Tll<t>

X(z)  a®T(t) =A

Odtud dostaneme dvojici obyc¢ejnych diferencialnich rovnic
X"(x) — AX (z) =0,
T"(t) — a*\T'(t) =0.

Tyto rovnice umime vyftesit, proto dostdvame i feseni rovnice (13.10). Obvykle nehleddme
libovolné teSeni, ale takové, které spliiuje zadané pocatecni a okrajové podminky. Konkrétni
aplikaci této dulezité metody uvadime v casti 14.8.

13.7 Vzorce odvozené Fourierovou metodou pro vlnovou rovnici

Predpokladejme, ze vlnova rovnice je zadana ve tvaru

Pu  ,0%u
— = Q" —
ot? ox?’
kde a je nenulova konstanta. Jsou-li dany pocatecni podminky

0
Uy =pla), | =v)
t=0

a okrajové podminky

ul,og =0, ul,_, =0, (13.11)
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potom lze najit feSeni ve tvaru nekonecéné rady

- kmat kmat k
u(z,t) = Z (ak Ccos 7;@ + by sin Za ) sin ;m : (13.12)
k=1

kde

2 [ k 2 [ k
ap = 7/0 () sin%dx, b = %/0 P(x) sin%dx.

Odvozeni téchto vzorcu je podrobné uvedeno nize v piikladu 13.4.

13.8 Shrnuti kapitoly

Vénovali jsme se vlnové rovnici. Ukazali jsme nékteré jeji vlastnosti a také okrajové a
pocatecni podminky, které se pouzivaji pii hledani jejiho feseni. Odvodili jsme d’Alembertuv
vzorec pro nalezeni jejiho feSeni.

13.9 Resené piiklady

Priklad 13.1 Najdéte reseni rovnice

Pu  u
otz Ox?
za predpokladu, Ze
ou
u|t:0 = 372, a o =0.

Reseni: Protoze ze zadani pifkladu vyplyvé ¢ = 0 dostavéme
1
u(a, 1) = 5 (pla +1) + ol ~ 1)),
kde ¢ = z%. Proto

u(z,t) == ((z+1)° + (z —t)%).

N —

Po tpraveé dostavame
u(z,t) = 2% + 2.

Priklad 13.2 Najdéte profil struny, kmity které jsou popisovdny rovnici
Pu  *u

o da?
pro hodnotu ¢asu t = /2 za predpokladu, Ze

_ ou
ul,_o = sinx, 5| = 1.
t=0
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Reseni: Dosazenim do vztahu (13.9) dostadvame

(ﬁﬂm+¢%+$dw—ﬂ%i/ﬁib).

r—t

u(z,t) =

DN | —

Odtud mame

x4+t

) 1
u(x,t) =sinx-cost+ - - 2|7, .

2
Po upravé dostavame
u(z,t) =sinx - cost +t.

Piiklad 13.3 Kmitajici struna je upevnéna v bodech x =0 a x =1, 1 > 0. V pocdtecni

moment méla tvar paraboly
4h
u= (g o (Il —x)

Najdéte profil struny za predpokladu, Ze plati podminky (13.11).

Reseni: Vyuzijeme rozklad do fady (13.12). Mame

4h
Y= (Z—Q-m-(l—x)>, a P(x)=0.
Najdeme koeficienty ve vzorci (13.12).

2 [ k 8h [ k
ap =— / o(x) - sin WAL, P (lz — %) - sin T A
0 l B Jo l

br. =0.
Abychom vypocetli koeficienty ay, pouzijeme dvakrat metodu per partes. Nejprve oznacme

up = lr — 2, duy = (I — 2z)dz,

l kmx kmx

= e CoS - dv; = sin de.
Pak dostavame
h l k
ap = — 52—3([1' —xQ)E : cos% )
8h [ kmx
+ 2 /0 (I —2x) - cos Td.ﬁE
8h ! krx
=P /0 (I —2x) - cos Tda:.

Dale oznacime
Uy =1 — 2z, duy = —2dx,
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I . krx kmx
Vo = E Sin T, dUQ = COS Td.I
Pokracujeme ve vypoctu:
8h _ krz|
ag m([ 2.1') Sin T .
Ly
wer2l f, ST
__ 16n  kma|
ks T
16h 16h
=~ 153 (coskm —1) = 153 [1— (=1)"]

Dosazenim ay, a by do vztahu (13.12) dostaneme

kmat kmx

— 16h :
u(z,t) = Z 133 [1—(=1)*] cos 7 sin——.
k=1

™

Je-li k = 2n, pak plati
1-(-DF=0

a v pripadé, ze k = 2n + 1 mame
1—(-1F=2.
Proto muzeme posledni vyjadieni funkce u(z,t) zjednodusit:

1 (2n+ D)mat . (2n+ D)7z
u(z,t) = 2 Gt 1y - cos l sin l .

Piiklad 13.4 (Fourierova metoda pro vlnovou rovnici) Najdéte reseni rovnice

Pu 0%
— = —
ot? ox?’

c € R je nenulovd konstanta, v oblasti, kde
O<z<l, t>0

za predpokladu, Ze

u(z,0) =p(x), 0<z<lI, (13.13)
uy(x,0) =9(x), 0<z <, (13.14)
w(0,t) =u(l,t) =0, t>0. (13.15)
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Reseni: Podminkam (13.13), (13.14) ifkdme pocéatecni (jsou formulovény pro pocateéni
moment jevu - ¢as ¢t = 0) a podminky (13.26) nazyvame okrajové (vyjadiuji uchyceni
struny na obou koncich béhem celé doby trvani kmitu). Nasim cilem je najit Feseni tlohy
pouzitim Fourierovy metody. Predpokladejme, Ze feSeni 1ze nalézt ve tvaru

u(z,t) = X(x) - T(t),

kde X (x) a T'(t) jsou vhodné funkce proménnych x a t. Dosazenim do vlnové rovnice
dostaneme

X(x)T"(t) — X" (x)T(t) =0
nebo po tuprave

T//(t) B XN(.T) B
A ORI =\ (13.16)

7, okrajovych podminek
u(0,t) = X(0)T'(t) =0, u(l,t)=X{)T(t)=0

vyplyva

Proto funkce X (x) vyhovuje okrajové tloze

X"(z) = AX(z) =0, 0<z<l, (13.17)
X(0)=X(I)=0. (13.18)

Ukazeme, ze okrajové tloha (13.17), (13.18) ma netrividlni feseni pouze tehdy, kdyz A < 0.
Ptredpokladejme nejprve, ze A > 0. Potom charakteristické rovnice, piislusnda homogenni
diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty (13.17) je (hledany kofen rovnice oznac¢ime
&, nebot obvyklé pismeno A jiz bylo pouzito)

E-\=0 (13.19)
a jeji koreny jsou (bereme do uvahy A > 0)
&=V &=-VX\
Obecné feseni rovnice (13.17) ma tvar
X(z) =04 eVAe + s e_ﬁx,

kde €} a (5 jsou libovolné konstanty. Jejich volbu provedeme na zakladé okrajovych
podminek (13.18):

J}:O:Ol—f-CQ:O,
.I':l:>01€ﬁl+02€7ﬁl20.
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7 prvniho vztahu mame Cy, = —C} a z druhého dostavame
Cy (eﬁl - e—f”> = 0. (13.20)

Protoze pro kazdé [ > 0 plati
eﬁl 7& efﬁl

(zdvodnéte proc) je vztah (13.21) splnén pouze tehdy, kdyz C; = Cy = 0. Tyto hodnoty
vedou na trividlni feseni okrajové tulohy (13.17), (13.18), které je vSak pro néds nezajimavé.
Proto nemuze byt A > 0.

Predpokladejme tedy, ze A < 0. Za tohoto predpokladu mé charakteristicka rovnice (13.19)
prislusnd homogenni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty (13.17) kofeny

=iV, &=—iv\

kde 7 je komplexni jednotka (i> = —1). Obecné feSeni rovnice (13.17) m4 tvar
X(z) = C)cos v/ ||z + Cysin /| Az,

kde C; a Cs jsou libovolné konstanty. Jejich volbu opét provedeme na zakladé okrajovych
podminek (13.18):

r=0=— Cy =0,
x=1= Cysin/|\|l = 0.

Z prvniho vztahu méame C; = 0 a z druhého (opét povazujeme moznost Co = 0 za
nezajimavou)

sin /Al =0 (13.21)

odkud
VIANl=nm, n=0,£1,£2,...

2
I\ = (”T”) o n=0,41,42, ...

Poslednim vztahem jsou fakticky urcéeny mozné hodnoty ¢isla A. Protoze je jich nekonecné
mnoho, budeme je indexovat a také budeme brat do uvahy, ze to musi byt zaporna cisla.

Proto )
An:—(?> =12 ..

Uzavieme zkoumani okrajové ulohy (13.17), (13.18) s tim, ze m& nekoneéné mnoho
ruznych netrivialnich feSeni tvaru

X (x) :ansin#, n=12...

odpovidajici hodnotam

2
)\:An:—<n77T) =12 ... (13.22)
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Dosazenim (13.22) do (13.16) dostavame pro hledanou funkei 7" a pro kazdou hodnotu
indexu n = 1,2,... obyc¢ejnou diferencialni rovnici

nme\ 2
(1) + (T”) T(t) = 0,
kterd ma obecné feSeni (tentokrat vynechame detaily jeho nalezeni, typové je rovnice

shodnd s rovnici (13.17))

nmc

l

a b, ¢’ jsou libovolné konstanty. Proto jsou funkce

n’ -n

« . Nmc
t+c, sin——t

T, (t) = b cos l

un(z,t) = X, (2)T,(t) = (b;’; cos ?t + ¢ sin ?t) ay, sin ”lﬂ

nmce nmce nmx

= (An coS Tt + B, sin ; t) sin T

kde jsme preznacili A,, = b%a, a B, = c¢a, (nyni jsou A, a B, libovolnymi konstantami)
feSenimi ulohy

PPu 0%

o~ a2
w(0,t) =u(l,t) =0, t>0,

0<ax<l t>0,

tj. feSenimi vychozi tlohy ale bez pocatecnich podminek (13.13), (13.14). Abychom nasli
feSeni vychozi tlohy, které by vyhovovalo i témto pocatecnim podminkam budeme ho
hledat ve tvaru

- - nmwe nwe nw
=S u,(z,t) = A, cos 25t 4 B, i t) si . 13.23
u(z,t) nz:lu (z,1) ;( cos — + B, sin ; >Sln i ( )
Funkce (13.23) bude vyhovovat poc¢ateénim podminkam, jestlize
> nwr
0) = o(z) = S A, sin 22 13.24
u(z,0) = ¢(x) ; sin — ( )
a dale
ou - nmwe\ . nwx
Sr(@,0) = va) = ; B, (T) sin (13.25)

Definujme na intervalu [—[, ] liché funkce

(@) = { —p(—z) z€ [—l,()]’

N
@
N
&
Q.
I°N
2.
£
o
=

<
<

<
=

RN
<

\.93\
N<
@

S

—~~

=

I
@]

N
o
=
<
o
(o
=
D¢
—+
@

o]
=
]
[@X
&
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Rozvinme funkce ¢*(x) a ¢*(z) do Fourierovych fad podle vzorcu pro rozvoje lichych
funkei, definovanych na intervalu [—[, (], které jsou uvedeny v ¢asti 13.5. Protoze na in-
tervalu [0, 1] plati ¢(z) = ¢*(z) a na intervalu (0,(] je ¥(x) = ¥*(z) muzeme Fourierovy
fady zapsat takto

Zb sin 0z e [0,1], (13.26)

kde Fourierovy koeficienty b, jsou

9 [l
bn=7/ w(m)sin?dx (13.27)
0
a
= nwx
— N b, sin 2L 1, 13.2
() ; sin—=, € (0, (13.28)

kde Fourierovy koeficienty b, jsou

/ ne: sin@dx (13.29)

Dva rozvoje funkei pro ¢ (rozvoje (13.24), (13.26)) a v (rozvoje (13.25), (13.28)) musi
byt stejné. Jejich porovnanim a uzitim vztahu (13.27), (13.29) dochézime k zévéru, ze

9 [l
A, =0, = —/ go(x)sinwd:v
A l

- 2
: 1/1( )sinnlﬂdx

—b, =
nmwc nmwc

Resenti tdlohy je zakonceno a jeho tvar, vyhovujici vSem pocateénim a okrajovym podminkam
je

o0 ! !
Z [(2 / ©(x) sin nre dx) cos nmet + <i / Y (z) sin nry dx) sin mrct} sin nre )
— I Jo l l nwc Jo l l l

Na zaveér jesté ucinime poznamku o jednoznacnosti feSeni. Lze dokéazat, ze pokud je funkce
¢ dvakrat spojité diferencovatelnd na [0, ], ¢"'(z) je po ¢astech spojitd, funkce 1) je spojité
diferencovatelna na [0,1], ¥ (x) je po ¢astech spojitd a

©(0) = ¢"(0) = p(l) = ¢"(1) =0,

¥(0) = () =0,

pak je nalezené teseni (13.30) s uvedenymi koeficienty jedinym tesenim formulované tlohy.
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13.10 Cviceni

Piiklad 10 Kmitajici struna je upevnéna v bodech x = 0 a x =1, | > 0. V pocdtecni
moment méla tvar lomené cary

2h
[
2h

7 (l—x) jestlize

T jestlize 0<ax <

Y

DN | =~

<z <l

N | =~

Najdéte profil struny za predpokladu, Ze plati podminky (13.11) a t(z) = 0.

Reseni. Funkce u(z,t) je ddna souétem fady:

u(x,t) =— | sin — - cos — — — sin — - cos

8h (. wx Tat 1 . 37z 3mrat
2 l l 32 [ )

+ —sin - COS — — sin — - cos

52 l l 72 l l

1 Srx Srat 1 | Trx 77Tat+ )

Priiklad 11 Najdéte resent rovnice
Pu  *u
otz Ox?
za predpokladu, Ze
Ju

Ul,_n =T - = —X.
’t_O ’ at o

Reseni. Dand tloha mé feSeni

u(z,t) =x(1 —1t).

Priklad 12 Najdéte resent rovnice

Pu  ,0%u
— = —
ot? 0x?
za predpokladu, Ze
| 0 ou
ul,_g =0, — = COS .
ot |,_o
Reseni. Dan4 tloha mé feseni
cos x sin at
u(z,t) = ———.

a
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14 Rovnice vedeni tepla a Laplaceova rovnice

14.1 Cil kapitoly

Budeme pokracovat ve studiu parcidlnich diferencidlnich rovnic druhého tadu. Nyni bu-
deme studovat nékteré rovnice parabolického a eliptického typu, které se ¢asto v aplikacich
vyskytuji - rovnici vedeni tepla a Laplaceovu rovnici.

Ukazeme si jejich zakladni vlastnosti a také, jaké se kladou okrajové a pocatecni podminky,
aby jimi bylo feSeni urceno jednoznacneé.

Resen{ Laplaceovy rovnice budeme hledat Fourierovou metodou separace proménnych.

14.2 Rovnice vedeni tepla

Teplota homogenniho izotropniho télesa se da popsat rovnici
coou Pu  Pu  *u
S =+,
kot 0x?  0y?> 022
pricemz u(x, y, z, t) oznacuje teplotu télesa v bodeé [z, y, z] v dobé ¢, k je koeficient vodivosti
tepla, ¢ je specifické teplo a o je hustota télesa. Pokud si zavedeme substituci
k

T=—
co

(14.1)

potom se rovnice zjednodussi na tvar
ou  0*u  0*u  *u
— =33 ts33 T 53 (14.2)
or Oz oy 0z
Resenim této rovnice prohldsime kazdou funkei, kterd mé spojité druhé parcidlni derivace
podle proménnych z,y, 2z a spojitou prvni derivaci podle 7.
Pokud budeme predpokladat, ze funkce u zavisi pouze na jedné prostorové proménné,
dostaneme tzv. rovnici pro vedeni tepla v tyci
ou  J%u
ot 0x?’

pritom pro jednoduchost jsme oznacili 7 jako .

(14.3)

14.3 Dirichletova dloha pro rovnice vedeni tepla

V praxi jsou diskutované parcidlni rovnice feSeny za ruznych pocateénich a okrajovych
podminek. Velice casta je tzv. Dirichletova tiloha. Nyni uvedeme jednu z jejich formulaci:
Najit feseni u(z, t) rovnice (14.3), které je spojité pro 0 < x < [, t > 0 a spliiuje pocatecni
podminku

u(z,0) = o(z), (14.4)
a okrajové podminky

u(0,1) = pu (1), (14.5)

u(l,t) = pa(t), (14.6)

kde o, 111, p1o jsou zadané funkce.
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14.4 Princip maxima pro rovnici vedeni tepla
Nésledujici véta ddva moznost vniknout do vlastnosti feseni rovnice (14.3).
Véta 14.1 Jestlize u(x,t) je feSenim rovnice (14.3), které je spojité na uzaviené oblasti

0<z <,
0<t<T,

potom funkce u nabyvd svého mazima bud prot = 0, nebo pro x nebo pro x = 1.

Fyzikdlni smysl principu maxima je ziejmy: teplota tyce je nejvétsi bud’ na zacatku sledo-
vané doby ( tj. t = 0) a nebo na krajich tyce. Staci si uvédomit, ze se ty¢ nikde nezahtiva
a sledujeme jen vedeni tepla. V piipadé zahiivani tyce by jsme museli pro popis pouzit
rovnici

ou  O*u
e + [z, 1), (14.7)

kde funkce f(z,t) je nezdpornd a kladna aspon pro nékteré hodnoty x a t.

14.5 Laplaceova rovnice

Budeme-li predpokladat, ze vyse studované parabolické rovnice popisuji staciondrni (na
case nezavislé) jevy, potom budou parcidlni derivace feseni podle ¢asu nulové a parabolické
rovnice piejdou v rovnice eliptického typu. Nyni uvedeme casto se vyskytujici eliptické
rovnice, nazyvané Laplaceovymi.

Laplaceova rovnice ma v pripadé dvou nezavislych proménnych tvar

0’u  0%*u B

@ + a—y2 =0. (14.8)

Casto uvazujeme také Laplaceovu rovnici v piipadé, ze hledand funkce zdvisi na t¥ech
proménnych. Potom je jeji tvar:

Pu  Pu  u
52 5t T o = (14.9)

Obé rovnice (14.8) a (14.9) jsou rovnicemi eliptického typu. Casto je zapisujeme ve tvaru
Au =0,
kde symbolem Awu rozumime v piipadé rovnice (14.8) operétor
0%u N 0%u
ox?  Oy?’
a v piipadé rovnice (14.9)) operétor
0*u N 0%u N 0%u
ox?2  Oy? 022
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Piiklad 14.1 Reseni Laplaceovy rovnice Au = 0 pro u = u(z,y) lze vyjadrit ve tvaru
rady

U= Z a; sin (iz + ;) sinh (iy + ) ,
=0

kde a;, B;,vi € R.

14.6 Fourierova metoda separace proménnych pro Laplaceovu
rovnici

Také pii feseni Laplaceovych rovnic se pouziva metoda separace proménnych (Fourierova
metoda) o které jsme jiz hovorili v ¢asti 13.5. Budeme jeji pouziti ilustrovat na prikladu.

Piiklad 14.2 Hledejme reseni Laplaceovy rovnice Au = 0 pro uw = u(x,y) metodou se-
parace promennych.

Reseni: Mame rovnici Au = 0 a predpokladame, ze plati u = u(z,y) = ¢(x)¥(y). Potom
po dosazeni do Laplaceovy rovnice dostaneme

Pu  Pu 0
@ + a_y2 — Y
Po(x)vly)  Pe@)dly) _
Ox? Oy? -
62 62
v 22+ o0 T o,

Budeme dale predpokladat, ze funkce ¢, 1) jsou nenulové, potom muzeme posledni rovnici
vydeélit jejich souc¢inem. Prislusné parcialni derivace budou oby¢ejnymi derivacemi, protoze
jde o parcialni derivovani funkci jedné proménné. Dostaneme

o'(x)  V"(y)
20) 0y

V posledni rovnici mame na levé strané soucet dvou ¢initeld, z nichz prvni zavisi pouze
na proménné x a druhy pouze na proménné y. Jejich soucet se bude rovnat nule pouze
v piipadé, Ze se oba sc¢itance rovnaji konstanté s opa¢nym znaménkem. Oznacéme ji A.

Potom méame
S, V)
plx) 7 YY) ’

=0.

neboli
P(x) = de(x),  "(y) = =M (y).
Tyto rovnice umime fesit. Reenf zapiSeme ve tvaru ve tvaru
Ae¥Ae | pe=VAs pro A >0,

or(x)=¢ Ax+ B pro A =0,
AV 4 eIV pro A <0,
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C'elVN | De=iVi pro A >0,
Ua(y) =< Cy+ D pro A =0,
CeV™ + De V™™ pro A< 0.

Reseni lze také zapsat ve tvaru

asinh(VAz + ) pro A >0,
orx) =4 ax+ pro A =0,
asin(v—Ax+ ) pro A <0,

~vsin(vV Ay + 6) pro A >0,
Ualy) =4 1y +9 pro A =0,
ysinh(v=Ay + ) pro A < 0.
Integra¢ni konstanty A, B, C, D, «, 3,7, 0 zavisi na veli¢iné \.
Z poslednich vzorci mimo jiné plyne, ze feSeni dvojrozmérné Laplaceovy rovnice nemuze
byt soucasné periodické ve sméru x a y. L.

14.7 Shrnuti kapitoly

Pokracovali jsme ve studiu parcidlnich diferencidlnich rovnic druhého fadu. Vénovali jsme

se rovnicim parabolického a eliptického typu = rovnici vedeni tepla a Laplaceovu rovnici.
Seznamili jsme se s jejich zakladnimi vlastnostmi. Ukézali jsme si jaké se pouzivaji okra-
jové a pocatecni podminky pro nalezeni jednoznac¢ného feSeni dané lohy.

Pro urceni feseni Laplaceovy rovnice jsme pouzili Fourierovou metodou separace proménnych.

14.8 Resené piiklady
14.8.1 Fourierova metoda pro rovnici vedeni tepla

Priklad 14.3 Najdéte reseni rovnice
ou 0%
—_— = —
ot 0x?
pro
O<ax<l, t>0

za predpokladu, Ze

L,

u(,0) =p(x), 0<a<
. t>0.

u(0,t) =u(l,t) =

Reseni: Nasim cilem je najit feseni tlohy pouzitim Fourierovy metody. Piedpoklddejme,
ze se proménné daji rozdélit takto:

u(z,t) = X(x) - T(t).
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Dosazenim do rovnice dostaneme
X(2)T'(t) — o*X"(2)T(t) =0

nebo po tuprave

() X'(x)
T~ XD Al (14.10)

Z okrajovych podminek
u(0,t) = X(0)T'(t) =0, u(l,t)=X{)T(t) =0

vyplyva, ze

Proto funkce X (x) vyhovuje okrajové tloze

X"(z) = AX(z) =0, 0<z<l, (14.11)
X(0)=X(l) =0. (14.12)

Funkce T'(t) vyhovuje rovnici
T'(t) — M\a*T(t) = 0. (14.13)

Hledame takové hodnoty A, které vedou k netrividlnim feSsenim uvedené rovnice. Jsou
mozné nasledujici tii piipady:

(i) Necht A = 32, 3 > 0. Pak m4 tloha (14.11) obecné fesen{ tvaru
X (x) = ¢y exp(fx) + ¢y exp(—p).
Z okrajovych podminek (14.12) dostdvame

c1+cy =0,
c1 exp(Bl) + caexp(—pl) = 0.

Odtud mame ¢; = ¢ = 0. Proto je tento piipad nezajimavy.
(i) Necht A = 0. Pak m4 tloha (14.11) obecné fesen{ tvaru
X(x) =z + co.
Z okrajovych podminek (14.12) dostdvame

CQZO,
Cll—I—CQ =0.

Odtud opét mame ¢; = co = 0. Tento ptipad je proto také nezajimavy.
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(iii) Necht A = —32, 3 > 0. Pak m4 tloha (14.11) obecné feseni tvaru
X (x) = ¢ cos fx + ¢y sin fu.
Z okrajovych podminek (14.12) dostdvame

C1 = 0,
c1 cos Bl + co sin Bl = 0.
Odtud mame
c1 =0, sinf@l=0.
Proto
Ol = nm.

Uloha (14.11), (14.12) ma netrividln{ feSeni pouze v piipadé, kdyz

2
)\:An:—<$> =12 ...

Toto reSeni ma tvar
nmT

X, (z) = aysin -

Cisla ), nazgvame vlastnimi &sly a funkce X, (2) vlastnimi funkcemi. Resenf rovnice (14.13),
ve které je polozeno A = \, je

T, (t) = by exp (— (@)215) .

2
up(z,t) = Apexp (— (@) t) ~sin#

Proto jsou funkce

feSenimi ulohy

ou  ,0%u
— =a"—, 0<x<I[,t>0
o Yo VETELE=D

u(0,t) =u(l,t) =0, t>0.

Abychom nasli feSeni vychozi tilohy budeme jeji feseni hledat ve tvaru
- nmwo\ 2 nmwx
H=5"4, —(—) t) - sin 22 14.14
u(x,t) Z exp ( ; > sin — ( )

Funkce (14.14) bude vyhovovat poc¢dtecnim podminkdam, jestlize

u(z,0) = p(x) :ZAnsinw, 0<z<lI
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Rozvinutim funkce () do Fourierovy fady dostaneme hodnoty koeficienti

nmwx

2 l
A, = —/ @(x)sin —dzx, .
L Jo l

Na zaveér jesté uc¢inime poznamku o jednoznacnosti feseni. Lze dokazat, ze pokud je funkce
¢ spojita na [0,1], ¢'(x) je po ¢astech spojitd a

pak je nalezené teseni (14.14) s uvedenymi koeficienty jedinym resenim formulované tlohy.

14.9 Cviceni
14.9.1 Fourierova tuloha pro Laplaceovu rovnici
Piiklad 13 Najdéte reseni rovnice

u
ox  oy?
pro
O<z<a, O0<y<b
za predpokladu, Ze
u(z,0) =u(x,b) =0, 0<z<a,

waw—gwxggmw—Jmm 0<y<b

Reseni. Funkce u(x,y) je ddna souctem u(x,y) = uy(z,y) + us(z, ), kde

u(z,y) = Z an (cosh % - tanhnzasinhnzx> sin mbry )
n=1
ug(z,y) = ; b, sinh P2 sin %
a pro koeficienty plati
9 [t

%ZgAg@ﬁm%}w,
2 1 b

b, = — h(y) sin —ydy
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Priiklad 14 Najdéte resent rovnice

o
ox  oy?

pro
O<z<m O<y<m

za predpokladu, Ze

ou ou ou ou
T2,0) = oz, m) = 240,9) = 0, 2(m,y) = cos3y.
8y<x’ ) ay(a:,w) 5y (0 ¥) =0, 5-(m,y) = cos3y
Reseni. Resen je dédno vztahem
cosh 3z
u(z,y) = Temhan <o 3y.
Priklad 15 Najdéte resent rovnice
0%u N Pu 0
ox  oy?

pro
O<zx<m O<y<m

za predpokladu, Ze

Ou du du . 3x
MQ@ZE?%W+M%®:5ﬁmw:Q-— .

ResSeni. Reseni je dano vztahem

3 3
3 cosh ?y — 2sinh 73;

3 3T
3 cosh — — 2sinh —
COS 5 sin 5

u(z,y) = - cos 3y.
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15 Metoda koneénych diferenci pro PDR

15.1 Cil kapitoly

V predchozich kapitoldach jsme se seznamili s teorii parcidlnich diferencialnich rovnic
prvniho a druhého fadu a s nékterymi analytickymi metodami jejich Teseni.

Nevyhodou analytického fesSeni je, ze se nedd pouzit vzdy. Existuje velmi Siroka tiida
rovnic, které neumime analyticky fesit. V téchto piipadech musime pouzit numerické
metody TeSeni.

Cilem této kapitoly je sezndmit ¢tenare s moznosti numerického feseni nékterych typu
parcialnich diferencialnich rovnic druhého fadu pomoci metody konecénych diferenci.

15.2 Princip metoda kone¢nych diferenci pro PDR
Vezmeéme si nejjednodussi piipad: Méjme parcidlni linearni diferencidlni rovnici eliptického
typu

Pu  0u

kde u = u(,),Q = {(£.y) - a <z < be<y<dholny) >0Vey e, o f jsou
spojité na 2.
Necht je splnéna tzv. Dirichletova okrajovd podminka na hranicich oblasti Q:

a<x<hb,

r(d), q(b) = s(d).

Posledni tadek nam zabezpecuje spojitost okrajovych podminek v ,rozich“ oblasti 2. Viz
obrazek 15.1.
Vytvoifme sit na oblasti Q (nejcastéji se pouzivaji ¢tvercové a nebo obdélnikové sité).

—~
2}
~
=
—~
=
~
I
VA
—~
O
~
)
—~
S
~—
I

b—

i=a+ih, i=01,.. . nn+l, h=-—2
n+1

. . d—c

yi=c+jk, 7=0,1,...,mm+1, k:erl'

Uzly jsou pak body (z;,y;). Ozna¢me u;; = u(z;,y;). Za predpokladu, ze plati

0*u
< My, 8_y4

*u

B §M4,M4€R,M4<OO,

t.j. u(z,y) je spojitd a ma ohranicené parcidlni derivace do ¢tvrtého Fadu vcetné. Pak
muzeme vyjadrit derivace pomoci diferenci a dostaneme

Pulwiy) (UMJ —2uy iy B y'))
= iy Yj 9

0x? h? Eu
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Y,

x
p q(z)
r(y) Q s(y)

. p()

- T
a b
Obrazek 15.1: Metoda konecnych diferenci
O*u(xi, yj) Wijp1 — 2w +uijon Ky

S = (e W) )

kde z;_1 < & < zip1, Yj—1 < nj < y;j+1. Jestlize pfedpoklddame spojitost u(x,y), pak
pro dostatecné malé h, k muzeme zanedbat chybové funkce. Potom dosazenim do (15.1)
dostavame proi=1,2,...,n,j=1,2,....,m:

2Uij — Uip1j — Uim1y 4 2Uij — Uit — Ui

n2 K + it = Jij-

Vynasobenim této rovnice koeficientem hk dostaneme

h k k h
(2 (E + E) + hk’gz‘j) wij = 3 (Uivry + Uim1g) = 3 (Wi + Uig1) = hkfij.
Dosadime podle pocateénich podminek

Uio = Piy,  Uim41 = Gis Uoj = Tj,  Unt1,j = Sy,

kde p; = p(x;),q; = q(x;),7; = r(y;),s; = s(y;), dostaneme tak soustavu linedrnich alge-
braickych rovnic a po jejim vyfeseni ziskdme hodnoty u,;. V piipadé pravidelné ¢tvercové
sité, t.j. h = k, se tato soustava dale zjednodussi na tvar

(4 + hQO'Z‘j) Uij — Ui41,5 — Ui—1,5 — Ui 541 — Ui j—1 = h2fij' (152)

Vsimnéte si, ze matice soustavy je v obou piipadech pro o;; # 0 diagondlné dominantn{
a proto muzeme pouzit i iteracni metody feSeni. V piipadé o;; = 0 jde o soustavu, kde
je diagonalni dominantnost neostra, ale je ostra pro vSechny rovnice, v nichz je aspon
jeden hrani¢ni bod. Pro takovéto matice nam bude opét konvergovat Gauss-Seidelova
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metoda, ale obecné dosti pomalu. Pti vétsim poctu rovnic se vyplati pouzivat relaxaéni
nebo superrelaxaéni Gauss-Seidelovu metodu, které nam podstatné zlepsuji konvergenci
a hlavné rychlost vypoctu. Zvlasté v tomto pripadé, kdy matice koeficient soustavy je
idkd (t.j.obsahuje velké mnozstvi nulovych prvku).

Analogicky postup muzeme pouzit pro numerické feSeni vSech linearnich parcidlnich di-
ferencialnich rovnic druhého radu. Postup feseni je vzdy stejny: derivace nahradime dife-
rencemi a hledame teseni soustavy linearnich algebraickych rovnic.

Pro dalsi parcialni derivace se pouzivaji aproximace:

Ou(i,y;) _ wiyrg —uy  Ou(®iyy)  Uijon — iy

ox h ’ dy k ,
ou(z;, y;) _ Uiy — Uiy u(w;, y;) _ Wi — Ui
ox h ’ dy k ’
ou(z;, y;) _ Wiy — Uil ou(;,y;) _ Yig+1 T Wit
Ox 2h ' oy 2k '
O*u(z;,y;) _ Uitd g1 — Wignjo1 — Yicien T Ui
0xdy 2h2k '

Problémy pii feseni mohou vznikat, pokud oblast {2 neni obdelnikova.

Definice 15.1 Bod P;; = (x;,y;) sité na oblasti Q) nazveme vnitinim, jestlize vsechny body
usecek spojujicich jej se sousednimi body Pii1;, P;j+1 leZi v ) a nazveme jej hranicnim
v opacném pripade.

Pro urcéeni hodnoty funkce u v hrani¢nich bodech se nejcastéji pouziva linedrni interpolace
¢i extrapolace.
Necht hraniéni bod @ lezi na spojnici uzli P;;, Pi+4 j, ve vzdalenosti 6 od bodu P;. Necht
se hodnoty funkce u méni linedrné podél této spojnice. Potom

u(Q) — u(Py) _ u(Piy) — u(Pim1y)

o h

Protoze podle definice 12.6 muzeme psat u(Q) = ¢(Q) a dale u(P;;) = u;;, tak po uprave
dostaneme

) )
P(Q) = (1 + E) Uij = 3 Ui-1g

a nebo ho(Q) + 6 " 5
o) +oui—1; o
h+6 _h+5gp(Q)+h+5uH’”

protoze zname hodnotu v bodé ) a potfebujeme dopocitat hodnotu v bodé F;.

uij =

Pro rovnice jinych typu je postup analogicky. Vzdy pozadujeme, aby vysledna soustava
linedrnich algebraickych rovnic byla jednoznaéné ftesitelnd. 7Z této podminky plynou i
pozadavky na tvar rovnice, které nam potom zaruci jednoznacnost a konvergenci feseni.
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Postup si ukazeme na rovnici parabolického typu, pujde o zobecnéni rovnice vedeni tepla
(14.3), kdy ptidame jesté dalsi ¢len,

ou  O*u
5% @‘i‘f(%t)a (15.3)

pocatecni podminka
u(z,0) = p(x), (15.4)
a okrajové podminky
u(0,t) = (1), (15.5)
u(l,t) = pa(t), (15.6)

kde f, o, 1, po jsou zadané spojité funkce, r €< 0,1 >, t €< 0,T >.

Rozdélime si interval < 0,1 > na n dili délky Ax = —. Na ose t si zvolime velikost kroku
n

At tak, aby platilo At = pAx?. Divod bude ziejmy z dalsiho vykladu. Derivace v rovnici

(15.3) nahradime diferencemi a dostaneme

Uikl — Wik  Uipl ke — 2Uik + U1k
At Ax?

+ f(wity).
Nyni vyndsobime celou rovnici vyrazem At = pAz? a dostaneme po tipravé

Ui g1 = (1= 20)uip + 01 p + ig1x) + Atf (24, ). (15.7)
Dosazenim do pocatecénich a okrajovych podminek dostaneme

wio = o(x;), uo g = pa(te), wi) = p2(tr). (15.8)

Tim jsme ziskali soustavu linearnich algebraickych rovnic. Pro jeji feSitelnost je tfeba volit
0 < 1/2. V opaéném piipadé nastdva numerickd nestabilita a vypocet se bude vyrazné
lisit od skutecnosti.

15.3 Shrnuti kapitoly

Seznamili jsme se pouziti numerické metody kone¢nych difertenci pro urceni feseni nékterych
typu parcialnich diferencidlnich rovnic druhého radu.

Zakladem metody je diskretizece proménnych, pficemz krok nemusi byt na obou souradnicovych
osach stejny. Misto spojitého feseni hledame diskrétni funkci definovanou na koneéném
poétu bodit. Uloha nalézt fesenf parcidln{ diferencidln{ rovnice druhého fadu je prevedena

na ulohu nalézt feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic. Konstruke reSeni ndm
zarucuje, ze ziskana soustava linearnich algebraickych rovnic bude jednoznaéné tesitelné.
Ziskana diskrétni funkce v limité konverguje k presnému reSeni nasi tlohy.
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15.4 Reseny piiklad
Priklad 15.1 Metodou konecnych diferenci reste okrajovou ilohu
Ugy + Uyy = 8T
u(z,0) = 2%, u(0,y) =0,  u(x,y)],2p 0 = 102(y +1),
kde oblast €2 je vnitrni cdst cturtkruhu
x>0, y>0, 2 +y? < 10.
Reseni: Rovnici si upravime na stejny tvar jako (15.1)

Pu  0%u
A
ox? 0y

Zvolme ¢tvercovou sit s krokem i = 1.Potom mdme hrani¢ni body

u(0,0) =0, u(1,0) = 1,u(2,0) = 8,u(3,0) = 27,
u(0,1) =u(0,2) = u(0,3) =0,
u(1,3) =40, u(3,1) = 60.

Jesté potrebujeme znat hodnotu v bodé P, 5. Protoze je
Q = (2.449;2), p(Q) = 73.485, 6 = 0.449,

, linearni interpolaci dostaneme

1+ 0.449

U = = 50.697 + 0.310u 2.

Nyni pro 3 vnitin{ uzly sestavime sitové rovnice podle (15.2), pfitom hrani¢ni uzly jsou
podtrzeny.

4U1,1 — Up,1 — U1 — UL — U2 = -8,
4U1,2 — U111 — U3 — U2 — U2 = =8,
4U2,1 — U1 —U31 — U0 — U22 = —16

a pak pridanim odvozeného vztahu pro usy o dostaneme soustavu 4 rovnic o ¢tyfech nezndmych.

Po uprave

1 1
Uyl = Z(O + U21 + 1 + U/LQ) — 18,

1 1
U2,1 = Z<ULI + U292 + 60 + 8) — 116,

1 1
Uy = 4_1(0 +40 + ug 1 + ug2) — 187

Uga = 50.697 + 0.310uy .
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Jejim feSenim je pak

upy = 12.384,
Ug.1 = 30.768,
15 = 25.768,
Ugs = 53.688.

Dalsi postup je pak obvykly, t.j. zmensime krok a opakujeme vypocet az se nam odchylky
v uzlovych bodech ustali.
Necht je h = 1/2. Potom dostaneme sitové rovnice pro 19 vnitinich bodu a jesté musime
dopocitat hodnoty 5 hrani¢nich uzli linedrni interpolaci. Dostaneme tedy soustavu 24
rovnic o 24 neznamych. Pfitom kazda rovnice obsahuje nejvyse 5 nenulovych hodnot
proménnych.
Pro hrani¢ni uzly mame

ug = 37.651 + 0.196us 1,

UJ5,3 = 44388 + 0.2231,6473,
Ugq4 = 38.717 + 0.4731,6374,
U,375 = 36196 + 0.44671275,

a pro posledn{ hodnotu bereme bud’

1
U6 = 5(“0,6 + ug6) = 20,

nebo si tuto hodnotu vypoéitame, pfitom bereme sousedni uzly po vertikdle ( doposud
jsme je brali po horizontdle), pak dostaneme rovnici

uy 6 = 16.567 4+ 0.196u; 5.
Pro vnitini uzly pak budeme mit soustavu
—duy + upr + w1 + U1 + ur2 = 1,

—4ugg + Ugy + ury + Ugp + Uz =1,
—4duy3 + up3 + urg + Uz + Uy = 1,
—4uyy + Ups + U1z + Ugg +us = 1,
—dugs + ups + w14 + ugs + uie = 1,
—dugy + w11 + ugo + uzr + ug = 2,
—dugy + Urp + Uy + Uzp + U2z = 2,
—4ugg + U3 + Uy + Usz + U = 2,
—4ugy + Urg + Uz + Usg + Ugs = 2,

—4ugs + U + Ugg + Uss + Uge = 2,



208 Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné

—dugy + ug1 + uzo + a1 + uz2 = 3,
—dugs + ugz + uz1 + ug2 + uzz = 3,
—4dugg + Uz + Uy + Ugz + Usg = 3,
—dugg + ugq + uzz + ugg + ugs = 3,
—dugy + uz1 + ugo + us1 + ug = 4,
—4ugs + uzy + g1 + usz + ugz = 4,
—duyz + uzsz + ug2 + usz + ugg = 4,
—dusy + g1 + uso + ug1 + us2 = 5,
—dusz + g2 + us1 + ug2 + usz = 5.

Tim méame celou soustavu hotovou a zbyva ji ,,jen“ vytesit. 0

15.5 Cviceni

Piiklad 16 Metodou konecnijch diferenci reste okrajovou tlohu
Ugy + Uyy = BT

u(z,0) =22, u(0,y) =0, (T, Y)] 2 yp2m10 = 102(y + 1),

kde oblast 2 je vnitrni cast cturtkruhu
>0, y>0, 22+¢y*<0.
Reseni. Postupujte podobné jako v feseném pifkladu 15.1.

Priklad 17 Co to jsou hraniéni body sité?

Reseni. Tento pojem je uveden v definici 15.1.
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16 Metoda koneénych prvkua pro PDR - reSeni po-
moci Matlabu

16.1 Cil kapitoly

Cilem této kapitoly je predvést, jak muzeme parcidlni diferencialni rovnice numericky
resit s pouzitim Matlabu. Matlab nepouzivd pro feseni PDR metodu koneénych dife-
renci, popsanou v piedchozi kapitole, nybrz metodu konecnych prvku, ktera je jednou
rencialnich rovnic. Princip této metody zde bude nastinén jen velmi, velmi zhruba, protoze
na podrobnéjsi vysvétleni bohuzel nemame prostor.

16.2 Metoda koneénych prvku

Metoda kone¢nych prvku (MKP, anglicky FEM — | finite element method“) ma mnoho
spolecnych rysu s metodou konecnych diferenci (MKD). Opét hleddme feseni néjaké
parcialni diferencidlni rovnice na zadané oblasti (2. Matlab umoznuje fesit parcidlni di-
ferencidlni rovnice druhého fadu na rovinnych oblastech (tj. hledana funkce u zdvisi na
prostorovych proménnych z a y a piipadné na ¢ase t), ale obecné lze metodou kone¢nych
prvku fesit i rovnice vyssiho nez druhého fadu a ve vyssich dimenzich nez v roviné (ovsem
uz v tifrozmérném prostoru se problém technicky velmi zkomplikuje). Vsude dal v této
kapitole budeme uvazovat pouze rovinné oblasti.

Stejné jako u metody konecnych diferenci oblast {2 pokryjeme siti. Na rozdil od MKD se
vsak v zakladni verzi metody koneénych prvkiu pouzivaji trojihelnikové sité, viz obrazek
16.1. Rikdme, ze oblast Q ztriangulujeme. Na obrizku vidime, ze sif nemusi byt
nikterak pravidelna. Je vsak vhodné, aby jednotlivé trojihelniky nebyly piilis , placaté®,
tj. aby jejich vnitini 1ihly nebyly ptilis malé.

Vyhodou trojuhelnikovych siti (oproti obdélnikovym, které se pouzivaji u MKD) je to,
ze mohou dobfte vystihnout i velmi slozité oblasti. Tim odpadaji problémy s realizaci
okrajovych podminek, které jsme tesili u MKD (viz ptiklad 15.1).

Dalsi analogie s metodou kone¢nych diferenci je v tom, ze pavodni parcialni dife-
rencidlni rovnici pfevedeme na soustavu algebraickych rovnic (linedrnich ¢ ne-
linedrnich, dle povahy puvodni tlohy) s nezndmymi wuy,us,...,u,, kde u; je pribliznd
hodnota Teseni v ¢-tém uzlu sité a n je pocet uzlu. Postup, jakym je tato soustava tzv.
diskretizacnich rovnic ziskana, je vSak zcela odlisny a daleko komplikovanéjsi nez u MKD
a popisovat jej zde nebudeme. Soustavu diskretiza¢nich rovnic vytresime — tim ziskdme
hodnoty teseni v uzlovych bodech — a za piiblizné feseni rovnice na celé oblasti 2 bereme
destickovou plochu (coz je prostorovéd analogie lomené ¢ary v roviné, viz obrézek 16.2)
danou témito hodnotami. To, ze ziskdme TeSeni na celé oblasti, a nikoli jen v uzlech sité,
je dalsi vyhodou metody kone¢nych prvku oproti MKD.

Pro ilustraci slouzi obrazek 16.2, na kterém vidime ptiblizné feseni rovnice —Au = 4 na
oblasti  z obrazku 16.1 s okrajovou podminkou u(z,y) = 2 — 2% — y* na 9Q. Snadno
bychom ovérili, ze presnym feSenim této rovnice s touto okrajovou podminkou je funkce
u(z,y) = 2—2? —y?. Grafem resen{ tedy je rotacni paraboloid. Vidime, Ze piiblizné resen{
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0.4

0.3

0.2

0.1p

Obrazek 16.1: Triangulovana oblast 2

nalezené metodou koneénych prvku tvarem paraboloidu vecelku odpovida, pro presnéjsi
srovnani bychom museli porovnat piislusné numerické hodnoty. Prostorovy graf nemusi
byt ovSem zrovna nejpiehlednéjsi, feSeni se proto castéji znazornuje pomoci vrstevnic, viz
obrazek 16.3.

-0.5 -0.5 0 .
Obrazek 16.2: Graf priblizného feseni Obrazek 16.3: Priblizné fteSeni téze
rovnice znazornéné pomoci vrstevnic

0.5

16.3 Priklad reseny pomoci Matlabu

Poznamka 16.1 Vsem jazykovym puristim se omlouvame za to, Ze v dalsim textu bu-
deme do cestiny michat riznd anglickd slova (a obcas je jesté navic potvorit skloriovanim,).
Autori z vlastni zkuSenosti soudi, Ze v oblasti pocitacovych programu je prilis dusledny
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preklad do ¢estiny spis na skodu véci.

V Matlabu lze parcidlni diferencialni rovnice fesit velmi snadno, méame-li nainstalovany

N

s grafickym uzivatelskym rozhranim (GUI). Ukazeme zde feSeni jednoho piikladu prave
v tomto prostiedi. Budeme fesit témér totozny piiklad, jako byl ten v predchozi kapitole
(pt. 15.1).

Priklad 16.1 Pomoci Matlabu reste metodou koneénijch prvku okrajovou tlohu
Pu 0u

kde oblast ) je cturtina kruhu se stredem v pocdtku souradné soustavy a polomeérem 3,
kterd lezi v prunim kvadrantu:

Q={(z,9): x>0, y>0, 2> +y* <9},

s Dirichletovymi okrajovymi podminkamsi

U({E,y) = 333 naFlz{(az,y):OS:pg&y:o},
wz,y) = 0 naTy={(r,y):x=0,0<y <3}, (16.2)
u(r,y) = >0

3

2.5

15

0.5

0 0.5 1 15 2 25 3

Obrazek 16.4: K piikladu 16.1: Oblast €2 a jeji hranice, rozdélena na tii casti
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Reseni: Spustime Matlab. Do pifkazového okna napiseme pifkaz k otevieni prostiedi
pro Teseni parcialnich diferencialnich rovnic:

>> pdetool

Otevie se nésledujici okno

-} IPDE Toolbox - [Untitled]
Fie Edt Options Draw Boundary FDE Mesh Solve Plot Window Help Y

o 1@ @. - s P [ A & — @ O\'|:§EHEFE—SEE‘E' -jl % D5 ¥ 04025

Set formula:

08— —

06— —

04 -

02— —

D2k |

D4 |

DB -

ngk |

4 ! | | | I
15 E 05 0 05 1 15

It Drav 2.0 geometry

Reseni pitkladu v tomto prostfedi popiseme krok za krokem. Kazd4 akce, kterou je tfeba
provést, bude oznacena symbolem e.

Zadani oblasti (2

Oblast, na které tesime parcialni diferencidlni rovnici, muzeme zadat interaktivné. Na
bilou plochu uprostied muzeme umistovat ruzné geometrické obrazce (obdélniky, kruhy,
elipsy a polygony) a pak z nich pomoci mnozinovych operaci (sjednoceni, pruniku a
rozdilu) sestavit pozadovanou oblast. Nasi oblast (¢tvrtkruh) dostaneme jako prunik
kruhu se sttedem v pocatku a polomérem 3 a ¢tverce, ktery ma levy dolni vrchol v poc¢atku
a stranu o délce 3 (piipadné cokoli vétsiho nez 3).

Rozmezi os na plose neodpovida nasim potiebam, a proto je musime zménit:

e V menu v polozce Options vybereme Axis Limits. .. a nastavime spravné rozmezi -
pro nas priklad muzeme zadat pro obé osy napi. meze -1 az 4.

Daéle nastavime, aby se ukazovala mtizka a aby se body, které budeme za chvili klikanim
zadévat (vrcholy ¢tverce a pod.) k mfizce prichytavaly.

e V Options klikneme na polozku Grid.

e V Options klikneme na polozku Snap (,,snap to grid“ = | prilnout k miizce*).
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Nyni zadame kruh:

e Klikneme na tlacitko se symbolem (£). Tim budeme zadévat elipsu, s tim, Ze prvni
bod, na ktery klikneme, je jejim stiedem.

e Najedeme mysi na bod (0, 0), stiskneme tlacitko mysi (diky tomu, Ze jsme zvolili ,snap
to grid“, se nemusime trefit Gplné presné) a tdhneme - objevi se obrys elipsy. Tdahneme,
az elipsu (v nasem piipadé vlastné kruh) natdhneme do pozadovanych rozmeérnu.
Podobnym zpusobem zadame ¢tverec:

e Klikneme na tlacitko se symbolem [_]. Tim budeme zadavat obdélnik.

e Opét najedeme na bod (0,0) (levy dolni roh ¢tverce) a dotdhneme kurzor do bodu (3, 3)
(pravy horni roh).

Vysledek by mél vypadat néjak takto:

) [PDE Toolbox - [Untitled] DEx
file Edt Options Draw Boundary FDE Mesh Solve Flot window Help )
| - e = |l ol = B 2 | Generic Scatr ”'jl X 4 v 25
Set formula: [ ]
1C1+311
4
T
3
501
25 R Rl SRR —
1 R . ——— —
. N | . o
a N .
05 e
0
05 S—
4 i i
-1 05 o 05 1 15 2 26 3 36 4
Into: Cortinug srawing or edit set fortula, _
Exit

Kdybychom néktery z objektu zadali jinak, nez jsme chtéli, muzeme jej vcelku snadno
opravit: Nejprve na pozadovany objekt klikneme a tim jej vybereme pro dalsi upravy
(aktudlné vybrany objekt ma ¢erné zvyraznénou hranici). Je-li nevhodné umistén, ale ve-
likost m& pritom spravnou, muzeme jej pomoci mysi pretahnout na jiné misto. Chceme-li
zménit velikost, staci, kdyz na vybrany objekt ,doubleklikneme* (Jak je tohle spréavné
cesky? Poklepneme? Dvojklikneme?). Otevie se dialog, ve kterém muzeme zménit rozmery,
umisténi i nazev. Pokud jsme to zkazili iplné, muzeme vybrany objekt stisknutim kldvesy
Delete odstranit a zacit znovu.

Zatim jsme jen zadali kruh a ¢tverec, ale nijak jsme pocitaci nesdélili, ze nas zajima je-
jich prunik. To provedeme nyni. Podivdme se na policko nadepsané Set formula. Do
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tohoto policka zaddvame mnozinovy vzorec (,set“ méa kromé mnoha jinych i vyznam
,mnozina“, formula“ snad prekladat netfeba), pomoci néhoz je z jednotlivych zadanych
oblasti sestavena oblast vyslednd. Muzeme pouzivat operatory + (sjednoceni), % (prunik)
a — (mnozinovy rozdil). Pii nasem zaddvani kruhu a ¢tverce se v poli Set formula au-
tomaticky objevil text C1+SQ1. Kdybychom to tak nechali, za oblast €2 by se vzalo
sjednoceni oblasti C1 (C jako ,circle“ = kruh) a SQ1 (SQ jako ,square” - ¢tverec). My
ale potfebujeme prunik, a proto

e zménime text v editaénim poli Set formula na C1*SQ1. Navenek nepozname zadnou
zménu, obrazek bude vypadat porad stejné.

Nyni nastal vhodny okamzik pro ulozeni vydobytku nasi prace.

e Ulozime rozpracovanou ulohu napf. jako soubor prikladl.m (klasicky: v menu File,
Save as...).

Muzeme se do ulozeného souboru podivat, napt. v editoru Matlabu nebo tfeba v Poznamkovém
bloku, jak kdo chce. Uvidime, ze Matlab automaticky vytvoril pomérné dlouhy soubor,
v némz vétsiné véci nerozumime, a proto do néj nebudeme vrtat.

Pri dalsi praci je vhodné ¢as od casu ulohu opét ulozit, dale jiz to zduraznovat nebudeme.

Zadani okrajovych podminek

Pokracujeme zadanim okrajovych podminek. Nejprve si nechame zobrazit hranici oblasti.
e Klikneme na tlacitko se symbolem 0f2. (Jind moznost: v menu Boundary, pak Boun-
dary Mode.) Ukéze se ndm hranice oblasti:

-} PDE Toolbox - PRIKLADT.#

File Edt Options Draw Boundary PDE Mesh Solve Plot  window Help £l
O O|®| 3| @ | e | A L = | B Ao B]
Set formula:
3 T T T T T T
S : : i e : : oo s

e It

) I U U . [ S S ———
Qi e e S O R S s . \ S S AR T |

T i i s s : s .

g 05 a s 1 15 2 25 i} 35 4

Inf. Click to select boundaries. Double-click to apen boundary cordiian dislog ho. _
Exit
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Postupné zaddme okrajové podminky podle predpisu (16.2). Nejprve zaddme podminku
na vodorovné ¢asti hranice I'y (viz téz obrazek 16.4).

e Doubleklikneme na vodorovnou cast hranice. Otevie se dialog pro zadavani okrajové
podminky. Jind moznost: Na piislusnou ¢dst hranice klikneme (jednou). Tim bude tato
¢ast hranice vybrana pro dalsi praci. Pak vybereme v menu Boundary a Specify Boun-
dary Conditions...

V dialogu nyni zaddme okrajovou podminku u(z,y) = x3. V Matlabu lze zadavat dva
zékladni druhy okrajovych podminek, Dirichletovy (je piimo zadéno, ¢emu se ma fesent
na hranici rovnat) a Neumannovy (které obsahuji téz derivaci feseni ve sméru normély
k hranici). Nase okrajové podminky jsou Dirichletova typu.

e V dialogu proto vybereme (¢éi spis nechdme nastaveno) Condition type na Dirichlet.
Matlab o¢ekdva nyni podminku ve tvaru (viz horni ¢ast dialogu) h-u = r, kde h a r
jsou zadané funkce, p¥ipadné konstanty. Pro nasi podminku u(x,y) = 23 je h = 1 a
r(x,y) = 23

e V dialogu vyplnime kolonku pro funkci r vyrazem x.~3. (Funkce h je na jednicku
nastavena automaticky.) Vyplnény dialog by mél vypadat takto:

<} Boundary Condition

Eoundary condition equation: H*u=r
Condition type: Coefficiert Walle Description
) Meumann
(&) Dirichlet
b 1
i %3

Podobnym zpusobem zadame okrajové podminky na ostatnich ¢dstech hranice:
e Doubleklikneme na svislou ¢ast hranice. V dialogu zkontrolujeme, zda je zatrzen Di-
richletuv typ okrajovych podminek a vyplnime kolonku pro funkci r vyrazem O.
e Totéz provedeme pro obloukovou ¢ast hranice, tentokrat zaddme 9*x.* (y+1).

Zadani rovnice

Nyni zadame samotnou parcialni diferencialni rovnici, kterou chceme vytesit.

e Klikneme na tlacitko PDE nebo v menu vybereme PDE a pak PDE Specification...
Otevie se dialog pro zadani rovnice. V levé ¢asti dialogu vybirame typ rovnice - na vybér
mame rovnici eliptickou, parabolickou, hyperbolickou a problém vlastnich ¢isel. Nase rov-
nice (16.1) je typu eliptického, proto

e vybereme (piipadné jen zkontrolujeme, zda je vybrén) z moznosti pro Type of PDE
typ Elliptic.

Rovnice je nyni o¢ekdvana (viz horni ¢ast dialogu) ve tvaru

—div(c- gradu) + au = f (16.3)
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a po ndas se chce, abychom doplnili funkce ¢, a a f. Doufdme, ze tvarem (16.3) nejste prilis
zaskoCeni, pro jistotu vsak pripomenme, ze je-li f funkce proménnych zq, xo, ..., z,, pak
gradient funkce f je

ap (2 01 o
rad f = ey ,
& 0xy O ox,,
a jsou-li g1, 9o, ..., g, funkce proménnych zq,x,,...,z,, pak divergence zobrazeni g =
(glv cee 7gn) je
dg1 . 0ga 9gn
divg= ">+ "=+ + :
g axl 8&:2 axn

Téz si snad pamatujete, ze

diV(gradf>=i(af)+---+ 0 (8f)—52f+...+82_f:Af.

Dy \ Ox1 Oy \ Oz, ) 22 D2

n

Resend rovnice (16.1), tj. % + ‘32712‘ = 8z, po snadné dpravé —Au = —8x, se tedy do tvaru
(16.3) prepise jako

—div(l-gradu) +0-u = —8.

Proto dialog pro zadani rovnice doplnime takto (nékteré z uvedenych hodnot uz tam
mozna jsou ,samy od sebe“, pak je pochopitelné nechame byt):

e Do kolonky pro funkci ¢ doplnime konstantu 1, do kolonky pro a napiseme nulu a do
kolonky pro f napiSeme -8%x.

Cela véc by pak méla vypadat nésledovneé:

-} PDE Specification

Ercjuation: ~livictgraci(u))+atu=f

Type of PDE: Coefficient Walue
(%) Bligtic e ho
) Parabolic 3 0o
() Hyperholic f E:B*x
() Bigenmodes !

Triangulace oblasti
Oblast Q) ztriangulujeme:

e Kliknéte na tlacitko s trojihelnikem nebo v menu vyberte Mesh a pak Initialize Mesh

Chceme-li mit sit jemnéjsi, muzeme

e kliknout na tlacitko s trojihelnikem rozdélenym na ctyri mensi trojihelniky nebo v menu

vybrat Mesh a pak Refine Mesh.
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Zjemnénou sit pak muzeme jesté ponékud vylepsit (zpravidelnit, odstranit z ni nékteré
tzké trojihelniky) pomoci funkece Jiggle. (Puvodni vyznam slova ,jiggle“ je ,,pohupovat “
¢i ,,trhané se pohybovat “, v souvislosti se siti se tim mysli zhruba to, ze uzly sité se trosku
popremistuji, kazdy uzel se presune do pruméru svych sousedt.)

e Muzeme v menu vybrat Mesh a pak Jiggle Mesh - tuto operaci muzeme provadét
i opakované.

Pokud se nam to, co se se siti déje, nelibi, muzeme tpravy brat zpét pomoci menu: Mesh,
pak Undo Mesh Change. Prvni ndvrh sité muzeme ovlivnit pomoci nastaveni parametru
(v menu Mesh, Parameters...). Zde muzeme napi. nastavit maximalni povolenou délku
hrany (maximum edge size).

Jestlize jsme zjemnéni a ,,jigglovani“ provedli praveé jednou, méli bychom mit na obrazovce
toto:

-} PDE Toolbox - PRIKLADT.#
File E0f  Options Draw Boundary PDE Mesh Solve Plot Window Help L

[Generic Seater :jl X 05 v o

D|E|O|®| 3| m | me| Al L] = &S

Set formula:

25 p o R B A AN P e T e

(15 B LS p S e e e e SR i O S S e e —

Inf. Jiggled mesh consists of 552 nodes and 1028 triangles.

Sit muZzeme exportovat pro jeji piipadné dalsi pouziti: v menu Mesh, pak Export Mesh....
Sit bude uloZena pomoci tif matic, jejichZz jména si muZeme vybrat. Matlab ndm nabizi
jména p, e a t. Prvni matice bude obsahovat informace o uzlech sité (points), druhd
o hrandch (edges) a tteti o trojuhelnicich (triangles). S témito maticemi pak v Matlabu
muzeme dale pracovat dle potteby, napft. si jejich prvky muzeme nechat vypsat do souboru,
ktery pak muzeme prenést a pouzivat v jiném programu.

Reseni rovnice a jeho grafické znazornéni
Ted kdyZ mame vSechno pfipravené, muZzeme konecné najit priblizné reSeni rovnice.
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e Klikneme na tlacitko s rovnitkem nebo v menu vybereme Solve, pak Solve PDE.
Resen{ bude asi chvilku trvat (je nutno ne zcela jednoduchym zpusobem sestavit a pak
vyfesit systém zhruba 500 rovnic o 500 nezndmych — pokud pracujeme se siti, kterd je
na predchozim obrazku). Az je pocita¢ hotov, feSeni se zobrazi pomoci dvourozmérného
obrazku — hodnoty feSeni na oblasti €2 jsou rozlisSeny pomoci barev, vpravo mame zob-
razenu stupnici (angl. colorbar), pomoci niz pozname, jaké barva odpovida jaké hodnoté
feseni.

Chceme-li feseni exportovat pro dalsi pouziti, udélame to pres menu: Solve, pak Export
Solution.... Regenf je ulozeno ve formé vektoru (jméno si milzeme vybrat, automaticky se
nabizi u), jehoz slozky jsou hodnoty feseni v jednotlivych uzlech sité. Cheeme-li s timto
fesenim dale pracovat, pripadné je (pfes soubor) prenést do néjakého jiného programu,
musime k nému samoziejmé mit i pifslusnou sit, hlavné jeji uzly, jinak je zcela bezcenné.
Parametry zobrazeni feSeni muzeme meénit. Formulai pro nastaveni parametru se nam
zobrazi po stisknuti tlacitka s 3-D grafem, pripadné se k nému dostaneme z menu: Plot,
Parameters... Zde jiz nechame kazdému ctenaii prostor pro experimentovani.

16.4 Cviceni

Piiklad 18 Pomoci Matlabu najdéte priblizné reseni ulohy
—Au = 5sin <10arctg %) na €2,

kde € je ¢dst mezikruzi o polomérech r =1, R = 3, kterd lezi v prunim kvadrantu,
Q={(z,y) : x>0,y >0,1<2*+y* <9},

s okrajovymi podminkamz

u(z,y) = 0 naly={(z,y):2>0,y>0,2*+y* =1},
wz,y) = 5 naly={(z,y):z>0,y>02"+y* =09}
n-gradu = 0 nals3={(z,y):1<2<3,y=0}aly={(z,y):2=0,1<y <3}

Reseni. Spise nékolik poznamek a tipt:

Pozor na okrajovou podminku zadanou na I's a I'y. Symbolem - se zde nemysli obycejné
nasobeni, ale skaldrni sou¢in. Podminka mohla byt téz zapsana jako Ou/0n = 0. Jednd se
o homogenni Neumannovu okrajovou podminku, které se téz iikd podminka kolmosti. Az
budete mit feseni, nechte si zobrazit vrstevnice (contours) a pokuste se odhadnout, pro¢
se v souvislosti s touto podminkou zminuje zrovna kolmost.

Pii zadavani této podminky si muzete vSimnout, ze v Matlabu bude ocekavan tvar
nxcxgrad(u) +qu=g. Pismenem n se mysli normala 7, takze nezaddvame nic. Funkce c
je tataz jako v rovnici (viz (16.3)) a zaddame ji (nebo spi$ nechdme nastavenou na 1) az
pii zadavani rovnice. Jediné, co musime zadat primo zde, jsou funkce ¢ a g.

Prava strana rovnice je ponékud komplikovana, ale neni to ze zlomyslnosti, spis k tomu
vedla snaha o to, aby vysledny obrézek byl zajimavéjsi nez u feSeného piikladu. Pozor
na spravny zapis operatoru - nezapomente na patticné misto napsat tecku. Funkce arctg
se v Matlabu zadava jako atan, ne t¥eba arctan! Z toho, ze zlomek y/x na ¢dsti hranice
oblasti Q neni definovan, si nemusite délat hlavu - Matlab si s tim poradi, zvlast, kdyz se
tento zlomek dale dosazuje do funkce arctg.
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Znaceni

STaATeENzZ
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mnozina prirozenych ¢isel

mnozina celych cisel

mnozina realnych cisel

mnozina racionalnich ¢isel

mnozina iracionalnich ¢isel

mnozina komplexnich cisel

polynom n-tého stupné proménné x
matice typu m,n (s m fadky a n sloupci)
matice s prvky a;;

jednotkova matice

determinant matice A

matice inverzni k matici A

matice adjungovana k matici A
algebraicky doplnék prvku ag,
hodnost matice A

vektorovy prostor vSech usporadanych n-tic
standartni skalarni soucin

norma vektoru x

norma matice A

konec dukazu, konec teseni piikladu
vektorovy sou¢in vektoru a, b
kartézsky sou¢in mnozin A, B
posloupnost prvku z,

derivace funkce f podle x

parcialni derivace funkce f podle x

Laplaceuv operator
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