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Uvod

Tento ucebni text by mél slouzit predevsim posluchacum bakalarského studia FEKT VUT,
ktefi uvazuji pokracovat v navazujicim magisterském studiu. Vzhledem k redukeci poctu
hodin matematiky v bakalarském sméru bylo nutné vypustit nékteré tématické celky, které
jsou nutné k pochopeni matematickych predmétu i aplikaci v navazujicim magisterském
studiu.

Cilem tohoto textu je tedy vytvoreni kontinuity matematickych znalosti absolventu ba-
kalarského studia pri prechodu na navazujici magisterské studium. Jeho obsahem je vyklad
integralniho poctu funkce vice proménnych, kiivkového a plosného integralu, systému
zejména linearnich diferencidlnich rovnic s ohledem na kvalitativni metody feSeni a stabi-
lity Teseni. Jde o standartni souc¢ast matematické analyzy, kterd ma velky vyznam v apli-
kacich.

Zvladnuti této latky je pomérné obtizné, protoze vyzaduje znalost zejména diferencialniho
poctu funkce vice proménnych a zakladnich pojmu linearni algebry, coz je naplni zejména
I. kapitoly. Dalsi obtiz spociva v tom, Ze je nutné zavést pojem ,n-rozmérného integralu “
a nasledné pojmu krivka, plocha, kiivkovy a plosny integral. Prestoze jde o intuitivné
jasné pojmy, jejich matematicka definice je pomérné komplikovana. Pro potfeby inzenyrského
studia je nutné udélat kompromis mezi obecnosti, matematickou presnosti a nazornosti
vykladu. Pro pfipadné zajemce o podrobnéjsi vyklad lze doporucit napi. [2], [3], [10].
Vyklad novych dulezitych pojmu obvykle motivujeme a doprovéazime ilustrujicim piikladem.
Kromeé toho je v textu zarazena fada fesenych i nefesenych prikladu, ¢asto i s aplika¢nim
charakterem. Jejich pocet je dostatecny k osvojeni latky i samostatnému studiu.

Brno, tijen 2004 Autori
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1 Neékteré pojmy z diferencialniho poctu funkce vice
proménnych

1.1 Metrika, metrické prostory

Pojmem metriky na dané mnoziné chceme vystihnout co nejobecnéji pojem vzdalenosti
objektt, které dané mnoziné nalezi. Méfeni vzdalenosti objektu je vyvolano potiebami
praxe.
Vzdalenosti dvou bodu p, ¢ na piimce, v roviné, resp. v prostoru se zpravidla rozumi tzv.
euklidovska vzdéalenost. Vzdalenost bodu je vsak relativni pojem. Demonstrujme to na
tomto prikladé:
Méjme v roviné néjakou mnozinu bodi M (pro jednoduchost koneénou) a dale necht je
dan systém £ lomenych car takovych, ze kazdé dva body p;,p; € M lze spojit aspoil
jednou lomenou carou L € L (viz obrazek).
D5 Necht body pi,ps,--- € M piestavuji obce a lo-
mené cary predstavuji cesty. Pro zemémeérice je po-
A 4 jem vzdalenosti dvou obci jasny, je to ,nejkratsi®
g4 vzdalenost téchto obci, tedy pro malou ¢ast zemského
/ povrchu v podstaté euklidovskd vzdélenost (napf.
P3 D2 vzdalenost ,obci® pi,ps je vyznaCena na obrazku
prerusovanou carou. Pro cestovatele, ktery se chce
/ z jedné obce dostat do jiné a pouzivd k tomu
I Yz pouze existujicich cest, je vSak euklidovskd vzdalenost

~ e~/

vat vzdalenost patrné takto:

Vzdalenost bodu p;,p; je délka nejkratsi lomené ¢ary ze systému L, kterd tyto body
spojuje.

Hovoftili jsme zatim o vzdalenosti geometrickych bodu. S rozvojem védy a techniky se uka-
zuje, ze je treba se divat na pojem vzdalenosti z obecnéjsiho hlediska v tom smyslu, zZe je
zapotfebi kvantitativné vystihnout ,,vzdalenost“ nebo, jak se také nékdy tikéd, ,,odchylku ¢
i jinych objektl, nez jsou geometrické body. Uved me ndsledujici pifklad:

Pomoci nékterého fyzikdlntho systému (napft. elektrického obvodu) chceme generovat
signédl (z matematického hlediska funkci ¢asové proménné), ktery by mél zadany tvar.
Zpravidla se nam nepodaii vytvorit z danych prvku systém tak, aby generoval zadany
signal. Zde si muzeme polozit zjednoduseny problém: sestrojit takovy systém, ktery by
vytvarel signal, jenz by se od zadaného v jistém smyslu do nejméné odchyloval. Vidime,
ze je tedy tucelné zavést pojem vzdalenosti i pro funkce.

Nékdy pottebujeme charakterizovat odchylku dvou signalu f, g z hlediska jejich hodnot
v jednotlivych ¢asovych okamzicich t € (a,b). V tomto piipadé je piirozené vzit v tivahu
absolutni hodnoty vSech moznych rozdilu funkénich hodnot: | f(t) — g(t)| a jako odchylku
dvou signalu vzit maximum z téchto ¢isel (viz obr. 1.1), tj. definovat odchylku (vzdélenost)
signalu f, g vztahem

p(f,9) = ax |f(t) = g(®)]

te
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Takové odchylka (,,vzdalenost“) funkei se nazyva stejnomérnd.

Obrazek 1.1: Stejnomérnd odchylka (vzdélenost)

Chceme-li vsak posoudit, jak se lisi dva signaly f,g z hlediska energetického, pak je
ucelngjsi definovat odchylku (,,vzdélenost“) signalu f, g vztahem

o(f,9) = \// (f(t) = g(t))* dt.

(Tato tzv. stredné kvadratickd odchylka nemd ovsem tak ndzorny geometricky vyznam
jako stejnomeérnd odchylka.)

Chceme-li definovat pojem vzdalenosti (metriky) prvku (,bodu“) v libovolné mnoziné, je
prirozené vychazet z urcitych obecnych charakteristickych vlastnosti, které ma vzdélenost
chapand intuitivné:

1. Je ptirozené pozadovat, aby vzdalenost dvou ruznych bodu byla kladné realné ¢iso
a vzdalenost bodu od sebe samého byla rovna nule.

2. Stejné prirozeny je pozadavek, aby vzdalenost méfena od bodu p k bodu ¢ byla
stejna jako vzdalenost mérend od bodu ¢ k bodu p.

3. Konectné je rozumné, aby v definici metriky figuroval jesté pozadavek, ktery by
vystihoval tu skutecnost, ze vzdéalenost bodu p od bodu ¢ se nemuze zmens§it tim,
ze bychom ji mérili ,,oklikou® ptres bod r. Tento pozadavek je zndm z elementarni
geometrie, kde se vyskytuje v této podobé: Soucet délek dvou stran v trojihelniku
neni nikdy mensi nez délka tieti strany (tzv. trojihelnikovd nerovnost).

Po tomto tvodu k problematice metriky muzeme vyslovit definici, kde budou matematicky
formulovany zminéné pozadavky kladené na vzdalenost.
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Definice 1.1 Necht P je mnozina. Rekneme, Ze p je metrika v P, jestlize kazdé usporddané
dvojici (p,q) bodu z P je pritazeno pravé jedno redlné tislo p(p,q) (tj. p je redlnd funkce
na P x P) tak, Ze pro libovolné body p,q,r € P plati:

(M1) p(p,q) >0, je-li p # q; p(p,p) = 0 (pozitivnost metriky)

(M2) p(p.q) = plq,p) (symetrie metriky)

(M3) p(p,q) < p(p,r)+ p(r,q) (trojihelnikovd nerovnost)

Mnozinu P spolu s metrikou p nazjvame metrickym prostorem, jejz oznacujeme (P, p).
Pruky mnoziny P nazgvame body metrického prostoru (P, p); ¢islo p(p, q) nazgvime vzddlenosti
(nekdy téz odchylkou) bodi p, q.

V téze mnoziné P muze byt definovano nékolik metrik p, o, 7,.... Pak je tfeba rozlisovat
ptislusné metrické prostory (P, p), (P,o),(P,T),....
Piiklady metrickych prostort

1) Redlna osa R. V mnoziné vsech redlnych ¢éisel definujme metriku p predpisem

ple,y) =z —yl, zyeR,
Je ziejmé, ze p ma vlastnosti (M1), (M2), (M3).
2) Rozs§ifend redlnd osa R*. V mnoziné R* = R U {—00,00} definujme metriku w
predpisem

w(z,y) = |arctgz — arctgy|, xz,y € R",

5, arctg(—oo) = lim arctgr = —7.

9
2 T——00

Podminky (M1), (M2), (M3) jsou opét splnény. Vzdalenost w(x, y) je patrnd z obrazku 1.2.

kde arctg(4+o0) = lim arctgx =

------------------------- )

Obrazek 1.2: Metrika v R*.
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3) Aritmeticky n-rozmérny euklidovsky prostor. Je to mnozina R" (mnozina uspo-
radanych n-tic redlnych ¢isel) s metrikou p definovanou predpisem:

Necht p,q € R,

p=(T1,..,Tn),q = (Y1,---,Yn), Pak

Y2 g

p(p.q) = (1.1)
P (p,q)

X2
Metrika p definovana vztahem 1.1 se nazyva P
euklidovska metrika.
Vzdélenost p je v piipadé n = 2 znézornéna
na obrazku. X1 Y1

Misto euklidovské metriky je nékdy snazsi pracovat s témito metrikami:

o(a:,y)ZmaX{|:E1—y1|,...,|xn—yn|} (12)
(tzv. kubicka metrika)

T(7,y) = Z |2 — i (1.3)

(tzv. oktaedricka metrika)
Vzdalenosti o a 7 jsou v piipadé n = 2 znazornény na obrazcich.

Yo oq Yo q
X2 X2
P G (p.g) P (p,q)
X1 Y1 X1 Y4
Obrazek 1.3: Kubicka metrika Obrazek 1.4: Oktaedrickd metrika

4) Na mnoziné R x R definujme

a(z,y) = sin*(z — y)

Polozme napiiklad @ = 47,y = 2, pak a(z,y) = sin®(47 — 27) = 0, tedy pro = # y plati
a(z,y) =0, coz je ve sporu s podminkou (M1). Zobrazeni « neni metrikou na R.

Vztahy mezi body a mnozinami v R” ¢i v jiném metrickém prostoru muzeme charakteri-
zovat pomoci metriky. Nékdy je vSak uicelnéjsi (a i ndzornéjsi) je charakterizovat pomoci
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okoli bodu. Pojmy, které definujeme pomoci okoli, se nazyvaji zpravidla topologické
pojmy.

S okolim bodu v R jste se seznamili v kurzu BMA1. Okolim bodu a € R byl kazdy
otevieny interval (a —r,a +71),r > 0.
Lze také psat

(a—rya+r)={reR : p(x,a) <r},

kde p(z,y) = |z — y|. Vidime, ze okoli lze vyjadiit pomoci metriky.
Budeme nyni definovat okoli na metrickém prostoru (R, p).

Okolim bodu a € R" budeme rozumét mnozinu
Us(a) :== {p € R" : p(a,p) < 0}
(Ps(a) = Us \ {a} - redukované okoli)

V RR? je okolim bodu otevieny kruh se stfedem v bodé a a polomérem 6, v R? je okolim
bodu oteviena koule, viz obrazky.

Tato okoli se nazyvaji sféricka okoli v R™.

Pouzijeme-li kubickou metriku o, dostaneme pro n = 2 otevieny c¢tverec se stiedem v
bodé a, pro n = 3 otevienou krychli se stredem v bodé a, viz obrazky.
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Okolim Us(a) pti oktaedrické metrice je v R? otevieny ctverec se stredem v bodé a s
thlopiickami rovnob&znymi se soufadnicovymi osami, v R?® je to pravidelny otevieny
osmistén (oktaedr), viz obréazky.

V nésledujicich ivahach budeme uvazovat prostor (R™, p) a zkracené ho budeme oznacovat
R™.

Pomoci pojmu okoli budeme definovat zdkladni topologické pojmy v R™ . Necht M C R",
a € R™

1. Bod a nazveme vnitfnim bodem mnoziny M, existuje-li okoli U(a) C M. Mnozina
vech vnitinich bodi mnoZiny M se nazyvé vnitiek mnoziny M a znac¢i se MY

2. Bod a nazveme hrani¢nim bodem mnoziny M, jestlize pro kazdé okoli U(a) plati:
Ua@)NnM#O N Ul@NR*"\ M #0)

Mnozinu v8ech hrani¢nich bodi mnoziny M nazveme hranici mnoziny M a znac¢ime

hM.

3. Bod a nazveme bodem uzdvéru mnoziny M, jestlize kazdé okoli U(a) ma s M
neprazdny prunik. Mnozinu vSech bodu uzdvéru mnoziny M nazveme uzavérem
mnoziny M a znacime M.

7 definic je zfejmé, ze M° c M, M® = M — hM, M = M U hM.
4. Mnozinu M nazveme otevienou v R”, plati-li M = M°.
5. Mnozinu M nazveme uzavienou v R”, plati-li M = M.

6. Mnozinu M nazveme ohranicenou v R", existuje-li £ > 0 tak, ze pro libovolné
body p,q € M plati p(p,q) < k.

7. Rekneme, ze body a,b € M lze spojit cestou lezici v M, existuje-li spojité zobrazen{
p : (o, B) = R" takové, ze p(a) = a, p(B) =ba p((a, 8)) C M.

Neprazdnou mnozinu M nazveme pak souvislou, jestlize libovolné jeji body a, b 1ze
spojit cestou lezici v M.
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8. Otevienou souvislou mnozinu M nazveme oblasti.

9. Uzavrenou souvislou mnozinu M nazveme uzavienou oblasti.

Véta 1.1 1) Mnozina M je uzaviend, pravé kdyz obsahugje svoji hranici, tj. hM C M.
II) M je otevrend, prdvé kdyz nemd spolecné body se svou hranici, tj. M N hM = ().

III) Mnozina M je uzaviend (oteviend), pravé kdyz je jeji doplnék R™ \ M oteviend
(uzaviend) mnozina.

Na obréazku 1.5 je bod p vnitinim bodem a soucasné i bodem uzavéru mnoziny M, bod ¢
je hrani¢nim bodem a soucasné i bodem uzavéru mnoziny M.

Obrazek 1.5: Piiklad vnitintho a hrani¢niho bodu mnoziny.

Piiklad 1.1 Zjistéte, které z mnozin

1) My = (—2,3)
2) M, = <274)
3) M3 = (4,6)
4) My = {8}

5) My =R!

gsou otevrené, uzaviené v R a stanovte jejich hranici.

1) hM = {—2,3}, pricemz body —2,3 € M,. Ddle M, = My U hM, = (—2,3) = M; =
Mnozina je uzaviend (uzavieny interval).

2) hMy = {2,4}, pricemz 2 € My, 4 ¢ My, tedy My neobsahuje viechny své hranicénd body,
a tudiz neni uzavienou mnoZinou. JelikoZ bod 2 € My nepatri do MY (tj. nend vnitinim
bodem M), tak My # MY, z éehoZ plyne, Ze My neni oteviend mnoZina.

3) hMs = {4,6}, 4,6 ¢ Ms, pak My = Ms U hMs = (4,6) # M3 = (4,6), a tedy Ms
neni uzaviend mnozina. Jeliko? kazdy bod mnoZiny Ms je vnitini, tj. Mz = MY, tak Ms;
je otevrend mmnozina.
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4) Jelikoz kazdé okoli bodu 8 md neprdzdny prinik s My, nebot Us(8) N My = {8} pro
libovolné & > 0, tak 8 je bod uzdvéru mnoziny My, tedy My = M, = M, je uzaviend
mnozina.

5) Jelikoz vnitrek prdzdné mnoZiny je prdzdnd mnoZina, tj. Int ) = 0, tak 0 je oteviend
mnoZzina a komplement, tj. R\ ) = R, je podle véty 1.1 uzavrend mnoZina.

Jeliko? kazdy bod R je vnitrnim bodem, tak Int R = R!, tj. R! je otevrend mnoZina, a
tedy komplement R' \ R! = ) je podle véty 1.1 uzaviend mnoZina.

Tedy 0, RY, a tudi? i R™, jsou jak oteviené, tak i uzaviené mnoZiny.

1.2 Zobrazeni euklidovskych prostora

Dulezita bude pro nas ta skutec¢nost, ze lze v R™ pfirozenym zpusobem zavést pojem
vektoru.

Predstava vektoru v R™ je spjata s posunutim (translaci). Tento pojem je zndm z ele-
mentarni geometrie i z fyziky. Vime, Ze posunuti je jisté zobrazeni, které je urcéeno ve-
likosti a smérem a lze tudiz vektor interpretovat jako posunuti. Jevi se tedy prirozena

tato definice: )
Vektorem u v R" budeme rozumét zobrazeni,

které kazdému bodu p € R” pfitazuje pravée jeden

p+u
Plp+ua+u bod z R™, ktery ozna¢ime p+u (jde pouze o jinou
q+u formu zapisu - pfi zobrazeni zpravidla pouzivame
" pro obraz zapisu u(p) ) tak, ze plati pro kazdé
p(p.p +u) dva body p,q € R™
p(p,q) = p(p+u,q+u).
p
Viz obréazek.
p(p.q) q ( )

Oznacme soutradnice bodu p, ¢, p + u, g + u takto:

p:(xl)"'axn)a q:(yh‘"ayn)a
p+u=(z},...,2)), gt+u=(yy,...,y.).

Lze ukazat, ze plati

/ / -
T, — % =Y, — Y, t=1,...,n
Rikame, ze vektor u ma souradnice uq, ..., u,, kde
/ / .
w=x,—x(=y;—vy), i=1,...,n

a vektor u budeme zapisovat takto

u = [ug, ..., Uyl
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Rikdme, ze bod p' = p + u je posunutim bodu p o vektor u (nebo téz, ze jsme jej dostali
,Drictenim “ vektoru u k bodu p). Je-li p’ = p + u, pak piseme téz

u=p —p
a fikdme, Ze vektor u je ,rozdilem“ bodu p', p (v tomto poradi).
Kazdému vektoru je tedy pfirazena n-tice jeho souradnic. Je-li naopak [uq, ..., u,] n-tice
realnych ¢isel, pak zobrazeni (z1,...,2,) — (1 + w1, ..., 2, +u+n) je translace, tj. ma
vlastnosti 1.4 a urcuje tedy vektor u o souradnicich [uy, ..., uy,].

Mnozinu v8ech vektoru prostoru R™ ozna¢ime V(R™) a nazveme ji vektorovym prosto-
rem prostoru R™ (také se pouziva terminu vektorové zaméteni prostoru R").

Necht A C R™ a f je zobrazeni A do prostoru R™, f: A — R™. Je-li m = n, muZeme si
takové zobrazeni piedstavit jako premistovani bod v n-rozmérném prostoru (pro n = 2
v roviné). Napiiklad zobrazeni z R? do R? si muzeme piedstavit jako deformaci hmotného
télesa, kdy jednotlivé body méni pii tomto procesu svou polohu. Néktera zobrazeni z R
do R™ (n = 2,3) ndm pozdéji poslouzi pro popis kiivek v roviné ¢i prostoru; nékterd
zobrazeni z R? do R® ndm zase poslouzi pro popis ploch v prostoru. Piestoze budeme
studovat prevazneé realné funkce, prece se v nékterych situacich bez zobrazeni neobejdeme.

Zobrazeni f : A — R™ prifazuje bodu p = (z1,...,2,) € Abod ¢ = (y1,...,ym) € R™,
tedy

fxy,....xn) = Y1y, Um)- (1.5)

Kazdé souradnice y; (i = 1,...,m) je pii daném zobrazeni f jednozna¢né uréena n-tici
(1,...,2,). Existuji tedy funkce f; : A — R tak, ze y; = fi(x1,...,2,). Tyto funkce
dostaneme takto: Oznacme m; : R™ — R i-tou projekci, tj. mi(y1, ..., ym) = y;. Je tedy

ﬂ_i(f(xla s 7:511)) = Wi(yh s 7ym) =Y,

takze f; = mo f (i =1,2,...,m). Zobrazeni f je tedy uréeno uspoiddanou m-tic{ funkef
<f17 CI) fm), pféeme
f=(f1, -, fm)

Funkce f; se nazyvaji slozky (komponenty nebo soufadnice) zobrazeni f. Vztah 1.5
lze pak pomoci slozek f; vyjadrit také takto
1= filwr, .o 2n),
: (1.6)
Ym = fm(T1, ..., Tp).
Rovnice 1.6 se nazyvaji definujicimi rovnicemi zobrazeni f.

Uved'me piiklady zobrazeni z R? do R?, ktera budou mit vyznam v kapitoldch vicerozmérného
integralu a plosného integralu.
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Piiklad 1.2 Necht M C R2, £ = (fi, fo, f3) : M — R3, M = (0,27 x {0, ),
f(u,v) = (Rcosusinv, Rsinusinv, Rcosv), R>0.

Je tedy u € (0,27), v € (0, ).
Definugici rovnice zobrazeni £ mizZeme napsat ve tvaru

r = fi(u,v) = Rcosusinv
y = fao(u,v) = Rsinusinwv (u,v) € M.
z = f3(u,v) = Rcoswv
Odtud 2> +y*+ 2> = R?cos’usin?v + R*sinusin®v + R%*cos® v =

= R?sin’v(cos® u +sin®u) + R*cos’ v = R?.

Tedy 2> +y*+ 2> =R?,

coz je implicitni rovnice kulové plochy o polomeéru R se stredem v pocdtku.
Geometricky vyznam daného zobrazeni je na obrazku 1.6.

Obrazek 1.6: Kulova plocha

Priklad 1.3 Necht M C R%, f = (f1, fo, f3) : M — R3, M = (0,27) x (0, 7),
f(u,v) = (acosusinv,bsinusinv, ccosv),

kde a,b, c jsou obecné navzdjem ruzné kladné konstanty.
Je tedy opét u € (0,2m), v € (0,7) a plati

T = acosusinv
y = bsinusinv (u,v) € M.
Z = cCcosv

2 2 L2

Odtud — — + g + = = cos?usin®v +sinusin®? v 4+ cos*v =1,
a > 2
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Obrazek 1.7: Trojosy elipsoid

coz je implicitni rovnice trojosého elipsoidu, ktery v pripadé a = b prechdzi v rotaéni
elipsoid s osou z (podobné i pro a = c s osouy, b = c s osou x). V pripadé a =b = ¢
pak v kulovou plochu (sféru,).

Geometricky vyznam zobrazeni £ je na obrazku 1.7.

Piiklad 1.4 Necht M C R2, £ = (fi, fo, f5) : M — R3, M = (0, 00) x (0,27),
f(u,v) = (aucosv, businv, u?),

kde a,b jsou obecné navzdjem riuzné kladné konstanty.
Tedy u € (0,00), v € (0,27) a plati

I = aucosv

y = businv (u,v) € M.
2

z =1
22 P
Odtud —2—|—b—2:u200521}+u251n21):u2:z.
a
2 2
x Y
Tedy Z:E_'_ﬁ’

coz je rovnice eliptického paraboloidu. Je-li a = b, pak mluvime o rotaénim para-
boloidu.

Geometricky vijznam zobrazeni £ je na obrdzku 1.8.

Rovnice y = i—; + Z—; je opét rovnice eliptického paraboloidu s definujicimi rovnicemi

T = au CoSvU
y = u? (u,v) € M,
z = businwv

ktery md osu nikoliv v ose z, ale v ose y, viz obrdzek 1.9.
. . 2 2 . . .. , .
Podobné i x = %5 + %5 je rovnice eliptického paraboloidu s osou v ose x.
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2 B ot

Obrazek 1.8: Elipticky paraboloid

Obrazek 1.9: Elipticky paraboloid s osou v ose y

Priklad 1.5 Necht M CR%, f = (fi, fo, f3) : M — R3, M = (—o00,00) x (0, 27),
f(u,v) = (aucos v, businv, u),

kde a,b jsou obecné navzdajem ruzné kladné konstanty.
Tedy u € (—o0,00), v € (0,27) a plati

T = aucosv
y = businv (u,v) € M.

z=u
2 2
T Y )
Odtud =+ L =u’cos?v+u?sin®v =u? = 22.
a? b2
22 P

N

Tedy 2:?4—?,
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Obrazek 1.10: Elipticka kuzelova plocha

coz je implicitni rovnice eliptického kuzZelové plochy. Je-lia = b, pak jednd se o rotacénit
kuzelovou plochu.
Geometricky vyznam zobrazeni f je na obrdazku 1.10.

. 2 2 2 2 . - s , s, v s
Rovnice z = (/%55 + 35, resp. 2 = —\/ 55 + 15, je rovnici ,horni*, resp. ,dolni* kuZelové

plochy.

. 2 2 2 2. . . y
Podobné z? = Y+ 7z, resp. y? = % + %2, je rovnice kuZelové plochy s osou v ose x, Tesp.
v 0se y.

Priklad 1.6 Necht M CR% £ = (fi, fo, f3) : M — R3, M = (0,27) x (—o00,00),
f(u,v) = (acosu,bsinu,v),

kde a,b jsou obecné navzdajem ruzné kladné konstanty.
Tedy u € (0,27), v € (—00,00) a plati

T = acosu
y = bsinu (u,v) € M.
z =
22 2
Odtud —2+y—:coszu+sin2u:1.
a b?
2y
Tedy ¥+b—2:1,

coz je implicitni rovnice eliptické vdlcové plochy, = € (—o0,0), s osou v ose z. Je-li
a = b, jednd se o rotaéni vdlcovou plochu, tj 2> + y* = R2.

Geometricky vyznam zobrazeni £ je na obrazku 1.11.

Podobne i "g—z + Z—; =1, resp. i’l’—z + Z—; = 1, jsou eliptické valcové plochy s osami v ose y,
TeSp. v 0SE .
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\

X,

Obrazek 1.11: Elipticka valcova plocha

Analogicky x* + 22 = R?, resp. y* + 22 = R2, jsou rotacéni vdlcové plochy s osami v ose 1,
TeSp. vV 0S€ X.

Odtud plyne, Ze rovnice kuzelosecek v roviné jsou v prostoru rovnicemi vdlcovych ploch.
V pripadé rovnice paraboly, resp. hyperboly, mluvime o parabolické vdlcové plose (viz
obrazky 1.12 a 1.13), resp. hyperbolické vdlcové plose.

X/\y

Obrazek 1.12: Parabolickd valcova Obrazek 1.13: Parabolickd valcova
plocha y = 22 plocha y? = x

Na parabolickou vdlcovou plochu y = x* se mizeme divat jako na zobrazeni f = (f1, fo, f3) :
M — R3, kde M = (—00,00) X (—00,00), f(u,v) = (u,u?,v), t.

r=u
y = u? (u,v) € M,
Z =0
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podobné y* = x lze reprezentovat zobrazenim £ = (f1, fa, f3) : M — R3, kde M =
(_00700) X (_00700)7 f<u7v> = (u2,u,v), tj

r = u?
y=u (u,v) € M.
Z =0

Uvazujme nynf zobrazeni f : A — V(R™).
V tomto pripadeé slozky vektorové funkce f urcuji v kazdém bodé p souradnice vektoru
f(p) € V(R™). Oznacime-li tyto slozky opét napt. fi,..., fm, piSeme

f=1[f1,..., fm]-

—

Je tedy f(p) vektor o soutadnicich fi(p),..., fi(p) (rozumi se ve standarni bazi prostoru
V(R™)).

Vektorovou funkef v R” budeme rozumét zobrazeni f : A — V(R™), A C R". Specidlné
pro A C R, tedy n = 1, hovoiime o vektorové funkci skalarniho argumentu.

Zcela analogicky jako u zobrazeni muzeme vektorovou funkci vyjadrit pomoci souradnic
v nasledujicim tvaru:

Je-li p € A, pak F(p) = filp)e1 + fa(p)ea + -+ + fm(p)em, kde eq, ..., e, je standardni
baze v V(R™).

Poznamenejme, ze funkce jedné nebo vice proménnych tj. f: A - R, A C R", n > 1,
budeme nazyvat skalarnimi funkcemi.

Zejména ve fyzikalnich aplikacich budeme v piipadé vektorové funkce f:A4— V(R™),
A C R", hovotit o vektorovém poli fa analogicky v pripadé skalarni funkce o skalarnim
poli.

Piiklad 1.7 Zvolime-li v R3 kartézskou soustavu souradnic tak, aby hmotny bod o hmot-
nosti M leZel v jejim pocdtku O, je intenzita gravitacniho pole vytvoreného timto hmotnym
bodem

M

R

kde r je rddiusvektor libovolného bodu p # O. Toto pole muzeme téz vyjadrit vzorcem

H
E

—K r,

- M
E=-t——"=(p-0), peR’ p#£0.
lp—OP
— —
Vektor E = E (p) je vektor intenzity gravitacéniho pole v bodé p.
é
V kartézské soustave (O;eq, ey, €3) vyjddrime pole E pomoci souradnic ndsledovné:
= M
b= (22 + y? + 22)3/2 (wer +yez + 2e3),
kde p = (x,y,z) # (0,0,0), nebo téz
= —kMz —xMy —KkMz
(x2 +y2 +Z2)3/2 ’ (33'2 +y2 +22)3/2 ’ (12 _|_y2 +22)3/2
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Vektorové pole f:A— V(R™), A C R" pro n = 2,n = 3 znazornujeme tak, ze v kazdém
bodé p € A zobrazime vektor f(p) jako orientovanou usecku (sipku) s po¢ateénim bodem
p a koncovym bodem p + f(p), viz obrazek 1.14.

y R’ y V(R’)
F p+ 7(p)
o |
p
X X

Obrazek 1.14: Vektorové pole

1.3 Derivace ve sméru, parcialni derivace

V tomto odstavci si pripomeneme pojem smérové a parcialni derivace, zavedeny jiz v kurzu
BMA1, avsak z pohledu linearni algebry, zejména linearnich forem, které nam umozni
logickou ,,vystavbu* vyse uvedenych pojmu véetné nazornych odlisnosti derivace funkei
jedné proménné a derivace funkei vice proménnych.

Definice 1.2 Nechf f : G — R, G C R* a nechf p € G je vnitini bod mnoziny G,
a € V(RF). Ezistuje-li konecnd limita

hmf@+h®-f@ﬁ
h—0 h

nazjvdme ji derivaci funkce f v bodé p € G podle vektoru a € V(RY) a znacime
fi(p). Je-li vektor a jednotkovy, hovorime o smérové derivaci.

Smérové derivace fg , fi,,- .-, [, kde e, ey, ... e jsou vektory standardni baze (tj.
e; = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0),..., e, = (0,...,0,1) ), nazyvame parcidlnimi
derivacemi funkce f. Smérovou derivaci éj, (j =1,...,k) nazyvame parcialni derivaci
1. fddu vzhledem k j-té soutadnici (k j-té proménné) a znacime %. V pripadé k& = 2,
J

respektive k = 3, budeme znacit proménné z, y, respektive x,y, z a parcidlni derivace %,
p) . of 8f @

8—’;, respektive a—f;, 8—5, 8—’;.

Piedpokladejme nyni, Ze v bodé p € G existuje smérovd derivace f.(p) Va € V(R¥) a ze
zobrazeni F' : a+— fl(p) je linedrni formou vektoru a, tedy:

1) F(c-a)=c- F(a), tj. f..(p) =c- f.(p), pro libovolné c € R, a € V(R¥).
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2) F(a+b)=F(a)+ F(b), tj. fiip(p) = falp) + f1(p), pro libovolné a, b € V(R*).

Je ztejmé, ze existuje-li f1(p), pak existujei f.,(p), c € Raplati f. (p) = ¢ fi(p). Naproti

tomu, z existence smérovych derivaci f;(p), fi,(p) obecné neplyne existence f;,

v pripadé, ze f;,,(p), existuje, nemusi platit

p(p) a

fap) + fo(p) = fasn(p)- (1.7)
Priklad 1.8 Necht p = (0,0),a = (1,0),b = (0,1). UvaZujme funkci
[ () £(0,0)
f““”y)‘{ 07 () = (0,0).
Pk i) = g LOOO TR LONZFO.0) 0= 100) 0
poine ) = iy LD OD)ZF0.0) 700
h- — £(0,0 h,h 2
fonl) = i OO N QO L OD) = 70.0) _y, J00) e _
_ B 0o, h— 07
— wn T\ —oo, h—0"
Limita a tedy fi.y(p) v bodé p neexistuje.
Priklad 1.9 Necht p = (0,0),a = (1,0),b = (0,1). UvaZujme funkci
zy(z+y)
_ e (@) #(0,0)
an={ 5 200,
/ . f((0,0)—I—h'(l,O))—f(0,0) . f(h70)_f(0 0)_ . 0_
flp) = iny h = A
0,0)+Ah-(0,1)) — f(0,0 ) 0,h 0
) = i 00RO J00) SO0, 0
0,0)+h-((1,0 0,1))) — f(0,0 ) h,h
) = i 000 (00 O1) =00, J0u1) _
h2 (h+h)
= lim " — lim1=1.
h—0 h h—0

Tedy foin(p) =1# 0= falp) + fu(p)-
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Jestlize vsak f! existuje v jistém okoli U(p) bodu p a je v bodé p spojitd a existuje-li
fi(p), pak existuje i fi,(p), piicemz

farn(0) = falp) + fi(p).

Necht nynf a = aje; +- - - +agey, pak F(a) = ay F(e) +---+apF(e;), tj. fi(p) = F(a) =

a.w, kde w = (Fler)..... Flen) = (f4, (). - Jo, ) = (Z50). . 22(0))
Vektor w = (g—afl(p), ce %(p)) nazyvame derivaci funkce f v bodé p nebo také gra-

dientem funkce f v bodé p a znac¢ime f’(p) nebo gradf(p).

Funkce f mé v bodé p gradient, praveé kdyz funkce F' : a — fl(p) je linedrni formou a
plati

falp) = a.gradf(p).

7 existence gradientu funkce f v bodé p, tedy vSech parcialnich derivaci v bodé p, obecné
neplyne spojitost funkce f v bodé p, coz je podstatny rozdil oproti funkei jedné proménné,
kde z existence derivace v libovolném bodé xy € R plynula spojitost funkce f v bodé x.

Priklad 1.10 UvazZujme funkci

L () £ (0,0)
f(m’y):{ 0" (ey) = (0,0).

Plati afg;’o) :fél(oao):}lli%f((o’())—i_h(hl,()))_f(o’(]) :IIZE% f(};;o) :0’
. 8f(0,0)_ / T f((070)+h<071>>_f(070)_ . f(Oah)_
podobné oy fe,(0,0) = ;111_% ’ = lim —— = 0.

Tedy parcialni derivace v bodé (0,0) existuji a plati  gradf(0,0) = (0,0).

Nyni vysetrime spojitost funkce f v bodé (0,0), ukdZeme, Ze f v pocdtku neni spojitd.
K tomu staci ukdzat, Ze nékteré jeji zuzeni (restrikce) na mnoZinu obsahujici pocdtek
neni v pocdtku spojitd.

Necht h je ziZeni funkce f na mnoZinu

M = {(z,y) €R*: y=kzx, k+#0},

coz je svazek primek prochdzejicich poédtkem (h = f|u).

0, z=0.

kax? Kk
Tedy h(z) = f(z, kz) = { 2Ok — T4kze T #0

Vidime, Ze limita ziZeni h(x) pro x — 0 zdvisi na konstanté k, tedy napriklad pro k =
1,k =2, tedy primky y = x,y = 2x, dostavame dva rizné viysledky:

k=1: lin%h(x) =1

k=2: limh(z) =2

z—0
Odtud plyne, Ze limita funkce f v pocdtku neexistuje, tedy f neni v pocdatku spojitd, pricemz
parcialni derivace v pocatku existuyi.
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Tedy existence parcialnich derivaci funkce f v bodé p je pomérné slabym predpokladem
o chovani funkce v bodé p. Je patrné, ze samotna existence parcidlnich derivaci ve smyslu
vyse uvedené definice neni vhodnym zobecnénim pojmu diferencovatelnosti funkce jedné
proménné na pripad funkce vice proménnych.

Jedinym vhodnym zobecnénim je pojem diferencovatelnosti, tak jak jej nyni budeme
definovat:

Rekneme, 7e funkce f : G — R definovana v oteviené mnozine G C R* je diferencova-

telna (ma diferencidl) v bodé p € G, existuje-li gradf(p) a plati-li
iy £ +3) — f(p) — gradf(p) .a

a—o |a|

=0.

Linearni formu

F(a) = fu(p) = gradf(p) . a

nazveme diferencidlem (totdlnim diferencidlem) funkce f v bodé p a znacime df(p,a).
Plati tedy

df(p,a) = gradf(p).a

Je-lip=(xy,...,2x), a= (ay,...,ax), pak

0 0 0
df(p.a) — (a—i@)’ L. ...,a—i<p>) ) =
0 0 0
= a—:‘cfl(p)-a1+a—£(p)-a2+---+a—£€(p)-ak
nebo v tradi¢nim tvaru
A.2) = 2L 0) e+ L) ey o+ 2L )i

Piiklad 1.11 Vypoctéte diferencidal funkce f(x,y) = In /22 + y? v bodé p = (x,y) # (0,0).
of T of Yy

Plati 2-(p) = 5, 2= 5.
ar 6m(p) 24+y2’ Oy x?+y?
of of
Ted d = — -d — -dy = d dy .
eay f(p,a) 8:C(p) T+ ay@) Yy 22 1 o2 w+x2_|_y2 Yy

Velice dulezita vlastnost diferencovatelnych funkci je, ze je-li funkce f diferencovatelnd
v bodé p € G C R¥, pak je jiz v bodé p spojita.

Rekneme, ze funkee f je diferencovatelnd na oteviené mnoziné G C R¥, je-li diferencova-
telnd v kazdém bodé p € G.

Rekneme, 7e funkce f je t¥idy Cq na oteviené mnoziné G C R*, existuje-li na G gradient
funkce f a je spojity, piseme f € C1(G).

Plati: f € C1(G) = f je diferencovatelnd na G = f je spojitd na G.



24 Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné

Uvazujme nyni funkci f : G — R, G C R¥, kterd ma v néjakém okoli bodu p € G smérovou
derivaci f.. Pak existuje v bodé p smérovd derivace (f%)y, (p) funkce f. ve sméru vektoru
b, kterou nazveme smérovou derivaci druhého fadu v bodé p ve sméru vektoru a, b a
znacime fy,(p).

Obecné indukei definujeme smérovou derivace n-tého radu:

f(n) _ (f(n—l) )’
ui,uz,...,Un ug,u2;...,Un—1 un,

Smeérové derivace n-tého radu ve sméru vektoru standardni baze eq, e, ..., e, tj. smérové
derivace
(n)
fen ----- €jn?
kde (j1,72,.--,7n) je libovolnd permutace s opakovanim mnoziny indexu (1,2,...,n),
nazyvame parcialnimi derivacemi n-tého radu funkce f a budeme znacit
o f
Oxj, -+ Oxjy
Necht f : G — R, G C RF je funkce, kterd m4 parcialni derivace druhého Fadu %,
kde i # j, 4,5 € {1,2,...,k}, pak piislusné derivace ag?;ng nazyvdme smiSenymi
., rd . 3 . , ~ . L . I~ 7/ e 4 . 2
parciadlnimi derivacemi druhého radu. Existuji-li smisené parcidlni derivace %aj;j(p),
%(p), nemusi platit rovnost
o0 f 0*f
Priklad 1.12 UvazZujme funkci
22 —y2
Fla,y) =4 Yaom (z,y) # (0,0)
0,  (z,y9)=1(0,0).
V libovolném bodé ruzném od pocdatku plati
af 2% — 2 N 4% af % — g2 4%
2 — . —_— = - — .
or Y\ 2 T2 (224 y2)2 Iy 22+ 2 (22 +y2)?
V pocatku pak plati
of _ o J0,0) + A - (1,0) = £(0,0) o f(R0) 0 0
o0 = ) h ST e
of
dobné  —=—(0,0) = 0.
podobné 2-(0,0)
Nyni spocteme smisené parcidlni derivace v pocdtku:
2 f 0,00 +h-(0,1) = 50,0 FOh . —h
= lim &£ L = lim *—— =lim — = —1
0xdy h—0 h h—0  h h—0 h —
#f _ o w0 +h-10) =500 o F5H) ok
oydr — h—0 h S h=0  h h=0h

Tedy smisené derivace se v pocdtku nerovnaji.



Vybrané partie z matematiky 25

Existuji-li vsak smiSené derivace 89?;8];7_ (p) , afjgxi (p), © # j, 1,5 € {1,2,...,k}, a jsou

spojité na G, pak plati

0 f (p) = o f )
81‘1'(9%']' P)= 8x]8x2 p)-

Rekneme, ze funkce f je tiidy C, na oteviené mnoziné G C R¥, méa-li f na G spojité
parcidlni derivace n-tého fadu, piseme f € C,(G).

Definice 1.3 Nechtf ¥ = (Uy,...,V,): G — R"*, G C R¥, pak vektor

, . Up+h-u)—Y(p
W, (p) = tim VTR V)

nazveme smérovou derivaci zobrazeni v bodé p € G ve sméru vektoru u € V(RF),
(lu| =1).

Smeérové derivace \Ilg], (p) nazyvame parcidlnimi derivacemi zobrazeni ¥ podle j-té proménné.
Plati, ze derivace W (p) existuje pravé tehdy, kdyz existuji derivace vSech soufadnic
v bodé p ve sméru u, tj.

L) = (P1)u(P), -, (Yn)u(p))

Prostrednictvim soutadnic zobrazeni lze analogicky zavést pojem diferencovatelnosti zob-
razeni.
Uvazujme nyni zobrazeni ¥ : G — R" diferencovatelné na oteviené mnoziné G C R¥, pak
pro kazdé u = (uq, ..., u;) € V(RF) plati:

U= (Y1) -y (U)y) = (grad¥y wu ..., grad¥,, . u) =

u’

_ % % ( ) vy, Oy, ( ) _
= axl,...,axk Uy e UE) 5oy axl,...,axk o\ U,y ..o, Ug =

8901 8:62 850k: ul
kow LN Ny Oy OV Us
— 1‘ui"”’§ ”,ui — Oxy  Oxo Oy, . —
— Jux; — Ox; : : : :
1=1 i=1 : : :
Oy OV, .. 0¥y Ug,
o1 Oz Oxy,

=V, u

Matici W' nazyvame Jacobiovou matici nebo derivaci zobrazeni ¥ na G. Je-li k = n,
pak determinant Jacobiovy matice nazyvame jakobianem zobrazeni ¥ a znac¢ime DW
Uvedené pojmy budou hrat dulezitou roli pii formulovani véty o substituci v n-rozmérném
integralu.

Piiklad 1.13 Necht ¥ = (U1, U5, U3) : R3 — R3,

W (x,y,z) = (zyz, 2?4+ + z).
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V nasem pripadé

\Ill(xa Y, Z) = TYyz

\112($,y,2) = $2+y2

\IJS(may>Z) = $+Z,
tj. Jacobiova matice ma tvar

ov; ov; 90Uy

! 8\112 8\112 8‘1/2 _
U= F2 R =|2x 2y O
oV Vs OV I 0 1

ox oy 0z

Jacobidn DW je pak tvaru

Yz Tz TY
DW= |2z 2y O0]=2y*2— 2% — 2%z,
1 0 1

1.4 Vektorova analyza

Uvazujme nyni otevienou mnozinu G C R? a funkci f : G — R, f € C1(G). Oznacime-li
i, j, k vektory standardn{ baze prostoru V(R?), pak plati pro bod p € G

0 0 0 0 9] 0
radf ) = (G20, 500 5L ) = 5L i B oL

Jestlize f : G — R je skalarni pole ti{dy C; na G, pak zobrazeni gradf : G — V(R3) je
vektorové pole definované na G.
Necht f,g: G — R, f,g € C1(G), a € R, pak plati:

1) grad(f + g) = gradf + gradg
2) grad(a - f) = - gradf
3) grad(f-g) = f-gradg+g-gradf

Definice 1 4 Necht G C R? je oteviend mnozma F = (Fy, Fy, F3) G — V(R?) vekto-
rové pole, F € C1(G). Divergenci pole F nazyvame funkci divFE : G — R definovanou
predpisem
.= 6F1 8F2 (9F3
divF =
v ox + dy + 0z

Necht f), H:C— V(R3) jsou vektorovd pole tifdy C; na G, a € R, f : G — R funkce
ttidy C} na G, pak plati:

1) div(f) + ﬁ) — divF +divH
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— —
2) div(e- F)=a-divF
— - =
3) div(f-F)=f-divF + F .gradf
Ukazme si napiiklad platnost identity 3). Ozna¢me L, resp. P, levou, resp. pravou stranu

identity. Pak f- F = (f- F\, f - F, f - F3) a plati

L:div(f-f)):div(f.be.F%f.Fg):a(f’Fl) +3(f~F2) Jr(9(f~F3) _

ox dy 0z
_of oF, Of oF, 0f OF3
- Oz g 8x+8y R 6y+3z B+ f dz
B OF, 0F, OF; of of oOf B
=/ (8m+6y+8z)+(8x+8y+6z (P B ) =

= f-divF +gradf . F = P.

Identita je dokéazana.

Divergenci vektorového pole 1ze definovat obecné v R™:
%
Necht F = (F},...,F,) : G — V(R"), G C R", je vektorové pole tiidy C} na G, pak
definujeme
oF, O0F, oF,

divF F It
o - Ox; Oy ox,

Definice 1.5 Nechl F — (F1, By, F3) : G — V(R?), G C R3, je vektorové pole tridy Cy
ﬁ

na otevrrené mnoziné G. Rotact vektorového pole F nazyvdme vektorové pole definované

predpisem

- 8F3 aFQ . aFl 8F3 . 8F2 8F1
tF = — — — —_— - — —-—k
o (03; 8z>1+(8z 8;E)J+<8x 8y>

Rotaci vektorového pole 1ze piehledné napsat pomoci symbolického determinantu tietiho
radu

i j k
_)
rotF = aax 8% % ,
B Iy

kde kazdy soucin, napf. i <a%> F3, chapeme jako parcialni derivaci nasobenou vektorem
standardni béze, tedy 88—1“; i.

nantu podle prvniho fadku, viz nasledujici priklad.
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Priklad 1.14 Vypoctéte rotaci vektorového pole f = (zyz, o +y + z,12%).

1 i k
otF = | 2 é oy, 3(9522)_8(x+y+z) -
e o aZ2 B dy 0z
Yz r+y+z x2
. (22 Olawz) o ty+z) Oy
_J . — _|_ k . - B
0$ 82

ox dy
= i-(0-1)—j-(ZP—ay) +k-(1—22)=(—1l,2y — 2*,1 — 22).

Necht F), ﬁ : G — V(R?), G C R3, jsou vektorovd pole tiidy C; na oteviené mnoziné G,
f G — R funkce tiidy C} na G, pak plati:

- = — —
1) rot(F + H) =rotF 4 rotH
— — —
2) rot(f-H) = f-rotH + (gradf) x H
- = — - = —
3) div(F x H)=H.rotF — F .rotH
4) rot gradf = o
ﬁ
5) divrotF =o

| o
6) div gradf = 52 + e + 5.2

V tvrzenich 4), 5), 6) je tieba, aby f, F e Cy(G).
Ukazme si napiiklad platnost identity 2). f - H-= (f-Hy, f-Hy, f- Hs) a plati

i J
L=rot(f-H)=| 2 2 2 :i.(a(fa-st)_é)(fész)>_
f-Hy [-Hy [-Hs

' <8(f-H3) 3(f'H1)> k. (3(f'H2) 8(f-H1)) _

ox 0z ox dy
. (of OH; Of . OHy\ . (0f OH;
= (ay Hst /-~ 5, T/, ) ] (8x Hs 7,
of 0H, of 0Hy, Of OH\
0z it 0z ) Tk (8:16 Mt/ Jdr Oy =7 dy ) B

(i (M O L (0Hy O | (0H DMLY
N oy 0z J oz 0z ox oy

. (9f of . (9f of of of _
+1.(8_y.H3_%.H2> _.]'(%'HS_%'Hl)‘Fk'(%'HQ_a_y'Hl)_
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ik i Kk
. : — —
:f.ﬁ % %4-% g—i %:f-rotH—i—(gradf)xH:P.
H, H, H; H, H, Hj

Identita je dokézana.

Nechf nynf F = (F1,Fy) : G — V(R?), G C R? je tridy C} na oteviené mnoziné G.
H

Rotaci rovinného pole F nazyvame skalarni pole

rotf—@—%.

ox dy

V aplikacich se pouzivé operator V (Cteme ,nabla“), zavedeny anglickym matematikem
W. R. Hamiltonem:

(209 9N_9,, 90, 9y
"\ ay9:)  or 8y o2

— —
pomoci néhoz lze gradf, divF , rot F formélné zapsat:

gradf =V f (,ndsobek vektoru V skalarem f*)
— — —

divF =V.F (,,skaldrni souc¢in vektoru V, F ¢)
— — —

rotF =V x F (,,vektorovy soucin vektoru V, F ©)

V teorii parcialnich diferencialnich rovnic se setkdvame s Laplaceovym operatorem A
definovanym predpisem
32]“ *f  0*f

Af =div gradf = +8 —1—822.

Plati tedy A = V.V (,skaldrni soucin nabla operatoru®).

ﬁ
Samoziejmé analogickym zpusobem jako u zavedeni divF v R™ muzeme v R" zavést nabla
operator V i Laplaceuv operator A.

Cviceni

Priklad 1 Vypoctete derivaci funkce f : G — R, G C R™ v bodé p € G podle vektoru
u € V(R"), kdyz

a) f(z,y) =2Y, p=(1,0), u=(1,1) [£/(1,0) = 0]

b) f(.’E,y,Z) :$3+y2+23 _Sxyzf p= (1a071)7 u= (%a%a ) [flll(]-aovl) = 1]

Wl

Priiklad 2 Zjistéte, zda existuje parcidlni demvace (O 0) funkce f zadané predpisem

[ 2, (z,y) #(0,0)
f("E?y)_{ ()7+ (m,y)Z(OaO) [

Bxay £(0,0) neezistuge.]
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Piiklad 3 Vypoctéte Jacobiovu matici zobrazeni
a) v = (\Ijla \Ij2> : Rg - RQ: ‘Il(x,y,z) = (:UQyz,ySin(x + Z))

T — 2xyz 2z %y
- \ycos(z+2) sin(x+2) ycos(x + 2)

b) U= (V,0y):G—-RG={(r,y) eR*:2#£0,y #0}, ¥(z,y) = (5,%,xy>

1 _z
2
y
r— | Y 1
v = 2 x
Yy xXr

Priklad 4 Vypocitejte divergenci vektorovych poli F R - V(R3):
= . . . 2 2
o) Fe,y,2) = oyzi+ (20 + 3y + 2)j + (2 + )k A E — e 4+ 3
ﬁ
b) F(z,y,z) = (62%y* — 2> + yz — 5)i+ (42dy + x2 + 2)j + (zvy — 3z2* — )k
[divf = 12zy* + 42° — 622

Piiklad 5 Necht f,g: G — R, G C R3, vypocitejte
2) div (f grad/) div (f gradf) = | grad f[* + f - Af]
b) div (f grad g) [div (f gradg) = gradf .grad g + f - Ag]

Priklad 6 Vypocitejte rotaci vektorového pole F:

— 9 . 2 e 2
@) F(z,y2) =y zitSojtaiyk @ 0000y ig (v — 2up)j + (22 — 2y2)K]

b) F(z,y,2) = ayzi+ (20 + 3y — 2)j + (2 + 2k

—

rotF = 2y +1)i+ (zy — 22)j + (2 — z2)K]

Priklad 7 Dokazte, Ze pro vektorové pole F = (Fy, Fy, F3) plat?
— — — —
rot <rotF> = grad (divF) —AF, kde AF = AFii+ AFj+ AFsk.
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2 Integralni pocet funkci vice proménnych

2.1 Pojem n-rozmérného integralu v R"

V pfedmétu BMAT1 jste poznali pojem Cauchyova-Riemannova integralu ohranicené realné
funkce jedné redlné proménné pies kompaktni (tj. ohraniceny uzavieny) interval v R
Nyni tuto definici zobecnime na funkce vice proménnych. Nejprve budeme definovat n-
rozmérny objem n-rozmérného intervalu v R™ (pro n = 1 budeme mluvit pfirozené o
délce, pro n = 2 o obsahu).

Je-li I C R! jednorozmérny ohraniceny interval o krajnich bodech a,b (a < b) (I muze
byt otevieny, uzavieny ¢i polouzavieny), pak jeho délkou (,,jednorozmérnym objemem “)
nazyvame ¢islo

n(l)=>b—a.

Je-li I C R™ n-rozmérny ohraniceny interval, pak se da vyjadrit jako kartézsky soucin n
jednorozmeérnych ohrani¢enych intervalu iy,..., 1, :

I =191 Xig X+ X1,
Potom n-rozmérnym objemem intervalu [ nazyvame cislo
I/n([) = Vl(il)Vl(iz) ce yl(in)'

Bude-li patrné, jaké je n, budeme misto v, psat pouze v. Jak jsme jiz poznamenali vyse
u dvourozmeérného intervalu, mluvime misto o ,,dvourozmérném objemu“ o obsahu.
Necht I C R™ je kompaktni interval. Délenim intervalu I nazveme kone¢ny soubor

D=(J,....Jm)

kompaktnich intervalu J; (i = 1,...,m), které se nepiekryvaji (tj. zddné dva intervaly
m
Ji, i, 1 # k, nemaji spole¢né vnifrni body) a takovych, ze I = (J J;.
i=1
Normou déleni D nazveme nejvetsi z pruméru intervalu J; (i = 1,...,m), tuto normu
oznacime ||D||.
Poznamenejme, ze pro (n-rozmeérny) objem v(I) plati rovnost

v(l) =v(h)+ - +v(Jn).

Rikdme, ze objem je aditivni funkci intervalu.

Priiklad déleni dvourozmérného intervalu je naznacen na obr. 2.1

Jsou-li J, I dva kompaktni intervaly v R", J C I, pak existuje takové déleni intervalu I,
ze J je jednim z intervalu tohoto déleni.

Jsou-li D = (Jy,...,Jpn), D' = (Ji,...,J;) dvé déleni intervalu I, pak fikdme, ze D’ je
zjemnénim déleni D, jestlize kazdy interval J! je subintervalem nékterého intervalu J,.
Poznamka. Jsou-li D; = (Ji,...,Jn), Dy = (Ki,...,K) dvé déleni intervalu I, pak
existuje déleni Ds, které je zjemnénim déleni D; i déleni D,. Takové déleni muzeme
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/
Il ~
/
/

Obrazek 2.1: Déleni dvourozmérného intervalu a jeho norma.

sestrojit tak, ze utvofime vSechny mozné pruniky J; N K; (i = 1,...,m;j =1,...,5) a
z nich vezmeme vsechny ty, které jsou opét n-rozmérnymi intervaly (tj. maji neprazdné
vnitiky). Tyto pak tvoii zjemnéni obou déleni Dy, Ds.

Necht nyni redlna funkce f je ohranicend na kompaktnim intervalu I C R™.
Necht Dy = (Ji, ..., J;) je délen intervalu /. Dolnim souc¢tem funkce f prislusnym
k déleni D nazveme cislo

k

Sp(f) = ZmiV(Ji)a kde m; = inf f(p).

cJi
i—1 PEJi

Hornim souc¢tem funkce f prislusnym k déleni D nazveme ¢islo

k
Sp(f) =Y _ Mi(J;), kde M; = sup f(p).
=1

pEJ;

Kromé dolnich a hornich souc¢tu se zavadi téz Cauchyovy integralni soucty funkce f
prislusné k deéleni D s vybranymi body p; € J; :

k

Sp.(ps) = Z f(p)v(Ji).

i=1
Ziejmé
mu(I) < Sp(f) < Sp,p)(f) < So(f) < Mw(i),
kde m = inf f(p), M = sup f(p).
pel pel
Dale plati: Je-li D' zjemnénim déleni D, pak

Sp(f) < Sp/(f) < Spr(f) < Sn(f).
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Definice 2.1 Jestlize se suprémum vSech dolnich souctu funkce f (prislusnych viem
moznym délenim intervalu I) rovnd infimu vSech hornich soucti funkce f, tj. jestlize

S%pﬁp(f) = inf Sp(f), (2.1)

pak tuto spolecnou hodnotu nazyvime Cauchyovym-Riemannovym integrdlem funkce
f pres interval I C R™. Mluvime presnéji o n-rozmérném integrdlu a znacime jej

n—krat

—_—
/fdu nebo /f(p)dp nebo /~~/f(x1,...,xn)dxl...dxn.

Mnozinu I nazgvdme integraénim oborem, funkci f nazgvdme integrandem.
Funkci f, kterd md integral pres I, nazijvdme integrovatelnou na I.

Dvourozmérny integral nazyvame castéji dvojnym integralem funkce f(z,y) a znac¢ime

J€]
[/ F(@, y)dady;

trojrozmérny integral nazyvame Castéji trojnym integralem funkce f(x,y, z) a znac¢ime

/ / / F(x,y, 2)dzdydz.

Ve viech piipadech vSek muzeme pouzivat struénéjstho oznacen{ [ fdv.

T
K tomu, aby platila rovnost 2.1 je nutné a staci, aby k libovolnému ¢ existovalo takové
déleni D, ze

Sp(f) = Sp(f) <e.

Véta 2.1 Je-li funkce f spojitd na kompaktnim intervalu I, pak [ fdv ezistuje.
T

Poznamka. D4 se ukazat, ze ohranicend funkce majici na I body nespojitosti je inte-
grovatelnd na I, je-li mnozina bodu nespojitosti v jistém smyslu ,mald*“, presné, ma-li
nulovou miru (pojem mnoziny nulové miry bude zaveden pozdéji).

2.2 Geometricka interpretace dvojného integralu

Necht funkce f je spojitd na kompaktnim intervalu I C R? a kladnd na I°. Uvazujme
podgraf funkce f

G={(z,y,2) eR*: (z,y) €1, 0< 2z < f(z,y)} (2.2)

Je-li f konstantni, pak G je kvddrem (trojrozmérnym kompaktnim intervalem) v R3.
Neni-li f konstantni, pak téleso G pfipomina svym tvarem ,urazeny kus‘ kvadru.
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k
Necht D = (Jy,...,Jx) je délen{ intervalu I. Dolni soucet > m;vs(J;) je objem télesa
i=1
slozeného z kvadru o podstavach J; a vyskach m; a toto téleso je vepsané do télesa
k
G, viz obr. 2.2. Naopak horni soucet > M;vs(J;) je objem télesa slozeného z kvadru
=1

=
o podstavach J; a vyskach M; a toto téleso je opsané télesu G, viz obr. 2.3.

_z=f(xy)

Obrazek 2.2: Kvadr o vysce m;. Obrazek 2.3: Kvadr o vysce M,;.

Chceme-li néjakym rozumnym zpusobem pritadit télesu G objem v3(G), je prirozené
pozadovat splnéni nerovnosti

Zmil/z(Ji) <13(G) < ZMiVQ(Ji)

pro kazdé déleni D = (Ji, ..., Ji). Odtud je patrné, prejdeme-li k suprému na levé strané
a k infimu na pravé strané pres vSechna déleni D, dostaneme, ze

(@) = [[ fa.)dsdy.

Tedy dvojny integral funkce f pres interval I je objem télesa G, definovaného vztahem
2.2.

Problému zobecnéni objemu na jiné mnoziny nez jsou intervaly se budeme vénovat v
odstavci 2.6.

2.3 Fyzikalni interpretace trojného integralu

Necht I C R? je trojrozmérny kompaktn{ interval (kvadr), v némz je rozlozena hmota,
charakterizovana hustotou f > 0; predpokladejme, ze f je spojita funkce.
Z tyzikalniho vyznamu hustoty plyne: Je-li J C I kompaktni subinterval, na némz plati

a< f<p,
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pak pro hmotnost m(J) kvadru J plati
avs(J) <m(J) < PBrs(J)

(¢isla avs(J), resp. Brs(J) je mozno interpretovat jako hmotnost télesa J, na némz je
rozlozena hmota rovnomeérné s konstantni hustotou «, resp. 3).

Je-li D = (Jy,...,Jx) libovolné rozdéleni intervalu I, pak jednou z vlastnosti hmotnosti
je, ze hmotnost télesa I je rovna souc¢tu hmotnosti téles J; (i = 1,2,...,k):

Odtud a z ptedchozi nerovnosti plyne, ze pro dolni a horni soucty plati

Sp(f) <m(l) < Sp(f),

nebot

a staci tyto nerovnosti secist.
Analogickou tvahou jako v predchozim ptipadé dostaneme, ze

m(I) = / / / f(z,y, 2)dzdydz.

2.4 Vypocet n-rozmérného integralu postupnou integraci

Vypocet n-rozmérného integralu (n > 2) prevadime postupné na vypocet jednorozmérného
integralu. Uvazujme nejdrive dvojny integral.

Protoze integrél je jakousi , infinitezimalni“ analogii sou¢tu, ptiblizime si problém vypoctu
integralu nasledujici ulohou:

Mame secist mn cisel ¢,y (p=1,...,m, ¢ =1,...,n), ozna¢me tento soucet

> .
(p,a)

Obdobou tohoto ,,dvojného sou¢tu® je napt. dvojny integral

//f(a:, y)dady, (2.3)

IxJ

kde pro jednoduchost necht I, J jsou kompaktn{ intervaly v R, I = (a,b), J = {c,d), a f
je spojité funkce na I x J. Uspofadejme ¢isla ¢,, do matice typu (m,n):
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Muzeme nyni scitat tak, ze seéteme nejdiive ¢isla v jednom fadku - napf. soucet p-tého
radku bude ZZ=1 cpq - @ pak secteme tyto soucty pres vSechny rddky. Dostaneme tak
dvojnésobny soucet

Obdobou tohoto souctu je tzv. dvojnasobny integral

/I ( /J f(x,y)dy) dz, (2.4)

ktery dostaneme takto: Nejdiive pii pevném x € I integrujeme funkci y — f(z,y) pres
interval J podle y. Tento integral

/J F(z, y)dy

je funkci proménné z (o niz se za predpokladu spojitosti funkce f da dokazat, ze je
spojitou funkei na I) a tuto funkci integrujeme podle = ptes interval I.

Muzeme vSak scitat cisla c,, tak, ze secteme ¢isla v jednotlivych sloupcich a pak séitame
tyto soucty pres vSechny sloupce. Dostaneme tak dvojnasobny soucet

= (5)

Obdobou tohoto souc¢tu je dvojnasobny integral

/J < /I fa, y)d:c) dy, (2.5)

ktery dostaneme tak, ze integrujeme nejdiive pii pevném y funkci x — f(z,y) podle x
pres interval I a vyslednou funkci proménné y integrujeme podle y pres interval J. Vime
ovSem, ze plati

Zcpq = Z (Z Cpq) = Z (Z Cpq) )
(p.9) p=1 \¢=1 g=1 \p=1

a lze oc¢ekavat, ze za urcitych predpokladu budou si rovny téz integraly 2.3, 2.4 a 2.5.
Je-li f kladna spojitd funkce na intervalu I x J, je dvojny integral 2.3 mirou podgrafu

G(f.1 % J).
, Vnitini“ integral v 2.4 F(z) = /f(x, y)dy
J

mé tuto geometrickou interpretaci: Pro pevné x = £ je F'(§) obsah fezu podgrafu G(f, I x
J) rovinou z = £ (viz obr. 2.4). Rozdélime-li interval I na intervaly délek Az; (i =
1,2,...,m) a utvorime-li Cauchyuv integralni soucet

Z F(&) A,
i=1
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je limita téchto integrélnich souctu rovna integrélu [, F(z)dz, coz je integrél 2.4. Pfitom
kazdy séitanec F'(&;)Ax; je objem desticky o konstantnim prurezu velikosti F'(&;) a tloustce
Az;. Je tedy ziejmé, ze integralni soucet » . F'(&;)Ax; muze slouzit pii dostatetné jemném
déleni intervalu I jako dobré aproximace objemu télesa G(f, I x J), coz je pravé dvojny
integral 2.3. Obdobné muzeme interpretovat i druhy dvojnasobny integral 2.5.

Obrazek 2.4: Rez podgrafu G rovinou z = £.

Nyni k vypoctu integralu na kompaktnim intervalu muzeme zformulovat nasledujici vétu
(Fubiniova véta pro kompaktni interval). Uvedeme ji nejdiive pro dvojrozmeérny piipad,
tedy obdélnik.

Véta 2.2 Necht I C R? je kompaktni interval, I = {(a,b) x {c,d). Je-li f : I — R
integrovatelnd na I, pak existuji integraly (dvojndsobné)

Ilz/ab (/Cdf(:v,y)dy) dz, Igz/cd (/abf(x,y)dx) dy

a plati rovnost
7= /f(w,y)dfvdy =1, =1.
I

Dvojrozmérny integral se tedy vypocita pomoci dvou uréitych integralu - postupnou inte-
graci vzdy podle jedné proménné (analogie parcidlni derivace). Tento postup se prirozenym
zpusobem rozsifi na trojny (i n-rozmérny) integral:

Necht I C R"je kompaktni interval, I = (a1, by) X (ag, ba) X - - - X {ay,, b,), anecht f: I — R
je integrovatelna funkce na I. Potom plati
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by s pbo by
/If(:pl,xg,...,xn)dxl...dxn:/al (/a2 (( 5 f(xl,...,xn)dxn) > dxg) dr; =

bil big bin
— / / e f(xl’ e ,:Cn)d.%’in ttt dx’ig dx’il
Aiq Qg @i,

pro kazdou permutaci (iy, s, ..., 4,) mnoziny indexu {1,2,...,n}.

Piiklad 2.1 Vypoéitejte integrdl [, z?ydady, I = (0,2) x (1,2).
I

V tomto pripadé je kompaktni interval I obdélnik.

Piiklad 2.2 Vypocitejte integrdl [, (x +y + z) dadydz, I = (0,3) x (0,2) x (0,1).

V tomto ptipadé je kompaktni interval kvadr.

2 3
/(x+y—|—z)dxdydz— < (/ (x+y+2) dx)dy)d
I 0
1 2 ZL’Z r=3
:/ / [——i—xy—l—xz} dy | dz =
0 0 2 =0
Y13 '3 1 v=
= /(/ (—+y+z>dy)dz:3/ [—y—l——y2+yz] =

1
1
= /0 (5+22)dz =3 [52 4 2%, = 18.

z
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2.5 Meéritelné mnoziny, elementarni oblasti

Jisté neni prakticky mozné omezit se pti integraci pouze na kompaktni intervaly. V tomto
odstavci si budeme vSimat téch mmnozin, pfes které budeme schopni nasimi prostiredky
integrovat.

Definice 2.2 Necht M C R" je mnozina. Rekneme, Ze M je mévitelnd, tj. md miru
vn(M), jestlize pro néjaky kompaktni interval I D M existuje integrdl z charakteristické
funkce xar mnoZiny M na I. Pak definujeme

Un(M) = /IXM(xl,...,a:n)dxl...dxn.

Pripomenme, Ze charakteristickd funkce mnozZiny je definovand predpisem

(z) = 1 proxzeM
XM= 0 pro x ¢ M

Pri integraci funkcei R™ v budou mit nepodstatnou ilohu mnoziny, které jsou objemovée
,malé“ budeme je nazyvat nulové.

Definice 2.3 Mnozinu N C R™ nazgvime nulovou mnoZinou v R" (nebo mnoZinou
nulové miry), jestlize k libovolnému ¢ > 0 ezistuje konecnd posloupnost intervali (Jy),
kterd pokriyvda mnozinu N, tj.

N clJ
k

pricemz

ZI/(Jk) < E.

k

Ziejmé prazdna mnozina a kazda jednobodova mnozina jsou nulové mnoziny.
Je-li N nulova, M C N, pak M je nulova.
Sjednoceni konecného souboru nulovych mnozin je nulovd mnozina.

Piiklad. Hranice kompaktniho intervalu I C R" je nulovd mnozina. Hranice I je sjedno-
cenim 2n stén (pro n = 2 mluvime o strandch). Je-li

I = <a1,b1> X <CL2,bQ> X e X <Cln,bn>,

pak stény I jsou mnoziny

{a1} X {ag,bg) X -+ X {an, b,),
{b1} X {ag,bg) X -+ X {an,by,),
(ay,b1) x {ag} x -+ X {an,by),
(ay,b1) X {ba} X -+ X {an,by),
atd.
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Vezméme napt. prvni sténu a pokryjme ji intervalem

J = (a1 —d,a1 +9) X {ag,bg) X -+ X {an,b,), § > 0.
Objem tohoto intervalu je

v(J) =26(by —ay)---(by, — ay).

Necht € > 0 je libovolné. Zvolime-li nyni § tak, aby
£

0 < 2(by — ag) - (by — ay) pak v(J) <e.

Je tedy sténa intervalu nulova mnozina, tedy také celd hranice je nulova mnozina.

Zobecnénim tohoto ptikladu je néasledujici tvrzeni.

Véta 2.3 Necht I je kompaktni interval v R"™. Pak graf spojité funkce f : I — R je nulovd
mnoZina v R,

Da-li se tedy nékterd mnozina M C R™ vyjadrit jako konecné sjednoceni grafu spojitych
funkci na kompaktnich intervalech, pak M je nulova mnozina.

Timto zpusobem se d4 ukézat, Ze rozmanité kiivky v R? nebo plochy v R? jsou nulové
mnoziny.

Véta 2.4

a) Je-li M ohranic¢end mnozina a v,(hM) = 0 (hranice md nulovou miru), pak M je
meritelnd v R™.

b) Sjednoceni a prunik konecného systému méritelnjch mnozZin je méritelnd mnozina.

¢) Rozdil dvou méritelnijch mnozin je méritelnd mnozina.

d) Kazdd oteviend oblast G je méritelnd, kaZdd uzavrend oblast je méritelnd a plati

vn(G) = v, (G).

Pravé pro méritelné mnoziny, tedy takové, jejichz charakteristickda funkce je integrova-
telnd, je obecné definovan pojem n-rozmérného integralu. My se specidlné zaméiime na
takzvané elementarni oblasti, které, jak uvidime z definice (uzitim ptredchozich tvrzeni)
jsou méritelné:

Definice 2.4 V roviné rozumime elementdrni oblasti typu [x,y] mnoZinu vsech bodu
(,y) € M C R?, jejichz souradnice vyhovuji nerovnostem

I/\ |/\
I/\ I/\

a b
f(z) 9(x),
kde a,b,a < b jsou ¢isla a f,g jsou funkce spojité na intervalu (a,b).
Tedy M = {(z,y) e R? :a < x < b, f(x) <y < g(x)}. Viz obr. 2.5
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Podobné je jisté mnozno definovat elementérni oblast typu [y, z]; je ji takovd mnozina
A C R? v roving, pro jejiz body (z,y) € A plati nerovnosti

d
9y

I/\ I/\
I/\ l/\

c

f(y) (),
kde funkce f, g jsou spojité na intervalu (c, d), tedy
A={(z,y) eR*:c<y<d, fly) <z <g(y)}. Viz obr. 2.6

y y

y=9(x)

/\ n
M x=f(y) x=g(y)

/\/ A

y=f(x) 1
a b x x

Obréazek 2.5: Elem. oblast typu [z, 3] Obréazek 2.6: Elem. oblast typu [y, z]

Jak tyto pojmy zobecnime do trojrozmérného prostoru?

Predné prumét do nékteré ze souradnych rovin musi byt elementarni oblast v roviné;
méjme tedy mnozinu M C R? takovou, Ze pro jeji body (z,y,z) € M plati a < z < b,
fi(z) <y < g1(x)- to znamend, ze prumét mnoziny M do roviny zy je elementarni oblast
typu [z, y].

Déle je potfeba omezit z-ové soutadnice; zde se jiz mohou vyskytovat funkce dvou proménnych.
Tedy elementérni oblasti typu [z,y, z] v prostoru rozumime mnozinu M, pro jejiz body
(x,y,z) € M plati

a<z<b
fi(z) <y < gi(x)
fQ(xvy) SZ S g2(x7y>

Podobné je mozno definovat elementérni oblasti typu [y, z, z], [z, y, =] atd.

Chceme-li tedy néjakou mnozinu M C R? popsat jako elementarni oblast, promitneme ji
do nékteré souradné roviny, prumeét popiseme jako elementarni oblast a zbyvajici proménnou
ohrani¢ime dvéma funkcemi (plochami) obecné dvou proménnych.
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Piiklad 2.3 Rozhodnéte, zda dané mnozZiny jsou elementdrnimi mnozZinami.

a) Mnozina M ohranicend parabolou y = 2x — x* a primkou y = —x.

y
Parabola y = 2r — z? m4 rovnici y — 1 = —(z — 1)?,

—x tedy vrchol v bodeé (1, 1), oteviend smérem dolu. Pruseciky
1 3 s pifmkou y = —x jsou v bodech (0,0), (3, —3).
M X Pro (z,y) € M tedy plati

0<zx <3
—xﬁyg—w2+2m

Tedy M je elementéarni oblasti typu [z, y].

b) Mnozina M zadand nerovnosti |x| <y < 2.

Grafy funkei y = |z| ay = 2 se protinaji v bodech

y (—2,2) a (2,2). Plati
y=-X 2 —2<zx <2
. (x’y)EM:{\x]§y§2
Vyhodnéjsi je v tomto pripadé vyjadieni
| ; 0<y<?2
—2 2 X =Y =
yox (x,y)EMé{_yngy

Tedy M je elementérni oblasti typu [y, z].

¢) Mnozina M ohrani¢end grafy funkci y = z,y = 3.

y yox

Mnozina M v tomto ptipadé neni elementarni oblast;
1 M, y=x da se vyjadrit jako sjednoceni dvou elementarnich ob-
last{, napt. typu [z, y]:

1 | M = M, U M,
My ={(z,y)] 0<w<12° <y <z}
M, My = {(z,y)| -1 <2<0,x <y<a2’}
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d) M je ohranic¢end plochami 2z + 2y + z = 6,2 =0,y =0,z = 0.

4

Rovina 2z 42y + z = 6 protina souradné osy v bodech
o soufadnicich x = 3, y = 3, z = 6. Prumét mnoziny
M do roviny je trojihelnik o vrcholech (0,0), (0,3),
(3,0). Plati tedy

0<xr<3
(x,y,2) e M= 0<y<3—uzx
0<2z2<6—22—2y

M je v tomto pripadé ¢tytstén a jedna se o elementarni
oblast typu [z, ¥, z].

2.6 Integraly na méritelnych mnozinach

V této kapitole rozsitime pojem n-rozmérného integralu na meétitelné mnoziny:
Definice 2.5 Rekneme, e funkce f : M — R, M C R" je integrovatelnd na mnoziné M,
tj. Ze existuje integrdl (Riemanniv) z funkce f na mnoziné M, existuje-li interval I C R"

tak, Ze M C I a funkce f - xa je na I integrovatelnd.
Potom klademe

/ f(xl,...,xn)dxl...da:n:/(f-XM)(xl,...,xn)dxl...dxn
M 1

V nésledujicich uvahéach se omezime na n = 2, 3.
Postacujici podminku pro existenci integralu udava nasledujici véta:

Véta 2.5 Je-li M C R*(R®) méritelnd mnozina a f : M — R je na M ohranicend a
skoro vsude spojita, pak je f na M integrovatelnd.

(Pfipomenme, ze néjaké tvrzeni plati na mnoziné M skoro vsude, jestlize plati Va €

M\ A C R¥ aneplati Vo € A, kde vx(A) = 0 (tj. plati s vjimkou mnoziny nulové miry).)
Fubiniova véta pro vypocet integralu se da snadno rozsitit na elementarni oblasti:

Véta 2.6 Necht

M ={(z,y) € R’|a < x <b,d(zx) <y < h(x)}, resp.
M ={(z,y,2) €R’la <o < bdi(x) <y < hi(),do(w,y) < 2 < halw,y)},
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kde d, h, resp. dy, hyi,ds, he jsou spojité funkce. Pak, existuje-li

7= 4/ f(z,y)dedy resp. T = 4// f(z,y, 2)dzdydz,

b h(zx)
7= / </ f(%y)dy) dz
a d(z)
b h(x) ha(2,y)
7z :/ </ (/ f(z,v, z)dz) dy> dx
a d(x) da(z,y)

Véta plati analogicky pro elementérni oblasti typu [y, x] nebo [y, z, z]| atd.

plati

resp.

Priklad 2.4 Vypoctéte integraly
a) [[(2*+ y)dady, kde M je ohranicend primkamiy =0,y =z, +y = 2.
M

y M je elementarni oblast typu [y, z] popsand

y=2-x y=x nerovnostmi

; AN //(:c2 + y)dzdy = /01 (/y2_y(a:2 +y)dx> dy =

17,3 r=2—y 1 2 471
T 2 2 Y Y 3
= —+rcy] dy:/—(4—3y—y3)dy=—[4y—3———] ==
/0 [3 — o 3 3 2 4], 2
b) [[(x —y)dxdy, kde M je ohranicend krikami y = 22, y* = x.
M
y
L[ VE
1 //(:v —y)dady = / / (x —y)dy | de =
y_x2 0 ZEZ
M
M 1 271Y=V=
_ Yy _
= / [xy — —] dr =
0 2 y:gj2
-1 X 1 o
:/0 (1‘3/2—§—$3+?)d$:
P (22?2t )
) 4 4 -
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¢) [[[ ycos(z+x)dxdydz, kde M je ohranicend plochamiy = \/z,y =0,z =0, x4z = .
M

Mnozina M je shora ohranicend rovinou z + z = 7,

déle souradnymi rovinami a parabolickou valcovou plo-

chou y = /z. Prumét do souradné roviny zy je shora

ohranicen grafem funkce y = /x, ddle osou x a primkou
_ T £

r = 3. Proto plati

///ycos(z + z)daxdydz =
= /02 (/Oﬁ (/ngycos(z—irx)dz) dy) de =
- /O (/Of lysin(z + 2) 8 " dy) dr = /O (/Oﬁyu - sinx)dy) da =

1 , 1 [a? 1P
= - z(l —sinz)de = = | = +zcosz —sinz| =-— ——
2 J, 2|2 , 162

Wl

Cviceni
V nésledujicich piikladech vypocitejte zadané integraly

Priklad 8 [[ dady, kde B je mnozina ohraniéend primkamix = 3, x = 5, 3x—2y+4 = 0,

B
3z —2y+1=0. 3]
Piiklad 9 [[(2z + 3y + 1)dzdy, kde B je mnoZina ohranicend parabolou y* = 2z a jeji
B
tétivou jdouct body A = (2,—2), B = (8,4). [1873]
Piiklad 10 [[dazdy, B={(z,y) e R? : y > a? y <4 — 2?} %
B 52

Piiklad 11 [[ zy?dady, kde B je mnoZina ohranicend parabolou y* = 2px a primkou
B

5
T=3. (5]

Piiklad 12 [[[ 2zydadydz, kde B je mnoZina ohranicend plochami z = xy, v +y =1 a
B 1
z=0. [m]
Piiklad 13 [[[ daxdydz, kde B je mnoZina ohranicend plochami z = xy, y = \/x
B
arovinami x +y =2,y =0, z=0. (5]

Piiklad 14 [[[ daxdydz, kde B je mnozina ohranicend plochami z = 1—4a*—y* a z =
B

O wlw

1

Piiklad 15 [[[ 2yzdzdydz, kde B je mnozina ohranicend plochamix =1,y =z, z =y
B

- ’ - . . 1
a soumdnymz rovinaimi. [@]
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2.7 Transformace integrali

Pripomenme, jak se pocital urcity integral pomoci véty o substituci - struéné muzeme
formulovat tuto vétu takto:
Necht f je integrovatelnd funkce na intervalu (a,b), ¢ diferencovatelnd funkce. Potom

/abf(x)dx:‘ di _ :z’(éf))dt ‘:/jf(QO(t))go’(t)dt

pritom nové meze jsme obdrzeli jako feSeni rovnic a = ¢(t), b = ¢(t); tedy je-li ¢ prosté
zobrazeni, je (a, ) = ¢~ ({a, b)) -uplny vzor intervalu (a, b).

Analogicky budeme postupovat u transformaci vicerozmérnych integrélfl ovéem integraéni

VVVVVV

- v ur¢itém integralu jsme zavadéli substituci, abychom zjednodusili integrand (k tomu
budeme jisté prihlizet také).
Véta o transformaci vicerozmérného integralu ma tedy nasledujici tvar

Véta 2.7 Necht ® je zobrazeni z R™ do R™, které je prosté a reguldrni (tj. jakobidn
zobrazeni D® # 0 ) na mérFitelné oteviené mnoziné G C R", ® € Cy(G). Necht A C G
je meéritelnd mnozina, B = ®(A) a funkce f ohranicend a skoro vsude spojitd na B, pak
plati

/ fdl/:/(fotb)]Dq)\du (2.6)
B A
Vzorec 2.6 téZ zapisujeme ve tvaru

/ F(p)dp = / [ (®(q)) - D@ dg. (2.7)

Je-li ® = (p1,...,¢,) a oznacime-li p = (z1,...,2,), ¢ = (u1,...,u,), pak vzorec 2.7
muzeme zapsat v ,klasickém tvaru“

/f T1y .o, Ty)day - xn:/f(go(ul,...,un),...,gon(ul,...,un))‘]D@(ul,...,un)|du1~
A

Pron =2 je ®(u,v) = (p1(u,v), pa(u,v)) a plati

//f 2, y)dady —/ Fo1 (1, 0), o, 0)) DB (u, v)| dudo

Pro n = 3 je ®(u,v,w) = (p1(u,v,w), pa(u, v, w), p3(u,v,w)) a plati

// f(z,y, z)dzdydz = // flor(u, v, w), po(u,v,w), p3(u, v, w))| DS (u, v, w)| dudvdw.

Poznamka: V piipadé vicerozmérnych integrali hovorime misto o substituci o transfor-
maci, protoze prechazime od kartézskych souradnic k novym tzv. kiivo¢arym soutradnicim
- transformujeme soutadnice.

-du,
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Polarni souradnice

Nejcastéji uzivanou transformaci v roviné je zobrazeni pomoci polarnich soufadnic.
Zobrazeni @ je tvaru ®(p, @) = (P1(p, ), P2(p, ©)) = (pcos @, psin ).

, Transformacni rovnice maji tvar
P(x.y)=P(p.®) r = $i(p,p) = pcosp
, y = ®alp,p) = psing
o o cosp —psinp
D®(p. ¢) aa;i; ‘%2 sing pcosy

= pcos® p 4 psin®p = p

Jednd se o zobrazeni ® : (0,00) x (0,27) — R? (nebo t6z ® : (0,00) x (—7,7) — R?) a
plati tedy vzorec

z/ f(z,y)dzdy = {/f(pcosgo,psimp)-pdpdgp

Piiklad 2.5 Vypoctete [[ \/x? + y*dady, kde B = {(x,y) € R? : 2 > 0,y > 0,2% + y? < 4}
B

T = pCcosy g0€<0,g>
y=psing  p€(0,2)

V nasem piipadé je tedy

A={(p.p) ER?:0<p<20<p< T}

//\/mdxdyz//\/?-pdpdwz

B

! 2 % 32 g

2 x —/ (/pde>dso—/ {%} dw—%/ dp =47
0 0 0 0 0 -

Wl
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Cylindrické souradnice

Zobrazem’@je tvaru @(p, 907’2) = ((I)l(pu 907’2)7 (1)2(p7§07 Z)u (I)3<I07 9072» = (pCOS (p,pSil’lQO,Z)

z
Transformacni rovnice maji tvar
x = ®i(p,p,2) = pcosy
- P(xy,z)=P(p.9,z) y = Do(p,p,2) = psing
z = Ps(pp2) = 2
z :
y cosp —psinp 0
b= D®(p,p,2z)=| sinp pcosp 0 |=p.
X ¢ 0 0 1

Jedna se o zobrazeni ® : (0,00) x (0,27) x (—o00,00) — R* (nebo téz ® : (0,00) x
(—m, ) X (—00,00) — R3) a plat

///fx Y, 2 dxdydz—///f pcosp, psinp, z) - pdpdepdz

Cylindrické souradnice pouzivame u integra¢nich oboru, jejichz pruméty do vhodné souradnicové
roviny lze vySetfovat v polarnich soutadnicich.

Priklad 2.6 Vypoctéte [[[(2?+y?)dzdydz, kde B = {(z,y,z) e R¥: $(2® + y?) < 2 < 2}
B

T = pcosp v € (0,2m)
. y=psing  pe(0,2) D®| =p

z=2z z€<§,2>

Tedy ,
A={(p,p,2) eR*:0<p<2,0< p<2m & <2< 2}

///(gﬂ + yH)dadydz = /// 0% pdpdedz =
L)oo
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Sférické souradnice

Zobrazeni ® je tvaru @(p) 2 ¢) = (q)l <p7 12 ¢)7 (I)Q <p7 2 ¢)7 (I)3(:07 ¥, 2/})) = (p COS @, p sin 12 ¢)

z
Transformacni rovnice maji tvar
P(x.y,2)=P(p,p,y) r = Oi(p,p, ) = pcospsiny
P y = Pap,p,¥) = psingsing
z = O3(p,p,0) = pceosy
\
y
X
cospsiny —psinpsiny pcos cosY
D®(p,p,9) = | singpcosyy pcospsinyg  psinipcosty | = —p*sin.

cos Y 0 —psiny

Jednd se o zobrazeni ® : (0,00) x (0,27) x (0,7) — R3 (nebo téz ® : (0,00) x (—7,7) X
(0,7) — R?) a plati

[9// f(z,y, z)dedydz = /A// Fpcospsin, psingsin i, pcos) - p? sin v dpdpdip

Priklad 2.7 Vypoctéte [[[ \/x? + y* + z2dxdydz,
B

kde B = {(z,y,2) e R® : 22 + 9> + 22 < 1,2 > /a2 + 42}

T = pcospsiny p€(0,1)
y = psinpsiny v € (0,2m)

z z = pcosy 1/)€<0,§>
1
Tedy
G A={(pp,d) ER*:0<p<1,0<p<2m0<y <2
X y ///\/xQ—I—yQ—I—z?dxdydz:///\/ﬁ-pQSinwdpdgpdzp:
B A

ISE

S

(/01 p3sinwdp> dz/z) dp = - = %(2 —V72).
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Cviceni
Vypoctéte néasledujici dvojné integraly pomoci transformace do polarnich souradnic:

Piiklad 1 [[(1 —2? — y*)dady, M = {(z,y) € R? : 2% + y? < 1}
M

(5]

Piiklad 2 [[(2? 4+ y*)dady, M = {(z,y) e R?: 1 <z2? +y* <4,y <|z|}

M 57
Piiklad 3 [[e @) dady, M = {(2,y) € R*>: 2 > 0,2 +y? < a?}

s —a?

M [F(1—e™)]
Piiklad 4 [[sin /2% +y?dady, M = {(z,y) € R? : 7? < 2 + y* < Ax?}

M [—67?]
Piiklad 5 [[zdady, M = {(z,y) e R?* :2*+ (y— R)? < R,y > z,y > —x}

M [0]

Vypoctéte nasledujici trojné integraly pomoci transformace do cylindrickych nebo sférickych
soufadnic

Piiklad 6 [[[dzdydz, M = {(2,y,2) e R®: 2 +y* < 1,2 > 0,0 < z < 6}
M [3]

Piiklad 7 [[[ zdadydz, M = {(z,y,2) e R®: 2>+ y* + 22 < a*,z > 0,y > 0,z > 0}
M

(35 a']
Piiklad 8 [[[dzdydz, M = {(x,y,2) e R®: z < 2? +y*, 2z < y}
i [55]
Priklad 9 [[[ zdzdydz, M ={(z,y,2) e R® : 1(a? + %) <2 < /4 —a? —y?}
M 7]

Piiklad 10 [[[dazdydz, M = {(z,y,2) e R®: 2? +y* <4z, 2 >0,z < x + 1}
M [127]
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2.8 Mira neohrani¢cenych mnozin

Je ucelné definovat geometrickou miru i pro neohrani¢ené mnoziny.

Definice 2.6 Mnozina A C R"™ se nazyvd méritelnd, jestlize pro kaZdé k € N je
méritelnd ohranicend mnoZina Ay = AN {(—=k, k)" ((=k, k)" je n-td kartézskd mocnina
jednorozmérného intervalu (—k, k) ). V tom pripadé definujeme miru v(A) takto:

v(A) = lim v(Ay). (2.8)

k—oo

Mnozina A se nazgvd nulovd, je-li v(A) = 0.

Plati

A:UAk, A1CA2C"'CAkC...,
k=1
takze v(A;) < v(As) <--- <v(Ag) < ---.Posloupnost ¢isel v(Ag) (k=1,2,...) ma tedy
limitu. Tato limita vSak muze byt rovna +oo. Napiiklad v(R") = +oc0. Je-li A ohranicena

mnozina, pak pro vSechna dostatecné velka k je Ay = A, a tedy limita 2.8 je rovna mite
v(A), jak byla definovana diive.

Priklad 2.8 Necht A = {(z,y) € R* : z € (1,00),0 < y < 1/2%}. Zjistéte, zda je A
méritelnd, a v kladném pripadé stanovte miru v(A).

y Zde

3 ={(z,y) eR?:x € (1,k),0 <y <1/a?}
2 (viz obrazek). Mnozina Ay je ziejmé méritelnd a
H

1
takze

o v(A) = lim (1 - %) — 1.

k—o0

*1
Je vidét, ze lze psat v(A) = f — dz.

1
Nékdy je vhodnéjsi k vySettovani merltelnosti mnoziny A C R" pouzit jiné posloupnosti
mnozin, nez jsou intervaly (—k, k)".
Necht (K,,))>_, je posloupnost ohrani¢enych méritelnych mnozin v prostoru R” takové,
ze plati:

(1) KiCKyc---CK,C...,
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(2) ke kazdému k € N existuje mnozina K, tak, ze K,, D (—k, k)".

V tomto pfipadé budeme psit K, =% R™ (mnoziny K, ,stejnomérné zapliuji prostor
R™€). Je zfejmé, ze

R" = CJl K,

a 7e ke kazdé mnoziné K, existuje | € N tak, ze K,,, C (—1,1)", nebot K,, je ohranicend
mnozina.
Prikladem posloupnosti (K,,) -_, je posloupnost kouli

{p S Rn : |p_p0| S 7nm}a

kde (rp,) _, je rostouci posloupnost, r,, — cc.

Véta 2.8 Necht K,, = R", kde K,, jsou ohranicené méritelné mnoZiny. Pak mnoZina
A C R" je meéritelna, prdavé kdyz AN K,, je méritelnd mnoZina pro kaZdé m € N. Pritom
plati

v(A) = lim v(ANK,,).

m—00

V dalsich ivahach budeme pouzivat nésledujici oznaceni:
Necht f:R" — R je libovolna funkce, pak

fT=max{f, 0} (tzv. kladnd ¢ast funkce, viz obrdzek 2.8 pro funkci jedné proménné)

f~ =max{—f,0}(tzv. zdpornd ¢dst funkce, viz obrazek 2.9 pro funkci jedné proménné)

Je ziejmé, ze plati f = f. — f~, |fl=fT+ .

WVAW ﬂ/ﬂ LA

Obrazek 2.7: f Obrazek 2.8: f* Obrazek 2.9: [~

2.9 Integral neohranicené funkce pres ohranicenou mnozinu

Teorii nevlastnich jednorozmeérnych integralu z BMA1 nelze dost dobie modifikovat pro
funkce vice proménnych. V této teorii byla dosti podstatna usporadanost oboru realnych
¢isel. V jednorozmérném piipadé jsme meéli jednak absolutné konvergentni, jednak neab-
solutné konvergentni integraly. Ve vicerozmérném piipadé budeme uvazovat pouze abso-
lutné konvergentni integraly. Zakladni schéma je toto: Nejdiive se definuje integrdl pro
nezaporné funkce. Pro funkce nabyvajici i zapornych hodnot se pouzije rozklad

f=r—rf
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a integral funkce f se pak definuje vztahem

/Afdy—/Aﬁdy—/Afdy

(Je tfeba fici, Ze pro neohrani¢ené funkce a mnoziny nekoneéné miry se integralni soucty
jiz nehodi, limita integrélnich sou¢tu by ve vétsiné piipadu neexistovala.)
Necht f je nezédpornd funkce na ohranicené méfitelné mnozing A C R™. Integral

/A fdv = /A fdu,

chceme definovat tak, aby byl mirou podgrafu P funkce f na A:

P={(z1,..., 00, Tny1) ER" : (21,...,2,) € A0 < 2ppq < fla1,...,20)}.
Zvolime metodu ,,ufezavani“ podgrafu P. Pro kazdé pfirozené k definujme mnozinu
Po={(z1, ..., Tn,Tpy1) ER"™ (2,0, 2,) € A0 < 2pp1 < flay,.. ., 20),0 < 2pyy < kD,
tedy

P.=P\{(z1,...,Tn, Tny1) ER" 2 (21,...,2,) € A 20y >k},

takze jsme ,odiizli“ ¢ast podgrafu lezici nad rovinou x,; = k (viz obr. 2.10)

|
F
F

Obrazek 2.10: ,Ufezavani“ podgrafu.
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Pritom
Pchc---chc.., |JR=P
k=1
Pro dostatecné velké k € N je A C (—k, k)" (A je ohrani¢end mnozina), takze pro m > k
je PN (=m,m)"™" = P,,. Jsou-li tudiz mnoziny P, méfitelné v R™!, je téz P méritelna
mnozina a
Vn+1(P) = klggo VnJrl(Pk)-

Mnozina P je podgrafem funkce fi,) na A:

. s je-li = kv
foy =min(f ) = { {0 A < b

Funkce fy jsou nezdporné a ohranicené a plati

faoy < foy << fuy <--- < f,
lim fu(p) = f(p)

k—o00

pro kazdé p € A; je-li f ohranicend, je fi) = f od urcitého ko pocinaje.
Jsou-li funkce f(; integrovatelné, plati

/f<1>dV§/f<2>dV§ S/f<k>du§ e
A A A
takze existuje limita této posloupnosti. Pritom je

Vni1(Pe) = / fiwydv,

A

takze

Vn+1(P) = hm f<k.>d]/

k—o0 A

Chceme-li tudiz, aby platilo

Voa(P) = /A Fov

jako v pripadé ohrani¢ené funkce, jevi se rozumné definovat integral nezaporné funkce
takto:

Definice 2.7 I. Necht A je ohranicend méritelnd mnoZina a f nezdpornd funkce defino-
vand na A. Jsou-li funkce fuy (k=1,2,...) integrovatelné na A, definujeme

[ s =i [ foav (2.9
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a rikdme, Ze tento integrdl existuje.

Je-li limita v 2.9 konecnd, rikdme, Ze [ 4 fdv konverguge, a funkci f nazjvime inte-
grovatelnou na A. Je-li limita v 2.9 400, Tikdme, Ze fA fdv diverguje (k +c0).

II. Necht f je funkce definovand na A. Pak definujeme

/Afdy:/Af+dz/—/Af‘dy, (2.10)

existugi-li integraly na pravé strané 2.10 a je-li aspon jeden z nich koneény (rozdil uvvazZujeme
v R*). Jsou-li oba integrdly konecné, rikime, Ze integrdl [ 4 fdv konverguge, a funkci f
nazyvdme integrovatelnou na A. Jsou-li oba integrdaly nekonecné nebo nektery z nich
neexistuje, rikame, Ze [, fdv neexistuge.

Poznamka. Integral nezéaporné funkce f pres mnozinu A existuje, pravée kdyz existuji
integraly [ 41 faydr. K tomu staci, aby funkce f byla skoro vSude spojitd v A.

Priklad 2.9 Zjistéte, pro kterd p > 0 konverguje integrdl

// Ay e Rty < 1)

(22 + y?)P

Integrovand funkce je kladna a spojité pro (z,y) # (0,0) a tedy neohranicend v libovolném
okoli pocatku. Plati tedy pro k € N

__1 1

1 pro PR S k
:,U, — Imin x, s k‘ — (w2+y2)p (x +y )p
Fuy (2, y) {f(z,y), k} { ko pro ooy > k

1 1

m <k ©r*+yt> (%) ?- coz je vnéjsek kruznic se stredem v pocatku
1 1

m >k errty< (%) ?- coz je vnitiek kruznic se stfedem v pocatku

Polozme Ak:{(x,y)ERZ: (3)” §$2+y2§1}

A\Ak:{(:v y) ER*: 2 +y° < (2 )5}

dxdy
/f<k>(a:,y)dxdy = // CEENTT //k;d:cdy
A

A\Ay

//kdxdy = k-VQ(A\Ak):k.W.(%)%

A\Ay
1 +o0 prop>1
’}Lrlgo//kdxdy = I}Lrgokﬁ (E)P: T prop=1
0 prop<l1

A\Ag
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dzdy T = pcose /27r /1 1
_ C—dp | do =
& // (22 + y2)P y—psmsO‘ 0 (%)%pp P e
2T p2—2p
= (pr0p%1)=/ {
0

l%p prop <1
400 prop>1

k—o00

2m L
0 &

Zaver:
dxdy - prop<l1
1 Jdady = 1P
//(ﬁ—l—y kggo//f (2, y)dady = {+oo pro p > 1.
A

Uvedme nyni druhy pifstup k vypoctu integrdlu neohrani¢ené funkce pfes ohranicenou
mnozinu, ktery je vyhodny v ptipadé nezdaporné neohranicené funkce:
Necht X € R™ je bod, (Ax)]" posloupnost mnozin z R™ s nésledujicimi vlastnostmi:

1) XeAy,prok=1,2,...

2) lim di = 0 (dy je prumeér mnoziny Ay, tj. d, = sup p(X,Y).)
k—oo (X,Y)eA

Pak posloupnost (A)$° nazveme zuzujici posloupnosti k bodu X.

Necht M je méfitelnd, ohranicend oblast, M C R", X € M. Déle necht f: M — R" je
neohranicend na néjakém okoli bodu X, ale ohranic¢ena a integrovatelna na kazdé mnoziné
M\ A, kde A je méfitelnd oblast obsahujici bod X. Jestlize pro kazdou zuzujici posloupnost
(A)$° k bodu X meéfitelnych mnozin Ay existuje

lim flzy, ... xy)dey ... da, =1, pak/fxl,..., Ydzy .. .dx, = 1.

k—o0 M\ A

Lze dokazat, ze v pripadé nezaporné funkce staci vysSetfit existenci limity pro jednu
zuzujici posloupnost.

Tedy v pfedchézejicim piiklade, jelikoz f je na A kladna, staci zvolit zuzujici posloupnost
(Ax)$° k bodu (0,0) ve tvaru

A ={(z,y) e R*: 2? + 4% < %},
tedy A\ Ax = {(z,y) € R* : £ <a? +y* < 1} a bude platit
// dxdy B // da:'dy
2 —|—y k:—>oo 2 +y
A\Ag

Oveértte si vypoctem, ze vysledek je totozny s vysledkem ptikladu 2.9.
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2.10 Integral funkce pres neohranicenou méritelnou mnozinu

Necht A C R™ je méfitelnd mnozina, kterd nemusi byt ohrani¢end, f funkce definovana
na A.

Nejdrive budeme definovat integral pro piipad, ze f je na A nezdporna. Chceme opét, aby
integral byl mirou podgrafu funkce f. Tentokrat budeme podgraf ,urezavat ze stran*, aby
podstava podgrafu byla ohrani¢end mnozina.

Necht A, = AN (—k, k)" mnozina A;, je pro kazdé k € N ohranicend a méfitelnd, ma
ziejmé konecnou miru. Pritom

A1CA2C"'CAkC..., A:UAk
k=1
Existuje-li pro kazdé k € N integrél [ A, fdv, plyne z nezapornosti funkce f,ze

Jdv < | fdv <o < Jdv <o
A Ay Ay

existuje tedy limita posloupnosti téchto integralu.

Definice 2.8 Je-li f nezdpornd funkce ma méritelné mnoziné A a existuji-li integrdly

fAk fdv, kde Ay = AN (=k, k)", (k=1,2,...), definujeme

/ fdv = lim fdv

A k—oo J 4,

a rikdme, Ze tento integrdl existuje.

Je-li tato limita konecnd, rikime, Ze [, fdv konverguge, a funkci f nazjvdme integro-
vatelnou na A. Je-li limita +o00, Tikime, Ze fA fdv diverguje (k +00).

Nabyva-li f na mnoziné A i zdpornych hodnot, definujeme integrdl fA fdv uplne stejne
jako v II. ¢asti definice odst. 2.9.

Poznamka. Integrdl nezaporné funkce existuje napt. tehdy, je-li funkce f skoro vsude
spojita na A.

V definici integralu nezaporné funkce jsme se omezili na specidlni mnoziny Ay, (viz definici
miry v odst. 2.8). Misto nich muzeme vzit mnoziny A N K,,, kde K,, = R" (viz odst.
2.9). To ndm umoznuje tato véta:

Véta 2.9 Necht K,,, (m = 1,2,...) jsou ohranicené méritelné mnoziny a K,, = R".
Necht f je nezdpornd funkce na A. Integrdly fAk fdv (k= 1,2,...) existuji, pravé kdyz
existugi integraly fAme fdv (m=1,2,...), pricemz plati

/fdl/: lim fdv.
A

m=0 JANKm
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Piiklad 2.10 Vypoctéte integral

dxdy
// (22 + 12 po b0

z24y2>1

a zjistéte, pro ktera p > 0 konverguje.

Integrand je kladna spojita funkce, dany integral tedy existuje. Je tieba zjistit, kdy bude
mit konec¢nou hodnotu. Vzhledem k , tvaru* integrac¢niho oboru A i k ,,tvaru“ integrované
funkce se nabiz{ moznost volit mnoziny K,,, = {(z,y) € R* : 2 +y*> <m?} (m =1,2,...).
Ziejmé K,, = R? a mnoziny AN K,, jsou pro m > 1 mezikruzi. Je vhodné zavést poldrni
soutadnice.

[
(a2 + y?)P @y S\ )T

ANKn, 1<z249y2<m?2
2rlnm prop=1
- {Iﬁ(l—m) pro p # 1.
Odtud
// Cdady — lim // dedy { 53 prop>1
(2492 m—x (22 +y?)P +oo  prop < 1.
z2+y2>1 ANKm

Dany integral konverguje pouze pro p > 1 a ma hodnotu p%l.

Piiklad 2.11 Vypoctéte integral

S = //e(x2+y2)dxdy.
R2

Integrovana funkce je kladnéa spojita funkce, dany integréal tedy existuje. Pritom podle
definice je

k k
S = lim // e~ @) dzdy = lim (/ e dx / edey) =
k:—»oo k—oo —k —k

(—k,k)x(—

k 2 0o 2
= lim (/ e‘”2dx> = (/ e_xde) .
k—o0 K o0

Podle uvedené véty je vsak také

= khm // (2% +4?) dxdy

224 y2<k2

a po zavedeni polarnich souradnic dostaneme

T k 0o 0o
S = lim </ pe_pgdp) dp = 27r/ pe_p2dp = 71/ e tdt = 7.
k—oo J_+ \Jo 0 0

Je tedy [ e *'dx = /7.
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Piiklad 2.12 Vypoctete [[aye ™ ¥ dady, A= (0,00) x (0,00).
A

L. Jelikoz f(z,y) je nezdpornd funkce, staci vzit posloupnost ¢tvrtkruhu (K})5° se stredem
v pocatku, které stejnomérné zaplnuji mnozinu A.

Ky={(z,y) eR*: 2’ +4° <k’ 2 >0,y > 0}

k ™
_p2 2 T = pCosS 2 4 . 2
Ty e Ydedy = : :/ / cospsingp-p-e P dp|dp=
//y { y:psmgo‘ ; <0 p ¥ Y- p @) P

Ky
k z k 2
. 0052@12 3 2 1/ 5 2 ' P o=t ‘
= = — e d = = - e p d pry pr—
2/0 [ 2 ’ aa 0 ’ ’ 2pdp = di

0

k2 2
—t 1 ok (TR -1
/O t-e dt:Z[—te — € }Ozz(eT‘f‘l)

2_,2 2.2 k241 1
//xy e Vdady = klim //xy e Vdady = klim }l (1 — —:; ) =12
— 00 — 00 e a

Ky

A

N

I1. Provedeme vypocet postupnou integraci:

a b
// xy e’x2*y2dxdy = lim (blim / Ty eIQde:U> dy =
a—0o0 0 — 00 0
A

b
= lim (lim [—%y e_m2_yz] o) dy = lim lim (—%y eV 4 %y e_y2> dy =

a—o00 \ b—oo a—oo Jq b—oo
a a 1
. 2 . 2
:hm% yeydy:hm[—iey] ==
a—00 a—00 0 4
0 k1
Cviceni
Vypoctéte uvedené nevlastni integraly

. 1 _ 2.2 .2 <
Priklad 1 fAf\/dedy,A {(z,y) e R? : 2* + y* < z} 2]

Piiklad 2 [f ev dxdy, A je mnozina ohranicend krivkamiy =0, y =1,
A

r=0,y=z. 3]

Piiklad 3 Z{xf In :c;—&—yQ dedy, A= {(z,y) e R? : 22 + 9> < 1} 2]
Piiklad 4 g 5[ iy drdy [ Diverguge.]
Piiklad 5 fAf e" @t dady, A= {(z,y) €R*: 0< 2 <y,0<y<oo} 4]
PEklad 6 [[] st dudydz, A= (0.1) x (0.1) x (0.1) 5]
Piiklad 7 {;ff e~ () dudydz [x3/7]
Piiklad 8 [ e~ 1= dgyda, . . day, (V7]

Rn
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3 Krivkové a plosné integraly

3.1 Krivky v R"

Intuitivné jasny pojem kiivky je tfeba v matematice presné definovat. To lze udélat mnoha
zpusoby, které nemusi byt vsechny ekvivalentni. Pro naSe tcely postaci omezit se na kom-
paktni kiivky takové, které se daji slozit z tzv. regularnich oblouki. Takovy oblouk
si muzeme predstavit, ze vznikne pruznou deformaci elastické tycinky (usecky); tato de-
formace je popsana zobrazenim jistych vlastnosti, které nazyvame parametrizaci daného
oblouku. S pojmem parametrizece jsme se seznamili jiz diive. Abychom nemuseli disku-
tovat zvlast pifpady kiivek v R? a v R3, budeme pracovat v prostoru R™.

Necht je ddno zobrazeni ¢ : (o, 3) — R", {(a, ) C R. Toto zobrazeni je urceno n-tici
realnych funkei ¢; : (o, 5) — R, i = 1,...,n. PiSeme jako obvykle

Y= (3017"'7(1071)'
Zobrazeni ¢ nazyvame parametrizaci mnoziny ¢({a, 3)) a rovnici
p=(t), telap) (3.1)

nazyvame parametrickou rovnici mnoziny ¢({«, 3)); v soutadnicovém tvaru pak piseme
misto 3.1

1 = ¢it)
L PP (3.2)
Tn = ¢n(t)

(p = (z1,...,x,)) arovnice 3.2 nazyvame parametrickymi rovnicemi mnoziny ¢ ({«, 3));

proménnou ¢ nazyvame parametrem. Mnozina ¢ ({(«, #)) muze byt dosti slozitd, neklademe-
li na ¢ dalsi omezujici podminky. I pfi spojitém zobrazeni mohou body ¢(t) vyplnit

v R™ az n-rozmérnou mnozinu (napt. ¢tverec v R? ¢i krychli v R3), ackoli se zd4, ze
pii jediném redlném parametru ¢ by méla byt mnozina ¢({«, 3)) z intuitivntho hlediska
jednorozmérna. Je proto tieba ucinit o ¢ dalsi predpoklady.

Definice 3.1 Mnozina A C R™, (n > 2) se nazyjvd hladky oblouk vR", ezistuje-li prosté
zobrazeni ¢ : (a, ) — R™ tridy Cy (tj. ¢ md spojitou derivaci) takové, Ze ¢'(t) # o pro
kazdé t € (o, B) a p({(a, §)) = A.

Zobrazeni ¢ se nazjvd (reguldrni) parametrizace oblouku A.

Vyjadiime-li ¢ v kartézském tvaru, tedy napi. pro n = 3

T () = @1(t)i+ w2 (1)j + p3(t)k,
hovorime o vektorové rovnici oblouku A.

Necht ¢ : (o, 3) — R" je reguldrni parametrizace oblouku A. Necht ¢ : (¢, 3) — R je
funkce, kterd zobrazuje interval (¢/, 5’) na interval (a, ) a ma v intervalu (o, 3’) spojitou
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derivaci, jez je v kazdém bodé tohoto intervalu ruzna od nuly. Takovou funkci budeme
dale nazyvat transformaci parametru. Zobrazeni

Y =pog:(d,f)—R"

je rovnéz regularni parametrizaci oblouku A; fikame, ze parametrizace v vznikla z pa-
rametrizace ¢ transformaci g.

(Ziejmé ¥ ({o/, 8')) = ¢({, B)), 1 je prosté zobrazeni, spojitost a nenulovost derivace 1)’
plyne z pravidla pro derivovani slozeného zobrazeni: 1'(s) = ¢'(g(s))g'(s), s € (o/, 3'). )
Oblouk m4 tedy nekoneéné mnoho (regularnich) parametrizaci. Vezmeme-li nékterou jeho
parametrizaci, dostaneme z ni kazdou dalsi parametrizaci vhodnou transformaci parame-
tru. To plyne z tohoto tvrzeni:

Jsou-li ¢ : (o, B) = R, ¢ : (¢, ') — R™ dvé regularni parametrizace téhoz oblouku A,
je funkce g

g(s) = ¢ ((s)), se€ (.5,

transformaci parametru a ¥ = ¢ o g.

Je-li transformace parametru g rostouci funkce, fikdme, ze ¢, jsou souhlasné para-
metrizace; je-li g klesajici, fikame, ze ¢, 1 jsou nesouhlasné.

Specidlné, parametrizace

P <O‘7ﬁ> - Rn? 770 : <_ﬁa —Oé> - Rna ¢(t) = ‘P(_t)

jsou nesouhlasné parametrizace, nazyvaji se opacné.

Priklad 3.1 Uvazujme parametrické rovnice oblouku A tvaru

p:x =1
R y = t e (4,9)
Jednd se tedy o tsecku lezici na primce y = x (viz obrdzek).

Tedy p(t) = (p1(t), p2(t)) = (t,1), ¢ : (4,9) — R?
V nasem pripadé (o, 5) = (4,9).

4 9 X

1) Zvolme transformaci parametru g : (2,3) — (4,9) (1. (o, 3') = (2,3)), gi(s) = s*
Jinou parametrizaci 1, dostaneme nasledovné:
Pi(s) = (P o g1)(s) = @lgi(s)) = p(s7) = (5%, 5%)

Ted : = 52
o= s g g
y = s

je také parametrizace usecky A.
2) Zvolme nyni transformaci parametru gs : (16,81) — (4,9) (4. (/. ') = (16,81)),

g2(u) = /u
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TakzZe dalsi parametrizace je tvaru

Py(u) = (@ o g2)(u) = p(g2(u) = p(Vu) = (Vu,Vu)

a zrejmé Py x =

t € (16,81
. (16,81)

BN

je opét parametrizace usecky A. JelikoZ jak gy, tak g jsou rostouci funkce, @, 1,1, jsou
souhlasné parametrizace.

Pojmy, které se vztahuji k oblouku a jez nezaviseji na parametrizaci, jsou geometrickymi
pojmy. Je to napi. pojem krajniho bodu oblouku.

Krajnimi body oblouku A jsou body a,b takové, ze pro nékterou parametrizaci

@ : {a, ) — R™ oblouku A je p(«) = a, ¢(f) = b. Mnozina 0A = {a, b} se nazyva okraj
oblouku, mnozina A\ JA se nazyva (geometricky) vnitiek oblouku A (pozor, nejde
o vnitiek mnoziny A v R, jak by definovan v kap. 1, to je ovSem prazdnd mnozina).
Dalsi pojem, ktery nezavisi na parametrizaci, je pojem jednotkového tecného vektoru
oblouku.

Je-li p = ¢(t) libovolny bod oblouku A, pak v ném existuji pravé dva jednotkové tecné
vektory:

o't) )

') et
O prvnim z nich fekneme, ze je indukovan parametrizaci ¢. Je-li 1 dalsi parametrizace
oblouku A a je-li p = ¢(t) = 9(s) , pak indukované jednotkové tecné vektory

') P(s)
'@ [ (s)]
jsou si rovny, jde-li o souhlasné parametrizace, a jsou opacné, jde-li o nesouhlasné para-

metrizace. (To se snadno dokaze, pouzijeme-li vzorec pro derivovéani slozeného zobrazeni
1 = o g, kde g je transformace parametru.)

(3.3)

Orientace oblouku

Necht A C R™ je oblouk a ¢ = ¢(t) : (a,8) — R™ nékterd jeho parametrizace.
Interpretujeme-li parametr ¢ jako ¢as, pak p = ¢(t) je poloha pohybujictho se bodu
v okamziku t. Bod a = ¢(«) je v tomto piipadé pocateéni poloha a b = () koncova
poloha pohybujiciho se bodu.

Jestlize mél pohybujici se bod v ¢ase t; polohu p; = ¢(t;) a v case to > t; polohu
pa = @(ta), je prirozené Fici, ze py je za p; (nebo také, ze p; je pred py), a pisSeme py = py
(nebo p1 < pa).

Tedy

PP EA D <=preti =9 Hp) <ty=¢ pa).

Tim jsme zavedli na A relaci <, ktera je usporddanim v mnoziné A.
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O tomto usporadani fekneme, ze urcuje orientaci ob-
louku A, a oblouk s timto usporddanim nazveme oriento-
vanym obloukem. Budeme jej znacit A. O parametrizaci
p tikdme, ze urcuje orientaci oblouku A nebo ze sou-
hlasi s orientaci A. (Rikéme téz, ze orientace je dana
P rustem parametru dané parametrizace.)
A Pro kazdy bod p € A, p # a, p # b, zfejmé plati a < p < b
(viz obr.).
Bod a = ¢(a), resp. b = () nazveme pocatecnim,
a resp. koncovym bodem orientovaného oblouku A.

Jestlize parametrizace ¢ souhlasi s orientaci A a je-li ¢p; parametrizace souhlasna s ¢,
pak ¢, rovnéz souhlasi s orientaci A.

Déle plati: Je-li <~! inverzni relace k <, pak uréuje rovnéz orientaci oblouku A, kterd
se nazyva opacnd; oblouk A s timto usporadanim nazyvame opacné orientovanym
obloukem k oblouku A. Oznacime jej —A.

7 predchoziho vykladu plyne, Ze orientace oblouku je uréena tim, ktery z krajnich
bodu prohlasime za pocatecni a ktery za koncovy. Déle je ziejmé, ze jsou mozné
pravé dvé orientace oblouku, nebot vSechny parametrizace oblouku lze rozdélit do
dvou tiid tak, ze v jedné tridé jsou vSechny parametrizace souhlasné a libovolné dvé
parametrizace z ruznych tiid jsou nesouhlasné. Parametrizace z jedné tiidy urcuji vzdy
tutéz orientaci, parametrizace z druhé tiidy urcuji pak orientaci opacnou.

Orientace oblouku 1zce souvisi s volbou jednotkového teéného pole.

Jednotkové teéné pole oblouku A C R” je spojité vektorové pole 7 : A — V(R")
takové, ze T(p) je jednotkovy teény vektor oblouku A v bodé p € A.

Na oblouku existuji pravé dvé jednotkové teénd pole 7 a — 7, kterd jsou navzajem opacna
(viz obr. 3.1 a 3.2)

Obrazek 3.1: Jednotkové tecné pole... Obrazek 3.2: ...a pole k nému opacné

Je-li ¢ : (a, B) — R"™ parametrizace oblouku A, ktera souhlasi se zvolenou orientaci A,
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nazyvame jednotkové tecné pole definované vztahem

— o Ple')
0= oy P (34)

(viz 3.3) orientujicim polem oblouku A. Orientovany oblouk A je tc¢elné chéapat jako
dvojici (A, ?), oblouk —A jako dvojici (A, —?).

Piiklad 3.2 Necht A je polokruznice v R? poloméru R se stredem v poédtku, leZici v po-
loroviné {(z,y) € R%y > 0} (viz obrdzek). Zvolme orientaci A tak, aby bod a = (R,0)
byl pocatecni, bod b = (—R,0) koncovy.

y Parametrizace, kterd souhlasi s touto orientaci, je
() napr. (t) = (Rcost, Rsint), t € (0,7).

Je ¢'(t) = (—Rsint, Rcost), |¢'(t)| = R,
(1)1 (1) = (~ sint, cos1).

R Je-li p=(z,y) € A, x = Rcost, y = Rsint,
je T = (=%, %), kde p= (z,y) € A.
b=(-R,0) a-R0) x Pole T je orientugjici pole.

V predmétu BMA1 jsme se seznamili s pojmem délky oblouku. Kazdy hladky oblouk
A C R" m4 kone¢nou délku s(A). Je-li ¢ : (a, f) — R" libovolnd parametrizace oblouku
A, pak

B
s)= [ 1]

Priklad 3.3 Necht A = p({0,47)), kde

@ :(0,47) = R®,  (t) = (acost,asint,bt), a>0, b> 0.

A jsou dva zdvity sroubovice na rotaénim vdlci x* + y® = a?

(viz obrdzek).
z Tedy

¢'(t) = (—asint,acost,b)
1@/ ()] = Va2sin?t + a2cos?t + b2 = Va2 + b2 # 0.

Zobrazeni ¢ je tridy Cy, md nenulovou derivaci a je prosté
(vSimnéte si treti komponenty), je tedy requldrni parametrizact
oblouku A a plati

B A
s(A4) —/ @'t dt = [ Va?+b2dt = 4nvVa? + 2.
a 0
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Hladké oblouky jsou nejjednodussi jednorozmérné utvary v R™. Slozitéjsi jednorozmérné
utvary lze tvorit z oblouku. Muzeme-li oblouky spojovat, vznikne kiivka. Predstavime-li
si kiivku, jak vznika souvislym tahem hrotu tuzky na papife jako postupné vytvareni
obloukt, aniz by néktery oblouk byl probéhnut vice nez jednou, muzeme definovat kiivku
takto:

Definice 3.2 Mnozinu C C R™ nazveme (po édstech hladkou) ktivkou, ezistuje-li
konecnd posloupnost oblouku v R™

(AI,AQ,...7AT), (T Z 1) (35)
a konecnd posloupnost bodu
(ag,as, ..., a,) (3.6)

tak, Ze plati
(1) A; je oblouk s krajnimi body a;—1,a; (a;—1 # a;) (i=1,...,r)

(2) libovolné dva oblouky A;, A; (i # j) maji spolecné nejvyse krajni body

(3) C = L_J A

Je-li kromé podminek (1) az (3) splnéna jesté podminka

(4) AinA;NA, =0 proi#j#k+#i (t. kazdy z bodi a; je krajnim bodem nejvyse
dvou oblouki),

nazveme krivku C' jednoduchou (téZ prostou nebo neprotinajici se) krivkou.
Je-li splnéna podminka

(5) Qg = Gy,
nazveme C' uzavrrenou krivkou.

Soubor (A1, As, ..., A.) nazveme rozkladem kvivky C. Jednoduchd krivka C, pro niz
ag # a,, se nazyvd po ¢édstech hladky oblouk, body ay, a, krajni body oblouku C'.

Z podminky (1) vyplyvéa, ze a; € A; N A;11, coz znamend, ze oblouky A;, A;11 se spojuji
v bodé a;.

Definice 3.3 Bod p € C nazjvame regularnim bodem krivky C, existuje-li oteviené

okoli U(p) tak, ze U(p) N C je hladky oblouk, v opacném pripadé se p nazjvd singuldrni
bod krivky C'.

Singularnimi body mohou byt nejvyse body a; (i = 0,...,n). Jednoduchd kiivka bez
singularnich bodu se nazyva hladka. Hladky oblouk je zfejmé specidlni piipad jednoduché
hladké krivky. Prikladem jednoduché hladké uzaviené kiivky je napt. kruznice.

Podle definice ktivky jsou z geometrickych ttvaru na obr. 3.3 kfivkami pouze utvary
(a),(b),(c), pritom kiivka (b) je jednoduché uzaviend kiivka.

Délkou krivky C s rozkladem 3.5 nazyvame ¢islo

i=1
Pomoci zjemnéni se snadno dokaze, ze ¢islo s(C') nezavisi na rozkladu kiivky C' na oblouky.
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Obréazek 3.3: Priklady tutvaru, které jsou ((a),(b),(c)) a nejsou ((d),(e),(f)) kfivkami

3.2 Neorientovany krivkovy integral v R"

Necht C' C R" je kiivka. Tak jako pfi vystavbé n-rozmérného integralu v R” mély zakladn{
vyznam n-rozmeérné intervaly a jejich objem, maji pii vystavbé kiivkového integralu ana-
logicky vyznam oblouky, jejich délka a tzv. stupnovité funkce na C'

Definice 3.4 Stupnovitou funkci na C' nazveme takovou funkci f : C' — R, k niz
existuje rozklad C' na oblouky (A, ..., Ag) takovy, Ze na kazdém vnitrku oblouku A; je f
konstantni. Je-li a; hodnota funkce f na vnitiku oblouku A; (i = 1,...,k), pak integrdl
stupniovité funkce f po krivce C' definujeme vztahem

k
/Cfds = Zais(Az-) : (3.7)

kde s(A;) je délka oblouku A; (i =1,...,k).

Rekneme, ze N C C' je nulova mnozina na C' (mnozina kiivkové miry 0), existuje-li
k libovolnému & > 0 kone¢nd posloupnost oblouku A%, j =1,...,k, A} C C, pokryvajic
N a takova, ze 25:1 s(A}) <e.



Vybrané partie z matematiky 67

Nulové mnoziny na C' maji tytéz vlastnosti jako nulové mnoziny v R" (vzhledem k n-
rozmérné geometrické mive v,). Nulovou mnozinou na C' je kazda kone¢na mnozina.
Oznaéme €(C) mnozinu vsech stupiiovitych funkef na C a necht £(C) je mnozina viech
realnych funkei definovanych skoro vSude na C', pro néz plati:

Ke kazdé funkci f € £(C) existuje neklesajici posloupnost stupiiovitych funkef (fy)r,
tak, ze fr — f skoro vSude na C. Pro takovou funkci definujeme

/ fds=lim | fi.ds
C k—o0

V mnoziné £(C) se nedd obecné odéitat ani nédsobit zépornou konstantou. Provedeme
proto jesté jedno rozsfieni, a to tvofenim rozdili funkei z £(C).

Ozna¢me L£(C) mnozinu véech redlnych funkei definovanych skoro véude na C, pro néz
plati:

Ke kazdé funkci f € £(C) existuji funkce g, h € £(C) takové, ze f = g — h skoro vsude
na C, pricemz aspon jeden z integralu fC gds, fC hds je kone¢ny. Pro takovou funkci f
definujeme

/cdeZ/cgdS_/chdS

Jestlize fc fds je konecny, tikdme, ze f ma na C' konvergentni integral nebo ze f je
integrovatelna na C' a piseme f € £(C) (L(C) je tedy mnozina vSech integrovatelnych
funkei na C'.)

Plati

E(C) CE(C) CL(C),  E(C)c L(C)C LO).

Aby uvedend definice byla korektni, je ziejmé, ze fc f ds nesmi zaviset na vyjadreni f
pomoci funkef z mnoziny £(C). (Viz [?])

Integrél takto vybudovany se nazyva neorientovany krivkovy integral na C.
Integral funkce f : C' — R pies podmnozinu M C C definujeme vztahem

/Mfdsz/Cfods,

existuje-li integrél vpravo (xas je charakteristickd funkce mnoziny M).

Vlastnosti neorientovaného krivkového integralu jsou stejné jako vlastnosti n-
rozmérného integralu v R™. Zejména pak plati véta:

Véta 3.1 Je-li (Ay,..., Ay) rozklad C, pak

/Ofdszzk:/&fds, (3.8)

ma-li alespon jedna strana smysl.

Postacujici podminku konvergence kiivkového integralu dava véta:
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Véta 3.2 Necht N C C je nulovd mnoZina a necht f je spojitd na C'\ N a ohranicend.
Pak [ fds konverguje.

Vzorec 3.8 ukazuje, ze budeme-li umét pocitat integral po oblouku, budeme umét pocitat
integral i po libovolné kiivce.

Necht A C R" je oblouk, ¢ : (a, 8) — R™ jeho parametrizace. Necht nejdifve f: A — R
je stupnovitd funkce takovd, ze f nabyva hodnotu a; na vnittku oblouku A; (i = 1,..., k),
kde (Ay, ..., Ax) je rozklad oblouku A.

Oblouky A; muzeme usporadat tak, aby parametrizace oblouku A; byla

p;  (ti_,t) = R* (i=1,...,k),

kde to = o, ty = (3, @; = | (t;i_1,t;). Potom

ti t;
S(Ap) = / | l(t)]d = / /(1)) .
ti1 ti—1

Pouzijeme-li 3.7, dostaneme

/fds—Za,/ (t)| dt = Z/ a;| ' (t)| dt. (3.9)

Pro t € (t;_1,t;) je ¢(t) vnitinim bodem oblouku A;, takze f(¢(t)) = a;. Muzeme proto
3.9 psat ve tvaru

/fds—z/ el = [ o)l e]a

Plati tedy pro stupnovitou funkci f na oblouku A vzorec

/fds_/ Flo ()] dt. (3.10)

Limitnim procesem a pouzitim linearity integralu zjistime, ze 3.10 plati pro kazdou in-
tegrovatelnou funkci na A a naopak, konverguje-li integral vpravo v 3.10, je f in-
tegrovatelnd na A a plati 3.10. Pfitom integrél vpravo konverguje, pravée kdyz funkce
fow:t— f(p(t)) je integrovatelnd na (o, #) (omezujeme se zde pouze na konvergentni
integrél, nebot pro aplikace to zcela postaci). Plati tedy:

Véta 3.3 Necht A je oblouk vR", ¢ : (o, B) — R™ jeho parametrizace. Pak f je integro-
vatelnd na A, pravé kdyz funkce f o ¢ je integrovatelnd na («, ) a plati vzorec 3.10.

Je-li f nezdporna funkce na kiivee C' C R™, udévé [, f(z,y) ds obsah ¢asti valcové plochy
s fidici kiivkou C' shora ohranicené funkci f (viz obr. 3.4).
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z
z=f(x,y)
/|
//
%&S igg‘
X T — =~
/ > — N \y
C

Obrazek 3.4: Geometricky vyznam neorientovaného kiivkového integralu

Priklad 3.4 Vypoctéte fca:ds kde krivka C se sklddd z oblouku A, paraboly y = x?,
€(0,1) a z usecky Ay :y ==z, v € (0,1), C = Ay U Ay (viz obrdzek).

Parametrizace oblouku A; je ¢, (t) = (¢,t?), t € (0,1)

y (1)  Parametrizace oblouku A, je ¢,(t) = (t,1), t € (0,1).
Pritom @,(1) = (1,20), | (1)] = VI T 12,
@5(t) = (1, 1), [@5(D)] = V2, fes(t)) =1, fepa(t)) = 1.
AZ
1
A, Tedy/xds:/ xds+/ deZ/t-\/1+4t2dt+
Ay Ay
5V5-1 V2
t-V2dt = —
0,0) x / V2 T 12 -+ P
Cviceni

Priklad 1 Vypocteéte fc m%yds, kde C je visecka AB, A= (0,-2), B = (4,0). V5In2]
Piiklad 2 Vypoctéte [ (x + y)ds, kde C je obvod trojihelnika s vrcholy A = (1,-1),
B=(2,-1), C=(1,0). (142

Piiklad 3 Vypoctéte [, xds, kde C je oblouk AB parabolyy = 2*, A= (2,4), B = (1,1).
[(17y/17 — 5/5)/12]

Priklad 4 Vypoctéte fc xyds, kde C' je obvod obdélnika ohraniceného primkam: x = 0,
r=4,y=0,y=2.
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[24]

Piiklad 5 Vypoctéte [, xyzds, kde C je krivka 2* + y* = a®, z = 2. 0]

Priklad 6 Vypoctéte obsah pldaste plochy ohranicené zdola rovinou z = 0, jejiz rvidici
krivka C' lezi v roviné z = 0, kterou vytindg plocha z = f(x,y)

a) Cry=32", x€(0,4), frz=u. [46(10v/10 — 1)]
b) C:x?+y*=r% f:z=mz, m>0. [2mr?]
c)C:x2+y*=rax,r>0, f:2%+y* =22 [2r2]

3.3 Orientovany krivkovy integral

Uvazujme orientovany oblouk A; budeme jej dale pojimat jako dvojici (A, ?), kde 7 je
orientujici teéné pole na A. Orientovany oblouk A; = (A;, 7,) nazveme orientovanym
podobloukem orientovaného oblouku A = (A, 7), jestlize A, C A a T, = T|A;.
Rekneme, 7e orientovany oblouk A je souétem orientovanych obloukii A;, A,, a
piseme A = A; + Ay, jestlize {A;, Ao} je rozklad oblouku A. Je-li A = (A, 7), A, =
(A, T1), Ay = (Ay, To), pak A= AJ U Ay, T1 = T|A1, To=T|A,.

Analogicky definujeme, ze orientovany oblouk A je soucet orientovanych oblouku Ay, ..., A;.
PféemeA:A1+---+Ak.

Ziejmé plati: Je-li A = Ay + A,y, pak —A = (—A;) + (—Ay). Orientovany oblouk A
znazornujeme tak, ze u oblouku A sipkou vyznacime orientaci. Soucet A1+ A, je zndzornén
na obr. 3.5.

Pi-Po
Po

Obrazek 3.5: Soucet oblouku A; a A, Obrazek 3.6: Konst. vektorové pole

Necht L je orientovana tisecka s poc¢ateénim bodem py a koncovym bodem p; a necht na

é
L je definovano konstantni vektorové pole F = F)O (viz obr. 3.6). Z fyziky je zndmo, ze
préace pole po orientované tsecce L je

Azfo-(pl—po)
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(kde vpravo je skalarni soucin). Necht nyni A = (A, T) je orientovany oblouk. Rozdélme
jej na orientované podoblouky Ay, ..., Ay tak, ze A = A; + --- + Ay; pocateéni bod
oblouku A; necht je p; (1 =1,...,k).

Necht F je spojité vektorové pole na A.
Bude-li déleni na podoblouky dostatecné
T(py)s(A ) jemné, muzeme oblouk A; nahradit priblizné

orientovanou useckou vychazejici z bodu p;
F(p,) a urcenou vektorem 7(p;)s(A;), kde 7(p;) je

tecny vektor oblogku A; v bodé p;. Vzhledem
T(p3)s(A 3) k tomu, ze pole F je spojité, muzeme jej na
malém oblouku A; aproximovat konstantnim
F(p,) polem F; = f)(pz) (viz obrézek). Prace pole
F na A je tedy priblizné rovna

k

A=Y "Fp). Fp)s(A).  (3.11)

i=1

—

F(p))

H
Soucet vpravo bude tim presnéji urcovat praci pole F po oblouku A, ¢im jemnéjsi bude
déleni oblouku A. Soucet 3.11 je integralni soucet pro kiivkovy integral

/A(f?) ds,

kde integrujeme skalarni funkci f = F.7T. Lz ukazat, ze pro spojité pole F in-
tegralni soucty v 3.11 konverguji k tomuto integralu, jestlize rozdéleni na podoblouky maji
normy konvergujici k nule (normou rozdéleni na podoblouky A;,..., A s danymi
pocatecnimi body pi, ..., pr nazyvame nejveétsi z délek [ps — p1|, |ps — pa|,... ). To nds
vede k této definici:

é
Definice 3.5 Orientovanym krivkovym integrdlem pole F po orientovaném oblouku A
nazyvdame integral

/Af).d_)s:/A(f).?’)ds, (3.12)

gistuje—lz’ neorientovany integrdl vpravo. Pritom T je orientujici teéné pole oblouku A a
F je pole definované na A.

Z predchozich tvah je patrné, ze integral 3.12 urcuje praci pole F po orientovaném
oblouku A. -

Integral existuje napt. tehdy, je-li F spojité pole na A, coz budeme déle predpokladat.
Protoze orientovany integral jsme vztahem 3.12 definovali pomoci neorientovaného in-
tegralu, plynou vlastnosti orientovaného integralu z vlastnosti neorientovaného integralu.
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Tak napf. plati:
Je-li A=A +--- 4+ Ay, je

- — - — - —
/F.ds:/ F.ds+-~~—|—/ F .ds. (3.13)
A A A

i k

Tento vzorec vyjadiuje aditivitu prace.
Dale plati

- — - —
/ F. s:—/ F .ds, (3.14)
-A A

nebot pro A = (A, 7) je —A = (A, —7T).

Vypocet orientovaného integralu lze provést prevedenim na neorientovany integral.

Je-li ¢ : (a,B) — R" parametrizace orientovaného oblouku A (tj. parametrizace
oblouku A souhlasi s danou orientaci), pak pro p = ¢(t) je T (p) = ¢'(t)/| ¢'(t)|, takze

= = ©'(t)
F.7) () = F (@) oy
( | /(1)
Odtud
= = o Erd Sol(t) / 7 - I
[ (F7) as= [ Fewn. Zanleola= [ F e
A e’ | ¥ (t)| a
Mame tedy vzorec
- — g ,
F .ds :/ F ((t)) . () dt. (3.15)
A e’
Je-li F = (F1,...,Fn), ¢ = (1, .., ¢n), muzeme 3.15 rozepsat ve ,slozkovém tvaru*:
= 32 g / /
F.ds= [ (Fi(e(t)e(t) + -+ Fale(t))e,(t)) di, (3.16)
A a
kde Fi(@(t) = F(ga(t), - onl®), (1= 1,....n).
Tradiéni oznaceni integrélu [, F .ds je
— —
A A
(v R? zpravidla [, Fydz + F>dy, v R® [, Fydz 4+ Fody + F3dz). Oznaceni na pravé
strané 3.17 naznacuje, jak mame integral prevést na jednorozmérny: Za dxq,...,dz, do-
sadime diferencidly funkei z; = ¢;(t) (i =1,...,n) , za proménné vystupujici ve funkecich
Fi(xy,...,x,) dosadime x; = ¢;(t) (i = 1,...,n) a integrujeme pak v mezich od « do f3,

jak je uvedeno ve vzorci 3.16.
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Priklad 3.5 Vypoctéte prdaci rovinného pole F) = (y, —x) po oblouku A paraboly y = x*
z bodu (0,0) do bodu (1,1) (viz obrdzek).

y Parametrizace oblouku A je

p(t) = (t,t*), t€(0,1)

a je souhlasna se zadanou ogentaci.
Piitom  ¢/(t) = (1,26), F(i(t)) = (2, —t).
Tedy

A :/ .ds = / <(1,2t)dt =
A 0
% X = /( —2t%)dt = /t2dt:—§.

S orientovanymi kiivkovymi integrdly po orientovanych obloucich bychom v aplikacich ne-
vystacili. Pohyb v daném vektorovém poli nemusi byt vzdy jednoduchy pohyb po oblouku
(tj. pohyb od poééateéniho ke koncovému bodu), muze jit napft. i o takovy pohyb, kdy bod
se po probéhnuti ur¢ité drahy opét vraci po témze oblouku apod. Abychom matematicky
popsali takové situace, zavedeme pojem cesty.

Definice 3.6 Konecny soubor orientovangch oblouki
A, .. A, (3.18)

takovy, Ze koncovy bod oblouku A; se rovnd poédtecnimu bodu oblouku A;yy (i=1,... k—1),
nazveme cestou. Budeme tuto cestu zapisovat ve tvaru

L=A + - +A;. (3.19)

Pocdteéni bod A1, resp. koncovy bod Ay nazyvime poédteénim, resp. koncovym bo-
dem cesty L. JestliZe je poc¢dtecni bod Ay roven koncovému bodu Ay, nazgyvime cestu L
uzavrenou. MnoZinu

nazgvdme trajektorii (téZ nosiéem) cesty L (zpravidla byjvd tato trajektorie krivka).
Je-li (Aq,. .., Ay) rozklad krivky, nazgvdme L téZ orientovanou kiivkou; tento termin
budeme uzZivat zeyména tehdy, je-li (A; ..., Ax) rozklad jednoduché krivky. Pak L nazgvame
jednoduchou cestou nebo jednoduchou orientovanou krivkou.

Muze se ovsem stat, ze nékteré tseky cesty (tj. oblouky A;) maji spole¢nou ¢ast, pricemz
jejich orientace muze byt na spole¢ném useku shodnd nebo opacnd (viz obréazek 3.7). Po-
tom vytvoreni cesty sectenim orientovanych obloukt, jak ukazuje vztah 3.19, neznamend
pouhé sjednoceni mnozin A;, ale zaroven obsahuje predpis, ze trajektorie se ma probihat
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Obrazek 3.7: CestaL=A; +---+ Ag

v poradi, jak tento soucet naznacuje. Pojem cesty neni geometricky pojem, ma vyjadrit
dynamicky proces pohybu bodu.
Cestou opac¢nou k cesté 3.19 nazyvame cestu

—L=(-Ap) + (—Ay_1) +--- + (-Ay).

Je-li L' = A} +- -+ A takovd cesta, ze pocatecni bod A je roven koncovému bodu Ay,
nazyvame cestu

A+ + A+ AL+ + A

souctem cest L, L’ a zna¢ime jej L+ L'. Rozdil L — L’ definujeme jako soucet L+ (—L/),
pokud tento soucet je cestou.

Je-li L uzaviend cesta (napf. kruznice orientovand ve sméru hodinovych rucicek), pak ma
smysl tvorit napt. L + L = 2L, L+ L + L = 3L atd. (coz je napi. dvakrat, tfikrat, ...
probéhnutd kruznice).

Definice 3.7 Nechf L = A +---+A}, je cesta, F vektorové pole definované na trajektorii

H
Orientovany integrdl pole ¥ po cesté L definujeme vzorcem

/f Eé:i/ (3.20)

=1
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existuji-li integraly na pravé stmné._)
Integral 3.20 naz_y:vdme praci pole F po cesté L. Integrdl po uzaviené cesté L nazyvdame
cirkulact pole F na L.

- —
Integral po uzaviené cesté L se znaci v literature téz fL F .ds.

Ztejmeé plati

- — - — - —
/ F.ds = /F.ds+/F.ds,
L+L/ L L/

— - =
/ .ds = —/F.ds.
L L

Piiklad 3.6 Je-li L dvakrdt probéhnutd kruznice

|

{(z,y) e R* 2% +y* = R?}
s pocdatecnim bodem (R,0), je parametrizace této cesty
(t) = (Rcost,Rsint), te€(0,4m)

P
- — ar . )

/F.ds —/ F (Rcost, Rsint).(—Rsint, Rcost)dt.

L 0

Mame-li vyjadrit tuto cestu jako soucet orientovanych oblouku, lze to udélat mnoha zpusoby,
vysledny integrdl bude vidy tentyz. Lze dokonce vyjit i z jiného bodu neZ z bodu (R,0) a
opet dostaneme tentyz vysledek. Abychom mohli tuto situaci vyjddrit obecné, zavedeme
pojem ekvivalence cest.

Definice 3.8 Rekneme, e cesty Ly, Ly jsou ekvivalentni, a piseme Ly = L, |, jestlize
od cesty Ly = A; + -+ Ay k cesté Ly = A} + -+ Al lze dospét konecnym poctem
téchto transformaci:

a) zaména poradi séitanci (oblouki A;)
b) wvyjadrenti oblouku A; souctem podoblouki

¢) vyskytuji-li se v souctu oblouky A;, A, tak, Ze A; + A, je orientovany oblouk A,
nahrazenti scitanci A;, A; timto obloukem

d) odstranéni sc¢itanci A, —A, vyskytuji-li se v souctu, nebo naopak
e) pridani téchto sc¢itancu k danému souctu

Je ziejmé, ze po kazdé z uvedenych transformaci se soucet orientovanych integralti nezméni.

Plati tedy: . .
— —
Jestlize L; = L,, pak le F.ds= ng F .ds.
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Piiklad 3.7 Uvazujme dvé cesty (viz obrazek):

a3 a as
- - L1 = aaz + aa3 + azas + asa;
L2 = aias + as50¢ + GgG2 + A201 s
Q, Q, které jsou orientovanymi obvody obdélniki
Q1, Q2. Tyto cesty lze secist; dostaneme tak
. . cestu
a, a as

L3 = a1G2 + ag0a3 + a3a4 + 41 + a1a5 + A50¢ + Qg2 + A207 .

Tato cesta je ekvivalentni s cestou

L4 = aga3 + azay4 + aga; + ajas + asag + agas

% % ~ 7/ . e . 4
(cesty ayaz, asa; se zrusi) a tato cesta je opét ekvivalentni s cestou

L= aqas5 + asae + agas + azay

kterd je orientovanym obvodem obdélnika Q1 U Qs. Plati tedy Ly 4+ Lo = L.
Je pak

— — —
/ F -dS+/ F ldS:/ F ldS.
L Lo L

Necht nyni C' je kiivka (neorientovand) s rozkladem Ay, ..., Ay, C = Ule A;. Kazdy z
oblouku A; Ize orientovat dvojim zpusobem; tak dostaneme fadu cest tvaru A; +-- -+ Ay
(k poradi ¢lent nyni vzhledem k ekvivalenci neptihlizime). Z téchto cest budou pouze
nekteré orientovanymi kfivkami, ne kazdé dvé pak budou spolu ekvivalentni. Jisté nebu-
dou ekvivalentni opa¢né orientované krivky, avsak mohou se vyskytovat i dvojice neekvi-
valentnich orientovanych ktivek, které nebudou vzajemné opacné.

Na obrazku je vidét, jak z oblouku A;, Ay, A3, Ay, které tvori rozklad kiivky, lze utvorit
neekvivalentni orientované krivky, které nejsou k sobé opa¢né. Tato situace vsak nemuze
nastat u prostych ktivek. Je-li C' prostéd kiivka s rozkladem (A, ..., Ax), pak existuji
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(az na ekvivalenci) pravé dvé orientované kiivky tvaru A; + --- + Ay, které jsou k sobé
opacné.

K orientaci jednoduché uzaviené kiivky C' C R? staéi stanovit jednotkové teéné pole a
k tomu staci urc¢it tecny vektor 7(pg) v jednom reguldrnim bodé py € C. Tento bod je
vnitfnim bodem nékterého oblouku A C C. Tim ziskdme orientovany oblouk A; tato
orientace se prenese na navazujici oblouk, az je orientovana cela kiivka.

Je-li py regularni bod kiivky C', pak v ném existuji pravée dva jednotkové normalové
vektory, z nichz prave jeden - ozna¢me jej n - ,vnikd“ do IntC' (vnittek kiivky C'). Vektor
n nazveme vnitifnim normalovym vektorem, opacny vektor —n nazveme vnéjsSim
normalovym vektorem (viz obr. 3.8)

-n Po —1
Po

€

€

Obrazek 3.8: Obrazek 3.9:

Nyni zvolime ze dvou jednotkovych tecnych vektoru kiivky C' v bodé py vektor 7 = 7(po)
takovy, ze usporddand dvojice (7,n) urCuje tutéz orientaci roviny jako dvojice (eq,es)
standardni baze, tj. je-li 7 = (11, 72), n = (n1, ng), pak

T T2
ny nNo

=1

(viz obr. 3.9). Vektorem 7 = 7(py) je urcena orientace celé kiivky C'. Takto orientovanou
kiivku C nazyvame kladné orientovanou, o opacné orientované kiivce —C fikame, ze
je zaporné orientovana.

(Nézorné fec¢eno, kladné orientovanou uzavienou kiivkou budeme rozumét orientaci uzaviené
krivky ,,proti sméru hodinovych rucicek®, zaporné orientovanou ,ve sméru hodinovych
rucicek “.)
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Cviceni

Priklad 1 Vypoctéte [ (v —y)dz + (x +y)dy, kde

a) C je usecka E, A=(2,3), B=(3,5), A je poédtecni a B koncovy bod.

b) C je oblouk paraboly y = z*, A = (0,0) je poédtecni, B = (2,4) koncovy bod.

c) C je oblouk paraboly y* = x, A= (0,0) je poédtecni, B = (4,2) koncovy bod.

ﬁﬁﬁ
A ]
L

Piiklad 2 Vypoctéte [ (z* + y®)dz + (2* — y*) dy, kde C' je obvod trojuhelnika ABC,
A=(0,0), B=(1,0), C =(0,1), ktery je orientovdn poradim vrcholi. 0]

Priklad 3 Vypoctéte fc(x—l—y) dz+ (x —y) dy, kde C kladné orientovand uzaviend krivka
Sth=1 0

Priklad 4 Vypoctéte fc rdr+ydy+ (x+y—1)dz, kde C je isecka s poédtecnim bodem
A =1(0,0,0) a koncovym bodem B = (2,3,4). 13]

Priklad 5 Vypoctéte fcyd$+z dy+xdz, kde C je prisecnice ploch z = zy, 2> +y? =1,
kladné orientovand. [7]

Priklad 6 Vypoctéte praci sily 1) F = 3j, 2) F =i + yj po orientované krivce C', kde
C je
a) pulkruznice z* + y*> = 4, y > 0, orientovand od bodu (—2,0) k bodu (2,0).

[1)0; 2)0]

b) parabola y* = 2(x — 1), x € (1,3), orientovand od bodu (1,0) k bodu (3,2)
[1)3; 2) %]

3.4 Nezavislost orientovaného krivkového integralu na cesté

Je znamo, ze v gravitacnim poli prace, kterd se vykona pii pohybu hmotného bodu
v tomto poli, nezavisi na draze, ale pouze na pocatecnim a koncovém bodu. Budeme
nyni formulovat problém nezavislosti préace (tj. kfivkového integrélu) pole obecné.

Definice 3.9 Nechf F je vektorové pole definované v oblasti D C R™. Rekneme, Ze
é

krivkovy integrdl pole F nezdvisi v D na cesté, jestlize pro libovolné cesty Cq, Cqy
lezici v D, které meji tyz pocdtecni a tyzZ koncovy bod, plati

— — — —
/ F.ds:/ F .ds.
Cl CQ

ﬁ
Pole ¥ v takovém pripadé nazyvdme konzervativnim v D.
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Tento nazev souvisi s tim, ze v takovém poli plati zdkon zachovani energie.

Pojem nezavislosti integralu pole na cesté lze téz formulovat pomoci pojmu cirkulace pole.
Jsou-li Cq, Cy dvé cesty s tymz pocateénim a s tymz koncovym bodem, pak C = C; +
(—Csy) = C; — Cy, je uzaviena cesta. Naopak kazdou uzavienou cestu C muzeme vyjadrit
jako rozdil dvou cest s tymz pocatecnim a s tymz koncovym bodem. Odtud jiz snadno

plyne:

— —
Veéta 3.4 Krivkovy integrdal pole ¥ nezdvisi na cesté, pravé kdyz cirkulace pole F po
libovolné uzavrené ceste C leZici v D je nulovd.

H
Oznaceni. Jestlize kiivkovy integrdl pole F nezavisi v oblasti D na cesté, pak znakem
= -

fa F .ds oznacujeme kiivkovy integral pole F po libovolné cesté C lezici v D takové, ze
a je pocatecni, b koncovy bod cesty C.

Definice 3.10 Nechf F je spojité vektorové pole v oblasti D C R™. Rikdme, Ze F je
ﬁ

potencidlni v D, existuje-li redlnd fgnkce f:D — R takovd, ze ¥ = gradf v D. Funkci

f pak nazyvdme potencidlem pole ¥ v D.

Je-li f potencidl pole f je ziejmé také f + k, kde k je libovolna konstanta, potencial.

Jsou-li f, g potencialy pole F v oblasti D, pak grad(f —g) =0v D, takze a(f 9 —0v

D (i=1,...,n)aodtud f — g = k, kde k je konstanta. Lisi se tedy kazdé dva potemaly
ﬁ

pole F v dane oblasti o aditivni konstantu.

Nez zformulujeme nutné a postacujici podminky nezavislosti na integracni cesté, pripomenme

si nékteré dulezité pojmy:

Mnozinu 2 C R", (n = 2, 3) nazveme souvislou, jestlize libovolné dva body v € lze spojit

kiivkou v tak, ze v C €.

Oblasti rozumime otevienou a souvislou mnozinu.

Oblast €2, v niz libovolnou jednoduchou uzavienou kiivku lze spojité ,,stahnout“ do bodu,
pricemz pii této deformaci neopustime €2, nazveme jednoduse souvislou oblasti.

Na obrazku jsou znazornény tii oblasti - prvni dvé jsou jednoduse souvislé, treti ne.

4
1
'

\

-

-

-
’
|
\
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Nyni muzeme zformulovat piislusnou vétu.
) — . ey .
Veéta 3.5 Necht pole F je spojité na €.

— —
a) Eﬁfukovy” integrdl fc F . ds nezdvisi v € na integracni cesté pravé tehdy, kdyz pole

F je potencidlni.

b) Je-li f potencidl pole f, pak pro libovolnou cestu C leZici v () s pocatecnim bodem
po a koncovym bodem p plati

/C F.d8= f(p) - f(po). (3.21)

ﬁ
Nyni uvedeme kritérium udavajici, kdy je vektorové pole F potencialni.

Véta 3.6 Necht vektorové pole F je tridy C7 na 2.

a) Nutnou podminkou k tomu, aby vektorové pole F bylo potencidlni, je, aby v kazdém
bode ) platilo

H
rotF = 0, je-li QC R?

i o (3.22)
rotF = o, je-liQCR3

b) Jestlize Q) je jednoduse souvisld oblast, pak podminka 3.22 je postacujici k tomu, aby

H ./ 7
F bylo potencidlni.

oy = o ) x 2
Piiklad 3.8 Necht F = ($2 vl ~|—y2>’ (z,y) € R*\ {(0,0)}.
Ovérme nutnou podminku vety 3.6
— 0F, oF  Ouhp) 0(iE) 2+t -2 2?4yt — 2

o dx Oy oz y (22 +y?)? i (22 +92)2 0

Tedy podminka a) je splnéna, pricemZ jenom jeji platnost obecné nezarucuge, Ze F je

potencidlni pole, protoZe podminka b) véty 3.6 splnéna nend.

Lze dokonce ukdzat, Ze pro kladné orientovanou kruznici C C Q, C = {(z,y) € R? :
2+ y? = R?} plati:

Je-li p(t) = (Rcost, Rsint), t € (0,2m), parametrizace kruznice C,
pak @' (t) = (—Rsint, Rcost) a

= — = " (—Rsint Rcost .
/CF.ds:/0 <Fogo>(t).cp’(t)dt:/o ( R ).(—Rsmt,Rcost):

27
= / (sin®t + cos®t) dt = 2 # 0.
0

ﬁ é . 7 . 7 . 7/ . 4 7 ﬁ o e ./ 7
Tedy fc F .ds # 0 a integrdl je zdvisly na integracni ceste, tudiz F nemuze byt potencidlni.
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Je-li F) potencialni pole na €2, vznika tloha, jak najit potencial. Vime, ze potencial je urcen
jednoznaé¢né, az na aditivni konstantu. Pro jeho vypocet muzeme pouzit vzorec 3.21, kde
bod pg zvolime v 2 poevné, bod p je proménny bod z ) a za integracni cestu muzeme
vzit libovolnou orientovanou kiivku v € spojujici bod p s bodem py. Je-li napiiklad €2
jednoduse souvisla mnozina, lze za integréni cestu zvolit tisecku.

Priklad 3.9 Owvérte, zda vektorové pole F = (2zy, x® + 9y?) je potencidlni na R? q
stanovte potencidl f.

= OF, OF  0(x*+9%?% 0(2xy)

tF =22 _ — 27— 2 = 0.
ro ox dy ox dy Lo

Jelikoz R? je jednoduse souvisld oblast, je F potencialni.

Urceme nejdrive potencidl f uzitim vzorce 3.21.
Za bod py zvolme pocdtek, tj. po = (0,0), p = (x,y).

Parametrizace vsecky pop je p(t) = (tx,ty), t € (0,1) a @'(t) = (x,y). V nasem pripadé
je vzorec 8.21 tvaru

- —
| B = 1) ) = Fla) - £0.0) = Flay).
pop
Tedy potencial
1 1
flz,y) = / (2t%zy, 2 + 9%y?) .+ (z,y) dt = / (2t%2%y + 22y + 9t%y®) dt =
0 0
1
= (32%y + 99°) - / t2dt = 3 (32%y + 9y*) = 2%y + 3y°.
0

Kazdyj potencidl je tedy tvaru x*y + 3y> + C.

Potencidl muzeme téz urcit veSeni rovnice

—_—

F = gradf
(FlvFQ)Z(%ug_i);tedyF1:%7F2:g_£;tj'

of Of _ o g2

9 _y 9 _ 4219

s =2 gy =T %

Z proni rovnice plyne

fay) = / 2ryde = 2%y + g(y) (3.23)

Dosazenim do druhé rovnice dostaneme pro nezndmou funkci g(y)
2+ g (y) =2 +9y° = g'(y) = 97 = g(y) = /9y2 dy =3y> +C

Dosadime-li za g(y) do 3.23, potencidl f je pak tvaru f(z,y) = %y + 3y* + C.
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Priklad 3.10 Oweérte, zda vektorové pole F = (i +y2)i+ (v2 — 5)j + (2y + 22)k je

potencidlni na oblasti Q = {(x,y,2) € R®:y > 0} a stanovte potencidl f.

i J k
rot F = 16% a%m 2 —(a—y(xy—l—Zz)—a—(:cz—?%)l—
, TYz rz— 3 xy + 22
— g(x +22) = —(CE +yz)j+ —(xz—i)—g(l+ z k=
oz 0z v V)3T 5 ) Tyt YR
] 1 1
=(x—x)l—(y—y)J+(2—?+E—2)k=0

— —
JelikoZ rot F = o a € je jednoduse souvisld oblast, je pole ¥ potencidlni a tudiZ potencidl
f existuje. Plati tedy

= of of of |
gradf = F & (%, e g) = (I, Fy, Fy) .
af 1 af r  Of

Tyt BT TR B T TE

Z proni rovnice dostaneme

flz,y,2) = / <% + yz) de =2 +ayz + gy, 2) (3.24)

Dosazenim tohoto vijsledku do druhé rovnice dostaneme pro nezndmou funkci g(y, z)

x Ogly,z) 99(y, 2) /
ARy 2T, 9(y, 2) y = h(z)
Dosadime-li tento vztah do 3.24, tak plati

flay,2) = g +ayz + h(z) (3.25)
Dosazenim tohoto vysledku do treti rovnice dostaneme pro h(z)
zy+ W (z) =ay + 2z = W(z) =22 = h(z) :/2zdz:z2+0.

Celkove f(x,y,z) = S +tayz+ 22+ C.
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Cvicéeni

—
Priklad 1 Ukazte, Ze krivkovy integrdl vektorového pole F je nezdvisly na integracni
cesté a stanovte jeho hodnotu pres krivku s pocdatecnim bodem A a koncovym bodem B.

o) F =aityj, Q=R A=(0,1), B =(3,4). [12]
b)F = (x+y)i+(z—y)j Q=R A=(0,1), B =(2,3). 4]
) F = (%, 1), Q={(x,y) eR?: x>0}, A= (2,1), B=(1,2). =
Q) F = (22 +y2)i+ (2 +22)j+ (2 +ap)k, Q=R3, A= (1,-2,3), B = (2,3,4). [1]

- >,a,b€R,Q:{(x,y,z)€R3:y>O,z>0},
A=(0,1,1), B=(-1,1,3). [—2]

H
Priklad 2 Ukazte, Ze vektorové pole ¥ je potencidlni a najdéte jeho potencidl f.

_>_ : 2 3 _ T3 3

a) F =zi+(y"+2)j+ (@ +yk Q=R [f(z,y,2) = 22+ L +yz + C]
ﬁ

b) F =3i—4j+k, Q =R>, [f(x,y,2) =3z —4y+ 2+ C|
ﬁ

c) F = (32%y? — 22")i + 223yj — 8x2%k, Q = R3. [f(z,y,2) = 2%y? — 202* + C]

3.5 Greenova véta

V tomto odstavci zformulujeme zakladni vétu rovinné vektorové analyzy, ktera charak-
terizuje vztah orientovaného ktivkového integralu a dvojného integralu v pripadé tzv.
regularnich oblasti:

Definice 3.11 Ohranicenou mnoZinu G C R? nazveme reguldrni oblasti, je-li jeji
hranice disjunktnim sjednocenim koncéeného poctu jednoduchych uzavrenych krivek. Je-
li téchto krivek k > 1, hovorime o k-ndsobné souvislé oblasti (je-li k = 1, o jednoduse
souvislé oblasti).

Uzdveér D = G nazveme uzavienou reguldrni oblastz.

Je-li k > 2, nazjvame hranicni krivku C, takovou, Ze DY C IntC,, vnéjsi, ostatni
hranicni krivky C1, . .., Cy nazjvame vnitrnima.

Hranici oblasti D ozna¢ime 9D (hranici mnoziny D jsme znaéili hD, symbolem 0D chceme
zduraznit, ze hranice ma specidlni tvar).

Na obrazku 3.10 je priklad trojnasobné souvislé oblasti.

Necht D je uzaviens reguldrni oblast v R?, jejiz hranice D je tvoiena jednou jedno-

duchou uzavienou ktivkou C'. Kladné orientovanou hranici 0D pak nazveme kladné
orientovanou ktivku C.
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Obrazek 3.10: Trojnasobné souvisla Obrazek 3.11: Kladné orientovand hra-
oblast. nice trojnasobné souvislé oblasti.

Je-li hranice 0D tvorena uzavienymi kiivkami C4,Cs, ..., Cy, z nichz C; je vnéjsi a
Cs, ..., C) vnitini, budeme kladné orientovanou hranici 0D rozumét kladné orientova-
nou kiivku €} a zaporné orientované kiivky C, ..., Cy (viz obr. 3.11).

Symbolicky piSeme

OD =Cy+ Cy+ -+ Cy

é
a definujeme integral pole F po orientované hranici 0D jako

— — — — > — —
/ F . dS — / F . dS + / F . dS + s —|'_ / F . dS
oD Cq Ca Ck

Véta 3.7 (Greenova) Necht D C R? je requldrni uzaviend oblast, D kladné oriento-
—
vand hranice oblasti D. Necht F = (Fy, Fy) je vektorové pole tiidy Cy na D, pak plati

N
F ds—//rothy2

neboli ve slozkovém tvaru

F. F
]{Fldijngy—// (&—b) dxdy

Priklad 3.11 Vypoctéte cirkulaci vektorového pole F = —2%yi + xy?j podél kladné ori-
entované kruznice C' se stredem v pocatku a polomeérem r > 0.

JelikoZ predpoklady véty jsou splnény, plati

- —
j{F.ds:f—a:dex—irngdy://(y2+x2)dxdy:
c c

D

x=pcosy , ¢€(0,2m) ‘ /27r (/T 3 ) 1 4
. = dp | do = = 7r®.
y = psinp p € (0,r) 0 0 prap e =3




Vybrané partie z matematiky 85

Uvedeme si nyni dusledek Greenovy véty:

Zvolime-li vektorové pole F = ( y, x), dostavame %F 2 — %—Zl =1,

atudiz [[ <% — aFl) dazdy = ff dzdy = (D).
D

Plati tedy:
Obsah regularni oblasti D s kladné orientovanou hranici 9D se vypocte dle vzorce

1

V(D) = 5%” —ydz + z dy.

Cviceni
é
Vypoctéte cirkulaci vektorového pole F podél kladné orientované kiivky C', jestlize

—_
Piiklad 1 F = (22 — )i+ (z — 2],

C je hranice oblasti D = {(z,y) € R? : y > 2% y < 4}. [84]
Piiklad 2 F = (x —y)i+5j, C je hranice ¢tverce o strandch x = £2,y = +2. [16]
Piiklad 3 F — (y—x)i+2%j, C je pilkruinice x* + y*> = 4,y > 0 a usecka spojujici
body (—2,0), (2,0). 2]

Piiklad 4 F = 2yi+2%j, C je hranice trojihelnika o vrcholech (—3,0), (3,0), (0,3).

[—18]
Piiklad 5 F = 3zyi—2yj, C = Cy + Cy + Cs + Cy, kde
Crjex®+y>=1,2>0,y<0
Cy je dsecka spojugici body (1,0), (1,1)
Cs je usecka spojujict body (0,0), (1,1)
Cy je usecka spojujici body (0,0), (0, —1). [—2]

3.6 Plochy v R3

Pti definici po ¢astech hladké plochy budeme postupovat obdobné jako u kiivek. Nejdiive
se omezime na hladké kusy ploch s okrajem, které nazveme ,listy“ a jez budou dvou-
rozmérnou analogii hladkych obloukt, dalsi plochy z nich dostaneme ,;slepovanim *.
Muzeme si predstavit, ze hladky kus plochy s okrajem vznikne pruznou deformaci rovinné
elastické desticky. Pro popis takové plochy se hodi parametricky popis

x = ®i(u,v)
y = ®y(u,v) (u,v) €D CR? (3.26)
z = D3(u,v)

kde zobrazeni ® = (&1, ®y, P3) mé vhodné vlastnosti. Checeme-li pritom dostat plochu
s po castech hladkym okrajem, je treba uvazovat i toto zobrazeni na hranici oblasti D,
pricemz hranice musi byt po ¢astech hladkou kfivkou nebo sjednocenim takovych krivek.
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Definice 3.12 Zobrazeni ® = (&, Py, ®3) : D — R? nazveme reguldrnim na D, je-li
tridy Cy na D a Jacobiova matice

0P 0Py

ou ov

! 8@2 8@2
P’ = ou v
o0P3 0P

ou v

md hodnost 2 na D.

Definice 3.13 Mnozinu B C R? nazveme kusem hladké plochy nebo krdtce listem,
existuje-li prosté reqularni zobrazent

& = (0, Py, ®3) : D — R?,
kde D C R? je uzaviend requldrni oblast, takové, e ®(D) = B.

Zobrazeni ® nazyvame (regquldrni) parametrizact listu B, rovnice 3.26 parametrickymsi
rovnicems listu B, proménné u,v parametry a oblast D oborem parametrii.

Mnozinu ®(0D) nazjvime okrajem listu B a znac¢ime OB, mnozinu B = B\ 0B
vnitrkem listu B (nejde o vnitrek v R?, ten je 0).

Okraj listu je jednoducha uzaviend kiivka (je-li D jednoduse souvisla oblast) nebo dis-
junktni sjednoceni kone¢ného poctu takovych kiivek (je-li D vicendsobné souvisla).

Necht ® : D — R3 je parametrizace listu B a necht T : D' — D je prosté reguldrni
zobrazeni uzaviené reguldrni oblasti D’ C R? na uzavienou reguldrni oblast D C R?
(takové zobrazeni budeme déle nazyvat transformaci parametra). Pak slozené zobra-
zenif W = ® o T : D' — R? je rovnéz parametrizaci listu B. Rikdme, ze parametrizace
¥ vznikla z parametrizace ® transformaci parametri T. Tuto situaci ukazuje
obrézek.

z
///>
e
B
Q v \
oD’
y

X

u

Ma-li transformace T kladny Jacobiuv determinant, nazyvaji se parametrizace ¥, ® sou-
hlasné, v opacném piipadé (tj. determinant je zaporny) nesouhlasné.

List ma zfejmé nekoneéné mnoho (reguldrnich) parametrizaci. Zvolime-li jednu z nich,
pak kazdou dalsi parametrizaci dostaneme vhodnou transformaci parametru.
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Definice 3.14 Necht B je list. Spojité vektorové pole V' : B — V(R3) takové, Ze pro
kazdy bod p € B je U (p) jednotkovj normdlovy vektor listu B v bodé¢ p, se nazjvd ori-
entace listu B. Dvojici (B, V) nazjvime orientovanygm listem, dvojici (B,—7)
opaéné orientovanym listem k (B, V). Oznacime-li orientovany list (B, V') znakem
B, oznacime (B, — V) znakem —B.

Kazdy list mada prdvé dvé orientace, jeZ jsou opacné.
Zvolime-li jednu z nich, Tikame, Ze jsme na B zvolili stranu plochy; list ma tedy dve
strany - je ,dvoustranny“ (to u nékterych jingch ploch neplati).

Je-li ® : D — R3? parametrizace listu B, p = ®(u,v) € B, urcuji vektory W, %

tecnou rovinu v bodé p, takze jednotkové normélové vektory k plose B v bodé p jsou
vektory

(‘?9—'3 X %’) (u,v) B (%—‘i’ X %—f) (u,v) '
(52 x 52) wo)] © (55 x 55) (w,v)]

Zvolime-li orientaci B pomoci prvniho vektoru, tj. definujeme-li orientaci 7 vztahem

s - BEx ) @)
(5 x 52) (@7 ()]
ifkdme, Ze orientace 7' je ddna (indukovana) parametrizaci ® ncbo také ze ®
souhlasi s orientaci 7' (je-li 7 déno a priori).

pE DB, (3.27)

Plati toto tvrzeni:
Souhlasné parametrizace listu davaji tutéz orientaci, nesouhlasné parametri-
zace davaji opacné orientace.

Piiklad 3.12 Uvazujme cdst vdlcové plochy
B={(z,y,2) eR*: 2’ +y*=1,0<2<1y>00<2<1}

z B lze parametrizovat napriklad takto:

1 ®: z = u
y = V1i—u? (u,v)€D=(0,1)x(0,1)
z = 0

172 Parametrizace ®(u,v) = (u,v1 —u?,v) je prostym re-
X 1 1 quldrnim zobrazenim. Uréime orientaci ¥ indukovanou

parametrizaci P

0P u 0P o® 0P u
%—Oﬁ——*o’%—@“% %X%—@fﬁ?4@>

0% ., 0% (*—“ —1 0)
22w &= w2’ ’
ou " 0v_ \V1Tw = (—u,—v1—1u20).

0@ L 0% . o
8u><8v 137—}—1
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Je tedy orientace listu B indukovand parametrizaci ®
V(z,y,2) = (—2,—y,0) [u=mz V1—-u2=y]
Normdalové vektory smérugi k ose z, jde tudiZ o stranu plochy privrdacenou k roviné xz.

Danyj list lze parametrizovat také napr. parametrizact

U(t,s) = (cost,sint,s), (t,s)e D =(%,2)x(0,1).

Tuto parametrizaci dostaneme z ® transformaci parametri T(t,s) = (T1(t, s), Ta(t, s)) =
(cost, s), kterd je prostym reguldrnim zobrazenim D' na D. Jacobiiv determinant

on  oh sint 0
| ot os | | — o
DT = or,  omy| = ‘ 0 1’ = —sint
ot Os

je v kazdém bodé (t,s) € D' zdporny; parametrizace ®, ¥ jsou nesouhlasné.
Pro parametrizact ¥ dostaneme

a_t:(_smt’COSt’O)’ E:(O’O’l)’ Exgz(cost,smt,O): %x%—‘f'

Je tedy orientace listu B indukovand parametrizaci ¥
Vi(r,y.2) = (2,9,0) [cost = z,sint = y];
tedy V1= —V, coz souhlasi s tim, Ze parametrizace ®, ¥ jsou nesouhlasné.

Necht nyni f : D — R je funkce tifdy C| na uzaviené reguldrn{ oblasti D C R?, pak graf
funkce f vzhledem k roviné zy:

Bxy:{<xvyaz) ERg : (ZL’,y) GD,Z:f((L’,y)}

je list. Parametrizaci B,, dostaneme, zvolime-li x,y za parametry: © = u,y = v, z =

f(u,v), tj. ®(u,v) = (P1(u,v), Pa(u,v), P3(u,v)) = (u,v, f(u,v)), (u,v) € D. Je pak

0B _ (0% 0%y B\ OF 0B (0 9By 0B\ o 0F
ou \Ou’  ou’ ou) V7 0u’ v \ v’ o’ v ) 77w
6_<I>X8_<I>:<_g _9f ) %X%_f - <_%’_%’1>
; ) 08 _ 0% '
du — 0Ov ou’ v 92 x 22| \/(%)2+ (%)2+1

Orientace listu B, ur¢end touto parametrizaci je , horni strana*“ grafu B
vektor svird s osou z ostry uhel. Také mnoziny

2y» tj. normalovy

B,. ={(z,y,2) €R’: (y,2) € D,x = f(y,2)} (graf f vzhledem k roviné yz)
B.. ={(z,y,2) € R3 : (z,z) € D,y = f(z,2)} (graf f vzhledem k roviné zx)

jsou listy.
D4 se ukazat (pomoci véty o implicitnich funkcich), ze kazdy list je v jistém okoli kazdého

svého bodu jednou z ploch typu B,,, B,., B...

zys Pyz
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Obsah listu

List je jakousi dvourozmérnou analogii oblouku. Pii zavadéni pojmu délky oblouku jsme
vpisovali do oblouku lomené ¢ary a délkou oblouku jsme nazvali limitu délek téchto lo-
menych car, kdyz strany lomenych car konvergovaly k nule.

Kdybychom chtéli postupovat u ploch analogicky, vpisovali bychom do dané plochy po-
lyedrické plochy, tj. plochy, které jsou slozeny z mnohouhelniku (napi. z trojihelniku) a
jejichz obsah definujeme jako v elementarni geometrii, a za obsah dané plochy bychom
povazovali limitu obsahu téchto polyedrickych ploch, kdyz pruméry mnohotihelnika kon-
verguji k nule. Jak ukdzal koncem 19. stoleti H. A. Schwarz (viz [?]), neni tento po-
stup vhodny a nemusi dat rozumny vysledek ani u tak jednoduché plochy, jako je plast
rota¢niho valce. Je tedy nutné zvolit jiny postup. Takovych postupu je nékolik. Zde
zvolime ten, ktery se opird o pojem objemu, ktery jiz mame definovan.

Pozadujeme, aby obsah plochy mél vlastnosti miry a
aby obsah rovinné plochy byl stejny jako jeji dvou-
rozmérna mira vo. Mame-li rovinny list B a posuneme-
li jej o € > 0 ve sméru normélového vektoru 77 a o ¢
ve sméru vektoru — v/, dostaneme vrstvu B. tloustky
2¢ (viz obrazek). Oznacime-li w(B) obsah plochy B a
v3(B:) objem vrstvy B, pak zfejmé v3(B.) = 2cw(B),

—v tedy w(B) = %‘

Necht nyni list B neni rovinny. Opét jej budeme ,posouvat® tak, Ze v kazdém bodé
p € B jej posuneme o £ ve sméru jednotkového normalového vektoru 7/ (p) a o & ve sméru
jednotkového normélového vektoru — 7/ (p) (piedpoklddame, ze na B jsme zvolili nékteré
spojité normalové pole 7), pfitom € > 0 necht je dostateéné malé ¢islo. Dostaneme tak
opét tenkou vrstvu B., v niz B je jakymsi ,stfednim fezem“. Podil %fs) bude tim 1épe
aproximovat obsah plochy B, ¢im bude € mensi.

Definujme proto obsah listu B takto:

w(B) = lim 225

e—0t 2
piitom B, = {p+tV(p) : p € B,t € (—¢,e)}.

Ukazme si na znamém prikladé kulové plochy, ze dostaneme tentyz vysledek, ktery se

uvadi v elementarni geometrii.

Je-li B kulové plocha poloméru R se stfedem a € R?, pak B, = Kry. — Kp_., kde K, je

koule se sttedem a o poloméru r. Objem koule méame presné definovan (pomoci trojného
4

integralu), je v3(K,) = smr’®. Tudiz

Vs(Be) = V3(KR+€> - V3(KR75> =
=37 (6R% +2¢%) =

T((R+e)’—(R—¢)) =
T(3R%* +&°).

wWloo Wik
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= lim (47 R* + L &%) = 4 R?

e—0t 2e e—0+

coz souhlasi se zndmym vzorcem pro obsah kulové plochy.

Véta 3.8 Necht B C R? je list, bud ® = (P1, Py, P3) : D — R? jeho parametrizace. Pak
pro obsah w(B) listu B plati:

// oP 8<I>

Méme tedy ukéazat, ze

dudv . (3.28)

oP 8@
w(B) = lim vs(Be) // ’ dudv .
e—0+ 25
Odvozeni si pouze naznacime:
o2 o 0P
B.={p+tV(p):p€B,t € (—¢,e)} = {®(u,v) +t 2e—2%: (u,v) € D,t € (—e,e)}.
ou < v
o® o 0%
Ozna¢me H =1 (u,v) = (n1(u,v), na(u, v), n3(u,v)).
‘Bu X v

Je tedy

B. = {(®1(u,v) +t-nqi(u,v),Ps(u,v) +t-ns(u,v), P3(u,v) +t-nz(u,v)):
(u,v) € D,t € (—¢,¢)}.

Definujme zobrazeni G : D x (—¢,&) — R
G(u,v,t) = (P1(u,v) +t - ny(u,v), Po(u,v) + t - na(u,v), Ps(u,v) + t - ng(u,v)).
Zobrazeni G je tiidy C) a plati G(D x (—¢,¢)) = B..
Jakobian DG je pak tvaru
8<I>1 +t8n1 8<I>1 +t8n1 na (u,
DG = %th% %th% na(u,
u

93 Ong 0% Ing
ou +t6u ov +t6v ng( )

<

)
)
)

Tento determinant se da vyjadrit podle souctové véty jako soucet Ctyt determinantu, ze
ti1 se da vytknout ¢, dostaneme tak

4

<

DG = |82 22 )y )|+t f(u,v,t),
o o]
% % n3(uav)
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kde f(u,v,t) je hodnota zbyvajicich ti{ determinantu a je spojita a ohranicend. Rozvi-
nutim uvedeného determinantu podle tietiho sloupce dostavame
(6<I> a<I>> e (a<1> a<I>) B '6(1) 0P

ou " ov) Tz ee[ "\ 9y " 9 ou o

je tedy Jakobian DG = @ X —} +t-f.

Podle véty o transformaci trojného integralu plati

v3(B.) = /// dedydz = [_/ 7€>|DG|dudvdt:
- //

o® 0P
dudv - / dt + p = 2¢ - //—x— dudv + p,

kde p:// (/t f(uvt)dt) dudov.
Je tedy sl //‘aq’ o®

Jelikoz f je spojitd a ohramcena tj. |f| < K, tak plati

|p\<//</ It fuvt)]) dudv<//dudv K. / 4|t = K - (D) - 22,

£ = (0. Odtud

2¢e

dudov + ﬁ

2’

takze lim

e—0

i V3
EHO 26

Je-li list B grafem funkce g : D — R, D C R? g € Cy(D), a zvolime-li parametrizaci
®(u,v) = (u,v, g(u,v), pak

dudv .

i k 2 2
0 o@ |1 o9 g 0P 0P g g
— x — =11 Q9 = -2 21 — — .
ou % Ov 0 (1) % < ov’ ou’ > = 8u v L+ (8u> * (81})
ov

V tomto ptipadé pro obsah listu B plati

[ @)+ () o

(misto proménnych w, v muzeme psét opét x,y).
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Priiklad 3.13 Vypoctéte obsah casti rotacniho paraboloidu

2 2
B={(rys)e®:z=""L 212 <1}

z Jde o graf funkce g(x,y) =
a plati

e wB) = [ Vi

z24+9y2<1

x x=pcosp ¢ € (0,27
y =

\ 1

y=psing pe(0,1)

2§1

)

1 o 2
t
:/ / pV 1+ p?de dp:27r-/ pV 1+ p?2dp= 2 B =
0 0 pdp = dt
2
27
- 7T-/1 Vidi =% (2v2-1).

Priklad 3.14 Vypoctéte obsah casti B sroubové plochy o parametrickych rovnicich
T =wucosv, y =usinv, z = v nachdzejici se ve vilci 2> +y* =4, 0 < z < 4.

z Parametrizace listu B md tvar
®(u,v) = (ucosv,usinv,v), kde (u,v) € (0,2) x (0,27) .
oP oP
B T (cosw,sinw,0), S0 = (—usinv,ucosv, 1)

u v

0®  0® ' oK

50 < 50— | o8V sinv 0] = (sinwv, —cosv,u),
Y v —usinv wcosv 1

— Vsin2v + cos?v +u? = V2 + 1.
X 8u EN

o(B) = //‘8@ 0%

= 27T'/ mdu:Qﬂ-<\/g+%ln(2+\/5)>.

2 27
dudv—/ ( \/u2+1dv> du =
0 0
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Necht nyni ® = ®(u,v) : D — R3 ¥ = W(s,t) : D' — R? jsou parametrizace listu

B C R3. Pak plati
v
dudv—//‘ 8 ’dsdt,
ot

//‘8@ oe

coz znaci, ze obsah listu nezavisi na jeho parametrizaci.

VVVVVV

tvorit spojovanim listu. Pti studiu nasledujici deﬁmce necht si ¢tendf predstavi napi.
povrch jehlanu; listy, které tento povrch tvori, jsou stény jehlanu.

Definice 3.15 Souvislou mnoZinu S C R® nazveme (po édstech hladkou) plochou,
existuje-li takovy konecny systém listi

{Bi,...,Bn}, (3.29)
ze plati:
(1) S=ByU---UB,,

(2) je-lii # j, je B;N B; C 0B; N0B; a B; N B; oblouk, nebo mnoZina prazdnd nebo
jednobodova,

(3) je-lii # j # k # i, je BiN B; N By, bud mnoZina prdzdnd, nebo jednobodovd.

Systém 3.29 nazyvdme rozkladem plochy S na listy.

Jestlize ke kazdému bodu p € S existuje okoli U(p) tak, Ze B =U(p) NS je list (a tedy na
B existuje spojité normdlové pole), fikame, Ze plocha S je hladkd.

Je-li B; N B; oblouk, rikame, Ze listy B;, B; jsou ptilehlé (podél tohoto oblouku).

Krajnim obloukem plochy S nazveme oblouk, ktery je c¢dsti okraje prdvée jednoho listu
rozkladu plochy S. Nemda-li plocha S krajni oblouky, nazyvd se uzavirend.

Uzaviena plocha nemd okraj. Neni-li S uzaviend plocha, nazyva se sjednoceni vsech
krajnich oblouku okraj plochy S, oznac¢ime jej 0S. Mnozina 05 je uzavienou kiivkou
nebo sjednocenim konec¢ného poctu uzavienych kiivek.



94 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Na obrazku a) je priklad mnoziny, ktera je po c¢astech hladkou plochou, b) je piiklad
mnoziny, kterd neni plochou, c¢) jsou prilehlé listy B;, By podél oblouku By N Bs.

Bod p € S se nazyva reguldrni bod plochy S, existuje-li oteviené okoli U(p) v R? tak,

ze U(p) NS je list; v opaéném piipadé se bod p nazyva singuldrni bod plochy S.

Hladké plocha nema singularni body. Mnozina singularnich bodu plochy S o rozkladu

3.29 je podmnozinou mnoziny |J 0B; a u plochy, kterd neni hladké, ji tvoii kiivky nebo
i=1

izolované body (ptredstavte si napf. povrch kuzele).

Na plose S muzeme definovat plosnou miru w pomoci plosné miry na listech.

Rekneme, ze mnozina M C S je mé&Fitelnd na S, jestlize pro kazdy list B C S je mnozina
M N B mértitelné na listu B.

Rekneme, Ze mnozina M C S je nulova (nebo ze ma plosnou miru 0), jestlize pro
kazdy list B C S méd mnozina M N B plosnou miru 0, piseme w(M) = 0.

Plati: M C S ma plosnou miru 0, pravé kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje konecny systém
lista {L1,..., L.}, L; CS (i=1,...,r) tak, ze

T

MCLTJLi a Y w(l)<e.

i=1 i=1
Jestlize w(M)=0a N C M, pak w(N) = 0.
Kazda krivka ma plosnou miru 0.

Sjednoceni koneé¢ného poctu kiivek ma plosnou miru 0. Odtud plyne, Ze mnozina sin-
gularnich bodi ma plosnou miru 0.
s
Jsou-li By,...,B, C Slistyy, M C | B; a je-li kazdd mnozina M N B; (i = 1,...,71)
i=1
.,
méfitelnd, pak M je méfitelnd, nebot M = |J (B; N M) a vpravo je sjednoceni métitelnych
i=1
mnozin.

Je-li M méritelnda mnozina na S a je-li 3.29 rozklad plochy S, definujeme ploSnou miru
mnoziny M vzorcem

w(M) = Zw(M NB,).

Specialné S je méfitelna a
m

w(S) = Zw<3,-).

=1

D4 se dokazat (viz [?]), ze ¢islo w(S) nezavisi na rozkladu plochy S na listy.

7 praktického hlediska je uzitecné ponékud zobecnit pojem parametrizace z definice listu,
aby se i nékteré jiné plochy nez listy daly popsat parametricky.
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Definice 3.16 Necht S je plocha. Parametrizaci plochy S nazveme spojité zobrazent
®: D — R3 (kde D je requldrni uzaviend oblast v R?) takové, ze ®(D) = S a existuje
rozdelent oblasti D na regquldarni uzavrené oblasti Dy, ..., D,, tak, Ze plati

(1) ® je prosté requldrni zobrazeni na G = |J DY ,
i=1
(2) ® zobrazuje | ) OD; na mnozinu C' C S, kterd je disjunkini s ®(G) a je sjednocenim
i=1
konecného poctu po c¢astech hladkiych krivek.
To znamena, ze predpoklady prostého zobrazeni a regularity parametrizace ® mohou byt

poruseny na konecném poctu kiivek, tedy na nulové mnoziné, kterda nebude mit vliv na
hodnotu integralu pres danou plochu.

U nékterych ploch, jako je napt. povrch mnohosténu, plast jehlanu apod., je 1épe rozlozit
tyto plochy na listy (ve jmenovanych piipadech na mnohothelniky) a tyto listy parame-
trizovat zvlast. U jinych ploch, jako je napi. kulové plocha, anuloid (,pneumatika*) aj.,
lze pochopitelné udélat totéz, bylo by to vsak zbytecné komplikované.

Priklad 3.15 Kulovd plocha S se stredem v pocatku a polomeérem R,
S={(x,y,2) e R®: 2* +y* + 2* = R*},
se da rozlozit na listy riznym zpusobem.

Jedna moznost rozkladu plochy S na listy je tato: Do vnitrku kulové plochy S umistime
krychli se stredem v pocdtku O a pak kaZdou sténu krychle promitneme z O na S.

Avsak danou kulovou plochu S mizZeme popsat parametrickymi rovnicems

r = Rcosusinv
= Rsinusinv

z = Rcoswv,
kde (u,v) € (0,2m) x (0,m) (u,v jsou sférické souradnice). Parametrizace
®(u,v) = (Rcosusinv, Rsinusinv, Rcosv) : (0,27) x (0,7) — R?

je sice dokonce tridy Cs, je vSak prosta a requldrni pouze na vnitrku obdélniku D =
(0,27) x (0, 7). Snadno spocitame, Ze

oe X oe — R? sin v(cos u sin v, sin u sin v, cos v)
ou " v ’ ’ ’
P P

B < gu| = R

takze prdvé jen pro v € (0,7) je %—i’ X %—f #£ 0. Vadi nam tedy body, pro nézv =0, v =,
tj. body (0,0, R), (0,0, —R); parametrizace ® neni prosté zobrazeni pro u = 0, u = 2.
Predpoklady prostého a reqularniho zobrazeni ® jsou poruseny na hranici 0D. Hranice

aDIL1UL2UL3UL47
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kde

Ly = (1,2m) x {0}, Ly = (0,27) x {n},

Ly = {27} x (0,7) , L, = {0} x(0,7),
se zobrazi zobrazenim ® na polokruznici C C S s krajnimi body (0,0,—R), (0,0, R)
prochdzejici bodem (R,0,0). Pritom ®(D°) = S — C. Vyhovuge tedy ® definici 3.16 (viz
obrdzky).

z
\'
Ls
T
Ly D L,
Ly 27 u

Oznac¢ime-li £(S) mnozinu vsech stupnovitych funkei na S, ma £(S) a integral funkei
z E(S) tytéz zékladni vlastnosti jako v piipadé neorientovaného kiivkového integrélu z
téchto funkei.

Analogickym zptisobem pak definujeme mnoziny £(S), £(S), £(S) a postupné rozsiiime
integral stupnovitych funkci na integral funkci z téchto mnozin limitnim procesem a
odéitanim. Takto vybudovany integral nazveme neorientovanym ploSnym integralem
na S.

Integrél funkce f : S — R pres mnozinu M C S definujeme vztahem

J[ 1as = [[ raras,

M s
existuje-li integrél vpravo (xas je charakteristicka funkce mnoziny M).

Plosny integral tizce souvisi s dvojnym integralem. JelikoZ rovinu R? muZeme uvaZovat
jako podprostor prostoru R?, pak je-li S rovinnd plocha, tj. S C R?, je [[ fdS totozny
s

s dvojnym integralem [ f dus, nebot pro list B C R? je w(B) = 1»(B).
S

Vlastnosti neorientovaného plosného integralu jsou stejné jako vlastnosti n-rozmérného
integralu v R™. Tak napt. plati véta:

Véta 3.9 Je-li (By,...,By) rozklad S, pak

//dezij//de, (3.30)

S

mda-li alespon jedna strana smysl.
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Uvedme jesté postacujici podminku konvergence plosného integralu, se kterou v praxi
vystacime:

Véta 3.10 Necht N C S je nulovd mnoZina na S a necht f je spojitd na S\ N a
ohranicend. Pak [[ fdS konverguje.
S

Vypocet neorientovaného plosného integralu

Vzorec 3.30 ukazuje, ze k vypoctu plosného integralu ptes plochu S staci umét pocitat
integrél pies listy. Necht B C R? je list, ® : D — R3 jeho parametrizace.

Necht f: B — R3 je stupiiovitd funkce takovd, Ze f nabyva hodnotu a; na vnitiku listu
Bi,i=1,...,k, kde (By,..., By) je rozklad plochy B. Pak ®(D;) = B;, i =1...,k, kde
D; je regularni oblast a (Dy,..., D) tvoii rozklad (rozdéleni) oblasti D na podoblasti.
Restrikce ®; = <I>|Di je parametrizace listu B;, i = 1,..., k. Je pfitom (viz 3.28)

ai ddv_//‘a@ (9<I>
Potom

//de Zaz// 0% 8(1’ dudv_Z//a,

Pro (u,v) € DY je ®(u,v) vnitinim bodem listu B;, takze f(®(u,v)) = a;. Muzeme proto
3.31 psat ve tvaru

dudv .

8<I>

dudv . (3.31)

//de Z//f (u,v) 8(1) a@ dudv—//f (u, v) a—q)x%—f dudv .
Plati tedy pro stupnovitou funkci f na B vzorec
//de //f u,v) 8<I> 88(1) dudv , (3.32)
v

kde ® : D — R? je parametrizace B.

Limitnim procesem a pouzitim linearity integralu zjistime, ze 3.32 plati pro kazdou inte-
grovatelnou funkci f na B a naopak, konverguje-li dvojny integral v 3.32, je f integro-
vatelnd na B a plati 3.32. Pritom pro konvergenci tohoto dvojného integralu je nutné a
staci, aby funkce f o ® byla integrovatelna na D.

Véta 3.11 Necht B je list, ® : D — R? jeho parametrizace. Pak f je integrovatelnd na
B, prdve kdyz f o ® je integrovatelnda na D. Pritom plati vzorec 3.532.
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Je-li B graf funkce g : D — R tiidy Cy, B = {(x,y,2) : z = g(z,y), (z,y) € D} a zvolime-
li parametrizaci ®(u,v) = (u,v, g(u,v)), (u,v) € D (tedy x = u,y = v,z = g(u,v)), pak
jako specidlni piipad vzorce 3.32 dostaneme (piSeme-li misto proménnych u, v proménné

z,y)
//de://f(x,y,g(x,y))\/1+ (%)2+ <g—z)2dxdy. (3.33)

B

Integrdl [[ fdS lze rovnéz definovat piimo vzorcem 3.32. V tom pifpadé je tfeba ukdzat,
B

ze hodnota integralu nezavisi na volbé parametrizace listu B. To lze dokazat pouzitim
véty o substituci v dvojném integralu.

Piiklad 3.16 Vypoctéte [[ z - /x? +y*>dS,
S
kde S = {(z,y,2) e R®: 22 + y? + 2% = R?, 2 > 0}.

Zvolme parametrické rovnice

®: xr = Rcosusinv
y = Rsinusinv , (u,v) € (0,2m) x (0,%)
z = Rcoswv
Tedy ®(u,v) = (Rcosusinv, Rsinusinv, Rcosv),
0P
— = (—Rsinusinv, Rcosusinv,0)
ou
0P . .
90 " (Rcosucosv, Rsinucosv, —Rsinv)
v
oP 0P
— X — = (—R2 cosusin? v, —R?sin usin® v, — R? sinvcosv)
ou  Ov
oP 0P
S X 50 = \/R4 sin v - (COS2 u + sin? u) + R4sin?vcos?v = R%sinw
u v

z-v/x2+y?> = Rcosv- \/R20082usin21}+R2sin2usin2v = R?cosvsinw

Tedy

27 5

//z-\/x2+y2dS:/ </ R4cosvsin21}dv) du=§7rR4.
0 0

S
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Cviceni
Piiklad 1 Vypoctéte ff HHZ)Q , kde S je ¢dst roviny x +y+ 2z =1 v I oktantu.

[V3(In2 - 3)]

Piiklad 2 Vypoctéte [[zdS, kde S = {(z,y,2) € R®: 2 = /a2 + y2,1 < 2z < 2},
S [1; /2]

Piiklad 3 Vypoctete [[dS, kde S je obdélnik —2 < y < 2,0 < x < 1 lezici v roviné
s

z = 3. [4]

Piiklad 4 Vypoctéte ff dS, kde S je ¢dst vdlcové plochy y* + 22 = 4,2 > 0,0 < x < 3.
[67]

Priklad 5 Vypoctéte ff dS, kde S je parabolickd plocha z = 2* + 42,0 < z < 9.
(2 (37V/37 — 1)]

Piiklad 6 Vypoctete [[(2? + y?)dS, kde S je povrch kuZele \/2? + y? < z < 1.
i 5 (1+v2)]

3.7 Orientovany plosny integral

Necht B = (B, V) je orientovany list. Orientovany list By = (By, V) nazveme &asti
orientovaného listu B, jestlize B; C B a jestlize orientujici normélové pole (orientace)
V1 je restrikce orientace vV, tj. vV = vV |B.

Rekneme, 7e orientovany list B je souétem orientovanych listt By, ..., By, a piseme B =
B, + -+ By, je-li {By,..., By} rozklad listu B a je-li kazdy orientovany list B, ¢asti B.
Ziejmé pak —B = (=Bj) 4+ --- + (—By).

Nez pristoupime k definici orientovaného plosného integralu, vyjdeme z jisté fyzikalni
situace.

Piedstavme si, Ze ¢dst G prostoru R? je vyplnéna nestlacitelnou proudici kapalinou,
pricemz rychlost kazdé ¢astice je urcena pouze jeji polohou a nezavisi na case. V takovém
piipadé mluvime o ustaleném proudéni kapaliny.

Necht pole F = (F1, Fy, F3) je pole rychlosti tohoto proudéni, tj pro p € G je F)(p) vektor
rychlosti proudéni v bodé p. Vznika otazka, jaké mnozstvi kapaliny protece za jednotku
¢asu kusem plochy (listem) ve sméru zvolené orientace.

Predpokladejme zprvu, ze pole F je konstantni a orien-
Q tovany list B = (B, ¥) je rovinny (viz obrazek). Pak ka-
palina, kterd protece plochou B za jednotku ¢asu, vyplni
vélec o zakladné B velikosti w(B) a vyice F . U, jez je

priimétem vektoru F do sméru v (je-li F. 7 < 0, zna-
cly’ mena to ovsem to, ze kapalina protéka opa¢nym smérem

nez tim, kterym byla urcena strana plochy).
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Je tedy mnozstvi kapaliny, které protece za jednotku ¢asu orientovanym listem (B, 7),
rovno veliciné

Q= (F.?)W(B).

ﬁ
Necht nyni B = (B, 7) je libovolny orientovany list a F spojité vektorové pole definované
na B. Rozdélme B na malé orientované ¢asti (listy) By, ..., By tak, ze

B=B,+ - +B,.

Bude-li toto rozdéleni dostateéné jemné, muzeme povazovat kazdy list B; priblizné za
rovinny a orientaci 7 na kazdém B; za konstantni vektor. Také pole F mizeme na
kazdém B; povazovat piiblizné za konstantni, tj. muzeme je nahradit polem fz = f)(pi),
kde p; € BY.

Mnozstvi kapaliny, které protece za jednotku casu casti B;, je tedy ptiblizné rovno ¢islu
ﬁ(pz) . U (pi)w(B;), a celkové mnozstvi @ kapaliny, které protece za jednotku ¢asu orien-
tovanym listem (B, 7/), je pfiblizné rovno

F)(pz) . 7(pi)w(Bi) . (3.34)

1

Q=

k

(]

Soucet vpravo bude tim pfesnéji urcovat mnozstvi kapaliny proteklé za jednotku casu
listem B, ¢im jemnéjsi bude déleni listu B na ¢asti.

Soucet 3.34 je integralni soucet pro plosny integral

Z / (? : 7) ds. (3.35)

Na soucet 3.34 lze pohlizet jako na plosny integrdl [[ hdS, kde h je stupnovitd funkce
B

é
nabyvajici na BY hodnotu F (p;) . ¥ (p;). Limitnim procesem (zvolime-li posloupnost
zjemnujicich se déleni tak, ze prumeéry listu B; konverguji k nule) dostaneme, ze soucty
3.34 konverguji k integralu 3.35

H
Definice 3.17 Orientovanym plosnym integrdlem pole ¥ pres orientovany list B =
(B, V) nazjvime integrdl

//?.@://(F’.?) ds, (3.36)

existuje-li integrdl vpravo. Integral 3.36 nazyvame tokem vektorového pole F orien-
tovanou plochou B.
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Termin ,tok pole“, ktery byl prevzat z hydromechaniky, se pouziva nejen pro pole rych-
—)

losti proudéni kapaliny, ale pro jakakoliv fyzikdlni vektorova pole; je-li tedy napt. F

elektrostatické pole, mluvime o toku elektrostatického pole orientovanou plochou atp.

Protoze orientovany integral jsme vztahem 3.36 definovali pomoci neorientovaného in-
tegrélu, plynou vlastnosti orientovaného integralu z vlastnosti neorientovaného
integralu.

Jelikoz opaéné orientovany list —B mé orientaci — 7/, plati

//?.d@:l/(?.(-ﬁ)) dS:_Z/@.?) dsz—l/ﬁ.d_é.

-B

Tedy
//?.F:—//?.?. (3.37)
-B B

Dale plati:
Je-li B=B; + -+ By, je

— - — - — -
B B: By

Tento vzorec vyjadiuje aditivitu toku vektorového pole.

Vypocet orientovaného plosného integralu lze provést prevedenim na neorientovany plosny
integral.

Necht ® : D — R? je parametrizace orientovaného listu B = (B, 7) souhlasné s orientaci
H .

V. Prop=®(u,v), (u,v) € D, je

) = () X S u)
vVp) = )
92 (u,v) x %2 (u,v)|
takze
— — — — 8—(1>><8—(I’
(F.7)0) = F (). ¥(0) = F(®(u) . o5 (wv).
ou ov
Odtud
o® _ 9%
= — _ Eo ou X v 8_(1) 8_<I> —
//(F.I/)ds = //(FOCI)>. %—‘I’x%—q’} 3uxav dudv =
B D u v
= od 0P
D

Méme tedy vzorec

//f.@://(foé).@—i’x%—f) dudv . (3.39)

B D
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Jestlize parametrizace ® nesouhlasi s orientaci listu B, musime (podle vzorce 3.37) vzit
na pravé strané dvojny integral s opaé¢nym znaménkem.

Int_e)grované funkce ve dvojném integralu na pravé strané vzorce 3.39 je smiseny soucin. Je-
i F = (F, Fy, F;), ® = (91, Py, P3), je (podle pravidla pro vypocet smiseného soucinu)

(Fo®) 22 22
— =
//F.dS:// (Foo®) 22 222 dudv. (3.40)
B D (FgO@) %&u 86%

Posledni dva sloupce determinantu jsou sloupce Jacobiovy matice ®’. Rozvedeme-li de-
terminant podle prvniho sloupce, dostaneme

// F.dS = // ((Fy 0 ®) D(®y, ®3) + (Fy 0 ) D(P3, 1) + (F3 0 ®) D(dy, B3)) dudv ,(3.41)

kde D(®;, ®,), i # j, i,j = 1,2,3, jsou Jakobidny souradnic ®;, ®;, tj.

00, o,
| Ou ov

DI ®3) = \on, o0,
ou ov

. Id ~ 7 . ’ ﬁ H ~ /7 . . 7z ~
Orientovany plosny integral [[ F .dS se ve slozkovém tvaru zapisuje ndsledovné:
B

- —
// F.dS = //F1 dydz + F, dzdz + F3 dzdy, (3.42)

B B

kde vyrazy dydz,dzdz,dzdy jsou tzv. vnéjsi souciny diferencidlu dz,dy,dz a vyraz za
symbolem [[ v 3.42 je tzv. diferencidln{ forma druhého stupné.
B

Piiklad 3.17 Vypoctéte tok QQ vektorového pole F = (x —y,y — 2,2 — x + 1) oriento-
vanym trojuhelnikem B o vrcholech (1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1). Orientujici normdlovy vektor
smeéruje k pocdtku (viz obrdzek)

V nasem pripadé je tedy

B={(r,y,2) eR* v +y+2=1,0>0,9y>0,2>0}.

Zvolme ®: x = wu
y = v (u,v) € D,
z = 1l—u—w

kde D = {(u,v) e R? :u+v < 1,u>0,v >0}
(viz dalsi obrdzek).
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y=v Odtud je zrejmé, ze u € (0,1) ,v € (0,1 — )
1 Parametrizace ®(u,v) = (u,v,1—u—0v),
&2 = (1,0,-1)
D 2 = (0,1,-1)
ij k
1 x=u 2% = 11 0 —1|=(1,1,1).
u+v=1 01 -1

Zvolend parametrizace je tedy nesouhlasnd se zadanou orientact, nebot vypoctend normdla
ma opacny smer neZ zadand orientugici normdla.

<F>O<I>) (u,v):f(q)(u,v)):F)(u,v,l—u—v):(u—v,u+21j—1,2—2u—v)
1 1—u
Q:—//(u—v,u—l—Qv—1,2—2u—v).(1,1,1)dudv=—/ (/ dv) du:—%.
0 0 —
D

Uvedeny priklad mizeme vypocitat i primo z definiéniho vzorce 3.36. Plati totiz, e UV =

_\/Lg (17 L, 1)7 t@dy

F.v = D.(1,1,1) = -1
 V (xvyaz)__jg(x_y7y_zaz_x+ )-(, 5 )——73

//ﬁ.?: /(F?) dS:—\/ig//dS:—\/%w(B),

kde w(B) je v nasem pripadé obsah trojuhelnika B, ktery se dd stanovit elementdrné.

S orientovanymi plosnymi integraly pres orientované listy bychom v aplikacich nevystacili.
V dalsim vykladu se omezime na jednodusSe souvislé listy, tj. takové listy, jejichz
parametrizace jsou definovany na jednoduse souvislych uzavienych regularnich oblastech.
Okraj takového listu je jednoduchd uzavienda kiivka. Vicenasobné souvislé listy lze vzdy
rozdeélit na jednoduse souvislé listy.

Orientovanou hranici uzaviené reguldrni oblasti D C R? ozna¢me 0D. U listu (a pozdéji
i ploch) bude znacit OB neorientovany okraj, OB orientovany okraj, at uz jde o neorien-
tovany list B, ¢i orientovany list B.

Necht p je reguldrni bod okraje B listu B (tj. p je vnitinim bodem nékterého oblouku
A C 0B).
Vnitinim teénym vektorem v_v>(p) listu B v bodé p nazveme vektor, pro ktery plati:

1) je teénym vektorem v bodé p orientovaného oblouku A, ktery lezi na listu B a mé
pocatecni bod p.
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2) Neni kolinedrni s te¢nym vektorem okraje OB v bodé p (viz obrézek).

Necht nyni B je orientovany list, 77 jeho orientace. Ne-
cht OB je orientovany okraj s orientujicim tecnym vek-
torem T, pak fekneme, ze okraj OB je souhlasné ori-
entovan s listem B, jestlize pro libovolny regulérni
bod okraje dB plati:

Trojice vektoru (?(p), w(p), 7(p)) urcuje tutéz orien-
taci prostoru R? jako standartni baze e, e,, es, tj. plati
(T () x W(p) . V(p)>0.

Nazorné si muzeme souhlasnou orientaci okraje predstavit takto:
,Dame-li palec pravé ruky ve sméru zadaného orientujictho normélového vektoru orien-
tovaného listu B, pak prsty ukazuji smér orientace okraje 0B.“

<l

v
™ R

/) /
/ /

\aB \BB

Obrazek 3.12: Souhlasnd orientace Obrazek 3.13: Nesouhlasnd orientace
okraje 0B s listem B. okraje 0B s listem B

Rekneme, 7e orientované listy By, By, které jsou piilehlé podél oblouku C, jsou souhlasné
orientované (koorientované), jestlize pro okraje 0B;, 0By souhlasné orientované s listy
B, B, plati:

Je-li orientovany oblouk C ¢ésti okraje 0By, je orientovany oblouk —C ¢asti okraje 0Bs.

Na obrazku 3.14 jsou ptilehlé listy By, Bs souhlasné orientované, na obr. 3.15 jsou prilehlé
listy B, B}, nesouhlasné orientované.



Vybrané partie z matematiky 105

%
- Vi
A2
%
A2
%
V,
Obrazek 3.14: Souhlasné orientované Obrazek 3.15: Nesouhlasné oriento-
prilehlé listy vané prilehlé listy

Definice 3.18 Rikdme, ze plocha S je orientovatelnd, existuji-li orientované listy By, . . .

tak, Ze plati:

(1) {By,..., By} je rozklad plochy S,

(2) kazdé dva prilehlé listy B;, B; jsou souhlasné orientované.
Rekneme pak, e S md orientovany rozklad

{Bi,...,B.}. (3.43)

Definice 3.19 Necht S je orientovatelnd plocha s orientovanym rozkladem 3.43. Necht
orientace listu B; je V;. Definujme vektorové pole U : S — V(R3) tak, Ze polozime

v(p)=Vilp) pro peB) (i=1,... k)

a v ostatnich bodech (které jsou krajnimi body listii B;) definujme U takto: Bud' definu-
jeme (je-li to moiné) VU (p) tak, aby V' bylo v bodé p spojité; neni-li to mozné (v pripadé,
Ze p je singuldrni bod, kdy se plocha v okoli bodu ,ldme“ nebo md v bodé ,hrot*), definu-
jeme 7(}9) = 0. Pole ¥ nazveme orientaci plochy S indukovanou orientovanym
rozkladem 3.43 a dvojici (S, V) nazveme orientovanou plochou. Dvojici (S, — V)
nazveme opaéné orientovanou plochou k (S, V). Oznacime-li ddle (S, V') znakem S,
oznacime (S, — V') znakem —S. Tu okolnost, Ze orientovany rozklad 3.43 uréuje orientaci
plochy S, vyjadrime zdpisem

S=B,+-- +B,.

Jsou-li {By,...,Bs}, {B},...,B!],} dva orientované rozklady orientovatelné plochy S a
jsou-li 77, 7' orientace plochy S indukované témito rozklady, lze dokézat, ze plati
H

— /

d rd
V=V nebho vV =-—-v".
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Orientovatelna plocha S ma tedy pouze dvé mozné orientace, fikame, ze je dvoustranna.
Plochy, které nejsou orientovatelné, se nazyvaji jednostranné. Takové plochy existuji.

Prikladem takové plochy je Mébiova plocha (Mgbituv list), viz obrazek.

Zvolime-li v bodé p normélovy vektor 7 (p) a bude-li
se nyni bod ¢ pohybovat po C' od bodu p do bodu
p’ = p, bude se normalovy vektor spojité ménit, avsak
v bodé p/ piejde ve vektor — 7/ (p). To u hladkych
ploch dvoustrannych, jako je napt. kulova plocha, neni
mozné (Mobiuv list je ovSem rovnéz hladka plocha).

Je-li S orientovand plocha, S = (S, 7), a ma-li S okraj 95, ktery se skldds z jedné
nebo z nékolika jednoduchych uzavienych kiivek (navzdjem disjunktnich), lze definovat
souhlasnou orientaci okraje dS s plochou S tak, jak jsme to udélali nedavno pro listy.
Staci si uvédomit, ze kazdy oblouk okraje 0.5 je obloukem okraje nékterého listu rozkladu
S nebo muze byt na takové oblouky rozdélen.

Uzaviena plocha S je vzdy orientovatelna.

Necht {By, ..., By} je rozklad plochy S. Plati véta

Jednoduchd uzaviena plocha S rozdéluje prostor R® na dvé oblasti, z nichz
jedna ja ohranicena a druha neohranicena.

Ohranicend oblast se nazyva vnitirek plochy S, znaci se Int .S; neohranicend oblast se
nazyva vnéjsek plochy S, znaci se Ext S (nesmime zaménovat tyto terminy s pojmy
vnitiek a vnéjsek mnoziny z kapitoly 1.1.

Kazdy list B; budeme orientovat normalovym polem 7/; tak, aby v kazdém bodé a € BY
méla polonorméla p = a + t V;(a), t € (0,00), v libovolné malém okoli U(a) spoleéné
body s vnititkem Int .S. V tomto pripadé fikdme, ze uzaviena orientovana plocha

S=B,+---+B,, B,=(B,7:) (i=1,...,k),

je orientovana vnitinim normalovym vektorem. O plose —S iikdme, ze je orien-
tovana vnéjsim normalovym vektorem.

Budeme nyni definovat orientovany plosny integral pres orientovanou plochu.

Definice 3.20 Necht S = (S, V) je orientovand plocha, F vektorové pole definované

na S. Orientovanym plosnym integrdlem pole ¥ pres orientovanou plochu S
nazyvdame integral

//f.d@://(f.?) ds, (3.44)

existuje-li integrdal vpravo. Integrdl 3.44 nazyvime tokem pole F orientovanou plo-
chou S.
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Plati zrejmeé

//f.?:—//f.?. (3.45)
//?.@:Z//f.?. (3.46)

Je-li S orientovatelnad plocha, ktera méa parametrizaci ® : D —
urcena parametrizaci ®, plati pro orientovanou plochu S = (S, v

Z/?.d@ - Z/F)(@(u,v)). (g—i x %-f) dudv . (3.47)

Tento vzorec je zobecnénim vzorce 3.39, ktery byl odvozen pro listy.

. . . —
R3, a je-li orientace v

Uvedeme nyni piiklady na vypocet orientovanych plosnych integralu pies orientované
plochy.

Priklad 3.18 Mdme stanovit tok pole F)
F(2,y,2) = (22,97 (" +4)2)

orientovanou hranici S usece paraboloidu
V={(z,y,2) e R¥: 2” +9* < 2 < 1},

jez je orientovdana vnéjsim normdlovym vektorem (viz obrazek).

Je S = B + By, kde By je kruh v rovine z =1,
By ={(z,y,2) ER*: 2z =1, 2 +9* < 1},

¢

B, je orientovin tak, Ze jde o ,horni stranu®,
normdlovy vektor je zrejmé k = (0,0, 1);
By je kus paraboloidu,

By ={(z,y,2) e R’ : z =a® + ¢, 2® +y* < 1},

By je orientovan tak, Ze jde o ,spodni stranu“
- normdlovy wvektor V(x,y,z) svird tupy ihel
s wvektorem es.

V obou pripadech zvolime parametry xr = u,y = v.

Parametrizace listu B;:

®(u,v) = (u,0,1),
D = {(u,v) eR*: > +0* <

}s

1

i k
0® 0d )
“ZxZ— = (1,0,0)x(0,1,0) = [1 0 0| =(0,0,1).
ou ov 01 0
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Jde tedy o parametrizaci soulasnou s orientact listu By.
Parametrizace listu Bsy:

T(u,v) = (u,v,u’+v%),
D = {(u,v) € R*:u*+v* <1},

Lk
or 0w 1)
a5 X5 = (1707 2U) X (07 172U) =11 0 2u|l= (—2'&, —2’07 1) .
ou  Ov
0 1 2w
Jde o parametrizaci nesouhlasnou (treti souradnice vektoru %—‘Z X %—‘f}' je kladna, zatimco

by méla byt zdpornd) s orientact listu Bo, jde tedy o parametrizaci listu —Bs.
Tok vektoru orientovanou plochou S je

Z/f.@ _ //f.d@+//f.(ﬁ://f.d§_//f_;:

B, B2 B; —B2

= //(u,v,u2 +0?). (0,0, 1) dudv —

- // (u(® +v*), (W + v*), (U 4+ v*)?) + (—2u, —20, 1) dudv =

_ //(u2 +v2)dudv—|—//(u2 + %) dudo =

— //(u2+”2)(u2+v2+1)dudv: u:pcpsw pE <(),1>
v =psmy 27)
D

21 1 ) ) 1 s 5 57_‘_
= / (/ p-(p +1)pdp> d90=27r/(p +p)dng-
0 0 0 _V

Integrdly [[, [[ jsme téZ mohli prevést na neorientované - bylo by to trochu rychlejs,
B, B
zegména u proniho integrdlu.

AS)
m
=)

Piiklad 3.19 Vypoctéte tok vektorového pole F =2k ndsledugicimi plochamz
a) S je édst vdlcové plochy y?> + 22 =4, 0 <z <4,y > 0,2 >0,
b) S je édst vdlcové plochy z* +y* =4, y>0,0< 2 <2
orientovanymsi tak, Ze jejich normalové vektory sviraji s vektorem k ostry nebo pravy tihel.

a) Zvolme ®: =z = u
Yy v (u,v) € D={(u,v) eR?: 0 <u<40<v<2}

z = V4 -2
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\
2
D
4 u
Parametrizace ®(u,v) = (u,v,v4 — v?)
i k
oP 8‘13 —v v
1,0,0) x (0,1, ———)=[1 0 0 |=(0,——m—,1).
B e =00 X OL =1 0 0 =02t
Vit

Normdlovy vektor neexistuje na ¢édsti hranice obdélniku D (pro v = 2), ale jednd se o
mnozinu miry nula, coZ nemd vliv na vypocet.

V nasem pripadé (jelikoz druhd soutadnice vypocteného normdalového vektoru je kladnd)
je parametrizace souhlasnd se zadanou orientact plochy S.

(Fo®)(uv)=TF(uovvVi—1?) = (0,0,2)
v
ng/(0,0,Q).(O Ny 1) dudv = / </ ) du =16
b) Plocha S je zndzornéna na obrdzku.

Je zrejmé, Ze mormalové vektory plochy S jsou v libo-
%

volném bodé kolmé k poli ¥ . Tok Q) pres orientovanou
plochu S je v tomto pripadé nulovyj, nebot

F.7 =0 Vpes.




110 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Cviceni
Vypoctéte orientované plosné integraly:

Piiklad 1 [[(z —1)?dady, S = {(z,y,2) e R3: 2?2 + ¢y + 22 =22, 1 < z < 2}.
s

Plocha S je orientovand vnéjsim normdalovym vektorem. ]
2

Piiklad 2 [[ zdzdy + z dzdz + ydydz,
s

S={(z,y,2) eR®:x—y+2=1, >0,y <0,z > 0}. Plocha S je orientovand tak, Ze
normdlovy vektor svird s osou z ostry uhel. [—1]

6
Piiklad 3 [[ yzdady + xzdydz + zy dzdz, kde plocha S je povrch curtiny vdlce
2?2+ % < RZS, x>0,y>0,0<z<a, oritentovand vnéjsim normdlovym vektorem.

[aR? (5 + %))
Ke vSsem dalsim ptikladim se vztahuje nésledujici zadani:

N
Je dano vektorové pole F':

—

a) F =3k
H

b) F =2i+j+3k
ﬁ

c) F=xit+yj+zk
H

d) F =yzi+zzj+ zyk

_
Vypoctéte tok vektorového pole F orientovanou plochou S:

Piiklad 4 Obdélnik lezici v roviné z = 3, ktery je ohraniceny nerovnostmi —2 < y < 2,
0 <z <1, normdlovy vektor ma shodny smer s vektorem k.

[a) 12;0) 12;¢) 12;d) 0]

Piiklad 5 Rovina 5+ %+ 5 =1 v I oktantu, jejiz normdlovy vektor svird s osou z ostryj

thel. [a) 9;b) 25;¢) 12; d) %]

Piiklad 6 Parabolickd plocha z = x* +y*, 0 < z <9, orientovand vnéjsim normdlovym

vektorem. [a) —27m;b) —27m; ¢) 8—21 m;d) 0]

Piiklad 7 KuzZelovd plocha z = 4 — \/x? + y2, z > 0, orientovand vnéjsim normdlovygm
vektorem. [a) 487; b) 487; ¢) 647; d) 0]
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3.8 Integralni véty

Pro matematiku a teoretickou fyziku jsou dulezité vztahy mezi integraly definovanymi
na urcitych rovinnych nebo prostorovych oblastech a integraly definovanymi na hranicich
téchto oblasti.

Matematické véty, které tyto vztahy popisuji, se nazyvaji integralni véty matematické
analyzy.

Mezi tyto véty fadime integralni vétu Gaussovu-Ostrogradského, kterd vyjadiuje
vztah mezi trojnym integralem ptes prostorovou oblast a plosnym integralem pres uzavienou
plochu, ktera je hranici této oblasti, a integralni vétu Stokesovu, ktera vyjadiuje vztah
mezi plosnym integralem pfes plochu s okraJem a kiivkovym integralem pies okraJ této

plochy neboli souvislou cirkulaci pole F po okraji plochy s tokem rotace pole F touto
plochou.
Rovinny piipad Stokesovy véty, tzv. Greenova véta, byla jiz vysvétlena v kapitole 3.5.

Véta 3.12 (Stokesova) Necht vektorové pole F je tridy Cy na oblasti G C R3 a necht

S je orientovand plocha s okrajem S, S C G, a necht okraj OS je souhlasné orientovanyj
s S. Potom plat?

- —
F. ds—//rotF d (3.48)

Je-li F = (F1, Fy, F3), pak vzorec 3.48 mé ve slozkovém vyjadreni tvar

/Flda:—i-ngy-i-FzdeI
S
// %_@ dydz + %_% dzdx + %—% dzdy .
Oz 0z Ox Ox dy

Priklad 3.20 Uzitim Stokesovy véty vypoctéte cirkulaci pole F = (y —2)i+
(x — y)k po obvodu C trojuhelnika S s vrcholy A = (1,0,0), B = (0,1,0), C = (0,0
orientovaného poradim vrcholi.

Q

Nejdrive vypocteme rotact pole T
_ i J k
rotF =| 2 > 2 =21 —-2j—2k=—(2,2,2)

y—2z Zz—x x—yY
Trojuhelnik S lezi v roviné x +y + z = 1. Tedy parametrické rovnice plochy S jsou tvaru

b: r=u
y=v (u,v) € D C R?
z=1—u—v
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D ={(u,v) €eR*:u € (0,1),v € (0,1 —u)}.

V4
Parametrizace ®(u,v) = (u,v,1 —u —v), tedy

oP
0 (1,0,-1)
oP
0 (0,1,-1)

o® 0P

X — LY

Tedy normdla T parametrizace ® je souhlasnd s okra-
jem 0S = C trojihelnika S (viz obrazek).

— — —
Dile (rotF o <I)> (u,v) =rot F (®(u,v)) =rotF (u,v,1 —u—v) =—(2,2,2).

Podle Stokesovy véty plati

?d_s> = //rotF dS // rotF o<I> 0 8(1) dudv =
8u v
1 1—u 1
= —/ </ (2,2,2).(1,1,1)dv) du:—6/ (1 —u)du=-3.
0 0 0

ﬁ
Necht nyni F je pole tiidy C; na oblasti G C R? a necht p € G. Prolozme bodem p rovinu
R, jejiz normalovy vektor je 7. Uvazujme v roviné R posloupnost (C,),-, orientovanych
jednoduchych uzavienych ktivek, které jsou souhlasné orientovany vzhledem k orientaci
— « ee “ oy~ . « ’ 7
UV a v jejichz vnitiku (v roviné R) se nachdzi bod p.

08

Predpokladejme dale, ze kiivky C), se ,,stahuji“ k bodu
p, tj. diam C,, — 0 (viz obrézek).

Budiz S,, plocha v R ohranicend kiivkou C), a oriento-
vand vektorem 7, takze 9S,, = C,,.

Pouzijeme-li Stokesovu vétu, dostaneme pro cirkulace

é
pole F po kiivkach C,,:
F ds-// rotF 1/ ds.

Pouzijeme-li na plosny integrél vpravo vétu o stfedni hodnoté integeralniho poctu (jez
plati analogicky jako pro n-rozmérny integral v R"), dostaneme

// (rotf) . 7) ds = <rotf) . 7) (gn)v2(Sh)
Sn
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kde ¢, € S,,. Tudiz
Jo F.ds

(rotF . 7) (gu) = va(S,)

é
Pro n — oo je ¢, — p (nebot diamC,, = diamS,, — 0) a v dusledku spojitosti pole rot F
a toho, ze 7 je konstantni, je

(rotf) . 7) (qn) — rotf)(p) 7

takze

—

N f F

L] S
rot F .V = lim 2
(p) R T

— —

Projekce vektoru rot F (p) do sméru V vyjadiuje tak hustotu ,,vifeni* pole F v roviné R

kolem bodu p. Maximalni hustota viru pole F v bodé p je v roviné majici smér souhlasné
— —

kolinearni s vektorem rot F (p) (je-li rot F (p) # o).

Uziti Stokesovy véty v magnetostatice

ﬁ
Z fyziky je zndmo, Ze cirkulace intenzity H € C,(G), G C R?® magnetického pole po libo-
volné jednoduché uzaviené kiivce C se rovnd elektrickému proudu protékajicimu vnittkem
—)
krivky. Jestlize tento proud mé v oblasti G spojitou hustotu J, pak plati

- — — —
[H.&=[[T.8.
C S

kde S je okraj plochy S, S C G, pticemz C a S jsou souhlasné orientovany. Podle Stokesovy
véty je

- — - —
/H-dS://I“OtH.dS,
C S

mame tedy
— — —
// (7~ rotH).dS =0.
S

Protoze tato rovnost plati pro kazdou uzavienou kiivku C, C' C G, a tedy i pro kazdou
plochu S, S C G, takovou ze 0S = C, plyne z predpokladu spojitosti integrandu, ze v G
plati rovnost

- -
rotH=J .

Nez prejdeme k formulaci véty Gaussovy-Ostrogradského, zavedeme nékteré dulezité po-
jmy:
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Ohrani¢enou oblast G C R? nazveme reguldrni oblasti, je-li jeji hranice uzaviena po
castech hladkd plocha nebo je-li disjunktnim sjednocenim konec¢ného poctu takovych
ploch. Uzavér G = V nazveme uzavienou regularni oblasti, hranici oblasti V' oznac¢ime
aVv.

Hranice 0V je bud jedind plocha S (pak se oblast V nazyvd jednoduSe souvisla);
kladné orientovanou hranici 0V budeme pak rozumét orientovanou plochu S vnéjsim
normélovym vektorem. Nebo je hranice 0V slozena z ,vnéjsi“ uzaviené plochy S; a z
,vnitinich“ uzavienych ploch Sy, ..., Sy (S; C IntSy, i = 2,...,k, IntS; N IntS; = () pro
i#j,i# 1,5 # 1) .V tomto piipadé se oblast V nazyva k-nasobné souvisla; je

= TntS; \ U IntS, .

Kladné orientovanou hranici 0V budeme rozumét v tomto pripadé soubor oriento-
vanych ploch S1,S,, ..., Sk, kde Sy je orientovana vnéjsim normalovym vektorem a vnitini
plochy S,, ..., Sy jsou orientovény vnitinim normélovym vektorem (viz obrézek 3.16);
muzeme téz tikat, ze hranice dV je orientovana vnéjSim normaéalovym vektorem
vzhledem k oblasti V.

Obrazek 3.16: Trojnasobné souvisla oblast s kladné orientovanou hranici

Piseme symbolicky
OV =S1+Ss+---+Si

a definujeme
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Opacné orientovanou hranici —0V nazyvame zaporné orientovanou hranici nebo hra-
nici orientovanou vnitinim normalovym vektorem (vzhledem k oblasti V).

Rozkladem uzaviené regularni oblasti V' rozumime koneény systém uzavienych re-
guldrnich oblasti {V4,...,V,,} takovy, ze plati

(2) zadné dve oblasti V;, V; (i # j) nemaji spole¢né vnitini body

(3) VinV; (i # j) je bud koneénd mnozina bodu, nebo konecény pocet kiivek, nebo
konecny pocet ploch bez spolecnych vnitinich bodu.

—
Je-li na V' definovano spojité vektorové pole F | 1ze dokazat, ze plati

//f.@:i//?.ol_é. (3.49)

oV

Véta 3.13 (Gaussova-Ostrogradského) Necht pole F je tridy Cy na uzavrené re-
gularni oblasti V', jejiz hranice OV je kladné orientovdna. Potom plati

/ / F.dS = / / / divF dadydz (3.50)

oV \%4

nebo ve slozkovém tvaru, je-li F — (Fy, Fy, Fy),

// Fy dydz + Fy dzdz + Fs dady = /// ! + OF, + OF dzdydz . (3.51)
ox dy 0z
ov |4

Piiklad 3.21 Uzitim vety Gaussovy-Ostrogradského vypoctéte tok vektorového pole

—

F =2z 4+ yzj + (22 + y%)zk
orientovanou hranici S usece paraboloidu
V={(z,y,2) eR*: 2 +9* < 2 < 1}

orientovanou vnéjgim normdalovym vektorem (viz obrdzek).

divf> = oF + OF, + OF
ox 0z

dy
— —
Tedy //F.dS:///(2z+x2+y2)dxdydz, kde S = OV .
S

\%

=2+ z+2° +y°.
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Pouzijeme transformaci do cylindrickych souradnic, tj.

T = pcosp ¢ € (0,2m)

y=psing  pe(01)
z=1z z € (p*1)

///(22+$2+y2)dxdydz - /027T (/01 (/p:ﬂ'(22+p2)dz) dp) dyp =

1

= 27T-/ (p+p° —20°)dp = o
0 6

Vidime, Ze vysledek je totozny s vysledkem prikladu 3.18 v odstavci 3.7, kde jsme uvedeny

priklad pocitali podle definicniho vzorce pro vypocet orientovaného plosného integralu.

Je tedy zreymé, Ze Gaussovu-Ostrogradského vétu je vghodné pouZit v pripadé oriento-

vaného plosného integralu pres pocdstech hladkou orientovanou uzavienou plochu.

%
Necht F je pole tiidy C; v oblasti G C R?, V' C G reguldrni uzaviens oblast, 9V kladné
ﬁ
orientovana hranice. Predstavime-li si napft, Ze_]?)‘ je pole rychlosti stacionarniho proudéni

- —
nestlacitelné kapaliny a [[ F .dS je tok pole F ve sméru vnéjstho normélového vektoru
oV
k OV, je pomér

JF.ds
oV
v(V)

jakousi ,,mirou*, kterd vyjadfuje vydatnost zdroju (je-li podil kladny) kapaliny uvnitt
oblasti V. (Je-li podil zaporny, prevazuji v télese tzv. ,nory“). Budiz p € G a uvazujme
posloupnost oblasti (V,,)°2,, V, CG,pe VY (n=1,2,...), diamV,, — 0. Limita

n=1’

- —
J F.ds
lim *———
n—oo V(Vn>
charakterizuje, zda bod p je bodem zdroje (je-li limita kladnd) ¢i naopak zda p je bodem
»hory“, v niz kapalina zanika (je-li limita zapornd).
Tuto limitu muzeme stanovit pomoci Gaussovy-Ostrogradského véty. Podle ni je

- — — —
// F.dS= /// divF dzdydz = divF (p,)v(V,), pn € Vi
v

oV,
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(Pouzili jsme vétu o stiedni hodnoté pro trojny integral.) Odtud
- —
J F.ds
.= oV
divF (p,) =————
_)
Protoze diamV,, — 0, p € V,,, je |p, —p| — 0, a ze spojitosti funkce divF plyne, ze
— —
divF (p,) — divF (p) pro n — oco. Je tedy
— —
J F.dS
.= . OV
divF = lim —*———.
(p) = lim (V)
Z vyznamu podilu na pravé strané je patrné, ze divergenci pole Ize nazvat hustotou jeho
zdroja.
. . H . . 7’ 4 7’ H rd 2,
Jestlize divergence pole F je v oblasti G nulova, nazyva se pole F neztidlové.

—
Nulovost divergence pole F v oblasti G znamend (pouzijeme-li Gaussovu-Ostrogradského

—
vétu), ze tok pole F kazdou uzavienou plochou S, lezici spolu se svym vnitikem v G, je
nulovy. To muzeme interpretovat tak, ze v G zadné zdroje (,,ziidla*) nejsou.

Prikladem nezfidlového pole je pole rotaci nekterého pole tiidy Cs. Je-li F;: rotH, kde
H je pole tiidy C5 v oblasti GG, presvédéime se snadno, ze divF = divrotH = 0. Plyne
to téz z toho, ze pole rotaci mé nulovy tok kazdou uzavienou plochou.

Neztidlové pole F se téz nazyva solenoidalni. Objasnéme tento termin.

Nechf F je pole tiidy % v oblasti G C R3. Kazd4 kiivka « lezici v G, kterd ma v kazdém
svém bodé smér pole F (tj. pro kazdé p € 7 je teény vektor 7 (p) kiivky ~ kolinedrni
s vektorem ?(p)), se nazyva vektorova kiivka pole F. (Je-li F interpretovano jako
silové pole, mluvime o siloktivce.) Je-li ¢ vhodné parametrizace kiivky ~, plati

’ —
@'(t) = F(p(t))
a nalezeni vektorovych kfivek vede k feseni vektorové diferencidlni rovnice
&= F(z).

7 teorie diferenciélnich_}rovnic plyne, ze kazdym bodem oblasti G prochazi pravé jedna
vektorova ktivka pole F.

Necht B je kus plochy (list), lezici v G a protinajici vektorové kiivky. Vektorové kiivky

pole F prochéazejici body listu B vyplni ¢ast oblasti G, kterd se nazyva vektorova
trubice pole F (viz obrazek).

Vezmeme-li dva piiéné fezy vektorové trubice (do-

statecné blizké), vymezi ndm tyto fezy ¢ést vekto-

/) rové trubice V', kterd bude reguldrni oblasti, jejiz hra-

I
%‘a g nice JV se bude skladat z ploch By, B, danych fezu a

z ,plaste* S vektorové trubice.
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Orientujme OV vnéjsim normélovym vektorem, pritom orientujme plochy Bj, By ,,sou-
hlasné®, tj. tak, aby napft. orie_n)tujicf norméalové vektory 71, 775 k plochdm By, B, sviraly
ostry thel se smérem pole F v piislusném bodé (viz opét obréazek). Je pak oV =
By + (—Bj) + S (nebo 0V = (—=By) + By + 8S). Je-li divF =0v G, pak podle Gaussovy-
Ostrogradského véty je [[ F.dS = 0, tedy

ov
- — - — - —
//F.dS+//F.dS+//F.dS:0. (3.52)
S

BQ *Bl
Plast S je tvofen vektorovymi carami, které prochézeji krajnimi body ploch B, Bo; je-li
7V (p) normélovy vektor k S v bodé p, pak je kolmy k tecnému vektoru 7 (p) vektorové

kiivky prochézejici bodem p, a tedy je také kolmy k vektoru F (p). Je tedy F .7 = 0 na
S, takze

S//f’.?é:{/(f.ﬁ) dS =0.

Odtud a z rovnosti 3.52 plyne
- — - —
//F .dS://F .as.
B, B,

— —
To znamena, ze u solenoic&'\lniho pole F je tok pole F libovolnym fezem dané
vektorové trubicg> pole F stale tyz, coz muzeme struéné vyjadrit takto: Tok sole-
noidalniho pole F vektorovou trubici tohoto pole je konstantni.

Uziti Gaussovy-Ostrogradského véty v elektrostatice

7 tyziky je znamo, ze tok elektrické indukce D kladné orientovnaou hranici télesa T se
rovnd velikosti ndboje uvniti télesa. Je-li ndboj rozlozen v oblasti G C R? se spojitou
hustotou p, pak pro kazdé téleso T' C G plati

8/T/ﬁ.<Tsz/T//pdy

Podle Gaussovy-Ostrogradského véty je

//ﬁ.cﬁz///divﬁdy.

oT T
7 téchto rovnosti dostaneme rovnost

/T// (divﬁ—p> dv=0.

Protoze tato rovnost plati pro kazdé téleso T' C G, plyne z toho za predpokladu, ze
integrand je spojitd funkce, ze vSude v G plati

ﬁ
divD = p,

coz je jedna z Maxwellovych rovnic.
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Cviceni
. , e
I) Uvazujme vektorové pole F:
a) F = —zi+xj+ 3k

—

b) F =2y + yzj — 2k

!

c) F =3xi—a2y3j+ 2k
ﬁ
Uzitim Stokesovy véty vypoctéte praci vektoru F po orientované uzaviené kiivce K:

Priklad 1 K = {(z,y,2) € R® : 2>+ 4y?> = 4, 2 = 1}, K je orientovand pri pohledu
z kladné osy z ve sméru hodinovijch rucicek. [a) —4m;b) 0;¢) 0]

Priklad 2 K = {(z,y,2) € R? : % + % =1, x = 0}, K je orientovand pii pohledu

z kladné osy x proti sméru hodinovijch rucicek. [a) 0;b) 0;¢) 0]
Piiklad 3 K je obvod obdélnika s vrcholy A = (—=2,0,0),B = (-2,0,3),C = (2,0,3),
D = (2,0,0) orientovany poradim vrcholi. [a) —12;b) 12;¢) 0]

Piiklad 4 K je obvod trojihelnika s vrcholy A = (2,0,0),B = (0,3,0),C = (0,0,4)
orientovany poradim vrcholi. [a) 1;b) 14; ¢) 8,1]

IT) Uvazujme vektorové pole F.

H
a) F =zi+yj+ 2k

|

b) F=2%+yj+k
c)

_)
d F=i+j+2%k

|

= xi+y?j + 2k

Uzitim Gaussovy-Ostrogradského véty vypoctéte tok vektorového pole F uzavienou ori-
entovanou plochou S, orientovanou vnéjsim norméalovym vektorem:
Priklad 5 S = {(z,y,2) e R*: 0<2 <1, 0<y<2 0<z<3}.
[a) 18;0) 12; ¢) 24; d) 18]
Priklad 6 S = {(z,y,2) e R®: 22 +y? + 22 = 4}.
la) 32m;b) 25 ¢) S s d) 0]
Priklad 7 S = {(z,y,2) e R®: 22 +y* =4, 0 <2 <3},
la) 367;b) 127; ¢) 247; d) 367]
Priklad 8 S = {(z,y,2) ER®: z=4— /22 +y?, 2> 0}.
[a) 647; D) %4%; ¢) B8 d) L8 7]
Priklad 9 S = {(z,y,2) e R®: z =2 +1? 0<z<4}.
la) 247;b) 8; ¢) 16m; d) 122 ]
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4 Systémy obycejnych diferencialnich rovnic

4.1 Zakladni pojmy

P1i studiu konkrétnich fyzikdlnich systému matetickymi prostfedky postupujeme zpra-
vidla tak, ze zvolime jisty soubor fyzikalnich veli¢in, pomoci nichz muzeme studovany
systém tplné popsat. Uloha vySettit chovani takového systému se pak prevadi na tlohu
zjistit, jak se tyto vybrané veliciny, zvané obvykle stavové veli¢iny (nebo také stavové
proménné), méni s Casem.

Stavové veli¢iny lze pro dany systém obecné vybrat mnoha zpusoby a zavisi do znacné
miry na fyzikalni a technické formulaci studovaného problému. V této kapitole se nebu-
deme zabyvat metodami vybéru stavovych veli¢in, ale budeme predpokladat, ze problém,
ktery mame tesit, je uz pomoci stavovych veli¢in formulovan. Nasim tkolem bude popsat
metody, jak explicitné vyjadrit zavislost téchto stavovych veli¢in na case.

Rada problémi pifrodnich i technickych véd se matematicky formuluje pomoci systémi
obycejnych diferencialnich rovnic. Nejjednodussim systémem obycejnych diferencidlnich
rovnic je systém diferencidlnich rovnic I. fadu rozieSeny vzhledem k derivacim
(nazyvé se téz normalni systém).

Je to systém rovnic tvaru

= filt,zy, ..., z,)
xThH = fg t,xl,...,xn
. = ho ) )
= fult,xy, ... x),
kde f; (i = 1,...,n) jsou redlné funkce definované na oteviené mnoziné G C R x R® = R""1,
Systém 4.1 je vyhodné prepsat do vektorového tvaru:
Oznatme x = (xq,...,1,), X' = (24,...,2)T, £ = (f1,..., f)T, kde T znaci transpo-

novanou matici, tj. fadek se méni na sloupec a naopak. Systém 4.1 lze pak popsat ve
tvaru

x' = f(t,x) (4.2)

Definice 4.1 UvazZuyme systém diferencialnich rovnic 4.2, kde £ je vektorovd funkce de-
finovand na oteviené mnoziné G C R,

Zobrazeniu : J — R"™ | kde J C R je otevieny interval, nazveme teSenim systému 4.2,
jestlhize plati

1) (t,u(t)) e G vted
2) zobrazeniu md derivaci na J a plati w'(t) = f(t,u(t)) Vt € J.

Necht uy(t), t € Ji, uy(t), t € Jo, jsou dvé fesenf systému 4.2. Rekneme, ze uy(t) je
prodlouzenim u,(t), jestlize J; D Jy a pro kazdé t € J, plati u;(t) = uy(t).

Zpravidla néas zajima takové feseni v : K — R", K C R, k némuz neexistuje feseni, které
by bylo definovdno na vétsim intervalu, nez je interval K a pfitom bylo prodlouzenim
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zobrazeni v. Takové TeSeni v nazyvame maximalnim feSenim. Da se dokazat, ze ke
kezdému feseni u existuje maximalni feseni v, které je prodlouzenim teseni u.

Definice 4.2 Necht je ddn bod (ty,T) € G. Cauchyovou nebo téZ poédteéni ilohou

pro systém 4.2 nazgvame ulohu najit feseni u = (uq, ..., uy,) : J — R™ systému 4.2, pro
néz plati

u(ty) =1 (4.3)
neboli

uy(to) = 11, u2(to) = T2y . .y un(to) = T (4.4)

Cauchyovu tlohu zpravidla zapisujeme ve tvaru

x =1f(t,x), x(to) =T. (4.5)
O teSeni u, pro néz plati 4.3, fikame, ze je feSenim Cauchyovy tlohy 4.5 nebo Ze je feSenim
systému 4.2 vyhovujicim pocatecni podmince 4.3.
Geometrické znazornéni reseni

Je-liu: J — R” feseni systému 4.2, nazyvame mnozinu u(J) = {u(t),t € J} trajektorii
systému 4.2. Jestlize u(ty) = 7, fikdme, ze trajektorie prochézi v okamziku ¢y bodem
(,stavem“) 7 prostoru R™ (prostor R v tomto piipadé také nazyvame prostorem stavi
nebo téz fazovym prostorem).

Zobrazeni u je parametrizace trajektorie u(.J). Trajektorie muze byt za jistych podminek
krivka nebo jednobodova mnozina. Pojem trajektorie je vhodny zejména pro tzv. auto-
nomni systém, coz je systém tvaru

x' =f(x).

Je-li u/(t) # o, je tento vektor tecnym vektorem k trajektorii u(J) v bodé u(t), tento
tecny vektor je vektorem pole f v bodé u(t).

Priklad 4.1 UvazZujme systém

Ty = —x9

xh = 11
Resenim je vektorovd funkce

u(t) = (rcos(t + ¢),rsin(t +¢)), teR,
ve slozkovém tvaru

uy(t) = rcos(t + @)
us(t) = rsin(t + @),

kde r,p jsou libovolnd c¢isla. Pro r # 0 je trajektorie systému kruznice o poloméru |r|.
Pro totéz r a ruznd ¢ dostaneme tutéz trajektorii, i kdyz reseni jsou riznd - jsou ¢asové
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~

posunuta. Pro r = 0 dostaneme jako trajektorii jednobodovou mnozZinu {(0,0)}. Resent,
které md tuto trajektorii, je nulové (trividlni) resend: ui(t) = 0,uqs(t) = 0.

tzv. rovnovdiny (klidovy) stav systému.

Trajektorie maji v kazdém bodé (x1,x3) # (0,0) smeér pole f(x1,22) = (—x2,21) (viz

obrazek 4.1 ).

Obrazek 4.1: Trajektorie systému Obrazek 4.2: Charakteristika systému
z prikladu 4.1. z ptikladu 4.1.

Uplngji nez trajektorie charakterizuje geometricky fedenf u = (uy, ..., u,) : J — R™ jeho
graf, tj. mnozina

U={(t,u(t),...,u,(t)) : t € J} C R*".

Graf feseni u je podmnozina prostoru R"*! = R x R", ktery se nazyva rozsifeny fizovy
prostor. Prvni slozka R kartézského soucinu R x R" je casova osa, druha slozka R"
kartézského soucinu R x R” je fazovy prostor soustavy 4.2.

Graf maximélniho TeSeni se nazyva charakteristika soustavy 4.2. Mnozina vSech cha-
rakteristik soustavy zcela tuto soustavu urcuje.

Charakteristikou soustavy z ptikladu 4.1 je mnozina
{(t,rcos(t+¢),rsin(t+¢)) : t € (—o0,00)},

a je to tedy sroubovice pro r # 0 (viz obrazek 4.2). Pro rizné ¢ a stejné r # 0 dostdvame
Sroubovice posunuté ve sméru osy t; vSechny tyto Sroubovice se promitaji do téze trajek-
torie.

Déle si ukazeme, ze diferencialni rovnici n-tého fadu v explicitnim tvaru lze chapat jako
specialni piipad systému 4.1.
Necht tedy

o™ = f(t,x, .. D), (4.6)
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. _ o o (n—1
Oznatme zy = 2,20 = 2, ...,z = ™V,
Plati
¥y, =a = T9
/ 1
Ty == = I3
/ _ n—1) __
xn_l—x( ) =1,
/ _ _ / —1 _
T, _aj(n) _f(t7x7$a"'7$(n ))_f(t7$17x2a"'7$n)7

coz vede k systému

Ty =
xh =ux3
(4.7)
x =,
o, = ft,x,. .., xn),

To je systém tvaru 4.1, kde

fl(t,.fl,...,l’n) = T2
fg(t,l‘h...,l’n) = T3

fn—l(t; L1y 7wn) = Tn

foltyzr, .. xn) = ft, o, .., x,)
Ziejmeé plati:
Funkce u(t), t € J, je fesenim rovnice 4.6 prave tehdy, kdyz (u(t),u'(t),...,u™ V(1)) je
feSenim systému 4.7 a naopak, je-li (u1(t),...,u,(t)) feSenim systému 4.7, je prvni slozka
uy(t) Fesenim rovnice 4.6.
Analogicky je mozné i systémy vyssitho fadu s osamostatnénymi nejvyssimi derivacemi
prevést na systémy prvniho fadu s vétsim pocétem neznamych.

Priklad 4.2 UvazZujme systém

o / /! "
y _g<t7yay727272)
" __ / !/ "
< _h(tvy7y7z7zaz)7
kde g, h jsou funkce definované na oteviené mnoziné G C RC.
Polozme y = 1, Y = 19, 2 = a3, 2 = x4, 2" = a°.

Dostaneme systém

€Ty = X2
$/2 = g<t7x17x27x37x47$5)
Tl = T4
Ty = x5

Ty = h(t,$1,$2,$3,$4,$5),

cozZ je systém péti rovnic I. radu.
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4.2 Existence a jednoznac¢nost reseni systémi dif. rovnic I. fadu

Velmi dulezitou otdzkou je, zda Cauchyova tloha ma feseni (otdzka existence) a zda toto
feseni je v jistém smyslu jediné (otdzka jednoznacnosti).

Nez prejdeme k formulaci podminek existence a jednozna¢nosti feseni Cauchyovy tlohy,
pripomenme si nékteré dulezité pojmy:
Vektorovy prostor V nazveme normovany, jestlize na V' je definovand norma, tj. realnd
funkce || - || : w — |Ju|| majici nésledujici vlastnosti:
i) [laf >0, je-li u o, [o]| =0
ii) [|au|| = || - ||u]| Vu € V a kazdy skalar «
iii) |lu+v|| < |ul| +|v|| Vu,veV.

Pro vektorové prostory konecné dimenze je charakteristickd tato vlastnost normy:
Mame-li ve vektorovém prostoru V' konecné dimenze dvé libovolné normy || - [|1, || - |2, pak
jsou ekvivalentni, tj. existuji kladna ¢isla a, 5 tak, ze Vu € V, u # o, plati

< lull
Ju

<B.

Tato vlastnost je velmi dulezité, nebot napiiklad v tilohdch o konvergenci nebo spojitosti
muzeme pracovat s kteroukoliv normou.

Pripomenme jesté, ze operace vektorového prostoru v R”, tj. scitani vektoru, nasobeni
vektoru skalarem apod. jsou definovany po slozkéch.

Jako normu | - || v R™ muzeme pouzivat kteroukoliv z t¥{ navzdjem ekvivalentnich norem

s = > luil
i=1
n 1/2
lullz = (Zu2> (4.8)
i=1

||ll||3 = ma’x{‘u1|a‘u2|a"'7|un|}

Déle necht M, (R) je vektorovy prostor ¢tvercovych matic n-tého fédu. V prostoru M, (R)
muzeme zavést fadu norem, z nichz vSechny jsou ekvivalentni (prostor M, (R) ma dimenzi
n?). Pro nds v ndsledujicich ivahdch budou dulezité normy, pro néz kromé vlastnosti i),
ii) a iii) plati jeste

|A - B[l < [|A]l-[|B]
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Necht A = (a;;)}, nejuzivangjsi budou normy:

n

A, = maXiZ\aik] (fddkova norma)

k=1
|A]ls = maka]aik\ (sloupcové norma)
i=1
A, = Z |ai]? (euklidovské norma)
ik=1
1 0 3
Piiklad 4.3 Uvazujme maticc A= 0 —1 0 |, pak
1 2 2

|Al, = max{1+0+3,0+1+0,14+2+2} =max{4,1,5} =5;

}
}

|Alls = max{1+0+1,0+1+2,34+0+2} =max{2,3,5} =5;
A = VIF0+9+0+1+0+1+4+4=+20.

Rekneme, ze Cauchyova tloha x’ = f(t,x), x(tg) = 7, ma pravé jedno fedeni, jestlize pro
kazdou dvojici feseni u(t), t € I, v(t), t € J, existuje okoli O bodu ty, O C I N J, tak, ze
u(t) =v(t) vt € O.

Uved'me nékteré vlastnosti funkce f, které zarucuji jednoznacnou fesitelnost Cauchyovy
ulohy.

Necht G C R"*! je oblast. Vektorova funkce f : G — R" se nazyvé lipschitzovska
vzhledem k proménné x na mnoziné G, existuje-li konstanta L > 0 tak, ze pro kazdou
dvojici (t,x), (t,y) € G plati

1£(t,x) = £t y)ll < L-[lx =yl (4.9)

V podminkce 4.9 muzeme za normu || - || zvolit kteroukoliv z norem 4.8.

Dilezitou t¥idu funkef lipschitzovskych vzhledem k proménné x v oblasti G C R™* tvoif
funkce majici na G ohranicené vsechny své prvni paridlni derivace podle proménnych
X1, To, ..., Tp, tj. funkce takové, ze existuje konstanta M > 0 tak, ze plati

dfi o
a—i(t,xl,xg,...,xn) < M pro vsechna i,j =1,2,....n, (t,x1,...,2,) €EG.
j

Véta 4.1 (O existenci a jednoznacénosti vesent) Necht je dina Cauchyova iloha
x' =f(t,x), x(ty) =7 (4.10)
v oblasti G C R™ a necht existuji ¢isla o, 3 tak, Ze funkce £ je spojitd na mnoziné

R={(t,x) e G:|t—to| <a,|x—T7| < S}
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. s
Oznacme M = f(t 0= — 1.
znacme mmax [[E(tx)]l min{a, -}
Pak existuje Teseni Cauchyovy ulohy 4.10 definované na intervalu (ty — d,ty + 6).

Je-li navic funkce £ lipschitzovskd vzhledem k x na R, pak existuje jediné reseni Cauchyovy
tlohy 4.10 definované na intervalu (ty — d,tg + 9).

4.3 Systém linearnich diferencialnich rovnic I. fadu

Nechf I C R je otevieny interval, G ¢ R™! f : G — R". Rikdme, Ze systém dife-
rencidlnich rovnic x' = f(¢,x) je linearni, existuje-li maticova funkce A(¢) typu (n,n) a
vektorova funkce b(t) typu (n, 1),

all(t) alg(t) aln(t) bl (t)
A(t) _ Cl21:<t) 929 (t) s agn(t> 7b(t) _ b2 (t) ’
4 (t) ana(t) -+ apn(t) b ()

takova, ze plati
f(t,x) = A(t)x +b(t) pro viechna (t,x) € G.

Linearni systém diferenicdlnich rovnic 1. fadu zapisujeme ve tvaru

SL’ll = a11r1 + a9 + -+ + a1pT, + bl(t)
13/2 = a91T + A929T9 + -+ AonTn + bQ(t)
T, = Qp1T1 + Qpaa + -+ AppZy + bi(t)

nebo struéné ve vektorovém tvaru
x' = A(t)x + b(t) (4.11)

Rikéme, ze linearni systém 4.11 je homogenni, jestlize b;(t) =0Vi=1,....,naVt e I.
Je-li pro n¢jaké t € I nékterd z funkci b; nenulova, pak linearni systém 4.11 nazyvame
nehomogennim.

Je-1i systém 4.11 matematickym modelem néjakého fyzikalniho systému, pak maticova
funkce A(t) popisuje chovéani prvku, z nichz je tento systém sestaven, a vektorova funkce
b popisuje vstup systému. Vektor x je stavovym vektorem tohoto systému.

Podivejme se nyni na problém existence a jednoznacnosti feseni Cauchyovy tlohy
xX'=At)x+b(t), x(t)=rT. (4.12)

Necht maticovd funkce A(t) i vektorovd funkce b(t) je spojitd na otevieném intervalu
I C R, pak i funkce f(t,x) = A(t)x + b(t) je spojitd na G C R""! a tedy v dostatecné
malém okoli kazdého bodu (t,x) € G ohranicend. Déle plati

ofi
(9:1:j

= Qi , ,7=1,...,n,
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takze kazdd z funkei f; ma v dostatetné malém okoli kazdého bodu (¢,x) € G ohranic¢ené
parcialni derivace vzhledem k proménnym w1, xs, . . ., x,. Je tedy f lipschitzovska vzhledem
k proménné x v jistém okoli kazdého bodu (t,x) € G. Odtud plyne nésledujici tvrzeni:

Véta 4.2 Necht maticovd funkce A(t) a vektorovd funkce b(t) jsou spojité na otevieném
intervalu I C R. Pak pro kaZdé to € [ a 7 € R md Cauchyova tloha

xX' =A({t)x+b(t), x(t) =T,
praveé jedno resend definované na celém intervalu I.

V dalsim budeme automaticky predpokladat, ze A(t), b(t) jsou spojité.

Uvazujme nyni homogenni systém linearnich diferencialnich rovnic

T) = an® + a1eTy + 0+ Aply
/
Ty = A21X1 + Qoa%9 + +-+ + A2pX
9 2171 222 mTn , .
, tj. maticove  x' = A(t)x (4.13)
Ty = @1 + ApaTa + 00+ Gy

Jsou-li uy(t) a uy(t) dvé teseni systému 4.13, ¢ € R, pak také u;(t) + uy(t) a ¢-uy(t) jsou
feseni systému 4.13. Tedy teseni systému 4.13 tvori vektorovy prostor dimenze n.

Zvolme nyni néjakou béazi u(t), ..., u,(t) v prostoru feseni systému 4.13.
Oznacme  w;(t) = (ui;(t), uzi(t), ..., uni(t)) , i=1,...,m.

Tuto bazi nazyvame fundamentalni systém feSeni systému 4.13.

Matice
Ull(t) R Uin (t)
u) = : :
Ut (B) o Upn(t)
sestavend ze sloupct uy(t),...,u,(t) se nazyva fundamentalni matice systému 4.13.
Definujme pro libovolnou n-tici feseni uy (¢), ..., u,(?)
u(t) o0
W(u1,,un): :
Uu(t) -+ upy(t)

Uvedeny determinant nazyvame wronskianem.

Plati:  W(uy,...,u,) =0na I, nebo W(uy,...,u,) #0na [.

Veéta 4.3 n-tice Teseni uy,...,u, systému 4.13 je linearné nezavisld, prdve tehdy kdyz
W(uy,...,u,) #0.
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7 této véty pak vyplyva, ze fundamentalni matice U je reguldrni, a tedy k ni existuje
inverzni matice U™1(¢).

Je-liuy(t),...,u,(t) fundamentdlni systém feseni systému 4.13, je obecné feseni 4.13 tvaru
u(t) =cu(t) + -+ cun(t), cp,...,cp €ER. (4.14)
Oznacime-li ¢ =

u(t) = U(t

kde U(t) je fundamentdlni matice systému 4.13.

(c1,...,cn)T, 1ze pak obecné fegeni zapsat ve tvaru
)-c, (4.15)

Uvazujme nyni nehomogenni systém

x' = A(t)x+ b(t). (4.16)
Pak plati:
Je-li uy(t),...,u,(t) fundamentdlni systém feseni homogenniho systému u’ = A(t)u a

uy(t) partikuldrni feseni systému 4.16, pak obecné feseni systému 4.16 m4 tvar
u(t) =cuy(t) + -+ cuu,(t) +up(t), c1,...,cn €R,

v maticovém tvaru
u(t) =U(t) - ¢+ ug(t),

kde U(t) je fundamentélni matice, ¢ = (cy, ..., c,)T.

Metoda variace konstant

Predpokladéame, ze zname fundamentalni systém teseni prislusného homogenniho systému,
zbyva popsat, jak najdeme partikularni feSeni nehomogenniho systému.

Myslenka je obdobné jako u skalarni rovnice, tj. nahradit v obecném feseni 4.14 konstanty
Cly ..., Cy funkcemi ¢ (t), ..., c,(t) a najit partikularni feseni systému 4.16 ve tvaru

uo(t) = cr(t)ur(t) + - - + cp(t)un(t) .
Oznacme c(t) = (c1(£),.. ., cn(t))7.
Pak uy(t) = U(t) - c(t) = uy(t) = U'(t) - c + U(t) - (1),
kde U(t) je fundamentaln{ matice. Po dosazeni do 4.16 méme
U'(t) - c(t) + U(t) - c(t) = A(t) - U(t) - c(t) + b(t).
Jelikoz U'(t) = A(t) - U(t), dostavame, ze
Ut)-c(t) =b(t)=c(t)=U*t)-b(t),

tedy c(t):/Ul(t)-b(t)dt,
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pak uo(t) = U(t) - c(t) = U(t) - /U‘l(t) -b(t)dt
a obecné Teseni systému 4.16 je tvaru
alt) = U(H) - ¢ + u(t) = U(H) - ¢ + U) - /U—l(t) ‘bt (4.17)

kde c je libovolny sloupec konstant.

Priklad 4.4 Ovérte, Ze uy(t) = (22, COtSt)T, uy(t) = (=<t %‘”)T je fundamentdini

systém homogenni soustavy prislusné k

u
W = ——t + uy + 2sint,

Us t>0,
Uy = —up — " + 2cost,

a najdéte jeho obecné Tesent.
Po dosazeni do prislusniych homogennich rovnic vyjde pro uy

(sint)' _ tcost—sint 1 sint cost

t 12 =Ty T
cost\’ .t sint — cost B sint 1 cost
t N t2 ot t ot

a pro s

—cost)’ B tsint+cost_ 1 cost _i_sint
t N 12 ot t t

sint\’ B tcost—sint_ cost 1 sint
t N t2 N t t ot

tedy uy i uy jsou reseni homogenniho systému. Oznacme

sint cost
- 2sint
_ t t _
U(t) = cost sint b(t) = (2 COS t)
t t

t2 t2
vypocteme U~L(t). Postupné mdme

Protoze det U(t) = st 4 cos’t = # 0 prot >0, je U(t) fundamentdlni matice. Ddle

sint cost

; — t t
ad] U(t) - cost sint
t t
a tedy

U l(t) = adjU(t) _ t*adj U(t) = (

tsint tcost
det U(¢) ‘

—tcost tsint
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Nyni uréime

U(t) b(t) = (tsint tcost) (2sint) _

—tcost tsint 2cost
B 2tsin?t + 2t cos® t (2t
~ \ —2tsintcost + 2tsintcost) \ 0
Tedy
-1 _([2tdt\ [
/U b(t)dt—(fodt ={o)-
Partikularni Teseni md proto tvar

- T t? tsint
JR— 71 = =
w=U [U0 b d = | Ly ol <o> - (tcost)

t t
a obecné resent je
sint cost
N C1 tsint
u(t) = U(t) - e+ uo(t) = COtst sintt (02> i (t cos t) ’
t t
tj.
sint cost )
u(t) = a T ey + tsint,
cost sint ci1,c0 € R.
us(t) = ¢1 T ey + tcost,

4.4 Linearni systémy s konstantnimi koeficienty

Obecné neumime najit fundamentalni systém homogenniho systému, pokud jsou koefici-
enty skutecné funkcemi ¢. V piipadé, ze jde o konstanty, je situace vyrazné ptizniveéjsi,
nebot jsme schopni v podstaté efektivné najit fundamentdlni systém (az na problém na-
lezeni kofenu polynomu).

Uvazujme tedy systém

13/1 =anTy + - + a1pTy,
: tj. maticove x' = Ax, (4.18)

/
X, = An1T1 + -+ Apndny

kde A je konstatni matice. Ke standardnim metodam patii postup zalozeny na Jorda-
nové kanonickém tvaru matice, ktery ovsem vyzaduje znalost Weierstrassovy teorie ele-
mentarnich délitelu. Dale je to postup vyuzivajici normalni systém vektoru matice, ktery
vyzaduje znalost Weyrovy teorie a Weyrovych charakteristik. Jak teorie elementarnich
delitelu, tak ji ekvivalentni Weyrova teorie patii do linearni algebry a jde o relativné
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slozité vysledky. Jejich znalost je mimo ramec béznych znalosti, které inzenyii z této
oblasti mivaji. Z toho duvodu uplny popis obecného feseni systému ¢ini potize.

My si ukédzeme nejprve tzv. eliminaéni metodu, kterd je sice co do algoritmu jednoduch4,
ale nedaji se dost dobie teoreticky popsat komplikace, které mohou nastat. Proto se pro
vétsi systémy nehodi. Déle si vSimneme metody vyuzivajici normalni systém vektoru, ale
jen ve specialnich pripadech. V poslednich letech se objevily nové, velice i¢inné metody,
které bohuzel zatim nejsou prilis rozsitené. Lze fici, ze jsou jednodussi nez vysSe zminéné
metody (maji podstatné mensi néroky na znalosti hlubsich partif linearni algebry). Jsou
vesmeés zalozeny na Cayleyove-Hamiltonove véte.

4.4.1 Eliminaéni metoda
Tato metoda je pouzitelna i na nehomogenni systémy tvaru

SL’ll =anry + - + ATy + 061<t),

(4.19)

T = apity + o F Ay + (),

kde a;; jsou konstanty a «;(t) jsou funkce, majici dostatecny pocet derivaci.
Princip spociva v tom, ze se systém n rovnic prvniho fadu prevede na jedinou linearni
rovnici n-tého raddu (s konstantnimi koeficienty). Naznacime si nyni postup.

I. Zvolime jednu rovnice v 4.19, napi. prvni, a tu zderivujeme. Vyjde
o = anxy + -+ anx, + /(t).

Do pravé strany této rovnice dosadime za '), ..., z] z 4.19. Po upravé dostaneme néjakou
rovnici tvaru

i =bxi+ -+ b, +0t), beR i=1,...,n.
II. Ziskanou rovnici opét zderivujeme, tj. dostaneme rovnici

r) =bixy 4+ -+ by, + F(t),
a do ni znovu dosadime z 4.19 za 2/, ..., 2. Vyjde

' =cm+ - e, +y1t), GeR i=1,....,n.
IT1. Tento postup opakujeme, az dostaneme rovnici

2 =diwy 4+ dpra +6(), dER,i=1,...,n.
IV. Nyni méame soustavu rovnic tvaru

T o=anr + -0+ ar, + aft),

) = bixy + - + byx, + B(t),
Lo €) (4.20)

2 = diry 4+ daz, + 0(1).
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7, tohoto systému postupné vylou¢ime neznamé x»,...,xz,, a to tak, ze nejprve z prvni
rovnice v 4.20 vypocteme napi. xs a dosadime do zbyvajicich rovnic. Tim se pocet rovnic
o jednu snizi a nebude zde jiz x5. Nyni opét z prvni ze zbyvajicich rovnic, tj. z té, ktera
obsahuje z!, vypocteme napt. x3, dosadime do ostatnich atd. Nakonec nam vyjde jedna
rovnice n-tého fadu pro x;(t). Najdeme obecné feseni této rovnice, které bude obsahovat
n konstant.

V. Obecny tvar z1(t) dosadime do levych stran v 4.20 a ze vzniklych rovnic jiz pouze

algebraicky vypocitame xo(t), ..., x,(t).

Uskalim této metody je, ze v kroku IV. se muze stat, ze nedojdeme az k x§”), ale jiz drive
nastane situace, kdy se vSechny nezndmé xs,...,z, vyrusi. Tedy pro z;(¢) dostaneme

rovnici fadu nizsitho nez n. Jeji obecné feseni bude proto obsahovat méné nez n konstant.
Pak nezbyva nez dosadit z;(t) do 4.19 a obdobné jako pro z;(t) vytvorit z téchto rovnic
diferencialni rovnici pro z3(t). To se muze nékolikrat opakovat. Musime pokracovat tak
dlouho, az dostaneme n integrac¢nich konstant. Jinymi slovy, muze se stat, ze se systém
nepodafi prevést na jednu rovnici n-tého tadu, ale na nékolik rovnic nizsich fadu (soucet
jejich fadu je ovsem n). Je obtizné popsat, kdy tato situace nastane. Souvisi to jednak
s tim, pro kterou neznamou budeme vytvaret diferencialni rovnici a zda jsou nékteré
slozky vlastnich vektoru v fadku odpovidajicim zvolené neznamé nulové, jednak se struk-
turou normélniho systému vektoru (viz nasledujici kapitoly).

Priklad 4.5 Najdéte obecné resent systému

x] = 4x; — 3x9 + sint
xh = 2x; — my — 2cost

Vytvorime napr. rovnici pro nezndmou x1. Derivaci pruni rovnice dostaneme
x) = 42’ — 32}, + cost,
tedy
2] = 4(4xy — 3x9 + sint) — 3(2x1 — x9 — 2cost) + cost = 10z1 — 9wy + 4sint + 4cost .
Ze systému

) = 4wy — 3xy + sint

] = 10zy — 9z9 + 4sint + Tcost (4.21)
vyloucime xo. Odecteme-li trojndsobek proni rovnice od druhé, dostaneme
r) — 32y = =2z +sint + Tcost = af — 32|+ 22 = Tcost+sint. (4.22)

Charakteristickd rovnice je pak tvaru
)\2—3)\+2:O = )\1:1, )\2:2
Obecné Tesent rovnice 4.22 je

u(t) = cre’ + cpe® .
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Partikuldrnd reseni budeme hledat ve tvaru
up(t) = acost + bsint .
Odtud

uy = — asint + bcost
uy = — acost — bsint

a po dosazeni do 4.22 mdme

—acost —bsint 4+ 3asint — 3bcost + 2acost 4 2bsint = Tcost +sint,
(a —3b)cost+ (3a+b)sint = Tcost+sint.

Tedy musi platit

a —3b=7
34+ b —1 a=1, b= -2.
Celkové  uy(t) = u(t) + ug(t) = cre’ + coe* + cost — 2sint .

Dosazenim obecného teseni uy(t) za xy do proni rovnice v 4.21 vypocteme xo = uy(t).
Tedy

cret + 2c9e? —sint — 2cost = 4ejel + dege® + 4 cost — 8sint — 3ug(t) + sint,
tji.  uo(t) = cre’ + % o€t + 2cost — 2sint.
Maticové vysledek zapiseme takto
t 2 : :
_ cie’ + coe”’ + cost — 2sint _ 1\ 4 1\ o cost — 2sint
u(t) = (clet + %Qezt +2cost — QSint) A (1 ¢ te % et 2cost — 2sint )
Tedy fundamentdlni systém teseni homogenni soustavy je

w(t) = (he"), wot) = (¥, 2e)”

a fundamentalni matice je tvaru

ol 2t
U@) = (et gth) .
3

Piiklad 4.6 Najdéte obecné reseni systému

],’/1 = —3$1 + 4$2 - 2.733
Th= 1 + 3
ZL’% = 61’1 — 6$’2 + 5I3 .

Vytvorime rovnici pro xy. Derivujeme pruni rovnici a po dosazeni vyjde
" / / /

—3(—3xy + 4wy — 2x3) + 4(x1 + x3) — 2(621 — 629 + D3) = 27 .
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Pro xy tedy dostavame (ani neni treba psdat systém 4.20 a provddét eliminaci), Ze
) —x =0.
Charakteristickd rovnice N> — 1 = 0 md koreny A2 = £1 a obecné reseni md tvar
ui(t) = cre’ + cpe ™.
Po dosazeni do pruni rovnice mame
t —t _ t —t
cC1€ — (e = —3C16 — 3026 + 41’2 — 2[['3

a odtud w3 = 2xe — 2c16" — coe7".

Z druhé rovnice pak vyjde
xhy = crel + et 4+ 2wy — 2c1e' — et = ah =219 — i’

To je linedrni rovnice pruniho rddu. Charakteristickd rovnice je A\ —2 =10, tJ. A = 2, a
obecné Teseni homogenni rovnice je

u(t) = cze .

Ddle uréime partikuldrni reseni nehomogenni rovnice. Pravd strana —ciet je typu kon-
stanta krdat exponencidla, pritom c¢islo +1 neni korenem charakteristické rovnice. Resent
Ize proto najit ve tvaru ug(t) = ae’. Po dosazeni vyjde

ae' =2ae' —cie! = a=2a—c¢ = a=cq.
Obecny tvar x4 je tudiz
uy(t) = u(t) + ug(t) = cze® + cre’.

Zbyvd uréit algebraicky x3 = ug(t). To lze napr. z druhé rovnice zaddni dosazenim za
Ty = u(t), x1 = uy(t), odkud ihned vyjde
us(t) = uh(t) — up(t) = 2c3e® + cref — cre!f — cye™' = —coe™ + 2c5e*
Maticovy zapis je
cel + cget 1 1
u(t) = | cre + e’ =c; |1]et+c| 0 |et+cy
— et 4 2cge? 0 —1

N = O
@
[\~}
&

Jak se muzete snadno presvédcit, v predchozim ptikladu by pti osamostatnéni kterékoliv
neznamé doslo k ,rozpadnuti“ na jednu rovnici druhého fadu a jednu rovnici prvniho
fadu. Je snadné si predstavit, ze u systému s vétsim poctem nezndmych by se za této
situace stala eliminacni metoda velmi neptrehlednou a pracnou.
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Cvicéeni

Reste uvedené systémy elimina¢ni metodou

Priklad 1

Priklad 2

Priklad 3

Priklad 4

Priklad 5

Priklad 6

Priklad 7

Priklad 8

Priklad 9

/
67
/
274
/
375

4$1 — 2$2
xr1 + X9

—3ZE1 + 2[[‘2
—2T1 + @9

131—|— T2

X1
X2

T
X2

c1e?t 4 cpedt
cre?t + % Coe

e (e + 2¢qt)

3t

e '(c1 + (14 2t))

e*(cy cost + cysint)

—2x1 + 329

2.1'1— T2 + 2
4oy — 229 + 2

3[E1 + 2$2 + 4e5t
xr1 + 2.1'2

21’1 — X9
—x1 + 229 — Helsint

T4 — To + XT3
$1+.1'2— I3

—I2+2.133
—T1 — T2 +t2
— T2 — I3

—l‘3—|—t

€
T2

|
)

e?ci(cost —sint) + e*cy(cost + sint)

X
X2

X1
T2
Z3

—e Hert + eat? —g) + 2 —t+1 ]

= ct+c+t2+2t
= (2t — 1) 4 2c, + 2t> + 2t |

X1
X2

cre! + coe® + e (2cost —sint) |

cret + 2cqpett 4 3e%
—epet + coett 4 of

crel — coe® + (2 cost + sint)

(c1 + cot)el + coe?
clet + Cg(t — 2)et

cre’ 4+ co(t — 1)e! + cge® |

e '(c1+cat) —t+2
—Cgeit +t—1

X1
X2
€3

1 4+ Txy — bxg + 10€f
—T1 — T + XT3
x, — 229 + 73 + €

c1 + cacost + c3sint + e
21 — 3 ¢o(cost +sint) + 1 c3(cost — sint)
3c1 + 5 ¢o(sint — cost) — 5 cs(cost + sint) + ef
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Metodou variace konstant feste nasledujici systémy

oy ro_ . — 7
Priklad 10 2} = 32, — da; + 2tt xl(g) = 8 r1 =141 —e™") = 2t(3 +de™)
wh=  wm+ m A+t w(0) = Ty = —9(1 — ™)+ 1(5+ e ) |

~ 7 ! 24 -
Priklad 11 $/1 = Tro + tg°t — 1 X1 = crcost + cosint + tgt
Ty = —x1 + tgt Ty = —cysint + cycost + 2 |

3t

ZL'Q = —3ZL‘1 + 41‘2 + m
11 = cret + 2c0e? — el In(e? + 1) + 2e*arctg e!
19 = crel + 3cpe?t — el In(e? + 1) + 3e*tarctg e

Priklad 13 2z} = —4x; — 229 + — z1(In2) =0
et —1 [:cl = 2e "In(e’ — 1)
vy = 6o 4322 — 5 22(n2) =0 wy = —3e "In(e’ — 1) |
e JE—
Piiklad 14 2} = 2, — 215 + € x1 = 2c1e™ + e + 5 (3t + 1)e ]
rh = =3z + 21y + tet Ty = —3cie™ + et + L e |
Priklad 15 .I'/l = —T1 — X2 + t2 I = e_t(cth + CQt + Cg) + tz —3t+3
.fL',Q = — r9 — T3 + 2t Ty = eit(—201t — 02) +1

Ié: —x3+ t 1‘3:20167t+t—1
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4.4.2 Metoda charakteristickych cisel
Uvazujme homogenni linearni soustavu s konstantnimi koeficienty

x = Ax, (4.23)
kterou téz nazyvame linedrni autonomni soustavou. Ukazeme, ze fundamentalni systém
feSeni soustavy 4.23 lze ziskat algebraickymi prostredky.

Hledejme nenulové feseni soustavy ve tvaru
At
u(t) =e"-v,

kde ) je skalar, v n-rozmérny vektor (sloupcovy). Pak u/(t) = Ae*v a dosazenim do 4.23
dostaneme

AeMv = A (eMv) = eMAv,

odkud po vykraceni e’ mame

Av =)v. (4.24)

Z linearni algebry je znamo, ze ¢islo A, k nemuz existuje vektor v # o tak, ze plati 4.24,
se nazyva charakteristické ¢islo (nebo téz vlastni ¢islo) matice A a vektor v # o,
pro néjz plati 4.24, se nazyva charakteristicky (nebo téz vlastni) vektor matice A,
prislusny k charakteristickému ¢islu .

Vektor v je tedy feSenim linedrni homogenni soustavy algebraickych rovnic

(A—X)V =0 (4.25)
(I je jednotkova matice n-tého rddu). Soustava 4.25 mé netrividlni feseni, pravé kdyz

det (A —AI)=0. (4.26)
Funkce

F()) = det (A — )

je algebraicky polynom n-tého stupné a nazyva se charakteristicky polynom matice
A a rovnice

F(A) =0

nebo téz rovnice 4.26 se nazyva charakteristicka rovnice matice A. Charakteristicka
¢isla jsou tedy koreny charakteristické rovnice. AvsSak algebraickd rovnice muze mit i
komplexni koteny. Proto je ucelné uvazovat i komplexni feseni soustavy 4.23. Bude-li
A komplexni charakteristické cislo, pak ptislusny charakteristicky vektor v bude rovnéz
komplexni.

Mnozina vSech charakteristickych ¢isel matice A (tj. vSech kofenu charakteristického po-
lynomu) se nazyva spektrum matice A; oznacime je o(A). Jsou-li vSechna charakteris-
ticka ¢isla jednoduchymi kofeny charakteristické rovnice, fikame, ze A méa jednoduché
spektrum.
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Je-li A charakteristické ¢islo matice A, je mnozina vsech vektoru v € C”, pro néz plati
4.25, linearni podprostor C™, nazyva se charakteristicky podprostor. Tento podprostor
je tvoren vSemi charakteristickymi vektory pfislusnymi k charakteristickému ¢islu A a
vektorem o.

Dimenze charakteristického podprostoru je nejvyse rovna nésobnosti charakteristického
¢isla jakozto korene charakteristické rovnice.

Budeme predpokladat, ze matice A ma jednoduché spektrum
U(A) = {)\17'--7)\11}-

Dimenze kazdého charakteristického podprostoru je v tomto ptipadé rovna 1.

Necht v; je charakteristicky vektor piislusny k charakteristickému ¢&islu \; (1 = 1,...,n).
Jelikoz charakteristické vektory prislusné k ruznym charakteristickym ¢islum jsou linearné
nezavislé, vektory vy,..., v, tvoifi bazi prostoru C". Matice

U(t) = (eM'vy,...,eMv,) (4.27)

je fundamentalni matice soustavy 4.23. Obecné feseni je tedy tvaru

u(t) = cieMtvy + -+ ety (4.28)
kde ¢q,...,¢, € R™ Jsou-li A\j,...,\, redlnd cisla, pak charakteristické vektory jsou
rovnéz realné a v tomto pripadé bude fundamentalni matice 4.27 rovnéz redlna.
Necht nyni A = « + j3 je komplexni charakteristické ¢islo matice A. V teorii komplexni
proménné plati tzv. Euleruv vztah

er =P = . P = ™. (cos B + jsin 3)

Oznacme Re z a Im z redlnou a imaginarni ¢ist komplexniho ¢isla z. Pak plati

Rez:Z+Z, Imz:z_.z,
2 279

tj. Re z,Im z jsou linearnimi kombinacemi z a Z.

Je-li A charakteristické ¢islo matice A, pak i \ je charakteristické ¢islo A a podobneé, je-li
v charakteristicky vektor odpovidajici A, pak v je charakteristicky vektor odpovidajici A.
Tedy systém 4.23 ma dvojici feseni

At

My Gy =MV,

ﬁl =c
a tudiz i feSeni
a; + Uy a; — Uy
U =———=ReeMv a u=

9 T = Ime”v.

Dulezité je, ze v tomto pripadé jsou jiz uj, us realné funkce.
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Piiklad 4.7 Najdéte obecné tesent systému

Ty = 11 + 2x9
xh = 4x; + 3x9

Matice soustavy je tvaru A = <1 2)

4 3
F()\) = det(A — \I) = 1;A 33/\‘:)\2—4)\—5
FA) =0 pro A\ =5, \a=-1
o(A) ={5-1}

Charakteristické vektory jsou pak reseni soustav

(A — /\11)V1 =0 <~ (A — 5I)V1 =0
(A — )\QI)VQ =0 <~ (A + I)Vg =0

o (00 G -6)

Proni soustava je tedy tvaru

—4vyy + 2v12 = 0
41)11 — 2?]12 = 0,
obecné Teseni je vy = t,vig = 2t, volbou t = 1 dostdvime v, = (1,2)T .
Druhd soustava je tvaru
21]21 + 27)22 =0
4vg; + 4vyy = 0,
obecné Teseni je pak voy = t,v9e = —t, volbou t = 1 dostdvame vy = (1,—1)T .

Tedy obecné Teseni systému je

u(t) =c (;) e + ey (_11) e,

5t t

. wi(t) = 1€ + cpe”
t

us(t) = 2185 — et
Priiklad 4.8 Najdéte obecné tesent systému

) = —Tx; + 29
xh = —2x; — Hxy
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Matice soustavy je tvaru A = <:; _é)

—7—=A 1
-2 e

M=—6+7, d=-6-75, o(A)={-6+j,-6-7}.

F()\) = det(A — \I) = ‘ ‘ = A2+ 12\ + 37

Staci najit charakteristicky vektor napviklad k Ay = —6 + 5.

_ o (—1—j 1
A—)\ll_A—(—6+j)I_( . 1_j)

Pro charakteristicky vektor vi = (v1, Ulg)T plati rovnice
(=1 —=jlvyr +v12=0 (druhd rovnice je nezavisld).

Charakteristicky vektor je tedy napriklad v, = (1,145)T a charakteristicky vektor prislusns
kXa= A je Vi=(1,1-75)".

Soustava md fundamentdlni systém teseni
O (L 1+ )T, O )T
Soustava md ovsem téz redlny fundamentdlni systém reseni

u;(t) = Re (e(’6+j)t(1,1 +j)T)
w(t) = Im (e (1,1+5)7)

Jelikos e(—6+j)t (1’ 1 +])T — e—6t . (ejt’ (1 +j)ejt)T =

e 6. (cost + jsint,cost —sint + j - (cost +sint))"
tak u (t) = e 9. (cost,cost —sint)"
u,(t) = e 5. (sint,cost+sint)”

Obecné Tesent je pak tvaru

u(t) = cou(t) + couy(t) = e < cost ) 4 oege ( sint )

cost —sint cost + sint

Podstatné komplikovanéjsi situace nastava, kdyz neni mozné vytvorit bazi z vlastnich vek-
toru. K tomu dojde, kdyz algebraickd ndsobnost nékterého charakteristického ¢isla A (tj.
nasobnost tohoto ¢isla jako kotene charakteristické rovnice) je ostfe vétsi nez jeho geome-
trickd ndsobnost (tj. pocet parametri, které vyjdou pii feseni soustavy (A — A\I)v = o).

V tomto pripadé je tieba doplnit nezavislou soustavu charakteristickych vektoru na tzv.
normalni systém, coz je relativné obtizné:

Necht X je charakteristické éislo, k némuz piislusi k-clenny fetézec tzv. zobecnénych
charakteristickych vektori vy, ..., v, tedy

(A — )\I)Vk = Vi_1y.--, (A — )\I)Vg = Vi, (A — )\I)Vl =0,
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kde vy je charakteristicky vektor, pak k sloupcu

u; = Vle)\t
Uy = (tVl + V2>e)\t
u; = (% Vi + tvy + vg)e
k— k—
u, = <(]t€711)! Vi + (2722), vo + -+ Vk) e)‘t

tvori linedrné nezavisla reseni systému 4.23. Lze dokazat, ze systém sloupcu, ktery se-
stavime timto zpusobem ze vSech Tetézci zobecnénych charakteristickych vektoru, tvoti
fundamentalni systém feseni soustavy 4.23.

Priklad 4.9 Najdéte obecné resent systému

xy = 17x1 + 929
xh = —2521 — 131,

Charakteristickd rovnice je

17— A 9

det(A XD =" 00| =

M —d +4=(1-2)?2=0.

Ta md dvojndsobny koten Ao = 2. Pro charakteristicky vektor v = ('U117U12)T mame
soustavu (A — 2I)vy = o, tj.

15’1}11 + 91)12 =0
—25’011 — 151)12 =0.

ProtoZe jedna rovnice je nasobkem druhé, je jeji obecné resent tvaru vy, = —% t, v =t,
t € R. Volbou t = 5 dostdvdime vy = (=3,5)T. Dalsi nezdvisly charakteristicky vektor

nemame. Vypocteme tedy zobecnény charakteristicky vektor, ktery bude resenim soustavy
(A — 21)V2 =V, tj

152121 + 91)22 = -3
—25/()21 — 151)22 = 5,

—1-3t
5

Rovnice jsou opét linedrné zdvislé a jejich obecné reseni je vy =
t = 3 dostdvame vy = (—2,3)7.

, V99 = t. Volbou

Fundamentalni systém resent je pak tvaru

-3 —3t—2
u,(t) = vie* = ( 5) e uy(t) = (tvy + vy)e*t = ( 504 3> e

Obecné Tesent je tedy

up(t) = —3cie® — co(3t + 2)e*
UQ(t) = 501€2t + C2(5t + 3)€2t .
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Cvicéeni

Metodou charakteristickych ¢isel feste dané systémy

Priklad 1

Priklad 2

Priklad 3

Priklad 4

Priklad 5

Priklad 6

Priklad 7

= 2[L’1 - 31‘2
= I — 21‘2
= 211 + X9
= —x1 + 4z,
= I —+ T2
= —2x1 + 329

= T1 — T2 — I3
= T + T2
= 31 + 3

=T — T2 + T3

=T + T2 — T3
= — X9 + 2173
= T2 — I3

= X9

— T3
= — X2 -+
= —2131 + To +
= 21‘1 — T2 —
= 2£L'2 —

Z1
T2

T3
T3 — X4
T3 + X4
21’3

e2t
th

X1
X2
xs

r1 = 3ciet + cget
To = Clet+026_t

vy = (c1+ cot)e
Ty = (c1+c(141))e* |

(c1cost + cosint)
(c1(cost —sint) 4 cy(cost +sint))

= (2c98in 2t + 2¢5 cos 2t)e
= (c1 — cgcos 2t + c3sin 2t)e’
= (—c; — 3¢y cos 2t + ez sin 2t)e!

r1 = (¢ + cot)el + cze*

T9 = cret + ot — 2)e!

r3 = cie' + et — 1)e' + cze? |
r = 1+ Cget + CgetL i
Ty = —coe!
T3 = —czet

r1 = Cl(l+2t2>+202t+03+64 i
Ty = —2cit—cy+cu

T3 = 2cit+ca+cy

xy = —4dcit? —deot — 2c4
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4.4.3 Vypocet exponencialy matice

Vsimnéme si systému x' = Ax, kdyz n = 1, tj. kdyz jde o jedinou rovnici tvaru ' = Az,
kde A je konstanta. To je homogenni linearni rovnice, kterou fesime jako rovnici se sepa-
rovanymi proménnymi. Tedy

dx At

T =Ar = Injz|=At+Inc = z(t)=c-e™.

Tedy fundamentalni ,matice“ (je jednorozmérna) je e?’. Ukazuje se, Ze i v obecném
pripadé je mozné zapsat fundamentalni matici ve tvaru exponencidly, je vsak tfeba nejprve
vhodné definovat, co exponencidlni funkei z matice budeme rozumeét.

Vyjdeme ze zndmého rozvoje funkce e, t € R, do Taylorovy fady. Plati

et—in—1+t+t2+t3+
4=l 12t 3l '

Dosadime do této tady za t formélné matici At. Vyjde (za 1 ddme jednotkovou matici I):

- (AD)" At A% AT
P R T TR Y

n=0

Dostédvame nekoneénou fadu matic. Ta piedstavuje po slozkdch n? nekoneénych fad funkef
jedné redlné proménné. Lze ukazat, ze vSechny tyto fady jsou konvergentni pro kazdé
t € R. Jejich soucty vytvoii po slozkdch novou matici, kterd se oznacuje e®t. Ta je
definovand pro kazdé t € R a plati

(eAt)’ _ AeAt,

kde derivaci provadime jako normalné po slozkach. Z ptechoziho vztahu bezprostiedné
plyne, Ze sloupce matice e®! tvoif feSeni systému 4.23. Navic ziejmé e2? = I, tj. tyto
sloupce jsou linedrné nezavislé (pro ¢ = 0 a tudiz pro kazdé ¢t € R) a predstavuji tedy
fundamentdlni systém. Matice et je pak fundamentalni matici systému 4.23, kterd je
v nule rovna jednotkové matici.

Mame tedy velice elegantni a struc¢né oznaceni fundamentalni matice systému 4.23. Tento
zapis ma ale i dalsi prednosti. Pro libovolné ¢tvercové matice C a D, které jsou zaménitelné
(tj. CD = DC), totiz plati

oCeD _ (C+D _ D .C
Odtud volbou C = At, D = — At plyne

oAlg=At _ O _ T s (eAt)*l — o AL

Tedy inverzni matice k exponenciale z At je exponenciala z —At. Pouzijme tento vysledek
na variaci konstant. Ze vzorce 4.17 dostaneme

x(t) = et 4 et / e Alb(t)dt.
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Pokusme se vzorec upravit tak, aby déaval pfimo feSeni pocateéni ulohy s pocatecéni
podminkou x(tg) = xg. Za tim téelem zapiSeme sloupec konstant c ve tvaru e Alx
a zvolime tu primitivni funkci k e A'b(t), kterd je v t; rovna nulovému sloupci, tj.

t _As .
e b(s) ds. Vyjde

t t
x(t) = ePe Aox, + eAt/ e b(s)ds = eA)x, 4 / Al b(s)ds.  (4.29)

to to

Pro ¢tenare obeznameného s Laplaceovou transformaci je vhodné pripomenout, ze vztah
4.29 ma zna¢ny vyznam v teorii systému, které jsou popsané soustavou linedrnich di-
ferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Zde b(¢) mé vétsinou charakter vstupu.
Obvykle se zde predpokladd, ze tg = 0,x(tg) = xg = o (systém je na pocatku v klidu) a
t > 0. Pak

Integrédl na pravé strnaé ma tvar konvoluce. Pro Laplaceuv obraz potom plati

L{x(t)} = L{e* xb(t)} = L{e*} - L{b(t)};
zde * znaci konvoluci. Matice £{e®'} se nazyva pienosovd. Tedy Laplaceiiv obraz
vystupu je roven soucinu prenosové matice a Laplaceova obrazu vstupu.

Vratme se vsak k otdzce nalezeni explicitniho tvaru e®!. Existuje fada postupt, jak defi-
novat a vycislit funkce (ne jen expoencidlu) z matic.

Matici e®t lze napi. uréit tak, ze najdeme dosud uvedenymi metodami fundamentdlni
systém soustavy 4.23, pro néjz plati

1 0 0
0 1 0
x1(0) = . x9(0) = N x,(0) =1 .
0 0 1

Odpovidajici fundamentalni matice tvofena témito sloupci je vzhledem k jednoznacénosti
feSeni pocdtecni ulohy prave eAt.
Existuji vsak i elegantnéjsi metody, zalozené na nasledujici vété.

Véta 4.4 (Cayley-Hamilton)
Jestlize A je libovolnd ¢tvercovd matice a o(N) = det(A—A) jeji charakteristicky mnohoclen,
plati

t1. A je korenem svého charakteristického mnohoclenu.

Existuje rada novéjsich metod, zalozenych na piredchozi vété, ale nejsou bohuzel prilis
znamé. My si uvedeme aspon jeden vysledek, ktery je zformulovan v nasledujici véte.
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Véta 4.5 Necht A je ¢tvercovd matice a
AN+ N g tag=0

jeji charakteristickd rovnice. Necht x(t) je redeni diferencidlni rovnice se stejngmi koefi-
cienty

2™+ a, 2" 4 a2 agr =0,

které splnuje pocdtecni podminky

2(0) =2'(0) = --- = 2™2(0) = 0, " V() =1.
Oznacme

21(t) a; ay -+ Qp_qy 1 x(t)

»)| e a -+ 1 0 2'(t)

o (t) 10 - 0 0) \atng
Pak je

A= 2 (DT + 2(H)A + -z, (A"

7 praktického hlediska tedy staci umét fesit jednu rovnici n-tého radu. Zcela odpadnou
problémy s ndsobnymi kofeny charakteristické rovnice - zatimco u systému nam znacné
komplikovaly situaci (mohli jsme mit malo nezavislych vlastnich vektoru), u jedné rovnice

//////

Priklad 4.10 Najdéte obecné reseni systému

l’ll :—2$1 + Ty — 2.7)3
Th = 11 — 219 + 2
2 1 2 T3
/

Ty = T — X9 + T3.

Charakteristickd rovnice je

—2-X 1 —2
det(A—X)=| 1 —2-X 2 |=-XN-_3N-3A-1=-(\+1)>
1 -1 1-X

Nyni najdeme teseni rovnice
2"+ 32"+ 32 +x=0.

Jeji charakteristickda rovnice md trojndsobny koren A\ o3 = —1. Tedy obecné reseni md
tvar

z(t) = (c1 + ot + cst®)e™ .
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Potrebujeme partikuldrni resent, pro néz x(0) = 2/(0) = 0,2"(0) = 1. Vypocteme

(1) = (co+2cst)e™ — (c1 + cot + cst?)e™,
"(t) = 2czet —2(cy + 2cst)e” + (1 + cot + c3t?)e "
Z pocdtecnich podminek dostaneme

C1:0
cp—c; =0 = 6120,6220,03:%.
263—262+01:1

Hledané resent

a(t) =1t = 2({t)=(t—-1%)e", ()= (1 -2+ )"

Ddle urcime

21 (t) 3 3 1 s t%e (1+t+2t2)e
) =13 10 (t—2tP)et = (t+t?)e”!
z3(t) 100/ \(1—2t+3¢>)e! Tt%e
Konecné vypocitame
—2 1 -2 —2 1 -2 3 —2 4
A= 1 -2 2 1 -2 2|=[-2 3 -4
1 -1 1 1 -1 1 —2 2 -3
Tedy
1 00 —2 1 -2
M o= (I+t+iPe [0 1 0| +@+)et [ 1 -2 2|+
01 1 -1 1
3 =2 4 1—1¢ t —2t
it | =2 3 4=t 1-t 2t |e.
-2 2 =3 t —t 142t
Obecné teseni mad tudiz tvar
1 = (c1(1—1t)+ cot — 2ct)e™

Ty = (cit + (1 —1t) + 2cst)e™
v = (et — ot +c3(1+2t))e™ .
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4.4.4 Metoda neurcitych koeficienti

K nalezeni partikularniho feseni nehomogenni rovnice mame univerzalni metodu variace
konstant. Ta je vSak nékdy dost pracnd. U linearnich rovnic n-tého fadu s konstantnimi
koeficienty jsme vidéli, ze je v piipadé specidlniho tvaru pravé strany mozné najit parti-
kularni feSeni mnohem snéze metodou neurcitych koeficientu. To lze udélat i u systému
tvaru

x' = Ax +b(t), (4.30)

kde A je konstantni matice a prvky b(t¢) jsou kvazipolynomy, tj. b(¢) je linedrni kom-
binaci funkei tvaru t*e® cos Bt. respektive t*e® sin ft. Vsimneme si postupné nékterych
specialnich ptipadu.

Véta 4.6 Necht b(t) je sloupec, jehoZ slozky jsou polynomy stupné nejvijse m. Necht nula
je k-ndsobny koten charakteristické rovnice matice A. Pak existuje partikuldrni reseni
systému 4.30, jehoz sloZky jsou polynomy stupné nejuyse m + k.
Plati, ze k = 0, pravé tehdy kdyz det A # 0.
Vsimnéte si, ze na rozdil od jedné rovnice vyssiho tadu nelze u systému predpokladat, ze
slozky feseni jsou tvaru t*P,,(t), kde P, (t) je polynom stupné m. V feseni mohou byt
s nenulovymi koeficienty i niz${ mocniny nez k-té.
Veéta plati, i kdyz prvky A a popiipadé koeficienty polynomu ve slozkéach b(¢) jsou kom-
plexni ¢isla.
Priklad 4.11 Najdéte partikuldrni reseni systému

xy =2x; —3x9 +

xh = x; + 4dxy — 1.

2 -3 t

Je detA—‘1 4‘—117&0, b(t)-(_l) .

Sloupec b(t) obsahuje nejuyse linedarni polynom, tedy m = 1,k = 0. Mus? proto existovat
resent tvaru

rp=at+b, p=ct+d = j=a, r)=c.
Po dosazeni dostaneme

a=2(at+0b) —3(ct+d) +t N t(—2a+3c) +a—2b+3d= t
c= at+b +4(ct+d) -1 t(—a—4c) —b+ ¢ —4d=—-1.

Porovndnim koeficientu vyjde

—2a + 3c =1
—a —4c =0 4 20 1 28
a— 2b +3d=o0 7 AT bEnn o= d= gy

— b+ c —4d=-1
Partikularni Tesent tedy je

— _ 4 20 _ 1 28
1=t pr, Te= gttty
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Podobné lze postupovat, kdyz b(t) obsahuje exponencidly nebo siny a kosiny. Vzhledem
ke znacné komplikovanosti vypoctu vsak obvykle postupujeme jinak.

Véta 4.7 Necht sloupec pravijch stran je tvaru €*'p,,(t), kde a € C a slozky sloupce py,
gsou polynomy stupné nejuyse m. Pak substituce x = e*u prevede systém x' = Ax +
e p,,(t) v nehomogenni systém, kde slozky sloupce pravijch stran jsou polynomy stupné
nejuyse m.
Diikaz: Protoze

X'(t) = (e*'u(t))" = aetu(t) +eu'(t),
vyjde po dosazeni

ae®u + e™u’ = Ae®u + e“'p,,(t),
z éehoZ po tpravé a vykrdceni vijrazem et # 0 vyjde

u' = (A —al)u+p,(t). (4.31)
Priklad 4.12 Najdéte partikuldrni reseni systému

Ty =mx — 239 + €

],’/2 = + 21132 + tet.
Substituci x = e'u prejde podle véty 4.7 nds systém v systém 4.31, tj.

up = —2uy + 1

uhy =uy + uy +t,.
Ten md podle véty 4.6 (m = 1,k = 0) 7esend tvaru
w=at+b, ug=ct+d = uj=a, uy=c

a po dosazeni vychazi

a = —2(ct+d) +1
c=at+b+ ct+d +t.

Porovndnim koeficientu dostaneme

2c =0
—a— c =1
0+ 2d—1 = a=-1,b=-1,¢=0,d=1.
—b—d =0
Tedy uy = —t — 1,us = 1 a partikularni reSeni daného systému je

1’1:—(t+1>€t, x2:et.
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Nakonec si vS§imneme piipadu pro siny a kosiny. Uzitim predchozi véty a Eulerova vzorce
se snadno odvodi nasledujici tvrzeni

Véta 4.8 Necht o, 3 € R a p(t) je sloupec, jehoZ pruky jsou polynomy. Je-li x = X1 + jXz
resent systému

x' = Ax + p(t)el* Tt
je x1 = Rex resenim systému
x' = Ax + p(t)e™ cos 5t
a Xo = Imx je resenim systému
x' = Ax + p(t)e* sin 3t
Priklad 4.13 Najdéte partikuldrni reseni systému
T = Te + cost
Th =1x1 — Xo.
Polozme a = 0,3 = 1,p(t) = (1,0)T. Podle véty 4.8 budeme vesit systém

Ty = Ty + et
Th =11 — X9,

Nyni zavedeme podle véty 4.7 substituci x = ue’t. Systém 4.31 md tvar

’LL/1 = —ju1 + U2 +1
uy = up — (1+7)us.

Ten ma podle véty 4.6 (m = 0,k = 0) 7esent tvaru
uy=a, us =>b, a,beC.
Po dosazent vyjde

0=—ja+ b +1

0= a—(1+7)0.
Z druhé rovnice dosadime a = (1 + j)b do proni a dostaneme
. . -1 2+ 2 1.
(+3) 2—j  (2=-)2+j)) 5 5

Paka=(1+j)b=—
u =—1(1435)e/", uy=—%(2+j)".

1 — 2. Proto

Pomoci FEulerova vztahu vyjde

uy = —+ (1+3j)(cost + jsint) = —% cost + 2 sint 4 j(—32 cost — £ sint)

uy = —2(2+4j)(cost+ jsint) = —2 cost + £ sint 4 j(—3 cost — £ sint).

[

Vypocteme redlné édsti (viz véta 4.8) a dostaneme hledané reseni:

1
5

_2

1 = Reu; = :

cost+%sint, T9 = Reuy = cost+%sint.
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Je-li b(t) souc¢tem nékolika typu specidlnich pravych stran, pouzijeme princip superpozice.
Napi. bychom rozdélili

t? + et cos2t — 4sint t? et cos 2t sint 0 0
b(t) = 2 — cost + 6e' =(2]+ 0 —41 0 | —|cost|+3]2¢
3et 0 0 0 0 et

a urcili postupné pét partikularnich reseni.

Z predchozich vysledku vyplyvé, ze vSechna feseni systému 4.30, kde slozky b(t) jsou
kvazipolynomy, jsou opét kvazipolynomy. Specidlné to tedy plati pro homogenni systémy.
To umoznuje vyuzit pro feseni Laplaceovu transformaci.

Jak jsme jiz konstatovali diive, jsou uvedené metody efektivni jen zdanlivé. U systému
vétsich rozméru totiz obecné ztroskotame na nalezeni kofenu charakteristické rovnice.
Presto jsou tyto vysledky nesmirné dulezité. Davaji ndm totiz velmi podrobné informace
o struktufe feSeni systému s konstantnimi koeficienty (které ¢asto slouzi jako aproximace
nelinedrnich systému). To umoznuje usuzovat na chovani téchto linedarnich systému. Napf.
existuji metody, které umoznuji efektivné a celkem snadno zjistit, zda vSechny koreny
(charakteristického) polynomu lezi ve vymezené ¢éasti komplexni roviny, napft. vlevo od
imaginarni osy (tzv. Hurwitzovo kritérium). To ovSem znamend, ze vSechny slozky
feseni obsahuji exponencidly tvaru e se zépornym a. Pak pro ¢t — oo konverguji vSechna
feseni k nule. To je podstatnd informace u redlnych systému (jsou tzv. asymptoticky
stabilni, tj. maji tendenci se ustalovat).

Cvicéeni

Metodou neuréitych koeficientu vypoctéte partikularni feseni systému

Piiklad 1 2} = 22, + 429 — 8
xhy = 3x1 + 629 [uo(t) = (=6t + 1,3¢t)7]

Priklad 2 ) = 3z + 229 + 4e°
xH = T+ 229 [ug(t) = (3¢™, )7

Piiklad 3 2} = 22, — z9
ah = —x1 + 225 — Sefsint  [uo(t) = (e'(2cost —sint), e (2cost + sint))T]

Piiklad 4 2| = 22y + 329 + 5t
rh = 3z + 229 + 8¢ [up(t) = (—3e" + 2t — 223 o' — 3¢ + 2)7]

Piiklad 5 2z} = 25 + sint
xh = —x1 + cost [ug(t) = (tsint, tcost)”]
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Piiklad 6 2z} = 27 — 2
Th= Ty — T3
Ty = -z + 3+t [up(t) = (§ (2 + 2t +2), + ¢%, £ (¢ — 2t))7]

Piiklad 7 62 = 11 + Txg — Sxg + 10€
2rh = —x; — my + T3
3u, = x1 — 2x9 + 23 + € [uo(t) = (et,O,et)T}

4.5 Stabilita reseni systému diferencialnich rovnic

Uvazujme systém diferencidlnich rovnice ve vektorovém tvaru

Dany konkrétni systém 4.32 muze byt matematickym modelem celé tfady ruznych me-
chanickych, elektrotechnickych, biologickych a jinych systému. Chovani téchto systému
je pak popsano vlastnim fesenim systému 4.32, ktery muze mit obecné nekoneéné mnoho
feSeni, odpovidajicich ruznym volbam jeho pocateéniho stavu.

U vétsiny systému pozadujeme, aby jejich chovani bylo v néjakém smyslu blizké jednomu
predem danému chovéni systému (napf. setrvani v klidu, v periodickém pohybu, apod.).

Predpokladejme, ze 4.32 je matematickym modelem néjakého fyzikalniho systému .S, jehoz
jeden pracovni rezim je popsan danym feSenim v systému 4.32. To znamena, ze pro kazdé
t udava vektor v(t) hodnoty stavovych proménnych v okamziku ¢. V poc¢ateénim okamziku
to nabyvaji stavové proménné systému S hodnotu v(tg).

V praxi vSak tyto pocatecni hodnoty stavovych proménnych systému S ziskdme zpravidla
méfenim a takto naméfrené hodnoty xg jsou pouze aproximacemi skutecnych hodnot v ().
Spojita zavislost feseni na pocatecni hodnoté zarucuje, ze chyba, které se dopustime pii
meéreni pocatecnich hodnot, nezkresli podstatné informaci o charakteru vysetfovaného
feseni na koneéném casovém intervalu.

Presnéji, ke kazdému predem danému intervalu (to, ;) a ke kazdému éislu € > 0 exis-
tuje ¢islo & = d(e, to,t1) > 0 tak, ze kdyz namérené pocédtecni hodnoty xq stavovych
proménnych x se budou v okamziku ¢, lisit od skuteénych pocatecnich hodnot v(ty) o
méné nez J, budou se vypoctené hodnoty u(t, tg, Xg) stavovych proménnych v okamziku
t lisit od skutecénych hodnot stavovych proménnych v(t) Vt € (tg,t1) 0 méné nez .
Velikou zavadou tohoto odhadu je zavislost odchylky 6 pocateénich hodnot na délce
casového intervalu (g, t1). Se zvétsovanim délky intervalu jsme zpravidla nuceni zmensovat
¢islo 9.

Z fyzikalnich a technickych duvodu je ptirozené pozadovat, aby ¢islo § bylo dostatecné ve-
liké i pro libovolneé veliké délky ¢asovych intervalu t; —ty. Proto se studuje takova zavislost
feSeni na pocatecnich udajich tg,xg, ve které odchylka ¢ zavisi pouze na pocatecnim
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okamziku ty a pripustné odchylce feseni € a nezavisi na délce casového intervalu t; — ;.
Studium takové zavislosti predstavuje napln teorie stability.

Uved'me jesté jeden pohled na problematiku stability.

Predpokladejme, ze na fyzikalni systém S, popsany ptiblizné systémem 4.32, ptisobi néjaké
poruchy vyvolané zéasahy, které nejsme schopni do modelu zahrnout a pii sestavovani
rovnic 4.32 je zanedbavame. Kdybychom je totiz chtéli respektovat, pak bychom museli
v kazdém okamziku, ve kterém poruchy pusobi, provadét na nasem modelu korekci napf.
v nastaveni okamzitych hodnot stavovych proménnych. To je velmi obtizné realizovatelné,
a proto je vhodnéjsi tyto poruchy zanedbat a urcit, jak velké chyby se timto zjednodusenim
dopoustime. To je opét problematika, ktera spada do rdmce teorie stability.

V nasledujicim textu se budeme zabyvat studiem ruznych typu stability feseni systému
4.32 a budeme predpokladat, ze f(t,0) = o, takze x' = f(t,x) méa trividlni feSeni, které
budeme znacit o.

Nejdiive ukdzeme, ze omezeni nasich ivah na studium stability trividlniho feseni o nikterak
nezmensuje obecnost dalsich ivah a pfitom znaéné zjednodusuje symboliku i formulace.

Predpokladejme, ze chceme vysSetfovat feseni v systému

v = g(t,y) (4.33)
definované na néjakém intervalu I. Provedme v systému 4.33 substituci

y=Xx+V. (4.34)
Jelikoz funkce v je fesenim systému 4.33, plati

vi(t) =gl(t,v(t) Vtel,
a tedy

X =y —v' = g(t.y) — g(t.v) = g(t.x + V) — g(t.V) (4.35)
Oznacime-li

f(t,x) =g(t,x+v)—g(t,v),
dostaneme z 4.35 systém

x' =f(t,x), f(t,0)=o, (4.36)

takze systém 4.36 ma trividlni feSeni o. Na toto trividlni feSeni se transformaci 4.34
zobrazuje feSeni v systému 4.33. VySetiime-li vlastnosti trividlniho feSeni o systému 4.36,
pak pomoci transformace 4.34 muzeme vysledky prenést na feSeni v systému 4.33.

Predpokladejme v nasledujicim, ze existuje interval I = (a,00), € R a oblast H C R”
obsahujici pocatek tak, ze zobrazeni f je spojité na oblasti G = I x H a pro kazdy bod
(to,x0) € G je Cauchyova tloha

x' =f(t,x), =x(to) =xo0, (4.37)

jednoznacné resitelnd a necht f(¢,0) = o Vt > «.
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Definice 4.3 Rekneme, e trividlni feseni o systému
X = f(t,x) (4.38)

je stabilni (viz obrdzek 4.3), jestlize ke kazdému ty > o a kaZdému e > 0 existuje 6 =
d(to, €) tak, Ze pro viechny pocdtecni hodnoty xo € H, ||Xo|| < & a pro vsechna t > tq plati,
ze Teseni u(t, to,xo) Cauchyovy dlohy 4.37 spliuje nerovnost

|lu(t, to,x0)|| < €. (4.39)

N, u(tto,x,)
(to:Xo) W

« 8(e,t0)“t0 t

€4

Obrazek 4.3: Trivialni feseni je stabilni.

Priklad 4.14 Ukazte, Ze trivialni reseni rovnice
¥ =kx
ge stabilni pro kazdé k < 0.

Reseni: Funkce f(t,z) = kx je spojitd a lipschitzovskd vzhledem k proménné x pro
vSechna (t,x) € R x R. Muzeme tedy volit « = —o0, I = (—00,00), H =R,G=1xR .
Cauchyova loha

¥ =kx, x(ty) = xo
md resent u(t,ty, xg) = zoeFt0) t € 1.
Tedy  |u(t,to, z0)| = | x| - 7% < |ao|  pro viechna k <0, t > tq.
Zvolime-li 6 = ¢ , bude podle /.39 platit

|u(t, to, xo)| < e pro vdechna t > to,k < 0,|xo| <.

Tedy trividlni Teseni je stabilni.
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Priklad 4.15 Ukazte, Ze trividlni reseni systému

/
1T (4.40)

Th = —x1

je stabilni.

Reseni: Cauchyova tloha pro systém 4.40 s pocdtecni podminkou z1(ty) = xo1, 22(ty) =
T md pro kazdé tg € R a xg = (o1, To2) € R? Fesend

~{ xorcos(t — ty) + woesin(t — 1)
u(t, to, zo) = (—xm sin(t — to) + w2 cos(t —to) )’ tek.
Pro normu reseni dostdvime odhad
lu(t, to, %o)|| = |mo1cos(t —ty) + zoasin(t — to)| + | — o1 sin(t — to) + zo2 cos(t — to)| <
< |xor| + [wo2| + [zor| + [ 02| = 2 (| zor| + | o2|) = 2{|xo0l| -

Polozime-li 6 = 5, dostaneme
|lu(t, to, x0)|| < 2||%0]| <20 =¢ pro vSechnat >t .
Tedy trivialni reseni je stabilni.
Trivialni feseni, které neni stabilni, nazveme nestabilnim.
Volné muzeme fici, ze trividlni feSeni systému 4.38 je nestabilni prave tehdy, existuje-li
okamzik ¢y a ¢islo € > 0 tak, ze v kazdém libovolné malém okoli poc¢atku existuje bod x

tak, ze feSeni u(t, tg, xo) se vzdali od trividlniho feSeni o vice nez e, neboli existuje t; > t
tak, ze ||u(t, to,Xo)|| > € pro t > t; (viz obrazek 4.4).

€-
(tO 1X0)

« 8(8,'[0)“t°

€4

Obrazek 4.4: Trivialni feSeni neni stabilni.
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Piiklad 4.16 Ukazte, Ze trividlni reseni systému
17 (4.41)

7e nestabilni.

Reseni: Cauchyova tloha pro systém 4.41 s pocdtecni podminkou z1(ty) = xo1, 22(ty) =
To2 Mda reseni

u(t,to, z0) = 3 ((To1 + 202)e" ™™ + (w01 — o2)e™ ™) | (o1 + 202)e’ ™ — (o1 — wp2)e 7))

Zvolme € = 1, tg = 0, pak pro libovolné 6 > 0 muzZeme volit xg = (g, g)T, t > —lng a
dostaneme odhad

[u(ti,to,xo)|| = [[u(ts,0,x0)| = [|5 (de™,de") || =
= L ||(1L, )] = Lde (|1 4+ [1]) = e > de M2 =52 =2>¢.

Trivialni resent systému 4.41 je nestabilni.
Definice 4.4 Rekneme, Ze trividind resend systému
x' = f(t,x)

je stejnomérné stabilni (viz obrdzek 4.5), jestlize je stabilni a ¢islo § v definici 4.3
nezdvisi na volbé pocdatecniho okamziku ty, tj. kdyz ke kazdému e > 0 existuje d = §(g) > 0
tak, Ze pro kazdé xo € H C R", t,ty € R, vyhovujici nerovnostem ||xo|| < 0, t > tog > «
plati

[u(t, o, %o)|| <&

u(tt,x,)

o t, i U(t,t X 1) t
o(g) o(g)

€4

Obrazek 4.5: Trivialni feSeni je stejnomérné stabilni.
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Vsimneme-li si podrobnéji prikladu 4.14, 4.15, 4.16, zjistime, Ze trividlni feSeni ve vSech
ptipadech jsou stejnomérné stabilni, nebot § zavisi pouze na ¢ a nikoli na ty. Tuto vlastnost
maji vSechny autonomni systémy, tj. systémy tvaru x’ = f(x). Plati, ze kdyz trividln{
feSeni autonomniho systému je stabilni, pak je stejnomérné stabilni. Pro neautonomni
systémy to neplati.

Priklad 4.17 Uvazujme Cauchyovu ulohu
T, = —m
ry = (sinlnt+ coslnt — 1)xy

s poédteéni podminkou x1(ty) = o1, T2(to) = To2-
Pak pro kazdé (ty,x¢) € I x R?, I = (1,00), md tloha Teseni

t+ t(l—sinlnt)+t0(1—sinlnt0)) t>1
, .

— t —
u(t, to,xo) = (zor e ", zpae
Pro normu tohoto 1eseni dostdavame odhad

Hu<t7tO>XO>H _ ’$01 ef(t7t0)| + |LL’02 eft(l—sinlnt)tho(lfsinlnto)’ <

< Jwor| + | zo2] € < (| wor| + | woz|) ¥ = ||x0|e*®  pro viechna t >t .

Vidime, Ze v odhadu se vyskytuje jak pocdtecni hodnota xq, tak i pocdtecni okamzik tg.
Zvolime-li napr. 6 = e~ dostaneme

|u(t, to, %o)|| < ||xolle*® < de*0 = ge 20 . 0 = ¢,
Je tedy trivialni reSent stabilni, nikoli vsak stejnomérne stabilni.

Definice 4.5 Rekneme, Ze trividini reient systému
x' = f(t,x)
je asymptoticky stabilni (viz obrdzek 4.6), jestlize
i) je stabilni

it) ezistuje éislo A > 0 tak, Ze pro kaZdé xo € H C R", ||xo|| < A a kazdé ty > « plati

lim ||11(t,t0,X0)|| =0.

t—o0
Analogickym zpusobem definujeme stejnomérnou asymptotickou stabilitu trividlniho
feseni systému x' = f(t,x).

Podminka ii) v definici 4.5 znamend, ze ke kazdému ¢ > 0, ty > «, xo € H C R",
|x0|| < A, existuje ¢islo T = T'(e, ty, Xo) tak, ze pro viechna t > to+1 je ||u(t, to, Xo)|| < €.
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€4
u(tit (J!X O)

A f—ou Tt

e 3(e,t,)

Obrazek 4.6: Trivialni feseni je asymptoticky stabilni.

Priklad 4.18 Ukazte, Ze trividalni reseni systému

T = X9
Th = —x1

nent asymptoticky stabilni.

Reseni: V prikladu 4.15 jsme ukdzali, Ze trividini fesent je stabilni (dokonce je stej-
nomeérné stabilni). Musime tedy ukdzat, Ze neni splnéna podminka ii) v definici 4.5.
Resenim Cauchyovy ilohy

SL’ll = X2 131(t0) = 201
.73/2 = —I I2<t0) = T02

je vektorovd funkce
u(t, to, xo) = (woy cos(t — to) + xoe sin(t — tg) , —xey sin(t — tg) + xeg cos(t —tp)) , t €R.

Pro normu tohoto teseni (pouzijeme euklidovskou normu) dostdvdme

at,to,x0)| = ((un(t, to, %0))? + (ua(t, to, x0))?)"* =
= (af, cos?(t — to) + 2x01T02 cos(t — to) sin(t — to) + xgy sin®(t — to)+
+a2, sin?(t — to) — 2201209 Sin(t — tg) cos(t — to) + w2, cos?(t — to))1/2 =
= (g +25) "% = Il
takze pro ||xo|| # 0 plati
T u(t, o, x0) | = o] 0.

Tedy trividlni Teseni neni asymptoticky stabilni.

D4 se dokazat, ze pti ovérovani podminek stability trividlniho feSeni staci podminky ovérit
pro jedno libovolné ¢ty > « a pak uz musi platit pro vSechna t > «.
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Cvicéeni

Vysetiete z hlediska stability trividlni feseni systému:

Priklad 1 2} = To

z = —2x1 — 31, [Stejnomérné asymptoticky stabilni |
Priklad 2 2} = T

xh = 3z + 279 [Nestabiln |

Piiklad 3 2} = —3x9
th = 3x [Stejnomeérné stabilnd |
4.5.1 Stabilita linearnich systému
Uvazujme nyni nehomogenni linearni systém diferencialnich rovnic
x = A(t)x + b(t), (4.42)

kde A(t),b(t) jsou spojité na intervalu I = («, 00) C R.
Pak libovolné feseni u(t) systému 4.42 je stabilni, resp. asymptoticky stabilni, resp. ne-
stabilni, pravé kdyz trividlni feseni homogenniho systému

x' = Ax
je stabilni, resp. asymptoticky stabilni, resp. nestabilni.
V linearnich systémech nastane tedy praveé jeden z téchto piipadu:
I) Vsechna feseni jsou stabilni.
IT) Vsechna feseni jsou asymptoticky stabilni.
IIT) Vsechna Feseni jsou nestabilni.

Proto v piipadé I) fikdme, Ze linedrni systém je stabilni, v ptipadé II) ikdme, ze linedrn{
systém je asymptoticky stabilni, a v piipadé III) iikdme, ze linedrni systém je nestabilni.
Pti vysetfovani stability nehomogenniho systému 4.42 se tedy stac¢i omezit na vysettovani
stability trividlniho feseni systému

x' = A(t)x (4.43)

Véta 4.9 Trividing reseni systému 4.43 je stabilni prdve tehdy, kdyz existuje K > 0 tak,
ze
U <K, tel,

kde U(t) je fundamentdlni matice Tesent systému 4.43.
(Tedy kazdé teseni systému je ohranicené.)
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Odtud plyne, Ze je-li nehomogenni systém 4.42 stabilni, pak jsou bud vsechna FeSeni
ohrani¢ena, nebo neohrani¢nd pro ¢t — oo.

Poznamenejme jesté, ze u nelinedrnich systému z ohrani¢enosti vsech jeho feseni neplyne
obecné jejich stabilita.

Veéta 4.10 Trividlni resent systému 4.43 je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz
IU@)[| —0 prot— oo,

kde U(t) je fundamentdlni matice Tesent systému 4.43.
(Tedy vSechna Tesent systému 4.48 konverguji pro t — oo k nule.)

Uvazujme nyni homogenni systém linearnich diferencidlnich rovnic
x = Ax, (4.44)

kde A je konstatni redlnd ctvercova matice typu (n,n).

V tomto piipadé je systém 4.44 specialnim pfipadem autonomniho systému x’ = f(x),
kde f(x) = Ax.

Tedy stabilita trividlniho feseni systému 4.44 je ekvivalentni s jeho stejnomérnou stabi-
litou a podobné asymptoticka stabilita trividlniho feSeni systému 4.44 je ekvivalentni se
stejnomérnou asymptotickou stabilitou.

Véta 4.11 Necht je ddn systém 4.44. Jestlize vsechna charakteristickd ¢isla matice A
maji zaporné realné ¢asti, pak trividalni resent daného systému je steynomerné asymptoticky
stabilni. Ezistuje-li charakteristické c¢islo matice A s kladnou redlnou ¢éasti, pak trivialni
resent je nestabilni.

Poznamka. O stabilité linearniho systému 4.44 nelze rozhodnout pomoci véty 4.11 v pripadé,
ze zadné charakteristické ¢islo matice A nemd kladnou realnou ¢ast, ale mezi charakte-
ristickymi ¢isly se vyskytuji ¢isla s nulovou realnou céasti.

V tomto piipadé muze byt linearni systém stabilni nebo nestabilni. Podminky stability,
resp. nestability, uvedené ve vété 4.11 jsou tedy postacujici, nikoli nutné.

Podminky asymptotické stability jsou nutné a postacujici.

Lze dokazat, ze v pripadé, ze vSechna charakteristicka ¢isla matice A maji zaporné nebo
nulové realné ¢asti, pricemz vSechna charakteristickd cisla s nulovou realnou ¢asti maji
ndsobnost jedna, je uvazovany linedarni systém stabilni (nikoli vSak asymptoticky stabilni).

4.5.2 Hurwitzovo kritérium

Jelikoz charakteristicka ¢isla systému 4.44 jsou koreny charakteristického polynomu
det(A — XI) = ag + a XA+ -+ + ap_ A"+ a, A",

budou néas zajimat polynomy, jejichz vSechny nulové body maji zaporné realné ¢asti. Ta-
kové polynomy se nazyvaji hurwitzovské polynomy a ptislusné kritérium Hurwitzovo
kritérium:
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Necht je ddn polynom

f)=a+az+ - +a, 12" " +az", n>1,a>0, a,#0 (4.45)
s redlnymi koeficienty. Hurwitzovou matici polynomu 4.45 nazyvame matici
aq Qo 0 0 e 0
as Q9 ap ao s 0
, (4.46)
A2n—1 Q2p—2 0A2pn-3 A2p—4 *°* Gn

kde klademe a;, = 0 pro s < 0 a s > n. Plati toto tvrzeni:

Vsechny nulové body polynomu 4.45 maji zdporné realné ¢asti pravé tehdy, kdyz deter-

minanty Aq, Ao, ..., A jsou kladné, pricemz
ay ag 0 0 ce 0
as a9 aq aop e 0
Ap=| G5 ay as a - 0 k=1,....n.
Agk—1 QA2k—2 QA2k—-3 Q2k—4 - Qg

Maji-li vSechny nulové body polynomu 4.45 zadporné redlné casti, musi byt vSechny jeho
koeficienty a;, 7 = 0,...,n, kladné.

D4 se ukazat, ze pro n = 2 je tato podminka i postacujici, tj. ze polynom f(z) = ag +
a1z + axz? je hurwitzovsky pravé tehdy, kdyz ag > 0, a; > 0, ay > 0.

Pro polynomy vyssich stupnu je tato podminka pouze nutna. Tak napiiklad polynom

f(2) =30+4z+2°+2°
ma nulové body —3, 1437, 1—3j, tedy dva kofeny maji kladné redlné ¢ésti, i kdyz vsechny
koeficienty daného polynomu jsou kladné.
Priiklad 4.19 Zjistéte, zda polynom

f(2) =3+224+722+32+2*

je hurwitzovsks.

Vsechny koeficienty polynomu f jsou kladné, takzZe tento polynom mize byt hurwitzovsky.
PouzZijeme Hurwitzovo kritérium:

ap=3, a1 =2, as =17, a3 =3, ay =1, tedy

. o o a; Qo o 2 3 .
Al = G1—2>O, A2_CL3 a2—‘3 7‘—5>0
a; Qo 0 230
Ag = laz ay a1|=13 7 2/=11>0
as a4 a3 01 3
ay Qo 0 0 2 3 00
_laz ay ar ag| (3 7 2 3| _
Bu = as as as as| |0 1 37_1A3_11>0'
ar Qg Qs Q4 0 0 01

Podminky Hurwitzova kritéria jsou spinény, takZe polynom je hurwitzovsky.
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Priiklad 4.20 Vysetrete stabilitu systému

T, = T1+ X2

T, = Iy

Ty = 14

r, = 0
Resend

1 100 1—X 1 0 0

0100 _ | 0 1—-Xx 0 01 y2ry 132
A= 000 1 f()‘)_det(A_)‘I)_ 0 0 Y 1 —)\()\ 1)

0 00O 0 0 0 =X

Tedy charakteristickd c¢isla matice A jsou Ay = Ao = 0, 3 = Ay = 1.
Matice A md charakteristické cislo s kladnou redlnou casti, tedy systém je nestabilny.

Priklad 4.21 Vysetrete stabilitu Feseni u(t) = (sint,t + cost, 1 +sint)” systému

x) 2 1 =2 T 2—t
l=1-10 0 |.[a]+ 1
xh 1 1 -1 T3 1—t

x 2 1 =2 T
ZE’2 = -1 0 0 i)
xh 1 1 -1 T3
2—X 1 -2
det(A-XD)=| -1 —-X 0 |[=-(N+DXA-1)=0

1 1 —1-2A

Tedy \1 = j, Ao = —7, A3 = 1. ProtoZe existuje charakteristické c¢islo matice A s kladnou
redalnou ¢dsti, je trividlni teseni homogenniho systému nestabilni a tudiz i Teseni u(t)
daného nehomogenniho systému je nestabilni.

4.5.3 Michajlovovo kritérium

Uvazujme polynom

P(z)=2"+a2" '+ +ay,, (4.47)

ktery nema koteny lezici na imagindrni ose. Rozlozme polynom P(z) na sou¢in kotenovych
C¢initelu, tj.

Pz)=(z—2z1)(z —22) -+ (2 — 2zp) .
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Necht bod z = jw, w € (—00,00), se pohybuje
zdola nahoru po imaginarni ose. Z obrazku je
ziejmé, ze kdyz Rez, < 0, tak pfi zméné w od
—oo do 400 se vektor z — zp = jw — 2, otoci o
thel 7 proti sméru hodinovych rucicek a funkce
arg(z—zx) mé prirustek +7. Jestlize tedy vsechny
kofeny polynomu P(z) maji zdporné realné casti,
argument polynomu P(z) bude mit piirustek nr,
protoze prirustek argumentu souc¢inu se rovna
souc¢tu prirustku argumentu jednotlivych ¢initelu.

jo)-zk

Zy

X

Kdyby alespoil jeden z kofenu z;, j € {1,...,n} mél kladnou redlnou Cast, piirustek
argumentu ¢initele z — z; by mél hodnotu —n (odpovidajici vektor se otaci ve sméru
pohybu hodinovych rucicek) a prirustek argumentu polynomu P(z) by byl mensi nez nr.
Dosadme nyni do 4.47 z = jw. Pak plati

P(juw) = u(w) + jvo(w)
kde u(w) = ap — apow? + ap_gw —---

V(W) = Ap1W — Ap_3w® + Ay_sw® — -
P(jw) pak reprezentuje vektor v komplexni roviné (u,v). Pfi zméné parametru w od

—o00 do 400 vytvaii koncovy bod daného vektoru kiivku, kterou nazyvame hodografem
vektorové funkce w = P(jw) (nebo téz Michajlovovou kiivkou), viz obrézek 4.7.

P(jw)

Obrazek 4.7: Michajlovova krivka
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Tedy pro w € (—o00,00) se vektor P(jw) otoci o thel ¢. Jestlize polynom P(z) ma m
korent s kladnou redlnou ¢asti a n — m Kkofenu se zapornou realnou ¢asti, pak

o= (n—m)r+m(—m)=(n—2m)r.

Jelikoz funkce u(w) je suda, Michajlovova kiivka je symetrickd podle osy u, coz znamen4,
ze muzeme konstruovat Michajlovovu kfivku pouze pro w € (0, 00), pficemz
p=Mn-m)5+m-(=%)=(n—-2m)7. (4.48)

Jiz vime, Ze TeSeni systému 4.42 je asymptoticky stabilni, jestlize vSechny kofeny prislusné
charakteristické rovnice maji zaporné realné casti, tj. m se musi v 4.48 rovnat nule, coz
vede k nasledujicimu kritériu stability:.

Michajlovovo kritérium. Polynom 4.47 je Hurwitzuv, jestlize Michajlovova kiivka pro
w € (0, 00) neprochazi pocdtkem a plati ¢ =n- % .

Na obrazku 4.8 jsou zobrazeny typické Michajlovovy kiivky pro polynomy stupnu n =
1,2,3,4,5 v piipadé, ze vSechny kofeny maji zapornou realnou cast.

n=2

e\ )A n=5

a, u

n=3

Obrazek 4.8: Michajlovovy kiivky pron = 1,2,3,4,5.

Piiklad 4.22 Michajlovovym kritériem rozhodnéte o stabilité systému

/
/

T, = —x]—2x9—3x3—274.
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Reseni: Charakteristickd rovnice je tvaru
PA) =M +20 +30 +20+1=0.
Ddle plati
P(jw) = w*—2jw? —3w? +2jw+1,
u(w) = w'—3w?+1
v(w) = =20 + 2w =2w(l —w?) =2w(l —w)(1+
Hledejme nyni koteny rovnic u(w) =0, v(w) =0, w € (0,00) .

S

u(w):O P w4_3w2+1:() = w = 3_\/5,(.4)2: 3+
v(w)=0 & 201 -wW(l+w)=0 = w3=0,w;=1.

Sestavme tabulku hodnot v = u(w), v = v(w) pro vypoctené hodnoty parametru w, a to
vzestupné vzhledem k w:

w 0 \/%‘?’ 1 3+2\/g 00

U 1 0 —1 0 +

v 0 + 0 — —

K prubéhu Michajlovovy krivky ndm staci urcit pouze znaménka funkcnich hodnot vcetné
pripadu, kdy w — oo. JelikoZ lim 2 = 0, prubéh Michaglovovy krivky lze zndzornit
nasledovné:

AU

Obrazek 4.9: Michajlovova kfivka k ptikladu 4.22

Tedy pro w € (0,00) se vektor P(jw) otoéi o uhel p = 2mw. Aby polynom P(X\) byl dle
Michaglovova kritéria hurwitzovsky, musi v nasem pripadé platit ¢ = 4 -5 = 27, cozZ je
splnéno. Odtud plyne, Ze vysetrovany systém je asymptoticky stabilni.
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7 vyse uvedeného vyplyva, ze jsou-li vSechny redlné ¢asti korenu polynomu 4.47 zaporné,
plati:

1) Piipohybu w od 0 do oo se bude vektor w = P(jw) otacet pouze proti sméru pohybu

hodinovych rucicek a Michajlovova kiivka bude stfidavé protinat jak redlnou, tak
imagindrni osu roviny (u,v).

2) Celkovy pocet téchto pruseciku (véetné pruseciku pro w = 0) se bude rovnat stupni
polynomu P(z).

3) Michajlovova kiivka nemuze prochézet pocatkem soufadnic, protoze pro urcitou
hodnotu w by muselo platit P(jw) = 0, coz by byl spor s podminkou, Ze polynom
P(z) nem4 koteny lezici na imagindrni ose.

Tento rozbor nam umoznuje zformulovat Michajlovovo kritérium v néasledujicim, snadno
ovétitelném tvaru:

Jestlize polynom P(z) nema kofeny na imaginarni ose, pak nutnou a postacujici podminkou
pro existenci kofenu P(z) pouze se zdpornou redlnou ¢ésti je, aby:

1) Piirostoucimw € (0, 00) se vektor P(jw) pohyboval proti sméru pohybu hodinovych

rucicek.

2) Vsechny kofeny rovnic u(w) = 0,v(w) = 0 byly redlné a navzdjem se stiidaly.
(Tj. mezi dvéma nésledujicimi koteny jedné rovnice musi lezet jeden koren druhé
rovnice.)

Jestlize vSechny koeficienty polynomu P(z) jsou kladné, staci ovérit pouze podminku 2).

Na zavér zduraznéme, ze vysSe uvedena Kkritéria stability pro systémy linearnich dife-
rencidlnich rovnic 1. fadu plati vzhledem k ,,ekvivalenci“ systému linedrnich diferencialnich
rovnic 1. fddu a linedrnich diferencidlnich rovnic n-tého #adu (viz kapitola 4.1) i pro
vySetfovani stability linearnich diferencidlnich rovnic n-tého tadu.

Priklad 4.23 Pomoci Michajlovova kritéria zjistéte, zda je stabilni diferencidlni rovnice

2@ 4+ 2" + 102" + 42’ + 92 =0

Reseni: Charakteristickd rovnice je tvaru

PO =X+ X +100*+4X2+9=0
Tedy P(jw)=w?—10w? +9 — j(w? — 4w).

Odtud wu
v

(W) = w?—10w? +9=0 = Wi = +1, W34 = +3

(w) = —wP+4w=0 = w1 =0, wog==%2

Staci nam wvazovat pouze koreny z intervalu (0,00). Vidime, Ze vSechny jsou redlné a
navzdjem se stridaji, z ¢ehoz plyne, Ze polynom P(\) je hurwitzovsky, a tedy vysetiovand
rovnice je asymptoticky stabilni.
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Cvicéeni

Vysettete z hlediska stability trividlni feseni nasledujicich systému:

Piiklad 1 2} = )

xh = —2x1 — 319 [Asymptoticky stabilni |
Piiklad 2 2} = To

xhy = 3wy + 2x9 [Nestabiln{ |

Pomoci Hurwitzova kritéria rozhodnéte o asymptotické stabilité nasledujicich linearnich
diferencialnich rovnic a systému linearnich diferencialnich rovnic.

Piiklad 3 2z} = 3o

xh = —3xy — By [Asymptoticky stabilni |
Piiklad 4 2} = To

Ty = - T3

xh = x1 + 3x9 — 223 [Asymptoticky stabilni |
Piiklad 5 ) = — 2y

xh = T3

Th=x1 — T9 — 273 [Asymptoticky nestabilnd |

s 4 _
Piiklad 6 2 + 42" + 62" 4+ 82 + 2 = 0 [Asymptoticky stabilni |

~ 4 —
Piiklad 7 2™ + 52" 4 92 =0 [Asymptoticky nestabilni |

Michajlovovym kritériem vysSettete stabilitu nasledujicich systému linearnich diferencialnich
rovnic a linearnich diferencidlnich rovnic vyssich radu.

Priklad 8 2} =

A
xh = a1 [Nestabilnt, viz obrazek 4.10 ]
Piiklad 9 y" +6y" 4+ 11y +6y =0 [Asymptoticky stabilni, viz obrdzek 4.11 |
Piiklad 10 2| = To
xh = T3
Ty = Ty
xy = —%xl - %l’g — %xg — 22y

[Asymptoticky stabilni, viz obrdzek 4.12 |

Piiklad 11 y® + y® + 79/ + 49" + 10y’ + 3y =0
[Asymptoticky stabilni, viz obrdzek 4.13 |
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Obrazek 4.10: Michajlovova kiivka Obrazek 4.11: Michajlovova kiivka
z prikladu 8 z prikladu 9

Obrazek 4.12: Michajlovova kiivka Obrazek 4.13: Michajlovova kiivka
z prikladu 10 z prikladu 11
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