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1.4 Vektorová analýza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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3.8 Integrálńı věty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
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1.12 Parabolická válcová plocha y = x2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Uřezáváńı“ podgrafu. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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4.11 Michajlovova křivka z př́ıkladu 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
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Úvod

Tento učebńı text by měl sloužit předevš́ım posluchač̊um bakalářského studia FEKT VUT,
kteř́ı uvažuj́ı pokračovat v navazuj́ıćım magisterském studiu. Vzhledem k redukci počtu
hodin matematiky v bakalářském směru bylo nutné vypustit některé tématické celky, které
byly součást́ı výuky v 1. a 2. ročńıku dř́ıvěǰśıho pětiletého magisterského studia a které
jsou nutné k pochopeńı matematických předmět̊u i aplikaćı v navazuj́ıćım magisterském
studiu.
Ćılem tohoto textu je tedy vytvořeńı kontinuity matematických znalost́ı absolvent̊u ba-
kalářského studia při přechodu na navazuj́ıćı magisterské studium. Jeho obsahem je výklad
integrálńıho počtu funkce v́ıce proměnných, křivkového a plošného integrálu, systémů
zejména lineárńıch diferenciálńıch rovnic s ohledem na kvalitativńı metody řešeńı a stabi-
lity řešeńı. Jde o standartńı součást matematické analýzy, která má velký význam v apli-
kaćıch.
Zvládnut́ı této látky je poměrně obt́ıžné, protože vyžaduje znalost zejména diferenciálńıho
počtu funkce v́ıce proměnných a základńıch pojmů lineárńı algebry, což je náplńı zejména
I. kapitoly. Daľśı obt́ıž spoč́ıvá v tom, že je nutné zavést pojem

”
n-rozměrného integrálu“

a následně pojmů křivka, plocha, křivkový a plošný integrál. Přestože jde o intuitivně
jasné pojmy, jejich matematická definice je poměrně komplikovaná. Pro potřeby inženýrského
studia je nutné udělat kompromis mezi obecnost́ı, matematickou přesnost́ı a názornost́ı
výkladu. Pro př́ıpadné zájemce o podrobněǰśı výklad lze doporučit např. [2], [3], [10].
Výklad nových d̊uležitých pojmů obvykle motivujeme a doprováźıme ilustruj́ıćım př́ıkladem.
Kromě toho je v textu zařazena řada řešených i neřešených př́ıklad̊u, často i s aplikačńım
charakterem. Jejich počet je dostatečný k osvojeńı látky i samostatnému studiu.

Brno, ř́ıjen 2004 Autoři
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1 Některé pojmy z diferenciálńıho počtu funkce v́ıce

proměnných

1.1 Metrika, metrické prostory

Pojmem metriky na dané množině chceme vystihnout co nejobecněji pojem vzdálenosti
objekt̊u, které dané množině nálež́ı. Měřeńı vzdálenost́ı objekt̊u je vyvoláno potřebami
praxe.
Vzdálenost́ı dvou bod̊u p, q na př́ımce, v rovině, resp. v prostoru se zpravidla rozumı́ tzv.
euklidovská vzdálenost. Vzdálenost bod̊u je však relativńı pojem. Demonstrujme to na
tomto př́ıkladě:
Mějme v rovině nějakou množinu bod̊u M (pro jednoduchost konečnou) a dále necht’ je
dán systém L lomených čar takových, že každé dva body pi, pj ∈ M lze spojit aspoň
jednou lomenou čarou L ∈ L (viz obrázek).
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Necht’ body p1, p2, · · · ∈ M přestavuj́ı obce a lo-
mené čáry představuj́ı cesty. Pro zeměměřiče je po-
jem vzdálenosti dvou obćı jasný, je to

”
nejkratš́ı“

vzdálenost těchto obćı, tedy pro malou část zemského
povrchu v podstatě euklidovská vzdálenost (např.
vzdálenost

”
obćı“ p1, p5 je vyznačena na obrázku

přerušovanou čarou. Pro cestovatele, který se chce
z jedné obce dostat do jiné a použ́ıvá k tomu
pouze existuj́ıćıch cest, je však euklidovská vzdálenost
zbytečná. Z jeho hlediska je užitečněǰśı charakterizo-
vat vzdálenost patrně takto:

Vzdálenost bod̊u pi, pj je délka nejkratš́ı lomené čáry ze systému L, která tyto body
spojuje.
Hovořili jsme zat́ım o vzdálenosti geometrických bod̊u. S rozvojem vědy a techniky se uka-
zuje, že je třeba se d́ıvat na pojem vzdálenosti z obecněǰśıho hlediska v tom smyslu, že je
zapotřeb́ı kvantitativně vystihnout

”
vzdálenost“ nebo, jak se také někdy ř́ıká,

”
odchylku“

i jiných objekt̊u, než jsou geometrické body. Uved’me následuj́ıćı př́ıklad:
Pomoćı některého fyzikálńıho systému (např. elektrického obvodu) chceme generovat
signál (z matematického hlediska funkci časové proměnné), který by měl žádaný tvar.
Zpravidla se nám nepodař́ı vytvořit z daných prvk̊u systém tak, aby generoval žádaný
signál. Zde si můžeme položit zjednodušený problém: sestrojit takový systém, který by
vytvářel signál, jenž by se od žádaného v jistém smyslu do nejméně odchyloval. Vid́ıme,
že je tedy účelné zavést pojem vzdálenosti i pro funkce.
Někdy potřebujeme charakterizovat odchylku dvou signál̊u f, g z hlediska jejich hodnot
v jednotlivých časových okamžićıch t ∈ 〈a, b〉. V tomto př́ıpadě je přirozené vźıt v úvahu
absolutńı hodnoty všech možných rozd́ıl̊u funkčńıch hodnot: |f(t)− g(t)| a jako odchylku
dvou signál̊u vźıt maximum z těchto č́ısel (viz obr. 1.1), tj. definovat odchylku (vzdálenost)
signál̊u f, g vztahem

ρ(f, g) = max
t∈〈a,b〉

|f(t)− g(t)|
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Taková odchylka (
”
vzdálenost“) funkćı se nazývá stejnoměrná.

y

t

y=g(t)

y=f(t)

(f,g)ρ

ba

Obrázek 1.1: Stejnoměrná odchylka (vzdálenost)

Chceme-li však posoudit, jak se lǐśı dva signály f, g z hlediska energetického, pak je
účelněǰśı definovat odchylku (

”
vzdálenost“) signál̊u f, g vztahem

σ(f, g) =

√∫ b

a

(f(t)− g(t))2 dt.

(Tato tzv. středně kvadratická odchylka nemá ovšem tak názorný geometrický význam
jako stejnoměrná odchylka.)
Chceme-li definovat pojem vzdálenosti (metriky) prvk̊u (

”
bod̊u“) v libovolné množině, je

přirozené vycházet z určitých obecných charakteristických vlastnost́ı, které má vzdálenost
chápaná intuitivně:

1. Je přirozené požadovat, aby vzdálenost dvou r̊uzných bod̊u byla kladné reálné č́ıso
a vzdálenost bodu od sebe samého byla rovna nule.

2. Stejně přirozený je požadavek, aby vzdálenost měřená od bodu p k bodu q byla
stejná jako vzdálenost měřená od bodu q k bodu p.

3. Konečně je rozumné, aby v definici metriky figuroval ještě požadavek, který by
vystihoval tu skutečnost, že vzdálenost bodu p od bodu q se nemůže zmenšit t́ım,
že bychom ji měřili

”
oklikou“ přes bod r. Tento požadavek je znám z elementárńı

geometrie, kde se vyskytuje v této podobě: Součet délek dvou stran v trojúhelńıku
neńı nikdy menš́ı než délka třet́ı strany (tzv. trojúhelńıková nerovnost).

Po tomto úvodu k problematice metriky můžeme vyslovit definici, kde budou matematicky
formulovány zmı́něné požadavky kladené na vzdálenost.



Vybrané partie z matematiky 7

Definice 1.1 Necht’ P je množina. Řekneme, že ρ je metrika v P , jestlǐze každé uspořádané
dvojici (p, q) bod̊u z P je přiřazeno právě jedno reálné ř́ıslo ρ(p, q) (tj. ρ je reálná funkce
na P × P ) tak, že pro libovolné body p, q, r ∈ P plat́ı:

(M1) ρ(p, q) > 0, je-li p 6= q; ρ(p, p) = 0 (pozitivnost metriky)

(M2) ρ(p, q) = ρ(q, p) (symetrie metriky)

(M3) ρ(p, q) ≤ ρ(p, r) + ρ(r, q) (trojúhelńıková nerovnost)

Množinu P spolu s metrikou ρ nazýváme metrickým prostorem, jeǰz označujeme (P, ρ).
Prvky množiny P nazýváme body metrického prostoru (P, ρ); č́ıslo ρ(p, q) nazýváme vzdálenost́ı
(někdy též odchylkou) bod̊u p, q.

V téže množině P může být definováno několik metrik ρ, σ, τ, . . . . Pak je třeba rozlǐsovat
př́ıslušné metrické prostory (P, ρ), (P, σ), (P, τ), . . . .

Př́ıklady metrických prostor̊u

1) Reálná osa R. V množině všech reálných č́ısel definujme metriku ρ předpisem

ρ(x, y) = |x− y| , x, y ∈ R .

Je zřejmé, že ρ má vlastnosti (M1), (M2), (M3).

2) Rozš́ı̌rená reálná osa R∗. V množině R∗ = R ∪ {−∞,∞} definujme metriku ω
předpisem

ω(x, y) = | arctg x− arctg y| , x, y ∈ R∗ ,

kde arctg(+∞) = lim
x→∞

arctg x = π
2

, arctg(−∞) = lim
x→−∞

arctg x = −π
2

.

Podmı́nky (M1), (M2), (M3) jsou opět splněny. Vzdálenost ω(x, y) je patrná z obrázku 1.2.

(x,y)

yx

ω

−π/2

π/2

Obrázek 1.2: Metrika v R∗.
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3) Aritmetický n-rozměrný euklidovský prostor. Je to množina Rn (množina uspo-
řádaných n-tic reálných č́ısel) s metrikou ρ definovanou předpisem:

Necht’ p, q ∈ Rn,
p = (x1, . . . , xn), q = (y1, . . . , yn), pak

ρ(p, q) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 (1.1)

Metrika ρ definovaná vztahem 1.1 se nazývá
euklidovská metrika.
Vzdálenost ρ je v př́ıpadě n = 2 znázorněna
na obrázku.

2

2

y

x

11 yx

q

p

(p,q)ρ

Mı́sto euklidovské metriky je někdy snazš́ı pracovat s těmito metrikami:

σ(x, y) = max{|x1 − y1|, . . . , |xn − yn|} (1.2)

(tzv. kubická metrika)

τ(x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi| (1.3)

(tzv. oktaedrická metrika)
Vzdálenosti σ a τ jsou v př́ıpadě n = 2 znázorněny na obrázćıch.

2

2

y

x

11 yx

q

p (p,q)σ

2

2

y

x

11 yx

q

p (p,q)τ

Obrázek 1.3: Kubická metrika Obrázek 1.4: Oktaedrická metrika

4) Na množině R× R definujme

α(x, y) = sin2(x− y)

Položme např́ıklad x = 4π, y = 2π, pak α(x, y) = sin2(4π − 2π) = 0, tedy pro x 6= y plat́ı
α(x, y) = 0, což je ve sporu s podmı́nkou (M1). Zobrazeńı α neńı metrikou na R.

Vztahy mezi body a množinami v Rn či v jiném metrickém prostoru můžeme charakteri-
zovat pomoćı metriky. Někdy je však účelněǰśı (a i názorněǰśı) je charakterizovat pomoćı
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okoĺı bodu. Pojmy, které definujeme pomoćı okoĺı, se nazývaj́ı zpravidla topologické
pojmy.

S okoĺım bodu v R jste se seznámili v kurzu BMA1. Okoĺım bodu a ∈ R byl každý
otevřený interval (a− r, a+ r), r > 0.
Lze také psát

(a− r, a+ r) = {x ∈ R : ρ(x, a) < r} ,

kde ρ(x, y) = |x− y|. Vid́ıme, že okoĺı lze vyjádřit pomoćı metriky.
Budeme nyńı definovat okoĺı na metrickém prostoru (Rn, ρ).

Okoĺım bodu a ∈ Rn budeme rozumět množinu

Uδ(a) := {p ∈ Rn : ρ(a, p) < δ}

(Pδ(a) = Uδ \ {a} - redukované okoĺı)

V R2 je okoĺım bodu otevřený kruh se středem v bodě a a poloměrem δ, v R3 je okoĺım
bodu otevřená koule, viz obrázky.

y

x

δ

a

z

y

x

a

δ

Tato okoĺı se nazývaj́ı sférická okoĺı v Rn.

Použijeme-li kubickou metriku σ, dostaneme pro n = 2 otevřený čtverec se středem v
bodě a, pro n = 3 otevřenou krychli se středem v bodě a, viz obrázky.

y

x

a
δ

δ

y

x

z

a

δ

δ

δ δ
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Okoĺım Uδ(a) při oktaedrické metrice je v R2 otevřený čtverec se středem v bodě a s
úhlopř́ıčkami rovnoběžnými se souřadnicovými osami, v R3 je to pravidelný otevřený
osmistěn (oktaedr), viz obrázky.

y

x

a

δ

δ

z

y

x

a δ

δ

V následuj́ıćıch úvahách budeme uvažovat prostor (Rn, ρ) a zkráceně ho budeme označovat
Rn.

Pomoćı pojmu okoĺı budeme definovat základńı topologické pojmy v Rn . Necht’ M ⊂ Rn,
a ∈ Rn:

1. Bod a nazveme vnitřńım bodem množiny M , existuje-li okoĺı U(a) ⊂M . Množina
všech vnitřńıch bod̊u množiny M se nazývá vnitřek množiny M a znač́ı se M0

2. Bod a nazveme hraničńım bodem množiny M , jestliže pro každé okoĺı U(a) plat́ı:

U(a) ∩M 6= ∅ ∧ U(a) ∩ Rn \M 6= ∅

Množinu všech hraničńıch bod̊u množiny M nazveme hranićı množiny M a znač́ıme
hM .

3. Bod a nazveme bodem uzávěru množiny M , jestliže každé okoĺı U(a) má s M
neprázdný pr̊unik. Množinu všech bod̊u uzávěru množiny M nazveme uzávěrem
množiny M a znač́ıme M .

Z definic je zřejmé, že M0 ⊂M , M0 = M − hM , M = M ∪ hM .

4. Množinu M nazveme otevřenou v Rn, plat́ı-li M = M0.

5. Množinu M nazveme uzavřenou v Rn, plat́ı-li M = M .

6. Množinu M nazveme ohraničenou v Rn, existuje-li k > 0 tak, že pro libovolné
body p, q ∈M plat́ı ρ(p, q) < k.

7. Řekneme, že body a, b ∈M lze spojit cestou lež́ıćı v M , existuje-li spojité zobrazeńı
ϕ : 〈α, β〉 → Rn takové, že ϕ(α) = a, ϕ(β) = b a ϕ(〈α, β〉) ⊂M .

Neprázdnou množinu M nazveme pak souvislou, jestliže libovolné jej́ı body a, b lze
spojit cestou lež́ıćı v M .
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8. Otevřenou souvislou množinu M nazveme oblast́ı.

9. Uzavřenou souvislou množinu M nazveme uzavřenou oblast́ı.

Věta 1.1 I) Množina M je uzavřená, právě když obsahuje svoji hranici, tj. hM ⊂M .

II) M je otevřená, právě když nemá společné body se svou hranićı, tj. M ∩ hM = ∅.

III) Množina M je uzavřená (otevřená), právě když je jej́ı doplněk Rn \ M otevřená
(uzavřená) množina.

Na obrázku 1.5 je bod p vnitřńım bodem a současně i bodem uzávěru množiny M , bod q
je hraničńım bodem a současně i bodem uzávěru množiny M .

q

p
M

Obrázek 1.5: Př́ıklad vnitřńıho a hraničńıho bodu množiny.

Př́ıklad 1.1 Zjistěte, které z množin
1) M1 = 〈−2, 3〉
2) M2 = 〈2, 4)
3) M3 = (4, 6)
4) M4 = {8}
5) M5 = R1

jsou otevřené, uzavřené v R1 a stanovte jejich hranici.

1) hM = {−2, 3}, přičemž body −2, 3 ∈ M1. Dále M1 = M1 ∪ hM1 = 〈−2, 3〉 = M1 ⇒
Množina je uzavřená (uzavřený interval).
2) hM2 = {2, 4}, přičemž 2 ∈M2, 4 /∈M2, tedy M2 neobsahuje všechny své hraničńı body,
a tud́ı̌z neńı uzavřenou množinou. Jelikož bod 2 ∈ M2 nepatř́ı do M0

2 (tj. neńı vnitřńım
bodem M2), tak M2 6= M0

2 , z čehož plyne, že M2 neńı otevřená množina.
3) hM3 = {4, 6}, 4, 6 /∈ M3, pak M3 = M3 ∪ hM3 = 〈4, 6〉 6= M3 = (4, 6), a tedy M3

neńı uzavřená množina. Jelikož každý bod množiny M3 je vnitřńı, tj. M3 = M0
3 , tak M3

je otevřená množina.
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4) Jelikož každé okoĺı bodu 8 má neprázdný pr̊unik s M4, nebot’ Uδ(8) ∩M4 = {8} pro
libovolné δ > 0, tak 8 je bod uzávěru množiny M4, tedy M4 = M4 ⇒ M4 je uzavřená
množina.
5) Jelikož vnitřek prázdné množiny je prázdná množina, tj. Int ∅ = ∅, tak ∅ je otevřená
množina a komplement, tj. R1 \ ∅ = R1, je podle věty 1.1 uzavřená množina.
Jelikož každý bod R1 je vnitřńım bodem, tak Int R1 = R1, tj. R1 je otevřená množina, a
tedy komplement R1 \ R1 = ∅ je podle věty 1.1 uzavřená množina.
Tedy ∅,R1, a tud́ı̌z i Rn, jsou jak otevřené, tak i uzavřené množiny.

1.2 Zobrazeńı euklidovských prostor̊u

Důležitá bude pro nás ta skutečnost, že lze v Rn přirozeným zp̊usobem zavést pojem
vektoru.
Představa vektoru v Rn je spjata s posunut́ım (translaćı). Tento pojem je znám z ele-
mentárńı geometrie i z fyziky. Vı́me, že posunut́ı je jisté zobrazeńı, které je určeno ve-
likost́ı a směrem a lze tud́ıž vektor interpretovat jako posunut́ı. Jev́ı se tedy přirozená
tato definice:

ρ

ρ

ρ

ρ
u

u       u

u

u

u

u (p +   ,q +   )

(p,q)

(q,q+   )

(p,p +   )

q +

p +

q

p

Vektorem u v Rn budeme rozumět zobrazeńı,
které každému bodu p ∈ Rn přǐrazuje právě jeden
bod z Rn, který označ́ıme p+u (jde pouze o jinou
formu zápisu - při zobrazeńı zpravidla použ́ıváme
pro obraz zápisu u(p) ) tak, že plat́ı pro každé
dva body p, q ∈ Rn:

ρ(p, p+ u) = ρ(q, q + u)

ρ(p, q) = ρ(p+ u, q + u).
(1.4)

(Viz obrázek.)

Označme souřadnice bod̊u p, q, p+ u, q + u takto:

p = (x1, . . . , xn), q = (y1, . . . , yn),

p+ u = (x′1, . . . , x
′
n), q + u = (y′1, . . . , y

′
n).

Lze ukázat, že plat́ı

x′i − xi = y′i − yi, i = 1, . . . , n

Ř́ıkáme, že vektor u má souřadnice u1, . . . , un, kde

ui = x′i − xi(= y′i − yi), i = 1, . . . , n

a vektor u budeme zapisovat takto

u = [u1, . . . , un].
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Ř́ıkáme, že bod p′ = p+ u je posunut́ım bodu p o vektor u (nebo též, že jsme jej dostali

”
přičteńım“ vektoru u k bodu p). Je-li p′ = p+ u, pak ṕı̌seme též

u = p′ − p

a ř́ıkáme, že vektor u je
”
rozd́ılem“ bod̊u p′, p (v tomto pořad́ı).

Každému vektoru je tedy přǐrazena n-tice jeho souřadnic. Je-li naopak [u1, . . . , un] n-tice
reálných č́ısel, pak zobrazeńı (x1, . . . , xn) 7→ (x1 + u1, . . . , xn + u+ n) je translace, tj. má
vlastnosti 1.4 a určuje tedy vektor u o souřadnićıch [u1, . . . , un].
Množinu všech vektor̊u prostoru Rn označ́ıme V (Rn) a nazveme ji vektorovým prosto-
rem prostoru Rn (také se použ́ıvá termı́nu vektorové zaměřeńı prostoru Rn).

Necht’ A ⊂ Rn a f je zobrazeńı A do prostoru Rm, f : A → Rm. Je-li m = n, můžeme si
takové zobrazeńı představit jako přemist’ováńı bod̊u v n-rozměrném prostoru (pro n = 2
v rovině). Např́ıklad zobrazeńı z R3 do R3 si můžeme představit jako deformaci hmotného
tělesa, kdy jednotlivé body měńı při tomto procesu svou polohu. Některá zobrazeńı z R
do Rn (n = 2, 3) nám později poslouž́ı pro popis křivek v rovině či prostoru; některá
zobrazeńı z R2 do R3 nám zase poslouž́ı pro popis ploch v prostoru. Přestože budeme
studovat převážně reálné funkce, přece se v některých situaćıch bez zobrazeńı neobejdeme.

Zobrazeńı f : A → Rm přǐrazuje bodu p = (x1, . . . , xn) ∈ A bod q = (y1, . . . , ym) ∈ Rm,
tedy

f(x1, . . . , xn) = (y1, . . . , ym). (1.5)

Každá souřadnice yi (i = 1, . . . ,m) je při daném zobrazeńı f jednoznačně určena n-tićı
(x1, . . . , xn). Existuj́ı tedy funkce fi : A → R tak, že yi = fi(x1, . . . , xn). Tyto funkce
dostaneme takto: Označme πi : Rm → R i-tou projekci, tj. πi(y1, . . . , ym) = yi. Je tedy

πi(f(x1, . . . , xn)) = πi(y1, . . . , ym) = yi,

takže fi = π ◦ f (i = 1, 2, . . . ,m). Zobrazeńı f je tedy určeno uspořádanou m-tićı funkćı
(f1, . . . , fm), ṕı̌seme

f = (f1, . . . , fm).

Funkce fi se nazývaj́ı složky (komponenty nebo souřadnice) zobrazeńı f . Vztah 1.5
lze pak pomoćı složek fi vyjádřit také takto

y1 = f1(x1, . . . , xn),

...

ym = fm(x1, . . . , xn).

(1.6)

Rovnice 1.6 se nazývaj́ı definuj́ıćımi rovnicemi zobrazeńı f .

Uved’me př́ıklady zobrazeńı z R2 do R3, která budou mı́t význam v kapitolách v́ıcerozměrného
integrálu a plošného integrálu.
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Př́ıklad 1.2 Necht’ M ⊂ R2, f = (f1, f2, f3) : M → R3, M = 〈0, 2π)× 〈0, π〉,

f(u, v) = (R cosu sin v,R sinu sin v,R cos v) , R > 0 .

Je tedy u ∈ 〈0, 2π), v ∈ 〈0, π〉.
Definuj́ıćı rovnice zobrazeńı f m̊užeme napsat ve tvaru

x = f1(u, v) = R cosu sin v
y = f2(u, v) = R sinu sin v (u, v) ∈M .
z = f3(u, v) = R cos v

Odtud x2 + y2 + z2 = R2 cos2 u sin2 v +R2 sin2 u sin2 v +R2 cos2 v =

= R2 sin2 v(cos2 u+ sin2 u) +R2 cos2 v = R2 .

Tedy x2 + y2 + z2 = R2 ,

což je implicitńı rovnice kulové plochy o poloměru R se středem v počátku.
Geometrický význam daného zobrazeńı je na obrázku 1.6.

v

u

π

2π

M

f

x

z

y

R

R
R

Obrázek 1.6: Kulová plocha

Př́ıklad 1.3 Necht’ M ⊂ R2, f = (f1, f2, f3) : M → R3, M = 〈0, 2π)× 〈0, π〉,

f(u, v) = (a cosu sin v, b sinu sin v, c cos v) ,

kde a, b, c jsou obecně navzájem r̊uzné kladné konstanty.
Je tedy opět u ∈ 〈0, 2π), v ∈ 〈0, π〉 a plat́ı

x = a cosu sin v
y = b sinu sin v (u, v) ∈M .
z = c cos v

Odtud
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= cos2 u sin2 v + sin2 u sin2 v + cos2 v = 1 ,
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v

u

π

2π

M

f

x

z

y

c

ba

Obrázek 1.7: Trojosý elipsoid

což je implicitńı rovnice trojosého elipsoidu, který v př́ıpadě a = b přecháźı v rotačńı
elipsoid s osou z (podobně i pro a = c s osou y, b = c s osou x). V př́ıpadě a = b = c
pak v kulovou plochu (sféru).
Geometrický význam zobrazeńı f je na obrázku 1.7.

Př́ıklad 1.4 Necht’ M ⊂ R2, f = (f1, f2, f3) : M → R3, M = 〈0,∞)× 〈0, 2π),

f(u, v) = (au cos v, bu sin v, u2) ,

kde a, b jsou obecně navzájem r̊uzné kladné konstanty.
Tedy u ∈ 〈0,∞), v ∈ 〈0, 2π) a plat́ı

x = au cos v
y = bu sin v (u, v) ∈M .
z = u2

Odtud
x2

a2
+
y2

b2
= u2 cos2 v + u2 sin2 v = u2 = z .

Tedy z =
x2

a2
+
y2

b2
,

což je rovnice eliptického paraboloidu. Je-li a = b, pak mluv́ıme o rotačńım para-
boloidu.
Geometrický význam zobrazeńı f je na obrázku 1.8.
Rovnice y = x2

a2 + z2

b2
je opět rovnice eliptického paraboloidu s definuj́ıćımi rovnicemi

x = au cos v
y = u2 (u, v) ∈M ,
z = bu sin v

který má osu nikoliv v ose z, ale v ose y, viz obrázek 1.9.
Podobně i x = y2

a2 + z2

b2
je rovnice eliptického paraboloidu s osou v ose x.
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v

u

2π

M

f

z

y
x

1
ba

Obrázek 1.8: Eliptický paraboloid

x

y

z

b

a
1

Obrázek 1.9: Eliptický paraboloid s osou v ose y

Př́ıklad 1.5 Necht’ M ⊂ R2, f = (f1, f2, f3) : M → R3, M = (−∞,∞)× 〈0, 2π),

f(u, v) = (au cos v, bu sin v, u) ,

kde a, b jsou obecně navzájem r̊uzné kladné konstanty.
Tedy u ∈ (−∞,∞), v ∈ 〈0, 2π) a plat́ı

x = au cos v
y = bu sin v (u, v) ∈M .
z = u

Odtud
x2

a2
+
y2

b2
= u2 cos2 v + u2 sin2 v = u2 = z2 .

Tedy z2 =
x2

a2
+
y2

b2
,



Vybrané partie z matematiky 17

v

u

2π

M

f

x

z

y

1a b

Obrázek 1.10: Eliptická kuželová plocha

což je implicitńı rovnice eliptického kuželové plochy. Je-li a = b, pak jedná se o rotačńı
kuželovou plochu.
Geometrický význam zobrazeńı f je na obrázku 1.10.

Rovnice z =
√

x2

a2 + z2

b2
, resp. z = −

√
x2

a2 + z2

b2
, je rovnićı

”
horńı“, resp.

”
dolńı“ kuželové

plochy.
Podobně x2 = y2

a2 + z2

b2
, resp. y2 = x2

a2 + z2

b2
, je rovnice kuželové plochy s osou v ose x, resp.

v ose y.

Př́ıklad 1.6 Necht’ M ⊂ R2, f = (f1, f2, f3) : M → R3, M = 〈0, 2π)× (−∞,∞),

f(u, v) = (a cosu, b sinu, v) ,

kde a, b jsou obecně navzájem r̊uzné kladné konstanty.
Tedy u ∈ 〈0, 2π), v ∈ (−∞,∞) a plat́ı

x = a cosu
y = b sinu (u, v) ∈M .
z = v

Odtud
x2

a2
+
y2

b2
= cos2 u+ sin2 u = 1 .

Tedy
x2

a2
+
y2

b2
= 1 ,

což je implicitńı rovnice eliptické válcové plochy, z ∈ (−∞,∞), s osou v ose z. Je-li
a = b, jedná se o rotačńı válcovou plochu, tj x2 + y2 = R2.
Geometrický význam zobrazeńı f je na obrázku 1.11.
Podobně i x2

a2 + z2

b2
= 1, resp. y2

a2 + z2

b2
= 1, jsou eliptické válcové plochy s osami v ose y,

resp. v ose x.
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v

u2π

M
f

x

y

z

ba

Obrázek 1.11: Eliptická válcová plocha

Analogicky x2 + z2 = R2, resp. y2 + z2 = R2, jsou rotačńı válcové plochy s osami v ose y,
resp. v ose x.

Odtud plyne, že rovnice kuželoseček v rovině jsou v prostoru rovnicemi válcových ploch.
V př́ıpadě rovnice paraboly, resp. hyperboly, mluv́ıme o parabolické válcové ploše (viz
obrázky 1.12 a 1.13), resp. hyperbolické válcové ploše.

z

y
x

x

z

y

Obrázek 1.12: Parabolická válcová
plocha y = x2

Obrázek 1.13: Parabolická válcová
plocha y2 = x

Na parabolickou válcovou plochu y = x2 se m̊užeme d́ıvat jako na zobrazeńı f = (f1, f2, f3) :
M → R3, kde M = (−∞,∞)× (−∞,∞), f(u, v) = (u, u2, v), tj.

x = u
y = u2 (u, v) ∈M ,
z = v
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podobně y2 = x lze reprezentovat zobrazeńım f = (f1, f2, f3) : M → R3, kde M =
(−∞,∞)× (−∞,∞), f(u, v) = (u2, u, v), tj.

x = u2

y = u (u, v) ∈M .
z = v

Uvažujme nyńı zobrazeńı ~f : A→ V (Rm).

V tomto př́ıpadě složky vektorové funkce ~f určuj́ı v každém bodě p souřadnice vektoru
~f(p) ∈ V (Rm). Označ́ıme-li tyto složky opět např. f1, . . . , fm, ṕı̌seme

~f = [f1, . . . , fm].

Je tedy ~f(p) vektor o souřadnićıch f1(p), . . . , fm(p) (rozumı́ se ve standarńı bázi prostoru
V (Rm)).

Vektorovou funkćı v Rn budeme rozumět zobrazeńı ~f : A → V (Rm), A ⊂ Rn. Speciálně
pro A ⊂ R, tedy n = 1, hovoř́ıme o vektorové funkci skalárńıho argumentu.
Zcela analogicky jako u zobrazeńı můžeme vektorovou funkci vyjádřit pomoćı souřadnic
v následuj́ıćım tvaru:
Je-li p ∈ A, pak ~f(p) = f1(p)e1 + f2(p)e2 + · · · + fm(p)em, kde e1, . . . , em je standardńı
báze v V (Rm).
Poznamenejme, že funkce jedné nebo v́ıce proměnných tj. f : A → R, A ⊂ Rn, n ≥ 1,
budeme nazývat skalárńımi funkcemi.
Zejména ve fyzikálńıch aplikaćıch budeme v př́ıpadě vektorové funkce ~f : A → V (Rn),

A ⊂ Rn, hovořit o vektorovém poli~f a analogicky v př́ıpadě skalárńı funkce o skalárńım
poli.

Př́ıklad 1.7 Zvoĺıme-li v R3 kartézskou soustavu souřadnic tak, aby hmotný bod o hmot-
nosti M ležel v jej́ım počátku O, je intenzita gravitačńıho pole vytvořeného t́ımto hmotným
bodem

−→
E = −κ M

|r|3
r ,

kde r je rádiusvektor libovolného bodu p 6= O. Toto pole m̊užeme též vyjádřit vzorcem

−→
E = −κ M

|p−O|3
(p−O) , p ∈ R3, p 6= O .

Vektor
−→
E =

−→
E (p) je vektor intenzity gravitačńıho pole v bodě p.

V kartézské soustavě (O; e1, e2, e3) vyjádř́ıme pole
−→
E pomoćı souřadnic následovně:

−→
E = −κ M

(x2 + y2 + z2)3/2
(xe1 + ye2 + ze3) ,

kde p = (x, y, z) 6= (0, 0, 0), nebo též

−→
E =

(
−κMx

(x2 + y2 + z2)3/2
,

−κMy

(x2 + y2 + z2)3/2
,

−κMz

(x2 + y2 + z2)3/2

)
.
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Vektorové pole ~f : A→ V (Rn), A ⊂ Rn pro n = 2, n = 3 znázorňujeme tak, že v každém

bodě p ∈ A zobraźıme vektor ~f(p) jako orientovanou úsečku (šipku) s počátečńım bodem

p a koncovým bodem p+~f(p), viz obrázek 1.14.

y

x

y

x

V(     )

A

p+  (p)

p
p

f
f

RR
22

→
→

Obrázek 1.14: Vektorové pole

1.3 Derivace ve směru, parciálńı derivace

V tomto odstavci si připomeneme pojem směrové a parciálńı derivace, zavedený již v kurzu
BMA1, avšak z pohledu lineárńı algebry, zejména lineárńıch forem, které nám umožńı
logickou

”
výstavbu“ výše uvedených pojmů včetně názorných odlǐsnost́ı derivace funkćı

jedné proměnné a derivace funkćı v́ıce proměnných.

Definice 1.2 Necht’ f : G → R, G ⊂ Rk a necht’ p ∈ G je vnitřńı bod množiny G,
a ∈ V (Rk). Existuje-li konečná limita

lim
h→0

f(p+ ha)− f(p)

h
,

nazýváme ji derivaćı funkce f v bodě p ∈ G podle vektoru a ∈ V (Rk) a znač́ıme
f ′a(p). Je-li vektor a jednotkový, hovoř́ıme o směrové derivaci.

Směrové derivace f ′e1
, f ′e2

, . . . , f ′ek
, kde e1, e2, . . . , ek jsou vektory standardńı báze (tj.

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , ek = (0, . . . , 0, 1) ), nazýváme parciálńımi
derivacemi funkce f . Směrovou derivaci f ′ej

, (j = 1, . . . , k) nazýváme parciálńı derivaćı

1. řádu vzhledem k j-té souřadnici (k j-té proměnné) a znač́ıme ∂f
∂xj

. V př́ıpadě k = 2,

respektive k = 3, budeme značit proměnné x, y, respektive x, y, z a parciálńı derivace ∂f
∂x

,
∂f
∂y

, respektive ∂f
∂x

, ∂f
∂y

, ∂f
∂z

.

Předpokládejme nyńı, že v bodě p ∈ G existuje směrová derivace f ′a(p) ∀a ∈ V (Rk) a že
zobrazeńı F : a 7→ f ′a(p) je lineárńı formou vektoru a, tedy:

1) F (c · a) = c · F (a), tj. f ′c·a(p) = c · f ′a(p), pro libovolné c ∈ R, a ∈ V (Rk).



Vybrané partie z matematiky 21

2) F (a + b) = F (a) + F (b), tj. f ′a+b(p) = f ′a(p) + f ′b(p), pro libovolné a,b ∈ V (Rk).

Je zřejmé, že existuje-li f ′a(p), pak existuje i f ′c·a(p), c ∈ R a plat́ı f ′c·a(p) = c·f ′a(p). Naproti
tomu, z existence směrových derivaćı f ′a(p), f

′
b(p) obecně neplyne existence f ′a+b(p) a

v př́ıpadě, že f ′a+b(p), existuje, nemuśı platit

f ′a(p) + f ′b(p) = f ′a+b(p) . (1.7)

Př́ıklad 1.8 Necht’ p = (0, 0), a = (1, 0),b = (0, 1). Uvažujme funkci

f(x, y) =

{ xy
x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0) .

Pak f ′a(p) = lim
h→0

f ((0, 0) + h · (1, 0))− f(0, 0)

h
= lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

0

h
= 0 .

Podobně f ′b(p) = lim
h→0

f ((0, 0) + h · (0, 1))− f(0, 0)

h
= lim

h→0

f(0, h)

h
= 0 .

f ′a+b(p) = lim
h→0

f ((0, 0) + h · ((1, 0) + (0, 1)))− f(0, 0)

h
= lim

h→0

f(h, h)

h
= lim

h→0

h2

h2+h2

h
=

= lim
h→0

1

h
=

{
∞ , h→ 0+

−∞ , h→ 0−

Limita a tedy f ′a+b(p) v bodě p neexistuje.

Př́ıklad 1.9 Necht’ p = (0, 0), a = (1, 0),b = (0, 1). Uvažujme funkci

f(x, y) =

{ xy(x+y)
x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0) .

f ′a(p) = lim
h→0

f ((0, 0) + h · (1, 0))− f(0, 0)

h
= lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

0

h
= 0 .

f ′b(p) = lim
h→0

f ((0, 0) + h · (0, 1))− f(0, 0)

h
= lim

h→0

f(0, h)

h
= lim

h→0

0

h
= 0 .

f ′a+b(p) = lim
h→0

f ((0, 0) + h · ((1, 0) + (0, 1)))− f(0, 0)

h
= lim

h→0

f(h, h)

h
=

= lim
h→0

h2 (h+h)
h2+h2

h
= lim

h→0
1 = 1 .

Tedy f ′a+b(p) = 1 6= 0 = f ′a(p) + f ′b(p).



22 Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně

Jestliže však f ′a existuje v jistém okoĺı U(p) bodu p a je v bodě p spojitá a existuje-li
f ′b(p), pak existuje i f ′a+b(p), přičemž

f ′a+b(p) = f ′a(p) + f ′b(p) .

Necht’ nyńı a = a1e1 + · · ·+akek, pak F (a) = a1F (e1)+ · · ·+akF (ek), tj. f ′a(p) = F (a) =

a � w, kde w = (F (e1), . . . , F (ek)) = (f ′e1
(p), . . . , f ′ek

(p)) =
(

∂f
∂x1

(p), . . . , ∂f
∂xk

(p)
)

Vektor w =
(

∂f
∂x1

(p), . . . , ∂f
∂xk

(p)
)

nazýváme derivaćı funkce f v bodě p nebo také gra-

dientem funkce f v bodě p a znač́ıme f ′(p) nebo gradf(p).

Funkce f má v bodě p gradient, právě když funkce F : a 7→ f ′a(p) je lineárńı formou a
plat́ı

f ′a(p) = a � gradf(p).

Z existence gradientu funkce f v bodě p, tedy všech parciálńıch derivaćı v bodě p, obecně
neplyne spojitost funkce f v bodě p, což je podstatný rozd́ıl oproti funkci jedné proměnné,
kde z existence derivace v libovolném bodě x0 ∈ R plynula spojitost funkce f v bodě x0.

Př́ıklad 1.10 Uvažujme funkci

f(x, y) =

{ xy
x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0) .

Plat́ı
∂f(0, 0)

∂x
= f ′e1

(0, 0) = lim
h→0

f ((0, 0) + h · (1, 0))− f(0, 0)

h
= lim

h→0

f(h, 0)

h
= 0 ,

podobně
∂f(0, 0)

∂y
= f ′e2

(0, 0) = lim
h→0

f ((0, 0) + h · (0, 1))− f(0, 0)

h
= lim

h→0

f(0, h)

h
= 0 .

Tedy parciálńı derivace v bodě (0, 0) existuj́ı a plat́ı gradf(0, 0) = (0, 0).
Nyńı vyšetř́ıme spojitost funkce f v bodě (0, 0), ukážeme, že f v počátku neńı spojitá.
K tomu stač́ı ukázat, že některé jej́ı zúžeńı (restrikce) na množinu obsahuj́ıćı počátek
neńı v počátku spojitá.
Necht’ h je zúžeńı funkce f na množinu

M = {(x, y) ∈ R2 : y = kx, k 6= 0} ,
což je svazek př́ımek procházej́ıćıch počátkem (h = f |M).

Tedy h(x) = f(x, kx) =

{
kx2

x2(1+k2)
= k

1+k2 , x 6= 0

0 , x = 0 .

Vid́ıme, že limita zúžeńı h(x) pro x → 0 záviśı na konstantě k, tedy např́ıklad pro k =
1, k = 2, tedy př́ımky y = x, y = 2x, dostáváme dva r̊uzné výsledky:

k = 1 : lim
x→0

h(x) = 1
2

k = 2 : lim
x→0

h(x) = 2
5

Odtud plyne, že limita funkce f v počátku neexistuje, tedy f neńı v počátku spojitá, přičemž
parciálńı derivace v počátku existuj́ı.
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Tedy existence parciálńıch derivaćı funkce f v bodě p je poměrně slabým předpokladem
o chováńı funkce v bodě p. Je patrné, že samotná existence parciálńıch derivaćı ve smyslu
výše uvedené definice neńı vhodným zobecněńım pojmu diferencovatelnosti funkce jedné
proměnné na př́ıpad funkce v́ıce proměnných.
Jediným vhodným zobecněńım je pojem diferencovatelnosti, tak jak jej nyńı budeme
definovat:

Řekneme, že funkce f : G → R definovaná v otevřené množine G ⊂ Rk je diferencova-
telná (má diferenciál) v bodě p ∈ G, existuje-li gradf(p) a plat́ı-li

lim
a→o

f(p+ a)− f(p)− gradf(p) � a
|a|

= 0.

Lineárńı formu

F (a) = f ′a(p) = gradf(p) � a

nazveme diferenciálem (totálńım diferenciálem) funkce f v bodě p a znač́ıme df(p, a).
Plat́ı tedy

df(p, a) = gradf(p) � a

Je-li p = (x1, . . . , xk), a = (a1, . . . , ak), pak

df(p, a) =

(
∂f

∂x1

(p) ,
∂f

∂x2

(p) , . . . ,
∂f

∂xk

(p)

)
� (a1, . . . , ak) =

=
∂f

∂x1

(p) · a1 +
∂f

∂x2

(p) · a2 + · · ·+ ∂f

∂xk

(p) · ak

nebo v tradičńım tvaru

df(p, a) =
∂f

∂x1

(p) · dx1 +
∂f

∂x2

(p) · dx2 + · · ·+ ∂f

∂xk

(p) · dxk .

Př́ıklad 1.11 Vypočtěte diferenciál funkce f(x, y) = ln
√
x2 + y2 v bodě p = (x, y) 6= (0, 0).

Plat́ı
∂f

∂x
(p) =

x

x2 + y2
,

∂f

∂y
=

y

x2 + y2
.

Tedy df(p, a) =
∂f

∂x
(p) · dx+

∂f

∂y
(p) · dy =

x

x2 + y2
dx+

y

x2 + y2
dy .

Velice d̊uležitá vlastnost diferencovatelných funkćı je, že je-li funkce f diferencovatelná
v bodě p ∈ G ⊂ Rk, pak je již v bodě p spojitá.

Řekneme, že funkce f je diferencovatelná na otevřené množině G ⊂ Rk, je-li diferencova-
telná v každém bodě p ∈ G.
Řekneme, že funkce f je tř́ıdy C1 na otevřené množině G ⊂ Rk, existuje-li na G gradient
funkce f a je spojitý, ṕı̌seme f ∈ C1(G).

Plat́ı: f ∈ C1(G) ⇒ f je diferencovatelná na G ⇒ f je spojitá na G.
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Uvažujme nyńı funkci f : G→ R, G ⊂ Rk, která má v nějakém okoĺı bodu p ∈ G směrovou
derivaci f ′a. Pak existuje v bodě p směrová derivace (f ′a)

′
b (p) funkce f ′a ve směru vektoru

b, kterou nazveme směrovou derivaćı druhého řádu v bodě p ve směru vektor̊u a, b a
znač́ıme f ′′a,b(p).
Obecně indukćı definujeme směrovou derivace n-tého řádu:

f (n)
u1,u2,...,un

=
(
f (n−1)
u1,u2,...,un−1

)′
un

Směrové derivace n-tého řádu ve směru vektor̊u standardńı báze e1, e2, . . . , ek tj. směrové
derivace

f (n)
ej1

,...,ejn
,

kde (j1, j2, . . . , jn) je libovolná permutace s opakováńım množiny index̊u (1, 2, . . . , n),
nazýváme parciálńımi derivacemi n-tého řádu funkce f a budeme značit

∂nf

∂xjn · · · ∂xj1

.

Necht’ f : G → R, G ⊂ Rk je funkce, která má parciálńı derivace druhého řádu ∂2f
∂xi∂xj

,

kde i 6= j, i, j ∈ {1, 2, . . . , k}, pak př́ıslušné derivace ∂2f
∂xi∂xj

nazýváme smı́̌senými

parciálńımi derivacemi druhého řádu. Existuj́ı-li smı́̌sené parciálńı derivace ∂2f
∂xi∂xj

(p),
∂2f

∂xj∂xi
(p), nemuśı platit rovnost

∂2f

∂xi∂xj

(p) =
∂2f

∂xj∂xi

(p)

Př́ıklad 1.12 Uvažujme funkci

f(x, y) =

{
xy x2−y2

x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0) .

V libovolném bodě r̊uzném od počátku plat́ı

∂f

∂x
= y ·

(
x2 − y2

x2 + y2
+

4x2y2

(x2 + y2)2

)
,

∂f

∂y
= x ·

(
x2 − y2

x2 + y2
− 4x2y2

(x2 + y2)2

)
.

V počátku pak plat́ı

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f((0, 0) + h · (1, 0))− f(0, 0)

h
= lim

h→0

f(h, 0)

h
= lim

h→0

0

h
= 0 ,

podobně
∂f

∂y
(0, 0) = 0.

Nyńı spočteme smı́̌sené parciálńı derivace v počátku:

∂2f

∂x∂y
= lim

h→0

∂f
∂x

((0, 0) + h · (0, 1))− ∂f
∂x

(0, 0)

h
= lim

h→0

∂f
∂x

(0, h)

h
= lim

h→0

−h
h

= −1

∂2f

∂y∂x
= lim

h→0

∂f
∂y

((0, 0) + h · (1, 0))− ∂f
∂y

(0, 0)

h
= lim

h→0

∂f
∂y

(h, 0)

h
= lim

h→0

h

h
= 1 .

Tedy smı́̌sené derivace se v počátku nerovnaj́ı.
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Existuj́ı-li však smı́̌sené derivace ∂2f
∂xi∂xj

(p) , ∂2f
∂xj∂xi

(p), i 6= j, i, j ∈ {1, 2, . . . , k}, a jsou

spojité na G, pak plat́ı

∂2f

∂xi∂xj

(p) =
∂2f

∂xj∂xi

(p) .

Řekneme, že funkce f je tř́ıdy Cn na otevřené množině G ⊂ Rk, má-li f na G spojité
parciálńı derivace n-tého řádu, ṕı̌seme f ∈ Cn(G).

Definice 1.3 Necht’ Ψ = (Ψ1, . . . ,Ψn) : G→ Rn, G ⊂ Rk, pak vektor

Ψ′
u(p) = lim

h→0

Ψ(p+ h · u)−Ψ(p)

h

nazveme směrovou derivaćı zobrazeńı v bodě p ∈ G ve směru vektoru u ∈ V (Rk),
(|u| = 1).

Směrové derivace Ψ′
ej

(p) nazýváme parciálńımi derivacemi zobrazeńı Ψ podle j-té proměnné.
Plat́ı, že derivace Ψ′

u(p) existuje právě tehdy, když existuj́ı derivace všech souřadnic
v bodě p ve směru u, tj.

Ψ′
u(p) = ((Ψ1)

′
u(p), . . . , (Ψn)′u(p))

Prostřednictv́ım souřadnic zobrazeńı lze analogicky zavést pojem diferencovatelnosti zob-
razeńı.
Uvažujme nyńı zobrazeńı Ψ : G→ Rn diferencovatelné na otevřené množině G ⊂ Rk, pak
pro každé u = (u1, . . . , uk) ∈ V (Rk) plat́ı:

Ψ′
u = ((Ψ1)

′
u, . . . , (Ψn)′u) = (gradΨ1 � u , . . . , gradΨn � u) =

=

((
∂Ψ1

∂x1

, . . . ,
∂Ψ1

∂xk

)
� (u1, . . . , uk) , . . . ,

(
∂Ψn

∂x1

, . . . ,
∂Ψn

∂xk

)
� (u1, . . . , uk)

)
=

=

(
k∑

i=1

∂Ψ1

∂xi

· ui , . . . ,
k∑

i=1

∂Ψn

∂xi

· ui

)
=


∂Ψ1

∂x1

∂Ψ1

∂x2
· · · ∂Ψ1

∂xk

∂Ψ2

∂x1

∂Ψ2

∂x2
· · · ∂Ψ2

∂xk
...

...
...

∂Ψn

∂x1

∂Ψn

∂x2
· · · ∂Ψn

∂xk

 �


u1

u2
...
uk

 =

= Ψ′ � u.

Matici Ψ′ nazýváme Jacobiovou matićı nebo derivaćı zobrazeńı Ψ na G. Je-li k = n,
pak determinant Jacobiovy matice nazýváme jakobiánem zobrazeńı Ψ a znač́ıme DΨ
Uvedené pojmy budou hrát d̊uležitou roli při formulováńı věty o substituci v n-rozměrném
integrálu.

Př́ıklad 1.13 Necht’ Ψ = (Ψ1,Ψ2,Ψ3) : R3 → R3,

Ψ(x, y, z) = (xyz, x2 + y2, x+ z) .
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V našem př́ıpadě

Ψ1(x, y, z) = xyz

Ψ2(x, y, z) = x2 + y2

Ψ3(x, y, z) = x+ z ,

tj. Jacobiova matice má tvar

Ψ′ =


∂Ψ1

∂x
∂Ψ1

∂y
∂Ψ1

∂z

∂Ψ2

∂x
∂Ψ2

∂y
∂Ψ2

∂z

∂Ψ3

∂x
∂Ψ3

∂y
∂Ψ3

∂z

 =

yz xz xy
2x 2y 0
1 0 1

 .

Jacobián DΨ je pak tvaru

DΨ =

∣∣∣∣∣∣
yz xz xy
2x 2y 0
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 2y2z − 2y2x− 2x2z .

1.4 Vektorová analýza

Uvažujme nyńı otevřenou množinu G ⊂ R3 a funkci f : G → R, f ∈ C1(G). Označ́ıme-li
i, j, k vektory standardńı báze prostoru V (R3), pak plat́ı pro bod p ∈ G

gradf(p) =

(
∂f

∂x
(p),

∂f

∂y
(p),

∂f

∂z
(p)

)
=
∂f

∂x
· i +

∂f

∂y
· j +

∂f

∂z
· k.

Jestliže f : G → R je skalárńı pole tř́ıdy C1 na G, pak zobrazeńı gradf : G → V (R3) je
vektorové pole definované na G.
Necht’ f, g : G→ R, f, g ∈ C1(G), α ∈ R, pak plat́ı:

1) grad(f + g) = gradf + gradg

2) grad(α · f) = α · gradf

3) grad(f · g) = f · gradg + g · gradf

Definice 1.4 Necht’ G ⊂ R3 je otevřená množina,
−→
F = (F1, F2, F3) : G→ V (R3) vekto-

rové pole,
−→
F ∈ C1(G). Divergenćı pole

−→
F nazýváme funkci div

−→
F : G→ R definovanou

předpisem

div
−→
F =

∂F1

∂x
+
∂F2

∂y
+
∂F3

∂z

Necht’
−→
F ,
−→
H : G → V (R3) jsou vektorová pole tř́ıdy C1 na G, α ∈ R, f : G → R funkce

tř́ıdy C1 na G, pak plat́ı:

1) div(
−→
F +

−→
H) = div

−→
F + div

−→
H
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2) div(α ·
−→
F ) = α · div

−→
F

3) div(f ·
−→
F ) = f · div

−→
F +

−→
F � gradf

Ukažme si např́ıklad platnost identity 3). Označme L, resp. P , levou, resp. pravou stranu

identity. Pak f ·
−→
F = (f · F1, f · F2, f · F3) a plat́ı

L = div(f ·
−→
F ) = div(f · F1, f · F2, f · F3) =

∂(f · F1)

∂x
+
∂(f · F2)

∂y
+
∂(f · F3)

∂z
=

=
∂f

∂x
· F1 + f · ∂F1

∂x
+
∂f

∂y
· F2 + f · ∂F2

∂y
+
∂f

∂z
· F3 + f · ∂F3

∂z
=

= f ·
(
∂F1

∂x
+
∂F2

∂y
+
∂F3

∂z

)
+

(
∂f

∂x
+
∂f

∂y
+
∂f

∂z

)
� (F1, F2, F3) =

= f · div
−→
F + gradf �

−→
F = P .

Identita je dokázána.

Divergenci vektorového pole lze definovat obecně v Rn:

Necht’
−→
F = (F1, . . . , Fn) : G → V (Rn), G ⊂ Rn, je vektorové pole tř́ıdy C1 na G, pak

definujeme

div
−→
F =

∂F1

∂x1

+
∂F2

∂x2

+ · · ·+ ∂Fn

∂xn

.

Definice 1.5 Necht’
−→
F = (F1, F2, F3) : G → V (R3), G ⊂ R3, je vektorové pole tř́ıdy C1

na otevřené množině G. Rotaćı vektorového pole
−→
F nazýváme vektorové pole definované

předpisem

rot
−→
F =

(
∂F3

∂y
− ∂F2

∂z

)
i +

(
∂F1

∂z
− ∂F3

∂x

)
j +

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
k

Rotaci vektorového pole lze přehledně napsat pomoćı symbolického determinantu třet́ıho
řádu

rot
−→
F =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣∣ ,
kde každý součin, např. i

(
∂
∂y

)
F3, chápeme jako parciálńı derivaci násobenou vektorem

standardńı báze, tedy ∂F3

∂y
i.

Výhodněǰśı je však poč́ıtat rotaci vektorového pole
−→
F rozvojem výše uvedeného determi-

nantu podle prvńıho řádku, viz následuj́ıćı př́ıklad.
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Př́ıklad 1.14 Vypočtěte rotaci vektorového pole
−→
F = (xyz, x+ y + z, xz2).

rot
−→
F =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

xyz x+ y + z xz2

∣∣∣∣∣∣∣ = i ·
(
∂(xz2)

∂y
− ∂(x+ y + z)

∂z

)
−

−j ·
(
∂(xz2)

∂x
− ∂(xyz)

∂z

)
+ k ·

(
∂(x+ y + z)

∂x
− ∂(xyz)

∂y

)
=

= i · (0− 1)− j · (z2 − xy) + k · (1− xz) = (−1, xy − z2, 1− xz) .

Necht’
−→
F ,
−→
H : G→ V (R3), G ⊂ R3, jsou vektorová pole tř́ıdy C1 na otevřené množině G,

f : G→ R funkce tř́ıdy C1 na G, pak plat́ı:

1) rot(
−→
F +

−→
H) = rot

−→
F + rot

−→
H

2) rot(f ·
−→
H) = f · rot

−→
H + (gradf)×

−→
H

3) div(
−→
F ×

−→
H) =

−→
H � rot

−→
F −

−→
F � rot

−→
H

4) rot gradf = o

5) div rot
−→
F = o

6) div gradf =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2

V tvrzeńıch 4), 5), 6) je třeba, aby f,
−→
F ∈ C2(G).

Ukažme si např́ıklad platnost identity 2). f ·
−→
H = (f ·H1, f ·H2, f ·H3) a plat́ı

L = rot(f ·
−→
H) =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

f ·H1 f ·H2 f ·H3

∣∣∣∣∣∣∣ = i ·
(
∂(f ·H3)

∂y
− ∂(f ·H2)

∂z

)
−

−j ·
(
∂(f ·H3)

∂x
− ∂(f ·H1)

∂z

)
+ k ·

(
∂(f ·H2)

∂x
− ∂(f ·H1)

∂y

)
=

= i ·
(
∂f

∂y
·H3 + f · ∂H3

∂y
− ∂f

∂z
·H2 − f · ∂H2

∂z

)
− j ·

(
∂f

∂x
·H3 + f · ∂H3

∂x
−

−∂f
∂z

·H1 − f · ∂H1

∂z

)
+ k ·

(
∂f

∂x
·H2 + f · ∂H2

∂x
− ∂f

∂y
·H1 − f · ∂H1

∂y

)
=

= f ·
(
i

(
∂H3

∂y
− ∂H2

∂z

)
− j

(
∂H3

∂x
− ∂H1

∂z

)
+ k

(
∂H2

∂x
− ∂H1

∂y

))
+

+i ·
(
∂f

∂y
·H3 −

∂f

∂z
·H2

)
− j ·

(
∂f

∂x
·H3 −

∂f

∂z
·H1

)
+ k ·

(
∂f

∂x
·H2 −

∂f

∂y
·H1

)
=
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= f ·

∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

H1 H2 H3

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣

i j k
∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

H1 H2 H3

∣∣∣∣∣∣∣ = f · rot
−→
H + (gradf)×

−→
H = P .

Identita je dokázána.

Necht’ nyńı
−→
F = (F1, F2) : G → V (R2), G ⊂ R2, je tř́ıdy C1 na otevřené množině G.

Rotaćı rovinného pole
−→
F nazýváme skalárńı pole

rot
−→
F =

∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
.

V aplikaćıch se použ́ıvá operátor ∇ (čteme
”
nabla“), zavedený anglickým matematikem

W. R. Hamiltonem:

∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
=

∂

∂x
i +

∂

∂y
j +

∂

∂z
k,

pomoćı něhož lze gradf , div
−→
F , rot

−→
F formálně zapsat:

gradf = ∇f (
”
násobek vektoru ∇ skalárem f“)

div
−→
F = ∇ �

−→
F (

”
skalárńı součin vektor̊u ∇,

−→
F“)

rot
−→
F = ∇×

−→
F (

”
vektorový součin vektor̊u ∇,

−→
F“)

V teorii parciálńıch diferenciálńıch rovnic se setkáváme s Laplaceovým operátorem ∆
definovaným předpisem

∆f = div gradf =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
.

Plat́ı tedy ∆ = ∇ �∇ (
”
skalárńı součin nabla operátor̊u“).

Samozřejmě analogickým zp̊usobem jako u zavedeńı div
−→
F v Rn můžeme v Rn zavést nabla

operátor ∇ i Laplace̊uv operátor ∆.

Cvičeńı

Př́ıklad 1 Vypočtěte derivaci funkce f : G → R, G ⊂ Rn v bodě p ∈ G podle vektoru
u ∈ V (Rn), když
a) f(x, y) = xy, p = (1, 0), u = (1, 1) [f ′u(1, 0) = 0]

b) f(x, y, z) = x3 + y2 + z3 − 3xyz, p = (1, 0, 1), u =
(

2
3
, 2

3
, 1

3

)
[f ′u(1, 0, 1) = 1]

Př́ıklad 2 Zjistěte, zda existuje parciálńı derivace ∂2f
∂x∂y

(0, 0) funkce f zadané předpisem

f(x, y) =

{ 2xy
x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0) [ ∂2f
∂x∂y

(0, 0) neexistuje.]
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Př́ıklad 3 Vypočtěte Jacobiovu matici zobrazeńı
a) Ψ = (Ψ1,Ψ2) : R3 → R2, Ψ(x, y, z) = (x2yz, y sin(x+ z))[

Ψ′ =

(
2xyz x2z x2y

y cos(x+ z) sin(x+ z) y cos(x+ z)

)]
b) Ψ = (Ψ1,Ψ2) : G→ R3, G = {(x, y) ∈ R2 : x 6= 0, y 6= 0}, Ψ(x, y) =

(
x
y
, y

x
, xy
)

Ψ′ =

 1
y

− x
y2

− y
x2

1
x

y x


Př́ıklad 4 Vypoč́ıtejte divergenci vektorových poĺı

−→
F : R3 → V (R3):

a)
−→
F (x, y, z) = xyz i + (2x+ 3y + z)j + (x2 + y2)k

[div
−→
F = yz + 3]

b)
−→
F (x, y, z) = (6x2y2 − z3 + yz − 5) i + (4x3y + xz + 2)j + (xy − 3xz2 − 3)k

[div
−→
F = 12xy2 + 4x3 − 6xz]

Př́ıklad 5 Necht’ f, g : G→ R, G ⊂ R3, vypoč́ıtejte

a) div (f gradf) [div (f gradf) = | gradf |2 + f ·∆f ]

b) div (f grad g) [div (f grad g) = gradf � grad g + f ·∆g]

Př́ıklad 6 Vypoč́ıtejte rotaci vektorového pole
−→
F :

a)
−→
F (x, y, z) = y2z i + z2x j + x2y k

[rot
−→
F = (x2 − 2xz) i + (y2 − 2xy)j + (z2 − 2yz)k]

b)
−→
F (x, y, z) = xyz i + (2x+ 3y − z)j + (x2 + y2)k

[rot
−→
F = (2y + 1) i + (xy − 2x)j + (2− xz)k]

Př́ıklad 7 Dokažte, že pro vektorové pole
−→
F = (F1, F2, F3) plat́ı

rot
(
rot
−→
F
)

= grad
(
div

−→
F
)
−∆

−→
F , kde ∆

−→
F = ∆F1i + ∆F2j + ∆F3k .
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2 Integrálńı počet funkćı v́ıce proměnných

2.1 Pojem n-rozměrného integrálu v Rn

V předmětu BMA1 jste poznali pojem Cauchyova-Riemannova integrálu ohraničené reálné
funkce jedné reálné proměnné přes kompaktńı (tj. ohraničený uzavřený) interval v R1.
Nyńı tuto definici zobecńıme na funkce v́ıce proměnných. Nejprve budeme definovat n-
rozměrný objem n-rozměrného intervalu v Rn (pro n = 1 budeme mluvit přirozeně o
délce, pro n = 2 o obsahu).

Je-li I ⊂ R1 jednorozměrný ohraničený interval o krajńıch bodech a, b (a < b) (I může
být otevřený, uzavřený či polouzavřený), pak jeho délkou (

”
jednorozměrným objemem“)

nazýváme č́ıslo

ν1(I) = b− a.

Je-li I ⊂ Rn n-rozměrný ohraničený interval, pak se dá vyjádřit jako kartézský součin n
jednorozměrných ohraničených interval̊u i1, . . . , in :

I = i1 × i2 × · · · × in.

Potom n-rozměrným objemem intervalu I nazýváme č́ıslo

νn(I) = ν1(i1)ν1(i2) · · · ν1(in).

Bude-li patrné, jaké je n, budeme mı́sto νn psát pouze ν. Jak jsme již poznamenali výše
u dvourozměrného intervalu, mluv́ıme mı́sto o

”
dvourozměrném objemu“ o obsahu.

Necht’ I ⊂ Rn je kompaktńı interval. Děleńım intervalu I nazveme konečný soubor

D = (J1, . . . , Jm)

kompaktńıch interval̊u Ji (i = 1, . . . ,m), které se nepřekrývaj́ı (tj. žádné dva intervaly

Ji, Jk, i 6= k, nemaj́ı společné vnǐrrńı body) a takových, že I =
m⋃

i=1

Ji.

Normou děleńı D nazveme největš́ı z pr̊uměr̊u interval̊u Ji (i = 1, . . . ,m), tuto normu
označ́ıme ‖D‖.
Poznamenejme, že pro (n-rozměrný) objem ν(I) plat́ı rovnost

ν(I) = ν(J1) + · · ·+ ν(Jm).

Ř́ıkáme, že objem je aditivńı funkćı intervalu.
Př́ıklad děleńı dvourozměrného intervalu je naznačen na obr. 2.1

Jsou-li J, I dva kompaktńı intervaly v Rn, J ⊂ I, pak existuje takové děleńı intervalu I,
že J je jedńım z interval̊u tohoto děleńı.
Jsou-li D = (J1, . . . , Jm), D′ = (J ′1, . . . , J

′
k) dvě děleńı intervalu I, pak ř́ıkáme, že D′ je

zjemněńım děleńı D, jestliže každý interval J ′i je subintervalem některého intervalu Jr.

Poznámka. Jsou-li D1 = (J1, . . . , Jm), D2 = (K1, . . . , Ks) dvě děleńı intervalu I, pak
existuje děleńı D3, které je zjemněńım děleńı D1 i děleńı D2. Takové děleńı můžeme
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Obrázek 2.1: Děleńı dvourozměrného intervalu a jeho norma.

sestrojit tak, že utvoř́ıme všechny možné pr̊uniky Ji ∩ Kj (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , s) a
z nich vezmeme všechny ty, které jsou opět n-rozměrnými intervaly (tj. maj́ı neprázdné
vnitřky). Tyto pak tvoř́ı zjemněńı obou děleńı D1, D2.

Necht’ nyńı reálná funkce f je ohraničená na kompaktńım intervalu I ⊂ Rn.
Necht’ D1 = (J1, . . . , Jk) je děleńı intervalu I. Dolńım součtem funkce f př́ıslušným
k děleńı D nazveme č́ıslo

SD(f) =
k∑

i=1

miν(Ji), kde mi = inf
p∈Ji

f(p).

Horńım součtem funkce f př́ıslušným k děleńı D nazveme č́ıslo

SD(f) =
k∑

i=1

Miν(Ji), kde Mi = sup
p∈Ji

f(p).

Kromě dolńıch a horńıch součt̊u se zavád́ı též Cauchyovy integrálńı součty funkce f
př́ıslušné k děleńı D s vybranými body pi ∈ Ji :

SD,(pi) =
k∑

i=1

f(pi)ν(Ji).

Zřejmě

mν(I) ≤ SD(f) ≤ SD,(pi)(f) ≤ SD(f) ≤Mν(i),

kde m = inf
p∈I

f(p), M = sup
p∈I

f(p).

Dále plat́ı: Je-li D′ zjemněńım děleńı D, pak

SD(f) ≤ SD′(f) ≤ SD′(f) ≤ SD(f).
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Definice 2.1 Jestlǐze se suprémum všech dolńıch součt̊u funkce f (př́ıslušných všem
možným děleńım intervalu I) rovná infimu všech horńıch součt̊u funkce f , tj. jestlǐze

sup
D
SD(f) = inf

D
SD(f), (2.1)

pak tuto společnou hodnotu nazýváme Cauchyovým-Riemannovým integrálem funkce
f přes interval I ⊂ Rn. Mluv́ıme přesněji o n-rozměrném integrálu a znač́ıme jej

∫
I

fdν nebo

∫
I

f(p)dp nebo

n−krát︷ ︸︸ ︷∫
· · ·
∫

I

f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn.

Množinu I nazýváme integračńım oborem, funkci f nazýváme integrandem.
Funkci f , která má integrál přes I, nazýváme integrovatelnou na I.

Dvourozměrný integrál nazýváme častěji dvojným integrálem funkce f(x, y) a znač́ıme
jej ∫∫

I

f(x, y)dxdy;

trojrozměrný integrál nazýváme častěji trojným integrálem funkce f(x, y, z) a znač́ıme∫∫∫
I

f(x, y, z)dxdydz.

Ve všech př́ıpadech všek můžeme použ́ıvat stručněǰśıho označeńı
∫
I

fdν.

K tomu, aby platila rovnost 2.1 je nutné a stač́ı, aby k libovolnému ε existovalo takové
děleńı D, že

SD(f)− SD(f) < ε.

Věta 2.1 Je-li funkce f spojitá na kompaktńım intervalu I, pak
∫
I

fdν existuje.

Poznámka. Dá se ukázat, že ohraničená funkce maj́ıćı na I body nespojitosti je inte-
grovatelná na I, je-li množina bod̊u nespojitosti v jistém smyslu

”
malá“, přesně, má-li

nulovou mı́ru (pojem množiny nulové mı́ry bude zaveden později).

2.2 Geometrická interpretace dvojného integrálu

Necht’ funkce f je spojitá na kompaktńım intervalu I ⊂ R2 a kladná na I0. Uvažujme
podgraf funkce f

G = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ I, 0 ≤ z ≤ f(x, y)} (2.2)

Je-li f konstantńı, pak G je kvádrem (trojrozměrným kompaktńım intervalem) v R3.
Neńı-li f konstantńı, pak těleso G připomı́ná svým tvarem

”
uražený kus“ kvádru.
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Necht’ D = (J1, . . . , Jk) je děleńı intervalu I. Dolńı součet
k∑

i=1

miν2(Ji) je objem tělesa

složeného z kvádr̊u o podstavách Ji a výškách mi a toto těleso je vepsané do tělesa

G, viz obr. 2.2. Naopak horńı součet
k∑

i=1

Miν2(Ji) je objem tělesa složeného z kvádr̊u

o podstavách Ji a výškách Mi a toto těleso je opsané tělesu G, viz obr. 2.3.

I

z=f(x,y)

z

y

x

I

z=f(x,y)

z

y

x

Obrázek 2.2: Kvádr o výšce mi. Obrázek 2.3: Kvádr o výšce Mi.

Chceme-li nějakým rozumným zp̊usobem přǐradit tělesu G objem ν3(G), je přirozené
požadovat splněńı nerovnost́ı

k∑
i=1

miν2(Ji) ≤ ν3(G) ≤
k∑

i=1

Miν2(Ji)

pro každé děleńı D = (J1, . . . , Jk). Odtud je patrné, přejdeme-li k suprému na levé straně
a k infimu na pravé straně přes všechna děleńı D, dostaneme, že

ν3(G) =

∫∫
I

f(x, y)dxdy.

Tedy dvojný integrál funkce f přes interval I je objem tělesa G, definovaného vztahem
2.2.
Problému zobecněńı objemu na jiné množiny než jsou intervaly se budeme věnovat v
odstavci 2.6.

2.3 Fyzikálńı interpretace trojného integrálu

Necht’ I ⊂ R3 je trojrozměrný kompaktńı interval (kvádr), v němž je rozložena hmota,
charakterizovaná hustotou f ≥ 0; předpokládejme, že f je spojitá funkce.
Z fyzikálńıho významu hustoty plyne: Je-li J ⊂ I kompaktńı subinterval, na němž plat́ı

α ≤ f ≤ β,
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pak pro hmotnost m(J) kvádru J plat́ı

αν3(J) ≤ m(J) ≤ βν3(J)

(č́ısla αν3(J), resp. βν3(J) je možno interpretovat jako hmotnost tělesa J , na němž je
rozložena hmota rovnoměrně s konstantńı hustotou α, resp. β).
Je-li D = (J1, . . . , Jk) libovolné rozděleńı intervalu I, pak jednou z vlastnost́ı hmotnosti
je, že hmotnost tělesa I je rovna součtu hmotnost́ı těles Ji (i = 1, 2, . . . , k):

m(I) =
k∑

i=1

m(Ji).

Odtud a z předchoźı nerovnosti plyne, že pro dolńı a horńı součty plat́ı

SD(f) ≤ m(I) ≤ SD(f),

nebot’

miν3(Ji) ≤ m(Ji) ≤Miν3(Ji) (i = 1, . . . , k)

a stač́ı tyto nerovnosti seč́ıst.
Analogickou úvahou jako v předchoźım př́ıpadě dostaneme, že

m(I) =

∫∫∫
I

f(x, y, z)dxdydz.

2.4 Výpočet n-rozměrného integrálu postupnou integraćı

Výpočet n-rozměrného integrálu (n ≥ 2) převád́ıme postupně na výpočet jednorozměrného
integrálu. Uvažujme nejdř́ıve dvojný integrál.
Protože integrál je jakousi

”
infinitezimálńı“ analogíı součtu, přibĺıž́ıme si problém výpočtu

integrálu následuj́ıćı úlohou:
Máme seč́ıst mn č́ısel cpq (p = 1, . . . ,m, q = 1, . . . , n), označme tento součet∑

(p,q)

cpq.

Obdobou tohoto
”
dvojného součtu“ je např. dvojný integrál∫∫

I×J

f(x, y)dxdy, (2.3)

kde pro jednoduchost necht’ I, J jsou kompaktńı intervaly v R, I = 〈a, b〉, J = 〈c, d〉, a f
je spojitá funkce na I × J . Uspořádejme č́ısla cpq do matice typu (m,n):

c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
...

...
...

cm1 cm2 · · · cmn

 .
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Můžeme nyńı sč́ıtat tak, že sečteme nejdř́ıve č́ısla v jednom řádku - např. součet p-tého
řádku bude

∑n
q=1 cpq - a pak sečteme tyto součty přes všechny řádky. Dostaneme tak

dvojnásobný součet

m∑
p=1

(
n∑

q=1

cpq

)
.

Obdobou tohoto součtu je tzv. dvojnásobný integrál∫
I

(∫
J

f(x, y)dy

)
dx, (2.4)

který dostaneme takto: Nejdř́ıve při pevném x ∈ I integrujeme funkci y 7→ f(x, y) přes
interval J podle y. Tento integrál∫

J

f(x, y)dy

je funkćı proměnné x (o ńıž se za předpokladu spojitosti funkce f dá dokázat, že je
spojitou funkćı na I) a tuto funkci integrujeme podle x přes interval I.
Můžeme však sč́ıtat č́ısla cpq tak, že sečteme č́ısla v jednotlivých sloupćıch a pak sč́ıtáme
tyto součty přes všechny sloupce. Dostaneme tak dvojnásobný součet

n∑
q=1

(
m∑

p=1

cpq

)
.

Obdobou tohoto součtu je dvojnásobný integrál∫
J

(∫
I

f(x, y)dx

)
dy, (2.5)

který dostaneme tak, že integrujeme nejdř́ıve při pevném y funkci x 7→ f(x, y) podle x
přes interval I a výslednou funkci proměnné y integrujeme podle y přes interval J . Vı́me
ovšem, že plat́ı∑

(p,q)

cpq =
m∑

p=1

(
n∑

q=1

cpq

)
=

n∑
q=1

(
m∑

p=1

cpq

)
,

a lze očekávat, že za určitých předpoklad̊u budou si rovny též integrály 2.3, 2.4 a 2.5.
Je-li f kladná spojitá funkce na intervalu I × J , je dvojný integrál 2.3 mı́rou podgrafu
G(f, I × J).

”
Vnitřńı“ integrál v 2.4 F (x) =

∫
J

f(x, y)dy

má tuto geometrickou interpretaci: Pro pevné x = ξ je F (ξ) obsah řezu podgrafu G(f, I×
J) rovinou x = ξ (viz obr. 2.4). Rozděĺıme-li interval I na intervaly délek ∆xi (i =
1, 2, . . . ,m) a utvoř́ıme-li Cauchẙuv integrálńı součet

m∑
i=1

F (ξi)∆xi,
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je limita těchto integrálńıch součt̊u rovna integrálu
∫

I
F (x)dx, což je integrál 2.4. Přitom

každý sč́ıtanec F (ξi)∆xi je objem destičky o konstantńım pr̊uřezu velikosti F (ξi) a tloušt’ce
∆xi. Je tedy zřejmé, že integrálńı součet

∑
i F (ξi)∆xi může sloužit při dostatečně jemném

děleńı intervalu I jako dobrá aproximace objemu tělesa G(f, I × J), což je právě dvojný
integrál 2.3. Obdobně můžeme interpretovat i druhý dvojnásobný integrál 2.5.

(ξ)F

ξ

z=f(x,y)

z

yx

Obrázek 2.4: Řez podgrafu G rovinou x = ξ.

Nyńı k výpočtu integrálu na kompaktńım intervalu můžeme zformulovat následuj́ıćı větu
(Fubiniova věta pro kompaktńı interval). Uvedeme ji nejdř́ıve pro dvojrozměrný př́ıpad,
tedy obdélńık.

Věta 2.2 Necht’ I ⊂ R2 je kompaktńı interval, I = 〈a, b〉 × 〈c, d〉. Je-li f : I → R
integrovatelná na I, pak existuj́ı integrály (dvojnásobné)

I1 =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx, I2 =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dx

)
dy

a plat́ı rovnost

I =

∫
I

f(x, y)dxdy = I1 = I2.

Dvojrozměrný integrál se tedy vypoč́ıtá pomoćı dvou určitých integrál̊u - postupnou inte-
graćı vždy podle jedné proměnné (analogie parciálńı derivace). Tento postup se přirozeným
zp̊usobem rozš́ı̌ŕı na trojný (i n-rozměrný) integrál:

Necht’ I ⊂ Rnje kompaktńı interval, I = 〈a1, b1〉×〈a2, b2〉×· · ·×〈an, bn〉, a necht’ f : I → R
je integrovatelná funkce na I. Potom plat́ı
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∫
I

f(x1, x2, . . . , xn)dx1 . . . dxn =

∫ b1

a1

(∫ b2

a2

(
· · ·
(∫ bn

an

f(x1, . . . , xn)dxn

)
· · ·
)

dx2

)
dx1 =

=

∫ bi1

ai1

(∫ bi2

ai2

(
· · ·

(∫ bin

ain

f(x1, . . . , xn)dxin

)
· · ·

)
dxi2

)
dxi1

pro každou permutaci (i1, i2, . . . , in) množiny index̊u {1, 2, . . . , n}.

Př́ıklad 2.1 Vypoč́ıtejte integrál
∫

I
x2y dxdy, I = 〈0, 2〉 × 〈1, 2〉.

V tomto př́ıpadě je kompaktńı interval I obdélńık.

I

y

x

1

2

2

∫
I

x2y dxdy =

∫ 2

0

(∫ 2

1

x2y dy

)
dx =

∫ 2

0

[
x2 y

2

2

]y=2

y=1

dx =

=
3

2

∫ 2

0

x2dx =
3

2

[
x3

3

]2

0

= 4.

Nebo∫
I

x2y dxdy =

∫ 2

1

(∫ 2

0

x2y dx

)
dy =

∫ 2

1

[
x3

3
y

]x=2

x=0

dy =

=
8

3

∫ 2

1

y dy =
8

3

[
y2

2

]2

1

= 4.

Př́ıklad 2.2 Vypoč́ıtejte integrál
∫

I
(x+ y + z) dxdydz, I = 〈0, 3〉 × 〈0, 2〉 × 〈0, 1〉.

V tomto př́ıpadě je kompaktńı interval kvádr.

1

2

3

x

z

y

∫
I

(x+ y + z) dxdydz =

∫ 1

0

(∫ 2

0

(∫ 3

0

(x+ y + z) dx

)
dy

)
dz =

=

∫ 1

0

(∫ 2

0

[
x2

2
+ xy + xz

]x=3

x=0

dy

)
dz =

= 3

∫ 1

0

(∫ 2

0

(
3

2
+ y + z

)
dy

)
dz = 3

∫ 1

0

[
3

2
y +

1

2
y2 + yz

]y=2

y=0

=

= 3

∫ 1

0

(5 + 2z) dz = 3
[
5z + z2

]1
0

= 18.
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2.5 Měřitelné množiny, elementárńı oblasti

Jistě neńı prakticky možné omezit se při integraci pouze na kompaktńı intervaly. V tomto
odstavci si budeme vš́ımat těch množin, přes které budeme schopni našimi prostředky
integrovat.

Definice 2.2 Necht’ M ⊂ Rn je množina. Řekneme, že M je měřitelná, tj. má mı́ru
νn(M), jestlǐze pro nějaký kompaktńı interval I ⊃ M existuje integrál z charakteristické
funkce χM množiny M na I. Pak definujeme

νn(M) :=

∫
I

χM(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn.

Připomeňme, že charakteristická funkce množiny je definovaná předpisem

χM(x) =

{
1 pro x ∈M
0 pro x /∈M

Při integraci funkćı Rn v budou mı́t nepodstatnou úlohu množiny, které jsou objemově

”
malé“, budeme je nazývat nulové.

Definice 2.3 Množinu N ⊂ Rn nazýváme nulovou množinou v Rn (nebo množinou
nulové mı́ry), jestlǐze k libovolnému ε > 0 existuje konečná posloupnost interval̊u (Jk),
která pokrývá množinu N , tj.

N ⊂
⋃
k

Jk,

přičemž∑
k

ν(Jk) < ε.

Zřejmě prázdná množina a každá jednobodová množina jsou nulové množiny.
Je-li N nulová, M ⊂ N , pak M je nulová.
Sjednoceńı konečného souboru nulových množin je nulová množina.

Př́ıklad. Hranice kompaktńıho intervalu I ⊂ Rn je nulová množina. Hranice I je sjedno-
ceńım 2n stěn (pro n = 2 mluv́ıme o stranách). Je-li

I = 〈a1, b1〉 × 〈a2, b2〉 × · · · × 〈an, bn〉 ,

pak stěny I jsou množiny

{a1} × 〈a2, b2〉 × · · · × 〈an, bn〉 ,
{b1} × 〈a2, b2〉 × · · · × 〈an, bn〉 ,
〈a1, b1〉 × {a2} × · · · × 〈an, bn〉 ,
〈a1, b1〉 × {b2} × · · · × 〈an, bn〉 ,
atd.
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Vezměme např. prvńı stěnu a pokryjme ji intervalem

J = 〈a1 − δ, a1 + δ〉 × 〈a2, b2〉 × · · · × 〈an, bn〉 , δ > 0.

Objem tohoto intervalu je

ν(J) = 2δ(b2 − a2) · · · (bn − an).

Necht’ ε > 0 je libovolné. Zvoĺıme-li nyńı δ tak, aby

δ <
ε

2(b2 − a2) · · · (bn − an)
, pak ν(J) < ε.

Je tedy stěna intervalu nulová množina, tedy také celá hranice je nulová množina.

Zobecněńım tohoto př́ıkladu je následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 2.3 Necht’ I je kompaktńı interval v Rn. Pak graf spojité funkce f : I → R je nulová
množina v Rn+1.

Dá-li se tedy některá množina M ⊂ Rn vyjádřit jako konečné sjednoceńı graf̊u spojitých
funkćı na kompaktńıch intervalech, pak M je nulová množina.
T́ımto zp̊usobem se dá ukázat, že rozmanité křivky v R2 nebo plochy v R3 jsou nulové
množiny.

Věta 2.4

a) Je-li M ohraničená množina a νn(hM) = 0 (hranice má nulovou mı́ru), pak M je
měřitelná v Rn.

b) Sjednoceńı a pr̊unik konečného systému měřitelných množin je měřitelná množina.

c) Rozd́ıl dvou měřitelných množin je měřitelná množina.

d) Každá otevřená oblast G je měřitelná, každá uzavřená oblast je měřitelná a plat́ı
νn(G) = νn(G).

Právě pro měřitelné množiny, tedy takové, jejichž charakteristická funkce je integrova-
telná, je obecně definován pojem n-rozměrného integrálu. My se speciálně zaměř́ıme na
takzvané elementárńı oblasti, které, jak uvid́ıme z definice (užit́ım předchoźıch tvrzeńı)
jsou měřitelné:

Definice 2.4 V rovině rozumı́me elementárńı oblast́ı typu [x, y] množinu všech bod̊u
(x, y) ∈M ⊂ R2, jejichž souřadnice vyhovuj́ı nerovnostem

a ≤x ≤ b

f(x) ≤ y ≤ g(x),

kde a, b, a < b jsou č́ısla a f, g jsou funkce spojité na intervalu 〈a, b〉.
Tedy M = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, f(x) ≤ y ≤ g(x)}. Viz obr. 2.5
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Podobně je jistě množno definovat elementárńı oblast typu [y, x]; je j́ı taková množina
A ⊂ R2 v rovině, pro jej́ıž body (x, y) ∈ A plat́ı nerovnosti

c ≤ y ≤ d

f(y) ≤x ≤ g(y),

kde funkce f, g jsou spojité na intervalu 〈c, d〉, tedy
A = {(x, y) ∈ R2 : c ≤ y ≤ d, f(y) ≤ x ≤ g(y)}. Viz obr. 2.6

M

y=f(x)

y=g(x)

ba

y

x

A

x=g(y)x=f(y)

d

c

y

x

Obrázek 2.5: Elem. oblast typu [x, y] Obrázek 2.6: Elem. oblast typu [y, x]

Jak tyto pojmy zobecńıme do trojrozměrného prostoru?
Předně pr̊umět do některé ze souřadných rovin muśı být elementárńı oblast v rovině;
mějme tedy množinu M ⊂ R3 takovou, že pro jej́ı body (x, y, z) ∈ M plat́ı a ≤ x ≤ b,
f1(x) ≤ y ≤ g1(x)- to znamená, že pr̊umět množiny M do roviny xy je elementárńı oblast
typu [x, y].
Dále je potřeba omezit z-ové souřadnice; zde se již mohou vyskytovat funkce dvou proměnných.
Tedy elementárńı oblast́ı typu [x, y, z] v prostoru rozumı́me množinu M , pro jej́ıž body
(x, y, z) ∈M plat́ı

a ≤x ≤ b

f1(x) ≤ y ≤ g1(x)

f2(x, y) ≤ z ≤ g2(x, y)

Podobně je možno definovat elementárńı oblasti typu [y, z, x], [z, y, x] atd.

Chceme-li tedy nějakou množinu M ⊂ R3 popsat jako elementárńı oblast, promı́tneme ji
do některé souřadné roviny, pr̊umět poṕı̌seme jako elementárńı oblast a zbývaj́ıćı proměnnou
ohranič́ıme dvěma funkcemi (plochami) obecně dvou proměnných.



42 Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně

Př́ıklad 2.3 Rozhodněte, zda dané množiny jsou elementárńımi množinami.

a) Množina M ohraničená parabolou y = 2x− x2 a př́ımkou y = −x.

2y=2x-x

y=-x

M

y

x

–3

1 3

Parabola y = 2x − x2 má rovnici y − 1 = −(x − 1)2,
tedy vrchol v bodě (1, 1), otevřená směrem dol̊u. Pr̊useč́ıky
s př́ımkou y = −x jsou v bodech (0, 0), (3,−3).
Pro (x, y) ∈M tedy plat́ı

0 ≤x ≤ 3

−x ≤ y ≤ −x2 + 2x

Tedy M je elementárńı oblast́ı typu [x, y].

b) Množina M zadaná nerovnost́ı |x| ≤ y ≤ 2.

2

y=x

y=-x

M

y

x–2 2

Grafy funkćı y = |x| a y = 2 se prot́ınaj́ı v bodech
(−2, 2) a (2, 2). Plat́ı

(x, y) ∈M ⇒
{
−2 ≤ x ≤ 2
|x| ≤ y ≤ 2

Výhodněǰśı je v tomto př́ıpadě vyjádřeńı

(x, y) ∈M ⇒
{

0 ≤ y ≤ 2
−y ≤ x ≤ y

Tedy M je elementárńı oblast́ı typu [y, x].

c) Množina M ohraničená grafy funkćı y = x, y = x3.

1

2

3y=x

y=xM

M

y

x

–1

1

–1 1

Množina M v tomto př́ıpadě neńı elementárńı oblast;
dá se vyjádřit jako sjednoceńı dvou elementárńıch ob-
last́ı, např. typu [x, y]:

M = M1 ∪M2

M1 = {(x, y)| 0 ≤ x ≤ 1, x3 ≤ y ≤ x}
M2 = {(x, y)| − 1 ≤ x ≤ 0, x ≤ y ≤ x3}.
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d) M je ohraničená plochami 2x+ 2y + z = 6, x = 0, y = 0, z = 0.

6

3

3

z

y

x

Rovina 2x+2y+z = 6 prot́ıná souřadné osy v bodech
o souřadnićıch x = 3, y = 3, z = 6. Pr̊umět množiny
M do roviny je trojúhelńık o vrcholech (0, 0), (0, 3),
(3, 0). Plat́ı tedy

(x, y, z) ∈M ⇒


0 ≤ x ≤ 3
0 ≤ y ≤ 3− x
0 ≤ z ≤ 6− 2x− 2y

M je v tomto př́ıpadě čtyřstěn a jedná se o elementárńı
oblast typu [x, y, z].

2.6 Integrály na měřitelných množinách

V této kapitole rozš́ı̌ŕıme pojem n-rozměrného integrálu na měřitelné množiny:

Definice 2.5 Řekneme, že funkce f : M → R, M ⊂ Rn je integrovatelná na množině M ,
tj. že existuje integrál (Riemann̊uv) z funkce f na množině M , existuje-li interval I ⊂ Rn

tak, že M ⊂ I a funkce f · χM je na I integrovatelná.
Potom klademe∫

M

f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn =

∫
I

(f · χM) (x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn

V následuj́ıćıch úvahách se omeźıme na n = 2, 3.
Postačuj́ıćı podmı́nku pro existenci integrálu udává následuj́ıćı věta:

Věta 2.5 Je-li M ⊂ R2(R3) měřitelná množina a f : M → R je na M ohraničená a
skoro všude spojitá, pak je f na M integrovatelná.

(Připomeňme, že nějaké tvrzeńı plat́ı na množině M skoro všude, jestliže plat́ı ∀x ∈
M \A ⊂ Rk a neplat́ı ∀x ∈ A, kde νk(A) = 0 (tj. plat́ı s výjimkou množiny nulové mı́ry).)
Fubiniova věta pro výpočet integrál̊u se dá snadno rozš́ı̌rit na elementárńı oblasti:

Věta 2.6 Necht’

M = {(x, y) ∈ R2| a ≤ x ≤ b, d(x) ≤ y ≤ h(x)}, resp.

M = {(x, y, z) ∈ R3| a ≤ x ≤ b, d1(x) ≤ y ≤ h1(x), d2(x, y) ≤ z ≤ h2(x, y)},
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kde d, h, resp. d1, h1, d2, h2 jsou spojité funkce. Pak, existuje-li

I =

∫∫
M

f(x, y)dxdy resp. I =

∫∫∫
M

f(x, y, z)dxdydz,

plat́ı

I =

∫ b

a

(∫ h(x)

d(x)

f(x, y)dy

)
dx

resp.

I =

∫ b

a

(∫ h(x)

d(x)

(∫ h2(x,y)

d2(x,y)

f(x, y, z)dz

)
dy

)
dx

Věta plat́ı analogicky pro elementárńı oblasti typu [y, x] nebo [y, x, z] atd.

Př́ıklad 2.4 Vypočtěte integrály

a)
∫∫
M

(x2 + y)dxdy, kde M je ohraničená př́ımkami y = 0, y = x, x+ y = 2.

y=2-x y=x

M

y

x

1

1 2

M je elementárńı oblast typu [y, x] popsaná
nerovnostmi

0 ≤ y ≤ 1

y ≤x ≤ 2− y∫∫
M

(x2 + y)dxdy =

∫ 1

0

(∫ 2−y

y

(x2 + y)dx

)
dy =

=

∫ 1

0

[
x3

3
+ xy

]x=2−y

x=y

dy =

∫ 1

0

2

3
(4− 3y − y3)dy =

2

3

[
4y − 3

y2

2
− y4

4

]1

0

=
3

2

b)
∫∫
M

(x− y)dxdy, kde M je ohraničená křivkami y = x2, y2 = x.

2

2

x=y

y=x

M

y

x

–1

1

–1 1

∫∫
M

(x− y)dxdy =

∫ 1

0

(∫ √
x

x2

(x− y)dy

)
dx =

=

∫ 1

0

[
xy − y2

2

]y=
√

x

y=x2

dx =

=

∫ 1

0

(
x3/2 − x

2
− x3 +

x4

2

)
dx =

=

[
2

5
x5/2 − x2

4
− x4

4
+
x5

10

]1

0

= 0
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c)
∫∫∫
M

y cos(z+x)dxdydz, kde M je ohraničená plochami y =
√
x, y = 0, z = 0, x+z = π

2
.

π/2

π/2

z

y
x

Množina M je shora ohraničená rovinou x + z = π
2
,

dále souřadnými rovinami a parabolickou válcovou plo-
chou y =

√
x. Pr̊umět do souřadné roviny xy je shora

ohraničen grafem funkce y =
√
x, dále osou x a př́ımkou

x = π
2
. Proto plat́ı∫∫∫

M

y cos(z + x)dxdydz =

=

∫ π
2

0

(∫ √
x

0

(∫ π
2
−x

0

y cos(z + x)dz

)
dy

)
dx =

=

∫ π
2

0

(∫ √
x

0

[y sin(z + x)]
z=π

2
−x

z=0 dy

)
dx =

∫ π
2

0

(∫ √
x

0

y(1− sin x)dy

)
dx =

=
1

2

∫ π
2

0

x(1− sin x)dx =
1

2

[
x2

2
+ x cosx− sin x

]π
2

0

=
π2

16
− 1

2

Cvičeńı

V následuj́ıćıch př́ıkladech vypoč́ıtejte zadané integrály

Př́ıklad 8
∫∫
B

dxdy, kde B je množina ohraničená př́ımkami x = 3, x = 5, 3x−2y+4 = 0,

3x− 2y + 1 = 0. [3]

Př́ıklad 9
∫∫
B

(2x+ 3y + 1)dxdy, kde B je množina ohraničená parabolou y2 = 2x a jej́ı

tětivou jdoućı body A = (2,−2), B = (8, 4). [1871
5
]

Př́ıklad 10
∫∫
B

dxdy, B = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ x2, y ≤ 4− x2}
[16

3

√
2]

Př́ıklad 11
∫∫
B

xy2dxdy, kde B je množina ohraničená parabolou y2 = 2p x a př́ımkou

x = p
2
. [p5

21
]

Př́ıklad 12
∫∫∫
B

xy dxdydz, kde B je množina ohraničená plochami z = xy, x+ y = 1 a

z = 0. [ 1
180

]

Př́ıklad 13
∫∫∫
B

dxdydz, kde B je množina ohraničená plochami z = xy, y =
√
x

a rovinami x+ y = 2, y = 0, z = 0. [3
8
]

Př́ıklad 14
∫∫∫
B

dxdydz, kde B je množina ohraničená plochami z = 1−4x2−y2 a z = 0.
[π
4
]

Př́ıklad 15
∫∫∫
B

xyz dxdydz, kde B je množina ohraničená plochami x = 1, y = x, z = y

a souřadnými rovinami. [ 1
48

]
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2.7 Transformace integrál̊u

Připomeňme, jak se poč́ıtal určitý integrál pomoćı věty o substituci - stručně můžeme
formulovat tuto větu takto:
Necht’ f je integrovatelná funkce na intervalu 〈a, b〉, ϕ diferencovatelná funkce. Potom∫ b

a

f(x)dx =

∣∣∣∣ x = ϕ(t)
dx = ϕ′(t)dt

∣∣∣∣ =

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt,

přitom nové meze jsme obdrželi jako řešeńı rovnic a = ϕ(t), b = ϕ(t); tedy je-li ϕ prosté
zobrazeńı, je 〈α, β〉 = ϕ−1 (〈a, b〉) -úplný vzor intervalu 〈a, b〉.
Analogicky budeme postupovat u transformaćı v́ıcerozměrných integrál̊u, ovšem integračńı
obory již budou složitěǰśı a ćılem při transformaci bude hlavně zjednodušit integračńı obor
- v určitém integrálu jsme zaváděli substituci, abychom zjednodušili integrand (k tomu
budeme jistě přihĺıžet také).
Věta o transformaci v́ıcerozměrného integrálu má tedy následuj́ıćı tvar

Věta 2.7 Necht’ Φ je zobrazeńı z Rn do Rn, které je prosté a regulárńı (tj. jakobián
zobrazeńı DΦ 6= 0 ) na měřitelné otevřené množině G ⊂ Rn, Φ ∈ C1(G). Necht’ A ⊂ G
je měřitelná množina, B = Φ(A) a funkce f ohraničená a skoro všude spojitá na B, pak
plat́ı ∫

B

fdν =

∫
A

(f ◦Φ)|DΦ| dν (2.6)

Vzorec 2.6 též zapisujeme ve tvaru∫
B

f(p)dp =

∫
A

f (Φ(q)) · |DΦ| dq. (2.7)

Je-li Φ = (ϕ1, . . . , ϕn) a označ́ıme-li p = (x1, . . . , xn), q = (u1, . . . , un), pak vzorec 2.7
můžeme zapsat v

”
klasickém tvaru“∫

B

f(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn =

∫
A

f(ϕ(u1, . . . , un), . . . , ϕn(u1, . . . , un)) · |DΦ(u1, . . . , un)|du1 · · · dun

Pro n = 2 je Φ(u, v) = (ϕ1(u, v), ϕ2(u, v)) a plat́ı∫∫
B

f(x, y)dxdy =

∫∫
A

f(ϕ1(u, v), ϕ2(u, v))|DΦ(u, v)| dudv

Pro n = 3 je Φ(u, v, w) = (ϕ1(u, v, w), ϕ2(u, v, w), ϕ3(u, v, w)) a plat́ı∫∫∫
B

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
A

f(ϕ1(u, v, w), ϕ2(u, v, w), ϕ3(u, v, w))|DΦ(u, v, w)| dudvdw.

Poznámka: V př́ıpadě v́ıcerozměrných integrál̊u hovoř́ıme mı́sto o substituci o transfor-
maci, protože přecháźıme od kartézských souřadnic k novým tzv. křivočarým souřadnićım
- transformujeme souřadnice.
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Polárńı souřadnice

Nejčastěji už́ıvanou transformaćı v rovině je zobrazeńı pomoćı polárńıch souřadnic.
Zobrazeńı Φ je tvaru Φ(ρ, ϕ) = (Φ1(ρ, ϕ),Φ2(ρ, ϕ)) = (ρ cosϕ, ρ sinϕ).

P(x,y)=P(      )ρ,ϕ

ϕ

ρ

y

x

Transformačńı rovnice maj́ı tvar

x = Φ1(ρ, ϕ) = ρ cosϕ
y = Φ2(ρ, ϕ) = ρ sinϕ

DΦ(ρ, ϕ) =

∣∣∣∣∣ ∂Φ1

∂ρ
∂Φ1

∂ϕ
∂Φ2

∂ρ
∂Φ2

∂ϕ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ cosϕ −ρ sinϕ
sinϕ ρ cosϕ

∣∣∣∣ =

= ρ cos2 ϕ+ ρ sin2 ϕ = ρ

Jedná se o zobrazeńı Φ : 〈0,∞) × 〈0, 2π〉 → R2 (nebo též Φ : 〈0,∞) × 〈−π, π〉 → R2) a
plat́ı tedy vzorec∫∫

B

f(x, y)dxdy =

∫∫
A

f(ρ cosϕ, ρ sinϕ) · ρ dρdϕ

Př́ıklad 2.5 Vypočtěte
∫∫
B

√
x2 + y2dxdy, kde B = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 4}

B

y

x

2

2

x = ρ cosϕ ϕ ∈
〈
0, π

2

〉
y = ρ sinϕ ρ ∈ 〈0, 2〉

V našem př́ıpadě je tedy

A = {(ρ, ϕ) ∈ R2 : 0 ≤ ρ ≤ 2, 0 ≤ ϕ ≤ π

2
}

∫∫
B

√
x2 + y2dxdy =

∫∫
A

√
ρ2 · ρdρdϕ =

=

∫ π
2

0

(∫ 2

0

ρ2dρ

)
dϕ =

∫ π
2

0

[
ρ3

3

]2

0

dϕ = 8
3

∫ π
2

0

dϕ = 4
3
π
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Cylindrické souřadnice

Zobrazeńı Φ je tvaru Φ(ρ, ϕ, z) = (Φ1(ρ, ϕ, z),Φ2(ρ, ϕ, z),Φ3(ρ, ϕ, z)) = (ρ cosϕ, ρ sinϕ, z)

P(x,y,z)=P(        z)

z

z

y

x

ρ,ϕ,

ρ
ϕ

Transformačńı rovnice maj́ı tvar

x = Φ1(ρ, ϕ, z) = ρ cosϕ
y = Φ2(ρ, ϕ, z) = ρ sinϕ
z = Φ3(ρ, ϕ, z) = z

DΦ(ρ, ϕ, z) =

∣∣∣∣∣∣
cosϕ −ρ sinϕ 0
sinϕ ρ cosϕ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = ρ.

Jedná se o zobrazeńı Φ : 〈0,∞) × 〈0, 2π〉 × (−∞,∞) → R3 (nebo též Φ : 〈0,∞) ×
〈−π, π〉 × (−∞,∞) → R3) a plat́ı∫∫∫

B

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
A

f(ρ cosϕ, ρ sinϕ, z) · ρ dρdϕdz

Cylindrické souřadnice použ́ıváme u integračńıch obor̊u, jejichž pr̊uměty do vhodné souřadnicové
roviny lze vyšetřovat v polárńıch souřadnićıch.

Př́ıklad 2.6 Vypočtěte
∫∫∫
B

(x2+y2)dxdydz, kde B = {(x, y, z) ∈ R3 : 1
2
(x2 + y2) ≤ z ≤ 2}

B 2

x

z

y

x = ρ cosϕ ϕ ∈ 〈0, 2π〉
y = ρ sinϕ ρ ∈ 〈0, 2〉 |DΦ| = ρ

z = z z ∈
〈

ρ2

2
, 2
〉

Tedy
A = {(ρ, ϕ, z) ∈ R3 : 0 ≤ ρ ≤ 2, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, ρ2

2
≤ z ≤ 2}∫∫∫

B

(x2 + y2)dxdydz =

∫∫∫
A

ρ2 · ρ dρdϕdz =

=

∫ 2π

0

(∫ 2

0

(∫ 2

ρ2

2

ρ3dz

)
dρ

)
dϕ = · · · = 8π

3
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Sférické souřadnice

Zobrazeńı Φ je tvaru Φ(ρ, ϕ, ψ) = (Φ1(ρ, ϕ, ψ),Φ2(ρ, ϕ, ψ),Φ3(ρ, ϕ, ψ)) = (ρ cosϕ, ρ sinϕ, ψ)

P(x,y,z)=P(          )

z

y

x

ϕ

ρ

ψ

ρ,ϕ,ψ

Transformačńı rovnice maj́ı tvar

x = Φ1(ρ, ϕ, ψ) = ρ cosϕ sinψ
y = Φ2(ρ, ϕ, ψ) = ρ sinϕ sinψ
z = Φ3(ρ, ϕ, ψ) = ρ cosψ

DΦ(ρ, ϕ, ψ) =

∣∣∣∣∣∣
cosϕ sinψ −ρ sinϕ sinψ ρ cosϕ cosψ
sinϕ cosψ ρ cosϕ sinψ ρ sinψ cosψ

cosψ 0 −ρ sinψ

∣∣∣∣∣∣ = −ρ2 sinψ.

Jedná se o zobrazeńı Φ : 〈0,∞)× 〈0, 2π〉 × 〈0, π〉 → R3 (nebo též Φ : 〈0,∞)× 〈−π, π〉 ×
〈0, π〉 → R3) a plat́ı∫∫∫

B

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
A

f(ρ cosϕ sinψ, ρ sinϕ sinψ, ρ cosψ) · ρ2 sinψ dρdϕdψ

Př́ıklad 2.7 Vypočtěte
∫∫∫
B

√
x2 + y2 + z2dxdydz,

kde B = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1, z ≥
√
x2 + y2}

1
B

z

yx

x = ρ cosϕ sinψ ρ ∈ 〈0, 1〉
y = ρ sinϕ sinψ ϕ ∈ 〈0, 2π〉
z = ρ cosψ ψ ∈

〈
0, π

4

〉
Tedy
A = {(ρ, ϕ, ψ) ∈ R3 : 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ ψ ≤ π

4
}∫∫∫

B

√
x2 + y2 + z2dxdydz =

∫∫∫
A

√
ρ2 · ρ2 sinψ dρdϕdψ =

=

∫ 2π

0

(∫ π
4

0

(∫ 1

0

ρ3 sinψdρ

)
dψ

)
dϕ = · · · = π

4
(2−

√
2).
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Cvičeńı

Vypočtěte následuj́ıćı dvojné integrály pomoćı transformace do polárńıch souřadnic:

Př́ıklad 1
∫∫
M

(1− x2 − y2)dxdy, M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}
[π
2
]

Př́ıklad 2
∫∫
M

(x2 + y2)dxdy, M = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, y ≤ |x|}
[15π

8
]

Př́ıklad 3
∫∫
M

e−(x2+y2)dxdy, M = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, x2 + y2 ≤ a2}
[π
2
(1− e−a2

)]

Př́ıklad 4
∫∫
M

sin
√
x2 + y2 dxdy, M = {(x, y) ∈ R2 : π2 ≤ x2 + y2 ≤ 4π2}

[−6π2]

Př́ıklad 5
∫∫
M

x dxdy, M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + (y −R)2 ≤ R2, y ≥ x, y ≥ −x}
[0]

Vypočtěte následuj́ıćı trojné integrály pomoćı transformace do cylindrických nebo sférických
souřadnic

Př́ıklad 6
∫∫∫
M

dxdydz, M = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 6}
[3π]

Př́ıklad 7
∫∫∫
M

z dxdydz, M = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ a2, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}

[ π
16
a4]

Př́ıklad 8
∫∫∫
M

dxdydz, M = {(x, y, z) ∈ R3 : z ≤ x2 + y2, z ≤ y}
[ π
32

]

Př́ıklad 9
∫∫∫
M

z dxdydz, M = {(x, y, z) ∈ R3 : 1
3
(x2 + y2) ≤ z ≤

√
4− x2 − y2 }

[13
4
π]

Př́ıklad 10
∫∫∫
M

dxdydz, M = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 4x, z ≥ 0, z ≤ x+ 1}
[12π]
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2.8 Mı́ra neohraničených množin

Je účelné definovat geometrickou mı́ru i pro neohraničené množiny.

Definice 2.6 Množina A ⊂ Rn se nazývá měřitelná, jestlǐze pro každé k ∈ N je
měřitelná ohraničená množina Ak = A ∩ 〈−k, k〉n (〈−k, k〉n je n-tá kartézská mocnina
jednorozměrného intervalu 〈−k, k〉). V tom př́ıpadě definujeme mı́ru ν(A) takto:

ν(A) = lim
k→∞

ν(Ak). (2.8)

Množina A se nazývá nulová, je-li ν(A) = 0.

Plat́ı

A =
∞⋃

k=1

Ak, A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ Ak ⊂ . . . ,

takže ν(A1) ≤ ν(A2) ≤ · · · ≤ ν(Ak) ≤ · · · . Posloupnost č́ısel ν(Ak) (k = 1, 2, . . . ) má tedy
limitu. Tato limita však může být rovna +∞. Např́ıklad ν(Rn) = +∞. Je-li A ohraničená
množina, pak pro všechna dostatečně velká k je Ak = A, a tedy limita 2.8 je rovna mı́̌re
ν(A), jak byla definována dř́ıve.

Př́ıklad 2.8 Necht’ A = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ 〈1,∞) , 0 ≤ y ≤ 1/x2}. Zjistěte, zda je A
měřitelná, a v kladném př́ıpadě stanovte mı́ru ν(A).

2y=1/x

y

x

–2

–1

1

2

3

4

–2 –1 1 2 3 4

Zde

Ak = A ∩ (〈−k, k〉 × 〈−k, k〉) =

= {(x, y) ∈ R2 : x ∈ 〈1, k〉 , 0 ≤ y ≤ 1/x2}

(viz obrázek). Množina Ak je zřejmě měřitelná a

ν(Ak) =

∫ k

1

1

x2
dx = 1− 1

k
,

takže

ν(A) = lim
k→∞

(
1− 1

k

)
= 1.

Je vidět, že lze psát ν(A) =
∞∫
1

1

x2
dx.

Někdy je vhodněǰśı k vyšetřováńı měřitelnosti množiny A ⊂ Rn použ́ıt jiné posloupnosti
množin, než jsou intervaly 〈−k, k〉n.
Necht’ (Km)∞m=1 je posloupnost ohraničených měřitelných množin v prostoru Rn taková,
že plat́ı:

(1) K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Km ⊂ . . . ,
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(2) ke každému k ∈ N existuje množina Km tak, že Km ⊃ 〈−k, k〉n.

V tomto př́ıpadě budeme psát Km ⇒ Rn (množiny Km ”
stejnoměrně zaplňuj́ı prostor

Rn“). Je zřejmé, že

Rn =
∞⋃

m=1

Km

a že ke každé množině Km existuje l ∈ N tak, že Km ⊂ 〈−l, l〉n, nebot’ Km je ohraničená
množina.
Př́ıkladem posloupnosti (Km)∞m=1 je posloupnost kouĺı

{p ∈ Rn : |p− p0| ≤ rm},

kde (rm)∞m=1 je rostoućı posloupnost, rm →∞.

Věta 2.8 Necht’ Km ⇒ Rn, kde Km jsou ohraničené měřitelné množiny. Pak množina
A ⊂ Rn je měřitelná, právě když A∩Km je měřitelná množina pro každé m ∈ N. Přitom
plat́ı

ν(A) = lim
m→∞

ν(A ∩Km).

V daľśıch úvahách budeme použ́ıvat následuj́ıćı označeńı:
Necht’ f : Rn → R je libovolná funkce, pak

f+ = max{f, 0} (tzv. kladná část funkce, viz obrázek 2.8 pro funkci jedné proměnné)

f− = max{−f, 0}(tzv. záporná část funkce, viz obrázek 2.9 pro funkci jedné proměnné)

Je zřejmé, že plat́ı f = f+ − f−, |f | = f+ + f−.

f

y

x

+f

y

x

-
f

y

x

Obrázek 2.7: f Obrázek 2.8: f+ Obrázek 2.9: f−

2.9 Integrál neohraničené funkce přes ohraničenou množinu

Teorii nevlastńıch jednorozměrných integrál̊u z BMA1 nelze dost dobře modifikovat pro
funkce v́ıce proměnných. V této teorii byla dosti podstatná uspořádanost oboru reálných
č́ısel. V jednorozměrném př́ıpadě jsme měli jednak absolutně konvergentńı, jednak neab-
solutně konvergentńı integrály. Ve v́ıcerozměrném př́ıpadě budeme uvažovat pouze abso-
lutně konvergentńı integrály. Základńı schéma je toto: Nejdř́ıve se definuje integrál pro
nezáporné funkce. Pro funkce nabývaj́ıćı i záporných hodnot se použije rozklad

f = f+ − f−
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a integrál funkce f se pak definuje vztahem∫
A

fdν =

∫
A

f+dν −
∫

A

f−dν

(Je třeba ř́ıci, že pro neohraničené funkce a množiny nekonečné mı́ry se integrálńı součty
již nehod́ı, limita integrálńıch součt̊u by ve většině př́ıpad̊u neexistovala.)
Necht’ f je nezáporná funkce na ohraničené měřitelné množině A ⊂ Rn. Integrál∫

A

fdν =

∫
A

fdνn

chceme definovat tak, aby byl mı́rou podgrafu P funkce f na A:

P = {(x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Rn+1 : (x1, . . . , xn) ∈ A, 0 ≤ xn+1 ≤ f(x1, . . . , xn)}.

Zvoĺıme metodu
”
uřezáváńı“ podgrafu P . Pro každé přirozené k definujme množinu

Pk = {(x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Rn+1 : (x1, . . . , xn) ∈ A, 0 ≤ xn+1 ≤ f(x1, . . . , xn), 0 ≤ xn+1 ≤ k},

tedy

Pk = P \ {(x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Rn+1 : (x1, . . . , xn) ∈ A, xn+1 > k},

takže jsme
”
odř́ızli“ část podgrafu lež́ıćı nad rovinou xn+1 = k (viz obr. 2.10)

z=4

z=3

z=2

z=1

z

yx

Obrázek 2.10:
”
Uřezáváńı“ podgrafu.
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Přitom

P1 ⊂ P2 ⊂ · · · ⊂ Pk ⊂ . . . ,

∞⋃
k=1

Pk = P.

Pro dostatečně velké k ∈ N je A ⊂ 〈−k, k〉n (A je ohraničená množina), takže pro m ≥ k
je P ∩ 〈−m,m〉n+1 = Pm. Jsou-li tud́ıž množiny Pk měřitelné v Rn+1, je též P měřitelná
množina a

νn+1(P ) = lim
k→∞

νn+1(Pk).

Množina Pk je podgrafem funkce f〈k〉 na A:

f〈k〉 = min{f(p), k} =

{
f(p), je-li f(p) ≤ k,
k, je-li f(p) > k.

Funkce f〈k〉 jsou nezáporné a ohraničené a plat́ı

f〈1〉 ≤ f〈2〉 ≤ · · · ≤ f〈k〉 ≤ · · · ≤ f,

lim
k→∞

f〈k〉(p) = f(p)

pro každé p ∈ A; je-li f ohraničená, je f〈k〉 = f od určitého k0 poč́ınaje.
Jsou-li funkce f〈k〉 integrovatelné, plat́ı∫

A

f〈1〉dν ≤
∫

A

f〈2〉dν ≤ · · · ≤
∫

A

f〈k〉dν ≤ · · · ,

takže existuje limita této posloupnosti. Přitom je

νn+1(Pk) =

∫
A

f〈k〉dν,

takže

νn+1(P ) = lim
k→∞

∫
A

f〈k〉dν.

Chceme-li tud́ıž, aby platilo

νn+1(P ) =

∫
A

fdν

jako v př́ıpadě ohraničené funkce, jev́ı se rozumné definovat integrál nezáporné funkce
takto:

Definice 2.7 I. Necht’ A je ohraničená měřitelná množina a f nezáporná funkce defino-
vaná na A. Jsou-li funkce f〈k〉 (k = 1, 2, . . . ) integrovatelné na A, definujeme∫

A

fdν = lim
k→∞

∫
A

f〈k〉dν (2.9)
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a ř́ıkáme, že tento integrál existuje.
Je-li limita v 2.9 konečná, ř́ıkáme, že

∫
A
fdν konverguje, a funkci f nazýváme inte-

grovatelnou na A. Je-li limita v 2.9 +∞, ř́ıkáme, že
∫

A
fdν diverguje (k +∞).

II. Necht’ f je funkce definovaná na A. Pak definujeme∫
A

fdν =

∫
A

f+dν −
∫

A

f−dν, (2.10)

existuj́ı-li integrály na pravé straně 2.10 a je-li aspoň jeden z nich konečný (rozd́ıl uvažujeme
v R∗). Jsou-li oba integrály konečné, ř́ıkáme, že integrál

∫
A
fdν konverguje, a funkci f

nazýváme integrovatelnou na A. Jsou-li oba integrály nekonečné nebo některý z nich
neexistuje, ř́ıkáme, že

∫
A
fdν neexistuje.

Poznámka. Integrál nezáporné funkce f přes množinu A existuje, právě když existuj́ı
integrály

∫
A
f〈k〉dν. K tomu stač́ı, aby funkce f byla skoro všude spojitá v A.

Př́ıklad 2.9 Zjistěte, pro která p > 0 konverguje integrál

S =

∫∫
A

dxdy

(x2 + y2)p
, A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}

Integrovaná funkce je kladná a spojitá pro (x, y) 6= (0, 0) a tedy neohraničená v libovolném
okoĺı počátku. Plat́ı tedy pro k ∈ N

f〈k〉(x, y) = min{f(x, y), k} =

{
1

(x2+y2)p pro 1
(x2+y2)p ≤ k

k pro 1
(x2+y2)p > k

1

(x2 + y2)p
≤ k ⇔ x2 + y2 ≥

(
1
k

) 1
p - což je vněǰsek kružnic se středem v počátku

1

(x2 + y2)p
> k ⇔ x2 + y2 <

(
1
k

) 1
p - což je vnitřek kružnic se středem v počátku

Položme Ak =
{

(x, y) ∈ R2 :
(

1
k

) 1
p ≤ x2 + y2 ≤ 1

}
A \ Ak =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 <

(
1
k

) 1
p

}
∫∫
A

f〈k〉(x, y)dxdy =

∫∫
Ak

dxdy

(x2 + y2)p
+

∫∫
A\Ak

kdxdy

∫∫
A\Ak

kdxdy = k · ν2(A \ Ak) = k · π ·
(

1
k

) 1
p

lim
k→∞

∫∫
A\Ak

kdxdy = lim
k→∞

k · π
(

1
k

) 1
p =


+∞ pro p > 1
π pro p = 1
0 pro p < 1
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Sk =

∫∫
Ak

dxdy

(x2 + y2)p
=

∣∣∣∣ x = ρ cosϕ
y = ρ sinϕ

∣∣∣∣ =

∫ 2π

0

(∫ 1

( 1
k)

1
2p

ρ · 1

ρ2p
dρ

)
dϕ =

= (pro p 6= 1) =

∫ 2π

0

[
ρ2−2p

2− 2p

]1

( 1
k)

1
p

dϕ = 2π
1

2(1− p)

(
1−

(
1
k

)(1−p)/p
)

lim
k→∞

Sk =

{
π

1−p
pro p < 1

+∞ pro p > 1

Pro p = 1 je Sk =

∫ 2π

0

[ln ρ]1
( 1

k)
1
2

dϕ = 2π
(
− ln

(
1
k

) 1
2

)
= −2π ln

√
1
k
→ +∞

Závěr:∫∫
A

dxdy

(x2 + y2)p
= lim

k→∞

∫∫
A

f〈k〉(x, y)dxdy =

{
π

1−p
pro p < 1

+∞ pro p ≥ 1.

Uved’me nyńı druhý př́ıstup k výpočtu integrálu neohraničené funkce přes ohraničenou
množinu, který je výhodný v př́ıpadě nezáporné neohraničené funkce:
Necht’ X ∈ Rn je bod, (Ak)

∞
1 posloupnost množin z Rn s následuj́ıćımi vlastnostmi:

1) X ∈ Ak pro k = 1, 2, . . .

2) lim
k→∞

dk = 0 (dk je pr̊uměr množiny Ak, tj. dk = sup
(X,Y )∈Ak

ρ(X,Y ).)

Pak posloupnost (Ak)
∞
1 nazveme zužuj́ıćı posloupnost́ı k bodu X.

Necht’ M je měřitelná, ohraničená oblast, M ⊂ Rn, X ∈ M . Dále necht’ f : M → Rn je
neohraničená na nějakém okoĺı bodu X, ale ohraničená a integrovatelná na každé množině
M\A, kde A je měřitelná oblast obsahuj́ıćı bodX. Jestliže pro každou zužuj́ıćı posloupnost
(Ak)

∞
1 k bodu X měřitelných množin Ak existuje

lim
k→∞

∫
M\Ak

f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn = I, pak

∫
M

f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn = I.

Lze dokázat, že v př́ıpadě nezáporné funkce stač́ı vyšetřit existenci limity pro jednu
zužuj́ıćı posloupnost.
Tedy v předcházej́ıćım př́ıkladě, jelikož f je na A kladná, stač́ı zvolit zužuj́ıćı posloupnost
(Ak)

∞
1 k bodu (0, 0) ve tvaru

Ak = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1
k
},

tedy A \ Ak = {(x, y) ∈ R2 : 1
k
≤ x2 + y2 ≤ 1} a bude platit∫∫

A

dxdy

(x2 + y2)p
= lim

k→∞

∫∫
A\Ak

dxdy

(x2 + y2)p

Ověřte si výpočtem, že výsledek je totožný s výsledkem př́ıkladu 2.9.
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2.10 Integrál funkce přes neohraničenou měřitelnou množinu

Necht’ A ⊂ Rn je měřitelná množina, která nemuśı být ohraničená, f funkce definovaná
na A.
Nejdř́ıve budeme definovat integrál pro př́ıpad, že f je na A nezáporná. Chceme opět, aby
integrál byl mı́rou podgrafu funkce f . Tentokrát budeme podgraf

”
uřezávat ze stran“, aby

podstava podgrafu byla ohraničená množina.
Necht’ Ak = A ∩ 〈−k, k〉n,množina Ak je pro každé k ∈ N ohraničená a měřitelná, má
zřejmě konečnou mı́ru. Přitom

A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ Ak ⊂ . . . , A =
∞⋃

k=1

Ak.

Existuje-li pro každé k ∈ N integrál
∫

Ak
fdν, plyne z nezápornosti funkce f ,že∫

A1

fdν ≤
∫

A2

fdν ≤ · · · ≤
∫

Ak

fdν ≤ · · · ;

existuje tedy limita posloupnosti těchto integrál̊u.

Definice 2.8 Je-li f nezáporná funkce na měřitelné množině A a existuj́ı-li integrály∫
Ak
fdν, kde Ak = A ∩ 〈−k, k〉n, (k = 1, 2, . . . ), definujeme∫

A

fdν = lim
k→∞

∫
Ak

fdν

a ř́ıkáme, že tento integrál existuje.
Je-li tato limita konečná, ř́ıkáme, že

∫
A
fdν konverguje, a funkci f nazýváme integro-

vatelnou na A. Je-li limita +∞, ř́ıkáme, že
∫

A
fdν diverguje (k +∞).

Nabývá-li f na množině A i záporných hodnot, definujeme integrál
∫

A
fdν úplně stejně

jako v II. části definice odst. 2.9.

Poznámka. Integrál nezáporné funkce existuje např. tehdy, je-li funkce f skoro všude
spojitá na A.

V definici integrálu nezáporné funkce jsme se omezili na speciálńı množiny Ak (viz definici
mı́ry v odst. 2.8). Mı́sto nich můžeme vźıt množiny A ∩ Km, kde Km ⇒ Rn (viz odst.
2.9). To nám umožňuje tato věta:

Věta 2.9 Necht’ Km, (m = 1, 2, . . . ) jsou ohraničené měřitelné množiny a Km ⇒ Rn.
Necht’ f je nezáporná funkce na A. Integrály

∫
Ak
fdν (k = 1, 2, . . . ) existuj́ı, právě když

existuj́ı integrály
∫

A∩Km
fdν (m = 1, 2, . . . ), přičemž plat́ı∫

A

fdν = lim
m→∞

∫
A∩Km

fdν.
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Př́ıklad 2.10 Vypočtěte integrál∫∫
x2+y2≥1

dxdy

(x2 + y2)p
, p > 0

a zjistěte, pro která p > 0 konverguje.

Integrand je kladná spojitá funkce, daný integrál tedy existuje. Je třeba zjistit, kdy bude
mı́t konečnou hodnotu. Vzhledem k

”
tvaru“ integračńıho oboru A i k

”
tvaru“ integrované

funkce se nab́ıźı možnost volit množiny Km = {(x, y) ∈ R2 : x2+y2 ≤ m2} (m = 1, 2, . . . ).
Zřejmě Km ⇒ R2 a množiny A∩Km jsou pro m > 1 mezikruž́ı. Je vhodné zavést polárńı
souřadnice.∫∫

A∩Km

dxdy

(x2 + y2)p
=

∫∫
1≤x2+y2≤m2

dxdy

(x2 + y2)p
=

∫ π

−π

(∫ m

1

ρ

ρ2p
dρ

)
dϕ =

=

{
2π lnm pro p = 1

π
p−1

(
1− 1

m2(p−1)

)
pro p 6= 1.

Odtud∫∫
x2+y2≥1

dxdy

(x2 + y2)p
= lim

m→∞

∫∫
A∩Km

dxdy

(x2 + y2)p
=

{
π

p−1
pro p > 1

+∞ pro p ≤ 1.

Daný integrál konverguje pouze pro p > 1 a má hodnotu π
p−1

.

Př́ıklad 2.11 Vypočtěte integrál

S =

∫∫
R2

e−(x2+y2)dxdy.

Integrovaná funkce je kladná spojitá funkce, daný integrál tedy existuje. Přitom podle
definice je

S = lim
k→∞

∫∫
〈−k,k〉×〈−k,k〉

e−(x2+y2)dxdy = lim
k→∞

(∫ k

−k

e−x2

dx ·
∫ k

−k

e−y2

dy

)
=

= lim
k→∞

(∫ k

−k

e−x2

dx

)2

=

(∫ ∞

−∞
e−x2

dx

)2

.

Podle uvedené věty je však také

S = lim
k→∞

∫∫
x2+y2≤k2

e−(x2+y2)dxdy

a po zavedeńı polárńıch souřadnic dostaneme

S = lim
k→∞

∫ π

−π

(∫ k

0

ρ e−ρ2

dρ

)
dϕ = 2π

∫ ∞

0

ρ e−ρ2

dρ = π

∫ ∞

0

e−tdt = π.

Je tedy
∫∞
−∞ e−x2

dx =
√
π.
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Př́ıklad 2.12 Vypočtěte
∫∫
A

xy e−x2−y2
dxdy, A = 〈0,∞)× 〈0,∞) .

I. Jelikož f(x, y) je nezáporná funkce, stač́ı vźıt posloupnost čtvrtkruh̊u (Kk)
∞
1 se středem

v počátku, které stejnoměrně zaplňuj́ı množinu A.

Kk = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ k2, x ≥ 0, y ≥ 0}∫∫
Kk

xy e−x2−y2

dxdy =

∣∣∣∣ x = ρ cosϕ
y = ρ sinϕ

∣∣∣∣ =

∫ k

0

(∫ π
2

0

ρ2 cosϕ sinϕ · ρ · e−ρ2

dϕ

)
dρ =

= 1
2

∫ k

0

[
−cos 2ϕ

2

]π
2

0

ρ3e−ρ2

dρ = 1
2

∫ k

0

ρ3 · e−ρ2

dρ =

∣∣∣∣ ρ2 = t
2ρdρ = dt

∣∣∣∣ =

= 1
4

∫ k2

0

t · e−tdt = 1
4

[
−t e−t − e−t

]k2

0
= 1

4

(
−k2 − 1

ek2 + 1

)
∫∫
A

xy e−x2−y2

dxdy = lim
k→∞

∫∫
Kk

xy e−x2−y2

dxdy = lim
k→∞

1
4

(
1− k2 + 1

ek2

)
=

1

4

II. Provedeme výpočet postupnou integraćı:∫∫
A

xy e−x2−y2

dxdy = lim
a→∞

∫ a

0

(
lim
b→∞

∫ b

0

xy e−x2−y2

dx

)
dy =

= lim
a→∞

(
lim
b→∞

[
−1

2
y e−x2−y2

]b
0

)
dy = lim

a→∞

∫ a

0

lim
b→∞

(
−1

2
y e−b2−y2

+ 1
2
y e−y2

)
dy =

= lim
a→∞

1
2

∫ a

0

y e−y2

dy = lim
a→∞

[
−1

4
e−y2

]a
0

=
1

4

Cvičeńı

Vypočtěte uvedené nevlastńı integrály

Př́ıklad 1
∫∫
A

1√
x2+y2

dxdy, A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ x} [2]

Př́ıklad 2
∫∫
A

e
x
y dxdy, A je množina ohraničená křivkami y = 0, y = 1,

x = 0, y =
√
x. [1

2
]

Př́ıklad 3
∫∫
A

ln 1√
x2+y2

dxdy, A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} [π
2
]

Př́ıklad 4
∫∫
R2

dxdy
1+x2+y2 dxdy [Diverguje.]

Př́ıklad 5
∫∫
A

e−(x+y) dxdy, A = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ y, 0 < y <∞} [1
2
]

Př́ıklad 6
∫∫∫
A

1
x1/3y1/4z1/5 dxdydz, A = 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 [5

2
]

Př́ıklad 7
∫∫∫
R3

e−(x2+y2+z2) dxdydz
[π3/2]

Př́ıklad 8
∫

Rn

e−x2
1−x2

2−···−x2
n dx1dxn . . . dxn [

√
πn]
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3 Křivkové a plošné integrály

3.1 Křivky v Rn

Intuitivně jasný pojem křivky je třeba v matematice přesně definovat. To lze udělat mnoha
zp̊usoby, které nemuśı být všechny ekvivalentńı. Pro naše účely postač́ı omezit se na kom-
paktńı křivky takové, které se daj́ı složit z tzv. regulárńıch oblouk̊u. Takový oblouk
si můžeme představit, že vznikne pružnou deformaćı elastické tyčinky (úsečky); tato de-
formace je popsána zobrazeńım jistých vlastnost́ı, které nazýváme parametrizaćı daného
oblouku. S pojmem parametrizece jsme se seznámili již dř́ıve. Abychom nemuseli disku-
tovat zvlášt’ př́ıpady křivek v R2 a v R3, budeme pracovat v prostoru Rn.

Necht’ je dáno zobrazeńı ϕ : 〈α, β〉 → Rn, 〈α, β〉 ⊂ R. Toto zobrazeńı je určeno n-tićı
reálných funkćı ϕi : 〈α, β〉 → R, i = 1, . . . , n. Ṕı̌seme jako obvykle

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) .

Zobrazeńı ϕ nazýváme parametrizaćı množiny ϕ(〈α, β〉) a rovnici

p = ϕ(t), t ∈ 〈α, β〉 (3.1)

nazýváme parametrickou rovnićı množinyϕ(〈α, β〉); v souřadnicovém tvaru pak ṕı̌seme
mı́sto 3.1

x1 = ϕ1(t)
x2 = ϕ2(t)

...
xn = ϕn(t)

 t ∈ 〈α, β〉 (3.2)

(p = (x1, . . . , xn)) a rovnice 3.2 nazýváme parametrickými rovnicemi množinyϕ(〈α, β〉);
proměnnou t nazýváme parametrem. Množinaϕ(〈α, β〉) může být dosti složitá, neklademe-
li na ϕ daľśı omezuj́ıćı podmı́nky. I při spojitém zobrazeńı mohou body ϕ(t) vyplnit
v Rn až n-rozměrnou množinu (např. čtverec v R2 či krychli v R3), ačkoli se zdá, že
při jediném reálném parametru t by měla být množina ϕ(〈α, β〉) z intuitivńıho hlediska
jednorozměrná. Je proto třeba učinit o ϕ daľśı předpoklady.

Definice 3.1 Množina A ⊂ Rn, (n ≥ 2) se nazývá hladký oblouk v Rn, existuje-li prosté
zobrazeńı ϕ : 〈α, β〉 → Rn tř́ıdy C1 (tj. ϕ má spojitou derivaci) takové, že ϕ′(t) 6= o pro
každé t ∈ 〈α, β〉 a ϕ(〈α, β〉) = A.
Zobrazeńı ϕ se nazývá (regulárńı) parametrizace oblouku A.

Vyjádř́ıme-li ϕ v kartézském tvaru, tedy např. pro n = 3

−→r (t) = ϕ1(t)i + ϕ2(t)j + ϕ3(t)k,

hovoř́ıme o vektorové rovnici oblouku A.

Necht’ ϕ : 〈α, β〉 → Rn je regulárńı parametrizace oblouku A. Necht’ g : 〈α′, β′〉 → R je
funkce, která zobrazuje interval 〈α′, β′〉 na interval 〈α, β〉 a má v intervalu 〈α′, β′〉 spojitou
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derivaci, jež je v každém bodě tohoto intervalu r̊uzná od nuly. Takovou funkci budeme
dále nazývat transformaćı parametru. Zobrazeńı

ψ = ϕ ◦ g : 〈α′, β′〉 → Rn

je rovněž regulárńı parametrizaćı oblouku A; ř́ıkáme, že parametrizace ψ vznikla z pa-
rametrizace ϕ transformaćı g.
(Zřejmě ψ(〈α′, β′〉) = ϕ(〈α, β〉), ψ je prosté zobrazeńı, spojitost a nenulovost derivace ψ′

plyne z pravidla pro derivováńı složeného zobrazeńı: ψ′(s) = ϕ′(g(s))g′(s), s ∈ 〈α′, β′〉. )
Oblouk má tedy nekonečně mnoho (regulárńıch) parametrizaćı. Vezmeme-li některou jeho
parametrizaci, dostaneme z ńı každou daľśı parametrizaci vhodnou transformaćı parame-
tru. To plyne z tohoto tvrzeńı:
Jsou-li ϕ : 〈α, β〉 → Rn, ψ : 〈α′, β′〉 → Rn dvě regulárńı parametrizace téhož oblouku A,
je funkce g

g(s) = ϕ−1(ψ(s)), s ∈ 〈α′, β′〉 ,

transformaćı parametru a ψ = ϕ ◦ g.
Je-li transformace parametru g rostoućı funkce, ř́ıkáme, že ϕ,ψ jsou souhlasné para-
metrizace; je-li g klesaj́ıćı, ř́ıkáme, že ϕ,ψ jsou nesouhlasné.
Speciálně, parametrizace

ϕ : 〈α, β〉 → Rn, ψ : 〈−β,−α〉 → Rn, ψ(t) = ϕ(−t)

jsou nesouhlasné parametrizace, nazývaj́ı se opačné.

Př́ıklad 3.1 Uvažujme parametrické rovnice oblouku A tvaru

A

y

x4 9

ϕ : x = t
y = t

t ∈ 〈4, 9〉

Jedná se tedy o úsečku lež́ıćı na př́ımce y = x (viz obrázek).
Tedy ϕ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t)) = (t, t), ϕ : 〈4, 9〉 → R2

V našem př́ıpadě 〈α, β〉 = 〈4, 9〉.

1) Zvolme transformaci parametru g1 : 〈2, 3〉 → 〈4, 9〉 (tj. 〈α′, β′〉 = 〈2, 3〉), g1(s) = s2

Jinou parametrizaci ψ1 dostaneme následovně:

ψ1(s) = (ϕ ◦ g1)(s) = ϕ(g1(s)) = ϕ(s2) = (s2, s2)

Tedy ψ1 : x = s2

y = s2 t ∈ 〈2, 3〉

je také parametrizace úsečky A.
2) Zvolme nyńı transformaci parametru g2 : 〈16, 81〉 → 〈4, 9〉 (tj. 〈α′, β′〉 = 〈16, 81〉),
g2(u) =

√
u
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Takže daľśı parametrizace je tvaru

ψ2(u) = (ϕ ◦ g2)(u) = ϕ(g2(u)) = ϕ(
√
u) = (

√
u,
√
u)

a zřejmě ψ2 : x =
√
u

y =
√
u

t ∈ 〈16, 81〉

je opět parametrizace úsečky A. Jelikož jak g1, tak g2 jsou rostoućı funkce, ϕ,ψ1,ψ2 jsou
souhlasné parametrizace.

Pojmy, které se vztahuj́ı k oblouku a jež nezávisej́ı na parametrizaci, jsou geometrickými
pojmy. Je to např. pojem krajńıho bodu oblouku.
Krajńımi body oblouku A jsou body a, b takové, že pro některou parametrizaci
ϕ : 〈α, β〉 → Rn oblouku A je ϕ(α) = a, ϕ(β) = b. Množina ∂A = {a, b} se nazývá okraj
oblouku, množina A \ ∂A se nazývá (geometrický) vnitřek oblouku A (pozor, nejde
o vnitřek množiny A v Rn, jak by definován v kap. 1 , to je ovšem prázdná množina).
Daľśı pojem, který nezáviśı na parametrizaci, je pojem jednotkového tečného vektoru
oblouku.
Je-li p = ϕ(t) libovolný bod oblouku A, pak v něm existuj́ı právě dva jednotkové tečné
vektory:

ϕ′(t)

|ϕ′(t)|
, − ϕ′(t)

|ϕ′(t)|
. (3.3)

O prvńım z nich řekneme, že je indukován parametrizaćı ϕ. Je-li ψ daľśı parametrizace
oblouku A a je-li p = ϕ(t) = ψ(s) , pak indukované jednotkové tečné vektory

ϕ′(t)

|ϕ′(t)|
,

ψ′(s)

|ψ′(s)|

jsou si rovny, jde-li o souhlasné parametrizace, a jsou opačné, jde-li o nesouhlasné para-
metrizace. (To se snadno dokáže, použijeme-li vzorec pro derivováńı složeného zobrazeńı
ψ = ϕ ◦ g, kde g je transformace parametru.)

Orientace oblouku
Necht’ A ⊂ Rn je oblouk a ϕ = ϕ(t) : 〈α, β〉 → Rn některá jeho parametrizace.
Interpretujeme-li parametr t jako čas, pak p = ϕ(t) je poloha pohybuj́ıćıho se bodu
v okamžiku t. Bod a = ϕ(α) je v tomto př́ıpadě počátečńı poloha a b = ϕ(β) koncová
poloha pohybuj́ıćıho se bodu.
Jestliže měl pohybuj́ıćı se bod v čase t1 polohu p1 = ϕ(t1) a v čase t2 > t1 polohu
p2 = ϕ(t2), je přirozené ř́ıci, že p2 je za p1 (nebo také, že p1 je před p2), a ṕı̌seme p2 � p1

(nebo p1 ≺ p2).
Tedy

p1, p2 ∈ A : p1 ≺ p2 ⇔ t1 = ϕ−1(p1) < t2 = ϕ−1(p2).

T́ım jsme zavedli na A relaci ≺, která je uspořádáńım v množině A.
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p

b

a

A

O tomto uspořádáńı řekneme, že určuje orientaci ob-
louku A, a oblouk s t́ımto uspořádáńım nazveme oriento-
vaným obloukem. Budeme jej značit A. O parametrizaci
ϕ ř́ıkáme, že určuje orientaci oblouku A nebo že sou-
hlaśı s orientaćı A. (Ř́ıkáme též, že orientace je dána
r̊ustem parametru dané parametrizace.)
Pro každý bod p ∈ A, p 6= a, p 6= b, zřejmě plat́ı a ≺ p ≺ b
(viz obr.).
Bod a = ϕ(α), resp. b = ϕ(β) nazveme počátečńım,
resp. koncovým bodem orientovaného oblouku A.

Jestliže parametrizace ϕ souhlaśı s orientaćı A a je-li ϕ1 parametrizace souhlasná s ϕ,
pak ϕ1 rovněž souhlaśı s orientaćı A.
Dále plat́ı: Je-li ≺−1 inverzńı relace k ≺, pak určuje rovněž orientaci oblouku A, která
se nazývá opačná; oblouk A s t́ımto uspořádáńım nazýváme opačně orientovaným
obloukem k oblouku A. Označ́ıme jej −A.
Z předchoźıho výkladu plyne, že orientace oblouku je určena t́ım, který z krajńıch
bod̊u prohláśıme za počátečńı a který za koncový. Dále je zřejmé, že jsou možné
právě dvě orientace oblouku, nebot’ všechny parametrizace oblouku lze rozdělit do
dvou tř́ıd tak, že v jedné tř́ıdě jsou všechny parametrizace souhlasné a libovolné dvě
parametrizace z r̊uzných tř́ıd jsou nesouhlasné. Parametrizace z jedné tř́ıdy určuj́ı vždy
tutéž orientaci, parametrizace z druhé tř́ıdy určuj́ı pak orientaci opačnou.

Orientace oblouku úzce souviśı s volbou jednotkového tečného pole.
Jednotkové tečné pole oblouku A ⊂ Rn je spojité vektorové pole −→τ : A → V (Rn)
takové, že τ (p) je jednotkový tečný vektor oblouku A v bodě p ∈ A.
Na oblouku existuj́ı právě dvě jednotková tečná pole−→τ a−−→τ , která jsou navzájem opačná
(viz obr. 3.1 a 3.2)

b

a

b

a

Obrázek 3.1: Jednotkové tečné pole... Obrázek 3.2: ...a pole k němu opačné

Je-li ϕ : 〈α, β〉 → Rn parametrizace oblouku A, která souhlaśı se zvolenou orientaćı A,
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nazýváme jednotkové tečné pole definované vztahem

−→τ (p) =
ϕ′ (ϕ−1(p))

|ϕ′ (ϕ−1(p)) |
, p ∈ A, (3.4)

(viz 3.3) orientuj́ıćım polem oblouku A. Orientovaný oblouk A je účelné chápat jako
dvojici

(
A,−→τ

)
, oblouk −A jako dvojici

(
A,−−→τ

)
.

Př́ıklad 3.2 Necht’ A je polokružnice v R2 poloměru R se středem v počátku, lež́ıćı v po-
lorovině {(x, y) ∈ R2; y ≥ 0} (viz obrázek). Zvolme orientaci A tak, aby bod a = (R, 0)
byl počátečńı, bod b = (−R, 0) koncový.

τ (p)

p

R

b=(-R,0) a=(R,0)

y

x

Parametrizace, která souhlaśı s touto orientaćı, je
např. ϕ(t) = (R cos t, R sin t), t ∈ 〈0, π〉.
Je ϕ′(t) = (−R sin t, R cos t), |ϕ′(t)| = R,
ϕ′(t)/|ϕ′(t)| = (− sin t, cos t).
Je-li p = (x, y) ∈ A, x = R cos t, y = R sin t,
je −→τ = (− y

R
, x

R
), kde p = (x, y) ∈ A.

Pole −→τ je orientuj́ıćı pole.

V předmětu BMA1 jsme se seznámili s pojmem délky oblouku. Každý hladký oblouk
A ⊂ Rn má konečnou délku s(A). Je-li ϕ : 〈α, β〉 → Rn libovolná parametrizace oblouku
A, pak

s(A) =

∫ β

α

|ϕ′(t)| dt.

Př́ıklad 3.3 Necht’ A = ϕ(〈0, 4π〉), kde

ϕ : 〈0, 4π〉 → R3 , ϕ(t) = (a cos t, a sin t, bt), a > 0, b > 0.

x
y

z

A jsou dva závity šroubovice na rotačńım válci x2 + y2 = a2

(viz obrázek).
Tedy

ϕ′(t) = (−a sin t, a cos t, b)

|ϕ′(t)| =
√
a2 sin2 t+ a2 cos2 t+ b2 =

√
a2 + b2 6= 0.

Zobrazeńı ϕ je tř́ıdy C1, má nenulovou derivaci a je prosté
(všimněte si třet́ı komponenty), je tedy regulárńı parametrizaćı
oblouku A a plat́ı

s(A) =

∫ β

α

|ϕ′(t)| dt =

∫ 4π

0

√
a2 + b2 dt = 4π

√
a2 + b2.
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Hladké oblouky jsou nejjednodušš́ı jednorozměrné útvary v Rn. Složitěǰśı jednorozměrné
útvary lze tvořit z oblouk̊u. Můžeme-li oblouky spojovat, vznikne křivka. Představ́ıme-li
si křivku, jak vzniká souvislým tahem hrotu tužky na paṕı̌re jako postupné vytvářeńı
oblouk̊u, aniž by některý oblouk byl proběhnut v́ıce než jednou, můžeme definovat křivku
takto:

Definice 3.2 Množinu C ⊂ Rn nazveme (po částech hladkou) křivkou, existuje-li
konečná posloupnost oblouk̊u v Rn

(A1, A2, . . . , Ar), (r ≥ 1) (3.5)

a konečná posloupnost bod̊u

(a0, a1, . . . , ar) (3.6)

tak, že plat́ı

(1) Ai je oblouk s krajńımi body ai−1, ai (ai−1 6= ai) (i = 1, . . . , r)

(2) libovolné dva oblouky Ai, Aj (i 6= j) maj́ı společné nejvýše krajńı body

(3) C =
r⋃

i=1

Ai.

Je-li kromě podmı́nek (1) až (3) splněna ještě podmı́nka

(4) Ai ∩ Aj ∩ Ak = ∅ pro i 6= j 6= k 6= i (tj. každý z bod̊u ai je krajńım bodem nejvýše
dvou oblouk̊u),

nazveme křivku C jednoduchou (též prostou nebo neprot́ınaj́ıćı se) křivkou.
Je-li splněna podmı́nka

(5) a0 = ar,

nazveme C uzavřenou křivkou.
Soubor (A1, A2, . . . , Ar) nazveme rozkladem křivky C. Jednoduchá křivka C, pro nǐz
a0 6= ar, se nazývá po částech hladký oblouk, body a0, ar krajńı body oblouku C.

Z podmı́nky (1) vyplývá, že ai ∈ Ai ∩ Ai+1, což znamená, že oblouky Ai, Ai+1 se spojuj́ı
v bodě ai.

Definice 3.3 Bod p ∈ C nazýváme regulárńım bodem křivky C, existuje-li otevřené
okoĺı U(p) tak, že U(p)∩C je hladký oblouk, v opačném př́ıpadě se p nazývá singulárńı
bod křivky C.

Singulárńımi body mohou být nejvýše body ai (i = 0, . . . , n). Jednoduchá křivka bez
singulárńıch bod̊u se nazývá hladká. Hladký oblouk je zřejmě speciálńı př́ıpad jednoduché
hladké křivky. Př́ıkladem jednoduché hladké uzavřené křivky je např. kružnice.
Podle definice křivky jsou z geometrických útvar̊u na obr. 3.3 křivkami pouze útvary
(a),(b),(c), přitom křivka (b) je jednoduchá uzavřená křivka.
Délkou křivky C s rozkladem 3.5 nazýváme č́ıslo

s(C) =
r∑

i=1

s(Ai).

Pomoćı zjemněńı se snadno dokáže, že č́ıslo s(C) nezáviśı na rozkladu křivky C na oblouky.
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Obrázek 3.3: Př́ıklady útvar̊u, které jsou ((a),(b),(c)) a nejsou ((d),(e),(f)) křivkami

3.2 Neorientovaný křivkový integrál v Rn

Necht’ C ⊂ Rn je křivka. Tak jako při výstavbě n-rozměrného integrálu v Rn měly základńı
význam n-rozměrné intervaly a jejich objem, maj́ı při výstavbě křivkového integrálu ana-
logický význam oblouky, jejich délka a tzv. stupňovité funkce na C.

Definice 3.4 Stupňovitou funkćı na C nazveme takovou funkci f : C → R, k ńı̌z
existuje rozklad C na oblouky (A1, . . . , Ak) takový, že na každém vnitřku oblouku Ai je f
konstantńı. Je-li ai hodnota funkce f na vnitřku oblouku Ai (i = 1, . . . , k), pak integrál
stupňovité funkce f po křivce C definujeme vztahem∫

C

f ds =
k∑

i=1

ais(Ai) , (3.7)

kde s(Ai) je délka oblouku Ai (i = 1, . . . , k).

Řekneme, že N ⊂ C je nulová množina na C (množina křivkové mı́ry 0), existuje-li
k libovolnému ε > 0 konečná posloupnost oblouk̊u A′

j, j = 1, . . . , k, A′
j ⊂ C, pokrývaj́ıćı

N a taková, že
∑k

j=1 s(A
′
j) < ε.
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Nulové množiny na C maj́ı tytéž vlastnosti jako nulové množiny v Rn (vzhledem k n-
rozměrné geometrické mı́̌re νn). Nulovou množinou na C je každá konečná množina.
Označme E(C) množinu všech stupňovitých funkćı na C a necht’ E(C) je množina všech
reálných funkćı definovaných skoro všude na C, pro něž plat́ı:
Ke každé funkci f ∈ E(C) existuje neklesaj́ıćı posloupnost stupňovitých funkćı (fk)

∞
k=1

tak, že fk → f skoro všude na C. Pro takovou funkci definujeme∫
C

f ds = lim
k→∞

∫
fk ds

V množině E(C) se nedá obecně odč́ıtat ani násobit zápornou konstantou. Provedeme
proto ještě jedno rozš́ı̌reńı, a to tvořeńım rozd́ıl̊u funkćı z E(C).
Označme L(C) množinu všech reálných funkćı definovaných skoro všude na C, pro něž
plat́ı:
Ke každé funkci f ∈ L(C) existuj́ı funkce g, h ∈ E(C) takové, že f = g − h skoro všude
na C, přičemž aspoň jeden z integrál̊u

∫
C
g ds,

∫
C
h ds je konečný. Pro takovou funkci f

definujeme∫
C

f ds =

∫
C

g ds−
∫

C

h ds

Jestliže
∫

C
f ds je konečný, ř́ıkáme, že f má na C konvergentńı integrál nebo že f je

integrovatelná na C a ṕı̌seme f ∈ L(C) (L(C) je tedy množina všech integrovatelných
funkćı na C.)
Plat́ı

E(C) ⊂ E(C) ⊂ L(C), E(C) ⊂ L(C) ⊂ L(C).

Aby uvedená definice byla korektńı, je zřejmé, že
∫

C
f ds nesmı́ záviset na vyjádřeńı f

pomoćı funkćı z množiny E(C). (Viz [?])

Integrál takto vybudovaný se nazývá neorientovaný křivkový integrál na C.
Integrál funkce f : C → R přes podmnožinu M ⊂ C definujeme vztahem∫

M

f ds =

∫
C

fχM ds,

existuje-li integrál vpravo (χM je charakteristická funkce množiny M).

Vlastnosti neorientovaného křivkového integrálu jsou stejné jako vlastnosti n-
rozměrného integrálu v Rn. Zejména pak plat́ı věta:

Věta 3.1 Je-li (A1, . . . , Ak) rozklad C, pak∫
C

f ds =
k∑

i=1

∫
Ai

f ds, (3.8)

má-li alespoň jedna strana smysl.

Postačuj́ıćı podmı́nku konvergence křivkového integrálu dává věta:
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Věta 3.2 Necht’ N ⊂ C je nulová množina a necht’ f je spojitá na C \N a ohraničená.
Pak

∫
C
f ds konverguje.

Vzorec 3.8 ukazuje, že budeme-li umět poč́ıtat integrál po oblouku, budeme umět poč́ıtat
integrál i po libovolné křivce.
Necht’ A ⊂ Rn je oblouk, ϕ : 〈α, β〉 → Rn jeho parametrizace. Necht’ nejdř́ıve f : A→ R
je stupňovitá funkce taková, že f nabývá hodnotu ai na vnitřku oblouku Ai (i = 1, . . . , k),
kde (A1, . . . , Ak) je rozklad oblouku A.
Oblouky Ai můžeme uspořádat tak, aby parametrizace oblouku Ai byla

ϕi : 〈ti−1, ti〉 → Rn (i = 1, . . . , k),

kde t0 = α, tk = β, ϕi = ϕ| 〈ti−1, ti〉. Potom

s(Ai) =

∫ ti

ti−1

|ϕ′i(t)| dt =

∫ ti

ti−1

|ϕ′(t)| dt.

Použijeme-li 3.7, dostaneme∫
A

f ds =
k∑

i=1

ai

∫ ti

ti−1

|ϕ′(t)| dt =
k∑

i=1

∫ ti

ti−1

ai|ϕ′(t)| dt. (3.9)

Pro t ∈ (ti−1, ti) je ϕ(t) vnitřńım bodem oblouku Ai, takže f(ϕ(t)) = ai. Můžeme proto
3.9 psát ve tvaru∫

A

f ds =
k∑

i=1

∫ ti

ti−1

f(ϕ(t))|ϕ′(t)| dt =

∫ β

α

f(ϕ(t))|ϕ′(t)| dt.

Plat́ı tedy pro stupňovitou funkci f na oblouku A vzorec∫
A

f ds =

∫ β

α

f(ϕ(t))|ϕ′(t)| dt. (3.10)

Limitńım procesem a použit́ım linearity integrálu zjist́ıme, že 3.10 plat́ı pro každou in-
tegrovatelnou funkci na A a naopak, konverguje-li integrál vpravo v 3.10, je f in-
tegrovatelná na A a plat́ı 3.10. Přitom integrál vpravo konverguje, právě když funkce
f ◦ϕ : t 7→ f(ϕ(t)) je integrovatelná na 〈α, β〉 (omezujeme se zde pouze na konvergentńı
integrál, nebot’ pro aplikace to zcela postač́ı). Plat́ı tedy:

Věta 3.3 Necht’ A je oblouk v Rn, ϕ : 〈α, β〉 → Rn jeho parametrizace. Pak f je integro-
vatelná na A, právě když funkce f ◦ϕ je integrovatelná na 〈α, β〉 a plat́ı vzorec 3.10.

Je-li f nezáporná funkce na křivce C ⊂ Rn, udává
∫

C
f(x, y) ds obsah části válcové plochy

s ř́ıd́ıćı křivkou C shora ohraničené funkćı f (viz obr. 3.4).
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z=f(x,y)

C

z

yx

Obrázek 3.4: Geometrický význam neorientovaného křivkového integrálu

Př́ıklad 3.4 Vypočtěte
∫

C
x ds, kde křivka C se skládá z oblouku A1 paraboly y = x2,

x ∈ 〈0, 1〉 a z úsečky A2 : y = x, x ∈ 〈0, 1〉, C = A1 ∪ A2 (viz obrázek).

2

1

A

A

(1,1)

(0,0)

y

x

Parametrizace oblouku A1 je ϕ1(t) = (t, t2), t ∈ 〈0, 1〉
Parametrizace oblouku A2 je ϕ2(t) = (t, t), t ∈ 〈0, 1〉.
Přitom ϕ′1(t) = (1, 2t), |ϕ′1(t)| =

√
1 + 4t2,

ϕ′2(t) = (1, 1), |ϕ′2(t)| =
√

2, f(ϕ1(t)) = t, f(ϕ2(t)) = t.

Tedy

∫
C

x ds =

∫
A1

x ds+

∫
A2

x ds =

∫ 1

0

t ·
√

1 + 4t2 dt+

+

∫ 1

0

t ·
√

2 dt =
5
√

5− 1

12
+

√
2

2

Cvičeńı

Př́ıklad 1 Vypočtěte
∫

C
1

x−y
ds, kde C je úsečka AB, A = (0,−2), B = (4, 0).

[
√

5 ln 2]

Př́ıklad 2 Vypočtěte
∫

C
(x + y) ds, kde C je obvod trojúhelńıka s vrcholy A = (1,−1),

B = (2,−1), C = (1, 0). [1 +
√

2]

Př́ıklad 3 Vypočtěte
∫

C
x ds, kde C je oblouk AB paraboly y = x2, A = (2, 4), B = (1, 1).

[(17
√

17− 5
√

5)/12]

Př́ıklad 4 Vypočtěte
∫

C
xy ds, kde C je obvod obdélńıka ohraničeného př́ımkami x = 0,

x = 4, y = 0, y = 2.
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[24]

Př́ıklad 5 Vypočtěte
∫

C
xyz ds, kde C je křivka x2 + y2 = a2, z = 2. [0]

Př́ıklad 6 Vypočtěte obsah pláště plochy ohraničené zdola rovinou z = 0, jej́ı̌z ř́ıd́ıćı
křivka C lež́ı v rovině z = 0, kterou vyt́ıná plocha z = f(x, y)

a) C : y = 3
8
x2, x ∈ 〈0, 4〉, f : z = x. [16

27
(10

√
10− 1)]

b) C : x2 + y2 = r2, f : z = mx, m > 0. [2mr2]

c) C : x2 + y2 = rx, r > 0, f : x2 + y2 = z2. [2r2]

3.3 Orientovaný křivkový integrál

Uvažujme orientovaný oblouk A; budeme jej dále poj́ımat jako dvojici (A,−→τ ), kde −→τ je
orientuj́ıćı tečné pole na A. Orientovaný oblouk A1 = (A1,

−→τ 1) nazveme orientovaným
podobloukem orientovaného oblouku A = (A,−→τ ), jestliže A1 ⊂ A a −→τ 1 = −→τ |A1.
Řekneme, že orientovaný oblouk A je součtem orientovaných oblouk̊u A1,A2, a
ṕı̌seme A = A1 + A2, jestliže {A1, A2} je rozklad oblouku A. Je-li A = (A,−→τ ), A1 =
(A1,

−→τ 1), A2 = (A2,
−→τ 2), pak A = A1 ∪ A2,

−→τ 1 = −→τ |A1,
−→τ 2 = −→τ |A2.

Analogicky definujeme, že orientovaný oblouk A je součet orientovaných oblouk̊u A1, . . . ,Ak.
Ṕı̌seme A = A1 + · · ·+ Ak.
Zřejmě plat́ı: Je-li A = A1 + A2, pak −A = (−A1) + (−A2). Orientovaný oblouk A
znázorňujeme tak, že u obloukuA šipkou vyznač́ıme orientaci. Součet A1+A2 je znázorněn
na obr. 3.5.

2

1

A

A
0F

01

1

0

p  - p

p

p

Obrázek 3.5: Součet oblouk̊u A1 a A2 Obrázek 3.6: Konst. vektorové pole

Necht’ L je orientovaná úsečka s počátečńım bodem p0 a koncovým bodem p1 a necht’ na

L je definováno konstantńı vektorové pole
−→
F =

−→
F 0 (viz obr. 3.6). Z fyziky je známo, že

práce pole po orientované úsečce L je

A =
−→
F 0 � (p1 − p0)
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(kde vpravo je skalárńı součin). Necht’ nyńı A = (A,−→τ ) je orientovaný oblouk. Rozdělme
jej na orientované podoblouky A1, . . . ,Ak tak, že A = A1 + · · · + Ak; počátečńı bod
oblouku Ai necht’ je pi (i = 1, . . . , k).

4

3

2

1

4

3

2

1

(p  )s(A  )

(p  )s(A  )

(p  )s(A  )

(p  )s(A  )

τ

τ

τ

τ

4

3

2

1

(p  )

(p  )

(p  )

(p  )

F

F

F
F

4

3

2

1

A

A

A

A

5

4

3

2
1

p

p

p

p
p

Necht’
−→
F je spojité vektorové pole na A.

Bude-li děleńı na podoblouky dostatečně
jemné, můžeme oblouk Ai nahradit přibližně
orientovanou úsečkou vycházej́ıćı z bodu pi

a určenou vektorem τ (pi)s(Ai), kde τ (pi) je
tečný vektor oblouku Ai v bodě pi. Vzhledem

k tomu, že pole
−→
F je spojité, můžeme jej na

malém oblouku Ai aproximovat konstantńım

polem
−→
F i =

−→
F (pi) (viz obrázek). Práce pole

−→
F na A je tedy přibližně rovna

A ≈
k∑

i=1

−→
F (pi) �−→τ (pi)s(Ai). (3.11)

Součet vpravo bude t́ım přesněji určovat práci pole
−→
F po oblouku A, č́ım jemněǰśı bude

děleńı oblouku A. Součet 3.11 je integrálńı součet pro křivkový integrál∫
A

(−→
F �−→τ

)
ds,

kde integrujeme skalárńı funkci f =
−→
F � −→τ . Lze ukázat, že pro spojité pole

−→
F in-

tegrálńı součty v 3.11 konverguj́ı k tomuto integrálu, jestliže rozděleńı na podoblouky maj́ı
normy konverguj́ıćı k nule (normou rozděleńı na podoblouky A1, . . . ,Ak s danými
počátečńımi body p1, . . . , pk nazýváme největš́ı z délek |p2 − p1|, |p3 − p2|, . . . ). To nás
vede k této definici:

Definice 3.5 Orientovaným křivkovým integrálem pole
−→
F po orientovaném oblouku A

nazýváme integrál∫
A

−→
F �

−→
ds =

∫
A

(−→
F �−→τ

)
ds, (3.12)

existuje-li neorientovaný integrál vpravo. Přitom −→τ je orientuj́ıćı tečné pole oblouku A a−→
F je pole definované na A.

Z předchoźıch úvah je patrné, že integrál 3.12 určuje práci pole
−→
F po orientovaném

oblouku A.
Integrál existuje např. tehdy, je-li

−→
F spojité pole na A, což budeme dále předpokládat.

Protože orientovaný integrál jsme vztahem 3.12 definovali pomoćı neorientovaného in-
tegrálu, plynou vlastnosti orientovaného integrálu z vlastnost́ı neorientovaného integrálu.
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Tak např. plat́ı:
Je-li A = A1 + · · ·+ Ak, je∫

A

−→
F �

−→
ds =

∫
Ai

−→
F �

−→
ds + · · ·+

∫
Ak

−→
F �

−→
ds. (3.13)

Tento vzorec vyjadřuje aditivitu práce.
Dále plat́ı∫

−A

−→
F �

−→
ds = −

∫
A

−→
F �

−→
ds, (3.14)

nebot’ pro A = (A,−→τ ) je −A = (A,−−→τ ).
Výpočet orientovaného integrálu lze provést převedeńım na neorientovaný integrál.
Je-li ϕ : 〈α, β〉 → Rn parametrizace orientovaného oblouku A (tj. parametrizace
oblouku A souhlaśı s danou orientaćı), pak pro p = ϕ(t) je −→τ (p) = ϕ′(t)/|ϕ′(t)|, takže(−→

F �−→τ
)

(p) =
−→
F (ϕ(t)) �

ϕ′(t)

|ϕ′(t)|
.

Odtud∫
A

(−→
F �−→τ

)
ds =

∫ β

α

−→
F (ϕ(t)) �

ϕ′(t)

|ϕ′(t)|
|ϕ′(t)| dt =

∫ β

α

−→
F (ϕ(t)) �ϕ′(t) dt

Máme tedy vzorec∫
A

−→
F �

−→
ds =

∫ β

α

−→
F (ϕ(t)) �ϕ′(t) dt. (3.15)

Je-li
−→
F = (F1, . . . , Fn), ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn), můžeme 3.15 rozepsat ve

”
složkovém tvaru“:∫

A

−→
F �

−→
ds =

∫ β

α

(F1(ϕ(t))ϕ′1(t) + · · ·+ Fn(ϕ(t))ϕ′n(t)) dt, (3.16)

kde Fi(ϕ(t)) = Fi(ϕ1(t), . . . , ϕn(t)), (i = 1, . . . , n).

Tradičńı označeńı integrálu
∫
A

−→
F �

−→
ds je∫

A

−→
F �

−→
ds =

∫
A

F1 dx1 + · · ·+ Fn dxn (3.17)

(v R2 zpravidla
∫
A
F1 dx + F2 dy, v R3

∫
A
F1 dx + F2 dy + F3 dz). Označeńı na pravé

straně 3.17 naznačuje, jak máme integrál převést na jednorozměrný: Za dx1, . . . , dxn do-
sad́ıme diferenciály funkćı xi = ϕi(t) (i = 1, . . . , n) , za proměnné vystupuj́ıćı ve funkćıch
Fi(x1, . . . , xn) dosad́ıme xi = ϕi(t) (i = 1, . . . , n) a integrujeme pak v meźıch od α do β,
jak je uvedeno ve vzorci 3.16.
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Př́ıklad 3.5 Vypočtěte práci rovinného pole
−→
F = (y,−x) po oblouku A paraboly y = x2

z bodu (0, 0) do bodu (1, 1) (viz obrázek).

1

1

y

x

Parametrizace oblouku A je

ϕ(t) = (t, t2), t ∈ 〈0, 1〉

a je souhlasná se zadanou orientaćı.

Přitom ϕ′(t) = (1, 2t),
−→
F (ϕ(t)) = (t2,−t).

Tedy

A =

∫
A

−→
F �

−→
ds =

∫ 1

0

(t2,−t) � (1, 2t) dt =

=

∫ 1

0

(t2 − 2t2) dt = −
∫ 1

0

t2 dt = −1
3
.

S orientovanými křivkovými integrály po orientovaných obloućıch bychom v aplikaćıch ne-
vystačili. Pohyb v daném vektorovém poli nemuśı být vždy jednoduchý pohyb po oblouku
(tj. pohyb od počátečńıho ke koncovému bodu), může j́ıt např. i o takový pohyb, kdy bod
se po proběhnut́ı určité dráhy opět vraćı po témže oblouku apod. Abychom matematicky
popsali takové situace, zavedeme pojem cesty.

Definice 3.6 Konečný soubor orientovaných oblouk̊u

A1, . . . ,Ak (3.18)

takový, že koncový bod oblouku Ai se rovná počátečńımu bodu oblouku Ai+1 (i = 1, . . . , k − 1),
nazveme cestou. Budeme tuto cestu zapisovat ve tvaru

L = A1 + · · ·+ Ak . (3.19)

Počátečńı bod A1, resp. koncový bod Ak nazýváme počátečńım, resp. koncovým bo-
dem cesty L. Jestlǐze je počátečńı bod A1 roven koncovému bodu Ak, nazýváme cestu L
uzavřenou. Množinu

k⋃
i=1

Ai

nazýváme trajektoríı (též nosičem) cesty L (zpravidla bývá tato trajektorie křivka).
Je-li (A1, . . . , Ak) rozklad křivky, nazýváme L též orientovanou křivkou; tento termı́n
budeme už́ıvat zejména tehdy, je-li (A1 . . . , Ak) rozklad jednoduché křivky. Pak L nazýváme
jednoduchou cestou nebo jednoduchou orientovanou křivkou.

Může se ovšem stát, že některé úseky cesty (tj. oblouky Ai) maj́ı společnou část, přičemž
jejich orientace může být na společném úseku shodná nebo opačná (viz obrázek 3.7). Po-
tom vytvořeńı cesty sečteńım orientovaných oblouk̊u, jak ukazuje vztah 3.19, neznamená
pouhé sjednoceńı množin Ai, ale zároveň obsahuje předpis, že trajektorie se má prob́ıhat
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Obrázek 3.7: Cesta L = A1 + · · ·+ A6

v pořad́ı, jak tento součet naznačuje. Pojem cesty neńı geometrický pojem, má vyjádřit
dynamický proces pohybu bodu.
Cestou opačnou k cestě 3.19 nazýváme cestu

−L = (−Ak) + (−Ak−1) + · · ·+ (−A1).

Je-li L′ = A′
1 + · · ·+A′

j taková cesta, že počátečńı bod A′
1 je roven koncovému bodu Ak,

nazýváme cestu

A1 + · · ·+ Ak + A′
1 + · · ·+ A′

j

součtem cest L,L′ a znač́ıme jej L+L′. Rozd́ıl L−L′ definujeme jako součet L+(−L′),
pokud tento součet je cestou.
Je-li L uzavřená cesta (např. kružnice orientovaná ve směru hodinových ručiček), pak má
smysl tvořit např. L + L = 2L, L + L + L = 3L atd. (což je např. dvakrát, třikrát, ...
proběhnutá kružnice).

Definice 3.7 Necht’ L = A1+· · ·+Ak je cesta,
−→
F vektorové pole definované na trajektorii

k⋃
i=1

Ai .

Orientovaný integrál pole
−→
F po cestě L definujeme vzorcem∫

L

−→
F �

−→
ds =

k∑
i=1

∫
Ai

−→
F �

−→
ds , (3.20)
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existuj́ı-li integrály na pravé straně.

Integrál 3.20 nazýváme praćı pole
−→
F po cestě L. Integrál po uzavřené cestě L nazýváme

cirkulaćı pole
−→
F na L.

Integrál po uzavřené cestě L se znač́ı v literatuře též
∮
L

−→
F �

−→
ds.

Zřejmě plat́ı∫
L+L′

−→
F �

−→
ds =

∫
L

−→
F �

−→
ds +

∫
L′

−→
F �

−→
ds ,∫

−L

−→
F �

−→
ds = −

∫
L

−→
F �

−→
ds .

Př́ıklad 3.6 Je-li L dvakrát proběhnutá kružnice

{(x, y) ∈ R2;x2 + y2 = R2}

s počátečńım bodem (R, 0), je parametrizace této cesty

ϕ(t) = (R cos t, R sin t) , t ∈ 〈0, 4π〉 ,∫
L

−→
F �

−→
ds =

∫ 4π

0

−→
F (R cos t, R sin t) � (−R sin t, R cos t) dt .

Máme-li vyjádřit tuto cestu jako součet orientovaných oblouk̊u, lze to udělat mnoha zp̊usoby,
výsledný integrál bude vždy tentýž. Lze dokonce vyj́ıt i z jiného bodu než z bodu (R, 0) a
opět dostaneme tentýž výsledek. Abychom mohli tuto situaci vyjádřit obecně, zavedeme
pojem ekvivalence cest.

Definice 3.8 Řekneme, že cesty L1, L2 jsou ekvivalentńı, a ṕı̌seme L1 ≡ L2 , jestlǐze
od cesty L1 = A1 + · · · + Ak k cestě L2 = A′

1 + · · · + A′
m lze dospět konečným počtem

těchto transformaćı:

a) záměna pořad́ı sč́ıtanc̊u (oblouk̊u Ai)

b) vyjádřeńı oblouku Ai součtem podoblouk̊u

c) vyskytuj́ı-li se v součtu oblouky Ai, Aj tak, že Ai + Aj je orientovaný oblouk A,
nahrazeńı sč́ıtanc̊u Ai, Aj t́ımto obloukem

d) odstraněńı sč́ıtanc̊u A, −A, vyskytuj́ı-li se v součtu, nebo naopak

e) přidáńı těchto sč́ıtanc̊u k danému součtu

Je zřejmé, že po každé z uvedených transformaćı se součet orientovaných integrál̊u nezměńı.

Plat́ı tedy:

Jestliže L1 ≡ L2, pak
∫
L1

−→
F �

−→
ds =

∫
L2

−→
F �

−→
ds.
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Př́ıklad 3.7 Uvažujme dvě cesty (viz obrázek):

6

54

3 2

1

a

aa

a a

a

21 QQ

L1 = −−→a1a2 +−−→a2a3 +−−→a3a4 +−−→a4a1

L2 = −−→a1a5 +−−→a5a6 +−−→a6a2 +−−→a2a1 ,

které jsou orientovanými obvody obdélńık̊u
Q1, Q2. Tyto cesty lze seč́ıst; dostaneme tak
cestu

L3 = −−→a1a2 +−−→a2a3 +−−→a3a4 +−−→a4a1 +−−→a1a5 +−−→a5a6 +−−→a6a2 +−−→a2a1 .

Tato cesta je ekvivalentńı s cestou

L4 = −−→a2a3 +−−→a3a4 +−−→a4a1 +−−→a1a5 +−−→a5a6 +−−→a6a2

(cesty −−→a1a2,
−−→a2a1 se zruš́ı) a tato cesta je opět ekvivalentńı s cestou

L = −−→a4a5 +−−→a5a6 +−−→a6a3 +−−→a3a4

která je orientovaným obvodem obdélńıka Q1 ∪Q2. Plat́ı tedy L1 + L2 ≡ L.
Je pak∫

L1

−→
F �

−→
ds +

∫
L2

−→
F �

−→
ds =

∫
L

−→
F �

−→
ds .

Necht’ nyńı C je křivka (neorientovaná) s rozkladem A1, . . . , Ak, C =
⋃k

i=1Ai. Každý z
oblouk̊u Ai lze orientovat dvoj́ım zp̊usobem; tak dostaneme řadu cest tvaru A1 + · · ·+Ak

(k pořad́ı člen̊u nyńı vzhledem k ekvivalenci nepřihĺıž́ıme). Z těchto cest budou pouze
některé orientovanými křivkami, ne každé dvě pak budou spolu ekvivalentńı. Jistě nebu-
dou ekvivalentńı opačně orientované křivky, avšak mohou se vyskytovat i dvojice neekvi-
valentńıch orientovaných křivek, které nebudou vzájemně opačné.

b)a)

4

3 2

1A

A A

A4

3 2

1A

A A

A

Na obrázku je vidět, jak z oblouk̊u A1, A2, A3, A4, které tvoř́ı rozklad křivky, lze utvořit
neekvivalentńı orientované křivky, které nejsou k sobě opačné. Tato situace však nemůže
nastat u prostých křivek. Je-li C prostá křivka s rozkladem (A1, . . . , Ak), pak existuj́ı
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(až na ekvivalenci) právě dvě orientované křivky tvaru A1 + · · · + Ak, které jsou k sobě
opačné.

K orientaci jednoduché uzavřené křivky C ⊂ R2 stač́ı stanovit jednotkové tečné pole a
k tomu stač́ı určit tečný vektor τ (p0) v jednom regulárńım bodě p0 ∈ C. Tento bod je
vnitřńım bodem některého oblouku A ⊂ C. T́ım źıskáme orientovaný oblouk A; tato
orientace se přenese na navazuj́ıćı oblouk, až je orientovaná celá křivka.
Je-li p0 regulárńı bod křivky C, pak v něm existuj́ı právě dva jednotkové normálové
vektory, z nichž právě jeden - označme jej n -

”
vniká“ do IntC (vnitřek křivky C). Vektor

n nazveme vnitřńım normálovým vektorem, opačný vektor −n nazveme vněǰśım
normálovým vektorem (viz obr. 3.8)

-n

n
0

Int C
C

p

C

2

1

e

e

τ
−τ

n

0p

Obrázek 3.8: Obrázek 3.9:

Nyńı zvoĺıme ze dvou jednotkových tečných vektor̊u křivky C v bodě p0 vektor τ = τ (p0)
takový, že uspořádaná dvojice (τ ,n) určuje tutéž orientaci roviny jako dvojice (e1, e2)
standardńı báze, tj. je-li τ = (τ1, τ2), n = (n1, n2), pak∣∣∣∣ τ1 τ2

n1 n2

∣∣∣∣ = 1

(viz obr. 3.9). Vektorem τ = τ (p0) je určena orientace celé křivky C. Takto orientovanou
křivku C nazýváme kladně orientovanou, o opačně orientované křivce −C ř́ıkáme, že
je záporně orientována.
(Názorně řečeno, kladně orientovanou uzavřenou křivkou budeme rozumět orientaci uzavřené
křivky

”
proti směru hodinových ručiček“, záporně orientovanou

”
ve směru hodinových

ručiček“.)
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Cvičeńı

Př́ıklad 1 Vypočtěte
∫

C
(x− y) dx+ (x+ y) dy, kde

a) C je úsečka
−→
AB, A = (2, 3), B = (3, 5), A je počátečńı a B koncový bod. [23

2
]

b) C je oblouk paraboly y = x2, A = (0, 0) je počátečńı, B = (2, 4) koncový bod. [38
3
]

c) C je oblouk paraboly y2 = x, A = (0, 0) je počátečńı, B = (4, 2) koncový bod. [22
3
]

Př́ıklad 2 Vypočtěte
∫

C
(x2 + y2) dx + (x2 − y2) dy, kde C je obvod trojúhelńıka ABC,

A = (0, 0), B = (1, 0), C = (0, 1), který je orientován pořad́ım vrchol̊u. [0]

Př́ıklad 3 Vypočtěte
∫

C
(x+y) dx+(x−y) dy, kde C kladně orientovaná uzavřená křivka

x2

a2 + y2

b2
= 1. [0]

Př́ıklad 4 Vypočtěte
∫

C
x dx+y dy+(x+y−1) dz, kde C je úsečka s počátečńım bodem

A = (0, 0, 0) a koncovým bodem B = (2, 3, 4). [13]

Př́ıklad 5 Vypočtěte
∫

C
y dx+z dy+x dz, kde C je pr̊usečnice ploch z = xy, x2 + y2 = 1,

kladně orientovaná. [π]

Př́ıklad 6 Vypočtěte práci śıly 1)
−→
F = 3j, 2)

−→
F = xi + yj po orientované křivce C, kde

C je

a) p̊ulkružnice x2 + y2 = 4, y ≥ 0, orientovaná od bodu (−2, 0) k bodu (2, 0).
[1) 0 ; 2) 0]

b) parabola y2 = 2(x− 1), x ∈ 〈1, 3〉, orientovaná od bodu (1, 0) k bodu (3, 2)
[1) 3 ; 2) 39

8
]

3.4 Nezávislost orientovaného křivkového integrálu na cestě

Je známo, že v gravitačńım poli práce, která se vykoná při pohybu hmotného bodu
v tomto poli, nezáviśı na dráze, ale pouze na počátečńım a koncovém bodu. Budeme
nyńı formulovat problém nezávislosti práce (tj. křivkového integrálu) pole obecně.

Definice 3.9 Necht’
−→
F je vektorové pole definované v oblasti D ⊂ Rn. Řekneme, že

křivkový integrál pole
−→
F nezáviśı v D na cestě, jestlǐze pro libovolné cesty C1,C2

lež́ıćı v D, které mej́ı týž počátečńı a týž koncový bod, plat́ı∫
C1

−→
F �

−→
ds =

∫
C2

−→
F �

−→
ds .

Pole
−→
F v takovém př́ıpadě nazýváme konzervativńım v D.
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Tento název souviśı s t́ım, že v takovém poli plat́ı zákon zachováńı energie.
Pojem nezávislosti integrálu pole na cestě lze též formulovat pomoćı pojmu cirkulace pole.
Jsou-li C1,C2 dvě cesty s týmž počátečńım a s týmž koncovým bodem, pak C = C1 +
(−C2) = C1−C2 je uzavřená cesta. Naopak každou uzavřenou cestu C můžeme vyjádřit
jako rozd́ıl dvou cest s týmž počátečńım a s týmž koncovým bodem. Odtud již snadno
plyne:

Věta 3.4 Křivkový integrál pole
−→
F nezáviśı na cestě, právě když cirkulace pole

−→
F po

libovolné uzavřené cestě C lež́ıćı v D je nulová.

Označeńı. Jestliže křivkový integrál pole
−→
F nezáviśı v oblasti D na cestě, pak znakem∫ b

a

−→
F �

−→
ds označujeme křivkový integrál pole

−→
F po libovolné cestě C lež́ıćı v D takové, že

a je počátečńı, b koncový bod cesty C.

Definice 3.10 Necht’
−→
F je spojité vektorové pole v oblasti D ⊂ Rn. Řı́káme, že

−→
F je

potenciálńı v D, existuje-li reálná funkce f : D → R taková, že
−→
F = gradf v D. Funkci

f pak nazýváme potenciálem pole
−→
F v D.

Je-li f potenciál pole
−→
F , je zřejmě také f + k, kde k je libovolná konstanta, potenciál.

Jsou-li f, g potenciály pole
−→
F v oblasti D, pak grad(f − g) = 0 v D, takže ∂(f−g)

∂xi
= 0 v

D (i = 1, . . . , n) a odtud f − g = k, kde k je konstanta. Lǐśı se tedy každé dva poteciály

pole
−→
F v dané oblasti o aditivńı konstantu.

Než zformulujeme nutné a postačuj́ıćı podmı́nky nezávislosti na integračńı cestě, připomeňme
si některé d̊uležité pojmy:

Množinu Ω ⊂ Rn, (n = 2, 3) nazveme souvislou, jestliže libovolné dva body v Ω lze spojit
křivkou γ tak, že γ ⊂ Ω.

Oblast́ı rozumı́me otevřenou a souvislou množinu.

Oblast Ω, v ńıž libovolnou jednoduchou uzavřenou křivku lze spojitě
”
stáhnout“ do bodu,

přičemž při této deformaci neopust́ıme Ω, nazveme jednoduše souvislou oblast́ı.

Na obrázku jsou znázorněny tři oblasti - prvńı dvě jsou jednoduše souvislé, třet́ı ne.
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Nyńı můžeme zformulovat př́ıslušnou větu.

Věta 3.5 Necht’ pole
−→
F je spojité na Ω.

a) Křivkový integrál
∫
C

−→
F �

−→
ds nezáviśı v Ω na integračńı cestě právě tehdy, když pole

−→
F je potenciálńı.

b) Je-li f potenciál pole
−→
F , pak pro libovolnou cestu C lež́ıćı v Ω s počátečńım bodem

p0 a koncovým bodem p plat́ı∫
C

−→
F �

−→
ds = f(p)− f(p0) . (3.21)

Nyńı uvedeme kritérium udávaj́ıćı, kdy je vektorové pole
−→
F potenciálńı.

Věta 3.6 Necht’ vektorové pole
−→
F je tř́ıdy C1 na Ω.

a) Nutnou podmı́nkou k tomu, aby vektorové pole
−→
F bylo potenciálńı, je, aby v každém

bodě Ω platilo

rot
−→
F = 0, je-li Ω ⊂ R2

rot
−→
F = o, je-li Ω ⊂ R3

(3.22)

b) Jestlǐze Ω je jednoduše souvislá oblast, pak podmı́nka 3.22 je postačuj́ıćı k tomu, aby
−→
F bylo potenciálńı.

Př́ıklad 3.8 Necht’
−→
F =

(
−y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
, (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)}.

Ověřme nutnou podmı́nku věty 3.6

rot
−→
F =

∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
=
∂( x

x2+y2 )

∂x
−
∂( −y

x2+y2 )

∂y
=
x2 + y2 − 2x2

(x2 + y2)2
+
x2 + y2 − 2y2

(x2 + y2)2
= 0 .

Tedy podmı́nka a) je splněna, přičemž jenom jej́ı platnost obecně nezaručuje, že
−→
F je

potenciálńı pole, protože podmı́nka b) věty 3.6 splněna neńı.

Lze dokonce ukázat, že pro kladně orientovanou kružnici C ⊂ Ω, C = {(x, y) ∈ R2 :
x2 + y2 = R2} plat́ı:

Je-li ϕ(t) = (R cos t, R sin t), t ∈ 〈0, 2π〉, parametrizace kružnice C,
pak ϕ′(t) = (−R sin t, R cos t) a∫

C

−→
F �

−→
ds =

∫ 2π

0

(−→
F ◦ϕ

)
(t) �ϕ′(t) dt =

∫ 2π

0

(
−R sin t

R2
,
R cos t

R2

)
� (−R sin t, R cos t) =

=

∫ 2π

0

(sin2 t+ cos2 t) dt = 2π 6= 0.

Tedy
∮
C

−→
F �
−→
ds 6= 0 a integrál je závislý na integračńı cestě, tud́ı̌z

−→
F nem̊uže být potenciálńı.
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Je-li
−→
F potenciálńı pole na Ω, vzniká úloha, jak naj́ıt potenciál. Vı́me, že potenciál je určen

jednoznačně, až na aditivńı konstantu. Pro jeho výpočet můžeme použ́ıt vzorec 3.21, kde
bod p0 zvoĺıme v Ω poevně, bod p je proměnný bod z Ω a za integračńı cestu můžeme
vźıt libovolnou orientovanou křivku v Ω spojuj́ıćı bod p s bodem p0. Je-li např́ıklad Ω
jednoduše souvislá množina, lze za integrčńı cestu zvolit úsečku.

Př́ıklad 3.9 Ověřte, zda vektorové pole
−→
F = (2xy, x2 + 9y2) je potenciálńı na R2 a

stanovte potenciál f .

rot
−→
F =

∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
=
∂(x2 + 9y2)

∂x
− ∂(2xy)

∂y
= 2x− 2x = 0.

Jelikož R2 je jednoduše souvislá oblast, je
−→
F potenciálńı.

Určeme nejdř́ıve potenciál f užit́ım vzorce 3.21.
Za bod p0 zvolme počátek, tj. p0 = (0, 0), p = (x, y).

Parametrizace úsečky −→p0p je ϕ(t) = (tx, ty), t ∈ 〈0, 1〉 a ϕ′(t) = (x, y). V našem př́ıpadě
je vzorec 3.21 tvaru∫

−→p0p

−→
F �

−→
ds = f(p)− f(p0) = f(x, y)− f(0, 0) = f(x, y) .

Tedy potenciál

f(x, y) =

∫ 1

0

(2t2xy, t2x2 + 9t2y2) � (x, y) dt =

∫ 1

0

(2t2x2y + t2x2y + 9t2y3) dt =

= (3x2y + 9y3) ·
∫ 1

0

t2 dt = 1
3
(3x2y + 9y3) = x2y + 3y3.

Každý potenciál je tedy tvaru x2y + 3y3 + C.

Potenciál m̊užeme též určit řešeńı rovnice
−→
F = gradf

(F1, F2) =
(

∂f
∂x
, ∂f

∂y

)
, tedy F1 = ∂f

∂x
, F2 = ∂f

∂y
, tj.

∂f

∂x
= 2xy ,

∂f

∂y
= x2 + 9y2

Z prvńı rovnice plyne

f(x, y) =

∫
2xy dx = x2y + g(y) (3.23)

Dosazeńım do druhé rovnice dostaneme pro neznámou funkci g(y)

x2 + g′(y) = x2 + 9y2 ⇒ g′(y) = 9y2 ⇒ g(y) =

∫
9y2 dy = 3y3 + C

Dosad́ıme-li za g(y) do 3.23, potenciál f je pak tvaru f(x, y) = x2y + 3y3 + C.
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Př́ıklad 3.10 Ověřte, zda vektorové pole
−→
F = ( 1

y
+ yz)i + (xz − x

y2 )j + (xy + 2z)k je

potenciálńı na oblasti Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : y > 0} a stanovte potenciál f .

rot
−→
F =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

1
y

+ yz xz − x
y2 xy + 2z

∣∣∣∣∣∣ =

(
∂

∂y
(xy + 2z)− ∂

∂z
(xz − x

y2

)
i−

−
(
∂

∂x
(xy + 2z)− ∂

∂z
( 1

y
+ yz

)
j +

(
∂

∂x
(xz − x

y2 )−
∂

∂y
( 1

y
+ yz

)
k =

= (x− x)i− (y − y)j + (z − 1

y2
+

1

y2
− z)k = o

Jelikož rot
−→
F = o a Ω je jednoduše souvislá oblast, je pole

−→
F potenciálńı a tud́ı̌z potenciál

f existuje. Plat́ı tedy

gradf =
−→
F ⇔ (

∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z
) = (F1, F2, F3) tj.

∂f

∂x
=

1

y
+ yz ,

∂f

∂y
= xz − x

y2

∂f

∂z
= xy + 2z

Z prvńı rovnice dostaneme

f(x, y, z) =

∫ (
1
y

+ yz
)

dx = x
y

+ xyz + g(y, z) (3.24)

Dosazeńım tohoto výsledku do druhé rovnice dostaneme pro neznámou funkci g(y, z)

− x

y2
+ xz +

∂g(y, z)

∂y
= − x

y2
+ xz ⇒ ∂g(y, z)

∂y
= 0 ⇒ g(y, z) =

∫
0 dy = h(z) .

Dosad́ıme-li tento vztah do 3.24, tak plat́ı

f(x, y, z) =
x

y
+ xyz + h(z) (3.25)

Dosazeńım tohoto výsledku do třet́ı rovnice dostaneme pro h(z)

xy + h′(z) = xy + 2z ⇒ h′(z) = 2z ⇒ h(z) =

∫
2z dz = z2 + C .

Celkově f(x, y, z) = x
y

+ xyz + z2 + C.
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Cvičeńı

Př́ıklad 1 Ukažte, že křivkový integrál vektorového pole
−→
F je nezávislý na integračńı

cestě a stanovte jeho hodnotu přes křivku s počátečńım bodem A a koncovým bodem B.

a)
−→
F = xi + yj, Ω = R2, A = (0, 1), B = (3,−4). [12]

b)
−→
F = (x+ y)i + (x− y)j, Ω = R2, A = (0, 1), B = (2, 3). [4]

c)
−→
F =

(
y
x2 , − 1

x

)
, Ω = {(x, y) ∈ R2 : x > 0}, A = (2, 1), B = (1, 2). [−3

2
]

d)
−→
F = (x2 + yz)i + (y2 + xz)j + (z2 + xy)k, Ω = R3, A = (1,−2, 3), B = (2, 3, 4). [169

3
]

e)
−→
F =

(
a
y
, −ax+by

y2 , b
z

)
, a, b ∈ R, Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : y > 0, z > 0},

A = (0, 1, 1), B = (−1, 1, 3). [−3
2
]

Př́ıklad 2 Ukažte, že vektorové pole
−→
F je potenciálńı a najděte jeho potenciál f .

a)
−→
F = zi + (y2 + z)j + (x+ y)k, Ω = R3. [f(x, y, z) = xz + y3

3
+ yz + C]

b)
−→
F = 3i− 4j + k, Ω = R3. [f(x, y, z) = 3x− 4y + z + C]

c)
−→
F = (3x2y2 − 2z4)i + 2x3yj− 8xz3k, Ω = R3. [f(x, y, z) = x3y2 − 2xz4 + C]

3.5 Greenova věta

V tomto odstavci zformulujeme základńı větu rovinné vektorové analýzy, která charak-
terizuje vztah orientovaného křivkového integrálu a dvojného integrálu v př́ıpadě tzv.
regulárńıch oblast́ı:

Definice 3.11 Ohraničenou množinu G ⊂ R2 nazveme regulárńı oblast́ı, je-li jej́ı
hranice disjunktńım sjednoceńım končeného počtu jednoduchých uzavřených křivek. Je-
li těchto křivek k ≥ 1, hovoř́ıme o k-násobně souvislé oblasti (je-li k = 1, o jednoduše
souvislé oblasti).

Uzávěr D = G nazveme uzavřenou regulárńı oblast́ı.

Je-li k ≥ 2, nazýváme hraničńı křivku C1 takovou, že D0 ⊂ IntC1, vnějš́ı, ostatńı
hraničńı křivky C1, . . . , Ck nazýváme vnitřńımi.

Hranici oblastiD označ́ıme ∂D (hranici množinyD jsme značili hD, symbolem ∂D chceme
zd̊uraznit, že hranice má speciálńı tvar).
Na obrázku 3.10 je př́ıklad trojnásobně souvislé oblasti.

Necht’ D je uzavřená regulárńı oblast v R2, jej́ıž hranice ∂D je tvořena jednou jedno-
duchou uzavřenou křivkou C. Kladně orientovanou hranićı ∂D pak nazveme kladně
orientovanou křivku C.
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Obrázek 3.10: Trojnásobně souvislá
oblast.

Obrázek 3.11: Kladně orientovaná hra-
nice trojnásobně souvislé oblasti.

Je-li hranice ∂D tvořena uzavřenými křivkami C1, C2, . . . , Ck, z nichž C1 je vněǰśı a
C2, . . . , Ck vnitřńı, budeme kladně orientovanou hranićı ∂D rozumět kladně orientova-
nou křivku C1 a záporně orientované křivky C2, . . . , Ck (viz obr. 3.11).
Symbolicky ṕı̌seme

∂D = C1 + C2 + · · ·+ Ck

a definujeme integrál pole
−→
F po orientované hranici ∂D jako∫

∂D

−→
F �

−→
ds =

∫
C1

−→
F �

−→
ds +

∫
C2

−→
F �

−→
ds + · · ·+

∫
Ck

−→
F �

−→
ds

Věta 3.7 (Greenova) Necht’ D ⊂ R2 je regulárńı uzavřená oblast, ∂D kladně oriento-

vaná hranice oblasti D. Necht’
−→
F = (F1, F2) je vektorové pole tř́ıdy C1 na D, pak plat́ı∮

∂D

−→
F �

−→
ds =

∫∫
D

rot
−→
F dν2

neboli ve složkovém tvaru∮
∂D

F1 dx+ F2 dy =

∫∫
D

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dxdy

Př́ıklad 3.11 Vypočtěte cirkulaci vektorového pole
−→
F = −x2yi + xy2j podél kladně ori-

entované kružnice C se středem v počátku a poloměrem r > 0.

Jelikož předpoklady věty jsou splněny, plat́ı∮
C

−→
F �

−→
ds =

∮
C

−x2y dx+ xy2 dy =

∫∫
D

(y2 + x2) dxdy =

=

∣∣∣∣ x = ρ cosϕ , ϕ ∈ 〈0, 2π〉
y = ρ sinϕ ρ ∈ 〈0, r〉

∣∣∣∣ =

∫ 2π

0

(∫ r

0

ρ3 dρ

)
dϕ = 1

2
πr4 .
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Uvedeme si nyńı d̊usledek Greenovy věty:

Zvoĺıme-li vektorové pole
−→
F = 1

2
(−y, x), dostáváme ∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
= 1,

a tud́ıž
∫∫
D

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dxdy =

∫∫
D

dxdy = ν2(D).

Plat́ı tedy:
Obsah regulárńı oblasti D s kladně orientovanou hranićı ∂D se vypočte dle vzorce

ν2(D) =
1

2

∮
∂D

−y dx+ x dy.

Cvičeńı

Vypočtěte cirkulaci vektorového pole
−→
F podél kladně orientované křivky C, jestliže

Př́ıklad 1
−→
F = (x2 − y) i + (x− y2) j ,

C je hranice oblasti D = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ x2, y ≤ 4}. [64
3
]

Př́ıklad 2
−→
F = (x− y) i + 5 j , C je hranice čtverce o stranách x = ±2, y = ±2. [16]

Př́ıklad 3
−→
F = (y − x) i + x2 j , C je p̊ulkružnice x2 + y2 = 4, y ≥ 0 a úsečka spojuj́ıćı

body (−2, 0), (2, 0). [−2π]

Př́ıklad 4
−→
F = 2y i + x2 j , C je hranice trojúhelńıka o vrcholech (−3, 0), (3, 0), (0, 3).

[−18]

Př́ıklad 5
−→
F = 3xy i− 2y j , C = C1 + C2 + C3 + C4, kde

C1 je x2 + y2 = 1, x ≥ 0, y ≤ 0
C2 je úsečka spojuj́ıćı body (1, 0), (1, 1)
C3 je úsečka spojuj́ıćı body (0, 0), (1, 1)
C4 je úsečka spojuj́ıćı body (0, 0), (0,−1). [−2]

3.6 Plochy v R3

Při definici po částech hladké plochy budeme postupovat obdobně jako u křivek. Nejdř́ıve
se omeźıme na hladké kusy ploch s okrajem, které nazveme

”
listy“ a jež budou dvou-

rozměrnou analogíı hladkých oblouk̊u, daľśı plochy z nich dostaneme
”
slepováńım“.

Můžeme si představit, že hladký kus plochy s okrajem vznikne pružnou deformaćı rovinné
elastické destičky. Pro popis takové plochy se hod́ı parametrický popis

x = Φ1(u, v)
y = Φ2(u, v)
z = Φ3(u, v)

(u, v) ∈ D ⊂ R2, (3.26)

kde zobrazeńı Φ = (Φ1,Φ2,Φ3) má vhodné vlastnosti. Chceme-li přitom dostat plochu
s po částech hladkým okrajem, je třeba uvažovat i toto zobrazeńı na hranici oblasti D,
přičemž hranice muśı být po částech hladkou křivkou nebo sjednoceńım takových křivek.
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Definice 3.12 Zobrazeńı Φ = (Φ1,Φ2,Φ3) : D → R3 nazveme regulárńım na D, je-li
tř́ıdy C1 na D a Jacobiova matice

Φ′ =


∂Φ1

∂u
∂Φ1

∂v

∂Φ2

∂u
∂Φ2

∂v

∂Φ3

∂u
∂Φ3

∂v


má hodnost 2 na D.

Definice 3.13 Množinu B ⊂ R3 nazveme kusem hladké plochy nebo krátce listem,
existuje-li prosté regulárńı zobrazeńı

Φ = (Φ1,Φ2,Φ3) : D → R3,

kde D ⊂ R3 je uzavřená regulárńı oblast, takové, že Φ(D) = B.

Zobrazeńı Φ nazýváme (regulárńı) parametrizaćı listu B, rovnice 3.26 parametrickými
rovnicemi listu B, proměnné u, v parametry a oblast D oborem parametr̊u.

Množinu Φ(∂D) nazýváme okrajem listu B a znač́ıme ∂B, množinu B0 = B \ ∂B
vnitřkem listu B (nejde o vnitřek v R3, ten je ∅).

Okraj listu je jednoduchá uzavřená křivka (je-li D jednoduše souvislá oblast) nebo dis-
junktńı sjednoceńı konečného počtu takových křivek (je-li D v́ıcenásobně souvislá).

Necht’ Φ : D → R3 je parametrizace listu B a necht’ T : D′ → D je prosté regulárńı
zobrazeńı uzavřené regulárńı oblasti D′ ⊂ R2 na uzavřenou regulárńı oblast D ⊂ R2

(takové zobrazeńı budeme dále nazývat transformaćı parametr̊u). Pak složené zobra-
zeńı Ψ = Φ ◦ T : D′ → R3 je rovněž parametrizaćı listu B. Ř́ıkáme, že parametrizace
Ψ vznikla z parametrizace Φ transformaćı parametr̊u T. Tuto situaci ukazuje
obrázek.

Ψ

Φ

∂

∂

T

D’

D’

D

D

v

u

∂ B

B

z

y
x

Má-li transformace T kladný Jacobi̊uv determinant, nazývaj́ı se parametrizace Ψ,Φ sou-
hlasné, v opačném př́ıpadě (tj. determinant je záporný) nesouhlasné.
List má zřejmě nekonečně mnoho (regulárńıch) parametrizaćı. Zvoĺıme-li jednu z nich,
pak každou daľśı parametrizaci dostaneme vhodnou transformaćı parametr̊u.
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Definice 3.14 Necht’ B je list. Spojité vektorové pole −→ν : B → V (R3) takové, že pro
každý bod p ∈ B je −→ν (p) jednotkový normálový vektor listu B v bodě p, se nazývá ori-
entace listu B. Dvojici (B,−→ν ) nazýváme orientovaným listem, dvojici (B,−−→ν )
opačně orientovaným listem k (B,−→ν ). Označ́ıme-li orientovaný list (B,−→ν ) znakem
B, označ́ıme (B,−−→ν ) znakem −B.

Každý list má právě dvě orientace, jež jsou opačné.

Zvoĺıme-li jednu z nich, ř́ıkáme, že jsme na B zvolili stranu plochy; list má tedy dvě
strany - je

”
dvoustranný“ (to u některých jiných ploch neplat́ı).

Je-li Φ : D → R3 parametrizace listu B, p = Φ(u, v) ∈ B, určuj́ı vektory ∂Φ(u,v)
∂u

, ∂Φ(u,v)
∂v

tečnou rovinu v bodě p, takže jednotkové normálové vektory k ploše B v bodě p jsou
vektory(

∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v

)
(u, v)∣∣(∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v

)
(u, v)

∣∣ , −
(

∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v

)
(u, v)∣∣(∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v

)
(u, v)

∣∣ .
Zvoĺıme-li orientaci B pomoćı prvńıho vektoru, tj. definujeme-li orientaci −→ν vztahem

−→ν (p) =

(
∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v

)
(Φ−1(p))∣∣(∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v

)
(Φ−1(p))

∣∣ , p ∈ B , (3.27)

ř́ıkáme, že orientace −→ν je dána (indukována) parametrizaćı Φ nebo také že Φ
souhlaśı s orientaćı −→ν (je-li −→ν dáno a priori).

Plat́ı toto tvrzeńı:
Souhlasné parametrizace listu dávaj́ı tutéž orientaci, nesouhlasné parametri-
zace dávaj́ı opačné orientace.

Př́ıklad 3.12 Uvažujme část válcové plochy

B = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, 0 ≤ x ≤ 1
2
, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 1}

1

1

1/2
1

z

yx

B lze parametrizovat např́ıklad takto:

Φ : x = u

y =
√

1− u2

z = v
(u, v) ∈ D =

〈
0, 1

2

〉
× 〈0, 1〉

Parametrizace Φ(u, v) = (u,
√

1− u2, v) je prostým re-
gulárńım zobrazeńım. Urč́ıme orientaci −→ν indukovanou
parametrizaćı Φ

∂Φ

∂u
=

(
1,− u√

1− u2
, 0

)
,

∂Φ

∂v
= (0, 0, 1),

∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v
=

(
− u√

1− u2
,−1, 0

)
,

∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v∣∣∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v

∣∣ =

(
−u√
1−u2 ,−1, 0

)
√

u2

1−u2 + 1
= (−u,−

√
1− u2, 0) .
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Je tedy orientace listu B indukovaná parametrizaćı Φ

−→ν (x, y, z) = (−x,−y, 0) [u = x,
√

1− u2 = y].

Normálové vektory směřuj́ı k ose z, jde tud́ı̌z o stranu plochy přivrácenou k rovině xz.

Daný list lze parametrizovat také např. parametrizaćı

Ψ(t, s) = (cos t, sin t, s) , (t, s) ∈ D′ =
〈

π
3
, π

2

〉
× 〈0, 1〉 .

Tuto parametrizaci dostaneme z Φ transformaćı parametr̊u T(t, s) = (T1(t, s), T2(t, s)) =
(cos t, s), která je prostým regulárńım zobrazeńım D′ na D. Jacobi̊uv determinant

DT =

∣∣∣∣∣∂T1

∂t
∂T1

∂s

∂T2

∂t
∂T2

∂s

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣− sin t 0
0 1

∣∣∣∣ = − sin t

je v každém bodě (t, s) ∈ D′ záporný; parametrizace Φ,Ψ jsou nesouhlasné.
Pro parametrizaci Ψ dostaneme

∂Ψ

∂t
= (− sin t, cos t, 0),

∂Ψ

∂s
= (0, 0, 1),

∂Ψ

∂t
× ∂Ψ

∂s
= (cos t, sin t, 0) =

∂Ψ
∂t
× ∂Ψ

∂s∣∣∂Ψ
∂t
× ∂Ψ

∂s

∣∣ .
Je tedy orientace listu B indukovaná parametrizaćı Ψ

−→ν 1(x, y, z) = (x, y, 0) [cos t = x, sin t = y];

tedy −→ν 1 = −−→ν , což souhlaśı s t́ım, že parametrizace Φ,Ψ jsou nesouhlasné.

Necht’ nyńı f : D → R je funkce tř́ıdy C1 na uzavřené regulárńı oblasti D ⊂ R2, pak graf
funkce f vzhledem k rovině xy:

Bxy = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, z = f(x, y)}

je list. Parametrizaci Bxy dostaneme, zvoĺıme-li x, y za parametry: x = u, y = v, z =
f(u, v), tj. Φ(u, v) = (Φ1(u, v),Φ2(u, v),Φ3(u, v)) = (u, v, f(u, v)), (u, v) ∈ D. Je pak

∂Φ

∂u
=

(
∂Φ1

∂u
,
∂Φ2

∂u
,
∂Φ3

∂u

)
= (1, 0,

∂f

∂u
) ,

∂Φ

∂v
=

(
∂Φ1

∂v
,
∂Φ2

∂v
,
∂Φ3

∂v

)
= (0, 1,

∂f

∂v
) ,

∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v
= (−∂f

∂u
,−∂f

∂v
, 1) ,

∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v∣∣∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v

∣∣ =
(−∂f

∂u
,−∂f

∂v
, 1)√(

∂f
∂u

)2
+
(

∂f
∂v

)2
+ 1

.

Orientace listu Bxy určená touto parametrizaćı je
”
horńı strana“ grafu Bxy, tj. normálový

vektor sv́ırá s osou z ostrý úhel. Také množiny

Byz = {(x, y, z) ∈ R3 : (y, z) ∈ D, x = f(y, z)} (graf f vzhledem k rovině yz)

Bzx = {(x, y, z) ∈ R3 : (z, x) ∈ D, y = f(z, x)} (graf f vzhledem k rovině zx)

jsou listy.
Dá se ukázat (pomoćı věty o implicitńıch funkćıch), že každý list je v jistém okoĺı každého
svého bodu jednou z ploch typu Bxy, Byz, Bzx.
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Obsah listu

List je jakousi dvourozměrnou analogíı oblouku. Při zaváděńı pojmu délky oblouku jsme
vpisovali do oblouku lomené čáry a délkou oblouku jsme nazvali limitu délek těchto lo-
mených čar, když strany lomených čar konvergovaly k nule.

Kdybychom chtěli postupovat u ploch analogicky, vpisovali bychom do dané plochy po-
lyedrické plochy, tj. plochy, které jsou složeny z mnohoúhelńık̊u (např. z trojúhelńık̊u) a
jejichž obsah definujeme jako v elementárńı geometrii, a za obsah dané plochy bychom
považovali limitu obsah̊u těchto polyedrických ploch, když pr̊uměry mnohoúhelńık̊u kon-
verguj́ı k nule. Jak ukázal koncem 19. stolet́ı H. A. Schwarz (viz [?]), neńı tento po-
stup vhodný a nemuśı dát rozumný výsledek ani u tak jednoduché plochy, jako je plášt’

rotačńıho válce. Je tedy nutné zvolit jiný postup. Takových postup̊u je několik. Zde
zvoĺıme ten, který se oṕırá o pojem objemu, který již máme definován.

−ν

ε

ε

ν Požadujeme, aby obsah plochy měl vlastnosti mı́ry a
aby obsah rovinné plochy byl stejný jako jej́ı dvou-
rozměrná mı́ra ν2. Máme-li rovinný list B a posuneme-
li jej o ε > 0 ve směru normálového vektoru −→ν a o ε
ve směru vektoru −−→ν , dostaneme vrstvu Bε tloušt’ky
2ε (viz obrázek). Označ́ıme-li ω(B) obsah plochy B a
ν3(Bε) objem vrstvy Bε, pak zřejmě ν3(Bε) = 2εω(B),

tedy ω(B) = ν3(Bε)
2ε

.

Necht’ nyńı list B neńı rovinný. Opět jej budeme
”
posouvat“ tak, že v každém bodě

p ∈ B jej posuneme o ε ve směru jednotkového normálového vektoru −→ν (p) a o ε ve směru
jednotkového normálového vektoru −−→ν (p) (předpokládáme, že na B jsme zvolili některé
spojité normálové pole −→ν ), přitom ε > 0 necht’ je dostatečně malé č́ıslo. Dostaneme tak

opět tenkou vrstvu Bε, v ńıž B je jakýmsi
”
středńım řezem“. Pod́ıl ν3(Bε)

2ε
bude t́ım lépe

aproximovat obsah plochy B, č́ım bude ε menš́ı.

Definujme proto obsah listu B takto:

ω(B) = lim
ε→0+

ν3(Bε)

2ε
,

přitom Bε = {p+ t−→ν (p) : p ∈ B, t ∈ 〈−ε, ε〉}.
Ukažme si na známém přikladě kulové plochy, že dostaneme tentýž výsledek, který se
uvád́ı v elementárńı geometrii.
Je-li B kulová plocha poloměru R se středem a ∈ R3, pak Bε = KR+ε −KR−ε, kde Kr je
koule se středem a o poloměru r. Objem koule máme přesně definován (pomoćı trojného
integrálu), je ν3(Kr) = 4

3
πr3. Tud́ıž

ν3(Bε) = ν3(KR+ε)− ν3(KR−ε) = 4
3
π
(
(R + ε)3 − (R− ε)3

)
=

= 4
3
π
(
6R2ε+ 2ε3

)
= 8

3
π(3R2ε+ ε3) .
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Tedy

ω(B) = lim
ε→0+

8
3
π(3R2ε+ ε3)

2ε
= lim

ε→0+
(4πR2 + 4π

3
ε2) = 4πR2 ,

což souhlaśı se známým vzorcem pro obsah kulové plochy.

Věta 3.8 Necht’ B ⊂ R3 je list, bud’ Φ = (Φ1,Φ2,Φ3) : D → R3 jeho parametrizace. Pak
pro obsah ω(B) listu B plat́ı:

ω(B) =

∫∫
D

∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ dudv . (3.28)

Máme tedy ukázat, že

ω(B) = lim
ε→0+

ν3(Bε)

2ε
=

∫∫
D

∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ dudv .

Odvozeńı si pouze naznač́ıme:

Bε = {p+ t−→ν (p) : p ∈ B, t ∈ 〈−ε, ε〉} = {Φ(u, v) + t
∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v∣∣∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v

∣∣ : (u, v) ∈ D, t ∈ 〈−ε, ε〉}.

Označme
∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v∣∣∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v

∣∣ = −→n (u, v) = (n1(u, v), n2(u, v), n3(u, v)).

Je tedy

Bε = {(Φ1(u, v) + t · n1(u, v),Φ2(u, v) + t · n2(u, v),Φ3(u, v) + t · n3(u, v)) :

(u, v) ∈ D, t ∈ 〈−ε, ε〉}.

Definujme zobrazeńı G : D × 〈−ε, ε〉 → R3:

G(u, v, t) = (Φ1(u, v) + t · n1(u, v),Φ2(u, v) + t · n2(u, v),Φ3(u, v) + t · n3(u, v)).

Zobrazeńı G je tř́ıdy C1 a plat́ı G(D × 〈−ε, ε〉) = Bε.

Jakobián DG je pak tvaru

DG =

∣∣∣∣∣∣∣
∂Φ1

∂u
+ t ∂n1

∂u
∂Φ1

∂v
+ t ∂n1

∂v
n1(u, v)

∂Φ2

∂u
+ t ∂n2

∂u
∂Φ2

∂v
+ t ∂n2

∂v
n2(u, v)

∂Φ3

∂u
+ t ∂n3

∂u
∂Φ3

∂v
+ t ∂n3

∂v
n3(u, v)

∣∣∣∣∣∣∣
Tento determinant se dá vyjádřit podle součtové věty jako součet čtyř determinant̊u, ze
tř́ı se dá vytknout t, dostaneme tak

DG =

∣∣∣∣∣∣∣
∂Φ1

∂u
∂Φ1

∂v
n1(u, v)

∂Φ2

∂u
∂Φ2

∂v
n2(u, v)

∂Φ3

∂u
∂Φ3

∂v
n3(u, v)

∣∣∣∣∣∣∣+ t · f(u, v, t),
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kde f(u, v, t) je hodnota zbývaj́ıćıch tř́ı determinant̊u a je spojitá a ohraničená. Rozvi-
nut́ım uvedeného determinantu podle třet́ıho sloupce dostáváme

n �

(
∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v

)
=

∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v∣∣∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v

∣∣ �

(
∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v

)
=

∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ > 0.

je tedy Jakobián DG =
∣∣∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v

∣∣+ t · f .

Podle věty o transformaci trojného integrálu plat́ı

ν3(Bε) =

∫∫∫
Bε

dxdydz =

∫∫∫
D×〈−ε,ε〉

|DG| dudvdt =

=

∫∫
D

∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ dudv ·
∫ ε

−ε

dt+ ρ = 2ε ·
∫∫
D

∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ dudv + ρ,

kde ρ =

∫∫
D

(∫ ε

−ε

t · f(u, v, t) dt

)
dudv.

Je tedy
ν3(Bε)

2ε
=

∫∫
D

∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ dudv +
ρ

2ε
.

Jelikož f je spojitá a ohraničená, tj. |f | ≤ K, tak plat́ı

| ρ| ≤
∫∫
D

(∫ ε

−ε

| t · f(u, v, t)|
)

dudv ≤
∫∫
D

dudv ·K ·
∫ ε

−ε

| t| dt = K · ν2(D) · ε2 ,

takže lim
ε→0

ρ
2ε

= 0. Odtud

lim
ε→0

ν3(Bε)

2ε
=

∫∫
D

∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ dudv .

Je-li list B grafem funkce g : D → R, D ⊂ R2, g ∈ C1(D), a zvoĺıme-li parametrizaci
Φ(u, v) = (u, v, g(u, v), pak

∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v
=

∣∣∣∣∣∣
i j k

1 0 ∂g
∂u

0 1 ∂g
∂v

∣∣∣∣∣∣ =

(
−∂g
∂v
,−∂g

∂u
, 1

)
⇒
∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ =

√
1 +

(
∂g

∂u

)2

+

(
∂g

∂v

)2

.

V tomto př́ıpadě pro obsah listu B plat́ı

ω(B) =

∫∫
D

√
1 +

(
∂g

∂x

)2

+

(
∂g

∂y

)2

dxdy

(mı́sto proměnných u, v můžeme psát opět x, y).
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Př́ıklad 3.13 Vypočtěte obsah části rotačńıho paraboloidu

B = {(x, y, z) ∈ R3 : z =
x2 + y2

2
, x2 + y2 ≤ 1}

1/2

z

y
x

Jde o graf funkce g(x, y) = x2+y2

2
, D je kruh x2 +y2 ≤ 1

a plat́ı

ω(B) =

∫∫
x2+y2≤1

√
1 + x2 + y2 dxdy

=

∣∣∣∣x = ρ cosϕ ϕ ∈ 〈0, 2π〉
y = ρ sinϕ ρ ∈ 〈0, 1〉

∣∣∣∣ =

=

∫ 1

0

(∫ 2π

0

ρ
√

1 + ρ2 dϕ

)
dρ = 2π ·

∫ 1

0

ρ
√

1 + ρ2 dρ =

∣∣∣∣ 1 + ρ2 = t
2ρ dρ = dt

∣∣∣∣ =

= π ·
∫ 2

1

√
t dt = 2π

3

(
2
√

2− 1
)
.

Př́ıklad 3.14 Vypočtěte obsah části B šroubové plochy o parametrických rovnićıch
x = u cos v, y = u sin v, z = v nacházej́ıćı se ve válci x2 + y2 = 4, 0 ≤ z ≤ 4π.

B

z

y

x

Parametrizace listu B má tvar

Φ(u, v) = (u cos v, u sin v, v), kde (u, v) ∈ 〈0, 2〉 × 〈0, 2π〉 .

∂Φ

∂u
= (cos v, sin v, 0) ,

∂Φ

∂v
= (−u sin v, u cos v, 1)

∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v
=

∣∣∣∣∣∣
i j k

cos v sin v 0
−u sin v u cos v 1

∣∣∣∣∣∣ = (sin v,− cos v, u) ,

∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ =
√

sin2 v + cos2 v + u2 =
√
u2 + 1 .

ω(B) =

∫∫
D

∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ dudv =

∫ 2

0

(∫ 2π

0

√
u2 + 1 dv

)
du =

= 2π ·
∫ 2

0

√
u2 + 1 du = 2π ·

(√
5 + 1

2
ln(2 +

√
5)
)
.
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Necht’ nyńı Φ = Φ(u, v) : D → R3, Ψ = Ψ(s, t) : D′ → R3 jsou parametrizace listu
B ⊂ R3. Pak plat́ı∫∫

D

∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ dudv =

∫∫
D′

∣∣∣∣∂Ψ∂s × ∂Ψ

∂t

∣∣∣∣ dsdt ,

což znač́ı, že obsah listu nezáviśı na jeho parametrizaci.

Listy jsou nejjednodušš́ı dvourozměrné útvary v R3. Složitěǰśı dvourozměrné útvary lze
tvořit spojováńım list̊u. Při studiu následuj́ıćı definice necht’ si čtenář představ́ı např.
povrch jehlanu; listy, které tento povrch tvoř́ı, jsou stěny jehlanu.

Definice 3.15 Souvislou množinu S ⊂ R3 nazveme (po částech hladkou) plochou,
existuje-li takový konečný systém list̊u

{B1, . . . , Bm} , (3.29)

že plat́ı:

(1) S = B1 ∪ · · · ∪Bm ,

(2) je-li i 6= j, je Bi ∩ Bj ⊂ ∂Bi ∩ ∂Bj a Bi ∩ Bj oblouk, nebo množina prázdná nebo
jednobodová,

(3) je-li i 6= j 6= k 6= i, je Bi ∩Bj ∩Bk bud’ množina prázdná, nebo jednobodová.

Systém 3.29 nazýváme rozkladem plochy S na listy.

Jestlǐze ke každému bodu p ∈ S existuje okoĺı U(p) tak, že B = U(p)∩S je list (a tedy na
B existuje spojité normálové pole), ř́ıkáme, že plocha S je hladká.

Je-li Bi ∩Bj oblouk, ř́ıkáme, že listy Bi, Bj jsou přilehlé (podél tohoto oblouku).

Krajńım obloukem plochy S nazveme oblouk, který je část́ı okraje právě jednoho listu
rozkladu plochy S. Nemá-li plocha S krajńı oblouky, nazývá se uzavřená.

Uzavřená plocha nemá okraj. Neńı-li S uzavřená plocha, nazývá se sjednoceńı všech
krajńıch oblouk̊u okraj plochy S, označ́ıme jej ∂S. Množina ∂S je uzavřenou křivkou
nebo sjednoceńım konečného počtu uzavřených křivek.

2

1

3BB

B
3

2

1

B

B
B

2

1

B

B

a) b) c)
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Na obrázku a) je př́ıklad množiny, která je po částech hladkou plochou, b) je př́ıklad
množiny, která neńı plochou, c) jsou přilehlé listy B1, B2 podél oblouku B1 ∩B2.

Bod p ∈ S se nazývá regulárńı bod plochy S, existuje-li otevřené okoĺı U(p) v R3 tak,
že U(p) ∩ S je list; v opačném př́ıpadě se bod p nazývá singulárńı bod plochy S.

Hladká plocha nemá singulárńı body. Množina singulárńıch bod̊u plochy S o rozkladu

3.29 je podmnožinou množiny
m⋃

i=1

∂Bi a u plochy, která neńı hladká, ji tvoř́ı křivky nebo

izolované body (představte si např. povrch kužele).

Na ploše S můžeme definovat plošnou mı́ru ω pomoćı plošné mı́ry na listech.

Řekneme, že množina M ⊂ S je měřitelná na S, jestliže pro každý list B ⊂ S je množina
M ∩B měřitelná na listu B.

Řekneme, že množina M ⊂ S je nulová (nebo že má plošnou mı́ru 0), jestliže pro
každý list B ⊂ S má množina M ∩B plošnou mı́ru 0, ṕı̌seme ω(M) = 0.

Plat́ı: M ⊂ S má plošnou mı́ru 0, právě když ke každému ε > 0 existuje konečný systém
list̊u {L1, . . . , Lr}, Li ⊂ S (i = 1, . . . , r) tak, že

M ⊂
r⋃

i=1

Li a
r∑

i=1

ω(Li) < ε .

Jestliže ω(M) = 0 a N ⊂M , pak ω(N) = 0.

Každá křivka má plošnou mı́ru 0.

Sjednoceńı konečného počtu křivek má plošnou mı́ru 0. Odtud plyne, že množina sin-
gulárńıch bod̊u má plošnou mı́ru 0.

Jsou-li B1, . . . , Br ⊂ S listy, M ⊂
r⋃

i=1

Bi a je-li každá množina M ∩ Bi (i = 1, . . . , r)

měřitelná, pakM je měřitelná, nebot’M =
r⋃

i=1

(Bi ∩M) a vpravo je sjednoceńı měřitelných

množin.

Je-li M měřitelná množina na S a je-li 3.29 rozklad plochy S, definujeme plošnou mı́ru
množiny M vzorcem

ω(M) =
m∑

i=1

ω(M ∩Bi) .

Speciálně S je měřitelná a

ω(S) =
m∑

i=1

ω(Bi) .

Dá se dokázat (viz [?]), že č́ıslo ω(S) nezáviśı na rozkladu plochy S na listy.

Z praktického hlediska je užitečné poněkud zobecnit pojem parametrizace z definice listu,
aby se i některé jiné plochy než listy daly popsat parametricky.
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Definice 3.16 Necht’ S je plocha. Parametrizaćı plochy S nazveme spojité zobrazeńı
Φ : D → R3 (kde D je regulárńı uzavřená oblast v R2) takové, že Φ(D) = S a existuje
rozděleńı oblasti D na regulárńı uzavřené oblasti D1, . . . , Dm tak, že plat́ı

(1) Φ je prosté regulárńı zobrazeńı na G =
m⋃

i=1

D0
i ,

(2) Φ zobrazuje
m⋃

i=1

∂Di na množinu C ⊂ S, která je disjunktńı s Φ(G) a je sjednoceńım

konečného počtu po částech hladkých křivek.

To znamená, že předpoklady prostého zobrazeńı a regularity parametrizace Φ mohou být
porušeny na konečném počtu křivek, tedy na nulové množině, která nebude mı́t vliv na
hodnotu integrálu přes danou plochu.

U některých ploch, jako je např. povrch mnohostěnu, plášt’ jehlanu apod., je lépe rozložit
tyto plochy na listy (ve jmenovaných př́ıpadech na mnohoúhelńıky) a tyto listy parame-
trizovat zvlášt’. U jiných ploch, jako je např. kulová plocha, anuloid (

”
pneumatika“) aj.,

lze pochopitelně udělat totéž, bylo by to však zbytečně komplikované.

Př́ıklad 3.15 Kulová plocha S se středem v počátku a poloměrem R,

S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = R2} ,

se dá rozložit na listy r̊uzným zp̊usobem.

Jedna možnost rozkladu plochy S na listy je tato: Do vnitřku kulové plochy S umı́st́ıme
krychli se středem v počátku O a pak každou stěnu krychle promı́tneme z O na S.

Avšak danou kulovou plochu S m̊užeme popsat parametrickými rovnicemi

x = R cosu sin v

y = R sinu sin v

z = R cos v ,

kde (u, v) ∈ 〈0, 2π〉 × 〈0, π〉 (u, v jsou sférické souřadnice). Parametrizace

Φ(u, v) = (R cosu sin v,R sinu sin v,R cos v) : 〈0, 2π〉 × 〈0, π〉 → R3

je sice dokonce tř́ıdy C∞, je však prostá a regulárńı pouze na vnitřku obdélńıku D =
〈0, 2π〉 × 〈0, π〉. Snadno spoč́ıtáme, že

∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v
= −R2 sin v(cosu sin v, sinu sin v, cos v) ,∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ = R2 sin v ,

takže právě jen pro v ∈ (0, π) je ∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v
6= 0. Vad́ı nám tedy body, pro něž v = 0, v = π,

tj. body (0, 0, R), (0, 0,−R); parametrizace Φ neńı prosté zobrazeńı pro u = 0, u = 2π.
Předpoklady prostého a regulárńıho zobrazeńı Φ jsou porušeny na hranici ∂D. Hranice

∂D = L1 ∪ L2 ∪ L3 ∪ L4 ,
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kde

L1 = 〈1, 2π〉 × {0} , L3 = 〈0, 2π〉 × {π} ,
L2 = {2π} × 〈0, π〉 , L4 = {0} × 〈0, π〉 ,

se zobraźı zobrazeńım Φ na polokružnici C ⊂ S s krajńımi body (0, 0,−R), (0, 0, R)
procházej́ıćı bodem (R, 0, 0). Přitom Φ(D0) = S − C. Vyhovuje tedy Φ definici 3.16 (viz
obrázky).

π

2 π

4

3

2

1

DL

L

L

L

v

u

z

yx (R,0,0)
(0,0,-R)

(0,0,R)

Označ́ıme-li E(S) množinu všech stupňovitých funkćı na S, má E(S) a integrál funkćı
z E(S) tytéž základńı vlastnosti jako v př́ıpadě neorientovaného křivkového integrálu z
těchto funkćı.

Analogickým zp̊usobem pak definujeme množiny E(S), L(S), L(S) a postupně rozš́ı̌ŕıme
integrál stupňovitých funkćı na integrál funkćı z těchto množin limitńım procesem a
odč́ıtáńım. Takto vybudovaný integrál nazveme neorientovaným plošným integrálem
na S.

Integrál funkce f : S → R přes množinu M ⊂ S definujeme vztahem∫∫
M

f dS =

∫∫
S

fχM dS ,

existuje-li integrál vpravo (χM je charakteristická funkce množiny M).

Plošný integrál úzce souviśı s dvojným integrálem. Jelikož rovinu R2 můžeme uvažovat
jako podprostor prostoru R3, pak je-li S rovinná plocha, tj. S ⊂ R2, je

∫∫
S

f dS totožný

s dvojným integrálem
∫∫
S

f dν2, nebot’ pro list B ⊂ R2 je ω(B) = ν2(B).

Vlastnosti neorientovaného plošného integrálu jsou stejné jako vlastnosti n-rozměrného
integrálu v Rn. Tak např. plat́ı věta:

Věta 3.9 Je-li (B1, . . . , Bk) rozklad S, pak∫∫
S

f dS =
k∑

i=1

∫∫
Bi

f dS , (3.30)

má-li alespoň jedna strana smysl.
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Uved’me ještě postačuj́ıćı podmı́nku konvergence plošného integrálu, se kterou v praxi
vystač́ıme:

Věta 3.10 Necht’ N ⊂ S je nulová množina na S a necht’ f je spojitá na S \ N a
ohraničená. Pak

∫∫
S

f dS konverguje.

Výpočet neorientovaného plošného integrálu

Vzorec 3.30 ukazuje, že k výpočtu plošného integrálu přes plochu S stač́ı umět poč́ıtat
integrál přes listy. Necht’ B ⊂ R3 je list, Φ : D → R3 jeho parametrizace.

Necht’ f : B → R3 je stupňovitá funkce taková, že f nabývá hodnotu ai na vnitřku listu
Bi, i = 1, . . . , k, kde (B1, . . . , Bk) je rozklad plochy B. Pak Φ(Di) = Bi, i = 1 . . . , k, kde
Di je regulárńı oblast a (D1, . . . , Dk) tvoř́ı rozklad (rozděleńı) oblasti D na podoblasti.
Restrikce Φi = Φ|Di je parametrizace listu Bi, i = 1, . . . , k. Je přitom (viz 3.28)

ω(Bi) =

∫∫
Di

∣∣∣∣∂Φi

∂u
× ∂Φi

∂v

∣∣∣∣ dudv =

∫∫
Di

∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ dudv .

Potom∫∫
B

f dS =
k∑

i=1

ai

∫∫
Di

∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ dudv =
k∑

i=1

∫∫
Di

ai

∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ dudv . (3.31)

Pro (u, v) ∈ D0
i je Φ(u, v) vnitřńım bodem listu Bi, takže f(Φ(u, v)) = ai. Můžeme proto

3.31 psát ve tvaru∫∫
B

f dS =
k∑

i=1

∫∫
Di

f(Φ(u, v))

∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ dudv =

∫∫
D

f(Φ(u, v))

∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ dudv .

Plat́ı tedy pro stupňovitou funkci f na B vzorec∫∫
B

f dS =

∫∫
D

f(Φ(u, v))

∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ dudv , (3.32)

kde Φ : D → R3 je parametrizace B.

Limitńım procesem a použit́ım linearity integrálu zjist́ıme, že 3.32 plat́ı pro každou inte-
grovatelnou funkci f na B a naopak, konverguje-li dvojný integrál v 3.32, je f integro-
vatelná na B a plat́ı 3.32. Přitom pro konvergenci tohoto dvojného integrálu je nutné a
stač́ı, aby funkce f ◦Φ byla integrovatelná na D.

Věta 3.11 Necht’ B je list, Φ : D → R3 jeho parametrizace. Pak f je integrovatelná na
B, právě když f ◦Φ je integrovatelná na D. Přitom plat́ı vzorec 3.32.
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Je-li B graf funkce g : D → R tř́ıdy C1, B = {(x, y, z) : z = g(x, y), (x, y) ∈ D} a zvoĺıme-
li parametrizaci Φ(u, v) = (u, v, g(u, v)), (u, v) ∈ D (tedy x = u, y = v, z = g(u, v)), pak
jako speciálńı př́ıpad vzorce 3.32 dostaneme (ṕı̌seme-li mı́sto proměnných u, v proměnné
x, y) ∫∫

B

f dS =

∫∫
D

f(x, y, g(x, y))

√
1 +

(
∂g

∂x

)2

+

(
∂g

∂y

)2

dxdy . (3.33)

Integrál
∫∫
B

f dS lze rovněž definovat př́ımo vzorcem 3.32. V tom př́ıpadě je třeba ukázat,

že hodnota integrálu nezáviśı na volbě parametrizace listu B. To lze dokázat použit́ım
věty o substituci v dvojném integrálu.

Př́ıklad 3.16 Vypočtěte
∫∫
S

z ·
√
x2 + y2 dS,

kde S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = R2, z ≥ 0}.
Zvolme parametrické rovnice

Φ : x = R cosu sin v
y = R sinu sin v , (u, v) ∈ 〈0, 2π〉 ×

〈
0, π

2

〉
z = R cos v

Tedy Φ(u, v) = (R cosu sin v,R sinu sin v,R cos v),

∂Φ

∂u
= (−R sinu sin v,R cosu sin v, 0)

∂Φ

∂v
= (R cosu cos v,R sinu cos v,−R sin v)

∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v
=

(
−R2 cosu sin2 v,−R2 sinu sin2 v,−R2 sin v cos v

)
∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ =
√
R4 sin4 v ·

(
cos2 u+ sin2 u

)
+R4 sin2 v cos2 v = R2 sin v

z ·
√
x2 + y2 = R cos v ·

√
R2 cos2 u sin2 v +R2 sin2 u sin2 v = R2 cos v sin v

Tedy ∫∫
S

z ·
√
x2 + y2 dS =

∫ 2π

0

(∫ π
2

0

R4 cos v sin2 v dv

)
du = 2

3
πR4 .
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Cvičeńı

Př́ıklad 1 Vypočtěte
∫∫
S

dS
(1+x+z)2

, kde S je část roviny x+ y + z = 1 v I. oktantu.

[
√

3(ln 2− 1
2
)]

Př́ıklad 2 Vypočtěte
∫∫
S

z dS, kde S = {(x, y, z) ∈ R3 : z =
√
x2 + y2, 1 ≤ z ≤ 2}.

[14
3
π
√

2]

Př́ıklad 3 Vypočtěte
∫∫
S

dS, kde S je obdélńık −2 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ x ≤ 1 lež́ıćı v rovině

z = 3. [4]

Př́ıklad 4 Vypočtěte
∫∫
S

dS, kde S je část válcové plochy y2 + z2 = 4, z ≥ 0, 0 ≤ x ≤ 3.
[6π]

Př́ıklad 5 Vypočtěte
∫∫
S

dS, kde S je parabolická plocha z = x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 9.

[π
6

(37
√

37− 1)]

Př́ıklad 6 Vypočtěte
∫∫
S

(x2 + y2) dS, kde S je povrch kužele
√
x2 + y2 ≤ z ≤ 1.

[π
2

(1 +
√

2)]

3.7 Orientovaný plošný integrál

Necht’ B = (B,−→ν ) je orientovaný list. Orientovaný list B1 = (B1,
−→ν 1) nazveme část́ı

orientovaného listu B, jestliže B1 ⊂ B a jestliže orientuj́ıćı normálové pole (orientace)
−→ν 1 je restrikce orientace −→ν , tj. −→ν 1 = −→ν |B1.

Řekneme, že orientovaný list B je součtem orientovaných list̊u B1, . . . ,Bk, a ṕı̌seme B =
B1 + · · ·+ Bk, je-li {B1, . . . , Bk} rozklad listu B a je-li každý orientovaný list Bi část́ı B.
Zřejmě pak −B = (−B1) + · · ·+ (−Bk).

Než přistouṕıme k definici orientovaného plošného integrálu, vyjdeme z jisté fyzikálńı
situace.
Představme si, že část G prostoru R3 je vyplněna nestlačitelnou proud́ıćı kapalinou,
přičemž rychlost každé částice je určena pouze jej́ı polohou a nezáviśı na čase. V takovém
př́ıpadě mluv́ıme o ustáleném prouděńı kapaliny.

Necht’ pole
−→
F = (F1, F2, F3) je pole rychlost́ı tohoto prouděńı, tj pro p ∈ G je

−→
F (p) vektor

rychlosti prouděńı v bodě p. Vzniká otázka, jaké množstv́ı kapaliny proteče za jednotku
času kusem plochy (listem) ve směru zvolené orientace.

. ν
ν
→

→ →
→
FF

B

Předpokládejme zprvu, že pole
−→
F je konstantńı a orien-

tovaný list B = (B,−→ν ) je rovinný (viz obrázek). Pak ka-
palina, která proteče plochouB za jednotku času, vyplńı

válec o základně B velikosti ω(B) a výšce
−→
F �−→ν , jež je

pr̊umětem vektoru
−→
F do směru −→ν (je-li

−→
F �−→ν < 0, zna-

mená to ovšem to, že kapalina protéká opačným směrem
než t́ım, kterým byla určena strana plochy).
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Je tedy množstv́ı kapaliny, které proteče za jednotku času orientovaným listem (B,−→ν ),
rovno veličině

Q =
(−→
F �−→ν

)
ω(B).

Necht’ nyńı B = (B,−→ν ) je libovolný orientovaný list a
−→
F spojité vektorové pole definované

na B. Rozdělme B na malé orientované části (listy) B1, . . . ,Bk tak, že

B = B1 + · · ·+ Bk .

Bude-li toto rozděleńı dostatečně jemné, můžeme považovat každý list Bi přibližně za

rovinný a orientaci −→ν na každém Bi za konstantńı vektor. Také pole
−→
F můžeme na

každém Bi považovat přibližně za konstantńı, tj. můžeme je nahradit polem
−→
F i =

−→
F (pi),

kde pi ∈ B0
i .

Množstv́ı kapaliny, které proteče za jednotku času část́ı Bi, je tedy přibližně rovno č́ıslu−→
F (pi) �−→ν (pi)ω(Bi), a celkové množstv́ı Q kapaliny, které proteče za jednotku času orien-
tovaným listem (B,−→ν ), je přibližně rovno

Q =
k∑

i=1

−→
F (pi) �−→ν (pi)ω(Bi) . (3.34)

Součet vpravo bude t́ım přesněji určovat množstv́ı kapaliny proteklé za jednotku času
listem B, č́ım jemněǰśı bude děleńı listu B na části.

Součet 3.34 je integrálńı součet pro plošný integrál∫∫
B

(−→
F �−→ν

)
dS . (3.35)

Na součet 3.34 lze pohĺıžet jako na plošný integrál
∫∫
B

h dS, kde h je stupňovitá funkce

nabývaj́ıćı na B0
i hodnotu

−→
F (pi) � −→ν (pi). Limitńım procesem (zvoĺıme-li posloupnost

zjemňuj́ıćıch se děleńı tak, že pr̊uměry list̊u Bi konverguj́ı k nule) dostaneme, že součty
3.34 konverguj́ı k integrálu 3.35

Definice 3.17 Orientovaným plošným integrálem pole
−→
F přes orientovaný list B =

(B,−→ν ) nazýváme integrál∫∫
B

−→
F �

−→
dS =

∫∫
B

(−→
F �−→ν

)
dS , (3.36)

existuje-li integrál vpravo. Integrál 3.36 nazýváme tokem vektorového pole
−→
F orien-

tovanou plochou B.



Vybrané partie z matematiky 101

Termı́n
”
tok pole“, který byl převzat z hydromechaniky, se použ́ıvá nejen pro pole rych-

lost́ı prouděńı kapaliny, ale pro jakákoliv fyzikálńı vektorová pole; je-li tedy např.
−→
F

elektrostatické pole, mluv́ıme o toku elektrostatického pole orientovanou plochou atp.

Protože orientovaný integrál jsme vztahem 3.36 definovali pomoćı neorientovaného in-
tegrálu, plynou vlastnosti orientovaného integrálu z vlastnost́ı neorientovaného
integrálu.
Jelikož opačně orientovaný list −B má orientaci −−→ν , plat́ı∫∫

−B

−→
F �

−→
dS =

∫∫
B

(−→
F �
(
−−→ν

))
dS = −

∫∫
B

(−→
F �−→ν

)
dS = −

∫∫
B

−→
F �

−→
dS .

Tedy ∫∫
−B

−→
F �

−→
dS = −

∫∫
B

−→
F �

−→
dS . (3.37)

Dále plat́ı:
Je-li B = B1 + · · ·+ Bk, je∫∫

B

−→
F �

−→
dS =

∫∫
B1

−→
F �

−→
dS + · · ·+

∫∫
Bk

−→
F �

−→
dS . (3.38)

Tento vzorec vyjadřuje aditivitu toku vektorového pole.

Výpočet orientovaného plošného integrálu lze provést převedeńım na neorientovaný plošný
integrál.
Necht’ Φ : D → R3 je parametrizace orientovaného listu B = (B,−→ν ) souhlasná s orientaćı
−→ν . Pro p = Φ(u, v), (u, v) ∈ D, je

−→ν (p) =
∂Φ
∂u

(u, v)× ∂Φ
∂v

(u, v)∣∣∂Φ
∂u

(u, v)× ∂Φ
∂v

(u, v)
∣∣ ,

takže (−→
F �−→ν

)
(p) =

−→
F (p) �−→ν (p) =

−→
F (Φ(u, v)) �

∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v∣∣∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v

∣∣ (u, v) .
Odtud∫∫

B

(−→
F �−→ν

)
dS =

∫∫
D

(−→
F ◦Φ

)
�

∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v∣∣∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v

∣∣
∣∣∣∣∂Φ∂u × ∂Φ

∂v

∣∣∣∣ dudv =

=

∫∫
D

(−→
F ◦Φ

)
�

(
∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v

)
dudv .

Máme tedy vzorec∫∫
B

−→
F �

−→
dS =

∫∫
D

(−→
F ◦Φ

)
�

(
∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v

)
dudv . (3.39)
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Jestliže parametrizace Φ nesouhlaśı s orientaćı listu B, muśıme (podle vzorce 3.37) vźıt
na pravé straně dvojný integrál s opačným znaménkem.

Integrovaná funkce ve dvojném integrálu na pravé straně vzorce 3.39 je smı́̌sený součin. Je-

li
−→
F = (F1, F2, F3), Φ = (Φ1,Φ2,Φ3), je (podle pravidla pro výpočet smı́̌seného součinu)

∫∫
B

−→
F �

−→
dS =

∫∫
D

∣∣∣∣∣∣∣∣
(F1 ◦Φ) ∂Φ1

∂u
∂Φ1

∂v

(F2 ◦Φ) ∂Φ2

∂u
∂Φ2

∂v

(F3 ◦Φ) ∂Φ3

∂u
∂Φ3

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣ dudv . (3.40)

Posledńı dva sloupce determinantu jsou sloupce Jacobiovy matice Φ′. Rozvedeme-li de-
terminant podle prvńıho sloupce, dostaneme∫∫
B

−→
F �
−→
dS =

∫∫
D

((F1 ◦Φ) D(Φ2,Φ3) + (F2 ◦Φ) D(Φ3,Φ1) + (F3 ◦Φ) D(Φ1,Φ2)) dudv ,(3.41)

kde D(Φi,Φj), i 6= j, i, j = 1, 2, 3, jsou Jakobiány souřadnic Φi,Φj, tj.

D(Φi,Φj) =

∣∣∣∣∣
∂Φi

∂u
∂Φi

∂v

∂Φj

∂u

∂Φj

∂v

∣∣∣∣∣ .
Orientovaný plošný integrál

∫∫
B

−→
F �

−→
dS se ve složkovém tvaru zapisuje následovně:

∫∫
B

−→
F �

−→
dS =

∫∫
B

F1 dydz + F2 dzdx+ F3 dxdy , (3.42)

kde výrazy dydz, dzdx, dxdy jsou tzv. vněǰśı součiny diferenciál̊u dx, dy, dz a výraz za
symbolem

∫∫
B

v 3.42 je tzv. diferenciálńı forma druhého stupně.

Př́ıklad 3.17 Vypočtěte tok Q vektorového pole
−→
F = (x − y, y − z, z − x + 1) oriento-

vaným trojúhelńıkem B o vrcholech (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). Orientuj́ıćı normálový vektor
směřuje k počátku (viz obrázek)

1

1

1

y

x

z V našem př́ıpadě je tedy

B = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y + z = 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0} .

Zvolme Φ : x = u
y = v (u, v) ∈ D ,
z = 1− u− v

kde D = {(u, v) ∈ R2 : u+ v ≤ 1, u ≥ 0, v ≥ 0}
(viz daľśı obrázek).
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u+v=1

D

1

1

y=v

x=u

Odtud je zřejmé, že u ∈ 〈0, 1〉 , v ∈ 〈0, 1− u〉

Parametrizace Φ(u, v) = (u, v, 1− u− v) ,
∂Φ
∂u

= (1, 0,−1)
∂Φ
∂v

= (0, 1,−1)

∂Φ
∂u
× ∂Φ

∂v
=

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 0 −1
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = (1, 1, 1) .

Zvolená parametrizace je tedy nesouhlasná se zadanou orientaćı, nebot’ vypočtená normála
má opačný směr než zadaná orientuj́ıćı normála.(−→

F ◦Φ
)

(u, v) =
−→
F (Φ(u, v)) =

−→
F (u, v, 1− u− v) = (u− v, u+ 2v − 1, 2− 2u− v)

Q = −
∫∫
D

(u− v, u+ 2v − 1, 2− 2u− v) � (1, 1, 1) dudv = −
∫ 1

0

(∫ 1−u

0

dv

)
du = −1

2
.

Uvedený př́ıklad m̊užeme vypoč́ıtat i př́ımo z definičńıho vzorce 3.36. Plat́ı totǐz, že −→ν =
− 1√

3
(1, 1, 1), tedy(−→

F �−→ν
)

(x, y, z) = − 1√
3
(x− y, y − z, z − x+ 1) � (1, 1, 1) = − 1√

3
.

Odtud∫∫
B

−→
F �

−→
dS =

∫∫
B

(−→
F �−→ν

)
dS = − 1√

3

∫∫
B

dS = − 1√
3
ω(B),

kde ω(B) je v našem př́ıpadě obsah trojúhelńıka B, který se dá stanovit elementárně.

S orientovanými plošnými integrály přes orientované listy bychom v aplikaćıch nevystačili.
V daľśım výkladu se omeźıme na jednoduše souvislé listy, tj. takové listy, jejichž
parametrizace jsou definovány na jednoduše souvislých uzavřených regulárńıch oblastech.
Okraj takového listu je jednoduchá uzavřená křivka. Vı́cenásobně souvislé listy lze vždy
rozdělit na jednoduše souvislé listy.

Orientovanou hranici uzavřené regulárńı oblasti D ⊂ R2 označme ∂D. U list̊u (a později
i ploch) bude značit ∂B neorientovaný okraj, ∂B orientovaný okraj, at’ už jde o neorien-
tovaný list B, či orientovaný list B.

Necht’ p je regulárńı bod okraje ∂B listu B (tj. p je vnitřńım bodem některého oblouku
A ⊂ ∂B).
Vnitřńım tečným vektorem −→w(p) listu B v bodě p nazveme vektor, pro který plat́ı:

1) je tečným vektorem v bodě p orientovaného oblouku A0, který lež́ı na listu B a má
počátečńı bod p.
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2) Neńı kolineárńı s tečným vektorem okraje ∂B v bodě p (viz obrázek).

→

→

→

∂

ν

τ 0

w

A

(p)

(p)

(p)

B

B

p

Necht’ nyńı B je orientovaný list, −→ν jeho orientace. Ne-
cht’ ∂B je orientovaný okraj s orientuj́ıćım tečným vek-
torem −→τ , pak řekneme, že okraj ∂B je souhlasně ori-
entován s listem B, jestliže pro libovolný regulárńı
bod okraje ∂B plat́ı:
Trojice vektor̊u

(−→τ (p),−→w(p),−→ν (p)
)

určuje tutéž orien-
taci prostoru R3 jako standartńı báze e1, e2, e3, tj. plat́ı(−→τ (p)×−→w(p)

)
�−→ν (p) > 0 .

Názorně si můžeme souhlasnou orientaci okraje představit takto:

”
Dáme-li palec pravé ruky ve směru zadaného orientuj́ıćıho normálového vektoru orien-

tovaného listu B, pak prsty ukazuj́ı směr orientace okraje ∂B.“

→

∂

ν

B

B

→

∂

ν

B

B

Obrázek 3.12: Souhlasná orientace
okraje ∂B s listem B.

Obrázek 3.13: Nesouhlasná orientace
okraje ∂B s listem B

Řekneme, že orientované listy B1,B2, které jsou přilehlé podél oblouku C, jsou souhlasně
orientované (koorientované), jestliže pro okraje ∂B1, ∂B2 souhlasně orientované s listy
B1,B2 plat́ı:
Je-li orientovaný oblouk C část́ı okraje ∂B1, je orientovaný oblouk −C část́ı okraje ∂B2.

Na obrázku 3.14 jsou přilehlé listy B1,B2 souhlasně orientované, na obr. 3.15 jsou přilehlé
listy B′

1,B
′
2 nesouhlasně orientované.
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B

CB
-C

ν

ν1

1

2

2

→

→

CB
C B

ν

ν1

2

1

2

→

→

Obrázek 3.14: Souhlasně orientované
přilehlé listy

Obrázek 3.15: Nesouhlasně oriento-
vané přilehlé listy

Definice 3.18 Řı́káme, že plocha S je orientovatelná, existuj́ı-li orientované listy B1, . . . ,Bk

tak, že plat́ı:

(1) {B1, . . . , Bk} je rozklad plochy S,

(2) každé dva přilehlé listy Bi,Bj jsou souhlasně orientované.

Řekneme pak, že S má orientovaný rozklad

{B1, . . . ,Bk} . (3.43)

Definice 3.19 Necht’ S je orientovatelná plocha s orientovaným rozkladem 3.43. Necht’

orientace listu Bi je −→ν i. Definujme vektorové pole −→ν : S → V (R3) tak, že polož́ıme

−→ν (p) = −→ν i(p) pro p ∈ B0
i (i = 1, . . . , k)

a v ostatńıch bodech (které jsou krajńımi body list̊u Bi) definujme −→ν takto: Bud’ definu-
jeme (je-li to možné) −→ν (p) tak, aby −→ν bylo v bodě p spojité; neńı-li to možné (v př́ıpadě,
že p je singulárńı bod, kdy se plocha v okoĺı bodu

”
láme“ nebo má v bodě

”
hrot“), definu-

jeme −→ν (p) = o. Pole −→ν nazveme orientaćı plochy S indukovanou orientovaným
rozkladem 3.43 a dvojici (S,−→ν ) nazveme orientovanou plochou. Dvojici (S,−−→ν )
nazveme opačně orientovanou plochou k (S,−→ν ). Označ́ıme-li dále (S,−→ν ) znakem S,
označ́ıme (S,−−→ν ) znakem −S. Tu okolnost, že orientovaný rozklad 3.43 určuje orientaci
plochy S, vyjádř́ıme zápisem

S = B1 + · · ·+ Bk .

Jsou-li {B1, . . . ,Bk}, {B′
1, . . . ,B

′
m} dva orientované rozklady orientovatelné plochy S a

jsou-li −→ν ,−→ν ′ orientace plochy S indukované těmito rozklady, lze dokázat, že plat́ı

−→ν = −→ν ′ nebo −→ν = −−→ν ′ .
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Orientovatelná plocha S má tedy pouze dvě možné orientace, ř́ıkáme, že je dvoustranná.
Plochy, které nejsou orientovatelné, se nazývaj́ı jednostranné. Takové plochy existuj́ı.

Př́ıkladem takové plochy je Möbiova plocha (Möbi̊uv list), viz obrázek.

C

p

−ν

ν

→

→

Zvoĺıme-li v bodě p normálový vektor −→ν (p) a bude-li
se nyńı bod q pohybovat po C od bodu p do bodu
p′ = p, bude se normálový vektor spojitě měnit, avšak
v bodě p′ přejde ve vektor −−→ν (p). To u hladkých
ploch dvoustranných, jako je např. kulová plocha, neńı
možné (Möbi̊uv list je ovšem rovněž hladká plocha).

Je-li S orientovaná plocha, S = (S,−→ν ), a má-li S okraj ∂S, který se skládá z jedné
nebo z několika jednoduchých uzavřených křivek (navzájem disjunktńıch), lze definovat
souhlasnou orientaci okraje ∂S s plochou S tak, jak jsme to udělali nedávno pro listy.
Stač́ı si uvědomit, že každý oblouk okraje ∂S je obloukem okraje některého listu rozkladu
S nebo může být na takové oblouky rozdělen.

Uzavřená plocha S je vždy orientovatelná.

Necht’ {B1, . . . , Bk} je rozklad plochy S. Plat́ı věta

Jednoduchá uzavřená plocha S rozděluje prostor R3 na dvě oblasti, z nichž
jedna ja ohraničená a druhá neohraničená.

Ohraničená oblast se nazývá vnitřek plochy S, znač́ı se IntS; neohraničená oblast se
nazývá vněǰsek plochy S, znač́ı se ExtS (nesmı́me zaměňovat tyto termı́ny s pojmy
vnitřek a vněǰsek množiny z kapitoly 1.1.

Každý list Bi budeme orientovat normálovým polem −→ν i tak, aby v každém bodě a ∈ B0
i

měla polonormála p = a + t−→ν i(a), t ∈ 〈0,∞), v libovolně malém okoĺı U(a) společné
body s vnitřkem IntS. V tomto př́ıpadě ř́ıkáme, že uzavřená orientovaná plocha

S = B1 + · · ·+ Bk , Bi = (Bi,
−→ν i) (i = 1, . . . , k) ,

je orientována vnitřńım normálovým vektorem. O ploše −S ř́ıkáme, že je orien-
tována vněǰśım normálovým vektorem.

Budeme nyńı definovat orientovaný plošný integrál přes orientovanou plochu.

Definice 3.20 Necht’ S = (S,−→ν ) je orientovaná plocha,
−→
F vektorové pole definované

na S. Orientovaným plošným integrálem pole
−→
F přes orientovanou plochu S

nazýváme integrál∫∫
S

−→
F �

−→
dS =

∫∫
S

(−→
F �−→ν

)
dS , (3.44)

existuje-li integrál vpravo. Integrál 3.44 nazýváme tokem pole
−→
F orientovanou plo-

chou S.
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Plat́ı zřejmě∫∫
S

−→
F �

−→
dS = −

∫∫
−S

−→
F �

−→
dS . (3.45)

Jestliže S = B1 + · · ·+ Bk, pak∫∫
S

−→
F �

−→
dS =

k∑
i=1

∫∫
Bi

−→
F �

−→
dS . (3.46)

Je-li S orientovatelná plocha, která má parametrizaci Φ : D → R3, a je-li orientace −→ν
určena parametrizaćı Φ, plat́ı pro orientovanou plochu S = (S,−→ν )∫∫

S

−→
F �

−→
dS =

∫∫
D

−→
F (Φ(u, v)) �

(
∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v

)
dudv . (3.47)

Tento vzorec je zobecněńım vzorce 3.39, který byl odvozen pro listy.

Uvedeme nyńı př́ıklady na výpočet orientovaných plošných integrál̊u přes orientované
plochy.

Př́ıklad 3.18 Máme stanovit tok pole
−→
F :

−→
F (x, y, z) = (xz, yz, (x2 + y2)z)

orientovanou hranićı S úseče paraboloidu

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ z ≤ 1} ,
jež je orientována vněǰśım normálovým vektorem (viz obrázek).

D

1

11 y(=v)
x(=u)

z
Je S = B1 + B2, kde B1 je kruh v rovině z = 1,

B1 = {(x, y, z) ∈ R3 : z = 1, x2 + y2 ≤ 1} ,

B1 je orientován tak, že jde o
”
horńı stranu“,

normálový vektor je zřejmě k = (0, 0, 1);
B2 je kus paraboloidu,

B2 = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2, x2 + y2 ≤ 1} ,

B2 je orientován tak, že jde o
”
spodńı stranu“

- normálový vektor −→ν (x, y, z) sv́ırá tupý úhel
s vektorem e3.

V obou př́ıpadech zvoĺıme parametry x = u, y = v.
Parametrizace listu B1:

Φ(u, v) = (u, v, 1) ,

D = {(u, v) ∈ R2 : u2 + v2 ≤ 1} ,

∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v
= (1, 0, 0)× (0, 1, 0) =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 0 0
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ = (0, 0, 1) .
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Jde tedy o parametrizaci soulasnou s orientaćı listu B1.
Parametrizace listu B2:

Ψ(u, v) = (u, v, u2 + v2) ,

D = {(u, v) ∈ R2 : u2 + v2 ≤ 1} ,

∂Ψ

∂u
× ∂Ψ

∂v
= (1, 0, 2u)× (0, 1, 2v) =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 0 2u
0 1 2v

∣∣∣∣∣∣ = (−2u,−2v, 1) .

Jde o parametrizaci nesouhlasnou (třet́ı souřadnice vektoru ∂Ψ
∂u
× ∂Ψ

∂v
je kladná, zat́ımco

by měla být záporná) s orientaćı listu B2, jde tedy o parametrizaci listu −B2.
Tok vektoru orientovanou plochou S je∫∫

S

−→
F �

−→
dS =

∫∫
B1

−→
F �

−→
dS +

∫∫
B2

−→
F �

−→
dS =

∫∫
B1

−→
F �

−→
dS−

∫∫
−B2

−→
F �

−→
dS =

=

∫∫
D

(u, v, u2 + v2) � (0, 0, 1) dudv −

−
∫∫
D

(
u(u2 + v2), v(u2 + v2), (u2 + v2)2

)
� (−2u,−2v, 1) dudv =

=

∫∫
D

(u2 + v2) dudv +

∫∫
D

(u2 + v2)2 dudv =

=

∫∫
D

(u2 + v2)(u2 + v2 + 1) dudv =

∣∣∣∣u = ρ cosϕ ρ ∈ 〈0, 1〉
v = ρ sinϕ ϕ ∈ 〈0, 2π〉

∣∣∣∣ =

=

∫ 2π

0

(∫ 1

0

ρ2(ρ2 + 1)ρ dρ

)
dϕ = 2π

∫ 1

0

(ρ5 + ρ3) dρ =
5π

6
.

Integrály
∫∫
B1

,
∫∫
B2

jsme též mohli převést na neorientované - bylo by to trochu rychleǰśı,

zejména u prvńıho integrálu.

Př́ıklad 3.19 Vypočtěte tok vektorového pole
−→
F = 2k následuj́ıćımi plochami

a) S je část válcové plochy y2 + z2 = 4, 0 ≤ x ≤ 4, y ≥ 0, z ≥ 0,

b) S je část válcové plochy x2 + y2 = 4, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 2

orientovanými tak, že jejich normálové vektory sv́ıraj́ı s vektorem k ostrý nebo pravý úhel.

a) Zvolme Φ : x = u
y = v (u, v) ∈ D = {(u, v) ∈ R2 : 0 ≤ u ≤ 4, 0 ≤ v ≤ 2}
z =

√
4− v2
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→

→

(p)

(p)

p

ν

S

F

2

4

2

z

y

x

D

4

2

v

u

Parametrizace Φ(u, v) = (u, v,
√

4− v2)

∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v
= (1, 0, 0)× (0, 1,

−v√
4− v2

) =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 0 0
0 1 −v√

4−v2

∣∣∣∣∣∣ = (0,
v√

4− v2
, 1) .

Normálový vektor neexistuje na části hranice obdélńıku D (pro v = 2), ale jedná se o
množinu mı́ry nula, což nemá vliv na výpočet.
V našem př́ıpadě (jelikož druhá souřadnice vypočteného normálového vektoru je kladná)
je parametrizace souhlasná se zadanou orientaćı plochy S.(−→

F ◦Φ
)

(u, v) =
−→
F (u, v,

√
4− v2) = (0, 0, 2)

Q =

∫∫
D

(0, 0, 2) � (0,
v√

4− v2
, 1) dudv =

∫ 4

0

(∫ 2

0

2 dv

)
du = 16

b) Plocha S je znázorněna na obrázku.

→

→

(p)

(p)

p
ν

S

F

2
2

2

y

x

z
Je zřejmé, že normálové vektory plochy S jsou v libo-

volném bodě kolmé k poli
−→
F . Tok Q přes orientovanou

plochu S je v tomto př́ıpadě nulový, nebot’

−→
F �−→ν = 0 ∀p ∈ S .
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Cvičeńı

Vypočtěte orientované plošné integrály:

Př́ıklad 1
∫∫
S

(z − 1)2 dxdy, S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 2z, 1 ≤ z ≤ 2}.

Plocha S je orientovaná vněǰśım normálovým vektorem. [π
2
]

Př́ıklad 2
∫∫
S

z dxdy + x dxdz + y dydz,

S = {(x, y, z) ∈ R3 : x− y + z = 1, x ≥ 0, y ≤ 0, z ≥ 0}. Plocha S je orientovaná tak, že
normálový vektor sv́ırá s osou z ostrý úhel. [−1

6
]

Př́ıklad 3
∫∫
S

yz dxdy + xz dydz + xy dxdz, kde plocha S je povrch čvrtiny válce

x2 + y2 ≤ R2, x ≥ 0, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ a, orientovaná vněǰśım normálovým vektorem.

[aR2
(

2R
3

+ πa
8

)
]

Ke všem daľśım př́ıklad̊um se vztahuje následuj́ıćı zadáńı:

Je dáno vektorové pole
−→
F :

a)
−→
F = 3k

b)
−→
F = 2i + j + 3k

c)
−→
F = xi + yj + zk

d)
−→
F = yzi + xzj + xyk

Vypočtěte tok vektorového pole
−→
F orientovanou plochou S:

Př́ıklad 4 Obdélńık lež́ıćı v rovině z = 3, který je ohraničený nerovnostmi −2 ≤ y ≤ 2,
0 ≤ x ≤ 1, normálový vektor má shodný směr s vektorem k.

[a) 12; b) 12; c) 12; d) 0]

Př́ıklad 5 Rovina x
2
+ y

3
+ z

4
= 1 v I. oktantu, jej́ı̌z normálový vektor sv́ırá s osou z ostrý

úhel. [a) 9; b) 25; c) 12; d) 61
6
]

Př́ıklad 6 Parabolická plocha z = x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 9, orientovaná vněǰśım normálovým
vektorem. [a) − 27π; b) − 27π; c) 81

2
π; d) 0]

Př́ıklad 7 Kuželová plocha z = 4 −
√
x2 + y2, z ≥ 0, orientovaná vněǰśım normálovým

vektorem. [a) 48π; b) 48π; c) 64π; d) 0]
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3.8 Integrálńı věty

Pro matematiku a teoretickou fyziku jsou d̊uležité vztahy mezi integrály definovanými
na určitých rovinných nebo prostorových oblastech a integrály definovanými na hranićıch
těchto oblast́ı.
Matematické věty, které tyto vztahy popisuj́ı, se nazývaj́ı integrálńı věty matematické
analýzy.

Mezi tyto věty řad́ıme integrálńı větu Gaussovu-Ostrogradského, která vyjadřuje
vztah mezi trojným integrálem přes prostorovou oblast a plošným integrálem přes uzavřenou
plochu, která je hranićı této oblasti, a integrálńı větu Stokesovu, která vyjadřuje vztah
mezi plošným integrálem přes plochu s okrajem a křivkovým integrálem přes okraj této

plochy neboli souvislou cirkulaci pole
−→
F po okraji plochy s tokem rotace pole

−→
F touto

plochou.
Rovinný př́ıpad Stokesovy věty, tzv. Greenova věta, byla již vysvětlena v kapitole 3.5.

Věta 3.12 (Stokesova) Necht’ vektorové pole
−→
F je tř́ıdy C1 na oblasti G ⊂ R3 a necht’

S je orientovaná plocha s okrajem ∂S, S ⊂ G, a necht’ okraj ∂S je souhlasně orientovaný
s S. Potom plat́ı∫

∂S

−→
F �

−→
ds =

∫∫
S

rot
−→
F �

−→
dS (3.48)

Je-li
−→
F = (F1, F2, F3), pak vzorec 3.48 má ve složkovém vyjádřeńı tvar∫
∂S

F1 dx+ F2 dy + F3 dz =

=

∫∫
S

(
∂F3

∂y
− ∂F2

∂z

)
dydz +

(
∂F1

∂z
− ∂F3

∂x

)
dzdx+

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dxdy .

Př́ıklad 3.20 Užit́ım Stokesovy věty vypočtěte cirkulaci pole
−→
F = (y − z)i + (z − x)j +

(x − y)k po obvodu C trojúhelńıka S s vrcholy A = (1, 0, 0), B = (0, 1, 0), C = (0, 0, 1)
orientovaného pořad́ım vrchol̊u.

Nejdř́ıve vypočteme rotaci pole
−→
F :

rot
−→
F =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y − z z − x x− y

∣∣∣∣∣∣ = −2i− 2j− 2k = −(2, 2, 2)

Trojúhelńık S lež́ı v rovině x+ y + z = 1. Tedy parametrické rovnice plochy S jsou tvaru

Φ : x = u
y = v (u, v) ∈ D ⊂ R2

z = 1− u− v
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D = {(u, v) ∈ R2 : u ∈ 〈0, 1〉 , v ∈ 〈0, 1− u〉}.

→

∂ S

S

n

C

B

A

z

y

x

Parametrizace Φ(u, v) = (u, v, 1− u− v), tedy

∂Φ

∂u
= (1, 0,−1)

∂Φ

∂v
= (0, 1,−1)

∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v
= (1, 1, 1)

Tedy normála −→n parametrizace Φ je souhlasná s okra-
jem ∂S = C trojúhelńıka S (viz obrázek).

Dále
(
rot
−→
F ◦Φ

)
(u, v) = rot

−→
F (Φ(u, v)) = rot

−→
F (u, v, 1− u− v) = −(2, 2, 2) .

Podle Stokesovy věty plat́ı∫
∂S

−→
F �

−→
ds =

∫∫
S

rot
−→
F �

−→
dS =

∫∫
D

(
rot
−→
F ◦Φ

)
�

(
∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v

)
dudv =

= −
∫ 1

0

(∫ 1−u

0

(2, 2, 2) � (1, 1, 1) dv

)
du = −6

∫ 1

0

(1− u) du = −3 .

Necht’ nyńı
−→
F je pole tř́ıdy C1 na oblasti G ⊂ R3 a necht’ p ∈ G. Proložme bodem p rovinu

R, jej́ıž normálový vektor je −→ν . Uvažujme v rovině R posloupnost (Cn)∞n=1 orientovaných
jednoduchých uzavřených křivek, které jsou souhlasně orientovány vzhledem k orientaci
−→ν a v jejichž vnitřku (v rovině R) se nacháźı bod p.

→
→
ν

F(p)rot

Rp

Předpokládejme dále, že křivky Cn se
”
stahuj́ı“ k bodu

p, tj. diamCn → 0 (viz obrázek).
Budiž Sn plocha v R ohraničená křivkou Cn a oriento-
vaná vektorem −→ν , takže ∂Sn = Cn.
Použijeme-li Stokesovu větu, dostaneme pro cirkulace

pole
−→
F po křivkách Cn:∫
Cn

−→
F �

−→
ds =

∫∫
Sn

(
rot
−→
F �−→ν

)
dS .

Použijeme-li na plošný integrál vpravo větu o středńı hodnotě integerálńıho počtu (jež
plat́ı analogicky jako pro n-rozměrný integrál v Rn), dostaneme∫∫

Sn

(
rot
−→
F �−→ν

)
dS =

(
rot
−→
F �−→ν

)
(qn)ν2(Sn) ,
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kde qn ∈ Sn. Tud́ıž(
rot
−→
F �−→ν

)
(qn) =

∫
Cn

−→
F �

−→
ds

ν2(Sn)
.

Pro n→∞ je qn → p (nebot’ diamCn = diamSn → 0) a v d̊usledku spojitosti pole rot
−→
F

a toho, že −→ν je konstantńı, je(
rot
−→
F �−→ν

)
(qn) → rot

−→
F (p) �−→ν ,

takže

rot
−→
F (p) �−→ν = lim

n→∞

∫
Cn

−→
F �

−→
ds

ν2(Sn)
.

Projekce vektoru rot
−→
F (p) do směru−→ν vyjadřuje tak hustotu

”
v́ı̌reńı“ pole

−→
F v rovině R

kolem bodu p. Maximálńı hustota v́ıru pole
−→
F v bodě p je v rovině maj́ıćı směr souhlasně

kolineárńı s vektorem rot
−→
F (p) (je-li rot

−→
F (p) 6= o).

Užit́ı Stokesovy věty v magnetostatice

Z fyziky je známo, že cirkulace intenzity
−→
H ∈ C1(G), G ⊂ R3 magnetického pole po libo-

volné jednoduché uzavřené křivce C se rovná elektrickému proudu protékaj́ıćımu vnitřkem

křivky. Jestliže tento proud má v oblasti G spojitou hustotu
−→
J , pak plat́ı∫

C

−→
H �

−→
ds =

∫∫
S

−→
J �

−→
dS ,

kde S je okraj plochy S, S ⊂ G, přičemž C a S jsou souhlasně orientovány. Podle Stokesovy
věty je∫

C

−→
H �

−→
ds =

∫∫
S

rot
−→
H �

−→
dS ,

máme tedy∫∫
S

(−→
J − rot

−→
H
)

�
−→
dS = 0 .

Protože tato rovnost plat́ı pro každou uzavřenou křivku C, C ⊂ G, a tedy i pro každou
plochu S, S ⊂ G, takovou že ∂S = C, plyne z předpokladu spojitosti integrandu, že v G
plat́ı rovnost

rot
−→
H =

−→
J .

Než přejdeme k formulaci věty Gaussovy-Ostrogradského, zavedeme některé d̊uležité po-
jmy:
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Ohraničenou oblast G ⊂ R3 nazveme regulárńı oblast́ı, je-li jej́ı hranice uzavřená po
částech hladká plocha nebo je-li disjunktńım sjednoceńım konečného počtu takových
ploch. Uzávěr G = V nazveme uzavřenou regulárńı oblast́ı, hranici oblasti V označ́ıme
∂V .

Hranice ∂V je bud’ jediná plocha S (pak se oblast V nazývá jednoduše souvislá);
kladně orientovanou hranićı ∂V budeme pak rozumět orientovanou plochu S vněǰśım
normálovým vektorem. Nebo je hranice ∂V složena z

”
vněǰśı“ uzavřené plochy S1 a z

”
vnitřńıch“ uzavřených ploch S2, . . . , Sk (Si ⊂ IntS1, i = 2, . . . , k, IntSi ∩ IntSj = ∅ pro
i 6= j, i 6= 1, j 6= 1) . V tomto př́ıpadě se oblast V nazývá k-násobně souvislá; je

V = IntS1 \
k⋃

i=2

IntSi .

Kladně orientovanou hranićı ∂V budeme rozumět v tomto př́ıpadě soubor oriento-
vaných ploch S1,S2, . . . ,Sk, kde S1 je orientována vněǰśım normálovým vektorem a vnitřńı
plochy S2, . . . ,Sk jsou orientovány vnitřńım normálovým vektorem (viz obrázek 3.16);
můžeme též ř́ıkat, že hranice ∂V je orientována vněǰśım normálovým vektorem
vzhledem k oblasti V .

Obrázek 3.16: Trojnásobně souvislá oblast s kladně orientovanou hranićı

Ṕı̌seme symbolicky

∂V = S1 + S2 + · · ·+ Sk

a definujeme∫∫
∂V

−→
F �

−→
dS =

k∑
i=1

∫∫
Si

−→
F �

−→
dS
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Opačně orientovanou hranici −∂V nazýváme záporně orientovanou hranićı nebo hra-
nićı orientovanou vnitřńım normálovým vektorem (vzhledem k oblasti V ).

Rozkladem uzavřené regulárńı oblasti V rozumı́me konečný systém uzavřených re-
gulárńıch oblast́ı {V1, . . . , Vm} takový, že plat́ı

(1) V =
m⋃

i=1

Vi,

(2) žádné dvě oblasti Vi, Vj (i 6= j) nemaj́ı společné vnitřńı body

(3) Vi ∩ Vj (i 6= j) je bud’ konečná množina bod̊u, nebo konečný počet křivek, nebo
konečný počet ploch bez společných vnitřńıch bod̊u.

Je-li na V definováno spojité vektorové pole
−→
F , lze dokázat, že plat́ı∫∫

∂V

−→
F �

−→
dS =

m∑
i=1

∫∫
∂Vi

−→
F �

−→
dS . (3.49)

Věta 3.13 (Gaussova-Ostrogradského) Necht’ pole
−→
F je tř́ıdy C1 na uzavřené re-

gulárńı oblasti V , jej́ı̌z hranice ∂V je kladně orientována. Potom plat́ı∫∫
∂V

−→
F �

−→
dS =

∫∫∫
V

div
−→
Fdxdydz (3.50)

nebo ve složkovém tvaru, je-li
−→
F = (F1, F2, F3),∫∫

∂V

F1 dydz + F2 dzdx+ F3 dxdy =

∫∫∫
V

(
∂F1

∂x
+
∂F2

∂y
+
∂F3

∂z

)
dxdydz . (3.51)

Př́ıklad 3.21 Užit́ım věty Gaussovy-Ostrogradského vypočtěte tok vektorového pole

−→
F = xzi + yzj + (x2 + y2)zk

orientovanou hranićı S úseče paraboloidu

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ z ≤ 1}

orientovanou vněǰśım normálovým vektorem (viz obrázek).

div
−→
F =

∂F1

∂x
+
∂F2

∂y
+
∂F3

∂z
= z + z + x2 + y2 .

Tedy

∫∫
S

−→
F �

−→
dS =

∫∫∫
V

(2z + x2 + y2) dxdydz , kde S = ∂V .
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D

1

11 y(=v)
x(=u)

z

Použijeme transformaci do cylindrických souřadnic, tj.

x = ρ cosϕ ϕ ∈ 〈0, 2π〉
y = ρ sinϕ ρ ∈ 〈0, 1〉
z = z z ∈ 〈ρ2, 1〉

∫∫∫
V

(2z + x2 + y2) dxdydz =

∫ 2π

0

(∫ 1

0

(∫ 1

ρ2

ρ · (2z + ρ2) dz

)
dρ

)
dϕ =

= 2π ·
∫ 1

0

(ρ+ ρ3 − 2ρ5) dρ =
5π

6
.

Vid́ıme, že vysledek je totožný s výsledkem př́ıkladu 3.18 v odstavci 3.7, kde jsme uvedený
př́ıklad poč́ıtali podle definičńıho vzorce pro výpočet orientovaného plošného integrálu.
Je tedy zřejmé, že Gaussovu-Ostrogradského větu je výhodné použ́ıt v př́ıpadě oriento-
vaného plošného integrálu přes počástech hladkou orientovanou uzavřenou plochu.

Necht’
−→
F je pole tř́ıdy C1 v oblasti G ⊂ R3, V ⊂ G regulárńı uzavřená oblast, ∂V kladně

orientovaná hranice. Představ́ıme-li si např, že
−→
F je pole rychlost́ı stacionárńıho prouděńı

nestlačitelné kapaliny a
∫∫
∂V

−→
F �

−→
dS je tok pole

−→
F ve směru vněǰśıho normálového vektoru

k ∂V, je poměr∫∫
∂V

−→
F �

−→
dS

ν(V )

jakousi
”
mı́rou“, která vyjadřuje vydatnost zdroj̊u (je-li pod́ıl kladný) kapaliny uvnitř

oblasti V . (Je-li pod́ıl záporný, převažuj́ı v tělese tzv.
”
nory“). Budiž p ∈ G a uvažujme

posloupnost oblast́ı (Vn)∞n=1, Vn ⊂ G, p ∈ V 0
n (n = 1, 2, . . . ), diamVn → 0. Limita

lim
n→∞

∫∫
Vn

−→
F �

−→
dS

ν(Vn)

charakterizuje, zda bod p je bodem zdroje (je-li limita kladná) či naopak zda p je bodem

”
nory“, v ńıž kapalina zaniká (je-li limita záporná).

Tuto limitu můžeme stanovit pomoćı Gaussovy-Ostrogradského věty. Podle ńı je∫∫
∂Vn

−→
F �

−→
dS =

∫∫∫
V

div
−→
F dxdydz = div

−→
F (pn)ν(Vn), pn ∈ Vn .
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(Použili jsme větu o středńı hodnotě pro trojný integrál.) Odtud

div
−→
F (pn) =

∫∫
∂V

−→
F �

−→
dS

ν(Vn)

Protože diamVn → 0, p ∈ Vn, je |pn − p| → 0, a ze spojitosti funkce div
−→
F plyne, že

div
−→
F (pn) → div

−→
F (p) pro n→∞. Je tedy

div
−→
F (p) = lim

n→∞

∫∫
∂Vn

−→
F �

−→
dS

ν(Vn)
.

Z významu pod́ıl̊u na pravé straně je patrné, že divergenci pole lze nazvat hustotou jeho
zdroj̊u.

Jestliže divergence pole
−→
F je v oblasti G nulová, nazývá se pole

−→
F nezř́ıdlové.

Nulovost divergence pole
−→
F v oblasti G znamená (použijeme-li Gaussovu-Ostrogradského

větu), že tok pole
−→
F každou uzavřenou plochou S, lež́ıćı spolu se svým vnitřkem v G, je

nulový. To můžeme interpretovat tak, že v G žádné zdroje (
”
zř́ıdla“) nejsou.

Př́ıkladem nezř́ıdlového pole je pole rotaćı některého pole tř́ıdy C2. Je-li
−→
F = rot

−→
H, kde−→

H je pole tř́ıdy C2 v oblasti G, přesvědč́ıme se snadno, že div
−→
F = div rot

−→
H = 0. Plyne

to též z toho, že pole rotaćı má nulový tok každou uzavřenou plochou.

Nezř́ıdlové pole
−→
F se též nazývá solenoidálńı. Objasněme tento termı́n.

Necht’
−→
F je pole tř́ıdy C1 v oblasti G ⊂ R3. Každá křivka γ lež́ıćı v G, která má v každém

svém bodě směr pole
−→
F (tj. pro každé p ∈ γ je tečný vektor −→τ (p) křivky γ kolineárńı

s vektorem
−→
F (p)), se nazývá vektorová křivka pole

−→
F . (Je-li

−→
F interpretováno jako

silové pole, mluv́ıme o silokřivce.) Je-li ϕ vhodná parametrizace křivky γ, plat́ı

ϕ′(t) =
−→
F (ϕ(t))

a nalezeńı vektorových křivek vede k řešeńı vektorové diferenciálńı rovnice

ẋ =
−→
F (x) .

Z teorie diferenciálńıch rovnic plyne, že každým bodem oblasti G procháźı právě jedna

vektorová křivka pole
−→
F .

Necht’ B je kus plochy (list), lež́ıćı v G a prot́ınaj́ıćı vektorové křivky. Vektorové křivky

pole
−→
F procházej́ıćı body listu B vyplńı část oblasti G, která se nazývá vektorová

trubice pole
−→
F (viz obrázek).

B BS
B

1 2

Vezmeme-li dva př́ıčné řezy vektorové trubice (do-
statečně bĺızké), vymeźı nám tyto řezy část vekto-
rové trubice V , která bude regulárńı oblast́ı, jej́ıž hra-
nice ∂V se bude skládat z ploch B1, B2 daných řez̊u a
z

”
pláště“ S vektorové trubice.
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Orientujme ∂V vněǰśım normálovým vektorem, přitom orientujme plochy B1, B2 ”
sou-

hlasně“, tj. tak, aby např. orientuj́ıćı normálové vektory −→ν 1,
−→ν 2 k plochám B1, B2 sv́ıraly

ostrý úhel se směrem pole
−→
F v př́ıslušném bodě (viz opět obrázek). Je pak ∂V =

B2 + (−B1) + S (nebo ∂V = (−B2) + B1 + S). Je-li div
−→
F = 0 v G, pak podle Gaussovy-

Ostrogradského věty je
∫∫
∂V

−→
F �

−→
dS = 0, tedy∫∫

B2

−→
F �

−→
dS +

∫∫
−B1

−→
F �

−→
dS +

∫∫
S

−→
F �

−→
dS = 0 . (3.52)

Plášt’ S je tvořen vektorovými čarami, které procházej́ı krajńımi body ploch B1, B2; je-li
−→ν (p) normálový vektor k S v bodě p, pak je kolmý k tečnému vektoru −→τ (p) vektorové

křivky procházej́ıćı bodem p, a tedy je také kolmý k vektoru
−→
F (p). Je tedy

−→
F �−→ν = 0 na

S, takže∫∫
S

−→
F �

−→
dS =

∫∫
S

(−→
F �−→ν

)
dS = 0 .

Odtud a z rovnosti 3.52 plyne∫∫
B1

−→
F �

−→
dS =

∫∫
B2

−→
F �

−→
dS .

To znamená, že u solenoidálńıho pole
−→
F je tok pole

−→
F libovolným řezem dané

vektorové trubice pole
−→
F stále týž, což můžeme stručně vyjádřit takto: Tok sole-

noidálńıho pole
−→
F vektorovou trubićı tohoto pole je konstantńı.

Užit́ı Gaussovy-Ostrogradského věty v elektrostatice

Z fyziky je známo, že tok elektrické indukce
−→
D kladně orientovnaou hranićı tělesa T se

rovná velikosti náboje uvnitř tělesa. Je-li náboj rozložen v oblasti G ⊂ R3 se spojitou
hustotou ρ, pak pro každé těleso T ⊂ G plat́ı∫∫

∂T

−→
D �

−→
dS =

∫∫∫
T

ρ dν

Podle Gaussovy-Ostrogradského věty je∫∫
∂T

−→
D �

−→
dS =

∫∫∫
T

div
−→
D dν .

Z těchto rovnost́ı dostaneme rovnost∫∫∫
T

(
div

−→
D − ρ

)
dν = 0 .

Protože tato rovnost plat́ı pro každé těleso T ⊂ G, plyne z toho za předpokladu, že
integrand je spojitá funkce, že všude v G plat́ı

div
−→
D = ρ ,

což je jedna z Maxwellových rovnic.
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Cvičeńı

I) Uvažujme vektorové pole
−→
F :

a)
−→
F = −zi + xj + 3k

b)
−→
F = 2y2i + yzj− xk

c)
−→
F = 3xi− xy3j + zk

Užit́ım Stokesovy věty vypočtěte práci vektoru
−→
F po orientované uzavřené křivce K:

Př́ıklad 1 K = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 4, z = 1}, K je orientovaná při pohledu
z kladné osy z ve směru hodinových ručiček. [a) − 4π; b) 0; c) 0]

Př́ıklad 2 K = {(x, y, z) ∈ R3 : y2

9
+ z2

4
= 1, x = 0}, K je orientovaná při pohledu

z kladné osy x proti směru hodinových ručiček. [a) 0; b) 0; c) 0]

Př́ıklad 3 K je obvod obdélńıka s vrcholy A = (−2, 0, 0), B = (−2, 0, 3), C = (2, 0, 3),
D = (2, 0, 0) orientovaný pořad́ım vrchol̊u. [a) − 12; b) 12; c) 0]

Př́ıklad 4 K je obvod trojúhelńıka s vrcholy A = (2, 0, 0), B = (0, 3, 0), C = (0, 0, 4)
orientovaný pořad́ım vrchol̊u. [a) 1; b) 14; c) 8,1]

II) Uvažujme vektorové pole
−→
F :

a)
−→
F = xi + yj + zk

b)
−→
F = x2i + yj + k

c)
−→
F = xi + y2j + zk

d)
−→
F = i + j + z2k

Užit́ım Gaussovy-Ostrogradského věty vypočtěte tok vektorového pole
−→
F uzavřenou ori-

entovanou plochou S, orientovanou vněǰśım normálovým vektorem:

Př́ıklad 5 S = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ z ≤ 3}.
[a) 18; b) 12; c) 24; d) 18]

Př́ıklad 6 S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 4}.
[a) 32π; b) 32

3
π; c) 64

3
π; d) 0]

Př́ıklad 7 S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 4, 0 ≤ z ≤ 3}.
[a) 36π; b) 12π; c) 24π; d) 36π]

Př́ıklad 8 S = {(x, y, z) ∈ R3 : z = 4−
√
x2 + y2, z ≥ 0}.

[a) 64π; b) 64
3
π; c) 128

3
π; d) 128

3
π]

Př́ıklad 9 S = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 4}.
[a) 24π; b) 8π; c) 16π; d) 128

3
π]
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4 Systémy obyčejných diferenciálńıch rovnic

4.1 Základńı pojmy

Při studiu konkrétńıch fyzikálńıch systémů matetickými prostředky postupujeme zpra-
vidla tak, že zvoĺıme jistý soubor fyzikálńıch veličin, pomoćı nichž můžeme studovaný
systém úplně popsat. Úloha vyšetřit chováńı takového systému se pak převád́ı na úlohu
zjistit, jak se tyto vybrané veličiny, zvané obvykle stavové veličiny (nebo také stavové
proměnné), měńı s časem.

Stavové veličiny lze pro daný systém obecně vybrat mnoha zp̊usoby a záviśı do značné
mı́ry na fyzikálńı a technické formulaci studovaného problému. V této kapitole se nebu-
deme zabývat metodami výběru stavových veličin, ale budeme předpokládat, že problém,
který máme řešit, je už pomoćı stavových veličin formulován. Naš́ım úkolem bude popsat
metody, jak explicitně vyjádřit závislost těchto stavových veličin na čase.

Řada problémů př́ırodńıch i technických věd se matematicky formuluje pomoćı systémů
obyčejných diferenciálńıch rovnic. Nejjednodušš́ım systémem obyčejných diferenciálńıch
rovnic je systém diferenciálńıch rovnic I. řádu rozřešený vzhledem k derivaćım
(nazývá se též normálńı systém).
Je to systém rovnic tvaru

x′1 = f1(t, x1, . . . , xn)
x′2 = f2(t, x1, . . . , xn)

...
x′n = fn(t, x1, . . . , xn),

(4.1)

kde fi (i = 1, . . . , n) jsou reálné funkce definované na otevřené množiněG ⊂ R× Rn = Rn+1.
Systém 4.1 je výhodné přepsat do vektorového tvaru:
Označme x = (x1, . . . , xn), x′ = (x′1, . . . , x

′
n)T , f = (f1, . . . , fn)T , kde T znač́ı transpo-

novanou matici, tj. řádek se měńı na sloupec a naopak. Systém 4.1 lze pak popsat ve
tvaru

x′ = f(t,x) (4.2)

Definice 4.1 Uvažujme systém diferenciálńıch rovnic 4.2, kde f je vektorová funkce de-
finovaná na otevřené množině G ⊂ Rn+1.
Zobrazeńı u : J → Rn , kde J ⊂ R je otevřený interval, nazveme řešeńım systému 4.2,
jestlǐze plat́ı

1) (t,u(t)) ∈ G ∀ t ∈ J

2) zobrazeńı u má derivaci na J a plat́ı u′(t) = f(t,u(t)) ∀ t ∈ J .

Necht’ u1(t), t ∈ J1, u2(t), t ∈ J2, jsou dvě řešeńı systému 4.2. Řekneme, že u1(t) je
prodloužeńım u2(t), jestliže J1 ⊃ J2 a pro každé t ∈ J2 plat́ı u1(t) = u2(t).

Zpravidla nás zaj́ımá takové řešeńı v : K → Rn, K ⊂ R, k němuž neexistuje řešeńı, které
by bylo definováno na větš́ım intervalu, než je interval K a přitom bylo prodloužeńım
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zobrazeńı v. Takové řešeńı v nazýváme maximálńım řešeńım. Dá se dokázat, že ke
keždému řešeńı u existuje maximálńı řešeńı v, které je prodloužeńım řešeńı u.

Definice 4.2 Necht’ je dán bod (t0, τ ) ∈ G. Cauchyovou nebo též počátečńı úlohou
pro systém 4.2 nazýváme úlohu naj́ıt řešeńı u = (u1, . . . , un) : J → Rn systému 4.2, pro
něž plat́ı

u(t0) = τ (4.3)

neboli

u1(t0) = τ1, u2(t0) = τ2, . . . , un(t0) = τn. (4.4)

Cauchyovu úlohu zpravidla zapisujeme ve tvaru

x′ = f(t,x), x(t0) = τ . (4.5)

O řešeńı u, pro něž plat́ı 4.3, ř́ıkáme, že je řešeńım Cauchyovy úlohy 4.5 nebo že je řešeńım
systému 4.2 vyhovuj́ıćım počátečńı podmı́nce 4.3.

Geometrické znázorněńı řešeńı

Je-li u : J → Rn řešeńı systému 4.2, nazýváme množinu u(J) = {u(t), t ∈ J} trajektoríı
systému 4.2. Jestliže u(t0) = τ , ř́ıkáme, že trajektorie procháźı v okamžiku t0 bodem
(
”
stavem“) τ prostoru Rn (prostor Rn v tomto př́ıpadě také nazýváme prostorem stav̊u

nebo též fázovým prostorem).

Zobrazeńı u je parametrizace trajektorie u(J). Trajektorie může být za jistých podmı́nek
křivka nebo jednobodová množina. Pojem trajektorie je vhodný zejména pro tzv. auto-
nomńı systém, což je systém tvaru

x′ = f(x) .

Je-li u′(t) 6= o, je tento vektor tečným vektorem k trajektorii u(J) v bodě u(t), tento
tečný vektor je vektorem pole f v bodě u(t).

Př́ıklad 4.1 Uvažujme systém

x′1 = −x2

x′2 = x1

Řešeńım je vektorová funkce

u(t) = (r cos(t+ ϕ), r sin(t+ ϕ)), t ∈ R,

ve složkovém tvaru

u1(t) = r cos(t+ ϕ)
u2(t) = r sin(t+ ϕ),

kde r, ϕ jsou libovolná č́ısla. Pro r 6= 0 je trajektorie systému kružnice o poloměru |r|.
Pro totéž r a r̊uzná ϕ dostaneme tutéž trajektorii, i když řešeńı jsou r̊uzná - jsou časově
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posunuta. Pro r = 0 dostaneme jako trajektorii jednobodovou množinu {(0, 0)}. Řešeńı,
které má tuto trajektorii, je nulové (triviálńı) řešeńı: u1(t) = 0, u2(t) = 0. Bod (0, 0) je
tzv. rovnovážný (klidový) stav systému.
Trajektorie maj́ı v každém bodě (x1, x2) 6= (0, 0) směr pole f(x1, x2) = (−x2, x1) (viz
obrázek 4.1 ).

2

1

x

x

2

1

x

x

t

Obrázek 4.1: Trajektorie systému
z př́ıkladu 4.1.

Obrázek 4.2: Charakteristika systému
z př́ıkladu 4.1.

Úplněji než trajektorie charakterizuje geometricky řešeńı u = (u1, . . . , un) : J → Rn jeho
graf, tj. množina

U = {(t, u1(t), . . . , un(t)) : t ∈ J} ⊂ Rn+1 .

Graf řešeńı u je podmnožina prostoru Rn+1 = R×Rn, který se nazývá rozš́ı̌rený fázový
prostor. Prvńı složka R kartézského součinu R × Rn je časová osa, druhá složka Rn

kartézského součinu R× Rn je fázový prostor soustavy 4.2.

Graf maximálńıho řešeńı se nazývá charakteristika soustavy 4.2. Množina všech cha-
rakteristik soustavy zcela tuto soustavu určuje.

Charakteristikou soustavy z př́ıkladu 4.1 je množina

{(t, r cos(t+ ϕ), r sin(t+ ϕ)) : t ∈ (−∞,∞)} ,

a je to tedy šroubovice pro r 6= 0 (viz obrázek 4.2). Pro r̊uzná ϕ a stejné r 6= 0 dostáváme
šroubovice posunuté ve směru osy t; všechny tyto šroubovice se promı́taj́ı do téže trajek-
torie.

Dále si ukážeme, že diferenciálńı rovnici n-tého řádu v explicitńım tvaru lze chápat jako
speciálńı př́ıpad systému 4.1.
Necht’ tedy

x(n) = f(t, x, x′, . . . , x(n−1)) . (4.6)
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Označme x1 = x, x2 = x′, . . . , xn = x(n−1).
Plat́ı

x′1 = x′ = x2

x′2 = x′′ = x3
...

x′n−1 = x(n−1) = xn

x′n = x(n) = f(t, x, x′, . . . , x(n−1)) = f(t, x1, x2, . . . , xn) ,

což vede k systému

x′1 = x2

x′2 = x3
...

x′n−1 = xn

x′n = f(t, x1, . . . , xn) ,

(4.7)

To je systém tvaru 4.1, kde

f1(t, x1, . . . , xn) = x2

f2(t, x1, . . . , xn) = x3
...

fn−1(t, x1, . . . , xn) = xn

fn(t, x1, . . . , xn) = f(t, x1, . . . , xn)

Zřejmě plat́ı:
Funkce u(t), t ∈ J , je řešeńım rovnice 4.6 právě tehdy, když (u(t), u′(t), . . . , u(n−1)(t)) je
řešeńım systému 4.7 a naopak, je-li (u1(t), . . . , un(t)) řešeńım systému 4.7, je prvńı složka
u1(t) řešeńım rovnice 4.6.

Analogicky je možné i systémy vyšš́ıho řádu s osamostatněnými nejvyšš́ımi derivacemi
převést na systémy prvńıho řádu s větš́ım počtem neznámých.

Př́ıklad 4.2 Uvažujme systém

y′′ = g(t, y, y′, z, z′, z′′)
z′′′ = h(t, y, y′, z, z′, z′′) ,

kde g, h jsou funkce definované na otevřené množině G ⊂ R6.

Položme y = x1, y
′ = x2, z = x3, z

′ = x4, z
′′ = x5.

Dostaneme systém

x′1 = x2

x′2 = g(t, x1, x2, x3, x4, x5)
x′3 = x4

x′4 = x5

x′5 = h(t, x1, x2, x3, x4, x5) ,

což je systém pěti rovnic I. řádu.
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4.2 Existence a jednoznačnost řešeńı systémů dif. rovnic I. řádu

Velmi d̊uležitou otázkou je, zda Cauchyova úloha má řešeńı (otázka existence) a zda toto
řešeńı je v jistém smyslu jediné (otázka jednoznačnosti).

Než přejdeme k formulaci podmı́nek existence a jednoznačnosti řešeńı Cauchyovy úlohy,
připomeňme si některé d̊uležité pojmy:

Vektorový prostor V nazveme normovaný, jestliže na V je definovaná norma, tj. reálná
funkce ‖ · ‖ : u → ‖u‖ maj́ıćı následuj́ıćı vlastnosti:

i) ‖u‖ > 0, je-li u 6= o, ‖o‖ = 0

ii) ‖αu‖ = |α| · ‖u‖ ∀u ∈ V a každý skalár α

iii) ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ ∀u,v ∈ V .

Pro vektorové prostory konečné dimenze je charakteristická tato vlastnost normy:
Máme-li ve vektorovém prostoru V konečné dimenze dvě libovolné normy ‖ · ‖1, ‖ · ‖2, pak
jsou ekvivalentńı, tj. existuj́ı kladná č́ısla α, β tak, že ∀u ∈ V , u 6= o, plat́ı

α ≤ ‖u‖1

‖u‖2

≤ β .

Tato vlastnost je velmi d̊uležitá, nebot’ např́ıklad v úlohách o konvergenci nebo spojitosti
můžeme pracovat s kteroukoliv normou.

Připomeňme ještě, že operace vektorového prostoru v Rn, tj. sč́ıtáńı vektor̊u, násobeńı
vektoru skalárem apod. jsou definovány po složkách.

Jako normu ‖ · ‖ v Rn můžeme použ́ıvat kteroukoliv z tř́ı navzájem ekvivalentńıch norem

‖u‖1 =
n∑

i=1

|ui|

‖u‖2 =

(
n∑

i=1

u2
i

)1/2

(4.8)

‖u‖3 = max{|u1|, |u2|, · · · , |un|}

Dále necht’ Mn(R) je vektorový prostor čtvercových matic n-tého řádu. V prostoru Mn(R)
můžeme zavést řadu norem, z nichž všechny jsou ekvivalentńı (prostor Mn(R) má dimenzi
n2). Pro nás v následuj́ıćıch úvahách budou d̊uležité normy, pro něž kromě vlastnost́ı i),
ii) a iii) plat́ı ještě

‖A ·B‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖
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Necht’ A = (aij)
n
1 , nejuž́ıvaněǰśı budou normy:

‖A‖r = maxi

n∑
k=1

|aik| (řádková norma)

‖A‖s = maxk

n∑
i=1

|aik| (sloupcová norma)

‖A‖r =

√√√√ n∑
i,k=1

|aik|2 (euklidovská norma)

Př́ıklad 4.3 Uvažujme matici A =

 1 0 3
0 −1 0
1 2 2

, pak

‖A‖r = max{1 + 0 + 3, 0 + 1 + 0, 1 + 2 + 2} = max{4, 1, 5} = 5 ;

‖A‖s = max{1 + 0 + 1, 0 + 1 + 2, 3 + 0 + 2} = max{2, 3, 5} = 5 ;

‖A‖ =
√

1 + 0 + 9 + 0 + 1 + 0 + 1 + 4 + 4 =
√

20 .

Řekneme, že Cauchyova úloha x′ = f(t,x), x(t0) = τ , má právě jedno řešeńı, jestliže pro
každou dvojici řešeńı u(t), t ∈ I, v(t), t ∈ J , existuje okoĺı O bodu t0, O ⊂ I ∩ J , tak, že
u(t) = v(t) ∀ t ∈ O.

Uved’me některé vlastnosti funkce f , které zaručuj́ı jednoznačnou řešitelnost Cauchyovy
úlohy.

Necht’ G ⊂ Rn+1 je oblast. Vektorová funkce f : G → Rn se nazývá lipschitzovská
vzhledem k proměnné x na množině G, existuje-li konstanta L > 0 tak, že pro každou
dvojici (t,x), (t,y) ∈ G plat́ı

‖f(t,x)− f(t,y)‖ ≤ L · ‖x− y‖ . (4.9)

V podmı́nkce 4.9 můžeme za normu ‖ · ‖ zvolit kteroukoliv z norem 4.8.

Důležitou tř́ıdu funkćı lipschitzovských vzhledem k proměnné x v oblasti G ⊂ Rn+1 tvoř́ı
funkce maj́ıćı na G ohraničené všechny své prvńı pariálńı derivace podle proměnných
x1, x2, . . . , xn, tj. funkce takové, že existuje konstanta M > 0 tak, že plat́ı∣∣∣∣ ∂fi

∂xj

(t, x1, x2, . . . , xn)

∣∣∣∣ < M pro všechna i, j = 1, 2, . . . , n, (t, x1, . . . , xn) ∈ G .

Věta 4.1 (O existenci a jednoznačnosti řešeńı) Necht’ je dána Cauchyova úloha

x′ = f(t,x), x(t0) = τ (4.10)

v oblasti G ⊂ Rn+1 a necht’ existuj́ı č́ısla α, β tak, že funkce f je spojitá na množině

R = {(t,x) ∈ G : |t− t0| ≤ α, ‖x− τ‖ ≤ β}
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Označme M = max
(t,x)∈R

‖f(t,x)‖ , δ = min{α, β
M
} .

Pak existuje řešeńı Cauchyovy úlohy 4.10 definované na intervalu 〈t0 − δ, t0 + δ〉.
Je-li nav́ıc funkce f lipschitzovská vzhledem k x na R, pak existuje jediné řešeńı Cauchyovy
úlohy 4.10 definované na intervalu 〈t0 − δ, t0 + δ〉.

4.3 Systém lineárńıch diferenciálńıch rovnic I. řádu

Necht’ I ⊂ R je otevřený interval, G ⊂ Rn+1, f : G → Rn. Ř́ıkáme, že systém dife-
renciálńıch rovnic x′ = f(t,x) je lineárńı, existuje-li maticová funkce A(t) typu (n, n) a
vektorová funkce b(t) typu (n, 1),

A(t) =


a11(t) a12(t) · · · a1n(t)
a21(t) a22(t) · · · a2n(t)

...
...

an1(t) an2(t) · · · ann(t)

 ,b(t) =


b1(t)
b2(t)

...
bn(t)

 ,

taková, že plat́ı

f(t,x) = A(t)x + b(t) pro všechna (t,x) ∈ G .

Lineárńı systém diferenicálńıch rovnic I. řádu zapisujeme ve tvaru

x′1 = a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn + b1(t)
x′2 = a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn + b2(t)

...
x′n = an1x1 + an2x2 + · · · + annxn + b1(t)

nebo stručně ve vektorovém tvaru

x′ = A(t)x + b(t) (4.11)

Ř́ıkáme, že lineárńı systém 4.11 je homogenńı, jestliže bi(t) = 0 ∀ i = 1, . . . , n a ∀ t ∈ I.
Je-li pro nějaké t ∈ I některá z funkćı bi nenulová, pak lineárńı systém 4.11 nazýváme
nehomogenńım.

Je-li systém 4.11 matematickým modelem nějakého fyzikálńıho systému, pak maticová
funkce A(t) popisuje chováńı prvk̊u, z nichž je tento systém sestaven, a vektorová funkce
b popisuje vstup systému. Vektor x je stavovým vektorem tohoto systému.

Pod́ıvejme se nyńı na problém existence a jednoznačnosti řešeńı Cauchyovy úlohy

x′ = A(t)x + b(t) , x(t0) = τ . (4.12)

Necht’ maticová funkce A(t) i vektorová funkce b(t) je spojitá na otevřeném intervalu
I ⊂ R, pak i funkce f(t,x) = A(t)x + b(t) je spojitá na G ⊂ Rn+1 a tedy v dostatečně
malém okoĺı každého bodu (t,x) ∈ G ohraničená. Dále plat́ı

∂fi

∂xj

= aij , i, j = 1, . . . , n ,
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takže každá z funkćı fi má v dostatečně malém okoĺı každého bodu (t,x) ∈ G ohraničené
parciálńı derivace vzhledem k proměnným x1, x2, . . . , xn. Je tedy f lipschitzovská vzhledem
k proměnné x v jistém okoĺı každého bodu (t,x) ∈ G. Odtud plyne následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 4.2 Necht’ maticová funkce A(t) a vektorová funkce b(t) jsou spojité na otevřeném
intervalu I ⊂ R. Pak pro každé t0 ∈ I a τ ∈ Rn má Cauchyova úloha

x′ = A(t)x + b(t) , x(t0) = τ ,

právě jedno řešeńı definované na celém intervalu I.

V daľśım budeme automaticky předpokládat, že A(t),b(t) jsou spojité.

Uvažujme nyńı homogenńı systém lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′1 = a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn

x′2 = a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn
...

x′n = an1x1 + an2x2 + · · · + annxn

tj. maticově x′ = A(t)x (4.13)

Jsou-li u1(t) a u2(t) dvě řešeńı systému 4.13, c ∈ R, pak také u1(t) +u2(t) a c ·u1(t) jsou
řešeńı systému 4.13. Tedy řešeńı systému 4.13 tvoř́ı vektorový prostor dimenze n.

Zvolme nyńı nějakou bázi u1(t), . . . ,un(t) v prostoru řešeńı systému 4.13.

Označme ui(t) = (u1i(t), u2i(t), . . . , uni(t))
T , i = 1, . . . , n .

Tuto bázi nazýváme fundamentálńı systém řešeńı systému 4.13.

Matice

U(t) =

u11(t) · · · u1n(t)
...

...
un1(t) · · · unn(t)


sestavená ze sloupc̊u u1(t), . . . ,un(t) se nazývá fundamentálńı matice systému 4.13.

Definujme pro libovolnou n-tici řešeńı u1(t), . . . ,un(t)

W (u1, . . . ,un) =

∣∣∣∣∣∣∣
u11(t) · · · u1n

...
...

un1(t) · · · unn(t)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Uvedený determinant nazýváme wronskiánem.

Plat́ı: W (u1, . . . ,un) ≡ 0 na I , nebo W (u1, . . . ,un) 6= 0 na I .

Věta 4.3 n-tice řešeńı u1, . . . ,un systému 4.13 je lineárně nezávislá, právě tehdy když
W (u1, . . . ,un) 6= 0.
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Z této věty pak vyplývá, že fundamentálńı matice U je regulárńı, a tedy k ńı existuje
inverzńı matice U−1(t).

Je-li u1(t), . . . ,un(t) fundamentálńı systém řešeńı systému 4.13, je obecné řešeńı 4.13 tvaru

u(t) = c1u1(t) + · · ·+ cnun(t) , c1, . . . , cn ∈ R . (4.14)

Označ́ıme-li c = (c1, . . . , cn)T , lze pak obecné řešeńı zapsat ve tvaru

u(t) = U(t) · c , (4.15)

kde U(t) je fundamentálńı matice systému 4.13.

Uvažujme nyńı nehomogenńı systém

x′ = A(t)x + b(t) . (4.16)

Pak plat́ı:
Je-li u1(t), . . . ,un(t) fundamentálńı systém řešeńı homogenńıho systému u′ = A(t)u a
u0(t) partikulárńı řešeńı systému 4.16, pak obecné řešeńı systému 4.16 má tvar

u(t) = c1u1(t) + · · ·+ cnun(t) + u0(t) , c1, . . . , cn ∈ R ,

v maticovém tvaru

u(t) = U(t) · c + u0(t) ,

kde U(t) je fundamentálńı matice, c = (c1, . . . , cn)T .

Metoda variace konstant

Předpokládáme, že známe fundamentálńı systém řešeńı př́ıslušného homogenńıho systému,
zbývá popsat, jak najdeme partikulárńı řešeńı nehomogenńıho systému.
Myšlenka je obdobná jako u skalárńı rovnice, tj. nahradit v obecném řešeńı 4.14 konstanty
c1, . . . , cn funkcemi c1(t), . . . , cn(t) a naj́ıt partikulárńı řešeńı systému 4.16 ve tvaru

u0(t) = c1(t)u1(t) + · · ·+ cn(t)un(t) .

Označme c(t) = (c1(t), . . . , cn(t))T .

Pak u0(t) = U(t) · c(t) ⇒ u′0(t) = U′(t) · c + U(t) · c′(t) ,

kde U(t) je fundamentálńı matice. Po dosazeńı do 4.16 máme

U′(t) · c(t) + U(t) · c′(t) = A(t) ·U(t) · c(t) + b(t) .

Jelikož U′(t) = A(t) ·U(t), dostáváme, že

U(t) · c′(t) = b(t) ⇒ c′(t) = U−1(t) · b(t) ,

tedy c(t) =

∫
U−1(t) · b(t) dt ,
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pak u0(t) = U(t) · c(t) = U(t) ·
∫

U−1(t) · b(t) dt

a obecné řešeńı systému 4.16 je tvaru

u(t) = U(t) · c + u0(t) = U(t) · c + U(t) ·
∫

U−1(t) · b dt , (4.17)

kde c je libovolný sloupec konstant.

Př́ıklad 4.4 Ověřte, že u1(t) =
(

sin t
t
, cos t

t

)T
, u2(t) =

(− cos t
t

, sin t
t

)T
je fundamentálńı

systém homogenńı soustavy př́ıslušné k

u′1 = −u1

t
+ u2 + 2 sin t ,

u′2 = −u1 −
u2

t
+ 2 cos t ,

t > 0 ,

a najděte jeho obecné řešeńı.

Po dosazeńı do př́ıslušných homogenńıch rovnic vyjde pro u1(
sin t

t

)′
=

t cos t− sin t

t2
= −1

t
· sin t

t
+

cos t

t
,(

cos t

t

)′
=

−t sin t− cos t

t2
= −sin t

t
− 1

t
· cos t

t

a pro u2(
− cos t

t

)′
=

t sin t+ cos t

t2
= −1

t
·
(
−cos t

t

)
+

sin t

t
,(

sin t

t

)′
=

t cos t− sin t

t2
= −

(
−cos t

t

)
− 1

t
· sin t

t

tedy u1 i u2 jsou řešeńı homogenńıho systému. Označme

U(t) =

 sin t

t
−cos t

t
cos t

t

sin t

t

 ,b(t) =

(
2 sin t
2 cos t

)

Protože detU(t) = sin2 t
t2

+ cos2 t
t2

= 1
t2
6= 0 pro t > 0, je U(t) fundamentálńı matice. Dále

vypočteme U−1(t). Postupně máme

adjU(t) =

 sin t

t

cos t

t

−cos t

t

sin t

t


a tedy

U−1(t) =
adjU(t)

detU(t)
= t2 adjU(t) =

(
t sin t t cos t
−t cos t t sin t

)
.
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Nyńı urč́ıme

U−1(t) · b(t) =

(
t sin t t cos t
−t cos t t sin t

)(
2 sin t
2 cos t

)
=

=

(
2t sin2 t+ 2t cos2 t

−2t sin t cos t+ 2t sin t cos t

)
=

(
2t
0

)
Tedy ∫

U−1 · b(t) dt =

(∫
2t dt∫
0 dt

)
=

(
t2

0

)
.

Partikulárńı řešeńı má proto tvar

u0 = U(t)

∫
U−1(t) · b(t) dt =

 sin t

t
−cos t

t
cos t

t

sin t

t

(t2
0

)
=

(
t sin t
t cos t

)

a obecné řešeńı je

u(t) = U(t) · c + u0(t) =

 sin t

t
−cos t

t
cos t

t

sin t

t

(c1
c2

)
+

(
t sin t
t cos t

)
,

tj.

u1(t) = c1
sin t

t
− c2

cos t

t
+ t sin t ,

u2(t) = c1
cos t

t
− c2

sin t

t
+ t cos t ,

c1, c2 ∈ R .

4.4 Lineárńı systémy s konstantńımi koeficienty

Obecně neumı́me naj́ıt fundamentálńı systém homogenńıho systému, pokud jsou koefici-
enty skutečně funkcemi t. V př́ıpadě, že jde o konstanty, je situace výrazně př́ıznivěǰśı,
nebot’ jsme schopni v podstatě efektivně naj́ıt fundamentálńı systém (až na problém na-
lezeńı kořen̊u polynomů).
Uvažujme tedy systém

x′1 = a11x1 + · · · + a1nxn ,
...

x′n = an1x1 + · · · + annxn

tj. maticově x′ = Ax , (4.18)

kde A je konstatńı matice. Ke standardńım metodám patř́ı postup založený na Jorda-
nově kanonickém tvaru matice, který ovšem vyžaduje znalost Weierstrassovy teorie ele-
mentárńıch dělitel̊u. Dále je to postup využ́ıvaj́ıćı normálńı systém vektor̊u matice, který
vyžaduje znalost Weyrovy teorie a Weyrových charakteristik. Jak teorie elementárńıch
dělitel̊u, tak j́ı ekvivalentńı Weyrova teorie patř́ı do lineárńı algebry a jde o relativně
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složité výsledky. Jejich znalost je mimo rámec běžných znalost́ı, které inženýři z této
oblasti mı́vaj́ı. Z toho d̊uvodu úplný popis obecného řešeńı systému čińı pot́ıže.

My si ukážeme nejprve tzv. eliminačńı metodu, která je sice co do algoritmu jednoduchá,
ale nedaj́ı se dost dobře teoreticky popsat komplikace, které mohou nastat. Proto se pro
větš́ı systémy nehod́ı. Dále si všimneme metody využ́ıvaj́ıćı normálńı systém vektor̊u, ale
jen ve speciálńıch př́ıpadech. V posledńıch letech se objevily nové, velice účinné metody,
které bohužel zat́ım nejsou př́ılǐs rozš́ı̌rené. Lze ř́ıci, že jsou jednodušš́ı než výše zmı́něné
metody (maj́ı podstatně menš́ı nároky na znalosti hlubš́ıch partíı lineárńı algebry). Jsou
vesměs založeny na Cayleyově-Hamiltonově větě.

4.4.1 Eliminačńı metoda

Tato metoda je použitelná i na nehomogenńı systémy tvaru

x′1 = a11x1 + · · · + a1nxn + α1(t) ,
...

x′n = an1x1 + · · · + annxn + αn(t) ,

(4.19)

kde aij jsou konstanty a αi(t) jsou funkce, maj́ıćı dostatečný počet derivaćı.
Princip spoč́ıvá v tom, že se systém n rovnic prvńıho řádu převede na jedinou lineárńı
rovnici n-tého řádu (s konstantńımi koeficienty). Naznač́ıme si nyńı postup.

I. Zvoĺıme jednu rovnice v 4.19, např. prvńı, a tu zderivujeme. Vyjde

x′′1 = a11x
′
1 + · · ·+ a1nx

′
n + α′(t) .

Do pravé strany této rovnice dosad́ıme za x′1, . . . , x
′
n z 4.19. Po úpravě dostaneme nějakou

rovnici tvaru

x′′1 = b1x1 + · · ·+ bnxn + β(t) , bi ∈ R, i = 1, . . . , n .

II. Źıskanou rovnici opět zderivujeme, tj. dostaneme rovnici

x′′′1 = b1x
′
1 + · · ·+ bnx

′
n + β′(t) ,

a do ńı znovu dosad́ıme z 4.19 za x′1, . . . , x
′
n. Vyjde

x′′′1 = c1x1 + · · ·+ cnxn + γ(t) , ci ∈ R, i = 1, . . . , n .

III. Tento postup opakujeme, až dostaneme rovnici

x
(n)
1 = d1x1 + · · · dnxn + δ(t) , di ∈ R, i = 1, . . . , n .

IV. Nyńı máme soustavu rovnic tvaru

x′1 = a11x1 + · · · + a1nxn + α(t) ,
x′′1 = b1x1 + · · · + bnxn + β(t) ,

...

x
(n)
1 = d1x1 + · · · + dnxn + δ(t) .

(4.20)
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Z tohoto systému postupně vylouč́ıme neznámé x2, . . . , xn, a to tak, že nejprve z prvńı
rovnice v 4.20 vypočteme např. x2 a dosad́ıme do zbývaj́ıćıch rovnic. T́ım se počet rovnic
o jednu sńıž́ı a nebude zde již x2. Nyńı opět z prvńı ze zbývaj́ıćıch rovnic, tj. z té, která
obsahuje x′′1, vypočteme např. x3, dosad́ıme do ostatńıch atd. Nakonec nám vyjde jedna
rovnice n-tého řádu pro x1(t). Najdeme obecné řešeńı této rovnice, které bude obsahovat
n konstant.
V. Obecný tvar x1(t) dosad́ıme do levých stran v 4.20 a ze vzniklých rovnic již pouze
algebraicky vypoč́ıtáme x2(t), . . . , xn(t).

Úskaĺım této metody je, že v kroku IV. se může stát, že nedojdeme až k x
(n)
1 , ale již dř́ıve

nastane situace, kdy se všechny neznámé x2, . . . , xn vyruš́ı. Tedy pro x1(t) dostaneme
rovnici řádu nižš́ıho než n. Jej́ı obecné řešeńı bude proto obsahovat méně než n konstant.
Pak nezbývá než dosadit x1(t) do 4.19 a obdobně jako pro x1(t) vytvořit z těchto rovnic
diferenciálńı rovnici pro x2(t). To se může několikrát opakovat. Muśıme pokračovat tak
dlouho, až dostaneme n integračńıch konstant. Jinými slovy, může se stát, že se systém
nepodař́ı převést na jednu rovnici n-tého řádu, ale na několik rovnic nižš́ıch řád̊u (součet
jejich řád̊u je ovšem n). Je obt́ıžné popsat, kdy tato situace nastane. Souviśı to jednak
s t́ım, pro kterou neznámou budeme vytvářet diferenciálńı rovnici a zda jsou některé
složky vlastńıch vektor̊u v řádku odpov́ıdaj́ıćım zvolené neznámé nulové, jednak se struk-
turou normálńıho systému vektor̊u (viz následuj́ıćı kapitoly).

Př́ıklad 4.5 Najděte obecné řešeńı systému

x′1 = 4x1 − 3x2 + sin t
x′2 = 2x1 − x2 − 2 cos t

Vytvoř́ıme např. rovnici pro neznámou x1. Derivaćı prvńı rovnice dostaneme

x′′1 = 4x′1 − 3x′2 + cos t ,

tedy

x′′1 = 4(4x1 − 3x2 + sin t)− 3(2x1 − x2 − 2 cos t) + cos t = 10x1 − 9x2 + 4 sin t+ 4 cos t .

Ze systému

x′1 = 4x1 − 3x2 + sin t
x′′1 = 10x1 − 9x2 + 4 sin t + 7 cos t

(4.21)

vylouč́ıme x2. Odečteme-li trojnásobek prvńı rovnice od druhé, dostaneme

x′′1 − 3x′1 = −2x1 + sin t+ 7 cos t ⇒ x′′1 − 3x′1 + 2x1 = 7 cos t+ sin t . (4.22)

Charakteristická rovnice je pak tvaru

λ2 − 3λ+ 2 = 0 ⇒ λ1 = 1, λ2 = 2 .

Obecné řešeńı rovnice 4.22 je

u(t) = c1e
t + c2e

2t .
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Partikulárńı řešeńı budeme hledat ve tvaru

u0(t) = a cos t+ b sin t .

Odtud

u′0 = − a sin t + b cos t
u′′0 = − a cos t − b sin t

a po dosazeńı do 4.22 máme

−a cos t− b sin t+ 3a sin t− 3b cos t+ 2a cos t+ 2b sin t = 7 cos t+ sin t ,

(a− 3b) cos t+ (3a+ b) sin t = 7 cos t+ sin t .

Tedy muśı platit

a − 3b = 7
3a + b = 1

⇒ a = 1, b = −2 .

Celkově u1(t) = u(t) + u0(t) = c1e
t + c2e

2t + cos t− 2 sin t .

Dosazeńım obecného řešeńı u1(t) za x1 do prvńı rovnice v 4.21 vypočteme x2 = u2(t).
Tedy

c1e
t + 2c2e

2t − sin t− 2 cos t = 4c1e
t + 4c2e

2t + 4 cos t− 8 sin t− 3u2(t) + sin t ,

tj. u2(t) = c1e
t + 2

3
c2e

2t + 2 cos t− 2 sin t .

Maticově výsledek zaṕı̌seme takto

u(t) =

(
c1e

t + c2e
2t + cos t− 2 sin t

c1e
t + 2

3
c2e

2t + 2 cos t− 2 sin t

)
= c1

(
1
1

)
et + c2

(
1
2
3

)
e2t +

(
cos t− 2 sin t

2 cos t− 2 sin t

)
.

Tedy fundamentálńı systém řešeńı homogenńı soustavy je

u1(t) =
(
et, et

)T
, u2(t) =

(
e2t, 2

3
e2t
)T

a fundamentálńı matice je tvaru

U(t) =

(
et e2t

et 2
3
e2t

)
.

Př́ıklad 4.6 Najděte obecné řešeńı systému

x′1 = −3x1 + 4x2 − 2x3

x′2 = x1 + x3

x′3 = 6x1 − 6x2 + 5x3 .

Vytvoř́ıme rovnici pro x1. Derivujeme prvńı rovnici a po dosazeńı vyjde

x′′1 = −3x′1 + 4x′2 − 2x′3 =

= −3(−3x1 + 4x2 − 2x3) + 4(x1 + x3)− 2(6x1 − 6x2 + 5x3) = x1 .



134 Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně

Pro x1 tedy dostáváme (ani neńı třeba psát systém 4.20 a provádět eliminaci), že

x′′1 − x1 = 0 .

Charakteristická rovnice λ2 − 1 = 0 má kořeny λ1,2 = ±1 a obecné řešeńı má tvar

u1(t) = c1e
t + c2e

−t .

Po dosazeńı do prvńı rovnice máme

c1e
t − c2e

−t = −3c1e
t − 3c2e

−t + 4x2 − 2x3

a odtud x3 = 2x2 − 2c1e
t − c2e

−t .

Z druhé rovnice pak vyjde

x′2 = c1e
t + c2e

−t + 2x2 − 2c1e
t − c2e

−t ⇒ x′2 = 2x2 − c1e
t .

To je lineárńı rovnice prvńıho řádu. Charakteristická rovnice je λ − 2 = 0, tj. λ = 2, a
obecné řešeńı homogenńı rovnice je

u(t) = c3e
2t .

Dále urč́ıme partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice. Pravá strana −c1et je typu kon-
stanta krát exponenciála, přitom č́ıslo +1 neńı kořenem charakteristické rovnice. Řešeńı
lze proto naj́ıt ve tvaru u0(t) = aet. Po dosazeńı vyjde

aet = 2aet − c1e
t ⇒ a = 2a− c1 ⇒ a = c1 .

Obecný tvar x2 je tud́ı̌z

u2(t) = u(t) + u0(t) = c3e
2t + c1e

t .

Zbývá určit algebraicky x3 = u3(t). To lze např. z druhé rovnice zadáńı dosazeńım za
x2 = u2(t), x1 = u1(t), odkud ihned vyjde

u3(t) = u′2(t)− u1(t) = 2c3e
2t + c1e

t − c1e
t − c2e

−t = −c2e−t + 2c3e
2t .

Maticový zápis je

u(t) =

c1et + c2e
−t

c1e
t + c3e

2t

− c2e
−t + 2c3e

2t

 = c1

1
1
0

 et + c2

 1
0
−1

 e−t + c3

0
1
2

 e2t .

Jak se můžete snadno přesvědčit, v předchoźım př́ıkladu by při osamostatněńı kterékoliv
neznámé došlo k

”
rozpadnut́ı“ na jednu rovnici druhého řádu a jednu rovnici prvńıho

řádu. Je snadné si představit, že u systému s větš́ım počtem neznámých by se za této
situace stala eliminačńı metoda velmi nepřehlednou a pracnou.
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Cvičeńı

Řešte uvedené systémy eliminačńı metodou

Př́ıklad 1 x′1 = 4x1 − 2x2

x′2 = x1 + x2

[
x1 = c1e

2t + c2e
3t

x2 = c1e
2t + 1

2
c2e

3t

]

Př́ıklad 2 x′1 = −3x1 + 2x2

x′2 = −2x1 + x2

[
x1 = e−t(c1 + 2c2t)
x2 = e−t(c1 + c2(1 + 2t))

]

Př́ıklad 3 x′1 = x1 + x2

x′2 = −2x1 + 3x2

[
x1 = e2t(c1 cos t+ c2 sin t)
x2 = e2tc1(cos t− sin t) + e2tc2(cos t+ sin t)

]

Př́ıklad 4 x′1 = 2x1 − x2 + 2
x′2 = 4x1 − 2x2 + 2

[
x1 = c1t+ c2 + t2 + 2t
x2 = c1(2t− 1) + 2c2 + 2t2 + 2t

]

Př́ıklad 5 x′1 = 3x1 + 2x2 + 4e5t

x′2 = x1 + 2x2

[
x1 = c1e

t + 2c2e
4t + 3e5t

x2 = −c1et + c2e
4t + e5t

]

Př́ıklad 6 x′1 = 2x1 − x2

x′2 = −x1 + 2x2 − 5et sin t

[
x1 = c1e

t + c2e
3t + et(2 cos t− sin t)

x2 = c1e
t − c2e

3t + et(2 cos t+ sin t)

]

Př́ıklad 7 x′1 = x1 − x2 + x3

x′2 = x1 + x2 − x3

x′3 = − x2 + 2x3

 x1 = (c1 + c2t)e
t + c2e

2t

x2 = c1e
t + c2(t− 2)et

x3 = c1e
t + c2(t− 1)et + c3e

2t



Př́ıklad 8 x′1 = −x1 − x2 + t2

x′2 = − x2 − x3

x′3 = − x3 + t

 x1 = −e−t(c1t+ 1
2
c2t

2 − c3) + t2 − t+ 1
x2 = e−t(c1 + c2t)− t+ 2
x3 = −c2e−t + t− 1



Př́ıklad 9 6x′1 = x1 + 7x2 − 5x3 + 10et

2x′2 = −x1 − x2 + x3

3x′3 = x1 − 2x2 + x3 + et x1 = c1 + c2 cos t+ c3 sin t+ et

x2 = 2c1 − 1
2
c2(cos t+ sin t) + 1

2
c3(cos t− sin t)

x3 = 3c1 + 1
2
c2(sin t− cos t)− 1

2
c3(cos t+ sin t) + et
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Metodou variace konstant řešte následuj́ıćı systémy

Př́ıklad 10 x′1 = −3x1 − 4x2 + 2t x1(0) = 0
x′2 = x1 + x2 + t x2(0) = 0

[
x1 = 14(1− e−t)− 2t(3 + 4e−t)
x2 = −9(1− e−t) + t(5 + 4e−t)

]

Př́ıklad 11 x′1 = x2 + tg2t− 1
x′2 = −x1 + tg t

[
x1 = c1 cos t+ c2 sin t+ tg t
x2 = −c1 sin t+ c2 cos t+ 2

]

Př́ıklad 12 x′1 = −x1 + 2x2

x′2 = −3x1 + 4x2 +
e3t

e2t + 1[
x1 = c1e

t + 2c2e
2t − et ln(e2t + 1) + 2e2tarctg et

x2 = c1e
t + 3c2e

2t − et ln(e2t + 1) + 3e2tarctg et

]

Př́ıklad 13 x′1 = −4x1 − 2x2 +
2

et − 1
x1(ln 2) = 0

x′2 = 6x1 + 3x2 −
3

et − 1
x2(ln 2) = 0

[
x1 = 2e−t ln(et − 1)
x2 = −3e−t ln(et − 1)

]

Př́ıklad 14 x′1 = x1 − 2x2 + et

x′2 = −3x1 + 2x2 + tet

[
x1 = 2c1e

4t + c2e
−t + 1

9
(3t+ 1)et

x2 = −3c1e
4t + c2e

−t + 1
3
et

]

Př́ıklad 15 x′1 = −x1 − x2 + t2

x′2 = − x2 − x3 + 2t
x′3 = − x3 + t

x1 = e−t(c1t
2 + c2t+ c3) + t2 − 3t+ 3

x2 = e−t(−2c1t− c2) + t
x3 = 2c1e

−t + t− 1
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4.4.2 Metoda charakteristických č́ısel

Uvažujme homogenńı lineárńı soustavu s konstantńımi koeficienty

x′ = Ax , (4.23)

kterou též nazýváme lineárńı autonomńı soustavou. Ukážeme, že fundamentálńı systém
řešeńı soustavy 4.23 lze źıskat algebraickými prostředky.

Hledejme nenulové řešeńı soustavy ve tvaru

u(t) = eλt · v ,

kde λ je skalár, v n-rozměrný vektor (sloupcový). Pak u′(t) = λeλtv a dosazeńım do 4.23
dostaneme

λeλtv = A
(
eλtv

)
= eλtAv ,

odkud po vykráceńı eλt máme

Av = λv . (4.24)

Z lineárńı algebry je známo, že č́ıslo λ, k nemuž existuje vektor v 6= o tak, že plat́ı 4.24,
se nazývá charakteristické č́ıslo (nebo též vlastńı č́ıslo) matice A a vektor v 6= o,
pro nějž plat́ı 4.24, se nazývá charakteristický (nebo též vlastńı) vektor matice A,
př́ıslušný k charakteristickému č́ıslu λ.

Vektor v je tedy řešeńım lineárńı homogenńı soustavy algebraických rovnic

(A− λI)V = o (4.25)

(I je jednotková matice n-tého řádu). Soustava 4.25 má netriviálńı řešeńı, právě když

det (A− λI) = 0 . (4.26)

Funkce

F (λ) = det (A− λI)

je algebraický polynom n-tého stupně a nazývá se charakteristický polynom matice
A a rovnice

F (λ) = 0

nebo též rovnice 4.26 se nazývá charakteristická rovnice matice A. Charakteristická
č́ısla jsou tedy kořeny charakteristické rovnice. Avšak algebraická rovnice může mı́t i
komplexńı kořeny. Proto je účelné uvažovat i komplexńı řešeńı soustavy 4.23. Bude-li
λ komplexńı charakteristické č́ıslo, pak př́ıslušný charakteristický vektor v bude rovněž
komplexńı.

Množina všech charakteristických č́ısel matice A (tj. všech kořen̊u charakteristického po-
lynomu) se nazývá spektrum matice A; označ́ıme je σ(A). Jsou-li všechna charakteris-
tická č́ısla jednoduchými kořeny charakteristické rovnice, ř́ıkáme, že A má jednoduché
spektrum.
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Je-li λ charakteristické č́ıslo matice A, je množina všech vektor̊u v ∈ Cn, pro něž plat́ı
4.25, lineárńı podprostor Cn, nazývá se charakteristický podprostor. Tento podprostor
je tvořen všemi charakteristickými vektory př́ıslušnými k charakteristickému č́ıslu λ a
vektorem o.

Dimenze charakteristického podprostoru je nejvýše rovna násobnosti charakteristického
č́ısla jakožto kořene charakteristické rovnice.

Budeme předpokládat, že matice A má jednoduché spektrum

σ(A) = {λ1, . . . , λn} .

Dimenze každého charakteristického podprostoru je v tomto př́ıpadě rovna 1.

Necht’ vi je charakteristický vektor př́ıslušný k charakteristickému č́ıslu λi (i = 1, . . . , n).
Jelikož charakteristické vektory př́ıslušné k r̊uzným charakteristickým č́ısl̊um jsou lineárně
nezávislé, vektory v1, . . . ,vn tvoř́ı bázi prostoru Cn. Matice

U(t) =
(
eλ1tv1, . . . , e

λntvn

)
(4.27)

je fundamentálńı matice soustavy 4.23. Obecné řešeńı je tedy tvaru

u(t) = c1e
λ1tv1 + · · ·+ cneλntvn , (4.28)

kde c1, . . . , cn ∈ Rn. Jsou-li λ1, . . . , λn reálná č́ısla, pak charakteristické vektory jsou
rovněž reálné a v tomto př́ıpadě bude fundamentálńı matice 4.27 rovněž reálná.

Necht’ nyńı λ = α + jβ je komplexńı charakteristické č́ıslo matice A. V teorii komplexńı
proměnné plat́ı tzv. Euler̊uv vztah

eλ = eα+jβ = eα · ejβ = eα · (cos β + j sin β)

Označme Re z a Im z reálnou a imaginárńı č́ıst komplexńıho č́ısla z. Pak plat́ı

Re z =
z + z

2
, Im z =

z − z

2j
,

tj. Re z, Im z jsou lineárńımi kombinacemi z a z.

Je-li λ charakteristické č́ıslo matice A, pak i λ je charakteristické č́ıslo A a podobně, je-li
v charakteristický vektor odpov́ıdaj́ıćı λ, pak v je charakteristický vektor odpov́ıdaj́ıćı λ.
Tedy systém 4.23 má dvojici řešeńı

û1 = eλtv , û2 = eλtv ,

a tud́ıž i řešeńı

u1 =
û1 + û2

2
= Re eλtv a u2 =

û1 − û2

2j
= Im eλtv .

Důležité je, že v tomto př́ıpadě jsou již u1,u2 reálné funkce.
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Př́ıklad 4.7 Najděte obecné řešeńı systému

x′1 = x1 + 2x2

x′2 = 4x1 + 3x2

Matice soustavy je tvaru A =

(
1 2
4 3

)

F (λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣1− λ 2
4 3− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 4λ− 5

F (λ) = 0 pro λ1 = 5 , λ2 = −1

σ(A) = {5,−1}

Charakteristické vektory jsou pak řešeńı soustav

(A− λ1I)v1 = o ⇔ (A− 5I)v1 = o
(A− λ2I)v2 = o ⇔ (A + I)v2 = o

tj.

(
−4 2

4 −2

)(
v11

v12

)
=

(
0
0

)
,

(
2 2
4 4

)(
v21

v22

)
=

(
0
0

)
Prvńı soustava je tedy tvaru

−4v11 + 2v12 = 0
4v11 − 2v12 = 0 ,

obecné řešeńı je v11 = t, v12 = 2t, volbou t = 1 dostáváme v1 = (1, 2)T .

Druhá soustava je tvaru

2v21 + 2v22 = 0
4v21 + 4v22 = 0 ,

obecné řešeńı je pak v21 = t, v22 = −t, volbou t = 1 dostáváme v2 = (1,−1)T .

Tedy obecné řešeńı systému je

u(t) = c1

(
1
2

)
e5t + c2

(
1
−1

)
e−t ,

tj. u1(t) = c1e
5t + c2e

−t

u2(t) = 2c1e
5t − c2e

−t .

Př́ıklad 4.8 Najděte obecné řešeńı systému

x′1 = −7x1 + x2

x′2 = −2x1 − 5x2
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Matice soustavy je tvaru A =

(
−7 1
−2 −5

)

F (λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣−7− λ 1
−2 −5− λ

∣∣∣∣ = λ2 + 12λ+ 37

λ1 = −6 + j , λ2 = −6− j , σ(A) = {−6 + j,−6− j} .

Stač́ı naj́ıt charakteristický vektor např́ıklad k λ1 = −6 + j.

A− λ1I = A− (−6 + j)I =

(
−1− j 1
−2 1− j

)
Pro charakteristický vektor v1 = (v11, v12)

T plat́ı rovnice

(−1− j)v11 + v12 = 0 (druhá rovnice je nezávislá).

Charakteristický vektor je tedy např́ıklad v1 = (1, 1+j)T a charakteristický vektor př́ıslušný
k λ2 = λ1 je V1 = (1, 1− j)T .

Soustava má fundamentálńı systém řešeńı

e(−6+j)t (1, 1 + j)T , e(−6−j)t (1, 1− j)T .

Soustava má ovšem též reálný fundamentálńı systém řešeńı

u1(t) = Re
(
e(−6+j)t (1, 1 + j)T

)
u2(t) = Im

(
e(−6+j)t (1, 1 + j)T

)
Jelikož e(−6+j)t (1, 1 + j)T = e−6t · (ejt, (1 + j)ejt)T =

= e−6t · (cos t+ j sin t , cos t− sin t+ j · (cos t+ sin t))T ,

tak u1(t) = e−6t · (cos t , cos t− sin t)T

u2(t) = e−6t · (sin t , cos t+ sin t)T

Obecné řešeńı je pak tvaru

u(t) = c1u1(t) + c2u2(t) = c1e
−6t ·

(
cos t

cos t− sin t

)
+ c2e

−6t ·
(

sin t
cos t+ sin t

)
Podstatně komplikovaněǰśı situace nastává, když neńı možné vytvořit bázi z vlastńıch vek-
tor̊u. K tomu dojde, když algebraická násobnost některého charakteristického č́ısla λ (tj.
násobnost tohoto č́ısla jako kořene charakteristické rovnice) je ostře větš́ı než jeho geome-
trická násobnost (tj. počet parametr̊u, které vyjdou při řešeńı soustavy (A− λI)v = o).

V tomto př́ıpadě je třeba doplnit nezávislou soustavu charakteristických vektor̊u na tzv.
normálńı systém, což je relativně obt́ıžné:

Necht’ λ je charakteristické č́ıslo, k němuž př́ısluš́ı k-členný řetězec tzv. zobecněných
charakteristických vektor̊u v1, . . . ,vk, tedy

(A− λI)vk = vk−1, . . . , (A− λI)v2 = v1, (A− λI)v1 = o ,
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kde v1 je charakteristický vektor, pak k sloupc̊u

u1 = v1e
λt

u2 = (tv1 + v2)e
λt

u3 = ( t2

2
v1 + tv2 + v3)e

λt

...

uk =
(

tk−1

(k−1)!
v1 + tk−2

(k−2)!
v2 + · · ·+ vk

)
eλt

tvoř́ı lineárně nezávislá řešeńı systému 4.23. Lze dokázat, že systém sloupc̊u, který se-
stav́ıme t́ımto zp̊usobem ze všech řetězc̊u zobecněných charakteristických vektor̊u, tvoř́ı
fundamentálńı systém řešeńı soustavy 4.23.

Př́ıklad 4.9 Najděte obecné řešeńı systému

x′1 = 17x1 + 9x2

x′2 = −25x1 − 13x2

Charakteristická rovnice je

det(A− λI) =

∣∣∣∣17− λ 9
−25 −13− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 4λ+ 4 = (λ− 2)2 = 0 .

Ta má dvojnásobný kořen λ1,2 = 2. Pro charakteristický vektor v1 = (v11, v12)
T máme

soustavu (A− 2I)v1 = o, tj.

15v11 + 9v12 = 0
−25v11 − 15v12 = 0 .

Protože jedna rovnice je násobkem druhé, je jej́ı obecné řešeńı tvaru v11 = −3
5
t, v12 = t,

t ∈ R. Volbou t = 5 dostáváme v1 = (−3, 5)T . Daľśı nezávislý charakteristický vektor
nemáme. Vypočteme tedy zobecněný charakteristický vektor, který bude řešeńım soustavy
(A− 2I)v2 = v1, tj.

15v21 + 9v22 = −3
−25v21 − 15v22 = 5 ,

Rovnice jsou opět lineárně závislé a jejich obecné řešeńı je v21 = −1−3t
5

, v22 = t. Volbou
t = 3 dostáváme v2 = (−2, 3)T .

Fundamentálńı systém řešeńı je pak tvaru

u1(t) = v1e
2t =

(
−3

5

)
e2t , u2(t) = (tv1 + v2)e

2t =

(
−3t− 2

5t+ 3

)
e2t .

Obecné řešeńı je tedy

u1(t) = −3c1e
2t − c2(3t+ 2)e2t

u2(t) = 5c1e
2t + c2(5t+ 3)e2t .
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Cvičeńı

Metodou charakteristických č́ısel řešte dané systémy

Př́ıklad 1 x′1 = 2x1 − 3x2

x′2 = x1 − 2x2

[
x1 = 3c1e

t + c2e
−t

x2 = c1e
t + c2e

−t

]

Př́ıklad 2 x′1 = 2x1 + x2

x′2 = −x1 + 4x2

[
x1 = (c1 + c2t)e

3t

x2 = (c1 + c2(1 + t))e3t

]

Př́ıklad 3 x′1 = x1 + x2

x′2 = −2x1 + 3x2

[
x1 = e2t(c1 cos t+ c2 sin t)
x2 = e2t(c1(cos t− sin t) + c2(cos t+ sin t))

]

Př́ıklad 4 x′1 = x1 − x2 − x3

x′2 = x1 + x2

x′3 = 3x1 + x3

 x1 = (2c2 sin 2t+ 2c3 cos 2t)et

x2 = (c1 − c2 cos 2t+ c3 sin 2t)et

x3 = (−c1 − 3c2 cos 2t+ 3c3 sin 2t)et



Př́ıklad 5 x′1 = x1 − x2 + x3

x′2 = x1 + x2 − x3

x′3 = − x2 + 2x3

 x1 = (c1 + c2t)e
t + c3e

2t

x2 = c1e
t + c2(t− 2)et

x3 = c1e
t + c2(t− 1)et + c3e

2t



Př́ıklad 6 x′1 = − x2 − x3

x′2 = x2

x′3 = x3

 x1 = c1 + c2e
t + c3e

t

x2 = −c2et

x3 = −c3et



Př́ıklad 7 x′1 = − x2 + x3

x′2 = −2x1 + x2 + x3 − x4

x′3 = 2x1 − x2 − x3 + x4

x′4 = 2x2 − 2x3


x1 = c1(1 + 2t2) + 2c2t+ c3 + c4
x2 = −2c1t− c2 + c4
x3 = 2c1t+ c2 + c4
x4 = −4c1t

2 − 4c2t− 2c3





Vybrané partie z matematiky 143

4.4.3 Výpočet exponenciály matice

Všimněme si systému x′ = Ax, když n = 1, tj. když jde o jedinou rovnici tvaru x′ = Ax,
kde A je konstanta. To je homogenńı lineárńı rovnice, kterou řeš́ıme jako rovnici se sepa-
rovanými proměnnými. Tedy

dx

dt
= Ax ⇒ ln |x| = At+ ln c ⇒ x(t) = c · eAt .

Tedy fundamentálńı
”
matice“ (je jednorozměrná) je eAt. Ukazuje se, že i v obecném

př́ıpadě je možné zapsat fundamentálńı matici ve tvaru exponenciály, je však třeba nejprve
vhodně definovat, co exponenciálńı funkćı z matice budeme rozumět.

Vyjdeme ze známého rozvoje funkce et, t ∈ R, do Taylorovy řady. Plat́ı

et =
∞∑

n=0

tn

n!
= 1 +

t

1!
+
t2

2!
+
t3

3!
+ · · · .

Dosad́ıme do této řady za t formálně matici At. Vyjde (za 1 dáme jednotkovou matici I):

∞∑
n=0

(At)n

n!
= I +

At

1!
+

A2t2

2!
+

A3t3

3!
+ · · · .

Dostáváme nekonečnou řadu matic. Ta představuje po složkách n2 nekonečných řad funkćı
jedné reálné proměnné. Lze ukázat, že všechny tyto řady jsou konvergentńı pro každé
t ∈ R. Jejich součty vytvoř́ı po složkách novou matici, která se označuje eAt. Ta je
definovaná pro každé t ∈ R a plat́ı(

eAt
)′

= AeAt ,

kde derivaci provád́ıme jako normálně po složkách. Z přechoźıho vztahu bezprostředně
plyne, že sloupce matice eAt tvoř́ı řešeńı systému 4.23. Nav́ıc zřejmě eA0 = I, tj. tyto
sloupce jsou lineárně nezávislé (pro t = 0 a tud́ıž pro každé t ∈ R) a představuj́ı tedy
fundamentálńı systém. Matice eAt je pak fundamentálńı matićı systému 4.23, která je
v nule rovna jednotkové matici.

Máme tedy velice elegantńı a stručné označeńı fundamentálńı matice systému 4.23. Tento
zápis má ale i daľśı přednosti. Pro libovolné čtvercové matice C a D, které jsou zaměnitelné
(tj. CD = DC), totiž plat́ı

eCeD = eC+D = eDeC .

Odtud volbou C = At, D = −At plyne

eAte−At = eO = I ⇒
(
eAt
)−1

= e−At .

Tedy inverzńı matice k exponenciále z At je exponenciála z −At. Použijme tento výsledek
na variaci konstant. Ze vzorce 4.17 dostaneme

x(t) = eAtc + eAt

∫
e−At b(t) dt .



144 Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně

Pokusme se vzorec upravit tak, aby dával př́ımo řešeńı počátečńı úlohy s počátečńı
podmı́nkou x(t0) = x0. Za t́ım účelem zaṕı̌seme sloupec konstant c ve tvaru e−At0x0

a zvoĺıme tu primitivńı funkci k e−At b(t), která je v t0 rovna nulovému sloupci, tj.∫ t

t0
e−As b(s) ds. Vyjde

x(t) = eAte−At0x0 + eAt

∫ t

t0

e−As b(s) ds = eA(t−t0)x0 +

∫ t

t0

eA(t−s) b(s) ds . (4.29)

Pro čtenáře obeznámeného s Laplaceovou transformaćı je vhodné připomenout, že vztah
4.29 má značný význam v teorii systémů, které jsou popsané soustavou lineárńıch di-
ferenciálńıch rovnic s konstantńımi koeficienty. Zde b(t) má většinou charakter vstupu.
Obvykle se zde předpokládá, že t0 = 0,x(t0) = x0 = o (systém je na počátku v klidu) a
t ≥ 0. Pak

x(t) =

∫ t

0

eA(t−s) b(s) ds .

Integrál na pravé strnaě má tvar konvoluce. Pro Laplace̊uv obraz potom plat́ı

L{x(t)} = L{eAt ∗ b(t)} = L{eAt} · L{b(t)};

zde ∗ znač́ı konvoluci. Matice L{eAt} se nazývá přenosová. Tedy Laplace̊uv obraz
výstupu je roven součinu přenosové matice a Laplaceova obrazu vstupu.

Vrat’me se však k otázce nalezeńı explicitńıho tvaru eAt. Existuje řada postup̊u, jak defi-
novat a vyč́ıslit funkce (ne jen expoenciálu) z matic.

Matici eAt lze např. určit tak, že najdeme dosud uvedenými metodami fundamentálńı
systém soustavy 4.23, pro nějž plat́ı

x1(0) =


1
0
...
0

 , x2(0) =


0
1
...
0

 , . . . , xn(0) =


0
0
...
1

 .

Odpov́ıdaj́ıćı fundamentálńı matice tvořená těmito sloupci je vzhledem k jednoznačnosti
řešeńı počátečńı úlohy právě eAt.
Existuj́ı však i elegantněǰśı metody, založené na následuj́ıćı větě.

Věta 4.4 (Cayley-Hamilton)
Jestlǐze A je libovolná čtvercová matice a ϕ(λ) = det(A−λI) jej́ı charakteristický mnohočlen,
plat́ı

ϕ(A) = O ,

tj. A je kořenem svého charakteristického mnohočlenu.

Existuje řada nověǰśıch metod, založených na předchoźı větě, ale nejsou bohužel př́ılǐs
známé. My si uvedeme aspoň jeden výsledek, který je zformulován v následuj́ıćı větě.
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Věta 4.5 Necht’ A je čtvercová matice a

λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 = 0

jej́ı charakteristická rovnice. Necht’ x(t) je řešeńı diferenciálńı rovnice se stejnými koefi-
cienty

x(n) + an−1x
(n−1) + · · ·+ a1x

′ + a0x = 0 ,

které splňuje počátečńı podmı́nky

x(0) = x′(0) = · · · = x(n−2)(0) = 0, x(n−1)(0) = 1 .

Označme
z1(t)
z2(t)

...
zn(t)

 =


a1 a2 · · · an−1 1
a2 a3 · · · 1 0
...

...
...

...
1 0 · · · 0 0




x(t)
x′(t)

...
x(n−1)(t)

 .

Pak je

eAt = z1(t)I + z2(t)A + · · · zn(t)An−1 .

Z praktického hlediska tedy stač́ı umět řešit jednu rovnici n-tého řádu. Zcela odpadnou
problémy s násobnými kořeny charakteristické rovnice - zat́ımco u systémů nám značně
komplikovaly situaci (mohli jsme mı́t málo nezávislých vlastńıch vektor̊u), u jedné rovnice
vyšš́ıho řádu nepředstavuj́ı vážněǰśı problém.

Př́ıklad 4.10 Najděte obecné řešeńı systému

x′1 = −2x1 + x2 − 2x3

x′2 = x1 − 2x2 + 2x3

x′3 = x1 − x2 + x3 .

Charakteristická rovnice je

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
−2− λ 1 −2

1 −2− λ 2
1 −1 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 − 3λ2 − 3λ− 1 = −(λ+ 1)3 .

Nyńı najdeme řešeńı rovnice

x′′′ + 3x′′ + 3x′ + x = 0 .

Jej́ı charakteristická rovnice má trojnásobný kořen λ1,2,3 = −1. Tedy obecné řešeńı má
tvar

x(t) = (c1 + c2t+ c3t
2)e−t .
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Potřebujeme partikulárńı řešeńı, pro něž x(0) = x′(0) = 0, x′′(0) = 1. Vypočteme

x′(t) = (c2 + 2c3t)e
−t − (c1 + c2t+ c3t

2)e−t ,

x′′(t) = 2c3e
−t − 2(c2 + 2c3t)e

−t + (c1 + c2t+ c3t
2)e−t .

Z počátečńıch podmı́nek dostaneme

c1 = 0
c2 − c1 = 0

2c3 − 2c2 + c1 = 1
⇒ c1 = 0 , c2 = 0 , c3 = 1

2
.

Hledané řešeńı

x(t) = 1
2
t2e−t ⇒ x′(t) = (t− 1

2
t2)e−t , x′′(t) = (1− 2t+ 1

2
t2)e−t .

Dále urč́ımez1(t)
z2(t)
z3(t)

 =

3 3 1
3 1 0
1 0 0

 1
2
t2e−t

(t− 1
2
t2)e−t

(1− 2t+ 1
2
t2)e−t

 =

(1 + t+ 1
2
t2)e−t

(t+ t2)e−t

1
2
t2e−t

 .

Konečně vypoč́ıtáme

A2 =

−2 1 −2
1 −2 2
1 −1 1

−2 1 −2
1 −2 2
1 −1 1

 =

 3 −2 4
−2 3 −4
−2 2 −3

 .

Tedy

eAt = (1 + t+ 1
2
t2)e−t

1 0 0
0 1 0
0 0 1

+ (t+ t2)e−t

−2 1 −2
1 −2 2
1 −1 1

+

+1
2
t2e−t

 3 −2 4
−2 3 −4
−2 2 −3

 =

1− t t −2t
t 1− t 2t
t −t 1 + 2t

 e−t .

Obecné řešeńı má tud́ı̌z tvar

x1 = (c1(1− t) + c2t− 2c3t)e
−t

x2 = (c1t+ c2(1− t) + 2c3t)e
−t

x1 = (c1t− c2t+ c3(1 + 2t))e−t .
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4.4.4 Metoda neurčitých koeficient̊u

K nalezeńı partikulárńıho řešeńı nehomogenńı rovnice máme univerzálńı metodu variace
konstant. Ta je však někdy dost pracná. U lineárńıch rovnic n-tého řádu s konstantńımi
koeficienty jsme viděli, že je v př́ıpadě speciálńıho tvaru pravé strany možné naj́ıt parti-
kulárńı řešeńı mnohem snáze metodou neurčitých koeficient̊u. To lze udělat i u systému
tvaru

x′ = Ax + b(t) , (4.30)

kde A je konstantńı matice a prvky b(t) jsou kvazipolynomy, tj. b(t) je lineárńı kom-
binaćı funkćı tvaru tkeαt cos βt. respektive tkeαt sin βt. Všimneme si postupně některých
speciálńıch př́ıpad̊u.

Věta 4.6 Necht’ b(t) je sloupec, jehož složky jsou polynomy stupně nejvýše m. Necht’ nula
je k-násobný kořen charakteristické rovnice matice A. Pak existuje partikulárńı řešeńı
systému 4.30, jehož složky jsou polynomy stupně nejvýše m+ k.

Plat́ı, že k = 0, právě tehdy když detA 6= 0.

Všimněte si, že na rozd́ıl od jedné rovnice vyšš́ıho řádu nelze u systémů předpokládat, že
složky řešeńı jsou tvaru tkPm(t), kde Pm(t) je polynom stupně m. V řešeńı mohou být
s nenulovými koeficienty i nižš́ı mocniny než k-té.

Věta plat́ı, i když prvky A a popř́ıpadě koeficienty polynomů ve složkách b(t) jsou kom-
plexńı č́ısla.

Př́ıklad 4.11 Najděte partikulárńı řešeńı systému

x′1 = 2x1 − 3x2 + t
x′2 = x1 + 4x2 − 1 .

Je detA =

∣∣∣∣2 −3
1 4

∣∣∣∣ = 11 6= 0 , b(t) =

(
t
−1

)
.

Sloupec b(t) obsahuje nejvýše lineárńı polynom, tedy m = 1, k = 0. Muśı proto existovat
řešeńı tvaru

x1 = at+ b , x2 = ct+ d ⇒ x′1 = a , x′2 = c .

Po dosazeńı dostaneme

a = 2(at+ b) − 3(ct+ d) + t
c = at+ b + 4(ct+ d) − 1

⇒ t(−2a+ 3c) + a − 2b + 3d = t
t(−a− 4c) − b + c − 4d = −1 .

Porovnáńım koeficient̊u vyjde

−2a + 3c = 1
−a − 4c = 0
a − 2b + 3d = 0
− b + c − 4d = −1

⇒ a = − 4
11
, b = 20

121
, c = 1

11
, d = 28

121
.

Partikulárńı řešeńı tedy je

x1 = − 4
11
t+ 20

121
, x2 = 1

11
t+ 28

121
.
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Podobně lze postupovat, když b(t) obsahuje exponenciály nebo siny a kosiny. Vzhledem
ke značné komplikovanosti výpočt̊u však obvykle postupujeme jinak.

Věta 4.7 Necht’ sloupec pravých stran je tvaru eαtpm(t), kde α ∈ C a složky sloupce pm

jsou polynomy stupně nejvýše m. Pak substituce x = eαtu převede systém x′ = Ax +
eαtpm(t) v nehomogenńı systém, kde složky sloupce pravých stran jsou polynomy stupně
nejvýše m.

D̊ukaz: Protože

x′(t) =
(
eαtu(t)

)′
= αeαtu(t) + eαtu′(t) ,

vyjde po dosazeńı

αeαtu + eαtu′ = Aeαtu + eαtpm(t) ,

z čehož po úpravě a vykráceńı výrazem eαt 6= 0 vyjde

u′ = (A− αI)u + pm(t) . (4.31)

Př́ıklad 4.12 Najděte partikulárńı řešeńı systému

x′1 = x1 − 2x2 + et

x′2 = x1 + 2x2 + tet .

Substitućı x = etu přejde podle věty 4.7 náš systém v systém 4.31, tj.

u′1 = − 2u2 + 1
u′2 = u1 + u2 + t, .

Ten má podle věty 4.6 (m = 1, k = 0) řešeńı tvaru

u1 = at+ b , u2 = ct+ d ⇒ u′1 = a , u′2 = c

a po dosazeńı vycháźı

a = − 2(ct+ d) + 1
c = at+ b + ct+ d + t .

Porovnáńım koeficient̊u dostaneme

2c = 0
−a − c = 1
a + 2d = 1

−b − d = 0

⇒ a = −1 , b = −1 , c = 0 , d = 1 .

Tedy u1 = −t− 1, u2 = 1 a partikulárńı řešeńı daného systému je

x1 = −(t+ 1)et , x2 = et .
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Nakonec si všimneme př́ıpadu pro siny a kosiny. Užit́ım předchoźı věty a Eulerova vzorce
se snadno odvod́ı následuj́ıćı tvrzeńı

Věta 4.8 Necht’ α, β ∈ R a p(t) je sloupec, jehož prvky jsou polynomy. Je-li x = x1 +jx2

řešeńı systému

x′ = Ax + p(t)e(α+βj)t ,

je x1 = Rex řešeńım systému

x′ = Ax + p(t)eαt cos βt

a x2 = Imx je řešeńım systému

x′ = Ax + p(t)eαt sin βt

Př́ıklad 4.13 Najděte partikulárńı řešeńı systému

x′1 = x2 + cos t
x′2 = x1 − x2 .

Položme α = 0, β = 1,p(t) = (1, 0)T . Podle věty 4.8 budeme řešit systém

x′1 = x2 + ejt

x′2 = x1 − x2 .

Nyńı zavedeme podle věty 4.7 substituci x = uejt. Systém 4.31 má tvar

u′1 = −ju1 + u2 + 1
u′2 = u1 − (1 + j)u2 .

Ten má podle věty 4.6 (m = 0, k = 0) řešeńı tvaru

u1 = a , u2 = b , a, b ∈ C .

Po dosazeńı vyjde

0 = −ja + b + 1
0 = a − (1 + j)b .

Z druhé rovnice dosad́ıme a = (1 + j)b do prvńı a dostaneme

0 = −j(1 + j)b+ b+ 1 ⇒ b =
−1

2− j
= − 2 + j

(2− j)(2 + j)
= −2

5
− 1

5
j .

Pak a = (1 + j)b = −1
5
− 3

5
j. Proto

u1 = −1
5
(1 + 3j)ejt , u2 = −1

5
(2 + j)ejt .

Pomoćı Eulerova vztahu vyjde

u1 = −1
5
(1 + 3j)(cos t+ j sin t) = −1

5
cos t+ 3

5
sin t+ j(−3

5
cos t− 1

5
sin t)

u2 = −1
5
(2 + j)(cos t+ j sin t) = −2

5
cos t+ 1

5
sin t+ j(−1

5
cos t− 2

5
sin t) .

Vypočteme reálné části (viz věta 4.8) a dostaneme hledané řešeńı:

x1 = Reu1 = −1
5

cos t+ 3
5

sin t , x2 = Reu2 = −2
5

cos t+ 1
5

sin t .
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Je-li b(t) součtem několika typ̊u speciálńıch pravých stran, použijeme princip superpozice.
Např. bychom rozdělili

b(t) =

t2 + et cos 2t− 4 sin t
2− cos t+ 6et

3et

 =

t22
0

+

et cos 2t
0
0

− 4

sin t
0
0

−

 0
cos t

0

+ 3

 0
2et

et


a určili postupně pět partikulárńıch řešeńı.

Z předchoźıch výsledk̊u vyplývá, že všechna řešeńı systému 4.30, kde složky b(t) jsou
kvazipolynomy, jsou opět kvazipolynomy. Speciálně to tedy plat́ı pro homogenńı systémy.
To umožňuje využ́ıt pro řešeńı Laplaceovu transformaci.

Jak jsme již konstatovali dř́ıve, jsou uvedené metody efektivńı jen zdánlivě. U systémů
větš́ıch rozměr̊u totiž obecně ztroskotáme na nalezeńı kořen̊u charakteristické rovnice.
Přesto jsou tyto výsledky nesmı́rně d̊uležité. Dávaj́ı nám totiž velmi podrobné informace
o struktuře řešeńı systémů s konstantńımi koeficienty (které často slouž́ı jako aproximace
nelineárńıch systémů). To umožňuje usuzovat na chováńı těchto lineárńıch systémů. Např.
existuj́ı metody, které umožňuj́ı efektivně a celkem snadno zjistit, zda všechny kořeny
(charakteristického) polynomu lež́ı ve vymezené části komplexńı roviny, např. vlevo od
imaginárńı osy (tzv. Hurwitzovo kritérium). To ovšem znamená, že všechny složky
řešeńı obsahuj́ı exponenciály tvaru eαt se záporným α. Pak pro t→∞ konverguj́ı všechna
řešeńı k nule. To je podstatná informace u reálných systémů (jsou tzv. asymptoticky
stabilńı, tj. maj́ı tendenci se ustalovat).

Cvičeńı

Metodou neurčitých koeficient̊u vypočtěte partikulárńı řešeńı systémů

Př́ıklad 1 x′1 = 2x1 + 4x2 − 8
x′2 = 3x1 + 6x2

[
u0(t) = (−6t+ 1, 3t)T

]
Př́ıklad 2 x′1 = 3x1 + 2x2 + 4e5t

x′2 = x1 + 2x2

[
u0(t) = (3e5t, e5t)T

]
Př́ıklad 3 x′1 = 2x1 − x2

x′2 = −x1 + 2x2 − 5et sin t
[
u0(t) = (et(2 cos t− sin t), et(2 cos t+ sin t))T

]
Př́ıklad 4 x′1 = 2x1 + 3x2 + 5t

x′2 = 3x1 + 2x2 + 8et
[
u0(t) = (−3et + 2t− 13

5
, et − 3t+ 12

5
)T
]

Př́ıklad 5 x′1 = x2 + sin t
x′2 = −x1 + cos t

[
u0(t) = (t sin t, t cos t)T

]
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Př́ıklad 6 x′1 = x1 − x2

x′2 = x2 − x3

x′3 = −x1 + x3 + t
[
u0(t) = (1

6
(t2 + 2t+ 2), 1

6
t2, 1

6
(t2 − 2t))T

]
Př́ıklad 7 6x′1 = x1 + 7x2 − 5x3 + 10et

2x′2 = −x1 − x2 + x3

3x′3 = x1 − 2x2 + x3 + et
[
u0(t) = (et, 0, et)T

]
4.5 Stabilita řešeńı systémů diferenciálńıch rovnic

Uvažujme systém diferenciálńıch rovnice ve vektorovém tvaru

x′ = f(t,x) (4.32)

Daný konkrétńı systém 4.32 může být matematickým modelem celé řady r̊uzných me-
chanických, elektrotechnických, biologických a jiných systémů. Chováńı těchto systémů
je pak popsáno vlastńım řešeńım systému 4.32, který může mı́t obecně nekonečně mnoho
řešeńı, odpov́ıdaj́ıćıch r̊uzným volbám jeho počátečńıho stavu.
U většiny systémů požadujeme, aby jejich chováńı bylo v nějakém smyslu bĺızké jednomu
předem danému chováńı systému (např. setrváńı v klidu, v periodickém pohybu, apod.).

Předpokládejme, že 4.32 je matematickým modelem nějakého fyzikálńıho systému S, jehož
jeden pracovńı režim je popsán daným řešeńım v systému 4.32. To znamená, že pro každé
t udává vektor v(t) hodnoty stavových proměnných v okamžiku t. V počátečńım okamžiku
t0 nabývaj́ı stavové proměnné systému S hodnotu v(t0).

V praxi však tyto počátečńı hodnoty stavových proměnných systému S źıskáme zpravidla
měřeńım a takto naměřené hodnoty x0 jsou pouze aproximacemi skutečných hodnot v(t0).
Spojitá závislost řešeńı na počátečńı hodnotě zaručuje, že chyba, které se dopust́ıme při
měřeńı počátečńıch hodnot, nezkresĺı podstatně informaci o charakteru vyšetřovaného
řešeńı na konečném časovém intervalu.

Přesněji, ke každému předem danému intervalu 〈t0, t1〉 a ke každému č́ıslu ε > 0 exis-
tuje č́ıslo δ = δ(ε, t0, t1) > 0 tak, že když naměřené počátečńı hodnoty x0 stavových
proměnných x se budou v okamžiku t0 lǐsit od skutečných počátečńıch hodnot v(t0) o
méně než δ, budou se vypočtené hodnoty u(t, t0,x0) stavových proměnných v okamžiku
t lǐsit od skutečných hodnot stavových proměnných v(t) ∀t ∈ 〈t0, t1〉 o méně než ε.
Velikou závadou tohoto odhadu je závislost odchylky δ počátečńıch hodnot na délce
časového intervalu 〈t0, t1〉. Se zvětšováńım délky intervalu jsme zpravidla nuceni zmenšovat
č́ıslo δ.

Z fyzikálńıch a technických d̊uvod̊u je přirozené požadovat, aby č́ıslo δ bylo dostatečně ve-
liké i pro libovolně veliké délky časových interval̊u t1−t0. Proto se studuje taková závislost
řešeńı na počátečńıch údaj́ıch t0,x0, ve které odchylka δ záviśı pouze na počátečńım
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okamžiku t0 a př́ıpustné odchylce řešeńı ε a nezáviśı na délce časového intervalu t1 − t0.
Studium takové závislosti představuje náplň teorie stability.

Uved’me ještě jeden pohled na problematiku stability.
Předpokládejme, že na fyzikálńı systém S, popsaný přibližně systémem 4.32, p̊usob́ı nějaké
poruchy vyvolané zásahy, které nejsme schopni do modelu zahrnout a při sestavováńı
rovnic 4.32 je zanedbáváme. Kdybychom je totiž chtěli respektovat, pak bychom museli
v každém okamžiku, ve kterém poruchy p̊usob́ı, provádět na našem modelu korekci např.
v nastaveńı okamžitých hodnot stavových proměnných. To je velmi obt́ıžně realizovatelné,
a proto je vhodněǰśı tyto poruchy zanedbat a určit, jak velké chyby se t́ımto zjednodušeńım
dopoušt́ıme. To je opět problematika, která spadá do rámce teorie stability.

V následuj́ıćım textu se budeme zabývat studiem r̊uzných typ̊u stability řešeńı systému
4.32 a budeme předpokládat, že f(t,o) = o, takže x′ = f(t,x) má triviálńı řešeńı, které
budeme značit o.

Nejdř́ıve ukážeme, že omezeńı našich úvah na studium stability triviálńıho řešeńı o nikterak
nezmenšuje obecnost daľśıch úvah a přitom značně zjednodušuje symboliku i formulace.

Předpokládejme, že chceme vyšetřovat řešeńı v systému

y′ = g(t,y) (4.33)

definované na nějakém intervalu I. Proved’me v systému 4.33 substituci

y = x + v . (4.34)

Jelikož funkce v je řešeńım systému 4.33, plat́ı

v′(t) = g(t,v(t)) ∀t ∈ I ,

a tedy

x′ = y′ − v′ = g(t,y)− g(t,v) = g(t,x + v)− g(t,v) (4.35)

Označ́ıme-li

f(t,x) = g(t,x + v)− g(t,v) ,

dostaneme z 4.35 systém

x′ = f(t,x) , f(t,o) = o , (4.36)

takže systém 4.36 má triviálńı řešeńı o. Na toto triviálńı řešeńı se transformaćı 4.34
zobrazuje řešeńı v systému 4.33. Vyšetř́ıme-li vlastnosti triviálńıho řešeńı o systému 4.36,
pak pomoćı transformace 4.34 můžeme vysledky přenést na řešeńı v systému 4.33.

Předpokládejme v následuj́ıćım, že existuje interval I = (α,∞), α ∈ R a oblast H ⊂ Rn

obsahuj́ıćı počátek tak, že zobrazeńı f je spojité na oblasti G = I × H a pro každý bod
(t0,x0) ∈ G je Cauchyova úloha

x′ = f(t,x) , x(t0) = x0 , (4.37)

jednoznačně řešitelná a necht’ f(t,o) = o ∀t > α.
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Definice 4.3 Řekneme, že triviálńı řešeńı o systému

x′ = f(t,x) (4.38)

je stabilńı (viz obrázek 4.3), jestlǐze ke každému t0 > α a každému ε > 0 existuje δ =
δ(t0, ε) tak, že pro všechny počátečńı hodnoty x0 ∈ H, ‖x0‖ < δ a pro všechna t ≥ t0 plat́ı,
že řešeńı u(t, t0,x0) Cauchyovy úlohy 4.37 splňuje nerovnost

‖u(t, t0,x0)‖ < ε . (4.39)

x

tδ(ε    )

ε

ε

α t

u(t,t  ,x  )

(t  ,x  )

,t 0

0        0

0        0

0

Obrázek 4.3: Triviálńı řešeńı je stabilńı.

Př́ıklad 4.14 Ukažte, že triviálńı řešeńı rovnice

x′ = kx

je stabilńı pro každé k ≤ 0.

Řešeńı: Funkce f(t, x) = kx je spojitá a lipschitzovská vzhledem k proměnné x pro
všechna (t, x) ∈ R × R. M̊užeme tedy volit α = −∞, I = (−∞,∞), H = R, G = I × R .
Cauchyova úloha

x′ = kx , x(t0) = x0

má řešeńı u(t, t0, x0) = x0e
k(t−t0), t ∈ I.

Tedy |u(t, t0, x0)| = |x0| · ek(t−t0) ≤ |x0| pro všechna k ≤ 0, t ≥ t0 .

Zvoĺıme-li δ = ε , bude podle 4.39 platit

|u(t, t0, x0)| < ε pro všechna t ≥ t0, k ≤ 0, |x0| < δ .

Tedy triviálńı řešeńı je stabilńı.
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Př́ıklad 4.15 Ukažte, že triviálńı řešeńı systému

x′1 = x2

x′2 = −x1
(4.40)

je stabilńı.

Řešeńı: Cauchyova úloha pro systém 4.40 s počátečńı podmı́nkou x1(t0) = x01, x2(t0) =
x02 má pro každé t0 ∈ R a x0 = (x01, x02) ∈ R2 řešeńı

u(t, t0, x0) =

(
x01 cos(t− t0) + x02 sin(t− t0)
−x01 sin(t− t0) + x02 cos(t− t0)

)
, t ∈ R .

Pro normu řešeńı dostáváme odhad

‖u(t, t0,x0)‖ = |x01 cos(t− t0) + x02 sin(t− t0)|+ | − x01 sin(t− t0) + x02 cos(t− t0)| ≤
≤ |x01|+ |x02|+ |x01|+ |x02| = 2 (|x01|+ |x02|) = 2‖x0‖ .

Polož́ıme-li δ = ε
2
, dostaneme

‖u(t, t0,x0)‖ ≤ 2‖x0‖ < 2δ = ε pro všechna t ≥ t0 .

Tedy triviálńı řešeńı je stabilńı.

Triviálńı řešeńı, které neńı stabilńı, nazveme nestabilńım.
Volně můžeme ř́ıci, že triviálńı řešeńı systému 4.38 je nestabilńı právě tehdy, existuje-li
okamžik t0 a č́ıslo ε > 0 tak, že v každém libovolně malém okoĺı počátku existuje bod x0

tak, že řešeńı u(t, t0,x0) se vzdáĺı od triviálńıho řešeńı o v́ıce než ε, neboli existuje t1 > t0
tak, že ‖u(t, t0,x0)‖ > ε pro t > t1 (viz obrázek 4.4).

x

tδ(ε    )
ε

ε

α t t

u(t,t  ,x  )

(t  ,x  )

,t 0 1

0        0

0        0

0

Obrázek 4.4: Triviálńı řešeńı neńı stabilńı.
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Př́ıklad 4.16 Ukažte, že triviálńı řešeńı systému

x′1 = x2

x′2 = x1
(4.41)

je nestabilńı.

Řešeńı: Cauchyova úloha pro systém 4.41 s počátečńı podmı́nkou x1(t0) = x01, x2(t0) =
x02 má řešeńı

u(t, t0, x0) = 1
2

(
(x01 + x02)e

t−t0 + (x01 − x02)e
−(t−t0) , (x01 + x02)e

t−t0 − (x01 − x02)e
−(t−t0)

)
Zvolme ε = 1, t0 = 0, pak pro libovolné δ > 0 m̊užeme volit x0 =

(
δ
2
, δ

2

)T
, t1 > − ln δ

2
a

dostaneme odhad

‖u(t1, t0,x0)‖ = ‖u(t1, 0,x0)‖ = ‖1
2

(
δet1 , δet1

)
‖ =

= 1
2
δet1 · ‖(1, 1)‖ = 1

2
δet1 (| 1|+ | 1|) = δet1 > δe− ln δ

2 = δ · 2
δ

= 2 > ε .

Triviálńı řešeńı systému 4.41 je nestabilńı.

Definice 4.4 Řekneme, že triviálńı řešeńı systému

x′ = f(t,x)

je stejnoměrně stabilńı (viz obrázek 4.5), jestlǐze je stabilńı a č́ıslo δ v definici 4.3
nezáviśı na volbě počátečńıho okamžiku t0, tj. když ke každému ε > 0 existuje δ = δ(ε) > 0
tak, že pro každé x0 ∈ H ⊂ Rn, t, t0 ∈ R, vyhovuj́ıćı nerovnostem ‖x0‖ < δ, t ≥ t0 > α
plat́ı

‖u(t, t0,x0)‖ < ε .

x

t
δ(ε)δ(ε)

ε

ε

α t t u(t,t  ,x  )

u(t,t  ,x  )

0 1 1        1

0        0

Obrázek 4.5: Triviálńı řešeńı je stejnoměrně stabilńı.
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Všimneme-li si podrobněji př́ıklad̊u 4.14, 4.15, 4.16, zjist́ıme, že triviálńı řešeńı ve všech
př́ıpadech jsou stejnoměrně stabilńı, nebot’ δ záviśı pouze na ε a nikoli na t0. Tuto vlastnost
maj́ı všechny autonomńı systémy, tj. systémy tvaru x′ = f(x). Plat́ı, že když triviálńı
řešeńı autonomńıho systému je stabilńı, pak je stejnoměrně stabilńı. Pro neautonomńı
systémy to neplat́ı.

Př́ıklad 4.17 Uvažujme Cauchyovu úlohu

x′1 = −x1

x′2 = (sin ln t+ cos ln t− 1)x2

s počátečńı podmı́nkou x1(t0) = x01, x2(t0) = x02.
Pak pro každé (t0,x0) ∈ I × R2, I = (1,∞), má úloha řešeńı

u(t, t0,x0) =
(
x01 e−t+t0 , x02 e−t(1−sin ln t)+t0(1−sin ln t0)

)
, t > 1 .

Pro normu tohoto řešeńı dostáváme odhad

‖u(t, t0,x0)‖ = |x01 e−(t−t0)|+ |x02 e−t(1−sin ln t)+t0(1−sin ln t0)| ≤
≤ |x01|+ |x02| e2t0 ≤ (|x01|+ |x02|) e2t0 = ‖x0‖e2t0 pro všechna t ≥ t0 .

Vid́ıme, že v odhadu se vyskytuje jak počátečńı hodnota x0, tak i počátečńı okamžik t0.
Zvoĺıme-li např. δ = ε e−2t0, dostaneme

‖u(t, t0,x0)‖ ≤ ‖x0‖e2t0 < δe2t0 = εe−2t0 · e2t0 = ε .

Je tedy triviálńı řešeńı stabilńı, nikoli však stejnoměrně stabilńı.

Definice 4.5 Řekneme, že triviálńı řešeńı systému

x′ = f(t,x)

je asymptoticky stabilńı (viz obrázek 4.6), jestlǐze

i) je stabilńı

ii) existuje č́ıslo ∆ > 0 tak, že pro každé x0 ∈ H ⊂ Rn, ‖x0‖ < ∆ a každé t0 > α plat́ı

lim
t→∞

‖u(t, t0,x0)‖ = 0 .

Analogickým zp̊usobem definujeme stejnoměrnou asymptotickou stabilitu triviálńıho
řešeńı systému x′ = f(t,x).

Podmı́nka ii) v definici 4.5 znamená, že ke každému ε > 0, t0 > α, x0 ∈ H ⊂ Rn,
‖x0‖ < ∆, existuje č́ıslo T = T (ε, t0,x0) tak, že pro všechna t > t0+T je ‖u(t, t0,x0)‖ < ε.
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Obrázek 4.6: Triviálńı řešeńı je asymptoticky stabilńı.

Př́ıklad 4.18 Ukažte, že triviálńı řešeńı systému

x′1 = x2

x′2 = −x1

neńı asymptoticky stabilńı.

Řešeńı: V př́ıkladu 4.15 jsme ukázali, že triviálńı řešeńı je stabilńı (dokonce je stej-
noměrně stabilńı). Muśıme tedy ukázat, že neńı splněna podmı́nka ii) v definici 4.5.
Řešeńım Cauchyovy úlohy

x′1 = x2 x1(t0) = x01

x′2 = −x1 x2(t0) = x02

je vektorová funkce

u(t, t0, x0) = (x01 cos(t− t0) + x02 sin(t− t0) , −x01 sin(t− t0) + x02 cos(t− t0)) , t ∈ R .

Pro normu tohoto řešeńı (použijeme euklidovskou normu) dostáváme

‖u(t, t0,x0)‖ =
(
(u1(t, t0,x0))

2 + (u2(t, t0,x0))
2
)1/2

=

=
(
x2

01 cos2(t− t0) + 2x01x02 cos(t− t0) sin(t− t0) + x2
02 sin2(t− t0)+

+x2
01 sin2(t− t0)− 2x01x02 sin(t− t0) cos(t− t0) + x2

02 cos2(t− t0)
)1/2

=

= (x2
01 + x2

02)
1/2 = ‖x0‖ ,

takže pro ‖x0‖ 6= 0 plat́ı

lim
t→∞

‖u(t, t0,x0)‖ = ‖x0‖ 6= 0 .

Tedy triviálńı řešeńı neńı asymptoticky stabilńı.

Dá se dokázat, že při ověřováńı podmı́nek stability triviálńıho řešeńı stač́ı podmı́nky ověřit
pro jedno libovolné t0 > α a pak už muśı platit pro všechna t > α.
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Cvičeńı

Vyšetřete z hlediska stability triviálńı řešeńı systémů:

Př́ıklad 1 x′1 = x2

x′2 = −2x1 − 3x2
[Stejnoměrně asymptoticky stabilńı ]

Př́ıklad 2 x′1 = x2

x′2 = 3x1 + 2x2
[Nestabilńı ]

Př́ıklad 3 x′1 = −3x2

x′2 = 3x1
[Stejnoměrně stabilńı ]

4.5.1 Stabilita lineárńıch systémů

Uvažujme nyńı nehomogenńı lineárńı systém diferenciálńıch rovnic

x′ = A(t)x + b(t) , (4.42)

kde A(t),b(t) jsou spojité na intervalu I = (α,∞) ⊂ R.
Pak libovolné řešeńı u(t) systému 4.42 je stabilńı, resp. asymptoticky stabilńı, resp. ne-
stabilńı, právě když triviálńı řešeńı homogenńıho systému

x′ = Ax

je stabilńı, resp. asymptoticky stabilńı, resp. nestabilńı.

V lineárńıch systémech nastane tedy právě jeden z těchto př́ıpad̊u:

I) Všechna řešeńı jsou stabilńı.

II) Všechna řešeńı jsou asymptoticky stabilńı.

III) Všechna řešeńı jsou nestabilńı.

Proto v př́ıpadě I) ř́ıkáme, že lineárńı systém je stabilńı, v př́ıpadě II) ř́ıkáme, že lineárńı
systém je asymptoticky stabilńı, a v př́ıpadě III) ř́ıkáme, že lineárńı systém je nestabilńı.
Při vyšetřováńı stability nehomogenńıho systému 4.42 se tedy stač́ı omezit na vyšetřováńı
stability triviálńıho řešeńı systému

x′ = A(t)x (4.43)

Věta 4.9 Triviálńı řešeńı systému 4.43 je stabilńı právě tehdy, když existuje K > 0 tak,
že

‖U(t)‖ ≤ K , t ∈ I ,

kde U(t) je fundamentálńı matice řešeńı systému 4.43.
(Tedy každé řešeńı systému je ohraničené.)
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Odtud plyne, že je-li nehomogenńı systém 4.42 stabilńı, pak jsou bud’ všechna řešeńı
ohraničená, nebo neohraničná pro t→∞.

Poznamenejme ještě, že u nelineárńıch systémů z ohraničenosti všech jeho řešeńı neplyne
obecně jejich stabilita.

Věta 4.10 Triviálńı řešeńı systému 4.43 je asymptoticky stabilńı právě tehdy, když

‖U(t)‖ → 0 pro t→∞ ,

kde U(t) je fundamentálńı matice řešeńı systému 4.43.
(Tedy všechna řešeńı systému 4.43 konverguj́ı pro t→∞ k nule.)

Uvažujme nyńı homogenńı systém lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = Ax , (4.44)

kde A je konstatńı reálná čtvercová matice typu (n, n).
V tomto př́ıpadě je systém 4.44 speciálńım př́ıpadem autonomńıho systému x′ = f(x),
kde f(x) = Ax.
Tedy stabilita triviálńıho řešeńı systému 4.44 je ekvivalentńı s jeho stejnoměrnou stabi-
litou a podobně asymptotická stabilita triviálńıho řešeńı systému 4.44 je ekvivalentńı se
stejnoměrnou asymptotickou stabilitou.

Věta 4.11 Necht’ je dán systém 4.44. Jestlǐze všechna charakteristická č́ısla matice A
maj́ı záporné reálné části, pak triviálńı řešeńı daného systému je stejnoměrně asymptoticky
stabilńı. Existuje-li charakteristické č́ıslo matice A s kladnou reálnou část́ı, pak triviálńı
řešeńı je nestabilńı.

Poznámka. O stabilitě lineárńıho systému 4.44 nelze rozhodnout pomoćı věty 4.11 v př́ıpadě,
že žádné charakteristické č́ıslo matice A nemá kladnou reálnou část, ale mezi charakte-
ristickými č́ısly se vyskytuj́ı č́ısla s nulovou reálnou část́ı.
V tomto př́ıpadě může být lineárńı systém stabilńı nebo nestabilńı. Podmı́nky stability,
resp. nestability, uvedené ve větě 4.11 jsou tedy postačuj́ıćı, nikoli nutné.
Podmı́nky asymptotické stability jsou nutné a postačuj́ıćı.
Lze dokázat, že v př́ıpadě, že všechna charakteristická č́ısla matice A maj́ı záporné nebo
nulové reálné části, přičemž všechna charakteristická č́ısla s nulovou reálnou část́ı maj́ı
násobnost jedna, je uvažovaný lineárńı systém stabilńı (nikoli však asymptoticky stabilńı).

4.5.2 Hurwitzovo kritérium

Jelikož charakteristická č́ısla systému 4.44 jsou kořeny charakteristického polynomu

det(A− λI) = a0 + a1λ+ · · ·+ an−1λ
n−1 + anλ

n ,

budou nás zaj́ımat polynomy, jejichž všechny nulové body maj́ı záporné reálné části. Ta-
kové polynomy se nazývaj́ı hurwitzovské polynomy a př́ıslušné kritérium Hurwitzovo
kritérium:
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Necht’ je dán polynom

f(z) = a0 + a1z + · · ·+ an−1z
n−1 + anz

n , n ≥ 1, a0 > 0, an 6= 0 (4.45)

s reálnými koeficienty. Hurwitzovou matićı polynomu 4.45 nazýváme matici
a1 a0 0 0 · · · 0
a3 a2 a1 a0 · · · 0
...

...
a2n−1 a2n−2 a2n−3 a2n−4 · · · an

 , (4.46)

kde klademe as = 0 pro s < 0 a s > n. Plat́ı toto tvrzeńı:

Všechny nulové body polynomu 4.45 maj́ı záporné reálné části právě tehdy, když deter-
minanty ∆1,∆2, . . . ,∆k jsou kladné, přičemž

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a0 0 0 · · · 0
a3 a2 a1 a0 · · · 0
a5 a4 a3 a2 · · · 0
...

...
a2k−1 a2k−2 a2k−3 a2k−4 · · · ak

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, . . . , n .

Maj́ı-li všechny nulové body polynomu 4.45 záporné reálné části, muśı být všechny jeho
koeficienty aj, j = 0, . . . , n, kladné.
Dá se ukázat, že pro n = 2 je tato podmı́nka i postačuj́ıćı, tj. že polynom f(z) = a0 +
a1z + a2z

2 je hurwitzovský právě tehdy, když a0 > 0, a1 > 0, a2 > 0.
Pro polynomy vyšš́ıch stupň̊u je tato podmı́nka pouze nutná. Tak např́ıklad polynom

f(z) = 30 + 4z + z2 + z3

má nulové body −3, 1+3j, 1−3j, tedy dva kořeny maj́ı kladné reálné části, i když všechny
koeficienty daného polynomu jsou kladné.

Př́ıklad 4.19 Zjistěte, zda polynom

f(z) = 3 + 2z + 7z2 + 3z3 + z4

je hurwitzovský.
Všechny koeficienty polynomu f jsou kladné, takže tento polynom m̊uže být hurwitzovský.
Použijeme Hurwitzovo kritérium:
a0 = 3, a1 = 2, a2 = 7, a3 = 3, a4 = 1, tedy

∆1 = a1 = 2 > 0, ∆2 =

∣∣∣∣a1 a0

a3 a2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2 3
3 7

∣∣∣∣ = 5 > 0

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a0 0
a3 a2 a1

a5 a4 a3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2 3 0
3 7 2
0 1 3

∣∣∣∣∣∣ = 11 > 0

∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a0 0 0
a3 a2 a1 a0

a5 a4 a3 a2

a7 a6 a5 a4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 0 0
3 7 2 3
0 1 3 7
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 ·∆3 = 11 > 0 .

Podmı́nky Hurwitzova kritéria jsou splněny, takže polynom je hurwitzovský.
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Př́ıklad 4.20 Vyšetřete stabilitu systému

x′1 = x1 + x2

x′2 = x2

x′3 = x4

x′4 = 0

Řešeńı:

A =


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 f(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 0 0

0 1− λ 0 0
0 0 −λ 1
0 0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ2(λ− 1)2 .

Tedy charakteristická č́ısla matice A jsou λ1 = λ2 = 0, λ3 = λ4 = 1.
Matice A má charakteristické č́ıslo s kladnou reálnou část́ı, tedy systém je nestabilńı.

Př́ıklad 4.21 Vyšetřete stabilitu řešeńı u(t) = (sin t, t+ cos t, 1 + sin t)T systémux′1x′2
x′3

 =

 2 1 −2
−1 0 0
1 1 −1

 �

x1

x2

x3

+

2− t
1

1− t


Řešeńı: Stač́ı vyšetřit stabilitu triviálńıho řešeńı homogennoho systémux′1x′2

x′3

 =

 2 1 −2
−1 0 0
1 1 −1

 �

x1

x2

x3



det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 −2
−1 −λ 0
1 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ = −(λ2 + 1)(λ− 1) = 0

Tedy λ1 = j, λ2 = −j, λ3 = 1. Protože existuje charakteristické č́ıslo matice A s kladnou
reálnou část́ı, je triviálńı řešeńı homogenńıho systému nestabilńı a tud́ı̌z i řešeńı u(t)
daného nehomogenńıho systému je nestabilńı.

4.5.3 Michajlovovo kritérium

Uvažujme polynom

P (z) = zn + a1z
n−1 + · · ·+ an , (4.47)

který nemá kořeny lež́ıćı na imaginárńı ose. Rozložme polynom P (z) na součin kořenových
činitel̊u, tj.

P (z) = (z − z1)(z − z2) · · · (z − zn) .
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Necht’ bod z = jω, ω ∈ (−∞,∞), se pohybuje
zdola nahoru po imaginárńı ose. Z obrázku je
zřejmé, že když Re zk < 0, tak při změně ω od
−∞ do +∞ se vektor z − zk = jω − zk otoč́ı o
úhel π proti směru hodinových ručiček a funkce
arg(z−zk) má př́ır̊ustek +π. Jestliže tedy všechny
kořeny polynomu P (z) maj́ı záporné reálné části,
argument polynomu P (z) bude mı́t př́ır̊ustek nπ,
protože př́ır̊ustek argumentu součinu se rovná
součtu př́ır̊ustk̊u argument̊u jednotlivých činitel̊u.

Kdyby alespoň jeden z kořen̊u zj, j ∈ {1, . . . , n} měl kladnou reálnou část, př́ır̊ustek
argumentu činitele z − zj by měl hodnotu −π (odpov́ıdaj́ıćı vektor se otáč́ı ve směru
pohybu hodinových ručiček) a př́ır̊ustek argumentu polynomu P (z) by byl menš́ı než nπ.

Dosad’me nyńı do 4.47 z = jω. Pak plat́ı

P (jω) = u(ω) + j v(ω) ,

kde u(ω) = an − an−2ω
2 + an−4ω

4 − · · ·
v(ω) = an−1ω − an−3ω

3 + an−5ω
5 − · · ·

P (jω) pak reprezentuje vektor v komplexńı rovině (u, v). Při změně parametru ω od
−∞ do +∞ vytvář́ı koncový bod daného vektoru křivku, kterou nazýváme hodografem
vektorové funkce w = P (jω) (nebo též Michajlovovou křivkou), viz obrázek 4.7.

v

u

ωP(j   )

Obrázek 4.7: Michajlovova křivka
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Tedy pro ω ∈ (−∞,∞) se vektor P (jω) otoč́ı o úhel ϕ. Jestliže polynom P (z) má m
kořen̊u s kladnou reálnou část́ı a n−m kořen̊u se zápornou reálnou část́ı, pak

ϕ = (n−m)π +m(−π) = (n− 2m)π .

Jelikož funkce u(ω) je sudá, Michajlovova křivka je symetrická podle osy u, což znamená,
že můžeme konstruovat Michajlovovu křivku pouze pro ω ∈ 〈0,∞), přičemž

ϕ = (n−m) π
2

+m · (−π
2
) = (n− 2m) π

2
. (4.48)

Již v́ıme, že řešeńı systému 4.42 je asymptoticky stabilńı, jestliže všechny kořeny př́ıslušné
charakteristické rovnice maj́ı záporné reálné části, tj. m se muśı v 4.48 rovnat nule, což
vede k následuj́ıćımu kritériu stability.

Michajlovovo kritérium. Polynom 4.47 je Hurwitz̊uv, jestliže Michajlovova křivka pro
ω ∈ 〈0,∞) neprocháźı počátkem a plat́ı ϕ = n · π

2
.

Na obrázku 4.8 jsou zobrazeny typické Michajlovovy křivky pro polynomy stupň̊u n =
1, 2, 3, 4, 5 v př́ıpadě, že všechny kořeny maj́ı zápornou reálnou část.

v

u

n=5

n=4

n=3

n=2
n=1

na

Obrázek 4.8: Michajlovovy křivky pro n = 1, 2, 3, 4, 5.

Př́ıklad 4.22 Michajlovovým kritériem rozhodněte o stabilitě systému

x′1 = x2

x′2 = x3

x′3 = x4

x′4 = −x1 − 2x2 − 3x3 − 2x4 .
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Řešeńı: Charakteristická rovnice je tvaru

P (λ) = λ4 + 2λ3 + 3λ2 + 2λ+ 1 = 0 .

Dále plat́ı

P (jω) = ω4 − 2jω3 − 3ω2 + 2jω + 1 ,

u(ω) = ω4 − 3ω2 + 1

v(ω) = −2ω3 + 2ω = 2ω(1− ω2) = 2ω(1− ω)(1 + ω) .

Hledejme nyńı kořeny rovnic u(ω) = 0, v(ω) = 0, ω ∈ 〈0,∞) .

u(ω) = 0 ⇔ ω4 − 3ω2 + 1 = 0 ⇒ ω1 =
√

3−
√

5
2

, ω2 =
√

3+
√

5
2

v(ω) = 0 ⇔ 2ω(1− ω)(1 + ω) = 0 ⇒ ω3 = 0 , ω4 = 1 .

Sestavme tabulku hodnot u = u(ω), v = v(ω) pro vypočtené hodnoty parametru ω, a to
vzestupně vzhledem k ω:

ω 0
√

3−
√

5
2

1
√

3+
√

5
2

∞
u 1 0 −1 0 +
v 0 + 0 − −

K pr̊uběhu Michajlovovy křivky nám stač́ı určit pouze znaménka funkčńıch hodnot včetně
př́ıpadu, kdy ω → ∞. Jelikož lim

ω→∞
v
u

= 0, pr̊uběh Michajlovovy křivky lze znázornit

následovně:

–1 1

v

u

Obrázek 4.9: Michajlovova křivka k př́ıkladu 4.22

Tedy pro ω ∈ 〈0,∞) se vektor P (jω) otoč́ı o úhel ϕ = 2π. Aby polynom P (λ) byl dle
Michajlovova kritéria hurwitzovský, muśı v našem př́ıpadě platit ϕ = 4 · π

2
= 2π, což je

splněno. Odtud plyne, že vyšetřovaný systém je asymptoticky stabilńı.
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Z výše uvedeného vyplývá, že jsou-li všechny reálné části kořen̊u polynomu 4.47 záporné,
plat́ı:

1) Při pohybu ω od 0 do∞ se bude vektor w = P (jω) otáčet pouze proti směru pohybu
hodinových ručiček a Michajlovova křivka bude stř́ıdavě prot́ınat jak reálnou, tak
imaginárńı osu roviny (u, v).

2) Celkový počet těchto pr̊useč́ık̊u (včetně pr̊useč́ıku pro ω = 0) se bude rovnat stupni
polynomu P (z).

3) Michajlovova křivka nemůže procházet počátkem souřadnic, protože pro určitou
hodnotu ω by muselo platit P (jω) = 0, což by byl spor s podmı́nkou, že polynom
P (z) nemá kořeny lež́ıćı na imaginárńı ose.

Tento rozbor nám umožňuje zformulovat Michajlovovo kritérium v následuj́ıćım, snadno
ověřitelném tvaru:

Jestliže polynom P (z) nemá kořeny na imaginárńı ose, pak nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou
pro existenci kořen̊u P (z) pouze se zápornou reálnou část́ı je, aby:

1) Při rostoućım ω ∈ 〈0,∞) se vektor P (jω) pohyboval proti směru pohybu hodinových
ručiček.

2) Všechny kořeny rovnic u(ω) = 0, v(ω) = 0 byly reálné a navzájem se stř́ıdaly.
(Tj. mezi dvěma následuj́ıćımi kořeny jedné rovnice muśı ležet jeden kořen druhé
rovnice.)

Jestliže všechny koeficienty polynomu P (z) jsou kladné, stač́ı ověřit pouze podmı́nku 2).

Na závěr zd̊urazněme, že výše uvedená kritéria stability pro systémy lineárńıch dife-
renciálńıch rovnic 1. řádu plat́ı vzhledem k

”
ekvivalenci“ systémů lineárńıch diferenciálńıch

rovnic 1. řádu a lineárńıch diferenciálńıch rovnic n-tého řádu (viz kapitola 4.1) i pro
vyšetřováńı stability lineárńıch diferenciálńıch rovnic n-tého řádu.

Př́ıklad 4.23 Pomoćı Michajlovova kritéria zjistěte, zda je stabilńı diferenciálńı rovnice

x(4) + x′′′ + 10x′′ + 4x′ + 9x = 0

Řešeńı: Charakteristická rovnice je tvaru

P (λ) = λ4 + λ3 + 10λ2 + 4λ+ 9 = 0

Tedy P (jω) = ω4 − 10ω2 + 9− j(ω3 − 4ω).

Odtud u(ω) = ω4 − 10ω2 + 9 = 0 ⇒ ω1,2 = ±1, ω3,4 = ±3
v(ω) = −ω3 + 4ω = 0 ⇒ ω1 = 0, ω2,3 = ±2

Stač́ı nám uvažovat pouze kořeny z intervalu 〈0,∞). Vid́ıme, že všechny jsou reálné a
navzájem se stř́ıdaj́ı, z čehož plyne, že polynom P (λ) je hurwitzovský, a tedy vyšetřovaná
rovnice je asymptoticky stabilńı.
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Cvičeńı

Vyšetřete z hlediska stability triviálńı řešeńı následuj́ıćıch systémů:

Př́ıklad 1 x′1 = x2

x′2 = −2x1 − 3x2 [Asymptoticky stabilńı ]

Př́ıklad 2 x′1 = x2

x′2 = 3x1 + 2x2 [Nestabilńı ]

Pomoćı Hurwitzova kritéria rozhodněte o asymptotické stabilitě následuj́ıćıch lineárńıch
diferenciálńıch rovnic a systémů lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

Př́ıklad 3 x′1 = 3x2

x′2 = −3x1 − 5x2 [Asymptoticky stabilńı ]

Př́ıklad 4 x′1 = x2

x′2 = − x3

x′3 = x1 + 3x2 − 2x3 [Asymptoticky stabilńı ]

Př́ıklad 5 x′1 = − x2

x′2 = x3

x′3 = x1 − x2 − 2x3 [Asymptoticky nestabilńı ]

Př́ıklad 6 x(4) + 4x′′′ + 6x′′ + 8x′ + x = 0 [Asymptoticky stabilńı ]

Př́ıklad 7 x(4) + 5x′′ + 9x = 0 [Asymptoticky nestabilńı ]

Michajlovovým kritériem vyšetřete stabilitu následuj́ıćıch systémů lineárńıch diferenciálńıch
rovnic a lineárńıch diferenciálńıch rovnic vyšš́ıch řád̊u.

Př́ıklad 8 x′1 = x2

x′2 = x3

x′3 = x1 [Nestabilńı, viz obrázek 4.10 ]

Př́ıklad 9 y′′′ + 6y′′ + 11y′ + 6y = 0 [Asymptoticky stabilńı, viz obrázek 4.11 ]

Př́ıklad 10 x′1 = x2

x′2 = x3

x′3 = x4

x′4 = −1
2
x1 − 3

2
x2 − 3

2
x3 − 2x4

[Asymptoticky stabilńı, viz obrázek 4.12 ]

Př́ıklad 11 y(5) + y(4) + 7y′′′ + 4y′′ + 10y′ + 3y = 0
[Asymptoticky stabilńı, viz obrázek 4.13 ]
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v

u1

v

u6

Obrázek 4.10: Michajlovova křivka
z př́ıkladu 8

Obrázek 4.11: Michajlovova křivka
z př́ıkladu 9

v

u1

v

u3

Obrázek 4.12: Michajlovova křivka
z př́ıkladu 10

Obrázek 4.13: Michajlovova křivka
z př́ıkladu 11
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