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1 Uvod

Tento ucebni text k predmétu Matematika 1 je urcen predevsim studentim prvniho se-
mestru kombinovaného studia. Tento typ studia je kombinaci prezenc¢ni a distan¢ni formy,
podrobny a srozumitelny studijni material. Snazili jsme se proto zavadét pouze skutecné
nezbytné pojmy a postupy potiebné v dalsim studiu na FEKT, v mnoha pfipadech uve-
dené motivaci. Pritom ale nebylo mozné slevit z presnosti vykladu — proto, i kdyz je to
nepopularni, postupujeme cestou ,,definice — véta — diikaz“. Tato cesta pres veskerou kri-
tiku nematematiki, jiz se ji v soucasné dobé dostava, ziustava nejpirehlednéjsi a v podstaté
jedinou moznou formou matematického vykladu. Aby byl usnadnén ptrechod od teoretic-
kého pochopeni vykladu k schopnosti ziskané védomosti a dovednosti aplikovat, uvadime
mnoho ilustrujicich fesenych ptikladt a v zavéru kazdé kapitoly cviceni pro samostudium.

Jak jiz bylo zminéno, tento text je urcen predevsim pro studenty v kombinovaném studiu,
ale vzhledem k tomu, Ze osnovy kombinovaného a prezenc¢niho studia jsou stejné, vérime,
ze tento text bude plné pouzitelny i pro studenty studia prezencniho.
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V nasem kurzu Matematika 1 nebudeme postupovat systematicky od uplného zacatku,
ale budeme navazovat na latku ze stfedni skoly. Uvodni kapitola je vénovana piehlednému

vvvvvv

cil upresnit a sjednotit nékteré nazvy a oznaceni.

1.1 Elementy matematické logiky
Vyroky

Pripomenme, Ze wvyrok chiapeme jako jazykové vyjadieni mysSlenek, jimiz pfisuzujeme
pfedmétim jisté vlastnosti nebo jimiz stanovime vztahy mezi pfedméty; je to (jazykovy)
vyraz, o némz ma smysl Tici, ze je pravdivy nebo nepravdivy.

Napriklad ,¢islo 3 je sudé® je nepravdivy vyrok, naproti tomu sdéleni ,,pfijd brzy domu“,
,»Cislo Brno je modré“, |sinx > 0“ vyroky nejsou (druhé sdéleni je nesmyslna snuska slov,
tieti sdéleni je tzv. vyrokova funkce s proménnou x).

Vyrokim pfifazujeme tzv. pravdivostni hodnoty: je-li vyrok pravdivy, ma pravdivostni
hodnotu 1, nepravdivy vyrok ma pravdivostni hodnotu 0.

SlozZené vyroky sestavujeme pomoci vyrokotvornych ¢astic — spojek; jsou-li p, ¢ vyroky,

definujeme: negace vyroku p p, —p, P opacny vyrok
konjunkce vyroka p a q pAq a, soucasné
disjunkce vyroku p a q pVq nebo (nevylucovaci!)
implikace vyroku p a q p=q z p plyne ¢ *
ekvivalence vyroku p a g P& q p je ekvivalentni s ¢ **
%

p implikuje ¢, jestlize p pak ¢, ¢ je nutna podminka pro p, p je postacujici podminka
p1o g,

** p prave kdyz g, p tehdy a jen tehdy kdyZ ¢, p kdyZ a jen kdyZ ¢, p je nutnd a postacujici
podminka pro q.

Jednotlivé vyrokové spojky maji specifické vlastnosti: napiiklad negaci pravdivého
vyroku ziskdme vyrok nepravdivy a naopak, konjunkce dvou vyrok je pravdiva
pouze v piipadé, jsou-li oba vyroky pravdivé atd. Pirehlednéji vlastnosti jednotlivych
vyrokovych spojek popiseme pomoci pravdivostnich hodnot:

Pl Pl q | PANg|pVg|p=qlpey
110 |1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0] 1 |1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

Stejné tak pomoci tabulky pravdivostnich hodnot nejsnaze zjistime, pii jaké kombinaci
elementarnich vyrokt je pravdivy nebo nepravdivy komplikovanéjsi vyrok.
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Piiklad 1.1: VySetiime vyrok (p A q) < —(p = —q).

ReSeni: p| ¢| ~q | pAg|p=>-q¢| (=9 | prNg & (p= 9
110 1 0 1 1
110/ 1 0 1 0 1
0/ 1] 0 0 1 0 1
00/ 1 0 1 0 1

Dany vyrok je tedy pravdivy bez ohledu na to, jsou-li vyroky p, q pravdivé nebo neprav-
divé.

vaji potradi, ve kterém se maji jednotlivé spojky aplikovat; proto uzivame konvenci o
poradi, jak ,silné“ spojky vazou elementarni vyroky. Poradi je nasledujici:

e negace,
e konjunkce a disjunkce,
e implikace a ekvivalence.
Tedy napt. misto
(pA(gvr) e (A V(pAT)  pifeme  pA(gVr)e (pAgVI(pAT),
a misto
(p)Ag) = (pV(=q))  piSeme  —pAg=pVq.

V prikladu 1.1 jsme vidéli, ze sloZzeny vyrok mutze mit takovy tvar, Ze je vzdy pravdivy
bez ohledu na to, jsou-li jednotlivé elementarni vyroky, ze kterych je tento slozeny vyrok
sestaven, pravdivé nebo nepravdivé (tedy mé pravdivostni hodnotu 1 pfi libovolném
vyhodnoceni); takové vyroky se nazyvaji tautologie; vyrok, ktery je vzdy nepravdivy
(pro libovolné ohodnoceni elementérnich vyroki mé pravdivostni hodnotu 0), se nazyva
kontradikce.

Uvedeme si nékteré dalsi tautologie (jako cviceni provéite, Ze se o tautologie skuteéné
jedna):

reqge@=9N(q@=Dp
(r=q) = (~¢= —p)
(p=4q) < (-pVa)

negace implikace —(p = ¢q) < (p A —q)
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De Morganova pravidla =(pVq) < (—pA—q)

=(pAq) & (mpV —q)

distributivita pA(gVr)e (pPAgV(pATr)
pVgnAr)e (Vg AlpVr)
dvoji negace p < —(—p)

zakon vylouceného tietiho pV —p

A7 na posledni vztah maji vSechny uvedené tautologie tvar ekvivalence; vyroky napravo
jsou pravdivé praveé tehdy, kdyz jsou pravdivé vyroky nalevo. Pravdivostni hodnota slo-
zeného vyroku se tedy nezméni, nahradime-li dil¢i vyrok v ném vystupujici vyrokem
s nim ekvivalentnim (provedeme ekvivalentni tpravu). To ndm umoziuje slozité vyroky
postupné zjednodusovat.

Priklad 1.2: Pomoci vyse uvedenych ekvivalentnich tuprav zjednodusime vyjrok
~llpAg=—g) Ap= g

=[(pAg=—9) AN(p=¢q)] & (De Morganiv vzorec)
& apAhg=q9V-lp=q < (negace implikace)
& [PADA-g V(PN & (dvoji negace)
& (pharNgVpA—mg) &
& (pAq)V(pA—q) & (distributivita)
& pA(qV—q) &
< p

Vyrokové funkce — predikaty

Predstavme si, ze pro x € R zkoumame vyraz x > 3. Tento vyraz neni vyrok; stane se
jim, az za = dosadime nekteré konkrétni realné cislo, a v zavislosti na tom, které cislo
zvolime, bude pravdivy nebo nepravdivy. Takovy vyraz se nazyva vyrokova funkce
(forma), také predikat. Vyrokova funkce obsahuje proménné; proménnd se da chapat
jako prazdné misto, kam lze dosazovat libovolné prvky z uréité mnoziny, napi R (C),
kterd se nazyva pripustny obor dané proménné. Po dosazeni za vSechny proménné se
predikat stane vyrokem — bud pravdivym nebo nepravdivym. Prvky mnoziny, pro néz je
vyrok pravdivy, tvoii obor pravdivosti vyrokové formy.

Piiklad 1.3: 3 € N je predikat s pfipustnym oborem (napiiklad) R;

dosadime-li za x napriklad m, 8§, —%, dostaneme vyroky 7 € N, 4 € N, —% eN,
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z nichz druhy je pravdivy a prvni a tfeti nepravdivy. Obor pravdivosti tvori vsechna
kladna suda cisla.

Kvantifikatory

Je-li V predikat obsahujici proménnou = (event. i dalsi), pak vyraz

dx (V) nebo Jz:V existuje x tak, ze plati V
chapeme jako tvrzeni
Ve (V) nebo Vz:V pro kazdé x plati V'

Pfitom 3 se nazyva existencni kvantifikator, V se nazyva vSeobecny kvantifikator.

Poznamenejme, Ze ve vyrazech s kvantifikatory casto uvadime p¥imo piipustny obor pro
proménnou; piseme Vo € M : V(z), Jx € M : V(z).

Jestlize predikat V' obsahuje jedinou proménnou x, je 3z (V') resp. Va (V') vyrok; fikame, ze
proménnd x je vazana kvantifikitorem. V opacném pripadé jde zase o predikat s tzv. vol-
nou proménnou a mizeme utvorit nové vyrazy (predikaty, vyroky) Vy 3z (V), Jy Iz (V)
a podobné.

Priklad 1.4: Mame zjistit, ktery z nasledujicich predikatd s proménnou z € R je
pravdivy vyrok:

a) =<2 b) Vz(x<2) c) Jx(x<2)
d) Vz(ze (-00,2) < x<2)

ReSeni:

a) neni vyrok (proménnd x je volnd);

b) je nepravdivy vyrok; lze najit ¢islo a € R (napf. a = 3) tak, ze vyrok a < 2 je
nepravdivy;

c) je pravdivy vyrok; staci najit jedno konkrétni ¢islo a € R (napt. a = 0) tak, Ze
vyrok a < 2 je pravdivy;

d) jedna se o pravdivy vyrok, kterym definujeme interval.
Kvantifikatory tedy mizeme fadit za sebou, pficemz na jejich poradi zalezi. Napft.
Ve e RIy e R (22 =y) je jiny vyrok nez Jy € RVx € R (22 = y)
(prvni je pravdivy, druhy nepravdivy).
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Priklad 1.5: Mame vySetfit pravdivost nésledujicich vyrokt pro realné promeénné
T ay:

a) Vaody(z <vy) b) JyVr(r <y)

ResSeni:

a) Vyrok je pravdivy; sta¢i pro libovolné pevné zvolené = polozit y = = + 1 — vyrok
xr < x4+ 1 je pravdivy pro kazdé realné x.

b) Vyjrok je nepravdivy; jeho pravdivost by znamenala, Ze existuje nejvétsi realné ¢islo.
(0o neni realné ¢islo!)

Pii vySetfovani redlnych &isel se osvédéilo zavést symbol R = RU {—o00, co}. Pouzijeme-li
toto oznaceni, mizeme formulovat pravdivy vyrok Jy € R Vz € R (z < y).

Casto potfebujeme utvorit negaci vyroku s kvantifikitory. Uzivame pfitom tyto ekviva-
lence:

~VeeM: V(z))eJreM: -V(x), “(FzreM: V(z))eVeeM: -V(x).

Priklad 1.6:

“VeeM: (P(z)= Q(z))| e dxre M: -[Plx)= Q)] < Jxre M: (Plx) N=Q(x)).

Shrnuti

V tomto odstavci jsme pripomnéli nasledujici pojmy:
e vyrok: jazykové spojeni, o kterém lze Tici, zda je pravdivé nebo nepravdivé,
e vyrokové spojky, pomoci nichz sestavujeme slozitéjsi vyroky: —, A, V, =, &
e ohodnoceni vyrokt pomoci pravdivostnich hodnot,

e tautologie a kontradikce: vyrok vzdy pravdivy resp. vzdy nepravdivy,

e vyrokova funkce (predikat): tvrzeni, které obsahuje proménnou a které se stane
vyrokem, jestlize za tuto proménnou dosadime prvek z piipustné mnoziny,

e kvantifikatory: V — vSeobecny a 3 — existen¢ni.
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Cviceni
1. Formulujte, co rozumime vyrokem a uvedte priklady.

2. Necht p znamend , je chladno“ a ¢ ,,pr$i“. Vyjadiete slovné néasledujici slozené vy-
roky:

a) —p b) pAg ¢ pvVqg d) qV-p
3. Nechf p znamena ,,je vysoka“ a q ,,je hezkd®. Zapiste symbolicky nasledujici vyroky:

a) Je vysoka a hezka.

b) Je vysoka, ale neni hezka.
c) Neni pravda, Ze je nevysoka a hezka.
d) Neni ani vysoka, ani hezka.
e) Je vysoka, nebo je nevysoka a hezka.
f) Neni pravda, Ze je nevysoka nebo nehezka.
4. Najdéte pravdivostni hodnoty nasledujicich slozenych vyroku:
a) Pariz je ve Francii a zéroven 2 + 2 = 4.
b) Pafiz je v Anglii a zaroveri 2 4+ 2 = 4.
c) Pafiz je ve Francii a zéroven 2 + 2 = 5.
d) Pafiz je v Anglii a zéroven 2 + 2 = 5.
5. Najdéte pravdivostni hodnoty nésledujicich sloZenych vyrokt (,nebo“ je zde ve
smyslu nevylu¢ovacim):
a) 1+1=5nebo2+2=4 b) 2+5=9nebo3+7=38
c) 1+1=5nebo3+3=4 d) 2+5=9nebo1+4+7=38
6. Najdéte pravdivostni hodnoty nésledujicich slozenych vyrok:

o

a) Kodan je v Dansku, a 14+ 1 =5 nebo 2+ 2 = 4.
) Pafiz je v Anglii, nebo 1+1=2a3+3=".

) Kodan je v Dansku, nebo 1 +5=8 a3+ 3 = 6.

) Pafiz je v Anglii, a 34+ 4 = 7 nebo 2 4+ 6 = 8.

o

o

7. Pomoci tabulky pradivostnich hodnot ohodnotte vyroky:

a) pA(gvr) b) (pAgV(pAT)

0]

. Definujte tautologii a kontradikci a uvedte piiklady.
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10.

11.
12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

Ovétte, ze:

a) pV-(pAg) je tautologie,
b) (pAg)A-(pVa) je kontradikce,
) (Ag) = (Vg je tautologie,

o

d) p=(gAr)e (p=q9) AN(p=r) je tautologie.

Sestavte tabulku pravdivostnich hodnot pro logickou spojku V — | vylucovaci nebo®:
pVq znamend ,plati p nebo ¢, ale ne soucasné.

Ovéite ekvivalenci pVg < (pV q) A =(p A q).

Necht p(z) je vyraz ,x+2 > 5“. Rozhodnéte, zda je to vyrokova funkce; v kladném
pripadé zjistéte, zda néasledujici mnoziny jsou jeji pfipustné obory:

a) N, b) M={-1,-2,-3,...}, ¢) C.
Urcete pravdivostni hodnoty nasledujicich vyrokt: (Pfipustnd mnozina je R)

a) Vr:l|z|=z, b) Jz:2°=x, ¢) Ve:z+1>z, d) Jz:z+2=ux
Utvoite negace vyrokl z cv. 13 a vzniklé vyroky co nejvice zjednoduste.

Necht A = {1,2,3,4,5}. Urcete pravdivostni hodnoty nasledujicich vyroki. Utvorte
a co nejvice zjednoduste jejich negace:

a) (Jre A)(z+3=10), b) (Vxe A)(z+3<10),

c) (FxreA)(r+3<5), d (VMreA(x+3<T).

Utvoite negace vyroku:
a) Vap(z)Adyqly), b) Jzp(x)VVyqly).

Urcete pravdivostni hodnoty nésledujicich vyroku s pfipustnou mnozinou {1, 2, 3}:
a) JaVy: 2? <y+1, b) Vazdy: 2?4+ y? < 12,

c) VaVy: z?+y?* <12,
d) Javydz: 2? +y? <222, e) JxIyVz: 2% +y? < 222
Necht A = {1,2,...,9,10} je pfipustnd mnozina pro nésledujici predikéty. Jde-

li o vyroky, urcete pravdivostni hodnotu. Jde-li o vyrokové funkce, najdéte obor
pravdivosti:

a) Vedy: x+y<14, b) VaVy: z+y <14,
c) Yy:zx+y<l14, d) Jy:z+y<l14.

Utvoite negace nasledujicich vyroki:
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a) JxVy: p(z,vy), b) VaVy: p(z,y),
c) Jydavz: p(x,vy,2), d) Vz3y: (p(x)Vqly)),
e) Javy: (p(z,y) = q(z,y), 1) Fydz: (p(z) A—q(y))

Vysledky

2. a) neni chladno, b) je chladno a prsi, c) je chladno nebo prsi (nebo je chladno a prsi), d) prsi nebo neni chladno;
38.a)pAg,b)pA=g,c) 2(-pAq) & pV g, d) —pA—g,e) pV(-pAg) & pVag, f) ~(=pV—g) S pAg
4.a)1,b)0,c)0,d) 0;

5.a)1,b)0,c)0,d) 1;

6.a) 1,b)0,c) 1,d) 0;

10

pvg

Vv
0
1
1
0

P
1
1
0
0

O = O

12. a),b) ano, c) ne;
13.a)0,b) 1,¢) 1,d) 0;

14.a) Jz: |z| # 2, b)Vz: 22 £z, c) Iz z+1<z,d) Vo : z+2#x;

15. a) 0; (Vo € A)(z +3 #10), b) 1; 3z € A)(z+3>10),¢c) 1; Vz € A)(z+3>5),d) 0; z € A)(z+3 > 7);
16. a) 3z : —p(z)) V (Vy : —q(y)), b) (Vz: =p(2)) A By : =q(y));

17.2)1,b) 1,¢) 0, d) 1, e) 0;

18.a) 1,b) 0, ¢) {1,2,3},d) 4;

19. a) Va3y (—p(=,y)), b) =3y (-p(z, ), ¢) YyVz3z (-p(z, y, 2)),

d) 3a¥y (=p(z,y) A =q(z,y)), e) Y3y (p(z,y) A =q(z,9y)), {) Yoy (=p(z,y) V q(z, y).

1.2 Mnoziny

Ze stiedni skoly resp. z Matematického seminare je vam znamo, ze v matematice nazyvame
jakykoliv soubor ¢i systém objektti mnozZinou. Mnoziny vymezujeme vyctem prvkt nebo
predikatem — charakterizaci:

Je-li V(z) predikat, potom symbol {x | V(x)} oznacuje mnozinu vsech prvka a, pro které
je V(a) pravdivy vyrok; nékdy uvadime obor pfipustny pro proménnou x a piSeme napft.:

{z eR|V(z)}.

Priklad 1.7: {z e R|z <2} = (—00,2).
Znaci-li A mnozinu jistych objektt a x je jeden z téchto predméti, rikame, ze x je prvkem
mnoziny A (x patii do A) a pisSeme x € A. Neni-li y prvkem mnoziny A, piseme y ¢ A.

Jestlize S je mnozina, jejiz prvky jsou opét mnoziny, nazyvame ji zpravidla systémem
mnozin.
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Dvé mnoziny maji stejné prvky (tedy jsou si rovny), jestlize jsou charakterizovany ekvi-
valentnimi vyroky:

{z|U(2)} = {z|V(2)} & Vo (U(z) < V(z)).

Operace s mnozinami

Necht A, B jsou mnoziny. Potom definujeme vztahy mezi mnoZinami a operace s mnozi-
nami pomoci nasledujicich vyrok:

rovnost mnozin A=B & Vez(xre A& x € B)
podmmnozina ACB & Ve(zr€e A=z € B)
prunik mnoZin Ve(re ANB&xe ANz € B)

sjednoceni mnozin Vr(r € AUB<xe€ AV € B)
rozdil mnozin Ve(re A\B&re ANz ¢ B)

Je-li A C B, oznacujeme mnozinu B \ A symbolem A a nazjvame ji dopliikem (kom-
plementem) mnoziny A v mnoziné B. Tuto symboliku pouzivame predevsim tehdy,
zkoumame-li komplementy vice mnozin k jedné pevné mnoziné.

Priklad 1.8: Necht
A={1,23,4}, B=1{2,4,6}, C ={1,2,4,8} a X ={1,2,...,10}.
Méme popsat vy¢tem prvkt mnoziny (dopliiky se rozumi vzhledem k X):

AUB, BNC, A\ B, B\A, AU(BNnC(C), (AUB)NnC, AUB, AUB.

Reseni:
AUB={z|z e Avzx € B} ={1,2,3,4,6}

BNC={x|zxe BAhzx e (C} ={2,4}

A\B={zx|z e ANz ¢ B} ={1,3}

B\A={z|zxe BhNx ¢ A} = {6}
AuBNC)={z|lzec ANz e BNC}=1{1,2,3,4}
(AuB)NC={z|lz€c AUBANz e C}={1,2,4,}
AUB={z|lze XNz ¢ AUB} ={5,7,8,9,10}

A={z|z e XNz g A} =1{5,6,7,8,9,10}, B={z|z € XAxv &€ B} ={1,3,5,7,8,9,10}
AUB={z|zr€ Avx € B} =1{1,3,56,7,8,9,10}
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Mnozina neobsahujici Zadné prvky se nazyva prazdna mmnoZina. Tuto mnozinu znac¢ime
symbolem ), vyrok 3z (x € 0) je tedy nepravdivy. Prazdnou mnozinu mizeme definovat
libovolnou kontradikei, napiiklad ) = {x |z € ANz & A}.

Prazdna mnozina ma mnoho prekvapivych vlastnosti, se kterymi se setkdme pozdéji;
nékteré jsou ovéreny v nasledujicim piikladu:

Priklad 1.9:

1. UkaZme, Ze pro libovolnou mnozinu A plati § C A.

2. Provérme pravdivost nasledujicich vyrokaii:

a) 00 b) OcCO c) 0e{0} d) 0c{0}
Reseni:
1. Pouzijeme vyrok definujici podmnozinu:

PcAevVr(reld=rxeA)

x € 0 je nepravda, tedy implikace ve zkoumaném vyroku je vzdy pravdiva
(nepravda = cokoliv).

2. a) Prazdnd mnozina nem4 zadné prvky, tedy ani samu sebe.
b) viz 1. pro A = ().
c) {0} je mnoZina zadand vyctem prvki, jediny jeji prvek je 0; tedy 0 € {0}.
d) viz 1. pro A = {0}.

Mnozinu vSech podmnozin dané mnoziny A nazyvame potencéni mmnoZinou a oznacu-

jeme P(A). Tedy P(A) ={X|X C A}

Priklad 1.10: P({a,b}) = {0, {a}, {b}, {a,b}}.

Ukazeme,ze je-li A konecna mnozina o n prvcich, ma jeji potenéni mnozina 2" prvku:
PodmnoZinu o k prvcich (v mnoziné A) mizeme utvoiit (}) riznymi zptisoby (je to pocet
kombinaci k-té t¥idy z n prvkid). Mame tedy

n

(8) podmnozin o 0 prveich (coz je 0) (k) k-prvkovych podmnozin

(Tf) jednoprvkovych podmnozin
(Z) dvouprvkovych podmnoZin (Z) n-prvkovych podmnozin
Celkem

(g)+<?)++<2)++(2) =(1+1)"=2"

Proto se také nékdy mnozina viech podmnozin dané mnoziny A oznacuje symbolem 24.
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Priklad 1.11: Pro mnoziny z piikladu 1.8 mame urcit

PANC), P(B), PLANC)NP(B) a PANBNC).

Reseni:

ANC ={1,2,4}

PANC) = {0, {1} {2}, {4}, {12}, {1,4}, {2.4}, {1, 2,4} },

P(B) = {0, {2}, {4}, {6}, {2,4},{2,6}, {4,6},{2,4,6}},

PANC)NP(B) = {0, {2}, {4}, {2,4}};

ANBNC = {24},

P(ANBNC)=1{0,{2},{4},{2.4}}.

Kartézskym soucinem A x B mnozin A, B (v tomto poradi) nazyvame mnozinu
Ax B={(a,b)|a e ANDb € B}.

Pfitom (a, b) znamené usporddanou dvojici prvki a,b.
Je-li specidlné A = B, pak A x A znadime A%. Naptiklad R? bude znadit mnozinu vSech
usporadanych dvojic (z,y) redlnych cisel.

Jsou-li A, B, A # B neprazdné mnoziny, pak A x B # B x A:

Priklad 1.12: Necht A ={1,2}, B ={3}. Potom A x B ={(1,3),(2,3)},
aBxA={(3,1),(.2)}

Ciselné mnoziny

Ciselné obory se obvykle konstruuji postupné tak, Ze se vychazi od oboru prirozengch
¢isel N={1,2,3,4,...}. Soucet a soudin prirozenych ¢isel je pfirozené ¢islo. N se rozsiii
na obor celych ¢isel Z — celym c¢islem nazyvame kazdé Cislo, které lze vyjadrit jako
rozdil ptirozenych ¢isel. Soucet, soucin a rozdil celych ¢isel je celé ¢islo.

Kazdé cislo, které mtizeme vyjadrit jako podil celého ¢isla a celého ¢isla riizného od nuly,
nazyvame ractonalnim c¢islem. Obor racionalnich ¢isel zna¢ime pismenem Q. Soucet,
rozdil, sou¢in a podil dvou raciondlnich ¢isel (kromé déleni nulou) je raciondlni ¢islo.
VsSechna raciondlni ¢isla mizeme vyjadrit ve tvaru konecnych nebo nekonec¢nych periodic-
kych desetinnych zlomki. Cislo, které lze vyjadiit ve tvaru nekoneéného neperiodického
desetinného zlomku, nazyvame iractionalnim cislem. Takovymi ¢isly jsou napi. ¢isla
V2, V3, 2 — /3, m atd. Mnozina vech racionélnich a iracionélnich ¢isel se naz§va obor
realnych cisel R.

Mnozina realnych cisel neni uzaviené k opperaci tvoreni odmocnin — sudé odmocniny ze
zapornych cisel nejsou redlna ¢isla; napf. rovnice

22 4+1=0, ?+20+2=0 (tj. (x+1)*+1=0)
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nejsou v R Tesitelné.

P1i hledani korenti algebraickych rovnic je vSak vhodné se sudymi odmocninami ze za-
pornych ¢isel (pfedev§im s druhou odmocninou z ¢isla —1) pocitat:

3

Cardaniv vzorec pro rovnici z° = ax + b ma tvar

N QT O]

a ma smysl pouze pro

() -Gz

Ale napiiklad rovnice

23 =152+ 4 maieSeni x =4, pficems c=22—-5 =—121.

Podivejme se, co dostaneme, jestlize formalné dosadime do Cardanova vzorce:
r=1/2+V—121 + {’/Q—mz \3/2+11\/—_1+ V2 —11v/—=1 = (%)
=2+V-1+2-V-1=4,

pfi¢emz rovnost oznacenou (x) ziskdme nasledujicim zptisobem:
2+vV-1)"=22+3.22. (V=1) +3-2- (vV=1)" + (vV=1)" =
=8412V/-1—-6+(—1)-vV/-1=2+11y/—1.

Tedy pri formalné spravném vypoctu s pouzitim ,imaginarni“ odmocniny z ¢isla —1 do-
staneme spravny (a pfitom realny) vysledek = = 4.

Podobné uvahy vedly k zavedeni oboru komplexnich ¢isel C. Komplexnim ¢islem ro-
zumime cislo z tvaru z = x4+ j y, kde x,y € R a j je tzv. imaginarni jednotka, pro kterou
plati j2 = —1.

Realna disla

Mnozinu M, jejiz vSechny prvky jsou ¢isla, nazyvame éiselnou mnoZinou. Pokud ne-
fekneme vyslovné nic jiného, budeme v dalsim hovofit o ¢iselnych mnozinach realnych
Cisel.

Nejcastéji uzivanymi mnozinami realnych ¢isel jsou tntervaly; pripomenme jejich defi-
nici:
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Definice 1.13: Necht plati a,b € R, a < b. MnoZina

1. (a,b) = {z]a < x < b} se nazyva otevreny interval,

3. {(a,b) = {z|a < x < b} se nazyva zleva uzavreny a zprava otevreny interval,

(a,b) =
2. {(a,b) = {z|a < x < b} se nazyva uzavreny interval,
(a,b)
4. (a,b) = {z]a < z < b} se nazyva zleva otevreny a zprava uzavreny interval.
Vzhledem k usporadani realnych ¢isel je vhodné zavést symboly —oco a oo predpisem
VeeR: (—oco<a)A(x<o0).
Body —oo a 0o se nazyvaji nevlastnt body reilné osy.

Zavedeme oznaceni: R U {—o0, oo} = R.

Déle definujeme nésledujici intervaly:

}_l

00) = {zla <z},

Do

. (a,

. {a,00) = {z|a < 2},
3. (—00,b) = {z|z < b},

4. (—o0,b) = {z|z < b}.
Podobné piseme R = (—o00, 00).

Specialnim piipadem intervalt jsou tzv. okoli bodu:

Definice 1.14: Okolim bodu a € R (také e- okolim) rozumime mnozinu
U(a,e) ={z eR| |xr —a| <e} =(a—¢e,a+¢),

bod a se nazyva stred okoli a Cislo € polomér okoli. Mnozinu
U (a,e) =U(a,e)\ {a} = (a—¢c,a)U(a,a+e) ={r e R| 0 < |z —a| <&}

budeme nazyvat redukovangm (ryzim) okolim bodu a € R .
(Pro nase potteby obvykle pfedpokladdme, Ze € je libovolné malé.)

Neni-li polomér okoli € podstatny, piseme misto U(a,e) a U*(a,e) pouze U(a) a U*(a).

Okolim U(co0) bodu oo budeme rozumét kazdy interval (K, 00) a okolim U(—oo) bodu
—o0 budeme rozumét kazdy interval (—oo, K).

Pomoci okoli mizeme definovat pojem tzv. hromadného bodu mnoziny, ktery budeme
potiebovat pri zavadéni pojmu limity:
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Definice 1.15: Bod a € R je hromadng bod mnoziny M C R, jestlize v kazdém jeho
redukovaném okoli lezi alespon jeden bod x € M.

Priklad 1.16:

a) Kazdy bod intervalu (0, 1) je hromadny. Navic bod 0, ktery do intervalu nepatfi, je
jeho hromadnym bodem.

b) Mnozina N ma v R jediny hromadny bod oo.
¢) Bod 2 mnoziny M = (0,1) U{2} U (3, c0) neni jejim hromadnym bodem, nebot jeho
okoli U(2) = (2— %, 2+ %) nema s M jiny spolecny bod nez 2. Takovy bod se nazyva
izolovany bod mnoziny M.
Suprémum, infimum, maximum, minimum, ohrani¢ené (omezené) mnoziny
Je-li M C R, a € R, zavedeme oznacent:

M<a(resp.a<M) < VeeM:z<a (resp.Vx € M: a<uz).

Definice 1.17:

a) Plati-li M < a, a € R, fekneme, Ze a je horni mez (zavora, ohrani¢eni) mnoZiny
M a 7e mnozina M je shora ohranicenda,

b) plati-li @ < M, a € R, fekneme, Ze a je dolni mez (zavora, ohrani¢eni) mnoZiny
M a 7e mnozina M je zdola ohranicena,

c) fekneme, Ze a € R je nejvétsi prvek mnoZiny M a piSeme a = max M, jestlize
plati M <a Na€e M,

d) fekneme, Ze a € R je nejmenst prvek mnozZiny M a piSeme a = min M, jestlize
platia <M ANa€e M.

Piiklad 1.18: min(—2,3) neex., max (—2,3) = 3; max N neex., min N = 1.

Definice 1.19: Necht M C R.

a) Nejmensi horni mez mnoziny M nazyvame suprémum mmnoziny M. Neni-li mno-
zina M shora ohranicena, povazujeme za jeji suprémum oo. PiSeme

supM =min{z |z € RA M < z}.

b) Nejvétsi dolni mez mnoziny M nazyvame infimum mnozZiny M. Neni-li mnozina
M zdola ohranicend, povazujeme za jeji infimum —oo. PiSeme

inf M = max {z|z € RAz < M}.

Piiklad 1.20: inf(—2,3) =max{z € R|z < (-2,3)} =max{z € R|z < -2} = -2,
sup(—2,3) =min{r € R|z > (-2,3)} = min{z € R|2 > 3} = 3.
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Piiklad 1.21: supN =min{r € R|N < 2} = min {c0} = c0.

Bez dikazu uvedeme velmi dilezitou vétu:

Véta 1.22: KaZdd podmnozZina R md pravé jedno suprémum a prdvé jedno infimum.

Pti axiomatické vystavbé oboru realnych cisel se uvadi nasledujici Archimediv axiom:
Vae (0,00)dIneN: a<n.

Platnost tohoto axiomu vyuzijeme v nasledujicim piikladu:
Priklad 1.23: UkéZzeme, Ze plati tvrzeni: Ve > 0dn € N : % < e.

Reseni:
1 e 1
Ve: e>0 = = >0 = |Archimedtivaxiom| = In e N: - <n
€ €

a posledni vyrok je ekvivalentni s dokazovanym tvrzenim.

Shrnuti
V tomto odstavci jsme zopakovali zakladni pojmy, které se tykaji mnozin:

e dva hlavni zpiisoby zadani mnoziny: vyc¢tem prvka resp. vyrokovou funkei,

e operace s mnozinami: rovnost, prinik, sjednoceni a rozdil mnozin, pojem podmno-
ziny a doplnku vzhledem k dané mnoziné€,

e prazdnd mnozina, potencni mnozina a kartézsky soucin mnozin,
e mnozina redlnych ¢isel R a jeji podmnoziny: N, Z, Q, intervaly.

Dale jsme zavedli nové pojmy pro obor realnych cisel:

e rozsifeni R o nevlastni body oo, —oo: R,
e okoli bodu =z € R: interval (z — ¢,z + ¢),
e redukované (ryzi) koli bodu x € R: mnozina (z — e,z +¢) \ {2},

e hromadny bod mnoziny: bod, v jehoz libovolném redukovaném okoli lezi alespon
jeden bod dané mnoziny,

e horni (resp. dolni) mez (zavora) mnoziny: bod z R, ktery je vétsi (resp. mensi)
nebo roven kazdému prvku této mnoziny,

e suprémum (resp. infimum) mnoziny: nejmensi z hornich (resp. nejvétsi z dolnich)
mezi mnoziny.
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Cviceni

1. Necht A = {0,1,2,3}. Najdéte mnoziny AU A, AN A, A\ A. Daji se vysledky
zobecnit?

2. Necht A je mnozina vSech celych ¢isel délitelnych dvéma, B mnoZina vSech celych
¢isel délitelnych tfemi, C' mnozina vsech celych ¢isel délitelnych Sesti. Zjistéte, které
z nasledujicich vztahi jsou spravné:

a) ACB, by AcCC, ¢) BcCC,
d) BCA, e) CCA, f) CcCB,
9) AUB=C, h)y A\B=C, 7) ANB=C.

3. Necht M je mnozina vSech pfirozenych ¢isel mensich nez 16, M, je jeji podmnozZina,
ktera obsahuje vSechna suda ¢isla, Ms; podmnozina, ktera obsahuje vSechna c¢isla dé-
litelné tfemi a M3 podmnozina, ktera obsahuje vSechna ¢isla délitelna péti. Najdéte
mnoziny:

Cl) M1UM2, b) M1UM2UM3,
C) MgﬂMg, d) MlﬂMgmMg,
6) (MIUMQ)QMg, f) (MlﬂMg) U (MgﬂMg),
g) MQ\Mla h/) MI\M27
i) (My\ Mz) U (M \ M), 3)  (MyU M)\ (My N M),
k) (MyN M) U Ms, ) (M;UMy)N (MyU Ms).
4. Znazornéte mnoziny a)- 1) z predchoziho prikladu, jestlize pod M;, My, M3 rozu-

mime ¢tverce se stranou stejné délky, pricemz stfedy ¢tvercii S1, So, S5 lezi na primce
prochézejici protilehlymi vrcholy uvedenych ¢tverci a Sz je stied tsecky S155.

. Necht A, B, C jsou soustiedné kruhy s poloméry 71, 79,73, kde 0 < r; <1y < rj3.

a) Znazornéte mnoziny
AUBUC, AnBnNnC, A\B, B\A, B\C, C\B.
b) Znézornéte dopliitky A, B, C vzhledem k C.

. Najdéte suprémum a infimum mnoziny

a) My ={z|z=2 AneN},
b) Mgz{x\x:#/\nel\?},
c) Mz ={zxeR]| |3z — 1| <z < [3z+ 1|}.

M = {0,5; 0,55; 0,555; ... }. Dokazte, ze sup M = g.

. Dokazte: Je-li ) # N C M, potom

inf M <inf N, supN < sup M.
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9. Necht A, B jsou neprazdné omezené mnoziny v R. Oznacme
A+B={x+ylre ANy € B}.

Dokazte:

a) sup (A+ B) =sup A +sup B
inf (A+ B) = inf A + inf B,

b) sup (AU B) = max{sup A, sup B},
sup (AN B) < min {sup A, sup B}.

Ukazte na prikladé, ze zde nemusi platit rovnost.
Co plati pro infima mnozin AU B, AN B?

Vysledky

1. A, A, 0;

2. e),f),1);

3.a) M\ {1,5,7,11,13}, b) M \ {1,7,11,13}, ¢) {15},d) 0, e)f) {10,15}, g) {3,9,15};
6. a) sup My = 3, inf M1 = 2, b) sup My = £, inf My =0, ¢) sup M3 = %, inf M3 = 1.

1.3 Funkce, zobrazeni

V této kapitole se budeme vénovat zadkladnimu pojmu, se kterym pracuje matematicka
analyza — pojmu funkce. Opét pfipomeneme pojmy znamé ze stfedni skoly a sjednotime
a upfesnime terminologii.

Definice 1.24: Zobrazeni f mnoziny D do mnoziny M je predpis, ktery kazdému
prvku x € D prifadi praveé jeden prvek y € M. Prvek y se nazyva hodnota zobrazeni f
v z, nebo také obraz x a znadi se f(x).

Skutec¢nost, ze f je zobrazeni mnoziny D do mnoziny M zapisujeme vztahem
f:D— M, z~— f(x).

Mnozina D se nazyva definiéni obor zobrazeni f, mnozina f(D) = {f(x)|x € D} se

nazyva obor hodnot zobrazeni f a znaci se symbolem Hy.

Jestlize budeme soucasné mluvit o vice funkcich, budeme pro jejich defini¢ni obory uzivat
symboly D¢, Dy, ...

Dvé zobrazeni f, g jsou si rovna (f = g), jestlize maji tentyZ defini¢ni obor D a plati
VeeD: f(x)=g(x).
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Jsou-li A, B mnoziny, definujeme:

a) ZuZeni f na A (nebo téZ parcidlni zobrazent) je zobrazeni f/4 s definiénim
oborem A N D, dané predpisem

fla:f/a(x) = f(z),z € AND.
b) Obraz mnoZiny A pfi zobrazeni f:
f(4) = {f()|z € AN D},
¢) Vzor mnoZiny B pii zobrazeni f:
f~1(B) ={x € D|f(x) € B}.

Poznamenejme, ze a) a b) se nejcastéji pouzivaji v ptipadech, ze A C D, ale neni to
podminkou.

V tomto ucebnim textu nas budou zajimat pfevazné zobrazeni mezi ¢iselnymi mnozinami.

V téchto ptipadech se pro zobrazeni vzil termin funkce.

Definice 1.25:  Funkci obvykle rozumime takové zobrazeni, jehoz obor hodnot je
¢iselnd mnozina, tedy podmnozina mnoziny realnych (nebo komplexnich) ¢isel.
Pojem a zakladni vlastnosti funkce

Definice 1.26: Zobrazeni f, jehoz defini¢ni obor, stejné jako obor hodnot, jsou pod-
mnoziny mnoziny R, se nazyva redalna funkce jedné realné promeénné, dale kratce
funkce.
Priklad 1.27: Dailezité funkce:

a) [z] —celadast x: [z] <z <[z]+1, [z]€Z

b) xm(x) = { (1) i z % — charakteristicka funkce mnoziny M

specialné x(x) = { (1) i z 8 — charakt. funkce mnoziny raciondlnich ¢isel Q
1 >0
c) sgn(x) = 0 z=0
-1 <0
Je-li funkce f zadana formuli, napi. f(z) = a”, budeme ¢asto mluvit prosté o funkci

a®. V tomto pripadé musi byt zadan defini¢ni obor. Dohodneme se vsak, ze v pripadé,
kdy defini¢ni obor nebude vyslovné uveden, budeme za néj povazovat mnozinu vSech téch
¢isel z, pro kterd méa dand formule smysl. Tuto mnoZinu pak nazyvame prirozenym
definiécnim oborem funkce.
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V roviné R? mizeme funkci f znazornit pomoci jejitho grafu:

Definice 1.28:  Graf funkce f je mnoZina viech bodt [z,y] € R? takovych, ze z €
D, y = f(x). Rovnice y = f(x) se nazyva rovnice grafu funkce f.

Grafy funkci z prikladu 1.27 jsou v nésledujicich obrazcich:

1¢ . |

Obr. 1.1: y = sgn(x)

Slozena funkce

Definice 1.29: Jsou-li f, ¢ funkce, mizeme vytvorit novou funkci f o g (¢éti f po g)
predpisem

(fog)(z) = flg(x)).

Funkce f o g se nazyva sloZena funkce, funkce f vnéjst sloZka a funkce g vnitrni
slozZka slozené funkce f o g.
Defini¢nim oborem slozené funkce je mnozina Dy, = ¢~ *(Dy) = {x € D,ylg(z) € Dy}.

Vznik slozené funkce ilustruje nasledujici obrazek:

y =) = fig(x))

y = flu) 0 y ¥
: u=g(x) \fg :
fg() 0 \ g
— g \
| . <\ .
or = g¥) u 6 X X

Obr. 1.3: SloZené funkce
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Priklad 1.30: Utvorime slozené funkce fog resp. fogoh, jestlize jsou zadany jednotlivé

slozky:

a) fo fly) = v1+2y; y € (—1 +00)
g3 gla) = sin rel-53)
fog: flg(z)) =1+ 2sinz;

Uréime Dy q:
T )
Diog ={z|(z € <—§, §>) A (14 2sinxz >0)}

Vyftesime prislusnou nerovnost — druhy vyrok vystupujici v konjunkei zjednodusime:
. . 1 T T
1+2sinx > 0<sinx > 3 s —6+2k7r§:1:§ E+2k7r,k€Z;

konjunkce charakterizujici defini¢ni obor slozené funkce ma tedy tvar

T

7r T
T 4%k <r <49 Z
(x € 2,2))/\( 6+ kr <ax < 5 +2km k€eZ) &
T T T Cipe o
= <_§’ 5) N <_E7€) N = (—6, 5) (polozili jsme k = 0).
Tedy Dyog = (=5, 5)-
b) [ flu) = a u€R, (a=0)
g: g(y) = cosy; yeR
h: h(z) =%, z€R
1—9:2
fogoh: flglh(x)) =a™ % weR
0 <0
o fs@={]_, T30 e 0s gl —sme
‘ |0 sgnx <0
rogi o) ={ e 050
B _(1) Ifg cod <0 <0
sgn T = T = edy sgnzrz >0 >0
1 >0
Odtud
0 <0

. 0 z#0
flg(x)) =< 1-0 =0 neboli f(g(x))= 4
o 1—1i>0 o {1”5_0
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Dale pripomeneme pojmy, které jsou vam jisté dobtfe znamé ze stfedni skoly:

Funkce prosté a funkce inverzni

Definice 1.31: Funkce f se nazyva prosta, jestlize plati:

Vo, 20 € Dz # 19 = f(21) # f(22).

Priklad 1.32: Funkce

f: flay=2; z€R f: flx)=2% z€(0,00)
f: flx)=sinz; ze€(-3,7) f: f(z)=cosz; xe€(0,m)
f: flx)y=a" z€R, (a>0,a#1)

jsou prosté, avsak funkce
fir fiz) =2 zeR for fo(z) =sinz; z€R
fs: fs(x) =cosx; xeR
nejsou prosté:
Ziejmé je
fi(l) =12 = fi(=1) = (-1)> =1, dokonce plati Vr€R: fi(z) = fi(—z),
analogicky

fo(x) =sinx = fo(xr + 27) = sin (z + 27).

Definice 1.33: Je-li f prosta funkce, potom tnverzni funkct k funkci f rozumime
funkci f~!, jejimz defini¢nim oborem je obor hodnot funkce f a pro kazdou dvojici
(z,y), v € Dy, y € Hy, plati y = f(x) pravé kdyz x = f~(y).

Jestlize tedy bod [a, b] lezi na grafu funkce f, takze b = f(a), je f~*(b) = a, tedy bod [b, a
lezi na grafu funkce f~!; pfitom body [a,b], [b,a] jsou symetrické podle ptimky y = z.
Plati tedy (jak se mtzeme presvéd¢it v obrazcich k pfikladu 1.35):

Véta 1.34:  Grafy inverznich funkci f, f=1 jsou symetrické podle pFimky y = .

Priklad 1.35:

fofle)=2a* xe€(0,00); f': f(y) =¥ ye(0,00)
f: fly)=a¥, yeR, [t f ) =log,x, x € (0,00)
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Obr. 1.4: y = 2%,y = /T

0.54

-0.59

Obr. 1.6: y = sinx,y =arcsinx

f: f(I):tg.I, ZI;E(_

5 [

f: f(x)=cotgz, z€(0,m); [f':

el

Obr. 1.5: y=e¢e*,y=Inzx

. fY(x) = arcsinz,x € (—=1,1)
. fl(x) = arccosz,z € (—1,1)

| \
*
24

Obr. 1.7: y = cosz,y =arccos

fHz) = arctgz,z € R
f~Yx) = arccotgr,z € R
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Obr. 1.8: y =tgz,y =arctgx Obr. 1.9: y =cotgx,y =arccotgx

Povsimnéme si, co se stane, vytvorime-li kompozici dvou navzajem inverznich funkei:
Ziejmé plati:
fHUf@)]=x,2e€Dy a f[f(y]l=y yeDp.

Pozor: je podstatné, ze vnitini slozku uvazujeme pouze na té ¢asti defini¢cniho oboru, kde
je tato vnitini slozka prostou funkci, tedy tam, kde k ni sestrojujeme funkci inverzni, ktera
je vnéjsi slozkou. Na obr. 1.10 mizeme na prikladu funkce arcsin sin x vidét co se stane,
kdyz vnitini slozku uvazujeme na ,,vétsi“ mnoziné.

b

\ /\ —7 1 /\

@ V/-E R w/h \/ TN
) |t ‘

Obr. 1.10: arcsinsin

Algebraické operace mezi funkcemi

Definice 1.36: Jsou-li f,g funkce a ¢ konstanta, (kterou mizeme ostatné chépat jako
konstantni funkci, tj. funkci, kterd kazdému redlnému ¢islu ptifadi tutéz hodnotu c),
muzeme definovat nové funkce f +g, f—g, fg, %, cf nasledujicimi predpisy:

f+9 (f+9)(@) = f(x) +9(x); Dsrg=DrN Dy
t (f=9)(@) = f(x) —g(x); Dy—g=DyND,
fg- ( 9)(x) = f(z)g(x); Dy =DyN D,
L. L(z)=18; D; = {z € Dy N Dylg(z) # 0}
cf + (cf)(x) = cf(x); Dy = Dy

Tyto nové funkce budeme nazyvat soucet, rozdil, soucin, podil funkct f,g a c-
nasobek funkce f. Vzhledem k vySe uvedené poznamce o konstanté, c-nédsobek funkce
f je specidlnim pfipadem soucinu funkeci.
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Vsimnéme si dale, ze zatimco definice slozené funkce, prosté funkce a inverzni funkce
jsou specialni pripady stejnych pojmii pro zobrazeni, neni mozné pievést na libovolna
zobrazeni definice algebraickych operaci mezi funkcemi, nebot zde je podstatné vyuZito
algebraické struktury mnoziny R.

Monotonni funkce

Definice 1.37: Rekneme, Ze funkce f je na mnozing M C Dy
e rostouct, jestlize Vry, 20 € M : 21 <x9 = f(x1) < f
f

)
e klesajict, jestlize V1,00 € M 111 <29 = f(21) >

f
o neklesajict, jestlize Vry, 20 € M 121 <x9 = f(x1) < f

Rostouci a klesajici funkce se nazyvaji ryze monotonnt, funkce neklesajici a nerostouci
se nazyvaji monotonni.

Je-li f ryze monotonni na D, potom je jisté prosta, a proto existuje inverzni funkce f~*.
Predpokladejme pro uréitost, ze f je rostouci. Ozna¢ime-li y; = f(x1),y2 = f(x2) pro
x1,T2 € Dy, je y1 < yo pravé kdyz o1 < @2, aviak 1 = f~H(y1), 22 = [~ (y2), f7! je tedy
také rostouci. Podobny vysledek dostaneme pro klesajici funkci (viz obrazky k prikladu
1.35). Plati tedy

Véta 1.38:  Je-li f ryze monotonni na Dy, potom k ni existuje inverzni funkce =1,
kterd je rovnéZ ryze monotonni a to rostouct, je-li f rostouct, a klesajici, je-li f klesajici.

5

Priklad 1.39: f: f(z)=5—x 2

je klesajici na definiénim oboru (0, +00), nebot

T < To = /11 < T2 = :

=5—/r1>5— /1. ‘
Funkce

f7he f7Hy) = (y = 5)% y € (—00,5)

je rovnéz klesajici (provérte!) viz obr. 1.11 Obr. 1.11: f(2)=5-y&, f~(2)=(2—5)2
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Funkce sudé a liché, funkce periodické

Definice 1.40: Funkci f nazyvame sudou (resp. lichou), kdyz pro vsechna = z Dy

plati f(—x) = f(z) (resp. f(—z) = —f(x)).

Lezi-li na grafu y = f(z) sudé funkce bod [z, f(z)], lezi na ném i bod [—z, f(z)]|. Graf
sudé funkce je tedy soumérny podle osy y. Pro lichou funkci f podobné s kazdym bodem
[z, f(x)], lezl na grafu y = f(x) i bod [—z, —f(z)], a tedy graf liché funkce je soumérny
podle pocatku souradnic.

Priklad 1.41:

cos T , ) , cos (—x) cos T
f: flz) = o ” € (—o0,00) je suda, nebot f(—x)= o+ =i f(z)
Obr. 1.12: Suda funkce
22
[ flx)= e sinz; x € (—o00,00) je lich4, nebot
2 2
f(=z) = (_(x)%sin (—x) = :L‘4$+ 1(— sinx) = — f(x)

Obr. 1.13: Lich4 funkce

Definice 1.42: Funkce f se nazyva periodicka, existuje-li ¢islo p # 0 takové, Ze
f(z £p) = f(z) pro kazdé x € D;. Cislo p se nazjvd perioda funkce f.

Je-1li p perioda funkce f, pak kp, kde k # 0 je libovolné celé ¢islo, je také perioda funkce
f. Existuje-li nejmensi kladné ¢islo p, které je periodou funkce f, nazyva se primitivni
perioda.
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Priklad 1.43:

a) Funkce f: y =z — [z] je periodickd s periodou 1:
Je[z+1] = [z]+1, tedy f(z+1) = (z+1)—[z+1] =z+1—[z] -1 =2x—[z] = f(z).
(Viz obr.1.14 vlevo.)

b) Funkce g : y = (—1)1 je periodicka s periodou 2:

Protoze (v + 2] = [z] + 2, je g(z + 2) = (1) = (—1)l#l(—1)2 = (—1)l] = g(=).
(Viz obr.1.14 vpravo.)

Obr. 1.14: Periodické funkce

Pro konstrukci grafu periodické funkce postaci, sestrojime-li jej na libovolném polouza-
vieném intervalu délky p. Cely graf pak dostaneme z této Casti jejim posunutim ve sméru
osy x o délku kp pro vsechna celé k.

Nejznaméjsimi  priklady  periodickych  funkci jsou funkce goniometrické -
sinz, cosx, tgx, cotgx. Prvé dvé maji primitivni periodu 27, druhé dvé .

Prikladem funkce, ktera neméa primitivni periodu, je libovolna konstanta — jeji periodou
je kazdé nenulové realné cislo.

Funkce ohranic¢ené

Definice 1.44:

e Funkce f se nazyva shora ohranicend na mnoziné M C Dy, existuje-li ¢islo ¢
takové, ze Vo € M : f(z) <c.

e Funkce f se nazyva zdola ohranicend na mnoziné M C Dy, existuje-li ¢islo d
takové, ze Vo € M : d < f(x).

e Funkce f se nazyva ohranicena na mnoziné M C Dy, je-li na ni ohranicend shora
i zdola.

Oznacime-li vétsi z ¢isel |¢|, |d| jako K, plati pro ohrani¢enou funkei Vo € M : |f(z)| < K.
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Priklad 1.45: Funkce f(x) = 22 je zdola ohraniend na svém piirozeném defini¢nim
oboru R, protoze plati

22 >0 Vr € R,

ale neni ohranicend shora — dokdzeme sporem:

Predpokladejme, ze existuje ¢ tak, ze plati
VeeR: 22 <ec.

Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze ¢ > 1.
Stadi najit jedno redlné ¢&islo xg, pro které tato podminka neplati, tedy pro které je z2 > ¢;
polozme zy = ¢. Potom 22 = ¢* > c.

Naproti tomu funkce f(x) = sinz je ohranicend na svém piirozeném definiénim oboru,
protoze plati

—1<sinz <1 VzelR.

Elementarni funkce

V této c¢asti uvedeme souhrnny prehled a zdkladni vlastnosti tzv. elementarnich funkeci
— zakladnich realnych funkci redlné proménné, které jsou vam vesmeés znamy ze stiedni
skoly, se kterymi budeme déle pracovat (a které jsme ostatné jiz vySetfovali v pfedchozim
textu):

Polynomem nazyvame funkci f definovanou na R predpisem
f(2) = ana™ + ap12™ "+ -+ @y + a,

kde ag, a1, ...,a, jsou redlna &sla, a, # 0. Cislo n se nazyva stupen polynomu. Pro
polynom n-tého stupné pouzivame obvykle oznaceni P,,.

Polynom stupné 0, tedy funkce f definovana na R predpisem

kde ¢ je realné ¢islo, se nazyva konstanta.

Je-li funkéni hodnota polynomu v ¢isle xg rovna nule, tedy plati-li
an @l + ap12y -+ ayrg +ag = 0,

nazyva se cislo xo korenem polynomu.

Uvedeme nékteré diilezité vlastnosti polynomi a jejich kofent:
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o Zakladni véta algebry: Kazdy polynom stupné n > 1 md alespon jeden koten.

e Véta Bézoutova: Cislo x( je korenem polynomu P, stupnén > 1, prdvé kdyz plati

Po(x) = (z — 20) Qn-1(2),
kde Q,_1 je vhodny polynom stupné n — 1.

Vyraz (x — o) vystupujici v predchozim vztahu se nazyva korenovy cinitel piislusny
ke koTenu x.

Predchozi dvé véty maji nasledujici disledek:

e Rozklad polynomu na korenové éinitele: Jsou-li (redlnd nebo komplexni, ne
nutné riznd) ¢isla xy, T, ..., T, kofeny polynomu P,(1) = apx™ +an_12" 1+ +
a1 + ag, plati

P, (x) = ap(x —z1)(x —22) - -+ - (. — 2y).
Odtud plyne, Ze polynom stupné n md prdvé n (ne nutné riznych) koreni.
Mezi koeficienty polynomu a jeho kofeny plati nasledujici vztahy:

e Vietovy vzorce: Je-li

Po(z) = ap2™ + ap 12" o ax +ag = an(r — x1)(x —29) -+ (7 — 1y,
plati:
n1 = —ap(r1+ T+ 4 1p),
Un—g = Gp(T1T2 + T123 + -+ + Toxs + -+ - + Tp_12y),
ag = (=D "ap(x129 - - Tp).

Nalézt ptesné koreny libovolného polynomu neumime (existuji metody pro jejich pfiblizné
uréeni, které se vySetiuji v numerickych metodach), ¢asto nam sta¢i urcit, zda nékteré
znamé cislo korenem daného polynomu je nebo neni — tedy urcit funkéni hodnotu poly-
nomu. K tomu existuje jeden velmi jednoduchy algoritmus:

Hornerovo schéma: Bud P polynom a xy € R. Vime, Ze existuji polynomy @, R tak,
ze plati

P(r) = (x — 20) Qz) + R(x),

kde stupeni R < stuperi (x — xp), tedy je roven nule a R je konstanta, R € R.
Po dosazeni xy do pfedchozi rovnosti dostaneme

P(zo) = R, tedy P(z) = (v — o) Q(z) + P(x0).
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Necht tedy

= Zaixi, aQx) = bix'.
i=0 ;
Potom plati
Zalx—:c—xo be + P(z9) = bp_12" +Z _1— biwo)x" 4+ P(xo) — bowo.

Porovnanim koeficientt dostaneme rovnosti uvedené v levé c¢asti nasledujici tabulky, za-
timco v pravém sloupci jsou rovnosti z nich jednoduse odvozené:

Qp = bn—l bn—l = Qn
Up—1=bp_o —by_179 bn—2 = an_1+ Tobn_1
a; = bi_1 — bz bi—1 = a; + wob;

a; = b() — bllL'() b() =a; + J]obl

ag = P(a?o) — boIo P(l’o) = Qo + ZL’Qbo.

V pravém sloupci je tedy naznacen vypocet koeficientii ¢aste¢ného podilu () véetné hod-
noty P(zg) polynomu P v bodé z,. Tento postup, zvany Hornerovo schéma, se zpra-
vidla zapisuje ve tvaru nasledujici tabulky:

xo’ G, Ap—1 7 N5 Qo
Tobp—1 -+ xobi -+ xob1 Tobo
bp—1 bp_2 o bimr o by p(l’o)

Priklad 1.46: Mame vypocitat funkéni hodnotu polynomu
P(z) = 27 — 62% — 2° 4+ 702" — 1202® — 1122% + 4322 — 288 pro = = 2.

Je-li x = 2 kofen polynomu P, mame urcit jeho nasobnost.

r—-\

Reseni:
70 —120 —112 432 —288
2 -8 —18 104 —32 -—-288 288

N
—_

|
D

|
—_

1 -4 -9 52 —-16 —144 144 0
2 —4 =26 02 72 —144
1 -2 —-13 26 36 =72 0
2 0 —26 0 72
1 0 —13 0 36 0
2 4 —-18 36
1 2 -9 —18 0
2 8§ =2
1 4 -1 =20
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Vidime, ze z = 2 je ¢tyfnasobnym kofenem polynomu P, pficemz ve tfetim radku zdola
jsou koeficienty prislusného podilu, tj. plati

P(x) = (v — 2)*Q(x) = (z — 2)*(2® + 22 — 92 — 18).

Chceme-li najit vsechny kofeny polynomu P, stac¢i hledat kofeny polynomu (). Jestlize
jsou celociselné, musi délit absolutni ¢len — v ivahu tedy pfichazi x = —2, +3, 46, £9.
Vypocitame prislusné funkcéni hodnoty pomoci Hornerova schématu:

-2/ 1 2 -9 —18
o -2 0 18
1 0 -9 0

Cislo z = —2 je tedy kofen a pifslusny podil ¢;(z) = 2% — 9. Odtud plyne, ze zbyvajici
kofeny jsou x = £3 a plati

P(x) = (v — 2)4(z + 2)(x — 3)(x + 3).

Vime, Ze kaZdy polynom (s redlnymi koeficienty) P,(r) = a,2" +ap_ 12" 1+ - -+ a2+ ag
se da vyjadrit ve tvaru soucinu kofenovych cinitelt

Py(x) = ap(x —z1)(x —29) - -+ - (x — xy),

kde z1, x9, . . ., x,, jsou koFeny polynomu P, (pro k-nésobny kofen x; se v sou¢inu vyraz (z—
x;) vyskytuje k-krat). P¥itom mé-li polynom komplexni kofen a + b j, ma také komplexni
kofen a — bj a soucin prislusnych dvou kofenovych cinitelt je roven

[z = (a+bj)llz = (a=bj)] =[x —a) = bjll(z —a) + bj] = (v — a)* + b* = 2* + pr + ¢,
— je to polynom druhého stupné s redlnymi koeficienty.
Polynom P(z) lze tedy zapsat ve tvaru soucinu

P(z) = an(z —z)". .. (2> +pr+q)...,

kde z; je k-nasobny redlny kofen polynomu P(z) a kvadratickd rovnice z% + px +¢q = 0
s redlnymi koeficienty ma komplexné sdruzené kofeny (tj. p> — 4q < 0), tedy polynom
P(z) ma t-nasobné komplexné sdruzené koreny.

Takové vyjadieni polynomu nazyvame rozklad polynomu v realném oboru.

Priklad 1.47: Mame rozlozit v redlném oboru polynom P(x) = z* — 23 — z + 1.
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Reseni:
-t l1=2r 1)~ (r-1)=(-D@*-1)= (- 1)(z—-1)(2*+2+1),
a kvadratick4 rovnice 22 + z + 1 = 0 m4 komplexni kofeny, tedy

P(z) = (z — 1)*(2* + 2 + 1).

Racionalni lomena funkce je dana predpisem

P, (x)
f(z) = :
kde P, resp. (), jsou polynomy stupné m resp. n. Je definovana pro kazdé x, pro které
je Qn(z) # 0.
Jestlize pro stupné polynomu plati m < n, fikdme, ze f je ryze lomena; je-li m > n,
rikdme, Ze f je neryze lomena racionéalni funkce. V pfipadé neryze lomené racionalni
funkce, tj. pro m > n, podil P, (z) a Q,(r) dava po vydéleni

P(z) Pi(x) 4
= N(x)+ , kde i<n.
o)~ VTG,
Jmenovatel rozlozime v realném oboru a dostaneme
Py, b
—(x) = N(:z:) + k (12;) t
Qn(2) an(z —a)k . (22 +pr+q)t...

Takova funkce miize vzniknout souc¢tem , jednoduchych® zlomki, napft.:
1 n r+2 222 + 22+ 1
r—1 224+2+3 (v—1)(22+2+3)
Naopak také kazda ryze lomena racionalni funkce, jestlize umime najit kofeny jejiho

jmenovatele, se da rozlozit na soucet jednoduchych zlomki urcéitého tvaru — budeme jim
fikat parcialni zlomky.

Véta o rozkladu racionalni lomené funkce na parcialni zlomky, jestlize se formuluje presné,
je velmi neptfehledna. Naznacime postup:

Pm(‘r)
Qu(x

k¥ soucet k parcialnich zlomkd tvaru

V rozkladu podilu

na parcialni zlomky odpovidéd kazdému kofenovému ciniteli

~—|

jmenovatele (x — )

Ak Ak_l Al
@—afF  @-a1 T @—a)

a kazdému faktoru (22 + px + q)! odpovida soucet ¢ parcidlnich zlomkt tvaru

Btl' + Ot Bt_l.f + Ct—l o Bll’ + Cl
(@? +pr+q) (2 +pr+q) ! (z* +pz+q)
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Rozklad ma tedy tvar

Qn(z) (r—a)f  (z—a)! (z —a)
Btl' -+ Ct Bt,133 —+ Ct,1 N Blilf -+ Cl
(@2 +pr+q) (@ +pr+q)t (22 +pr+q)

Neznamé koeficienty v rozkladu vypocitame metodou neurcitych koeficientu. Tato
metoda se opird o vétu o rovnosti polynomil — dva polynomy jsou si rovny, rovnaji-li se
jejich koeficienty u stejnych mocnin. Postup naznac¢ime na prikladech:

Priklad 1.48:

203 + 142 203 + x4 2 A B Cx+ D
R(x) = 4 3 2 T 20,2 =5ttt —5T7T7
et ad+a2? 22 (2?4+2+1) 22 o a?+a+1

Posledni soucet t¥i zlomkt opét prevedeme na spolecného jmenovatele, kterym je, pocho-
pitelné, jmenovatel ptivodné zadaného zlomku. Porovname citatele:

208+ +2=A@*+ 2 +1)+ Bx(2* + 2+ 1) + 2*(Cx + D),
20°+x+2=(B+C)a*+(A+ B+ D)x* + (A+ B)z + A.
Odtud porovnanim koeficientt® dostaneme soustavu rovnic
B + C =

+ B + D =
+ B

SN
N = O N

Soustava mé feseni A =2, B=-1,C =3, D = —1, tj.
2x3+x—|—2_2 1 3r —1

/7 7 e —
43+ 22 o 24+ ax+1

Priklad 1.49:

R(:c)—x+2— T+ 2 _é+ B n C
3 —2 z+D@-1) 2z z+1 -1

Odtud
r+2=A(x+1)(zr—1)+ Bz(x — 1)+ Czx(z + 1)

a muzeme opét roznasobit a porovnat koeficienty u stejnych mocnin.
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Zde je ovsem vyhodnéjsi jiny postup. Vyjdeme z faktu, ze jestlize se dvé funkce sobé rov-
naji, maji stejné funkéni hodnoty pro vsechna x. Porovname funkéni hodnoty ve vhodnych

bodech:
r=0: 2=A(-1) = A=-2
r=1: 3=C-2 :>ng
r=-1: 1=B(-1)(-2) = B=3
a odtud
T+ 2 2 1 1 3 1

3 —x x §x+1+§x—1'

Mocninnou funkci nazyvame funkci f danou predpisem

f(z) =z

Ptitom mohou nastat tyto pripady.

a)

a € N. Mocninna funkce s pfirozenym exponentem je definovana Vx € R. Je-li a
sudé ¢islo, jedna se o sudou funkci, ktera je klesajici na intervalu (—oo, 0) a rostouci
na intervalu (0, 00). Je-li a liché ¢islo, jedna se o lichou a rostouci funkei.

Pro a = 0 se jedna o konstantni funkci f(z) = 1 pro x # 0.

Je-li a celé zéporné ¢islo, a = —r, r € N, je f(x) = x—lr Funkce je definované pro
x # 0.
Proa=1/r, kde r € N, je

f(z) =27 = Va;

je definovana na intervalu (0, 00) pro r sudé a na intervalu (—oo, co) pro r liché. Je
rostouci.

aGQ,azg,kdep,qu,q;«éOaaneniza)fd). Potom je
f(l‘):x% :({L’p)% = qxp‘

Pro p/q > 0 je funkce f definovana pro = € (0,00), pro p/q < 0 je funkce f
definovana pro z € (0, c0).

Pro a iracionalni je mocninna funkce definovana na intervalu (0, c0) pro a > 0 a na
intervalu (0, c0) pro a < 0.
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\ y? [a=2
\ /
\ 3 / a=1
\ /
\ % / a=1/2
\ / a=1/3
i"\q a=o0
N\, /
N B a=-1
2 e 1 2 3 Ty
a=-1
a=1/3
5y

Obr. 1.15: Grafy mocninnych funkci y = 2

Exponencialni funkce je funkce definovana predpisem
f(z) =a", a>0.

Je rostouci pro a > 1 a klesajici pro 0 < a < 1. Pro a = 1 jde o konstantu f(x) = 1.

Logaritmicka funkce pti zéakladu a, kde 0 < a < 1 nebo a > 1 je definované na intervalu
(0,00) a je inverzni funkei k exponencidlni funkci f(z) = a®. Oznacuje se predpisem

f(z) = log, x.
Je rostouci pro a > 1 a klesajici pro 0 < a < 1.

Logaritmicka funkce pii zékladu e = 2,718281828 ... se stru¢né nazyva jen logaritmicka
funkce a oznacuje se Inx. Logaritmickou funkeci pii zédkladu 10 oznacujeme misto log,, x
symbolem log x.

Uvedeme nékteré diilezité prevodni vztahy:

a) Nechf je a > 0, potom plati a* = e*"¢ Vz € R

log;,
logy a

b) Necht je a > 0, b > 0, pfi¢emz a # 1, b # 1, potom log, x = Vo, x>0

c¢) Necht a je ¢islo, potom plati 2% = % Yz, 2 > 0
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y A
O<a<1 a>1 y
" a>1
3 ! X
a=1
2 T g f I x
Obr. 1.16: Exponenciélni funkce Obr. 1.17: Logaritmické funkce
f(x) =a” f(x) =log, x

Goniometrické (nebo také trigonometrické) funkce reédlného argumentu (ihlu vy-
jadfeného v obloukové mite) jsou funkce

f(z) =sinz, f(x)=-cosz, f(x)=tgz, f(r)=cotgz.
Lze je zavést pomoci jednotkové kruznice takto:

Je-li x délka oblouku na jednotkové kruznici mezi bodem [1, 0] a prisecikem této kruznice
s poloptrimkou, vychéazejici z pocatku souradnic, je sinx roven druhé souradnici tohoto
priseciku a cos x jeho prvni soufadnici (viz obr.1.18 resp. 1.19, na obr. 1.20 je znazornén
tg x).

'1\
; X X o x
inx

1 cosx |1 1

Obr. 1.18: sinz Obr. 1.19: cosz Obr. 1.20: tgx

Ziejmé plati zakladni trigonometrickd identita (plyne z Pythagorovy véty pro troj-
thelnik, pomoci néhoz je sinus a kosinus definovan)

sin® z + cos? z = 1.
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Funkce sinz a coszx jsou definovany na R a jsou periodické s periodou 27. Funkce sinus
je licha a funkce kosinus suda.

yi‘s

T -/ T 3n/ X

Obr. 1.21: Grafy goniometrickych funkei y =sinz y = cosx

Dale definujeme

sinx 1 CoS T
tgxr = a cotgr =— = —.
cos T tgx  sinz

Funkce tgx a cotg x jsou liché funkce, periodické s periodou .
Funkce tg  je definovand pro vSechna x € R, pro ktera plati x # (2k+1)%, k € Z, funkce
cotg x je definovana pro vsechna x € R, pro ktera plati x # km, k € Z.

yJL \

24

Obr. 1.22: Grafy goniometrickych funkci y =tgx 1y =cotgx

Cyklometrické funkce jsou inverzni ke goniometrickym funkcim:

Funkce f(z) = arcsinz
je definovana na intervalu (—1,1) a je inverzni k funkci sin x na intervalu (-7, 7).

Funkce f(z) = arccos
je definované na intervalu (—1, 1) a je inverzni k funkeci cos z na intervalu (0, 7).
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Funkce f(z) = arctgx
je definovana na intervalu (—oo, c0) a je inverzni k funkci tg x na intervalu (-7, 7).

Funkce f(x) = arccotg x
je definovand na intervalu (—oo, 00) a je inverzni k funkei cotg = na intervalu (0, 7).

Pro cyklometrické funkce plati (pro libovolné z z defini¢niho oboru téchto funkei):

) 7 s
arcsin x -+ arccosr = 5 arctg x + arccotgx = 5
Funkce arcsin a arctg jsou rostouci liché funkce, funkce arccos a arccotg jsou klesajici

funkece.

yA yix
n P = FU
/2
/2 - -
X X

-1 0 1 0 g

~n/2 — - —n/2
Obr. 1.23: arcsin x, arccos Obr. 1.24: arctg x, arccotg x

Hyperbolické funkce jsou funkce
f(z) =sinhz, f(x)=coshz, f(z)=tghz, f(x)= cotghz.

Jsou definovany pomoci nasledujicich ptredpisti:

) et — e et 4+ e 7
sinhz = ———, coshr = ———,
2 2
sinh z el —e " coshz e +e™™*
tghx = = , cotghxr = — =

coshx e*x+e 2

Grafy hyperbolickych funkci jsou v obr.1.25 a 1.26.

Kazdou funkci, kterd vznikne z kone¢ného poctu vyse uvedenych funkci, tedy konstant,
mocninnych, exponencialnich a logaritmickych funkci, trigonometrickych a cyklometric-
kych funkei, pomoci koneéného poc¢tu aritmetickych operaci (tedy secitani, odeciténi,
nasobeni a déleni) a tvoteni slozené funkce, nazyvame elementarni funkci.
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yil vy
1
1 X
x 0
0
S &
Obr. 1.25: sinh z,cosh x Obr. 1.26: tgh z,cotgh z

Posloupnosti

Posloupnostinazyvame kazdou funkci, jejimz definiénim oborem je mnozina ptirozenych
¢isel N, tedy f : N — R je posloupnost redlnych ¢isel. Obvykle klademe

ap = f(n)

a tuto hodnotu nazyvame n-tym célenem posloupnosti. Posloupnost s n-tym ¢lenem
a, oznacujeme symbolem (a,)S°; nebo zkracené (a,).

Je-li zadédn pfedpis pro vypocet n-tého ¢lenu posloupnosti pomoci predchoziho (resp.

pomoci k predchozich ¢lentt), tedy pomoci a, 1 (resp. a,_1, ayn_2, ..., Gy_k) spolu se
zaddnim hodnoty a; (resp. hodnot as, as, ..., ax), fikdme, Ze posloupnost je zadand
rekurentné.

Priklad 1.50: Posloupnost dana rekurentnim vztahem
Upia = Apy1 +a,, kde ay=ay=1, tedy (a,)=(1,1,2,3,58,13,21,...)

se nazyva Fibonacciho posloupnost. Tato posloupnost méa strukturu, kterou pozorujeme
v mnohych situacich, které v sob& maji obsazen rust — at uz jde o rust rostlin nebo o rust
pocitacové databaze. Da se ukéazat, ze pro n-ty clen Fibonacciho posloupnosti plati

v
an = ——|(14+v5)" — (1 —V5)"
Ve -a-vh
Je-li (ay)5%, posloupnost a (ny)32, rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel, potom se slo-
zené zobrazeni (a,, )72, nazyva vybrand posloupnost z posloupnosti (a,,).
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Priklad 1.51: Posloupnost 1, 4,9, 16,25, ... je vybrand 2z  posloupnosti
1,2, 3, 4,5, ... Vnitini slozka piislusného sloZeného zobrazeni je (ny) = (k?).

o0

Rekneme, Ze posloupnost (a,)%, je aritmetickd, existuje-li ¢islo d tak, 7e plati

rekurentni vztah
Qpy1 = Qp + d.

Cislo d se nazyva diference.

Pro n-ty ¢len aritmetické posloupnosti plati a, = a; + (n—1)d,
pro soucet prvnich n clent aritmetické posloupnosti plati s, = 5(a; + a,).
Posloupnost (a,,)>; se nazyva geometricka, jestlize existuje ¢islo ¢ tak, ze plati
Upy1 = Ap * (.

Cislo ¢ se nazyva kvocient.

Pro n-ty ¢len geometické posloupnosti plati a, =a; - q" 1,

a L q7#1
pro soucet prvnich n ¢lentt geometické posloupnosti plati s, = { 1=q

n-a; q=

Shrnuti
V tomto odstavci jsme pripomnéli pojmy:

e funkce: predpis f, pfifazujici kazdému prvku néjaké mnoziny (defini¢niho oboru
Dy) prvek jiné mnoziny (oboru hodnot Hy),

e graf funkce jedné proménné: mnozinu bodi v roviné danych vztahem
I'=A{(z,y) |z € Dy, y = f(x)},

nékteré typy funkei (uvedené charakterizujici vztahy vzdy plati pro kazdé = z defini¢niho
oboru funkce f):

e monotonni funkce: rostouci resp. klesajici (1 < zg = f(21) < f(x2) resp.
1 < g = f(x1) > f(x2)) a neklesajici resp. nerostouci (z1 < 3 = f(x1) < f(x9)
resp. x1 < x3 = f(x1) > f(x2)),

e sudé resp. liché funkce: f(—z) = f(z) resp. f(—x) = —f(x),
e periodické funkce: existuje ¢islo p (perioda) tak, ze plati f(z £ p) = f(x),
e ohranicené funkce (shora, zdola): obor hodnot funkce je ohrani¢eny (shora, zdola).

Vytvafeni novych funkei z danych funkei f, g, ¢ (vztahy plati pro vSechna z z defini¢nich
obort vzniklych funkei):
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e zlzeni funkce: f/M je funkce s defini¢nim oborem Dy, = Dy N M a s vlastnosti

fIM(z) = f(z),
e slozena funkce: f oo (Cti f po ¢) je dana vztahem (f o ¢)(x) = flp(z)],

e inverzni funkce: f~! je funkce s defini¢nim oborem rovnym oboru hodnot funkce
f asvlastnosti f~1(z) =y & f(y) =z,

e soucet, rozdil, soucin a podil funkci: funkce f+g, f-g, % s vlastnostmi (f+g)(x) =
f(z) £ g(x), (f - 9)(2) = f(2) - g(x), L(z) = L2,

Dale jsme uvedli dulezité funkce, se kterymi budeme hlavné pracovat:

e clementarni funkce: polynomy, racionalni lomené funkce, obecné mocniny, expo-
nencialni a logaritmické funkce, goniometrické, cyklometrické a hyperbolické funkce,

e posloupnosti: funkce s defini¢nim oborem N.
Podrobnéji jsme si povs§imli polynomt a racionalnich lomenych funkci; popsali jsme

e rozklad polynomu v redlném oboru: vyjadfeni polynomu ve tvaru
P(x) = ap(z —a)f ... (2 +px+q) ...,

kde «a je k-ndsobny redlny koten polynomu P(x) a kvadraticka rovnice 2% +pz+q = 0
m4 komplexné sdruzené redlné koteny (tj. p?> — 4¢q < 0), tedy polynom P(z) mé t-
nasobné komplexné sdruzené koreny,

e rozklad racionalni lomené funkce na parcialni zlomky: vyjadfeni racionalni lomené
funkce ve tvaru

Pm(x) o Ay, Ap_1 Ay
= + — - 4+t
Qn(z)  (z—a)t  (z—a)t (z — )
Btl' + Ct Bt_lﬂf + Ct—l o Bll' + Cl
(22 +pr+q)t (22 +pr+q)t (2 +pr+q)
je-li Qu(z) = (x—a)*- ... - (2?2 +px+q)-... rozklad jmenovatele v redlném oboru.

Pro vypocet funkéni hodnoty polynomu, tedy i pro ovéfeni, ze dané ¢islo je kofenem, jsme
si uvedli Hornerovo schéma.
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Otazky a alohy
1. Formulujte, co rozumime pod pojmem funkce a jak je obvykle funkce zadana.
2. Co je prirozeny defini¢ni obor funkce?

3. Najdéte alespon jednu funkci s definicnim oborem D a oborem hodnot H tak, aby
platilo:

a) D=Ra H = {3,5},
b) D =N a H je mnozina vSech kladnych lichych ¢isel,
c) D=R\{1,-2,3} a H je libovolny.

4. Napiste funkéni predpisy a najdéte defini¢ni obory funkei f, pro které plati:

a) f(z) je pramér kruhu o poloméru z,
b) f(x) je plosny obsah kruhu o poloméru z,
c) f(x) je objem krychle o strané z,
d) f(z) je povrch krychle o strané z,
e) f(x) je délka prepony pravouhlého trojuhelnika, jehoz odvésny

maji délku 3 a .
5. Co je to graf funkce?

6. V obrazcich 1.27 jsou nakresleny kiivky. Ve kterém pripadé se miize jednat o graf
jisté funkce a ve kterém ne?

S [N

N 7

Obr. 1.27: Grafy
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

Znédme-li graf funkce f, jak sestrojime graf funkce g, pro kterou plati (¢,a € R):

a) g(z)=f(-z), b) glx)=—f(z),
c) g(@)=flz+c), d) gx)=f(z)+c
e) g(z)=af(z), f)  g(z) = f(ax)?

. Necht f(x) =2z —3 a I = (1,2). Pro ktery z nésledujicich intervala plati, ze f(I)

je jeho podmnozinou?
<_37 0>7 <_2a 1)7 <_17 2>a <O7 3>7 <17 4>'

. Necht f(z) =2?+x al = (—1,1). Pro ktery z nasledujicich interval plati, ze f([)

je jeho podmnozinou?
<_170>7 <_4§p%>7 <_%u§1>7 <_7171>7 <07%>-

Jestlize pro jistou funkci ¢ plati g(/) C (1,4), do kterého z nésledujicich intervalt
zobrazi interval I funkce —g?
(1,4), (0,4), (—4,0), (—1,4), (-3,3).

Jestlize pro jistou funkci h plati (1) C (1,4), do kterého z nésledujicich intervalt
zobrazi interval I funkce %?

(174)7 (074)7 (_470)7 (%72)7 (ﬁ’l)'

Jestlize plati f(I) C (0,5) a g(I) C (—5,10), do kterého z nasledujicich intervala
zobrazi interval I funkce f + g7
(0,5), (—=5,10), (0,10), (—5,15), (0,15).

Kdy fekneme, Ze se dvé funkce sobé rovnaji?

Zjistéte, které z nésledujicich funkei f, g resp. h (s pfirozenym definiénim oborem)
se sobé rovnaji:

a) fx) =1, g(z) = 2,

b) f(z) =3, g(z) = 5,

¢) flx)= /=, g(z) = Y2,

d) f(x) =Inz? g(z)=2Inuz,

e) f(z) =, gx) = Va?, h(z) = (Vo)

Co je to zuzeni funkce?
Najdéte zuzeni funkci z prikladu 14 tak, aby se takto vzniklé funkce sobé rovnaly.
Jsou dény funkce f a g. Najdéte jejich zzeni tak, aby platilo f/y = g/ u:

a) f(z) =[z =1+ |z +1], g(x) = [2z],
b) f(z)=2z* —1, g(x) =1-— 3.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Funkce f a g jsou definovany tabulkou (znak N znamen4, Ze funkce neni definovana):
z | f(z) | 9(x)
a -2 3
b 0] -1
c 1 5}
d N | =3
e 2 N

Najdéte funkee f +g, f—g, f/g, 9/f, f*— fg+3.
Pro funkci f plati flz+1)= f(x)+ f(1)+ 1V eR.

a) Cemu se rovna f(0)?
b) Je-li navic f(1) = 1, najdéte
f2), £3), F(=1).

Pro funkci g plati glx+y)=g(x)+g(y) Vo,y € R.

a) Cemu se rovna g(0)?
b) Ukazte, Ze plati

g9(=1) = —g(x), g(2x) = 2g(x) Vo € R.
c¢) Je-li navic g(1) = 1, najdéte

9(2), 9(3), 9(3)-

Najdéte alespon tii priklady funkce f pro kterou plati obé nasledujici podminky:

a) flz+y)=flx)+ fy),
b) flaz) = af(x).

Pokuste se formulovat obecny pfedpis pro funkce s témito vlastnostmi.
Je-1i funkce f rostouci, je nutné

a) funkce 2f rostouci
b

)

) funkce — f klesajici,
c) funkce f? rostouci,

)

d) funkce % klesajici (pro vSude nenulovou funkei f)7
Necht funkce f, g jsou definovany na stejném intervalu.

a) Jsou-li funkce f i g rostouci, je i funkce f + g rostouci?
b) Najdéte rostouci funkei f a klesajici funkci g tak, aby funkce f+ g byla rostouci.

Necht f je lichd funkce, kterd je definovana pro x = 0. Jakou zde mé funkéni
hodnotu?

Najdéte k tak, aby funkce
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26.

27.

28.

29.

30.

31.
32.

33.
34.

35.

a) f(z) = 2%+ kx + 1 byla suda,
b) f(z) = 2® — ka? 4+ 2z byla licha.

Ukazte, Ze pro libovolnou funkci f definovanou na intervalu (—k, k), k > 0 plati, Ze
f(z)+ f(—=z) je sudd a f(z) — f(—x) je lichd funkce.

Necht jsou funkce f a ¢ periodické se stejnou periodou. Ukazte, ze funkce f +
g, g, f/g jsou také periodické.

Necht funkce f je periodickd s periodou p. Je-li a # 0, jakou periodu mé funkce

f(ax)?
Ukazte, ze plati:

a) VsSechny konstantni funkce jsou ohranicené.
b) Je-li funkce f na intervalu I ohranicend, je i funkce — f na I ohranicena.

c¢) Jsou-li funkce f a g ohranicené na intervalu I, jsou také funkce f + g a fg na
intervalu I ohranicené.

Ve druhém sloupci najdéte funkce inverzni k funkcim v prvnim sloupci:

h@) =715 o) =1L
fo) =221, o)=L
f@)=3+3,  m@=1-2
@) =%-2 @=L
fs(@) = 751, g5(z) = 2z + 4.

Mize byt funkce sama k sobé inverzni?

Ukazte, ze inverzni funkce k prosté liché funkci je opét licha. Co miizeme fici o
inverzni funkci k prosté sudé funkci?

Co je to slozena funkce?

Ovétte, ze pro defini¢ni obor slozené funkce f o g plati Do, = g (Dy).

Ukazte, ze kazda z nasledujicich funkei spliiuje vztah f (f (f(x))) = x:
a) flr)=1-1, b fla)=2- 11

c) f(x):—%ﬂ, d) f(x):a—%_i_b,kdea—i-b:l.
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36. Necht pro funkce f, g, h definované na intervalu I plati f(z)

<
a necht jsou tyto funkce na I rostouci. Ukazte, ze plati f(f(z)) <

g(x
9(g

37. Jsou dany funkce f a g pomoci vztaht

B lz|  pro x <1, [ 2—2* pro z<0,
f(m)_{%c—l pro x >1, 9(w) = r+2 pro x>0.

a) Nacrtnéte jejich grafy.

b) Najdéte:  f(g(0)), f(g(1)),
9(f(=2)), 9(9(1)), g(g(=1)).

c) Reste vzhledem k 21 f(z) =0, g(x) =0, f(z) =2, g(z) =z, f(z) = g(x),
flg(@)) =1, g(f(x)) = 1.

d) Dokazte, ze f(z) > 0 pro vSechna x.

e) Zjistéte, kdy je g(x) < 0.

f) Dokazte, ze f(g(x)) > 0 pro vSechna .

)

)

)

flg(=2)), F(f(=1)), F(f(=2)), 9(f(0)), g(f(=1)),

Existuje inverzni funkce k f7
Existuje inverzni funkce k g o f?
i) Najdéte predpis pro funkci f o g a nakreslete jeji graf.
Cviceni
1. Necht funkce f je definovand predpisem f(x) = /z. Urcete
a) f(9), b) f(u), o) fle+1), d) f(=*).
2. Necht funkce h je definovand predpisem h(r) = 5. Urcete
a) h(—z), b) h(z+1), ¢) h(), d) h[h(a:)]
3. Necht funkce p je definovand predpisem p(x) =
a) p(z)+p(—z)=-2, b) p(2z)=3lp( ) 1, o) p(l-2)= 0,
d) p(;—il):p(m)—kl e) ﬁ:p(%)—l—l.

= — 1. Ovérte, zda plati

4. Jsou dany funkce

a) f(x) = arcsin(cosz), b) f(z)= {

cosx pro z € (—m,0),
sinz pro z € (0,m).

Najdéte hodnoty
a) f(0), f(=m), fB3n), f(3),
)

5. Najdéte funkce f, g, pro které plati

f(3)
f(4).
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a) f(z)=ax+0,
b) g(x) =az*+bzx +c,

f3)

Vypoététe f(3), f(1), 9(3), g(1).

6. Najdéte (pfirozené) defini¢ni obory nasledujicich funkei f, je-li f(x) rovno:

a) 72> +6x+5

2—-1
c) 2 — 4,
e) 1 ,
v —3
o Itq,
N
1) |.T|7
X
k) [[L‘]’
222
m) T+ |z|’
)
o) el i =y

y) Vsinz + 9 — a2,

7. Pomoci zndmych grafii funkei a) y = |z,
y = €* sestrojte grafy funkeci

37 f<_2) = 47
9(0) =1, g(—1) =2, g(3) = 18.

2x + 3

22 +3r 42’

V (SCE - 2)27

3

Va2 —25

x4+ |z —2
D) fely /=t
r) 2151139531 )
t) In(e* —e™®),
v) tgy2r,
x) In(2cosz —/3),
2) sin (In )

a) y=—lz|, y=1+z|, y=lz| =2, y=lz+1|, y=|z—-2|, y= |z + 1] — 2,

y = 2|z|;

b) y:4a:2, y:l$27 y:_x.27 y:_2$27 y:$2+27 y:l'2—1,

4

y=(x+2?2 y=(x—-1?2 y=5z—-1?% y=2@+2)? y=2"+4r+2,

y = 4% + 8x + 12;
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C) Yy = ’Sin.ﬁE’, y:—sinx, yZQSingj’ y:SIH($+3)7 yZQSlng,

In(2 — ), y=Inz?

d) y= y = 31n2x, yzln%;

_e—:v’ y:1—|—e$’ y:ea:—I, y:%e

w\&

e) y=e " y=—¢e" y=

8. Nacrtnéte grafy funkeci

0 pro
2z pro z € (0,1),
a) f(z)= b) f(x)=1< 14z pro
3—z pro z € (1,3);
1—2 pro
9. Pro zadané funkce f a g najdéte |f|, f+ g, f— g, fg, 9/f:
a) f(z) =3z, g(zr)=2—u=z,
b) fl) = L5, g(x) = 3,
¢) f(z) =Va+2, g(z) = 31,
0 pro =<0, 0 pro z<0,
d) f(z) = g(x) = )
z pro x>0 —x“ pro x> 0.

a) fl)=2 b) f(z) = V. o f(2) =z,
O f@)=c—a% o flx)=1'-u 0 f(2)= £
g) ()=, h) f(2) = ) f(2) = 2,
DS =g, k) f(2) = (-1, D f(a)=at
m) f@)=x(@), 1w f@)=x@)l- @)

o) Jlx)=2, p) fz)=a®+sina®,  q) flz)= 22,
) f(0) = ps 9 @) =cos(r—a), 1) f(x)= e
W f@)=weoshe, V) flo)=ZEE W) f(2)=

x) f2)=zloglel, y) flx)=logZZ,  z) f(x)=tmhs

2| > 1,
-1 <2 <0,
0<zx<l1.

1

kde y je Dirichletova funkce,



Matematika 1

o7

11. Zjistéte, které z nasledujicich funkei jsou periodické, a najdéte jejich periodu:

a) f(z)=3, b)
o) fla) =GN )
e) f(x) =24 cosz+ cos’z, f)
g) [flz)= h)
i) f(z) = 5cos2m, i)
k) f(x) = arcsin(sin ), )
m) f(z) = In(cosx + sinx), n)
o) flz)=2°2sne, p)

fla) = (=nk,

f(z) =sgn(z — [2] - 3),
f(z) = wsinz,

fx) =

fz) =

f(z) = 3cosx — Hsindx,
f(z) =sin2z +tg %,
f(x) = [z]arccos([x]).

12. Zjistéte, které z néasledujicich funkci jsou prosté a najdéte k nim inverzni funkce:

a) f(z)= 3=, b)
c) f(z)=2+43x, d)
e) [flz) =% f)
g flz) =4, h)
i)  f(x) =3+arccos(2z — 1), j)
k) f(x) =2"mve 1)
m) f(z) =logy(z++v22+1), n)
2 0=

2r +3 pro x < —1,
q) flz)= fi gig Ixsc|>§1‘1,

f(z) = (z = 2)(2+2),
f(z) = 5%,
fz) = #,
f(w) =357,

fl@) =1+ V3 +ex,

) = 23+arctg T ,

f(z) = tg(1 — 2arctg z),
xZ  pro |z|>1,
p) f(x):{ :
arcsinz pro |z| < 1.
2r pro < —1,
r) f(z) = r pro |z| <1,

vz pro x> 1.

13. Ukazte, ze kazda z nasledujicich funkci je sama k sobé inverzni:

a) f(z) =1, b) f(x) ==,
¢) flx)=1, d) flo) =Lt

o) f@)=2+715, ) f@@)=-7%7,

g) flz)=2ED ) flz)=vI—2® proa>0.
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14. Najdéte funkce f , pro které plati:

a) [f(2z) ==z, b) flz+1) =z,

c) fl—z)=u, d) f(a?) =1z,

e) f(1)=u, £) f(l+2z)=4x—1,
g) [(2r) =4z —1, h) f(a?) =42 -1,
i) f(l—z)=4z—1, i) fE)=4z-1

15. Nasledujici polynomy rozlozte v realném oboru:

a) xf— 623+ 1122 — 62, b) 2°— 513+ 4z,

c) 2%+ 52?4+ 8z +4, d) z* =523+ 922 — Tz + 2,

e) z°+at— 2% —2? f) 27— 62° + 923 — 4z,

g) B3+ +x+1, h) 2% — 5at + 1223 — 1622 + 11z — 3,

i) xt+1, j) 2% —4x° 4 2t + 623 + 202 — 56z + 32,
k) 25— 64, ) 2% — 52% + 621 + 223 + 42? — 242 + 16.

16. Nasledujici racionalni lomené funkce rozlozte na parcialni zlomky:

) 1 b) 3%+ 30z —120
x(z+1)(z+2) (x —2)(x +2)(x —b)’
z—1 dr —4
c) (z+1)(z+2)% d) (x —2)(x —1)%
e) 5% — 14z + 17 £) 4+ ax—1
(x —5)*(z — 1)%’ r(x® +1)°
g) : h) L
(x4 1)*(z* + 1)% (22 — 6x + 8)(z* + 2z + 2)’
o192 § _psal
376—647 J $2 x2_|_1)27
k) 1 1) 23 — 622 4+ 102 — 2
et 1 (x — 3)%(2* — 4z +5)°

Vysledky
.a) 3,b) Vu, c) vz +1,d) |z;

1
2. a) %4, b) ﬁié, c) 1J1rx, z #0,d) 2;”?, T # —1;

3. a),b) ano, c) ne (ano pro z # 1), d) ne (ano pro = # —1), e) ano;
4

6

(_

ca) I,—T, 70,7 b)0,0,%2,sin3, neni def; 5. a) f(z) = L(6 — Tx), b) g(z) = (522 +22) + 1
ca) R\ {—1,1}, b) R\ {—1,-2}, ¢) (—o00,—2) U (2,00), d) R, €) (3,00), f) (—o0,—=5) U (5,,0), g) (—o0, —1) U (1,00), h)
007_3> U <2’ OO)’ i) R \ {0}7 J) R7 k) IR\ (0’ 1)» 1) (_0070)7 m) (0’ 00)7 n) R \ {1}’ 0) (_272)7 p) (_007 _2) U (2700)’ q)



Matematika 1 59

(—o0, —

3) U (2,00), 1) R\ {0,1}, 5) (7,00), 1) (0,00), u) (—00,2) U (3,00), v) (0,00) \ {| = = & (1+2k)%, k € Z}, w) {0},
x) (=55 %)

+2km,k €Z,y) (0,3), z) (75,00)

2 2 3 1
x| %
¥ y 2 1+x| : ;
2 1 i 1 223 1 { %] 1 |x]-2
3 ®
- o -Ix1
2 1 U i 2
b
2 2 9 4

x+1 ; g X 7
P 1x-2| 3 2 4 ]
1]
Ty oy 8 2|x|
[x+1]-2 .
1

Obr. 1.28: 7. )

3 3 3
2 ax? x1+2
2 2 2
¥ ¥ ¥
1 1 1 2

3

2 ) U 1 22 B g i 22 A b 1 22 2
X £ E 3
4 3 1 23 : 1 2 2
y 1 2 X+2) 2
L 2 B 2 X1
=X =2X ¥
¥ ¥
=] 2 U 2 1
-2 ) x
3 3 a 0
2 1 2
2 2 xi+dx+2 | ¥
(x-1) 2(x+2) 2
¥
. 0
; Y]
F-1
1 o 1 2 3 ¥ 3 2 7 a

Obr. 1.29: 7. 1v)
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! sin x 1 |sin x| 1
¥
2 i ) i3 2 A ) 3" 3 -2 L S
-sin x
) -1 -1
29 2sin x 5
2sin 3
1 1 i E]
/N
2 i i 3 3 4 = El UJW 3 2 -1 z 2 3
X A
4] a sin (x+3) 1
s
o]
Obr. 1.30: 7. ¢)
3 5 5 ) B
inx .
1 \ 1 4 5
2 4
1 2 3 4 2 ) 1 2 p
5 7 3 e 3 4 1+e*
In (2-x) 5 3In2x y y
-1 -1 2 2 v3
¥ v !
& 2 2 A q\ex A
-3 2 k2 ; o 7 3 3 3 L S
-1 1 2 2 ? £l
] ] 1 0 1 2
0 7 3 \ A x
] : 2 -e" 2
¥ # ! x
2 -3 3 , %Jel
-4 -
3 2 1 5 1 F 3
3 5
Obr. 1.31: 7. q) Obr. 1.32: 7.¢)
S
| b)
|
| 3 1
1 |
|
|
|
! X X
o 1 2 3 2 R o 1 2

Obr. 1.33: 8. a), b)

9.b) (f +9)@) = Lz £ 0, ,(9/N@) = 75,0 # 0, d) If| = £, (f +9)(@) = { e IEh L U -aE =
Vw230 U@ ={ %0 T30 @H@ = e a>0,

10. a),h), 1), m),n),p),r),s),t),z) sudé, c),e),f),i),q),u),v),x),y) liché;
11.a) Vp € R, b) 2, ¢) 2,d) 1, e) 2w, g) 3, i) 1, k),1),m),n),0) 2m;

12. a) %, b) neni prost4, c) 5(9572)27 x>2,d)

i) %(1 + cos(z —

o) z proz < 0, § pro x > 0, p) sinz pro |z] <

x> 1;

3)), ¢ € (0,m), J) S n(a? — 20— 2), 1) 2+ 2D, 1) g (12 —

(z=3)?
(2z—1)27

T € (%, 3), e) neni prosta, f) — %/ﬁ, g) neni prost4, h) ﬁ,
s ), m) 22~1 - 21=2 p) tg%(l — arctgz),
™2
27w

x pro |x| > 2, q) neni prosté, r) £ pro x < —2, = pro |z| < 1, 22 pro

z
2
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14.a) 3,b)x—1,¢) 1 —=,d) v/x prox >0, —/|z] pro x < 0, e)%prox#0,0prox—O,f) 4z —5,g) 2z —1,h) 4/z—1
pro x >0, —4+/]z] — 1 pro = < 0, i) 3 — 4a, j) %—1prox7£0, —1 pro z = 0;

15. a) z(z — 1)(z — 2)(z — 3), b) z(z + 2)(z — 2)(z + 1)(z — 1), ¢) (z +2)2(x + 1), d) (x — 1)3(x — 2), e) z2(x — 1)(z + 1)2,
0 2z — 2@ + 1% — (@ +2), 8) @ + D@+ 1), ) (@ — D32 + 22 +3), 1) @ +ov2 + (@2 — 2y + 1), )
(x —1)(z —2)3(x?+ 3z +4), k) (x—2)(z+2) (22 + 2z +4)(22 — 22+ 4),]) (z — 1)(z — 2)3(2? + 2z + 2);

1 1 1 4 6 5 2 3 2 2 2 2 1 1 9
16.2) 55— o1 taar2) D) 3~ apa tao5 9 s T (@+2)2  a+1’ L) s oD T ™ e) 2a-1% T 2(a—5)2"
_1_=a 1 1 1-22  _ 11 4z411 AN | x—4
f) 1 T 241" g) 2(z+1) + 4(z+1)2 + 4(z241) 2(12z~l»1)27 h) 52(z—4) 20(z—2) + 130(z2+2z+2" 1) (z—2 z+2 + x2—2x+4
x+4 7

k) 2—x/2 2422

_ 44 ) 4 1 + l) 1 _ 2x—1
@r2eta Y 2T T 22 T @02 N 1@2—averD) | a@24averl)’ ) 22-3)2  2(@2—4z15)
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2 Linearni algebra

Linearni algebra vznikla z potieby feSit soustavy linearnich rovnic, a to nékdy velmi
rozsahlé — obsahujici az tisice rovnic. To vedlo k pojmu matice a determinantu a dale
se ukézalo uziteéné zavést abstraktni pojem vektorovy (linedrni) prostor, ktery ma
dalsi hojné pouziti jak v samotné linearni algebre, tak v dalSich matematickych partiich
i napiiklad ve fyzice.

Pfipometime, Ze linearni rovnici s neznamymi x1, xs, ... X, rozumime rovnici tvaru

a1r1 + asxy + - - - + apx, = b,

kde ay, as, ..., a,, b jsou ¢isla. Slovem linearni zdurazinujeme, Ze neznamé
X1, T2, ..., Ty jSOU V rovnici obsazeny nejvyse v prvni mocniné, jsou nasobeny cislem, a
nejsou v zadném jiném vztahu.

Soustava linearnich rovnic, tedy nékolik rovnic se stejnymi neznamymi, tvoii prirozeny
matematicky model pro vétsinu tecnickych problémii; napt. v elektrotechnice pomoci nich
resime elektrické sité, ve statice tvori zakladni matematicky nastroj pro vysetfovani rov-
novaznych stavii. Dale se tyto soustavy vyskytuji jako soucast vypocetniho postupu jinych
matematickych tloh; napt. pfi feseni soustav diferencialnich a diferenc¢nich rovnic uzitim
operatorového poctu (Laplaceovy resp. Z-transformace) nebo pomoci numerickych metod.

Motivace
Uvedeme ilustrac¢ni piiklad, pfi jehoz feseni naznacime, jakymi otdzkami se budeme za-

byvat.

Priklad 2.1:
Méame vypocitat proudy

in k=1,...,6,

ve vSech vétvich elektrického obvodu na
Obr. 2.34, kde hodnoty odporti R, a
zdroju Uy jsou dany vztahy

Ry, = k[Ohm| a Uy = 4k[Volt].

Obr. 2.34: Obvod k ptikladu 2.1

ReSeni: Pouzijeme Ohmiv zékon o bytku napéti na odporu: U = Ri a dva Kirchho-
ffovy zakony, smyckovy a uzlovy, které fikaji, ze algebraicky soucet (s ptfihlédnutim ke
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znaménku) vSech napéti v kazdé uzaviené smycce je roven nule a algebraicky soucet
vsech proudti v kazdém uzlu je roven nule. Plati tedy

11 219 —di5 = —24
11 21y —3iz +4iy = 24
22.2 - 323 —626 - - 20

—3i3 +4iqy +5i5 = 48

1 —ig i = 0
—ip  +io +ig = 0
—iQ —ig —i5 — 0

’i3 +Z4 —’iﬁ — 0

Mame celkem 9 rovnic pro 6 neznamych; jindy se muze stat, ze pocet rovnic je mensi
nez pocet neznamych. Obvykle jsme zvykli na stejny pocet rovnic jako neznamych a to
nejvyse ¢tyri. V inzenyrské praxi, napt. pii feSeni problémi metodou kone¢nych prvki,
se vyskytuji soustavy s nékolika desetisici rovnic.

Jisté jsme vzali v ivahu zbytecné mnoho rovnic — v Teoretické elektrotechnice se dozvite,
jak vybrat pravé tolik rovnic, kolik k feseni problému potiebujeme — pro nasi cisté alge-
braickou motivaci uvazujeme rovnice vSechny, abychom naznacili matemetické prostredky,
pomoci nichz se potfebny pocet rovnic dostane.

Nasi soustavu budeme fesit tzv. Gaussovou eliminacéni metodou, o které podrobnéji
pohovorime v odstavci 2.46. Postupnymi tpravami vyeliminujeme proménnou ¢; ze vSech
rovnic s vyjimkou prvni, proménnou iy ze vSech rovnic s vyjimkou druhé (eventudlné
prvni) atd. P¥itom vznikl4 soustava musi byt ekvivalentni s ptivodni soustavou, tj. kazdé
feSeni soustavy pred tpravou musi byt FeSenim soustavy po upravé a naopak.
Povolenymi tipravami ziejmé jsou:

a) zaména pofadi rovnic v soustaveé,

=3

zameéna poradi ¢lend s neznamymi v rovnicich,

@)

o,

pripocteni ke kterékoliv rovnici libovolnych nasobkt jinych rovnic,

e

)

)

) vynésobeni kterékoliv rovnice libovolnym nenulovym ¢islem,

)

) vynechani rovnice, ktera je souc¢tem libovolnych nasobkt jinych rovnic.

7 posledniho pravidla plyne, Ze lze vynechat tzv. nulovou rovnici, tj. rovnici tvaru
0.2y +0.29 + --- 4+ 0.z, = 0, a také ze vSech stejnych rovnic ponechat jen jednu.
Pravidla a) — e) jsou tzv. Gaussovy elementdarnt dupravy soustavy rovnic.

Pouzijeme tato pravidla na nasi soustavu:
Proménnou 7; zfejmé vyeliminujeme z 2. az 9. rovnice takto: od 2., 3. a 6. rovnice odecteme
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1. rovnici, k 7. rovnici pricteme 1. rovnici, 4., 5., 8. a 9. rovnici ponechame. Dostaneme
soustavu:

11 +2ip —di5 = —24
—3ig +4iy +5i5 = 48

222 —323 —626 — —20
30y +4iy +5is = 48

—2iy —iy +615 = 24
322 —525 +26 == —24

—’i2 —’ig —i5 - 0

’i3 +Z4 —iﬁ — 0

Podobné budeme postupovat pii eliminaci proménné i, ze 3. az 9. rovnice —
provedeme upravy: 1.,2.a 3.rov. ponechat, 4.rov.+2.rov., 5.rov.ponechat, 6.rov.-2.rov.,
7.rov.+3x2.rov., 8.rov.-1 x2.rov., 9.rov. ponechat.

Vzniklou soustavu napiSeme tspornéji — budeme zapisovat pouze koeficienty u jednotli-
vych proménnych, které jiz vypisovat nebudeme; napiseme je do zahlavi:

’il ig ig ’i4 ?:5 i6 ==

1 2 0 0 -5 0 —24
0 -2 0 4 5 6 68
0 0 -3 4 5 0 48
0 0 -3 4 5 0 48
0 0 -3 4 5 0 48
0 0 0 -5 1 —6 —44
0o 0 0 6 5 10 78
o 0 -1 -2 -1 -3 —34
o 0 1 1 0 -1 0

Vynechdme 4. a 5. rovnici (jsou stejné jako tfeti rovnice). Analogickym postupem elimi-
nujeme dal§i proménné — zavérem dostaneme (povSimnéte si prehozenych sloupcti u pro-
ménnych iy a is):

’il ig ig ’i5 14 g —

1 2 0 -5 0 0 —24
0 -2 0 5 4 6 68
0 0 -3 5 4 0 48
0o 0 0 1 -5 -6 —44
o 0 0 0 37 50 376
0 0 0 0 0 601 2116
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coz odpovida soustavé rovnic

i1 +2iy —5is - —24
— 2, +5i5 +4iy +6ig = 68
—3iy +5is +4iy = 48

+is —bBiy —6ig = —44

37iy +50ig = 376

60lis = 2116

Tuto soustavu, o které rikdme, ze ma Gausstuv tvar, jiz dovedeme snadno fesit
postupné od posledni, ze které vyjadiime ug:

ig = 248 ~ 3 521

Vypocitanou hodnotu dosadime do predposledni rovnice a vyjadiime ,4:

8Tiy = 376 — 50is = 376 — 50 - 3% = HH

in = 3288 ~ 5,404

Analogicky postupné dostaneme

is = 292 ~ 4146

S 1132

iy = —482 1883
S 1360 ~

g = —%o1 ~ —2,263
s 756

11 = 601 1,258

Gaussova elimina¢ni metoda, kterou jsme soustavu ftesili, se skladala ze dvou casti:
Z prevodu soustavy na ekvivalentni soustavu v Gaussové tvaru (to je tzv. primy chod)
a z FeSeni této soustavy (tzv. zpétny chod).

V obecném ptipadé by pfi feSeni soustavy rovnic Gaussovou elimina¢ni metodou mohly
nastat tyto specalni ptipady:
e Néktery radek ma tvar

i, iy i3 iy d5 ig =
00000 O a

kde a je cislo rtizné od nuly. To by ovSsem znamenalo, Ze v soustavé mame rovnici
0.7 +0.5 +0.43 +0.4 —+0.45 +0.26 = a
a tato rovnice jisté nema feseni. Tedy v tomto pfipadé nema Teseni celd soustava.

e V Gaussové tvaru soustavy je méné rovnic nez neznamych — naptiklad pét rovnic
pro Sest neznamych. Potom by se za posledni proménnou dalo dosadit libovolné ¢islo
(napf. k) a provést zpétny chod — soustava by zfejmé méla nekoneéné mnoho feseni
zavislych na vybéru cisla .
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Obecné tedy muze mit soustava bud jedno, nebo zadné, nebo nekoneéné mnoho Freseni.
V nasem prikladu ma soustava jedno feSeni, jak se dalo ocekavat z fyzikalni podstaty
feSeného problému.

Pf1i feSeni nasi ulohy jsme zjistili, Ze nemusime stale pracovat s celou soustavou rovnic,
ale stac¢i upravovat pouze systém koeficienti a pravych stran usporadanych do radku a
sloupci — tzv. matict soustavy. Tento pojem zavedeme v dalsim textu.

2.1 Aritmetické vektory

Nejdrive si v§imneme ,,jednotfadkového schématu®, tedy usporadané n-tice ¢isel; zavedeme
mezi nimi aritmetické operace, analogické operacim s ¢isly, a budeme studovat dalsi jejich
vlastnosti.

Zakladni pojmy, aritmetické operace

Definice 2.2: Necht n je néjaké prirozené ¢islo.
Usporadanou n-tici redlnych ¢isel a = (aq,aq,as, ..., a,) nazyvime n-rozmérnym arit-
metickym vektorem.

Cislo a;,i = 1,...,n se nazyva i-td sloZka vektoru a .

O dvou vektorech a,b fikdme, Ze se rovnajt a piseme a = b , pravé kdyz se rovnaji
jejich odpovidajici si slozky, tedy kdyz plati a; = b; Ve.

Souctem a + b dvou n-rozmérnych vektori o slozkach a;, b; nazyvame vektor c o slozkach
C = a; + bz Vi.

Soucinem aa realného ¢isla a s n-rozmérnym vektorem a o slozkach a; nazyvame vektor
d o slozkach d; = aa;, 0 =1,...,n.

Vektor, jehoz vSechny slozky jsou rovny nule, nazyvame nulovym vektorem a znacime o.
Misto (—1)a piSeme —a a misto a + (—b) piSeme a — b a tento vektor nazyvame rozdilem
vektoru a, b.

Mnozinu v8ech realnych n-rozmérnych aritmetickych vektori, v niz jsou definovany uve-

dené operace seCitani a nasobeni ¢islem, nazyvame n-rozmérnym aritmetickym
vektorovym prostorem V), nad oborem realnych cisel.

Snadno provérime nasledujici tvrzeni:

Veéta 2.3:  Pro operace v aritmetickém vektorovem prostoru plati nasledujici pravidla:

l.a+b=b+a, (a+b)+c=a+ (b+c) (komutativita a asociativita secitini)
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2. ezistuje takovy vektor o (je to nulovy vektor), Zea+ o0 = a

ala+b)=ca+ab
3. (distributivita ndsobeni ¢islem)
(o + fla=aa+ fa

4. a(fa) = (af)a, Da=o0, ao=o0
5. rovnost aa = o nastane, prave kdyZ o =0 nebo kdyZa = o

6. —(ca) = (—a)a = a(—a)

Dukaz se provede vyuzitim vlastnosti operaci s ¢isly; napft:

1. Necht a = (a1, a2, ... an), b = (b1, b2, ... by). Potom
a+b= (a1 +b1,a2+b2,... an +bn) = (b1 + a1, b2 + az,... bn + an) = b + a, protoze vyraz aj, + by je soudet
¢isel, pro ktery plati komutativni zdkon.
Analogicky budeme postupovat pti diikazu platnosti asociativniho zadkona pro soucet aritmetickych vektora vyuzitim
asociativniho zakona pro soucet Cisel — jednotlivych soutradnic.

2. Necht o = (01, 02, ... on). Potom plati
at+o=a <& (a1+o01,a2+02,...an+0,)=(a1,a2,...a,) &
a1 +o01=a1, azg+02=a2, ... ap +0np =an = 01 =02 ="'+=o0n =0,

tedy o je nulovy vektor.

Zbylé casti véty dokazte podobné jako cviceni.

Definice 2.4:

1. Skalarnim soucdinem u-v dvou n-rozmérnych vektoru o slozkach wu;, v;,
1t =1,2,...,n, nazyvame ¢islo definované vztahem

UV = UV + UV2 + * + - + UpVp.

2. Plati-li pro u,v € V,;: u- v = 0, fekneme, Ze u a v jsou ortogondlni. (Jedna se o
zobecnéni pojmu ,kolmost*.)

3. Systém vektort uy, us, ..., u; € V, se nazyva ortogonalni systém vektor, jsou-li
tyto vektory po dvou ortogonalni. Plati-li navic u; - u; = 1V, fikdme, Ze systém je
ortonormalni.

Priklad 2.5:
a) Necht a = (1,0,—-2), b = (3,2,0). Potom
a+b=(4,2,-2),3a=(3,0,—6) a a-b=23.
b) Systém vektoru {i, j, k}, kde i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0, 1), tvoii zfejmé

ortonormalni systém vektor.
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Vektory ve fyzice, geometricka reprezentace

Obvykle se poprvé setkame s pojmem vektoru v néjakém fyzikalnim kontextu — pii stu-
diu mechaniky, elektrickych a magnetickych poli atp. Zde se studuji vektory v dvoj- a
troj-dimenzionalnim prostoru a odpovidaji sile, rychlosti, pozici ¢astice atd. Maji jednak
velikost, jednak smér; mohou byt zvétSovany (zmensovany) pomoci multiplikativniho fak-
toru, secitany pomoci rovnobéznikového pravidla; mezi vektory je definovan skalarni a
vektorovy soucin atd.

Urcujici charakteristiky fyzikalniho vektoru — velikost a smér — motivuji jeho reprezentaci
pomoci orientované tsecky, nebo ,Sipky“, kde jeji délka urcuje velikost vektoru; povsim-
néme si, ze umisténi vektoru zde neni specifikovano.

Pro geometrickou interpretaci uvazujme trojrozmérny vektorovy prostor — vSechny uspo-
radané trojice redlnych cisel — a intuitivné jej chapejme jako prostor bodt v prostoru,
kde slozky trojice udavaji soufadnice bodu v nékteré souradné soustavé. Fyzikalni vektor
v = (v1, v9, v3) potom bude systém vSech orientovanych tsecek, které jsou rovnobézné a
stejné dlouhé jako orientovana tsecka s pocatecnim bodem v pocatku zvolené souradné
soustavy a s koncovym bodem v bodé o soufadnicich [vy, vy, vs].

Linearni zavislost, baze, souradnice vektoru

Definice 2.6:

e Rekneme, ze vektor a € V, je linearni kombinact vektoru ai, as,...,a; z V,,
existuji-li takova ¢isla aq, ao, ..., a4 , Ze plati

a=oa +oag + -+ qgay.

e Rekneme, Ze vektory ay, as, ..., a5 z V), jsou linedrné zavislé, jestlize alespon jeden
z nich je linearni kombinaci ostatnich. Nejsou-li vektory aj, as,...,a; z V), linedrné
zavislé, potom fikdme, Ze jsou linearné nezavislé.

V predchozi definici jsme nepfedpokladali nenulovost ¢isel aq,as, ..., ax, tedy nékterd
z nich, nebo dokonce vSechna tato ¢isla mohou byt rovna nule.

Tedy ziejmé libovolna k-tice vektort obsahujici nulovy vektor je pro k£ > 1 linearné za-
visla; pro tplnost dodefinujeme tento pojem i na pfipad k = 1 — jeden vektor o budeme
povazovat za linedrné zavisly.

Piiklad 2.7: Necht a = (3,1,0),b=(-1,0,2),c = (7,2,-2).

Vektory a, b, ¢ jsou linearné zavislé, protoze ¢ = 2a — b.

Naproti tomu vektory e; = (1,0,0),es = (0,1,0,),e3 = (0,0,1) jsou ziejmé linedrné
nezavislé.

Snadno ukazeme, ze plati nasledujici véta:
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Veéta 2.8:  Vektory ay,as,...,a; 2z V, jsou linedarné zdavisle, prave kdyzZ existuji cisla
01, Ba, - .., OBk takovd, Ze alespor jedno z mich je ruzné od nuly a plati
fray + Brag + -+ + frag = o.

Dukaz: Necht jsou vektory aj,az,...,ag linedrné zavislé. Pro k = 1 je a; = o a to je zavisly vektor.
Necht k& > 1. Podle definice je jeden z nich linearni kombinaci ostatnich; necht je to napf. a;. Tedy

a] = azaz2 + ... + agag < —aj +a2az + ... +agap = 0.

Staci tedy polozit a; = 8; pro ¢ # 1, 1 = —1.

Opacné tvrzeni se dokdze analogicky; provedte jako cvideni.

Definice 2.9: Libovolnou uspofaddanou n-tici (aj, as, ..., a,) tvofenou n linedrné neza-
vislymi vektory z V,, nazyvame bazi vektorového prostoruV, .

Nejjednodussi takovou bazi je systém vektoru (eq, ey, ..., e,), kde
er=(1,0,...,0),es=(0,1,0,...,0),...e, = (0,0, ...,0, 1),

tedy vektory e; jsou dany usporadanymi n-ticemi (0, ...,0, 1, 0, ...,0), kde 1 je na i-tém
misté. Tato baze se nazyva kanonicka.

Vektory kanonické baze tvofi linedrné nezavisly systém; utvorime-li jejich libovolnou li-
nearni kombinaci e + azes + ... + aye,, dostaneme vektor (aq, ao, ..., a,), ktery je
roven nulovému vektoru pouze v piipadé a; = s = -+ = a,, = 0 a to podle véty 2.8
znamena, ze dané vektory jsou linearné nezavislé.

Existuji samoziejmé i jiné baze nez kanonicka:

Priklad 2.10: UkaZeme, Ze systém vektoru
B = (vy, ve, v3), kde wvy=(1,1,1), vo=(0,1,1), v3 = (0,0, 1),

tvori bazi aritmetického vektorového prostoru Vs.

ResSeni: Protoze n = 3 a vektory jsou t¥i, staci provéfit jejich linedrni nezévislost.

Predpokladejme, Ze existuji ¢isla a, b, ¢, kterad nejsou soucasné vsechna rovna nule, tak ze

plati avy + bvs + cvs = o, tedy
a(l,1,1)+b(0,1,1)+¢(0,0,1)=(a,a+b,a+b+c)= (0,0, 0).

Usporadané trojice ¢isel nalevo i napravo posledni rovnosti se musi rovnat, tedy plati

a = 0
a+b =0 = a=b=c=0 =
a+b+c 0
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dané vektory jsou linearné nezavislé, tvori bazi aritmetického vektorového prostoru Vs.

Dilezitost existence baze v aritmetickém vektorovém prostoru ukazuje nasledujici véta:

Véta 2.11:  Necht (aj,aq,...,a,) je libovolnd bdze vektorového prostoru V,. Potom
kazdy vektor a z prostoru V, je linearni kombinaci vektoriu z této baze, tj. existuji cisla
a1, Qo, ..., o, takovad, Ze plati

a=a; +asas + -+ aya,.

Dukaz bude trividlni az se sezndmime s analyzou feSitelnosti soustav linearnich rovnic.

Definice 2.12: Cisla oy, a9, ...,a, z véty 2.11 se nazyvaji souradnice vektoru a
vzhledem k bazi (a;, ay, ..., a,).

V pfipadé kanonické baze je zfejmé i-ta soufadnice daného vektoru a = (ay, ag, ... a,)
prave cislo a;.

Piiklad 2.13: Najdéme soufadnice vektoru a = (1, 2, —1) vzhledem k bézi B z pfi-
kladu 2.10.

Reseni: Hledame ¢isla a, b, ¢ pro kterd plati

a=(1,2, —1)=a(l,1,1)+b(0,1,1)+c(0, 0, 1).

Hledana c¢isla budou fesenim soustavy

a = 1
a+b = 2 = a=1,b=1, ¢=-3.
a+b+c = —1

Piseme ap = (1, 1, —3).

Podprostory

Jestlize geometricky interpretujeme prostor trojic redlnych cisel tak, jak jste zvykli ze
stfedni skoly, jako prostor bodt, kde trojice udava soutadnice bodu v néjaké souradné
soustavé, existuji zde nékteré trojice — body, které lezi v roviné; jestlize uvazujeme vsechny
body, které vypliuji nékterou rovinu, dostaneme mnozinu, ktera je v jistém smyslu také
vektorovym prostorem. To néas vede k nasledujici definici:
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Definice 2.14: Neprazdnou podmnozinu W vektorového prostoru V), nazveme pod-
prostorem prostoru V), , jestlize pro kazdé dva prvky u,v € W a kazdé cislo « je
u+veWaaue W —tj. kdyz podmnozina W je uzaviena k piislusnym operacim.

V tomto pfipadé pisSeme W C V,.

Uvazujme podmnozinu W C Vs, pro kterou plati W = {(x1, x2, 0)| 21,22 € R} — mno-
zinu trojic redlnych c¢isel, jejichz tfeti soufadnice jsou nulové. Snadno se ukaze, ze W je
podprostor Vs (ukazte jako cviceni). Pfi geometrické interpretaci zminéné v tvodu této
¢asti se jedna o ,soutadnou rovinu zy“.

Vektory e;, ey jsou ziejmé linearné nezavislé a dale pro kazdy aritmeticky vektor v € W
plati

v = (v1, ve, 0) = v1(1, 0, 0) + v2(0, 1, 0) = vie; + vaey,

kazdy vektor z W lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektori e, es.

Tedy maximalni mozny pocet linearné nezavislych vektorit podprostoru W je 2, ptitom
podle nasi geometrické interpretace jej chapeme jako rovinu, a ta je dvojrozmérna. Déle
je prirozené chapat systém (e;, e;) jako bazi podprostoru W. To nas vede k néasledujici
definici:

Definice 2.15: Bud WL V,.

1. Maximalni pocet linedrné nezavislych vektorit podprostoru W se nazyva dimenze
podprostoru W; znac¢ime dim W.

2. Libovolny systém k linedrné nezévislych vektord, kde k£ = dim W, se nazyva baze
podprostoru W.

Poznamka: Protoze jisté plati V, C V,, je dimV,, = n.

Velmi diilezitou aplikaci pojmu podprostoru a jeho dimenze uvidime v kapitole o feSeni
soustav linearnich rovnic.

Uvazujme v trojrozmérném prostoru dvé roviny prochézejici poc¢atkem — dva dvojroz-

mérné prostory. Jejich prinikem je pfimka (prochazejici poc¢atkem), tedy také podprostor,
a to jednorozmérny. Stejna situace plati u obecnych aritmetickych prostorti:

Véta 2.16:  Prunik libovolného neprdzdného systému podprostori vektorového prostoru
V.. je opét podprostorem prostoru V,.

Dukaz plyne pfimo z definice podprostoru.
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Nyni jiz mtzeme zavést velmi diilezity pojem tzv. linearniho obalu mnoziny:

Definice 2.17: Bud M podmnozina vektorového prostoru V,,.

1. Pranik W vSech podprostorti prostoru V,, obsahujicich mnozinu M nazyvame line-
arnim obalem mnoziny M a znacime (M). Je-li M = {uy,uy, ..., ux}, pak misto
({uy, vy, ...,u;}) budeme psat (u;, us, ..., u).

2. Podmnozina M se nazyva mnoZinou generatoru prostoru VW. Budeme téz fikat,
ze mnozina M generuje WW.

Tedy linearnim obalem dané mnoziny je nejmensi vektorovy prostor obsahujici prvky dané
mnoziny — generatory; k dané mnoziné musime tedy dodat soucty kazdych dvou prvka
dané mnoziny a kazdy nasobek prvki dané mnoziny, jestlize je jiz neobsahovala. Specidlné
je tfeba pridat nasobek nulou, tedy nulovy vektor.

Souhrnnou charakteristiku podprostorti generovanych podmnozinami vektorového pro-
storu V,, dava nasledujici véta:
Véta 2.18: Bud M podmnoZina vektorového prostoru V,. Pak plati:

1. je-li M =0, je (M) = {o},

k
2. je-li M # 0, pak (M) je mnoZina vSech linedrnich kombinaci Y a;u;,

=1
kde w; € M, i =1,2,... k.

Hodnost systému vektoru

V dal$im textu, pii studiu matic a determinant, budeme pomoci jistych ,transformaci®
prevadét systém vektort (fadky matice) na jiny, jednodussi, pfi¢emZ budeme pozadovat
zachovani vlastnosti systému z hlediska linearni nezavislosti. Proto uvedeme jesté nasle-
dujici definici:

Definice 2.19: Necht jsou dany dva systémy vektort z V,:
M ={ug,uy,...,u}, M' = {u'y,u'y,....,u';}.

Rekneme, ze M’ vznikne z M elementarni transformaci, jestlize existuje index i tak,
v . .. _ i , , . , s s ~ z.
ze pro j # i je uj = u'; a dale plati jedna z nasledujicich moznosti:

e da # 0 tak, Ze plati u’; = au; — vynasobeni jednoho vektoru nenulovym ¢islem;

e dk # i tak, Ze plati u’; = u; + u, — pfipocteni jiného vektoru k danému.
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Véta 2.20: Budte M = {uj,uy,...,u,}, M' = {u'y,u's,...,u'y} dva systémy vektori
2V, a necht M' vznikne z M konecnym poctem elementdrnich transformaci. Potom vek-
tory z M’ jsou linearné nezavislé, pravée kdyz vektory z M jsou linedrné nezdvislé.

Dukaz provedeme pro piipad tfi vektorit A = {u, v, w}, pfi obecném poctu by postup byl analogicky, ovsem zépis
nepiehledny. Postup lze zobecnit matematickou indukci.

1. Necht systém A je linedrné nezavisly, tedy au+bv+cw=o & a=0Ab=0Ac=0.

a) Uvazujme systém A’ = {u’, v/, w'}, kde u’ = au, a # 0, v/ = v, w/ = w, a predpoklddejme, ze A’ je
linedrné zavisly systém. Existuji tedy takova ¢isla a’, b’ ¢/, kterd nejsou vesmés nulova, e plati a’ u’ +b' v/ +
dw' =o. Ale

du +bv +dw =dau+bv+dw=o0 da=0Ab =0Ac =0(a#0),

protoZe systém A je linedrné nezavisly, tedy musi platit a’ = 0A b =0A ¢’ =0 a to je spor s predpokladem
A’ je linedrné zavisly.

b) Uvazujme systém A’ = {u’, v/, w'}, kde u' = u+ v, v = v, w/ = w a predpoklddejme, ze A’ je linearné
zévisly systém. Existuji tedy takova &isla a’, b’ ¢/, kterd nejsou vesmés nulova, ze plati a’ u’ +b' v/ +c’ w’ = o.
Ale

du +bv +dw =d (u+v)+bv+dw=du+(d +¥)v+w=o0
a =0Aad +b =0AC =0,
protoze systém A je lineadrn& nezavisly, tedy musi platit a’ = 0AbY =0Ac’ =0 a to je spor s piedpokladem
A’ je linedrné zavisly.
2. Necht systém A je linedrné zavisly, tedy jeden z vektort systému lze vyjadiit jako linedrni kombinaci zbyvajicich.
Necht napt. w =au+bv.

a) Uvazujme systém A’ = {u/, v/, w'}, kde u’ = au, a # 0, v = v, w/ = w. Potom

1
w =w=au+bv=a—u +bv =
«

systém A’ tvori linedrné zavislé vektory.
b) Uvazujme systém A’ = {u’, v/, w'}, kde v’ =u+v, v =v, w = w . Potom
w=w=au+tbv=au —v +bv =au' +(b—a)Vv/ =

systém A’ tvoii linedrné zavislé vektory.

Definice 2.21: Necht je dan systém {aj, ay, ..., a, } libovolnych vektort z V,. Jestlize
v systému existuje h linearné nezavislych vektori a ne vice, potom ¢islo h nazyvame
hodnosti systému.

Priklad 2.22: Hodnost systému vektorid a, b, ¢, kde
a=(3,1,0),b=(-1,0,2),c = (7,2, -2),

je rovna dvéma, protoze vektory a,b jsou linedrné nezavislé, zatimco (jak jiz vime, viz
ptiklad 2.7) vektory a, b, ¢ jsou linedrné zavislé.
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Shrnuti

V tomto odstavci jsme zavedli pojmy:

n-rozmeérny aritmeticky vektor: usporadana n-tice realnych cisel,
soucet vektori a soucin vektoru s ¢islem: provadi se po slozkach,

aritmeticky vektorovy prostor: mnozina vSech n-rozmérnych aritmetickych vektori
s operacemi souctu a nasobeni ¢islem,

n
skalarni souc¢in dvou vektorti: ¢islo, pro které plati u-v = > w;v;,
i=1

linearni kombinace vektori: «ja; + asas + -+ agag, a; € V,, oy € R, i =
1,...,k,

linearni zavislost resp. nezavislost vektorii: systém vektori je zavisly, mizeme-li
jeden z téchto vektort vyjadrit jako linearni kombinaci ostatnich; je nezavisly, neni-
li zavisly,

béaze vektorového prostoru V,:  uspotradana n-tice linearné nezavislych vektori,

soufadnice vektoru vzhledem k bazi:  koeficienty v té linearni kombinaci vektort
baze, ktera je rovna danému vektoru,

podprostor: podmnozina uzaviena k operacim souctu vektort a nasobeni ¢islem,
dimenze: maximalni pocet linedrné nezavislych vektori
Y

linedrni obal mnoziny: nejmensi vektorovy prostor obsahujici prvky dané mnoziny
(generatory),

hodnost systému vektorti:  pocet linedrné nezavislych vektorti v systému.

Otazky a ulohy

1.
2.

Co je aritmeticky vektor dimenze n?

Co je aritmeticky n-rozmérny vektorovy prostor?

Jaké jsou pravidla pro aritmetické operace s aritmetickymi vektory?
Co je skalarni soucin dvou aritmetickych vektora?

Co znamend, ze vektory aq, as, ..., ai jsou linearné zavislé? Co znamena, ze jsou
linedrné nezavislé?

Necht A = {uj, uy,...,u} je systém n-rozmérnych aritmetickych vektorti. Provéite
nasledujici tvrzeni:
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a) Jestlize systém A obsahuje dva stejné vektory, je linedrné zavisly.

b) Jestlize systém A obsahuje nulovy vektor, je linedrné zavisly.

c) Jestlize systém A obsahuje dva vektory, z nichZ jeden je nésobek druhého, je
linedrné zavisly.

d) Jestlize ¢ast systému A je linedrné zavisla, je cely systém linedrné zavisly.

e) Jestlize plati k > n, je systém A linedrné zavisly.

7. Necht {uy,uy,u3} je linearné zavisly systém nenulovych vektorii a necht se vektor
u3 neda vyjadrit jako linearni kombinace vektort uy, us. Ukazte, ze v tomto pripadé
je vektor u; nasobkem vektoru us,.

8. Co je to baze aritmetického vektorového prostoru?
9. Co jsou to soutfadnice vektoru vzhledem k dané bazi a jak je uréujeme?

10. Jak definujeme podprostor aritmetického vektorového prostoru a co je to dimenze
a baze podprostoru?

11. Co je to linearni obal systému vektort?
12. Co je hodnost systému vektorii a pfi jakych tpravach se hodnost systému neméni?

13. Ukazte, ze systém vektori u, v, w ma stejnou hodnost jako systém vektort
u-+v,v+w, w-+ u.
Cviceni
1. Zjistéte, zda plati u = v, je-li

a) u=(1,1,1),
c) uz(ﬂ,m?,l),

(1,1,1,1) b) u=(3,6,9), v=(3,610)
= (m,V2,7,1) d u=(3,3,3,3), v=(2,272,2)

\%
\%

2. Necht u; = (1, 3,5), up = (3,5, 1), ug = (1, 5, 3), uy = (3, 5, 1). Které z téchto
vektorti se sobé rovnaji?

3. Najdéte = a y resp. z tak, aby platilo
a) (,3)=(2,z+vy) b) (22,3,y) = (4,x+2,22) ¢)z(1,1)+y(2,—1) = (1,4)
4. Necht u= (2, -7,1), v=(-3,0,4), w= (0, 5, —8). Najdéte
a) u+v b) v—w ¢c) 3u—4v  d) 2u+3v-—bw
5. Najdéte aritmeticky vektor x tak, aby platilo u + x = v, je-li

a)u=(3,2,-1), v=(3,4,5) b u=
c)u=(-2,3), v=(2,0,1) du=
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6. Zjistéte, zda jsou dané systémy vektoru linearné nezavislé nebo zavislé. Vyjadrete
vektor v = (2,5) jako linearni kombinaci vektori uy, us resp. uy, uy, ug v kazdém
z pripadi a),b), ¢), je-li to mozné:
a) u =(3,2), =(1,8) b) u = (4,1), uy=(12,3)
c) u =(3,5), =(2,2), uz=(1,4)

7. Zjistéte, ktery z danych systémt vektort uy, us resp. uj, us, ug tvori bazi prislus-
ného aritmetického vektorového prostoru a najdéte souradnice daného vektoru v
vzhledem k této bazi:

a) v=(1,4), w = (1, 1), u = (2, -1)
b) v=(1,-2,5), w = (1,1, 1), u, = (1, 2, 3), uz; = (2, -1, 1)
c) v=(2,3, =5), u = (1, 2, =3), u, = (2, -1, —4), us = (1,7, =5)

8. Najdéte vSechny hodnoty A, pro které lze dany vektor v vyjadrit jako linearni kom-
binaci vektort uy, us, us :

a) v=(8 =8\, w = (3,2, 1), u, = (1,0, 7), us = (2, =5, 3)
b) v=(53, 1), w = (1,0, 2), u, = (0, 1, 1), us = (4,1, 9)

c) v=(1,3,5), w = (1, 3, 4), w = (2, 8, —2), uz = (3, 1, \)

d) v=(\6,T7), w = (1, 4, 5), uy = (3, 8, 10), us = (0, —4, —5)

9. Vypocitejte skalarni soucin u - v, je-li

a) u= (2, -3,6), v=(8,2, —3),
b) u= (1, =8,0,5), v=(3, 6, 4).
10. Necht u= (3,2, 1), v= (5, —=3,4), w= (1, 6, —7). Provéite, Ze plati
(u+v) - w=u-w+v-w.
11. Necht u=(1, 2, 3, —4), v = (5, —6, 7, 8) a k = 3. Provéite, Ze plati
k(w-v) = (ku)-v=u-(kv).
12. Najdéte vSechny dvojice vektori u = (a, b), v = (¢,d), které tvori ortonormalni
systém.
Vysledky

. a)b)c)d) ne.

2. uz = uy;

ca)z=2,y=1,b)z=2y=2,z2=1,¢c) =3,y = —1;

.a) (-1,-7,5), b) (-3,-5,12),

c) (18, —21,—13), d) (=5, —39, 54);

737%)77 %7 777223)7 C) nelze, d) (_17_37107_3);

.a)nez., v= %ul + %ug, b) zav., nelze, ¢) zav., v = 0u; + %ug + us;

. a) ano, v = 3u; — ug, b) ano, v = —6u; + 3uz + 2us, c) ne, uz = 3u; — ug;

1
3
4
5. a) (0,2,6), b) (
6
7
8

. a) lib., b) A =13, ¢) XA # 52, d) zadné; 9 a) -8, b) nelze.
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2.2 DMatice

Nyni se budeme zabyvat obdélnikovymi schématy cisel, s kterymi jsme pracovali v ivodu
k linearni algebie — maticemi. Prvni odstavec bude seznamem dtlezitych pojmii tykajicich
se matic; budou nam slouzit pro jednodussi vyjadfovani pii praci s nimi:

Zakladni pojmy
Definice 2.23: Soubor

;. a2 - ai; - Qip
Q21 Q22 -+ Q25 -+  Q2p
aix1 Q2 Qi Qip

L Am1 Gm2 *° Amy - Gmn

m - n Cisel nazyvame matict typu (m,n).
Matice budeme oznacovat velkymi tuénymi tiskacimi pismeny, nebo také symbolem (a;;)7,.

Cisla a;; se nazyvaji proky matice,
aritmeticky vektor (a;1, a;o, ..., a;,) nazyvame i-tym radkem matice,
aritmeticky vektor (aq;, agj, ..., @) nazyvame j-tym sloupcem matice.

Prvky a;, i=1,...,k, k= min(m,n), tvofi tzv. hlavni diagondlu matice
A = (aij) -

Je-li m < n (matice A mé nanejvys tolik fadkt kolik sloupcii), vSechny prvky v hlavni
diagonale matice A jsou rtizné od nuly a vSechny jeji prvky pod hlavni diagonalou jsou
nulové, fikdme, ze matice A je v Gaussové tvaru ( gaussovskad).

Jestlize jsou vSechny prvky matice typu (m,n) nulové, potom ji nazyvame nulovou ma-
tict typu (m,n) a oznacujeme O, nebo jen O.
Plati-li pro matici A = (a;;)!, m = n, fikdme, Ze matice A je ¢tvercovd radu n.

Ctvercovou matici, jejiz viechny prvky nelezici na hlavni diagonéle jsou nulové, nazyvame
diagondalnt matici.

Jsou-li vSechny prvky v hlavni diagonéle diagonélni matice rovny jedné, nazyvame ji
jednotkovou matict radu n a zna¢ime E,,, nebo krétce E.

Jestlize jsou ve ¢tvercové matici v8echny prvky pod (resp. nad) hlavni diagonalou rovny
nule, nazyvame ji horni (resp. dolni) trojihelnikovou matici.

Ctvercovd matice A = (a;;)", pro jejiz viechny prvky plati a;; = aj; (resp. a;; = —aj;) ,
se nazyva symetrickd (resp. antisymetricka).
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Nechf je dana matice A = (a;;). Matici, kterou ziskdme z matice A vynechanim nékte-
rych fadka event. sloupcti, nazyvame submatict matice A.

Matici, kterou ziskdme z matice A vynechanim j-tého fadku a k-tého sloupce, nazyvame
submatict matice A prislusnou k prvku aj; a budeme ji oznacovat symbolem A j;.

Priklad 2.24: Pro matici

@11 a2 Q13
A= Q21 Ag22 A3

a31 dazz G33
je
Q22 A23 Q21 Q22 a11 Aa12
A—ll - |: ) A13 - ) A33 -

a3z a33 a1 Q22

Transponovana matice

Definice 2.25: Necht je dana matice A = (a;;)1, typu (m,n). Matici B = (b;;)!" typu
(n,m) , pro jejiz prvky plati

by =au, i=1,2..n j=12 .m,

nazveme matici transponovanou k matici A a oznacujeme ji AT.

Priklad 2.26: Je-li

2 -3
A:{_gig},jeAT: 5 1
0 5

Je-li A symetrickd matice, plati ziejmé AT = A.

Kazdy aritmeticky vektor x dimenze n lze zfejmé povazovat za jednoradkovou matici typu
(1,n) nebo za jednosloupcovou matici typu (n,1). Pro nase ucely je vyhodnéjsi chapat
vektory jako matice sloupcové, tedy

15

Nékdy budeme v dalsim textu pro jednoduchost psat, tak jak jsme zavedli,
X = (SE17$27. t 7xn>

bude-li z kontextu ziejmé, chapeme-li vektor jako matici jednoradkovou nebo jednosloup-
covou.



Matematika 1 79

Aritmetické operace

Definice 2.27: O dvou maticich A = (a;;)1, B = (b;;)!, fikame, Ze se sobé rovnajt,
a pisSeme A = B, jestlize jsou téhoz typu a odpovidajici si prvky se rovnaji, tj. plati-li

a;=b; Yi=12..m, j=12...n

Souctem dvou matic A = (a;;)r,B = (b;;)5, stejného typu (m,n) rozumime matici
C = (c;y)n, typu (m,n) takovou, ze ¢;; = a;; + b;;. PiSeme C = A + B. Soucet matic
riizného typu se nedefinuje.

Soucinem ¢isla o s matici A = (a;;);, rozumime matici C = (¢;;)r, takovou, Ze
¢;; = aa;j. Piseme C = aA. Misto (—1)A piSeme —A a misto A + (—1)B piSeme A — B

a tuto matici nazyvame rozdilem matic A, B.

Priklad 2.28: Nechf jsou dany matice

3 4 2 1 -1 2
A=| -1 2 3 B=]2 1 -2
2 1 4 3 2 1
Potom
4 3 4 2 5 0 6 8 4
A+B=1]1 31 A—-B=| -3 1 5 2A=| -2 4 6
5 3 5 -1 -1 3 4 2 8

Véta 2.29:  Pro secitani matic a pro nasobeni matice cislem plati ndsledujici pravidla:

. A+B=B+A (komutativita souctu)
2. (A+B)+C=A+(B+C) (asociativita souctu)
3. A+O0=A (nulové matice)

4. k maticim A, B existuje pravé jedna matice X takovd, Ze A + X = B;
plati X =B — A

5. «(A+B)=aA +aB, (a+()A=aA+ A (distributivita ndsobeni ¢islem)

Dukaz se provede analogicky dtikazu véty 2.3 o aritmetickych operacich s vektory; provedte za cviceni.
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Nasobeni matic, inverzni matice

n

Definice 2.30: Soucinem AB matice A = (ay)}, typu (m,p) s matici B = (by;)}

typu (p,n) nazgvame matici C = (¢;;)", typu (m,n) , pro jejiz prvky plati
p
Cij = Ai1byj + apboy + -+ + apby; = Z @irbyj.
r=1

Jinak feceno: radky matice A a sloupce matice B povazujeme za vektory dimenze p a
potom prvek c;; dostaneme jako skaldrni soucin i-tého fddku matice A a j-tého sloupce
matice B.

Protoze skalarni soucin vektori je definovan jen pro vektory stejné dimenze, je nasobeni
matic definovano jen v pripadé, Ze prvni matice ma stejny pocet sloupci jako druha

matice radku.

Priklad 2.31: Uvazujme matice A, B z 2.28. Potom

17 5 0 8 4 7
AB=|12 9 -3 BA=|1 8 -1
16 7 6 9 17 16

Priklad 2.32: Necht

4 2 5 1/4 14/4 —-11/4
A=1]10 3 2 B = 0 3 -2
0 4 3 0 —4 3
Potom
1 00 1 00
AB=|[(0 10 BA={(010
0 01 0 01
Priklad 2.33:
1 2 3 1 0
A=1]456 B=| -2 AB=1|0
7 8 9 1 0

Véta 2.34:  Pro ndsobeni matic A, B, C plati nasledujici pravidla:
1. A(BC)=(AB)C (asociativita soucinu)
2. (A+B)C=AC+BC, C(A+B)=CA+CB (distributivita)
3. OA=0, AO=0
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4. (AB)T = BTAT
5. a(AB) = («¢A)B = A(aB)

pokud jsou prislusné soucty a souciny definovany, tj. maji-li matice A, B, C predepsané
typy.

Dukaz je dosti pracny a spoc¢ivad v pouziti definice pro predepsané souciny; ukdzeme si to na ¢asti 1. a 4., zbylé provedte
analogicky jako cviceni:

1. Necht

A = (ai)m, B = (bij)}, C=(cij)g, AB = ((ab)i;)7,, BC = ((bc)ij),;, ABC) = (di;);n, (AB)C = (d;;);, kde

p q
(ab)ij = a“blj + -+ aipbm- = Z aisbsj, (bc)ij = bilClj + -+ bichj = Z bircrj
s=1 r=1
Potom
P P q q
dij = a“(bc)lj —+ -+ aip(bc)pj = Z ais(bc)sj = Z Qs <Z bsrcrj) = Z Z aisbsrcrj7
s=1 s=1 r=1 s=1r=1
q q P q p
d;j = (ab)ilclj + -4 (ab)ichj = Z(a’b)irc’l‘j = Z <Z aisbsr> Crj = Z Z aisbsrcrj = d”
r=1 r=1 \s=1 r=1s=1
4. Necht

A = (aij)h,, B=(bij)p, AB = (i), AT = (auj)y, BT = (Bi;)h, (AB)T = (i)', BTAT = (v},
kde a;; = aji, B;; = bj; a dale
p p
Cij = a“blj + -+ a,-pbp]- = Z a,-rbrj = Yij = Cji = Z a]-rbm-.
r=1 r=1

Potom

P P
Vij = Binarj + -+ Bipop; = B Bircrj = Y briajr = vij.
=1

r=1

Pro nasobeni matic neplati obecné analogickd pravidla, jaké plati pro nasobeni ¢isel.
Neplati obecné komutativni zédkon, nemusi tedy platit AB = BA (viz pf. 2.31). Plati-li
AB = BA | fikdme, Ze matice A, B komutuji. V pf. 2.33 jsme dale vidéli, Ze sou¢inem
dvou nenulovych matic muze byt matice nulova.

Jednotkova matice hraje pii nasobeni matic roli jednotky: Necht A = (a;;)7, je libovolna
matice typu (m,n), E,,, E, jsou jednotkové matice fadu m a n. Potom zfejmé plati

AE,=E, A=A

Pro soudin A A uzivame zkraceny zapis A A = A2, analogicky AAA =A3,..., A =E.
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S vyuzitim tohoto zapisu mtzeme dosadit matici do polynomu:
Necht

f(z) = ag + a1w + apx® + - - + a,z™.
Hodnotu f(A) definujeme jako matici
f(A) = aoE + a1 A + apA% + -+ + a, A"

Tyto vypocty mizeme pochopitelné realizovat jen v piipadé ¢tvercovych matic (proc¢?).

Pro ¢tvercové matice plati nasledujici véta:

Véta 2.35: Budte A,B,C ctvercové matice vdadu n takové, Ze BA = E,, = AC. Potom
B =C.

Dukaz se provede snadno s pouzitim predpokladta véty, definice jednotkové matice a asociativniho zdkona pro nasobeni
matic:

B = BE, = B(AC) = (BA)C =E,,C = C.

Definice 2.36: Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Jestlize existuje ¢tvercova matice
B téhoz rfadu n takova, ze BA = AB = E,,, kde E,, je jednotkova matice fadu n, potom
tuto matici nazyvdme inverzni matici k A a znacime symbolem A~

Matice A, k niz existuje inverzni matice, se nazyva regularni ( invertovatelna), v opac-
ném pripadé se A nazyva singularni.

Ne ke kazdé matici existuje inverzni matice, snadno se da ukézat, ze naptiklad matice

L0 neni regulérni:
00 & '

Hledejme ¢isla a, b, ¢, d tak, aby platilo

) lenl=lo ]

Podle definice souc¢inu matic musi platit pro prvek ass matice napravo c-0+d-0=1 a
to je spor.

Véta 2.37:  Budte A,B requldrni matice vddu n. Potom
1. soucin AB je reguldrni matice a plati (AB)™! = B71A~1

2. matice A je requldrni a plati (A1)~ = A.

Diikaz je trivialni: ABB!A"l1=ABB H)Al1=AA"'=E.
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Hodnost matice, ekvivalence matic

Definice 2.38: Hodnosti matice A rozumime hodnost soustavy vektoru vytvore-
nych fadky této matice. Oznacujeme ji h(A).

Matice A mé tedy hodnost h(A), jestlize v ni existuje pravé h(A) linedrné nezavislych
radku.

Plati velmi uzitec¢na nasledujici véta:

Véta 2.39: Plati
h(A) = h(AT),

tedy transponovand matice md stejnou hodnost jako matice puvodni — pocet linedrné ne-
zavislych radku matice je stejny jako pocet linedrné nezavislych sloupci.

Dukaz je dosti komplikovany; vyuzivd véty o FeSitelnosti rovnic. Provadét ho nebudeme. (Viz Bican: Linearni algebra a

geometrie.)

Jak vime z predchozi kapitoly, hodnost soustavy vektori se neméni pti pouziti libovolného
poctu elementarnich transformaci — tento fakt pouzijeme pii vysetfovani hodnosti matic.
V nasledujici definici aplikujeme definici elementarni transformace na matice:

Definice 2.40: FElementarni transformact matice A nazveme
1. vynésobeni fadku (sloupce) nenulovym ¢islem,
2. pfipo¢teni nasobku jednoho Fadku (sloupce) k jinému.

Jestlize tedy aplikujeme vétu 2.20 na fadky (sloupce) matice, mizeme formulovat vétu:

Véta 2.41: Elementdrni transformace neméni hodnost matice.

Nyni si blize povS§imneme elementarnich transformaci matic:

Véta 2.42:  Plati
e Zdmeéna dvou tddki (sloupci) je sloZenim elementdrnich transformact.

e Inverzni transformace k elementdrnim jsou rovnéz sloZenim elementdarnich transfor-
mact.

e (Realizace elementdarnich transformaci vyndsobenim reguldrni matici):

1. Vyndsobeni k-tého Tddku matice A typu (m,n) cislem « je mozné realizovat
vyndsobenim matice A zleva diagondlni matici, ve které je a; = 1 pro v #
k, Al = .
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2. Pripoctent I-tého radku ke k-tému rddku v matici A je mozné€ realizovat vynd-
sobenim matice A zleva matict, kterd vznikne z prislusné jednotkové matice,
jestlize nulu na misté proku ay nahradime jednickou, tedy matici (b;;), kde

bii =1, bpw=1,b;=0proi#ji#k,j#l

3. Prislusné sloupcové elementarni transformace se daji realizovat analogicky vy-
nasobenim vhodnou matici zprava.

Dukaz provadét nebudeme, rozmyslete si ho jako cviceni s vyuzitim postupt v nasledujicim ptikladu.

Priklad 2.43:

1. Zéménu dvou fadku (zde 2. a 3.) provedeme posloupnosti nasledujicich elementér-
nich transformaci:
~)2FA43F; AP —1x 28~ 3F 42T ~Y —1x2F; ~% 25438 ~0 —1x35:

aix aiz2 Az ail a12 ais
1 2
Q1 Qg2 Q2g [ ~ ) G21 + G31 Qo2 + a3z Q93 + a3z | ~ )
a31 Q32 433 a31 32 a33
ai a2 a13
2) 3)
~ —Q21 — 31 —Q22 — 32 —Q23 — A33 ~
| asy as2 ass
ail a2 @13
3) 4)
~ —Q21 — 31 —Q22 — A32 —0a23 — A33 ~
L —a21 —a22 —a23
a1 Q12 a13
4 5
~ | ag taz agy +azy agy +azs |~
| —a21 —a22 —az23
a11 a12 ais a11 daiz2 A3
5 6
~5) a31 a32 a33 ~9) a31 daz2 G33
| —@21 —G22 —ag23 Q21 G22 @23

2. Realizace pfipocteni fadku k jinému fadku (zde tfetiho k druhému) vynasobenim
regularni matici zleva:

1 00 aix aiz Az ail 12 ais
011 a1 Ay Qg3 | = | Qg1 +ag1 G2+ asy az3 + ass
0 01 a31 azz 33 a31 a32 a33
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Definice 2.44: Matice A, B nazveme ekvivalentni a piSeme A ~ B, jestlize se da
jedna na druhou pfevést pomoci elementarnich transformaci.

Véta 2.45: A ~ B, prdavé kdyz existugi requldrni matice R, S tak, ZeB=R-A -S.

Dukaz: Smér (=) je zfejmy; tvrzeni je pouze jinak formulované tvrzeni véty piedchozi. Opaény smér vyzaduje vyjadieni
libovolné regularni ¢tvercové matice ve tvaru soucinu matic zprostifedkujicich elementarni transformace a provadét ho

nebudeme.

Véta 2.46: (Gaussova eliminace)

1. Pomoci radkovych elementarnich transformact lze kaZdou matici prevést na stuprno-
vou matici, tj. takovou, Ze pruni nenulovy clen kaZdého tadku ma vétsi sloupcovy
index neZ pruni nenulovy clen predchoziho Tddku a pocet nenulovych radki je roven
hodnosti matice.

2. Pomoci radkovych elementarnich transformaci a permutact sloupci lze kaZdou ma-
tici prevést na takovy stupriovity tvar, Ze proni nenulovy clen kaZdého tadku md o
gednicku vetsi sloupcovy index neZ proni nenulovy clen predchoziho Tadku a pocet
nenulovych radki je roven hodnosti matice.

Dukaz spociva v konstrukci pfislusného algoritmu:
Oznacime A = (a;;) = A0 = (aE?)) — dand matice,

A () — matice, kterou ziskdme po k-tém kroku algoritmu,
ri(A(R) — i-ty Fadek prislusné matice.

Pii tomto oznaceni plati

Ay _ [ (AT pro i<k
r;(AY")) {ri(A(k_l))+mikI‘k(A(k_1)) pro i>k

alb=h (k—1)
kde m;; = 7%, za piedpokladu a;, =/ # 0.
Pkk
Je-li a](cifl) = 0, provedeme permutaci sloupci — testujeme postupné a](i;ll),ang‘_g), .. .,a](ci:j) a v pripadé nenulového

¢isla zaménime sloupce.

V predchozim jsme provadéli pouze rfadkové elementarni transformace, event. zamény
sloupcti — v dalsim textu uvidime, ze kdyz je pfislusna matice matici koeficient linearni
soustavy rovnic, vysledna matice po provedeni téchto tiprav je matici soustavy, ktera az
na pripadné transformace proménnych, odpovidajici zaménam sloupcti, ma stejné feseni
jako vychozi soustava.

Jestlize budeme provadét i sloupcové ekvivalentni tipravy, dostaneme také ekvivalentni
matice, ale pochopitelné jiz ne ekvivalentni soustavy rovnic. Tyto sloupcové tipravy pro-
vadime kvili vySetfovani hodnosti matic; plati totiz véta:

Véta 2.47: (Jordanova eliminace) KaZdd matice A typu (m,n) je ekvivalentni
s diagondlni matict tvaru
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_ . _
0
1 0 - 0 e h-ty fadek
0
0 - 0 0 0 - 0

a h =h(A), tj. pocet nenulovjch Tadki je roven hodnosti matice A.

Dukaz je analogicky dukazu predchozi véty; opét spociva v konstrukci prislusného algoritmu.

Dusledek: Matice téhoz typu jsou ekvivalentni, prdvé kdyz maji stejnou hodnost.
Déle se snadno presvédcéime, ze plati véty

Véta 2.48: Hodnost kaZdé gaussovské matice A typu (m,n), kde m < n, je rovna
cislu m.

Dukaz si rozmyslete jako cviceni, stejné tak jako diukaz nasledujici véty:
Véta 2.49:  Ctvercovd matice stupné n je requldrni, pravé kdyz h(A) = n.

Priklad 2.50: Mame uréit hodnost h(A) matice

1 -2 3 -4 2
1 2 -1 0 -1
A=|1 -1 2 -3 0
o 1 -1 1 =2
2 3 -1 1 4

Provedeme postupné nasledujici apravy:

1) 1.f. ponechat, 2.¥. - 1.F., 3.f. - 1.f., 4.F. ponechat, 5.F. - 2x 1.F;
2) vymeénit 2. a 3.F., vynechat 4.7.;

3) l.a 2.F. ponechat, 3.F. - 4x 2.F., 4.F. - Tx 2.F;

4) vyménit 3. a 5. sloupec;

5) 1., 2., 3.f. ponechat, 4.7. - (14/5)x 3.7.
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Dostaneme postupné:

1 -2 3 -4 2 1 -2 3 -4 2

1 2 -1 0 -1 0 4 —4 4 -3
A=|1 -1 2 =3 0o|~Y][0 1 -1 1 =2
0 1 -1 1 -2 0 1 -1 1 =2

2 3 -1 1 4 0 7 -7 9 0

[1 -2 3 —4 2] (1 -2 3 —4 2]
|0 1 -1 1 2| 4]0 1 -1 1 =2
0 4 —4 4 -3 0 0 0 0 5

0 7 -7 9 0] 0 0 0 2 14 |
[1 -2 2 —4 3] (1 -2 2 —4 3]
|0 1 -2 1 1] 5]0 1 -2 1 -1
0 5 0 0 5 0 0

0 0 14 2 0] 0 0 0 2 0]

Posledni matice je vSak jiz gaussovska, a tedy h(A)=4.

Vypocet inverzni matice 1
7 predchozich avah plyne, zZe

e kazda regularni matice A tadu n je ekvivalentni s jednotkovou matici stejného fadu,
a tedy se da postupnymi radkovymi elementarnimi transformacemi na ni prevést,

e tato uprava se da realizovat nasobenim vhodnou matici zleva.

Tedy existuje matice R tak, ze plati R - A = E — ale takova matice je pravé matice in-
verzni k A, tedy R = A™'. Jestlize stejné fadkové transformace pouzijeme na jednotkovou
matici, provedeme sou¢in A= - E = A1,

Budeme tedy postupovat nasledujicim zptisobem:

e K zadané matici, kterou mame invertovat, pripiSeme jednotkovou matici stejného
radu.

e Elementarnimi fadkovymi transformacemi upravime vzniklou matici tak, aby v levé
Casti (na misté zadané matice) vznikla matice jednotkova.

e V pravé ¢asti matice (na misté jednotkové matice) je hledand matice inverzni:

AE~A"' AA.E=EA".
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Priklad 2.51: Naleznéte inverzni matici k matici

A_:

S O
= N
W DN Ot

ReSeni: Sestavime matici soustavy rozsifenou o piislusnou jednotkovou matici a bu-
deme postupné upravovat:

1) 3.7.-(4/3)x 2.F., 3X3.F;

2) 1.¥.-5x3.f., 2.1.-2X3.T ;

3) (1/3)x2.F,

4) 1.F.-2%x2.F,;

5) (1/4)x1.%.:

4 25100 4 2511 00
0321010/~Y]0321]0 10
0431001 0010 —4 3
(4 2 0|1 20 —15 [ 4 01 20 —15
~2 103010 9 —6|~Y]0101]0 3 -2
(00 1]0 —4 3 ] (00 1|0 —4 3
(4 0 0 |1 14 —11 ] 1 0 0 |1/4 14/4 —-11/4
~1To1 00 3 —2(~Y1010 0 3 -2
(00 1|0 —4 3 | 001 0 —4 3

tedy plati

1/4 14/4 —11/4
Al = 0 3 -2
0 —4 3

Shrnuti

V tomto odstavci jsme se vénovali pojmu a vlastnostem matic. Zavedli jsme:

e pojem matice typu (m,n): obdélnikové schéma m x n ¢isel (prvka matice) a;;, ¢ =
1,2,....m, j=1,2,...,n, usporadanych do m radkt a n sloupct,

e hlavni diagonalu matice: systém prvki se stejnym radkovym a sloupcovym inde-
Xem,

e specialni matice:

a) nulovou matici:  v8echny jeji prvky jsou rovny nule,

b) Gaussovu matici:  vSechny prvky pod hlavni diagonalou jsou rovny nule,
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c) Ctvercovou matici: m =n,
d) horni resp. dolni trojihelnikovou matici:  ¢tvercova matice s nulovymi prvky
pod resp. nad hlavni diagonalou,
e) diagondlni matici:  ¢tvercovd matice s nulovymi prvky mimo hlavni diagondlu,
f) jednotkovou matici:  diagonalni matici s hlavni diagonalou tvofenou samymi
jednickami;
matice utvorené k dané matici:

a) submatice: vznikne vynechanim nékterych fadki nebo sloupct,
b) submatice pfislusna k prvku aj;:  vznikne vynechanim j-tého radku a k-tého
sloupce,

c) transponovana matice:  vznikne pfeklopenim podél hlavni diagonaly;

soucet matic a nasobeni matice ¢islem: po prvcich stejné jako u aritmetickych
vektorii,

soucin matic A,B: matice, jejiz prvky c;, vzniknou jako skalarni soucin j-tého
rfadku matice A s k-tym sloupcem matice B,

inverzni matici k matici A:  matice, jejiz soucin s danou matici je roven matici
jednotkové,

pojem reguldrni matice: matice, k niz existuje inverzni matice,

pojem hodnosti matice: hodnost systému vektortu tvofenych rfadky (sloupci) ma-
tice, tedy maximalni pocet linedrné nezavislych radka (sloupcit),

elementarni transformace matic:  elementarni transformace systému vektori tvo-
fenych tadky (sloupci) matice, tedy bud vynasobeni fadku (sloupce) matice nenu-
lovym ¢islem nebo pfipo¢teni ndsobku fadku (sloupce) k jinému,

Gaussova eliminace matice:  dprava matice na Gausstiv tvar pomoci fadkovych
elementarnich transformaci a zadmeén sloupcti. Nakonec jsme uvedli jednu metodu
nalezeni inverzni matice vyuzivajici Gaussovu eliminaci.

Otazky a ukoly

1.
2.

Co je to matice typu (m,n)?

Jak definujeme s¢itani matic a nésobeni matice ¢islem? Uvedte pravidla pro tyto
operace.

Jak je definovan soucin matic?
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10.

11.

12.
13.
14.
15.
16.

17.

18.
19.
20.
21.

Ozna¢me pomoci symbolu (m,n) matici typu (m, n). Jakého typu jsou (pokud exis-
tuji) nésledujici souciny?

a)(2,3)(3,4) b)(4,1)(1,2) ¢)(1,2)(3,1) d)(5,2)(2,3) €)(3,4)(3,4) [)
,(2,2)(2,4)

. Kdy fekneme, ze matice A = (a;;)7, je diagonalni?

. Necht A = (a;;), B = (b;;); jsou diagonalni matice. Ukazte, Ze matice

0 pro i #j

A - B = C = (¢;)r je také diagondlni, pficemz plati ¢;; = { aibi pro i—j
i50ij =

Necht A je matice typu (m,n), m > 1, n > 1, u,v jsou vektory. Za jakych podminek
jsou definovany souciny Au resp. vA ?

Jak definujeme transponovanou matici?

. Pro jakou matici A je definovan sou¢in AA” resp. ATA?

Jak definujeme symetrickou a antisymetrickou matici?

Ukazte, Ze pro ¢tvercovou matici A plati A + AT je symetricka, A — AT je antisy-
metrickd matice. Uzitim této skutecnosti rozlozte matici A na soucet symetrické a
antisymetrické matice.

Co znamena, ze dvé matice jsou ekvivalentni?

Co jsou elementarni transformace matic?

Jak se realizuji elementarni transformace matic pomoci nasobeni regularni matici?
Jak je definovana hodnost matice a jak se pocita?

Jak se mtze zménit hodnost matice, jestlize ji rozsifime o
a) jeden sloupec, b) dva sloupce?

Uvedte priklad matice, kterd mé& hodnost
a) 1 b) 2 c) 3

Co je to inverzni matice?
Existuje-li inverzni matice k matici A, co mizete fici o inverzni matici k matici kA7
Existuje-li inverzni matice k matici A, co mtiZete Fici o inverzni matici k matici A7?

Co muzete Tici o matici inverzni k diagonalni matici?
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Cviceni
1. Necht
(2 11 111 [ 4 1 17
A=1]3 1 2 B=|2 1 2 C=| -4 20
|1 -1 0 123 12 1]
(1 2 3 3 1 -2 [2 —1 1]
D=|2 21 F=|2 -1 1 G=|1 0 0
_3 1 2 2 1 1 _0 1 3_
Vypocitejte prvky x5 a x3; matice X, kde
a) X = G2 b) X =BC - CB ) X =A% A2+ E;

d) X=DF+FD ¢ X=D+F)(D-F) f)X=D>-F?

2. Vypocitejte X = A", je-li

S EH RS T RPN

sin o COS (v

3. Naleznéte vSechny matice, které komutuji s matici A, kde

o =[] oasi3] @ as[il]

4. Naleznéte viechny ¢tvercové matice A druhého fadu takové, ze matice A? je
a) nulovd b) jednotkova
5. Najdéte matici Z pro kterou plati AZ = B, je-li
2 1 3 2 4 6 11
oa-[lo] m=[T1] wa-[is] -0 1]

6. Urcete x, y, z pro ktera plati

I CJax 0 1y ] Jo 1
a) 2A =B?+C, A_Ol}, Bf__l()_, Cf_z1
B -1 2 [0y ] !
b) A(B+C) =B, A__ . _%}, B___1 0| C__1 2}
B [ 41 2 y—1 (o1
c) A—2B=CA, A= 5 0], B___5 _1}, C= . 0}
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7. Vypocitejte hodnost nasledujicich matic:

0 4 10 1 2 1 11 2
4 8 18 7 1 0 4 —1
a)A=110 18 40 17 DB=11 4 5 5

1 7 17 3 2 -1 5 —6

1 -2 3 -1 -1 =2 2 -1 2 0 1

2 -1 1 0 -2 -2 1 0 -3 0 2

c)C=| -2 -5 8 —4 3 -1 d) D = -1 -2 1 1 -3
6 0 -1 2 -7 =5 1 3 -9 -1 6

-1 -1 1 -1 2 1 -1 -5 7 2 =7

LW W N = W

8. Vysettete hodnost nasledujicich matic v zavislosti na parametrech «, (:

?;_; 151; 3 a 10 1
a) A= ) B=|2 -1 a 3
a2 15 5 10 30 —5
31 2 —2
0 4] a 2 11
3 -3 21

9. Vypocitejte inverzni matici A~! k matici A a provedte zkousku:

0) A a b b) A:|:C‘OSZL’ —Sln:L‘:|
| d sin x CcoS &
3 —2 1] 1 1 1

c) A=]2 0 —1 d) A=|110
|1 =3 3 | 100
[0 1 -1 4 0 0

e) A=1]1 0 —1 f) A=1]2 -1 1
| 0 —1 1] |1 0 2

2 11 0 00 11
0 12 —1 01 —1 0

a) A=\ o5 g0 1 b A= 1o 11
1 =11 0 11 00
111 1 1 0 -1 2
0111 1 1 -1 1

o A=100911 d A=l 5 o 3 _g
000 1 4 -1 6 —10
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Vysledky
1.a) —1,1,b) =2,-7,¢) 4,-2,d) 8,22, ¢) 13, -7, f) 9,1 ;

2. a) 1 711 }7 b) { cosna  —sinna

0 sin nor cos nor } , ¢) E2 pro n sudé, A pro n liché;

3. a) b ;a?;a Z }7 b) { b g:’a 2; }, c) kazda étvercova matice 2. Fadu;

[0 o a b 1 0 a b
4. a) e 0 nebo 7% . | b+# 0, b) £FE3 nebo + e 1 nebo 1_ba2 I
5. a) } (1) }, b) neex.;

[SI[9Y

6.a)c=1y=-1,z=1,Db) neex,,c)z:%,y: 2 =2;
7.a)2,b)2¢)3,4d)3;

8.a)2proa=3,3proa#3,b)2proa=2,3proa#2,c)2proB=a+2,3proB#a+2,d) 3proa=-2(8+1),4
pro a # —2(8+1).

P 3 -3 -2 0 0 1 2 0 0
9.a) 1 { },b) AT ¢y | 7 -8 —5 |,d)| 0 1 —1|,e) neex,f) % 3 —8 4 |;
ad—bec | —¢ a
6 -7 —4 1 -1 0 -1 0 4
3 0 0 -3 -1 0 1 o0 1 -1 0 0 30 1 0
114 11 -6 -1 0o 1 1 0 1 -1 0 2 2 -2 1
W0.2)5 7 7 1 o] 13 1 1 1090 o 1 -1/[]9 0 2 -3 2|
6 0 3 —6 2 1 -1 -1 0o 0 o0 1 -1 1 -2 1

2.3 Determinanty
Motivace

Uvazujme soustavu
anri + apry = b
anT1 + axpry; = b
dvou rovnic o dvou neznamych. Nasobme prvni rovnici ¢islem ass, druhou ¢islem —aq5 a
takto ziskané rovnice secteme. Dale vynasobime prvni rovnici ¢islem —as; , druhou ¢islem
ai1 a znovu seCteme. Dostaneme soustavu
(G116L22 - a12a21)I1 = biagy — baaya
(a11a22 - a12a21)$2 = aiby — asb
Je vidét, Ze nasSe soustava bude mit Teseni jediné v tom ptipadé, jestlize ¢islo
D = ajraz; — araz
bude rizné od nuly; toto cislo ma tedy podstatnou tlohu pii feseni nasi jednoduché
soustavy — determinuje jeji feSeni.

o . . ail a2 <
Toto ¢islo nazveme determinantem matice A = o a a oznacujeme ho
21 Q22
air Q12 s o
, nebo |A|, popfipadé det A .
az1
Oznacime-li
by a2 air by
D, = = biag — byaia, Dy = = a11by — az by,

by age as  bo
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plati pro feseni nasi soustavy

( ) D; D,
r1,22) = | =, —
b D’ D

Vzorec pro vypocet hodnoty determinantu

11 a2
Al =

= Q11G22 — Q12G21
a21 A22

se nazyvéa kriZové pravidlo pro determinant druhého fadu (prvky determinantu se né-
sobi do kfize).

Vsimneme si jesté soustavy tii rovnic o tfech neznamych

an1r1 + apry + aizrs = by
a1 + Qepry + axrz = by
a31T1 + ATy + azzrs = b

Prvni rovnici nasobime ¢&islem

a a
|A11’ _ 22 23

= 22033 — A23G32,
a3z A33

druhou ¢islem

Aoy | = a2 aiz |
| 21’ = = (12G33 — 113432,
a3z A33
treti ¢islem

a a
|A31’ _ 12 13

= A12G23 — A13GQ22
Q22 A23

a vzniklé rovnice secteme. Dostaneme

(a11|Aq1| — a21|Ag1| + asi|Asi])r = b1|Aqr| — ba| Agi| + b3|Asy].
Koeficient u x; je ¢islo

a11022033 + Q13021032 + 12023031 — Q12021033 — A11023032 — 113022031,

které op€t oznacime pismenem D.
Provedeme dalsi analogické Gpravy pro osamostatnéni proménnych xy, r3 a dostaneme

Dx; = bi|Aqi| — bo]Aoi| + bsAs
Dxy = —b1|Asa| + ba]Agn| — b3|As]
Dz = bi|Ays| — bo|Ags| + bs]Ass

a odtud jiz snadno urc¢ime feseni soustavy za predpokladu, ze ¢islo D je rtizné od nuly.
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Cislo D opét nazveme determinantem matice A a oznac¢ime ho |A|. Plati tedy

11 Qa2 Q13
|A| = | aa1 asa as3 = Q11022033 + Q13021032 + (12023031 —
az1 Aazz2 Aass —a120210A33 — (11023032 — 113022431 -

Tento postup vypoctu hodnoty determinantu tietiho radu se nazyva Sarusovo pravidlo;
asi nejlépe si ho zapamatujeme takto:
Utvofime nasledujici schema :

11 Q12 Aa13 a11 Qa2
Q21 Q22 (23 Q21 A22
a3; asz2 33 a31 as2

a budeme nasobit trojice prvki v diagonalach shora doldi; ve sméru zleva doprava je
opatiime znaménkem + a ve sméru zprava doleva znaménkem — a vzniklé vyrazy secteme.
Vratme se k nasi soustavé: Jestlize déle oznac¢ime

by ai 13 a; by @13 a;; a2 by
Dy =|by a as |, Ds=|axn by ax |, Ds=|an ax b )
bs asy as3 az; by asz as; asy bz

plati pro feseni soustavy

: ) (Di Do Ds
Xy,T2,T3) = DJ DJ D .

Pro feseni rozsahlejsich soustav analogickym zptisobem je uzitecné zavést pojem determi-
nantu obecné.
Nejdiive pripomeneme pojem permutace, potfebny v hlavni definici:

Permutace

Definice 2.52: Permutact p mnoziny M rozumime libovolné bijektivni zobrazeni
p: M — M. Jeli M = {1,2,...,n} (mnoZna indexil), p — permutace této mno-
1 2 ... n

p(1) p(2) --- p(n)

ziny, zapisujeme ji obvykle ve tvaru p = ( , nebo jednoduse

p=(p(1) p(2) --- p(n)).
Piiklad 2.53: Bud M ={1,2,3,4}. Definujme zobrazeni p predpisem

p(l) = 3, p(2) = 4,p(3) = 2, p(4) = L

Toto zobrazeni je permutace a piSeme

1 2 3 4 .
p—(g 4 9 1) neboli p=(3421).



96 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Definice 2.54:

1. Inverzi v permutaci p = (p(1) p(2) --- p(n)) nazyvame dvojici (i, j) takovou, Ze
i <, (i) > pUj).

2. Permutace p je sudd (resp. lichd), ma-li sudy (resp. lichy) pocet inverzi.

3. Cislo (—1)*, kde k je pocet inverzi v permutaci p, se nazyva znaménko permutace

p a znadi se sgn(p).

Priklad 2.55:

a) Identickd permutace id = (1 2 --- n) neméa zadnou inverzi — je suda.
b) Permutace p= (23 --- n 1) ma n — 1 inverzi.
c) Permutace z predchoziho piikladu, p = (3 4 2 1), mad 5 inverzi —

(3,2), (3,1), (4,2), (4,1), (2,1) — je licha.

Definice 2.56: Inverzni permutace k permutaci p je permutace definované pted-
pisem p~ = {(i,/)|(J, 1) € p}-

Piiklad 2.57: Jelli p = (2 4 1 3), neboli p = ( ; i i’ ;l > , je
2 41 3 1 2 3 4
-1 N
P ——<1234>——(3 142)nebohp =(3142).

Véta 2.58:

1

1. Permutace p a p~" mayji stejny pocet inverzi.

2. Jestlize permutace p' vznikla z p zadménou hodnot na dvou pozicich (transpozict),
t.g. existuji r,s tak, Ze p(r) = p'(s), p(s) = p'(r), p(i) = p'(i) pro i # r,s, potom
sgn(p’) = —sgn(p).

Diikaz
1

1. Tvrzeni je zfejmé: Je-li (7, 7) inverze v p, tj. ¢ < j, p(j) < p(i), potom (p(j),p(¢)) je inverze v p—1.

2. Provéfeni tohoto tvrzeni je komplikovanéjsi a vyzaduje vice znalosti o permutacich, provadét ho nebudeme.

Definice determinantu

Definice 2.59: Necht je dana ¢tvercova matice

@11 a2 -+ QAip
Q21 Q22 -+ Q2n

Ap1 Gp2 - App
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Necht p(1),p(2),---,p(n) je libovolnd permutace ¢isel 1,2,...,n (permutaci je nl!).
Utvofme soucin aip() - Gop(2) - A3p(3) - * * Anp(n) & Vynasobme jej ¢islem (—1) v pfipadé, ze
permutace je lichd; jinak ponechejme soucin beze zmény. Provedeme-li to pro vSechny
permutace, dostaneme n! soucini. Jejich soucet se pak nazyva determinant n-tého
radu matice A a oznacuje se |A|, poptipadé det A. PiSeme

@11 a2 -+ QAip

Q21 Q22 -+ Q2n
Al=| .

Ap1 Gp2 - App

Plati tedy

Al =3 sgn(p)arpyaze) -+ npi
p

kde se scita pres vSechy permutace p mnoZiny {1,2,...,n}.

Jinak feceno: sestavujeme vSechny mozné souciny o n ¢initelich tak, ze z kazdého sloupce a
kazdého radku vybereme vzdy praveé jeden Cinitel. V kazdém takovém soucinu usporadame
¢initele podle prvnich (fadkovych) indext (musi se, pochopitelné, vyskytnout vSechny);
poradi sloupcovych indexii tvori permutaci, jejiz sudost nebo lichost urcuje znaménko
tohoto soucinu ve vysledném souctu. Takovych soucini je tolik, jako je permutaci mnoziny
sloupcovych indexti — tedy pro determinant n-tého fadu je to n!. Soucet vSech takto
vytvorenych soucini opatfenych piislusnymi znaménky je pak hodnota determinantu.

Jako cviceni je dobré ovérit, ze kiizové resp. Sarusovo pravidlo, jak jsme je vyse uvedli,
presné odpovida vypoc¢tu hodnoty determinantu druhého resp. tietiho fadu podle definice.

Vyuzitim hlubsi znalosti vlastnosti permutaci se d4 dokazat nasledujici dilezita véta:

Véta 2.60: Necht A je étvercovd matice. Potom plati: |AT| = |Al.

Vyznam véty spociva v tom, ze nahradime-li v libovolném tvrzeni o determinantech slovo
y,radek” slovem ,sloupec®, dostavame opét platné tvrzeni o determinantech. Proto budeme
formulovat véty pro determinanty pouze pro radky.

Zakladni vlastnosti determinanti, vypocet determinanta

Vypocet hodnoty determinantu pfimo z definice se prakticky neprovadi — pocet s¢itanci
v defini¢ni sumé je n!. Efektivnéjsi metody vypoctu vyplyvaji z nasledujicich tvrzeni:

Véta 2.61: Necht A je ctvercovd matice. Potom plati:
1. Jestlize matice A obsahuje nulovy tadek, potom |A| = 0.

2. Jestlize matice B vznikne z matice A vyménou dvou vddki, potom plati |B| = —|A|.
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3. Jestlize matice A md dva tadky stejné, potom |A| = 0.

4. Jestlize B vznikne z matice A vyndsobenim jednoho tddku cislem X\, potom plati

B = AlA[.

5. Pro libovolné cislo j € {1,2,...,n} plati

an T A1n apir - Qip aip -+ Qip
aji+bp 0 i tbin | =1 ap o ag |+ b o by
Qn1 e QAnp Qp1 -+ OQnp an1 - Qnp

6. Determinant matice, v niZ je jeden radek linedrni kombinact ostatnich, je roven nule.

7. Determinant se nezmeént, jestlize k libovolnému rddku pricteme linedrni kombinaci
ostatnich.

8. Determinant trojuhelnikové resp. diagondlni matice je roven soucinu prvki v jeji
hlavni diagondle.

9. Determinant jednotkové matice je roven jedné.

Dukaz spociva v aplikaci definice determinantu; je vhodné jako cviceni provérit nékterou cast na determinantu tretiho
nebo radéji ¢tvrtého radu.

Priklad 2.62: Mame vyjadrit nasledujici soucet tii determinantt jednim determinan-
tem:

1 2 3 1 2 3 0 3 5
-2 5 4|+|2 -1 =2|+2|2 -1 -2
2 -1 =2 4 2 -1 1 2 3

ReSeni: Ve druhém determinantu zaménime 2. a 3. fadek, ve t¥etim nejdiive 2. a 3.
radek a poté 1. a 2. fadek; vznikly 2. fadek nasobime koeficientem 2:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
-2 5 4|\—-14 2 -1|+|0 6 10 |=
2 -1 =2 2 -1 =2 2 -1 -2

Vzniklé determinanty se lisi pouze ve druhém tadku, podle ¢asti 5. véty 2.61 tedy dosta-
neme

1 2 3 1 2 3
= -6 9 15 |=-3|2 -3 =5
2 -1 =2 2 -1 -2

Poznamka: Hodnotu determinantu mizeme vy¢islit tak, Ze pomoci pravidel ve vété 2.61
(Gaussovou eliminaci) matici upravime na trojihelnikovy tvar a poté vynasobime prvky
v hlavni diagonale:
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Priklad 2.63: Pomoci dovolenych tprav mame vypocitat hodnotu determinantu

11 1 1
12 3 4
D= 1 3 6 10
1 4 10 20
ReSeni: Provedeme postupné nasledujici operace:
1) 2.F.-1.F., 3.F.-2.F., 4.7.-3.7;
2) 3.F.-2.F., 4.1.-3.1,;
3) 4.f—3f'
111 1 1111 1111
D:1)0123:2)0123:3)0123
013 6 0 013 0013
01 4 10 0 014 0001
To je determinant horni trojihelnikové matice, a tedy D = 1.

Pomoci podrobnéjsiho rozepsani definice determinantu dostaneme rekurzivni metodu pro
vypocet determinantu; nejdiive definujeme pomocny pojem algebraického doplriku a
dale pojem adjungované matice, ktery budeme pozdéji potFebovat:

Definice 2.64:
1. Je-li |A;;| determinant submatice ( subdeterminant) matice A, ktera je pfislusna
k prvku a;j, tedy vznikla vynechanim ¢-tého fadku a j-tého sloupce v matici A,
potom ¢islo A;; definované predpisem
Aij = (1) Ayl
se nazyva algebraickym doplrikem prvku a;; matice A.
2. Matice
A" = (Ay)"

se nazyva adjungovand matice k matici A.

Piiklad 2.65: Vypocitame |A| a A*, je-li

WIN Wi Wl
Wiy Wi Wi
Wi Wi Wiy
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Reseni
1 1 -2 2 1 -2 2
|A|:2—7 2 -1 2|=— |0 -3 -3 |=
2 2 1 0 6 —3
1 1 -2 2 1 1 -2 2
0 2 —1 0 0 -3
-1 -2
= (=13 5 1|7 s(-14+4)=3
2 =2
Ap= (18| 2 7 = e =2
A = (_1)1+3 1 2 —1 — l(4+ 2) 2
13 9192 92|79 ~ 3

Ao = (—1)2“% 5 1|~ _%(_2 —4) = %
1 2

A22 = (_1)2+2% 2 1 ‘ - %(1 - 4) = _%
1 _

.A23 = (_1)2+3% 2 2 ‘ = _é(2 +4) = _é

9] -1 -2
12

A= ("5 5 = a2 4) =3
Ay = (-3 D 2 o1y =t
% 912 —1 9 3
1 2 2
3 3 3
A=A A== |
2 _2 1
3 3 3

Pomoci pojmu algebraického dopliiku mtzeme formulovat vétu, na zakladé které se sku-
tecné vyhodnocuji determinanty radu vétsiho nez tii:
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Véta 2.66: (Laplaceova o rozvoji determinantu) Necht A je c¢tvercovd matice
n-tého tadu a necht r je libovolné ¢islo z mnoziny {1,2,...,n}. Potom plati vztahy

|A| — arlArl + CLTQATQ + -+ arnArn
— rozvoj determinantu podle r-tého radku a
|A| - aerlr + a'2r~/427“ +--+ am"Anr

— rozvoj determinantu podle r-tého sloupce.

Dukaz spoéiva v podrobnéjsim rozepsani definice determinantu; opét je dobré ovérit tvrzeni véty na determinantu étvrtého

fadu. Odtud zobecnénim bude patrny postup v obecném pfipadé.

Priklad 2.67: Mame vypocitat hodnotu determinantu
3

9
4
2

ReSeni: Provedeme rozvoj podle prvniho sloupce:

-1 1 5 4 0 3 4 0 3 4 0 3
D=1 41 4|-2|414|4+0]-115|-3|-115
5 9 2 5 9 2 5 9 2 4 1 4

Determinanty tietiho fadu vypocitdme Sarusovym pravidlem a dostaneme

D=1-201—-2-(—43) —3-(—19) = 344.

Véta 2.68: (Determinant soucinu matic) Necht A,B jsou ¢tvercové matice n-tého
rddu. Potom plati: |AB| = |A| - |B|.

Dukaz opét spocivad v podrobném rozepsani definice determinantti obou nasobenych matic a je dost pracny.

Véta 2.69: Ctvercovd matice A je requldrni, prdvé kdyZ pro jeji determinant plati
Al £0.

Dukaz: Smér = je dusledkem véty 2.68;

Necht je A regularni &étvercova matice a A~! matice k ni inverzni. Tedy A=l - A = E, a odtud ihned plyne
[A7L - |A| = |Ep| = 1, tj. |A| # 0 a soucasné |[A~!| = Ifl\

Opaény smér dokazovat nebudeme.

Ma-li tedy ctvercova matice nenulovy determinant, je regularni, a tudiz jeji hodnost je
rovna jejimu fadu. Hodnost matice miizeme urcit s vyuzitim jistych determinanti i v
pripadé singularni matice resp. v pripadé matice obdélnikové; budeme vysetifovat deter-
minanty ¢tvercovych submatic dané matice. Ty maji sviij specialni nazev:
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Definice 2.70: Mzinorem k-tého fadu matice A typu (m,n) se rozumi determinant
¢tvercové matice, ktera vznikne z matice A vynechanim libovolnych m — k fadkt an — k
sloupcii.

Pro hodnost matice plati véta:

Véta 2.71: Hodnost matice je rovna mazximdlnimu Tadu nenulovych minori.

Dukaz provadét nebudeme.

Piiklad 2.72: Jsou dany ¢tyfi aritmetické vektory vi = (3,1, —2,1), vy = (2,4, 2,2),
vy = (7,-3,-5,—1), vy = (3,—1,1,—1). Mame mezi nimi najit maximélni systém line-
arné nezavislych vektort.

ReSeni: Hodnost matice

3 1 =2 1
2 4 2 2
7T =3 =5 -1
3 -1 1 -1

je rovna 3, protoze

2 4 2|=50#£0, a = 0.
- s s 7 -3 -5 —1
3 -1 1 -1

Tedy vektory vy, va, v3 jsou linearné nezavislé a vektor v, je jejich linearni kombinaci.
Podobné i vektory vy, vz, v4 jsou linedarné nezavislé a vektor v; je jejich linedrni kombi-
naci.

Vypocet inverzni matice 2

V této ¢asti si uvedeme jiny postup vypoctu inverzni matice, ktery vyuziva jejiho deter-
minantu; tedy je vhodny pro matice neptilis vysokych radu:

Véta 2.73:  Bud A = (ay;); requldrni matice a A~ = (aj;)n matice k ni inverzni.
Potom plati A=! = ﬁ7 tedy
o A
i ’A”

kde cislo Ay, je algebraicky doplnék prvku ay, matice A (viz definice 2.64).

Dukaz Necht A je regularni matice, A* matice k ni adjungovana.
Potom A - A* = (3, airAjr);



Matematika 1 103

Proi=7j je
> aipAix = A
&

podle Laplaceovy véty, Pro i # j je >, a;,Ajk roven determinantu, ktery ziskame z |A| tak, ze j-ty fadek nahradime i-tym,
tedy je roven nule.
Odtud

1 1
A-A*=|A|'E > AA<—~A*> =E => — -A*=A"1
|A| |A|

Priklad 2.74: Mame najit inverzni matici k matici

A:

S O =
O ==

1
1
1

Reseni: Plati ziejmé |A| = 1 a dale

11
|A11] = |Ag| = |[Agp| = |Asn| = |As| = ' 0 1 ' =1,

01 01
|Agp| = 0 11=0 |Ag3] = 00l=0
1 1 1 1
|Ags| = 00 =0, |[Agy|= 11 =0
a dale

A= (DAL =1, Ay = (—1)*THAy| = —1, Ay = (—1)*2|Ag| =1,
Azp = (=1 Az = =1, Aszz = (—1)*P|Ag| =1

a ostatni algebraické dopliiky jsou rovny nule. Odtud

1 =1 0
A't=1]10 1 -1
0 0 1

Jako cvideni se milzete presvédcit, ze A - A~ = Es.

Priklad 2.75: Inverzni matice k matici A z piikladu 2.65 je ziejmé primo rovna matici
adjungované a protoze plati |A| = 1, dostavame

At=A"=AT.
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Shrnuti

V této kapitole jsme zavedli

e determinant |A|:  dislo pfifazené ¢tvercové matici A; pro matici fadu n je to soucet

vsech moznych soucinti o n cinitelich vzniklych tak, ze z kazdého fadku a kazdého
sloupce matice vybereme vzdy jeden prvek, pficemz kazdy tento soucin je opat-
fen jistym znaménkem — toto znaménko urcime podle toho, jakou permutaci tvoii
sloupcové indexy c¢initeld v soucinu, jestlize ¢initele usporadame podle fadkovych
index1i;

e vlastnosti determinantu:

a) determinant matice s nulovym faddkem (sloupcem) je roven nule,

b) determinant s dvéma Fadky (sloupci) stejnymi je roven nule;

e metody vypoctu determinantu:

1. pomoci dovolenych tprav —
a) vynasobeni fadku (sloupce) ¢éislem a (vysledek je alA|),
b) prfi¢teni linedrni kombinace jinych fadkt (sloupc) k danému fadku
(sloupci) (hodnota determinantu se nezméni),

2. pomoci Laplaceova rozvoje.

Otazky a ukoly

1.

2.

Co je determinant ¢tvercové matice A 7
Na zékladé definice determinantu odvodte kiiZové a Sarusovo pravidlo.
Jaké jsou vlastnosti determinantt?

Jak se zméni determinant n-tého radu, jestlize jeho fddky napiSeme v obraceném
poradi?

Jak se zméni determinant, jestlize jeho matici pireklopime podle vedlejsi diagonély?

. Uvedte vztah pro vypocet determinantu pomoci rozvoje podle r-tého fadku.

Formulujte vétu o rozvoji determinantu podle 1. fadku pro obecny determinant
tfetiho fadu a toto tvrzeni provérte.

. Naznacte postup pii vypoctu determinantu Gaussovou elimina¢ni metodou pro pri-

pad determinantu tfetiho radu.

. Na prikladu obecnych c¢tvercovych matic A,B druhého tadu provérte vztah

|A-B| = |A]-[B].
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10

. Rikame, Ze dvé matice A, B jsou podobné, existuje-li regularni matice P tak, ze

A =P~ !.B.P. Ukaite, ze podobné matice maji stejné determinanty.

11. Cemu je roven determinant trojthelnikové matice? Odfivodnéte!
12. Jaka je nutna podminka invertovatelnosti matice? Odtvodnéte!
13. Pro jistou matici A jsme nasli inverzni matici
1 20 111
a) A7'=101 0 by Al=12 2 2
300 300
Jsou tyto vysledky spravné? Vysvétlete!
14. Jestlize existuje néjaké ¢islo p tak, Ze plati AP = 0, fikdme Z%e A je nilpotentni
(potenciélné nil = nula). Ukazte, Ze plati
a) nilpotentni matice je nutné singulérni,
b) (E—A)'=E+A+A?+---+ AP L.
Cviceni
1. Zjistéte pocet inverzi v permutacich
a) (3,4,2,5,1)
b) (6,4,3,5,1,2)

d) (1,3,5,7,...,2n—1,2,4,6,...,2n)

) (
) (
¢) (5,6,3,4,1,2)
) (
e) (2,4,6,...,2n,1,3,5,7,...,2n — 1)

2. Urcete, které ze soucini se vyskytuji v definici determinant ptislusného fadu a jaké

maji znaménko:

a) 340210430712

o

a37a45012063A74051A26

o

(23041032013

)
)
) Ap1045023036052014
)

o &

(21053044032015

3. Zvolte cisla @ a k tak, aby se dany soucin vyskytoval v determinantu ptislusného

rfadu se zapornym znaménkem:

a) 14453011042
b) a35Ai;201403051

C) Ap405;A13021A46035
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3

4. Pouzitim definice determinantu vypocitejte koeficienty u 2% a z* ve vyrazu

20 x 1 2

1 1 -1

Pa)=| 3 5 , 1
1 1 1 T

5. Pouze na zakladé vlastnosti determinantii ukazte, ze plati

a b c a+kd b+ke c+kf 1 a bc 1 a ad?
a) | d e fl|=| d e f b) |1 b cal|=|1 b b
m n p m n p 1 ¢ ab 1 ¢ ¢
3 1 31 0 4 3 2 9 -7 2
o) l42 1|=|42 -3 d) |1 -2 0|=[1 -2 0
5 6 — 5 6 —8 3 5 7 3 5 7
6. Vyjadiete uvedené soucty nebo rozdily jedinym determinantem:
4 7 7 1 3 -8 1 2 1 2 2 1
a) |3 4 1]—-]3 4 1 b) |3 4 =5 |+|4 4 =5
4 17 4 1 7 51 0 31 0

7. Nasledujici determinanty vypocitejte tak, ze je vyjadrite jako soucet nekolika vhod-
nych determinantii:

) 4165228 4165218 b) 4165218 4165228
“ 4164926 4164936 4164926 4164936
2167245 2167235 2167235 331 433 333
c) 4132612 4132622 4132612 | d) | 1091 553 453
—6299847 —6299847 —6299837 353 755 675

8. Pomoci vhodnych tprav vypocitejte determinanty

11 1 1 31 11 ? ; (1) 8 8
a) b2 3 4 b) bs 1l c) |01 210
1 3 6 10 1131 00121
1 4 10 20 1113 000 1 2
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9. Pomoci rozvoje podle vhodného fadku nebo sloupce vypocitejte determinanty

2 -3 40 1 0 -1 1 10 0 3 a
) a b ¢ d b) 0 -1 11 ) 5006 0
Yol -2 52 a b cd| 9 | -2 c8 13
4 3 -1 3 —1 1 1 0 d 00 0
10. Upravou na trojthelnikovy tvar vypocitejte determinanty
1 111 3 2 2 2
1 011 2 3 2 2
Dl 101|223
1 110 2 2 2 3
11. Necht
ap 1 0 ... 0 0
-1 ay 1 0 0
0 —1 as 0 0
D, = .
0o 0 0 an_1 1
0O 0 0 . -1 a,
Ukazte, ze plati rovnost
D, = ayDy_1+ Dy_s.
12. Reste rovnice
r z+1 -1 1 = =z
a) 1 1 1 =0 b) 11 z|=4
1 -1 0 1 11
13. Pro ktera cisla a, b je matice A regularni?
0111 1+a 1 1 1
1 0 a b 1 l—a 1 1
@ A=1140 0 oA=L 1 1+b 1
1 b 00 1 1 1 1-b

14. Pomoci adjungované matice najdéte inverzni matice k maticim z prikladu 9 ze Cvi-
¢eni k pfedchozi kapitole.
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Vysledky

1. a) 6, b) 12, ¢) 12;
2. a) ano +, b) ano +, ¢) ne, d) ano +, e) ano -;
3.a)i=2k=3bi=2k=4,¢c)i=1k=2
4. koeficient u z? je 2, u 3 —1;
5. a) 1.i+kx2.F., ¢) 3.sl. — 1.sl., d) 1.F. +5%x 2.7
3 4 15 3 2 1
6.a)| 3 4 1[b)|7 4 -5
4 1 7 8 1 0
7. a) Determinant je tvaru z+10 r =
] y + 10
- “’yv 2 +15 10 'Jr‘ 1; yflo '+‘ 100 100 ':10x+10y+100:83301540,

b) Analogicky 10z — 10y = 2920, ¢) 100z + 100y + 100z + 1000 = 1000;
8. a) 1, b) 48, ¢) 6;

9. a) 10a + 60b + 40c — 45d, b) —3a — b — 2¢ + d, ¢) abed;

10. a) —1, b) 9;

12. a) nema fes., b) 3, —1;

)
13.a)a#b,b)a#0Ab#0.

2.4 Soustavy linearnich rovnic

Vsechny nase dosavadni iivahy jsme motivovali snahou fesit soustavy linearnich rovnic; v
této kapitole se jim budeme vénovat podrobnéji, hlavné z hlediska existence a jednoznac-
nosti feseni.

Maticovy zapis soustavy linearnich rovnic, rozsifena matice soustavy

Definice 2.76: Mg¢jme libovolnou soustavu m lineadrnich rovnic o n neznamgych:

a111 + a12T9 + -+ ATy — bl
as1r1 + Ao2Ty + -+ + Aonly — b2
Am1T1 + ATy + 0+ AT, = bm
Ozna¢me
aip Q2 - Qip L1
A 21 Q22 -+ dog ’ < — L2 ’
Am1 A2 " Amn T
by a1 Qi - Qip by
b — b.2 ’ A|b _ Qg1 Q22 -+  A2p by
bm Am1l Am2 *°° Amp bm

Pouzivame nasledujici nazvy:
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A —  matice soustavy,

X —  wektor neznamgjch,

b — wektor pravych stran,

Alb —  rozsirena matice soustavy,
Ax=Db - maticovy zapis soustavy.

Navic je-li A regularni matice (tedy ¢tvercova), mizeme tuto maticovou rovnici nésobit
zleva matici k n{ inverzni A~! a dostaneme feSeni ve tvaru

x=A"'b

Tento postup je jednoduchy pouze zdanlivé; vypocet inverzni matice u rozsahlejsich sou-

ez

Gaussova eliminac¢ni metoda).
V nasledujicim ptikladu si ukdzeme, ze i v ptripadé soustavy tfi rovnic miize byt postup
feSeni pomoci inverzni matice zbyte¢né komplikovany:

Priklad 2.77: Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

1 + T2 + x5 = 3
o + XT3 = 2
r3 = 1

ReSeni: Matice soustavy mé tvar

111
A=|011]|,
00 1

je to horni trojuhelnikova matice, je gaussovska. Zpétnym chodem ihned dostaneme
X = (Z’l, T2, .I'g) = (]-7 17 1)7

coz ostatné vidime na prvni pohled. Mame ovSem feSeni najit pomoci inverzni matice.
Inverzni matici k matici A jsme nasli v ptrikladu 2.74, kde vyslo

1 -1 0
Al=]10 1 -1
0 0 1
Tedy
1 -1 0 3 1
x=A"'b=]|0 1 -1 21 =11
0 0 1 1 1

Reseni soustavy pomoci inverzni matice bylo skute¢né zbytecné komplikované.

Definujeme jesté dalsi potfebné pojmy:
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Definice 2

.78:

Je-li v soustavé linedrnich rovnic Ax = b matice A ¢tvercova (stejny
pocet rovnic jako nezndmych), nazyva se i soustava ¢tvercovd soustava.

Je-li vektor pravych stran soustavy nulovy, tj. b = o, nazyva se soustava homogenni.

Resitelnost soustavy, Frobeniova véta

V odstavci 2.1 jsme vidéli, ze pii primém chodu v Gaussové eliminac¢ni metodé dospéjeme
k jedné ze dvou moznosti:

#+
0 #
0 O
0 O
#+
0 #
0 O
0 O
0 O

8 8

O e

88

0
0

;)
0

8

8

T

0

8

8

T

0

8

X

=+

— k

— k

kde symbol # znamend libovolné ¢islo rizné od nuly, z libovolné ¢islo a («— k) oznacuje
k-ty fadek. V prvnim piipadé méa soustava FeSeni (alespon jedno), ve druhém piipadé
nema zadné Teseni.
Ptitom elementarni ipravy soustavy rovnic odpovidaji prislusnym elementarnim transfor-
macim Fadkovych vektort rozsifené matice soustavy. Vsimneme-li si, ze v prvnim pripadé
maji matice soustavy i rozsifend matice soustavy stejnou hodnost, ve druhém pripadé
nikoliv, vidime, ze plati:

Véta 2.79

1. Soustava Ax = b, x

.
.

(Frobeniova)

(.Z’l,ll'g, ..

., Tp) md TeSent, pravé kdyZ h(A) = h(Al|b)

(hodnost matice soustavy je stejnd jako hodnost rozsirené matice soustavy).

2. Jestlize h(A) = h(A|b) = k, potom v pfipadé k < n md soustava nekonecné mnoho
resent, kterd mohou byt zapsina pomoci n — k parametri, a v pripadé k = n mad

soustava praveé jedno resent.

Dukaz

1. Jestlize ma soustava Ax = b, tedy soustava

a11T1
a21T1

Am1T1

+
+

+

a12T2
a22T2

Am2T2

+
+

+

+
+

_l’_

A1nTn
a2nTn

AmnTn



Matematika 1 111

feseni y = (y1,92,-.-,Yyn), tedy kdyz plati, ze

a1yr + a2y + - 4+ apyn = b1
a21y1 + a2ey2 + -+ a2nyn = b2

oo e b
am1Y1 +  am2y2 + - +  amnyn = bm

je posledni sloupec rozsifené matice A|b soustavy linedrni kombinaci prvnich n sloupct, protoze posledni rovnosti
znamenaji,ze

yi(ai1,a21,...,am1) + y2(ai12,a22,...,am2) + - - + Yn(@in,a2n, - . ., Gmn) = (b1, b2,...,bm).

Odtud plyne, Zze h(A) = h(A|b), protoze matice A|b vznikne z matice A pfidanim jediného sloupce, ktery je
linedrni kombinaci sloupct matice A.

2. Jestlize plati h(A) = h(A|b), nem4 matice A|b vice linedrné nezavislych sloupcti nez matice A. Jeji posledni sloupec
tedy musi byt linedrni kombinaci pfedchozich sloupcd, tj. existuji ¢isla y1, y2, ..., yn tak, ze plati

yi(ai1,a21,...,am1) +y2(a12,a22,...,am2) + -+ + Yn(ain, a2n, . .., amn) = (b1,b2,...,bm).

Tedy y = (y1,¥2,--.,Yn) je FeSeni dané soustavy.

Je-li soustava ¢tvercovd, je bud h(A) = n, nebo h(A) < n. V prvnim ptipadé je auto-
maticky h(A) = h(A|b) a podle Frobeniovy véty ma soustava pravé jedno feseni a navic
je |A| # 0, tj. matice A je regularni. Ve druhém ptipadé je |A| = 0, tj. matice A je
singularni, a podle Frobeniovy véty soustava bud nemd zadné feSeni, nebo méa nekonecné
mnoho TeSeni.

Je-li soustava homogenni, je automaticky splnéna podminka h(A) = h(A|b) = k a podle
Frobeniovy véty ma soustava jedno feseni (pro k = n), nebo nekoneéné mnoho feseni (pro
k < mn). V prvnim pfipadé se pochopitelné jednad pouze o nulové feseni.

Priklad 2.80: Je dana soustava linedrnich rovnic

r, + To — r3 = —1
2?[)1 — Tro + r3 = 4
3.T1 — 7.172 — 2333 = -1

—2r1 + D9 + 13 = 1

Pomoci Frobeniovy véty mame zjistit, zda soustava ma reseni a kolik; v kladném ptipadé
vSechna TeSeni najit.
eSeni: Pomoci elementarnich tprav vysetfime hodnosti matic soustavy:
21.-2x(1.1.), 3.F.-3x(1.F.), 4.F.+2x(1.1.);
2.1.:(-3);
31.410%(2.F.), 4.5.-Tx(2.1.);
45.4(6/9)x(3.F.):

l—‘w<

<

\)
—_— — — —

3
4

<

1 1 -1 |-1 11 -1 -1 11 -1 -1
2 -1 1| 4| yl0 =3 3| 6| 5|0 1 -1|-2
3 -7 -2 | -1 0 -10 1| 2 0 -0 1| 2

2 5 1] 1 0 7 -1 ]-1 0 7 -1 ]|-1
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11 -1 | -1 11 -1 | -1
w01 1| 2| 401 1] -2
00 -9 |-18 00 -9 |-18
00 6| 13 00 0 1

Tedy h(A) = 3, h(A|b) = 4. Soustava nem4 FeSeni. (MtuzZeme si povS§imnout, Ze posledni
radek posledni matice vlastné znamena 0 - z3 = 1.)

Priklad 2.81: Pomoci Frobeniovy véty rozhodnéte, pro kterd o méa nasledujici sou-
stava rovnic alespon jedno feseni:

r + 2y — 2z = 3
22 — y + =z = 0
- 4+ y 4+ az = 1

ReSeni: Rozsifend matice soustavy mé tvar

1 2 —1 |3
Alb = 2 -1 1101,
-1 1 o |1

matici upravime na trojuhelnikovy tvar (Gaussovou eliminaci) a dostaneme

12  -1]3
Ab~ |05 -3 6
0 0 ba+4 |2

Aby soustava meéla feseni, nesmi byt hodnost rozsifené matice vétsi nez hodnost matice
soustavy — tedy musi platit

4
Satd#0 > aFt o

Je-li a = —%, soustava nema feseni.

Homogenni soustavy
Uvazujme homogenni soustavu linearnich rovnic
A.-x=o0,x€V, 0,

(soustavu o n neznamych — pocet rovnic mize byt jiny).

Zv . , z i v . Vi v vi L V, v — o : Vz
Je zfejmé, Ze homogenni soustava je vzdy feSitelna — nulo ektor x = 0 € V,, je vzd
jejim fesenim; toto feSeni se nazyva trivialni. Dale plati dilezita véta:
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Véta 2.82: MnoZina VW vsech reseni homogenni soustavy A -x = o je podprostorem
prostoru V, a dimW = n — h(A) .
Dukaz:

1. WLE Vp:
X,y FeSeni = A - (x+y)=Ax+Ay=0+o0=o0
a€R = Aax = aAx = a0 =o.

2. Gaussovou elimina¢ni metodou upravime matici A = (a;;) na stupnovity tvar
C = (¢;j) (nulové radky vynechame):

a1l aiz - Qin c11 c12 '+ Clp 't Cln
a1 ag2 -+ a2n 0 co2 -+ cop - Cin

A = . . . . ~ C =
am1 am?2 s Amn 0 0 e Chh t Chn

Soustava tedy pfejde na tvar

ciiyr + c2y2 + - 4+ cwyn + -+ cinyn = 0
c2y2 + -+ copyp + -+ cpyn = 0
ChhYn + o+ Chpyn = 0
kde h = h(A) a (y1,...,Yn) je permutace nezndmych (x1,...,zn) vznikld pfi vyméné sloupcu.
(Yk+1,---»Yn) jsou volné neznamé, které mizeme volit libovolné. Po tpravé dostaneme
ci1yr + ciey2 + -0+ CwYn = —  Clat1Y%htl — 0~ Clnln
c2y2 + - 4+ CopYp = —  Cop41Yhtl — 0 —  C2nYn
ChhYh = — Chh41¥Yh41 — °° —  ChnlYn
coz je soustava s reguldrni matici pfi libovolné volbé (yp+1,...,yn). PoloZzme postupné (yp+1,...,Yn) rovno jed-
notkovym vektorim z V,,_; a feSeni, kterd obdrzime, ozna¢me postupné b1,...,b,_p.
Je-liy = (y1,--.,yn) libovolné Feseni nasi soustavy, lze je jedinym zptisobem vyjadrit jako linedrni kombinaci
Y =Ynt1b1+ -+ ynbp_p,
nebot vektory na levé i pravé strané maji poslednich n — h slozek stejnych, a musi se tedy rovnat. Tedy b1,...,b,_p

je baze W.

Jinak feceno, smysl pfedchézejici véty je tento:

Mame-li homogenni soustavu linearnich rovnic o n neznamych, jejiz matice ma hodnost
h (tedy jen h rovnic je nezéavislych), potom n-tice, kterd je feSenim soustavy, zavisi na
n — h parametrech.

Vse snad bude jasn€jsi na zakladé prikladu.
Nejdfive uvedeme nasledujici definici:
Definice 2.83: Libovolnd béaze by,...,b,, r = n — h(A), prostoru feSeni se nazyva

fundamentalni systém resent homogenni soustavy. Kazdé feSeni x se da jedinym
zpusobem vyjadrit ve tvaru

X =aiby + -+ a, by,

ktery se nazyva obecné reseni.



114 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Piiklad 2.84: Reste homogenni soustavu rovnic

3x1 4+ 229 + bxs + 224 + Txs =
621 + 4xo + Tx3 + 4x4 + D25 =
3r1+ 29 — x5+ 224 — 115 =
6x1 + 4x9 + x5 + 4y — 1375

o O O O

ReSeni: Matici soustavy upravime Gaussovou eliminaci (nulové fadky vynechame):

3 2 5 2 7 32 5 2 7
6 4 7 4 5 00 =30 -9 3 20 2 -8
3 2 -1 2 —11 00 -6 0 —18 0010 3
6 4 1 4 —13 00 -9 0 =27
Méme tedy soustavu
3r1 = —2x9 — 2x4 + 8x5

r3 = —3x5
Polozme postupné
1. (x9,z4,25) = (1,0,0),
2. (z2,24,25) = (0,1,0),
3. (z2,14,25) = (0,0, 1)
a dostaneme

2 213=0=b; =(-2,1,0,0,0),

Loz =—3, —3

2. 11 =—2,53=0=by=(—2,0,0,1,0),

3. I =

wloo

, o3 =—3=b3=(3,0,-3,0,1).

Obecné feseni soustavy ma tvar x = abq+asbs+aszbs; polozme oy = 31, an = 3¢p, a3 =
3cs a dostaneme

Pov§imnéme si, Ze pro vektorovy prostor W feSeni nasi soustavy plati W = (by, by, bs),
W C Vs (soustava mé pét neznamych) a dimW =3 =5 — h(A).
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Nehomogenni soustavy

Uvazujme nehomogenni soustavu linearnich rovnic
A-x=b,xeV,,beV,.
Pro fesitelnost soustavy, jak vime, plati Frobeniova véta; obecny tvar reseni nehomogenni
soustavy popisuje nasledujici véta:
Véta 2.85: Kazdé feseni x soustavy A - x = b se da vyjadfit ve tvaru
x=x"4+ab; + -+ a,b,,

kde x* je jedno pevné zvolené feseni dané rovnice (tzv. partikuldrni feseni) a by, ..., b,
je fundamentalni systém prislusné homogenni soustavy rovnic A - x = o.

Duikaz se pokuste provést sami dosazenim predpoklddaného feSeni pfimo do soutavy.

Priklad 2.86: ReSme soustavu rovnic

3x1 4+ 2x9 +bx3 + 2204+ T25 = 1
621 + 4xo + Tx3+ 424 + 525 = 8
3r1 + 2x9 — 23+ 224 — 11y = 13
6r1 + 429 + 23 +4rs — 1325 = 20

Reseni: V piikladu 2.84 jsme Tesili prislusnou homogenni soustavu; dostali jsme feseni
ve tvaru

-2 -2 8

3 0 0

Xo = C1 0| +c 0| 4+cs| —9
0 3 0

0 0 3

Déle se snadno (dosazenim) presvédéime, ze x* = (1,—1,1,1,—1) je jedno FeSeni sou-
stavy nehomogenni. Kazdé feseni nehomogenni rovnice tedy dostaneme volbou konstant
ve vyrazu

1 —2 —2 8

—1 3 0 0

X = 1 + 0 + Co 0 + c3 -9
1 0 3 0

—1 0 0 3
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Cramerovo pravidlo

V této Casti vyuzijeme pojmu determinantu pii formulaci zobecnéného vztahu pro feseni
soustavy linedrnich rovnic, analogického s postupem, ktery jsme odvodili v odstavci 2.3 o
motivaci k pojmu determinantu:

Véta 2.87: (Cramerovo pravidlo) Je-li ddina soustava n linedrnich rovnic o n ne-
znamych Ax = b, jejiz matice A je reqularni, plati

(21,2, ...,x,) = (|A1| A |An|)
Y ) Y |A|7|A|7 7|A| Y

kde Ay je matice vytvorend z matice A tak, Ze jeji k-ty sloupec je nahrazen sloupcem
praviych stran b.

Dukaz: Resime soustavu
Ax =b.
Nésobime zleva inverzni matici k matici soustavy A~1:

1
x=A"lb=—A*Db.
|A]

Odtud

1 |A;]
= ——(b e b Api) = Il
z; |A\( 1AL+ F b Apj) A

Priklad 2.88: Uzitim Cramerova pravidla mame najit x; a xo vyhovujici soustavé
rovnic

201+ T2 =
T+ 29+ 23 =

r3+ 2x4 =
eSeni:
21 00 21 00 |1
1 210 121010
A= 0121/’ Alb = 012110/’
001 2 001210
210 1 00
D=|A|=2-|1 2 1|—-|1 2 1|=2-4-3=5,
01 2 01 2
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1100
2 10
0210/ B D, 4
D=1y 121 _(1)?;_47 =47 T 5
001 2
2100
110
1010 B D, 3
D2=100 21 __8?;__3’ 27D T s
001 2

Z hlediska slozitosti vypoctu je pro vétsi pocet rovnic Cramerovo pravidlo nevhodné (jeho
soucasti je vypocet n + 1 determinant n-tého radu; pfitom determinant n-tého fadu je
souctem n! soudini po n ¢initelich) — pouziva se obvykle nejvyse pro t¥i rovnice o tfech
neznamych, resp. v situaci, kdy nepotfebujeme najit vSechny neznamé, ale tfeba jen jednu.
Navic je Cramerovo pravidlo pouzitelné pouze na ¢tvercové soustavy.

Vétsinou se pouziva Gaussova elimina¢ni metoda nebo néktera jeji modifikace. Pti jejich
pouziti neni tfeba predem védét, zda soustava méa ¢i nema feseni — to zjistime béhem
feseni, protoze Frobeniova véta je vlastné vysledkem této metody. Navic zde nemusi byt
stejny pocet rovnic jako neznamych.

Poznamka o zaokrouhlovacich chybach a Spatné podminénych soustavach

V této casti si povsimneme soustav rovnic z hlediska numerického:

Soustavy rovnic, které vychazeji z praxe, obvykle fesime s vyuzitim pocitace (nebo alespon
na kalkulacce). Pfi téchto vypoctech jsou vstupujici ¢isla pochopitelné zaokrouhlovany na
néjaky konecny pocet platnych cifer a tim vznikaji zaokrouhlovact chyby. Pfitom pred-
pokldddame (nebo doufdme), ze takové malé zmény vedou k vysledkiim s malou chybou.
Napriklad soustava

r + y = 2
r — 1,014y = 0

ma Teseni x = 1,007, y=0,993, zatimco feSeni soustavy, kterou dostaneme zaokrouhlenim
na dvé desetinna mista:

r + y = 2
r — 10ly = 0

je velmi ;podobné“: z=1,005, y'=0,995.

Naproti tomu soustava

T + y = 2
r + 1014y = 0
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ma TeSeni x =144,9 y= — 1429, zatimco TeSeni ,zaokrouhlené soustavy*

T + y = 2
r + 10ly = 0

je v =202 y= — 200.
Posledni soustava je prikladem tzv. Spatné podminéné sousavy, kdy mald zména
v koeficientech soustavy vede k velké zméné Teseni.

Shrnuti

V této kapitole jsme pouzili pojmy definované v predchozich tifech kapilolach z linearni
algebry k podrobnému studiu soustav linearnich rovnic.
Zavedli jsme pojmy souvisejici se soustavou linearnich rovnic:

e matice soustavy: matice sestavena z koeficientii levych stran rovnic v soustaveé,
e vektor neznamych a vektor pravych stran,

e rozsifena matice soustavy: matice soustavy rozsitena o jeden sloupec tvoreny vek-
torem pravych stran rovnic soustavy.

To nam umoznilo zapsat soustavu v maticovém tvaru Ax = b.
Vénovali jsme se hlavné fesitelnosti soustav lineadrnich rovnic; vysledky shrnuje nejdilezi-
téjsi véta kapitoly o linearni algebie — Frobeniova véta, ze které vyplyva:

1. Homogenni soustava k linednich rovnic o n neznamych Ax = o méa vzdy feseni. Toto
feseni je
e pravé jedno a to nulové (trivialni), je-li k = n a h(A) = n, neboli |A| # 0,

e je jich nekoneéné mnoho a jsou zavislé na n — h parametrech, je-li h(A) = h.
2. Nehomogenni soustava k linednich rovnic o n neznamych Ax = b

e nema reseni, jestlize hodnost matice soustavy je mensi nez hodnost rozsitené
matice soustavy: h(A) < h(A|b),

e ma pravé jedno feSeni, je-li & = n a hodnost matice soustavy je rovna n:
h(A) = h(A[b) = n,

e mi nekoneéné mnoho feSeni zavislych na n — h parametrech, je-li h(A) =
h(Alb) = h < n.

Kromé Gaussovy elimina¢ni metody jsme pro feseni soustavy linearnich rovnic uvedli
Cramerovo pravidlo, kde jsou k vypoc¢tu pouzity determinanty, a tudiz je pouzitelné pouze
pro ¢tvercové soustavy (k = n) a jen pro n dostateéné malé. Navic je nutné, aby soustava
méla regularni matici.
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Otazky a ukoly

1
2

OV

10.

11.
12.

Co je to maticovy zapis soustavy linearnich rovnic?

Co je to matice soustavy, rozsifena matice soustavy?

Co je to homogenni resp. nehomogenni systém linearnich rovnic?
Ohodnotte nasledujici tryvky ze studentskych praci:

a) ,Je-li dan systém rovnic

$1—21’2 =0
2.73'1—4332 = 0’

ode¢teme dvojnasobek prvni rovnice od druhé a 1/2-nésobek druhé rovnice
od prvni. Touto Gaussovou eliminaci dostaneme ekvivalentni systém 0 = 0
a 0 = 0, a tim dvouparametricky systém feSeni z; = a (libovolné), zo = b
(libovolné).«

b) ,Je-li dan systém rovnic

£E1—|—.%’2—4$3 =0
21’1—1’2—|— r3 = 0’

protoze se obé levé strany rovnaji nule, rovnaji se. Dostavame tedy rovnici
.CI§'1+.CL'2—4IE3 = 2%1 — X9 + X3,
ktera je ekvivalentni se zadanym systémem.

Kde jsou chyby?

Co je to TeSeni soustavy m linearnich rovnic o n neznamych?

. Uvedte Frobeniovu vétu a naznacte jeji dikaz.

Miuize mit systém 20-ti linedrnich algebraickych rovnic o 14-ti nezndmych jediné
feSeni? Muze nemit feSeni? Mize mit feSeni zavisejici na dvou, 14-ti, 16-ti parame-
trech? Vysvétlete!

. Uvedte priklad systému m linearnich rovnic o n neznamych, kde

a) m=2n=4, b) m=1,n=4,
ktery nema Teseni.

. Mize homogenni systém linearnich rovnic nemit feseni? Odtvodnéte!

Ctvercova soustava homogennich rovnic mé netrivialni feseni. Co musi platit pro
determinant jeji matice?

Co je to fundamentélni systém feseni homogenni soustavy lineadrnich rovnic?

Je dan systém linearnich rovnic Ax = b, kde A je fadu 6 x 6. Gaussovou elimina¢ni
metodou jsme nasli feSeni X = Xy + a1X; + asXo, kde ay, as jsou libovolna cisla. Je
A regularni? Vysvétlete!
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13. Formulujte Cramerovo pravidlo a uvedte, pro jaké typy systému linedrnich rovnic
se d& pouzit a pro jaké pripady je vhodné je pouzit.

14. Soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych mutzeme interpretovat graficky
jako dvé primky v roviné. Na poslednim ptikladu této kapitoly naznacte, co znamena
graficky Spatna podminénost soustavy.

Cvicdeni

1. Nasledujici soustavy rovnic feste v maticovém tvaru Gaussovou eliminacni
metodou. Kazdy krok popiste (napf. 2.F. — (2.F.)+5x(1.f.) ).

a) 2e—3y =1 b) 20+ y =0
dr+ y =2 3r—2y =0
c) 2y =4 d) r—y+z =1
20—y—z =8
e) 2xr1—x9—x3—bry =6 f) 2x1—x9— 23-314=0
$1—$2+4£L'3 =2
9) z+ 2y+ 3z= 4 h) T+ To—2r3 = 3
Sr+ 6y+ 72 = 8 T1— ZEQ—?)(L’g =1
9r+10y+11z = 12 T1—3T9—4zr3 =—1
’l) 2%1— Ty — 6 ]) T1— I2+23Z‘3+ Tyq =—1
3l’1+ 21’2 = 4 2$1+ To+ Tz— Ty = 4
l’1+101'2 =—12 IL‘1+2I2— CL’3-2ZE4 =5
61’1—{—111‘2 = -2 Ty + 3 =1
k‘) Ty + x3 =1 l) T3+T4 = 2
I1—|—2.T2— 133—21'4 =5 41’2— T3+T4 = 0
Tr1— .T2+2.733+ Ty = 0 Tr1— I2+2ZE3+1’4 =4
21]1+ To+ Tz— Ty = 4
m) 22+ y+ z = 10 n) 221+ 19 =1
3+ y— z= 6 14219+ T3 =1
r—2y—4z =—10 To+2x3+ x4 = 1
ZZ'3+2£L'4 =1
0) 201+ x4 =0 p) 2w+ x4 34225 =0
$1+23L’2+ T3 =—1 r1+ To— T3 =0
1’2—|—2£C3 =4 r1+ $2+$3—3ZE4—|—2$5 =0

2. Pomoci Frobeniovy véty rozhodnéte, pii jakych hodnotach parametri «, 8 ma

2.1'14—2.172—.1‘3 Ty = 0

dand soustava rovnic alesponl jedno feseni:
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a) ar —2y+ 0Bz = 1 b) r+2y— z = 3
—2rx+pPy—2z = 3 2r— y+ z = 0

r— y+ z =0 —r+ y+az =1

c) r— y+ z— u = 1 d) —2r4+2y— z+ u = 2
20+ y+ z4+2u = 0 rT— yYy+3z2— u = -2
—y—224 u = 0 3 =3y +224+2u = «

2y+2z4+au = p

3. Rozhodnéte, zda dana soustava ma feSeni. V kladném piipadé vSechna feSeni na-

leznéte.
a) 20— y+ 2z = 4 b) y+2z = —6
x+ y— 2z = —1 20— y— z = 4
3r—Ty—2z = -1 dr+ y— 2z = 9
—2x+dy+ z = 1 or+2y = 9
) x—2y+ 3z—u = 0 d) 20—y = 0
3r— y+ zt+u =1 3x -z = 0
x+ y—13z4Tu = 2 4x —u = 0
8r—Ty+6z—>du = 16

f) x+2y+3z+4u+bv = 13
20+ y+22+3u+4v = 10
204+2y+ 24+2u+3v = 11
2042y+22+ ut+2v = 6
2042y+2242u+ v = 3

e) 2z+ y+ 2+ u+t
TH2y+ 2+ u+t
T+ y+32+ u+t
z+ y+ z+4u+
r+ y+ 2+ utdv =

SESEE
I
T W O N

4. Zjistéte, jaké podminky musi splinovat koeficienty danych homogennich soustav, aby
mély nenulové feseni:

a)  ar+by+ z =0 b) ax +by+cz+du = 0
cr+dy —u=0 br—ay+dz—cu =0
—ey+cztau = 0 cr—dy—az+bu =0
ey+dz+bu =0 dx+cy—bz—au = 0

c) r—by—cz—du—ev = 0

—ax+ y—cz—du —ev= 0
—ar—by+ z—du —ev= 10
—ar—by—cz+ u —ev= 0
—ar—by—cz—du + v=10
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d.

6.

10.

11.

12.

Zjistéte, pro které parametry A maji nasledujici homogenni soustavy netrivialni
feSeni (jsou to skuteéné homogenni soustavy?). Najdéte vSechna netrividlni feseni
danych soustav odpovidajici nalezenym hodnotam .

a) 20+ y = \x b) 20— y = \x c) =2y = \x
2y = Ay —x+2y = Ay dr—8y = \y

d) z=\r e) z+y+ z= A\ ) 2z+ y+ z= Xz
2= \y y+ 2= \y rH2y+ 2z = Ay
r+y+2z = Az 2z = Az T+ y+2z = Az

Pomoci Cramerova pravidla vypocitejte x; a xy, kterd vyhovuji nasledujicim sou-
stavdm rovnic:

W

a) r1+479 = 0 b) axri+bry = ¢ c) T1—220+ x3 =
3x1— 2 =6 dri+exy = f 2014310+ T3 =—
4I1+ $2+2[E3 =

S

d) x1+2x9+3w3 =9 e) 1+ xot w3 =1 f) 2r+ 1z =1
I1—|—4.I‘2 =6 ZE1+21'2+3I3 =0 $1+2I2—|— T3 =0

T —br3 = 2 r1— Tot+4x3 =0 Tot+2x3+ x4 =0
r3+2x, =0

Cyfciferné ¢islo méa ciferny soudet 20. Soucet jeho poslednich dvou cifer je roven
druhé ciffe zvétsené o 5, soucet krajnich cifer se rovna druhé cifie zmensené o 3.
Jestlize cifry tohoto ¢isla napiSeme v opa¢ném poradi, ¢islo se zvétsi o 2178. Najdéte
toto cislo.

Jestlize jednu stranu trojihelnika zvétsime o 11 cm a druhou o totéz zmensime,
dostaneme rovnostranny trojuihelnik. Jestlize prvni stranu vynasobime ¢tyfmi, bude
o 10 cm vétsi nez trojnasobek tieti strany. Zjistéte, jak velké jsou strany trojuhelnika.

Jestlize se jeden rozmér kvadru zvétsi o 1 cm, povrch kvadru se zvétsi o 54 cm?.
Jestlize se druhy rozmér kvadru zvétsi o 2 cm, povrch kvadru se zvétsi o 96 cm?.
Jestlize se tfeti rozmér kvadru zvétsi o 3 cm, povrch kvadru se zvétsi o 126 cm?.
Urcete rozmeéry kvadru.

Na koupalisti je 5500 lidi. Zen je dvakrat tolik jako muzi a déti ctyfikrat tolik jako
zen. Kolik je muzi, zen a déti?

Kyselina sirova se sklada z vodiku, siry a kysliku, pricemz pomér hmot vodiku a
siry je 1:16 a pomér hmot kysliku a siry je 2:1. Kolik kazdého prvku obsahuje 1323
g kyseliny?

Remeslnik mé ¢tyfi riizné slitiny, které obsahuji cin, olovo, vizmut a kadmium. Prvni
slitina obsahuje 20 kg cinu a 10 kg olova (cinova pajka), druh4 slitina obsahuje 6 kg
cinu a 12 kg olova (olovéna pajka), t¥eti obsahuje 10,5 kg vizmutu, 6,4 kg olova a
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3,1 kg cinu (vizmut — Rosetv kov). Posledni slitina obsahuje 10 kg vizmutu, 5 kg
olova, 2,5 kg kadmia a 2,5 kg cinu. Jaké mnozstvi kazdé slitiny je tifeba pouzit
k ptipravé slitiny, kterd by obsahovala 81 kg vizmutu, 75 kg olova, 15 kg kadmia a
40 kg cinu?

Vysledky

1. a) (7,-1), b) (0,0), c) (4 —2t,t), d) (7 + 2,6 + 3t,t), e) (t,2t — s — 5u — 6,5,u), f) (24t —4s,t,5,5(2 — 55), g)
(t—2,3—2t,t), h) (7 —5¢t,t,2 — 2t), i) 1(16,-10), j) (1 —,2+t + s,t,5), k) nema fes., 1) (1 — ¢,¢,1 + 2¢,1 — 2t), m)
1(14,-3,15), n) £(2,1,1,2), 0) 3(~1,2,=5), p) (—£,0,—1,0,1);

2. a) nemd fes. pro @ = 8V =2, b) nema fes. pro o = —%, c) nemd fes. pro a =0 A B # —%, d) ma fes. Va;
3. a) nema fed., b) (1,2,-4), ¢) (1 —¢,0,¢, 1 +2¢t),d) (-2,-4,-6,-8), ¢) (1,-1,1,-1,1), f) (0,2,-2,0,3);

4. a) netriv. FeSeni pro ad — bc — 0V ad — bc — e, b) netriv. feSeni pouze pro (a,b,c,d) = (0,0,0,0), c) netriv. feSeni pro
nékteré dva parametry soucasné rovny —1;

5.a) A1 =3, vi = a(l,1); A2 =1, va = a(—1,1), b) A1 =1, vi = a(1,1); A2 = 3, v2 = a(—1,1), ¢) A1 = =7, v1 =
a(l,4); A2 = 0, va = (2,1), d) A = 1+ V3, vi = (1, 1,1 +V3); 02 =1 — 3, va = a(1,1,1 = V3); \3 = 0, vz =
a(-1,1,0), e) A1 = 2, vi = «(2,1,1); A2 = 1,ve = «(1,0,0), ) M1 = 4,vi = «(1,1,1); A2 = 1,v2 = a(-1,0,1) +
5(_17170)§

6.2) x = 15(24,-6), b) x = —L—(ce—bf,af —cd), c) x = $(15,—14,-23), d) x = 55(144,-3,20), e) x = 1 (11, -1, —3),
f) x = 1(4,-3,2,-1);

7. 1793,

8. 43cm, 54cm, 65cm;

9.9, 12, 15;

10. 500 muzd, 1000 Zen, 4000 d&ti;

11. 27g vodiku, 432 g siry, 864 g kysliku;

12. kg, 38kg, 2kg, 6ke.
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3 Diferencialni pocet

3.1 Uvodni pozniAmky — motivace

Pri feSeni uloh z fyziky, chemie, technickych a jinych védnich obort, pfi matematické
formulaci zakont v piirodnich védach uzivame casto pojmy jako napt. derivace, integral,
diferencialni rovnice. Uvedme nékolik ptikladi:

Priklad 3.1: Problém nalézt rozméry ¢tvercového otevieného bazénu daného objemu
V' tak, aby na oblozZeni jeho stén bylo zapotfebi co nejméné materialu, vede k tiloze urcit
nejmensi hodnotu funkce

4V
S =427 x>0,
x

kde S je celkovy plosny obsah stén bazénu, = strana ¢tvercového dna; hloubka bazénu je
y = V/z% ReSenim tlohy vychazi

=2V, y= V.
Hodnotu x jsme ziskali jako kofen rovnice

4V
X

jejiz leva strana je derivaci funkce S podle proménné z.

R L R

Obr. 3.35: RL obvod Obr. 3.36: i(t) = %(1 — e~ (/1))

Priklad 3.2: V obrazku 3.35 je schematicky znazornén elektricky obvod s rezistorem
odporu R a induktorem indukcénosti L pfipojeny na zdroj konstantniho napéti U. Po
zapnuti spinace zacne obvodem protékat proud i. Pro jeho pribéh v zavislosti na case
dostaneme uzitim Kirchhoffova zakona vztah

d:
, + L— =U.
Ri + aQ U
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Druhy clen na levé strané této rovnice, zvané diferencialni, tj. soucin indukc¢nosti L a de-
rivace di/dt funkce i = i(t), udava indukované napéti na induktoru. Resenim diferencialni
rovnice je funkce

i(t) = — (1 — e @D

Pribéh proudu je znazornén na grafu této funkce v obrazku 3.36.

Priklad 3.3: Kondme-li sadu méfeni napt. néjaké fyzikalni velic¢iny, je kazdé jednotlivé
meéreni zatizeno chybou, jejiz pri¢iny nezname a poklddame ji za tzv. ndhodnou veli¢inu.
Pravdépodobnost P, ze chyba ur¢itého méfeni lezi v intervalu (—¢, ¢), je ddna vzorcem

P(—¢,¢) —/Q0%) g,

0\/ 21

kde vyraz f e~ /(20" 4z se nazgva uréity integral funkce e=**/(2°") g je stredni kva-

draticka chyba méieni.

Jiz z téchto nékolika malo prikladd je patrné, Ze pomoci vyse pouzitych pojmi mizeme
formulovat tlohy nebo vytvorit matematicky model situaci v rtiznych oborech technické
praxe a jejich TeSenim ziskat tidaje, které nas zajimaji. Vytvareni takového aparatu, od-
vozovani a vySetfovani jeho vlastnosti patii do védniho oboru zvaného matematicka
analyza .

3.2 Limita

Pri vysetfovani priabéhu funkce v celém jejim defini¢nim oboru je predevsim tfeba charak-
terizovat jeji lokalni vlastnosti, tj. chovani funkce v okoli jednotlivych bodi. Zajima nas
napt. chovani dané funkce f, blizi-li se hodnoty argumentu x k nékterému bodu a. Muze
se stat, ze se pri tomto bliZzeni funkéni hodnoty blizi k nékterému ¢islu b, coz budeme vyja-
drovat formulaci ,funkce f ma v bodé a limitu rovnu b“. Proces ,blizeni je ovSem nutno
matematicky precizovat, coz uc¢inime v této kapitole. Nejprve uvedeme nékteré problémy,
které k této situaci vedou.

V matematické analyze hraje napt. dilezitou tlohu podil
p(r) — ¢(a)
r—a
kde ¢ je dand funkce, a pevny bod. Tento podil tzv. pfirtistku funkce ¢(x) — p(a) k pii-
ristku argumentu z — a miiZze znacit napf. primérnou rychlost pohybu bodu po ptimce,
jehoz zakon drahy je dan vztahem y = ¢(x), kde y je drdha, kterou bod urazi za Cas x.

Zajima nas, jak se méni hodnota tohoto podilu — jinak feceno, jak se méni hodnota funkce
f dané vztahem

o) — £0) = (@)

T —a

)
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jestlize se hodnoty argumentu x blizi k ¢islu a, coz casto znac¢ime xr — a. V uvedeném
fyzikalnim vyznamu daného podilu se ptame, jak se méni primérna rychlost pohybu, kdyz
se Casovy usek zkracuje.

Je zfejmé, ze musi byt stale x # a a Ze jmenovatel se blizi k nule; obvykle se blizi k nule
i ¢itatel. Jakych hodnot vSak pfi tom nabyva podil, tj. jaké jsou hodnoty funkce f(z)?
Uvedeme nékolik prikladi.

Priklad 3.4:

a)

Necht p(z) = 2%, a = 1. Potom

|

x—1"

fx) =

Pro x # 1 je hodnota funkce f rovna

f() = (x —f-xl)_(xl— 1)

Kdyz x — 1 (pfi¢emz stale « # 1), pak f(z) — 2 (viz obr. 3.37).

=x+ 1.

Jinak formulovano: K libovolné malému € > 0 existuje 0 > 0 tak, ze pro kazdé =,
pro néz je 0 < |x — 1| < 4, plati |f(x) — 2| < ¢, neboli

prox € (1 —0,140),z # 1plati f(z) € (2—¢,2+¢).
Necht p(z) = /x, a = 0. Potom

Iz

flay= Y2
Pro z # 0 je
f@) = 5

Jestlize x — 0, pak hodnoty f(z) neomezené vzristaji, protoZe jmenovatel zlomku
se blizi v kladnych hodnotach k nule a ¢itatel je stale roven 1 (viz obr. 3.38). For-
mulovano presnéji:

Zvolime-li libovolné velké K > 0, mtizeme nalézt 6 > 0 tak, ze pro kazdé = # 0, pro
néz je |z| < 9, plati f(z) > K.

Necht ¢(x) = |z|, a = 0. Potom

=1 z >0

||
f(x):?:{—“——l r<0’

tedy funkéni hodnoty dané funkce se ,zleva“ blizi k —1 a ,zprava“ k 1 (viz obr.
3.39) .

1818
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i 4
24e 1.3—
&
2—5/
/’ = = x
0 75 1 740 : -1 s A x s
Ly = 2l
Obr. 3.37: y = 2-1 Obr. 3.38: y = Obr. 3.39: y = =

Definice limity

Definici zékladniho prostfedku matematické analyzy — limity — budeme formulovat tak,
aby byla pouzitelnd i pro zobrazeni, kterd jsou obecnéjsi nez realné funkce realné pro-
meénné:

Definice 3.5: Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a limitu b, kdyz

e a je hromadnym bodem mnoZiny Dy,

e k libovolnému okoli ¢ (b) limity b existuje okoli U (a) bodu a tak, ze funkce f zobrazi
redukované okoli U*(a) do U(b), tedy

VUb) FU(a) : f(U(a)) CUD).
Potom piSeme lim f(x) =0 nebo f(z) — b pro z — a.
Je-li b # +oo, mluvime o vlastni limit€, v opacném piipadé o limité nevlastni.

Nejcastéji budeme vysettovat funkce, které budou definovany na néjakém redukovaném
okoli bodu a; v tom piipadé bude prvni podminka v definici limity automaticky splnéna.

Jsou-li body a, b vlastni a oznacime-li €, § poloméry okoli U(b), U(a) v tomto potadi, 1ze
druhou podminku v definici limity formulovat nasledovné:
Ve>030>0Ve eDs: 0<|z—a|<d=|f(zx)—0bl <e.

Je-li b nevlastni, napt. b = oo, lze tvrzeni lim f(x) = oo formulovat takto:

r—a

VK>030>0VeeDs: 0<|z—al<d= f(z)> K,

a analogicky pro a nevlastni, napf. a = 0o, 1ze tvrzeni lim f(z) = b formulovat takto:
T— 00

Ve>0 3K >0VexeDp: o> K= |f(x)—b <e.
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Jako cviceni zformulujte podobné definici limity pro pripady, kdy a nebo b je nevlastni
bod —oo0.

Priklad 3.6: V prikladu 3.4 jsme ukézali pfimo z definice limity, Ze

2 3
.oxt—1 ) x .|
lim =2, lim £ = 00, lim u neex
x—1 1 — 1 x—0 x—0

Poznamky k definici limity

1. Vlastnimi slovy mizeme fakt, ze funkce f ma v bodé a limitu b formulovat takto:
Funké¢ni hodnoty funkce f v okoli bodu a lze s libovolnou presnosti aproximovat
¢islem b; neboli blizi-li se bod z k bodu a, lisi se hodnota f(x) od ¢isla b libovolné
malo.

2. Vsimnéte si, ze v definici limity je vyloucen bod = = a, tudiz limita funkce v bodé
a nezavisi na tom, zda a jak je funkce v tomto bodé definovana. Proto dvé funkce,
které se od sebe lisi pouze v bodé a, budou mit v tomto bodé tutéz limitu, nebo
nebude mit limitu zadné z nich.

3. V definici je vyuzito jen hodnot funkce v okoli bodu a. Proto dvé funkce, které maji
tytéz hodnoty ve vsech bodech néjakého redukovaného okoli bodu a, maji v tomto
bodé tutéz limitu, nebo v ném nema limitu zadna z nich.

4. Funkce, jejiz limitu pocitame, tedy nemusi byt definovand v bodé a. Ziejmé by
ale nemélo smysl, aby v nékterém redukovaném okoli tohoto bodu nelezely viibec
body z defini¢niho oboru funkce f — je tedy prirozené pozadovat, aby bod a byl
hromadnym bodem defini¢niho oboru.

Priklad 3.7:

1. limc = ¢, 2. limz = a,
r—a r—a
3. lim 1=0,
z—too T
4. lim a® =00 proa > 1 5. lim a* =0 proa>1
rT—00 r——00
Reseni:

1. Jde o limitu konstantni funkce f(x) = c. Zvolime-li U(c) libovolné, potom f(z) €
U(c) pro vSechna z a tim spiSe pro = z néjakého redukovaného okoli bodu a; to plati
i v tom pripadé, ze bod a je nevlastni.

2. V tomto ptipadé je f(z) = z a pro kazdé U(a) je f(x) € U(a), je-li z € U*(a).
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3. Zvolme okoli (—¢, £) bodu 0 (¢ > 0). Potom f(z) € (—¢, €) znamené, ze |1| < e. To
je splnéno jednak pro vsechna x € (%, 00), coz je okoli bodu co, jednak pro vsechna
z € (—oo0, —1), coz je okolf bodu —oo.

4. a® > K pro x > log, K.

5. |a*| = a* < e pro x < log,e.

Limita parciilni funkce (relativni limita)

Vysetfujme spolu s limitou funkce f v bodé a také limitu parcidlni funkce f/,s, kde a je
hromadny bod mnoziny M.
Limitu funkce f/); budeme znadit symbolem lim f(z) a nazveme ji relativni

T — a
xe M

limaitou nebo téZ limitou vzhledem k mnoziné M.

Véta 3.8: Je-li lim f(x) = b, potom pro kaZdou mnoZinu M takovou, Ze a je hromad-

nym bodem M N Dy, plati lim f(z) = b.
reM

Dukaz:

Tvrzeni ve vété je ziejmé, protoze plati-li, ze ke kazdému okoli U (b) existuje U*(a) tak, Ze funkce f zobrazi vSechny body

tohoto okoli do U(b), tim spiSe tam zobrazi véechny body mnoziny U*(a) N M.

Véta 3.9:  Funkce f ma v bodé a nejuys jednu limitu.

Dukaz provedte za cviceni (sporem).
Specidlnim pfipadem relativnich limit jsou jednostranné limity:

Definice 3.10: Definujeme:

1. limitu zprava: lim_f (x)= lim  f(x),
z € (a,00)
2. limitu zleva: lim f(r) = lim  f(x).

z € (—o0,a)

Véta 3.11:  Funkce f md ve vnitinim bodé definicniho oboru limitu, pravé kdyZz mad
v tomto bodé obé jednostranné limity a ty se sobé rovnagi. Potom plati

lim f(x)= lim f(z)= lim f(x).
z—at T—a~ z—a
Dukaz:
a) Jestlize existuje lim f(z) = b, existuji (podle véty 3.8 o relativni limité) i obé jednostranné limity, protoze
r—a

lim+ f(x) = Ihlg‘ f/(n.,oo)(x) a TETﬁ f(x) = 111131 f/(foo,a) (I)

r—a
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b) Jestlize existuji jednostranné limity a rovnaji se b, potom ke kazdému okoli U (b) existuji okoli Uj (a), Uz(a) takova,
ze pro x € Ui(a) N Dy N (—o0,a) je f(z) € U(b) a pro x € Uaz(a) N Dy N (a,o0) je také f(x) € U(b) . Oznacime-li
U(a) = Ui (a) NU2(a), potom pro x € U*(a) N Dy je f(x) € U(D).

Priklad 3.12:

1. lim % = oo, 2. lim 1= —c0.
. LT _
z—0 z—0

ReSeni: 1. Zvolme okoli (K, c0), kde K > 0. Potom pro vSechna z € (0,1) je 1 €
(K, 00), pri¢emz interval (0, ) je prinikem okoli (—+, %) bodu 0 s intervalem (0, c0).
Cést 2. se ukaze analogicky.

Limita posloupnosti

Protoze mnozina N vSech prirozenych ¢isel ma jediny hromadny bod oo, méa u posloup-
nosti smysl vysetfovat jen limitu lim a, . Pro posloupnost mtizeme definici limity napsat

n—oo

v nasledujicim tvaru:

lima,=b <& Ve>03IK>0VneNn>K: |a,—b<ec.

n—oo

Formulovano vlastnimi slovy: Posloupnost (a,) ma limitu b, jestlize v libovolném okoli
limity b od jistého indexu lezi vSechny ¢leny posloupnosti.

Posloupnost, kterd mé vlastni limitu, se nazyva konvergentni, posloupnost, kterd ma
nevlastni limitu nebo nemé zadnou limitu se nazyvé divergentni.

Priklad 3.13: lim % =0.

n—o0

ReSeni: Posloupnost (1) je ztZenim funkce f : f(z) = 2 na N, tj. (1) = f/n.
Protoze jiz vime, ze lir+n % = 0 (priklad 3.7), dostdvame podle véty 3.8 o relativni

limité lim % =0.

n—oo

Hromadna hodnota posloupnosti, horni a dolni limita

Definice 3.14: Bod b se nazyvad hromadnou hodnotou posloupnosti (a,), jestlize
pro kazdé okoli U(b) je a, € U(b) pro nekonecné mnoho indext n.

Porovnejme definici hromadné hodnoty posloupnosti s definici limity, tj. a,, € U(b) pro
vSechna n z nékterého okoli co; takovych indexti n je jisté nekoneéné mnoho. Odtud
vidime, Ze pokud mé posloupnost limitu, je tato limita jeji hromadnou hodnotou (a to
jedinou). V obecném piipadé mize mit posloupnost vice hromadnych hodnot; zavadime
nasledujici oznaceni:
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Definice 3.15: Nejvétsi z hromadngch hodnot posloupnosti (a,,) se nazyva horni li-
mita a znadi se lim sup a,, nebo lima,,. Nejmensi z hromadnych hodnot posloupnosti (a,)
se nazyva dolnt limita a znad¢i se liminf a,, nebo lima,,.

7 definice plyne
liminf a,, <limsupa,,
pfi¢emz rovnost nastava, pravé kdyz ma posloupnost (a,) limitu. Potom plati

liminf a,, = limsup a,, = lim a,.

n—oo

Priklad 3.16: Posloupnost 1, 1, 2, ;, 3, é, 4, 411’ ... ma dvé hromadné hodnoty a to 0

a 00. Proto jeji dolni limita je 0 a horni limita oo.

Vsimnéme si, ze ze zadané posloupnosti miizeme vybrat dvé posloupnosti, jejichz limity
jsou pravé hromadné hodnoty:

. 1 . )
lim ay, = lim — =0, lim ag,—1 = lim n = oco.

n—oo n—oo N n—oo n—oo

Poznamenejme, Ze tato skutecnost plati pro kazdou hromadnou hodnotu posloupnosti,
tedy je-li ¢islo b hromadnou hodnotou posloupnosti (a,), existuje vybrand posloupnost
(ax) z této posloupnosti pro kterou plati klim ap = b.

—00

Véty o limitach

V tomto odstavci uvedeme (pfevazné bez dikazu) véty o limitach redlnych funkei, které
budeme v dalsim vyuzivat.

Véta 3.17:  Necht lim f(x) < lim g(x). Potom existuje okoli U(a) tak, Ze pro vSechna

r—a r—a

r € U (a) N Dy N Dy plati f(x) < g(x).

Véta 3.18:  Necht existuji limity lim f(z) = b, lim g(x) = ¢ a na jistém okoli U*(a)
plati f(z) < g(x). Potom je b < c.

Véta 3.19: (O sevieni) Nechtlim f(z) = lim h(z) = b a na jistém ryzim okoli bodu

r—a r—a

a platt

f(x) < g(x) < h(z).
Potom také lim g(x) = b.

r—a
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Priklad 3.20: Necht Vz € U*(a) N Dy plati
F(2) — b| <kl —al,

kde a,b,k € R, k > 0. Pak
lim f(z) = 0.

r—a

Reseni: Zvolme libovolné okoli (b, ¢).
Polozime-li § = ¢/k, je U*(a) = {x € R, 0 < |z — a| < ¢/k}. Plati tedy
€

|f(:r;)—b]§k|x—a|<kk

:g’

tedy lim f(z) = b.

r—a

Priklad 3.21: Ukézeme, Ze pro libovolné a € R plati

limsinz = sina, limcosx = cosa.

r—a r—a

ReSeni: Pouzijeme nerovnost |sinz| < |z| ktera plati pro kazdé € R, a nerovnosti
|sinz] <1, |cosz| < 1. Protoze

. . . rT—a r+a . . . r—a
sinz — sina = 2sin 5 cos—— Je |sinz — sina| <2 = |z —al.
Odtud podle ptikladu 3.20 je lim sin z = sina.
r—a
Analogicky se dokaze tvrzeni lim cosx = cos a.
r—a
Piiklad 3.22:  Ukdzeme, 7e lim <32 = 1.
Tr—
ResSeni: Pro t
™ T
T € (0, —) resp. € <——,0>
2 2
g x
plati nerovnosti i
¥
sine <z <tguz, resp.
tgr < x <sinwz,
0 7 x

které se nazorné ovéri pomoci zobrazeni
funkci sin , tg x na jednotkové kruznici. Obr. 3.40: K prikladu 3.22
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Tedy pro z € (—%, %) x # 0 plati
sin
cosr < —— < 1.
x

Vime, Ze liII(l) 1=1, kromé toho také limcosz =1 (viz ptiklad 3.21.)

z—0
Zbytek plyne z véty 3.19.

Véta 3.23:  Necht funkce f, g maji vlastni limity v bodé a a plati lim f(z) = b a

r—a

lim g(z) = ¢, pak

lm[f(x) £ g(z)] = b+,

r—a

lim f(2)g(x) = b-c.

je-li navic ¢ # 0 , plati

lim M = Z—)
w=ag(z) ¢

Dukaz: Naznac¢ime dikaz pro limitu soucétu.

Mame ukézat, ze lim (f(z) + g(z)) = b + c. Zvolme tedy libovolné £ > 0; mame najit § > 0 tak, aby pro kazdé = €
Tr—a
U*(a) N Dy g platilo |f(x) + g(z) — (b+c)| <e.

Polozme €1 = £. Protoze plati lim z) =ba lim ag\r) =c¢, existuji (51, 62 tak, ze
2
T—a T—a

Vez:0<l|z—a|<d = |f(z)—bl<e1 a Vz:0<|z—al<d = |g(x)—c|<ei.
Polozme ¢ = min{d1, d2}. Potom

Vo 0< |z —al <6 = |(f+9)(@) — (b+) = |(f(@) = b) + (9() — )] < |f(®) ~ bl +|g(2) — | <e1+e1=¢

a to jsme méli dokazat.

Piiklad 3.24:
lim P(x) = P(a), kde P(z) = a,a" + An12" 1 4+ -+ a1 + ag je polynom.

r—a

Reseni: Vyéetfujme limitu k-tého ¢lenu polynomu s pouzitim véty 3.23 a prikladu 3.7.

Dostavame lim apz® = hm ay, - (lim r)* = apa®
T—a
n
a odtud lim P(z) = lim Z apzh = Z lim apz® = 3 apa® = P(a).
r—a r—a k 0 r—a k:()

Véta 3.25: KaZdd funkce f, kterd je neklesajici (resp. nerostouct) a shora (resp. zdola)
ohranicend na nékterém intervalu (K, 00) md v bodé oo vlastni limitu b a plati

b= sup f(z) (resp.b— inf f(z ))

z€(K,00) z€(K,00)
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Priklad 3.26: Posloupnost ((1 + %)”)Zo:l je konvergentni.

ReSeni:

I
ol
I 3
(=)
=~
VRS
[e—

|
S|+
~_
VRS
[e—

|
S
~_
VR

—_

|

ol
3|

—_
~~_

"1 1 2 k—1
1=y = (1- 1— N .
(Il Zk"( n—i—l)( n+1) ( n+1>
Odtud je zfejmé, Ze a,, < a,y1, tedy posloupnost je rostouci. Déle

<zn:1 2+1+ +1<2+1+1—I— —|—1<2-|—1 3

an p— J— “ .. J— — J— o e —_— = .

prd k! 2! n! 2 22 2n—1

To znamend, ze posloupnost je shora ohranicend a ma vlastni limitu. Limita této po-
sloupnosti hraje v matematické analyze vyznamnou roli. Oznacujeme ji e a nazyvame
FEulerovo cislo:

1 n
lim (1 + —) =e=2,718 281 828 459 ...
n

n—oo

Véty o nevlastnich limitach
Véta 3.27:
1. limf(z) =00 & lim(—f(z)) =—

r—a r—a

2. lim f(z) =4+oc0 = lim|f(z)] =00

r—a r—a

3. lim|f(z)| =00 & lim++ =0

r—a r—a f(z)

4. lim f(z) = 00, g(x) ohrani¢end = lim[f(z)+ g(x)] = o0

r—a r—a

5. lim f(z) =00, g(z) >c¢,c>0 = lim[f(z) g(z)] =00

r—a Tr—a

Véty 4., 5. jsou formulovany pro nevlastni limitu oo avsak z véty 1. plyne jejich platnost
i pro bod —oo . Kromé toho podminky poloZzené na funkci g staci vztahnout na nékteré
okoli bodu a. Zaménime-li ve vété 5. podminku g(x) > ¢ na g(x) < —¢, bude limita
soucinu —oo. navic z véty 3. a 5. plyne

6. lim f(z) =0, g(z) ohrani¢end = lim|[f(z)-g(z)]=0

r—a r—a
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2/

Obr. 3.41: f(z) =sin Obr. 3.42: f(z) = zsini

Priklad 3.28: limzx sin% = 0, protoze funkce sin je ohrani¢ena a lim x = 0.

x—0 r—

Priklad 3.29: Necht P, (z) je polynom stupné m a @, (x) polynom stupné n a necht
P, (a) = Qn(a) = 0. Mame vypocitat

. Py(z) . Py(x)
a) mahe P ImEte
Reseni:
a) Necht

Po(z) = amz™ + ap12™ ' + -+ a1 + ag,
Qn(x) = bnxn + bnflxni1 +ooe 4+ blx + bO-

Rozlisime tii pripady:

1. m < n: VySetfovanou racionalni lomenou funkei rozsitime vyrazem x~" (lita-

tele 1 jmenovatele délime nejvyssi mocninou z, ktera se ve zlomku vyskytuje);
dostaneme
amxmfn + am_lxmfnfl + . + alwlfn + aox*”‘

)

lo Pm(x) l.
11m = l11m
oo QTL("L‘) T—0oo bn + bn—lx_l + -+ blfl'l_n + bol’_n

limita jmenovatele je ziejmé rovna b, (ostatni s¢itance obsahuji zaporné moc-
niny x, a tedy maji nulovou limitu), protoze podle pfedpokladu je m < n, jsou
i vSechny mocniny z v citateli zaporné, a tedy limita citatele je rovna nule.
Proto limita celého zlomku je rovna nule.

2. m = n: Opét délime citatele i jmenovatele vysetfovaného zlomku nejvyssi
mocninou x, ktera je stejna v citateli i jmenovateli a je rovna n. Dostaneme
P, () o aptap Tt a T apr ™

lim = lim
r—00 Qn (1)  w—oo by A byl - bt 4 bz
mocniny x v Citateli i jmenovateli jsou zaporné, a tedy je limita celého zlomku

rovna .
bn,

Y
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3. m > n: Nejdfive z polynomu v ¢itateli i z polynomu ve jmenovateli vytkneme
koeficient u nejvyssich mocnin x:
m Am—1 .. m—1 a a
e A R i R

1' Pm(ZE) A 1
11m = — |1m
x—»oan(I) bn T—00 xn+l’7ll)_;1xn—1_|_,.'+g_;x+z_z

Citatele i jmenovatele vydélime nejvyssi mocninou x vyskytujici se ve jmeno-
vateli zlomku, tedy n a dostaneme:

- am—1 ,.m—n—1 ai ,.1—n ag ,.—n
] P T a ] xmn_i_Lx _i_..._i_—x +_:C
lim m(7) =" lim gm D L . tm ;
T—00 Qn(gj) bn r—00 1 + 7[;—1x71 4+ .4 b_lmlfn + b_Oxfn
mn mn n

limita zlomku je rovna oo, vysledek bude 00 podle znaménka podilu %—m.

Zavérem dostavame

0 pro m<n
P, =
lim (x) _ ) an /by, pro m=n
=00 Qn () 00 . m>n, ay/by, >0
—00 P m>n, ay/b, <0

b) Podle zadani je z = a kofenem obou polynomu; plati tedy
Pp(x) = (z —a)* P(z), Qu(z)=(z—a)' Q(x),

kde P(a) # 0a Q(a) # 0, piicemz k resp. [ je ndsobnost &isla a jako kofenu polynomu
P, (z) resp. @y (z). Odtud

im L (@) = F(a) im(z —a
Q) " QoY

Opét mohou nastat tii pripady:

k—l

1. k> 1[: limita je zfejmé rovna nule;
2. k=1: limita je rovna P(a)/Q(a);
3. k <l: zde vysledek zavisi na tom, zda je ¢islo [ — k sudé nebo liché:

(a) k <, l—k sudé — limita je rovna nekoneénu opatfenému znaménkem, jaké
mé podil P(a)/Q(a);

(b) k < I, 1 — k liché — limita neexistuje, jednostranné limity jsou nevlastni
s riznym znaménkem:
Je-li P(a)/Q(a) > 0, je limita zprava rovna oo, limita zleva rovna —oo,
pro P(a)/Q(a) < 0 jsou znaménka opa¢na.

Uvedeme nékolik konkrétnich ptipadi:
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Priklad 3.30: Mame vypocitat nasledujici limity racionalnich lomenych funkei:

. 2 —4 . 2 —4 S —Ax® + 5 — 2
a) 3151—%562—33:—{—2 b) lgn11$2_3$+2 c) 11{2 x® —3x+2

- 25— 3z +2 - 2 —4 (@ +3)(x+4)(z+5)
d) iﬂx3—3$2+3$—1 °) x]glgol'2—3$+2 f)  JHm ot 4+ x—11
T — 2x
&) lim 5 73,2
Reseni:
24 -2 2
a) limx—:lim(x UG ):lim$+ =4
e=2122 —3x4+2 s-2(zx—2)(x—1) 2-2z2-—1
. 1 o
. a4 Cat—4 1 1 3 lim -5 =00
b) lim ————— = lim : =3lim —— = T
x—>1x2—3$+2 a—lx—2 x—1 z—1g — 1 311I?7E:—OO
3 — 4a? -2 —2)(x —1)2
c) lim ~ vt o = lim (z=2)x—1) =
e—1 25 —3xr 42 e—1 (z—1)(a* + 22 + 22 + 20— 2)
B (x —1)(x —2)
Ceolrttad it —2
5 2 -1 4 3 2 -9
Q) lim & 3z + ~ lim (x=1)(z* +2°+ 2"+ ):
e—1x3 —3224+3x -1 a1 (x —1)3
(12
24 1—4%
) lim —— = lim —— 2 ]
e—o0 72 —3x +2  a—co 1l =30 + 2
4 11 +31+4)(14+5
f) fim (z+3)(x+4)(z+5) - (14 2)( l+x)1(1 +x):0
T—00 xt+x—11 &—00 I+ 5—-23
T =2 7 . ad—2x 7 . x(l—2%)
g) lim ——— = —— lim e = — o5 lim —~— = —00
z—o0 6 — 1322 13 w00 22 — % 13a—00 1— 125

Limita slozené funkce

Véta 3.31:  Necht
1. a je hromadny bod mnoZiny Dy, kde f = ho g,
2. existugi limity

c¢=limg(x), d=1lmh(t),

r—a t—c
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3. na jistém okoli bodu a je pro x # a také g(x) # c.

Potom existuje limita sloZené funkce f v bode a, pricemz

lim f(x) =

z—a
Dukaz: Ke kazdému U(d) existuje U(c) a ke kazdému U(c) existuje U(a) tak, ze = # a, x € U(a) = g(x) € U(c) a podle 3.
9(z) # ¢ = h(g(z)) = f(z) € U(d).

Poznamka: Je-li funkce h spojitéd v bodé ¢ (viz 3.34), je mozno podminku 3. vynechat.
V nasledujicim prikladé naznac¢ime techniku pocitani limit:

Priklad 3.32: Mame vypocitat nasledujici limity:

V2+1—+2 b) lim Vo —2 c) limsin4$+sin7x

.1 —cosx . tgr—sinz
d)  lim ates e) lim =5 f) D =50,
2 \/ +2v3x +4v5
g) lim Y39 gy gy VT ° v
oo 20 +3 00 V2r +1
Reseni:

a) Limita Citatele i jmenovatele je rovna nule; zlomek upravime tak, abychom (analo-
gicky jako u racionélni lomené funkce) pfislusny kotenovy Cinitel vykratili:

. \/2—I—m V2 V2Hr—V2V2 a4 V2
z—0 z—0 €T */2+IE+\/§

24 -2 1 , 1 V2
:hm :hm—z—.
=0T 24z +V2 0 2+34v2 4

Pfi vypoctu limity jmenovatele jsme pouzili vétu o limité slozené funkce:

limv2+2 = /lim(2+2) = V2,

b) Zde mizeme jmenovatele rozlozit jako rozdil tfetich mocnin:

im ———— =lim —————= =i VT =2 =
pod oS — 8 e (V)R =20 e (Vo - 2) (@ 2y +4)

lim———— =
Tolizroyar4 12
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c)

Sll’l T

Vyuzijeme znamé limity hH(l) = 1 s vnitini slozkou x = kt pro vhodné k.

Nejdrive citatele i jmenovatele zlomku délime x a jednotlivé vzniklé zlomky rozsitime
vhodnou konstantou:

sin 4z + sin 7x sndr  sinfe o ogsindr oy ogsinlz 4470 ]
im - zhmT:hm 3 = = —.
z—0 sin 3z z—0 o z—0 3 S”g—m“" 3 3
Polozime x =tgt (pro t — 0 je z — 0):
. T . tgt . tgt . sint
lim =lim———— =1lim — =lim =
=0 arctgx  t—0 arctg(tgt) =0 ¢ -0t cost

VyuZijeme zndmou goniometrickou identitu 1 — cos? = sin?

slozené funkce:

x a opét vétu o limité

. 2
Y l—cosx . (l—cosx)(l1+cosz) . (sinz 1 1
im ———— = lim = lim =—.
a—0 12 20 22(1 + cos x) a—0 \ @ l1+cosz 2
Postupnymi tpravami dostaneme
) . 1
i tgxr — sinx y sinw(—- —1) _ 1 1—cosxz 1+cosxz
im ——— = lim : = lim =
z=0  sindz z—0 sin® x z-0 cosx sin?x 1+ cosx

1 1

im =_.
z—0 cosx(l+cosx) 2

Limita citatele i jmenovatele je oo; budeme postupovat analogicky jako u limit
racionalnich lomenych funkci, opét s pouzitim véty o limité slozené funkce:

1im,/3x2+9 3323—1- 3+ ﬁ

c—t0  2r + 3 _x—>oo 3 _r—>oo 2+3 2

V citateli zadaného podilu byla druha odmocnina vyrazu, v némz nejvyssi mocnina
x byla 2; mizeme tedy Tici, Ze nejvyssi mocnina x v citateli je 1 a koeficient u
této nejvyssi mocniny z je /3. Jmenovatel je polynom 1. stupné s koeficientem u
x rovnym 2. Vidime, Ze nas vysledek je vlastné opét podil koeficient u nejvyssich
mocnin (jsou-li tyto mocniny stejné).

Pouzijme predchozi itvahu: Nejvyssi mocnina x v Citateli i jmenovateli je % a po-
dil koeficient@i u téchto mocnin je == a to by mél byt vysledek. Pfesvédéime se

, V2
vypoctem:

\/x+2\/3x+4\/5_x _ \/5\/1+§ 3z + 45z

lim = lim =

14+24/3L4+4,/5%
= lim =—=—

T—00 /2+l _\/5_ 2
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Priklad 3.33: Pomoci véty o limité slozené funkce odvodime nékteré dilezité limity:

a) lim (14+21)"=e b) lim (1+21)"=e
¢) lim (14 £)" = d) lim(1+2)7 =e
Reseni:

a) Pro x > 1 plati

1 n 1 x 1 n+1
1+ <[14+—-) <1+ -
n—+1 T n

kde n = [z] je celd ¢ast x, tj. pfirozené ¢islo n, pro které je

n<zxr<n+l1.

Ptejdeme-li k limité pro x — oo, a tedy i pro n — oo, dostaneme

n 14+ L)t
lim |1+ :lim%zfze,
n—o0 n+1 n—oo 1—|—n—_'_1 1

1\"*! 1\" 1
lim <1+—> = lim <1—i——) '(1+—):€'1:€.
n—oo n n—oo n n

Odtud podle véty o sevieni 3.19 plyne

) 1\"
lim (1 + —> =e.
T—00 €T

b) Névod: Pouzijeme vétu o limité slozené funkce tak, ze za vnitini slozku volime funkci
u=—x—1 (tedy x = —u—1).

¢) Néavod: PouZijeme vétu o limité slozené funkce tak, Ze za vnitini slozku volime funkci

u =2,
C

d) Névod: Pouzijeme vétu o limité slozené funkce tak, ze za vnitini slozku volime funkci

T

Shrnuti

V této kapitole jsme se vénovali zakladnimu prostiedku, s nimz pracuje matematicka
analyza — pojmu limity. Definovali jsme
e limitu funkce f v bodé a: lim f(z) = b, jestlize k libovolnému okoli ¢(b) limity b

existuje okoli U (a) bodu a tak, ze funkce f zobrazi mnozinu U*(a) N Dy do pfedem
zvoleného U (b), pFitom jsme pfipustili i moznosti a = o0 resp. b = +00,
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e limitu zleva resp. zprava: podminku v definici limity klademe pouze na body
r < aresp. x > a; tedy napt. lim f(x) = b, jestlize k libovolnému okoli /() limity

b existuje okoli U(a) bodu a tak, ze funkce f zobrazi mnozinu U*(a) N Dy N (—00, a)
do pfedem zvoleného U (b),

e specidlné limitu posloupnosti (a,):  lim a, = b, jestlize k libovolnému okoli U (b)
limity b existuje ¢islo K tak, Ze pro vSechny indexy n, pro které plati n > K, je
a, € U(D).

Dale jsme odvodili pravidla pro pocitani limit:

e jsou-li f, g funkce a obé limity lim f(x) a lim g(z) existuji a jsou kone¢né, plati

1. lim(f(z) £ g(z)) = lim f(x) £ lim g(x),
2. limkf(x) = klim f(z) pro kazdou konstantu k € R,
3. lim f(x)g(z) = lim f(z) lim g(x),

lim f(x
4. lim {8 = ze il je-li lim g(z) # 0,

z—a 9(T) zhina g9(z)’ z—a

lim g(x)
5. lim f(z)9® = (lim f(x))ﬁa , je-li im f(x) > 0;

e je-li lim f(z) =0 a|g(z)| < K, je lim f(x)g(x) = 0;
e pro nevlastni limity plati

L. lim f(x) = o0 & lim(—f(z)) = —o0,

2. lim |f(z)| = o0 = limﬁ:Q

3. lm f(z) =00 A lg(o)] <K, = lim(f(2) +g(x)) = oo,

r—a

4 lim f(r) =00 Ag(x) > ce>0 = lm(f(x)g(x)) = oo

o je-li lirrll)f(u) = B, limg(xz) = b a navic existuje takové okoli U(a) bodu a, zZe

Vo € U*(a) je g(x) # b, potom pro limitu sloZené funkce fog plati lim f(g(x)) = B.

Otazky a ukoly

1. Které z nasledujicich tvrzeni je ekvivalentni s lim f(x) = b7

r—a

a) pro libovolné okoli U(b) bodu b a libovolné okoli U(a) bodu a zobrazi funkce f
mnozinu U*(a) N Dy do U(D),

b) existuje okoli U(b) bodu b a okoli U(a) bodu a tak, ze funkce f zobrazi mnozinu
U*(a) N Dy do U(b),
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c¢) pro libovolné okoli U(a) bodu a existuje okoli U(b) bodu b tak, Ze funkce f
zobrazi mnozinu U*(a) N Dy do U(b),

d) pro libovolné okoli U(b) bodu b existuje okoli U(a) bodu a tak, Ze funkce f
zobrazi mnozinu U*(a) N Dy do U(b),

e) existuje okoli ¢ (b) bodu b tak, Ze pro libovolné okoli U(a) bodu a zobrazi funkce
f mnozinu U*(a) N Dy do U(D),

f) existuje okoli U (a) bodu a tak, Ze pro libovolné okoli U (b) bodu b zobrazi funkce
f mnozinu U*(a) N Dy do U(D).

V pfipadé zaporné odpovédi uvedte vzdy protiptiklad.

2. Mize existovat QICLH% f(z), jestlize f neni definovana pro x = 27

3. Je-li }SILI% f(z) =5, co muzeme Fici o f(2)7

4. Muze byt 91611% f(z) = ilirzl)’ f(x)?

5. Muze se stat, ze f nenabyva nikdy hodnoty 6 a pfesto }:LII%’ f(z) =67

6. Muze se stat, aby se funkce rovnala dvojnasobku jiné funkce a presto s ni méla
stejnou limitu v néjakém bodé?

7. UkaZte, Ze ¢islo b neni limitou posloupnosti (a,), jestlize
a) a, ==, b=10""; b) a,=13", b=10""% ¢) a,={/n, b=1+10"°

8. Necht funkce f je zadand grafem v obr. 3.43. Zjistéte, ¢emu se rovnaji
limity a funkéni hodnoty funkce f ve vyznacénych bodech defini¢cniho oboru
—0, =3, -1, 1, 2, 3,

5, 7,8, 10, 11, co. (Provéite si geometrickou pfedstavu o limité.)

A

Obr. 3.43: Geometricka predstava o limité
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9. a) Nacrtnéte graf funkce f pro kterou plati f(z) = |z| — .
b) Pro kterd a existuje lim f(z)?

0. Pk g defnovand ey ) = { 4 7% 77

a) Nacrtnéte graf funkce f.

b) Existuje liné f(z)?

c) Existuje 1ir§15f(x)?

d) Pro kterd a existuje lim f(x)?

11. Funkce f je definovana piedpisem f(z) = { _i Eig i ;%

a) Naznacte, jak vypadé graf funkce f.
b) Existuje lin% f(z)?
)
)

Existuje lim f(x)?
\ ff( )

r—

C

d) Pro kterd a existuje lim f(x)?

2
12. Funkce f je definovana predpisem f(z) = { iiﬁ giz i ; %

a) Naznacte, jak vypada graf funkce f,
b) Existuje lin% f(x)?

d) Existuje ling) f(z)?

e) Pro kterd a existuje lim f(x)?

)
)
c) Existuje lirr% f(z)?
)
) r—a
13. Necht f(x) = 2 pro = > 0.
a) Pomoci kalkulacky dopliite tabulku

‘1,0 0,5 04 03 0,2 0,1 0,01

T
a:w‘

b) Jaka je asi nejmensi hodnota funkce f na intervalu (0,1)?
c) Myslite, ze lim z* existuje? Jestlize ano, ¢emu je asi rovna?

r—0t
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Cvideni

1. Vypocitejte nasledujici limity:

s 2?4 Tr—44 : 1 2 . (1432)%—(1+4x)3
a) lm G D) lm (G5 - 5h) o lm SRS
3
. 2 . 2 _ . Ar—1 100 3 1 200
d) lim =2+ ¢)  lim (21’2” 11> ) lim & é g;ifo)
r—00 €z T—00 z°—z+ r—00 (6z+5)

2. Vypocitejte

a) lim V(’;:fzd b) lim (Vz —2-2)

r——2 T—00
) }EEO ( /1 — 23 + x) d) xlggo %\/@E

3. Vypocitejte

) : o3
a) lim :gg”" b) lim Sest=gos 2
z—0 80T —0 x
: arcsin x : sin x
c) lim 2ene d) lim =%
x—0 x—0

4. Vypocitejte limity zprava a zleva danych funkci f v bodé a, jestlize

a) f(x)=xze* a=0 b)  f(x) = o a=0
o) fla)=%%2, a=0 d flo)="2,  a=-2
e) f(x) =g a=0 f) f(z)=arctg 7, a= -1
5. Vypocitejte limity posloupnosti
a) lm (1+.5)""°  b) lim (u2)¥ ¢ lim (1+ 1)
d) Jim (VaF2-vi) o) lim (Va(VaET-ym) ) lim g a0
Vysledky

1
2
3.
4
5

.a) %, b) %, c) 6, d) oo, e) %, f) 6100,

.a) i, b) 0,¢c) 0, d) 1;

a) %, b) 1, ¢) 1, d) oc;

.a) 0;—00, b) 0;1,¢) 053, d) —2;2,e) 1;-1, f) T; - T;
.a)e,b)ed c)1,d)0,e) %,f)1proa>1,%proa:1,0proa<1.

3.3 Spojitost

Pomoci limity se zavadi pojem spojitosti funkce (zobrazeni):
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Definice 3.34: Funkce f se nazyva spojita v bodé€ a, plati-li lim f(x) = f(a); to

r—a

znamena, ze
a) a € Dy, tj. f(a) je definovano, b) lim f(z) existuje, ¢) lim f(z) = f(a).

r—a r—a

Tuto definici miizeme zapsat ve tvaru

Ve>03>0Ve: |z —a|<d = |f(z)— fla)| <e.

Analogicky mtzeme definovat spojitost zleva a zprava:

Definice 3.35: Funkce f se nazyva spojita zprava (resp. zleva) v bodé a, jestlize

Tr—a~

tim (@) = (@), (resp. i f(0) = J(0))

Pro snazsi zapis budeme pouzivat oznaceni: f(a™) = lim f(x), f(a”) = lim f(x).

r—at T—a~

Klasifikace nespojitosti

Definice 3.36: Existuji-li pro funkci f v (kone¢ném) bodé a (konecnd) ¢isla f(a™),
f(a*) a ma-li funkce v a pfesto bod nespojitosti, fikédme, Ze tato funkce mé v bodé a bod
nespojitosti prontho druhu.

Cislo § = §(a) = f(at) — f(a™) se nazyva skok nespojitostsi.

Je-li §(a) = 0, fikdme, Ze funkce f mé v tomto bodé odstranitelnou nespojitost.
Je-li §(a) # 0, nazyva se bod © = a bodem skokové nespojitosti.

Definice 3.37: Je-li funkce f definovana v okoli bodu a (popfipadé s vyjimkou bodu

a samotného) a ma-li v bodé a bod nespojitosti, ktery neni bodem nespojitosti prvniho
druhu, fikdme, Ze funkce mé v a bod nespojitosti druhého druhu.

Piiklad 3.38: V obr.3.44 je graf jisté funkce f definované na intervalu (—2,6). VySet-
feme jeji spojitost v bodech —2, 1, 2, 3, 4, 6.

Y3
3; """""""""""""""""""""""""""" : |
. ] 2 pro z € (—2,2)
i /\ r—1 z € (2,3)
1 flz)y=4¢ 3 r=3
| ¥ 51—1’ x € (3,4)
240 1 5 & 4 B8 -1 $€(476>

Obr. 3.44: Funkce f z prikladu 3.38
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Reseni:

a) * = —2: Bod —2 nepatii do defini¢niho oboru funkce f; nemtzeme mluvit ani o
spojitosti ani o nespojitosti funkce v tomto bodé.

b) x =1: V bodé 1 je zfejmé funkce f spojita.

c)r=2: xligl— flx) =2 # xlirgr f(x) = 1, funkce zde mé skokovou nespojitost se
skokem 6 =1—-2 = —1.

d) z=3: }}L% f(z) =2 # f(3) = 3, funkce zde mé odstranitelnou nespojitost.

e) t=4: zlirilf flz)=1= f(4), xlil}& = 00, funkce zde ma nespojitost druhého dru-
hu, pricemz je zde spojita zleva.

f) =6 xlirg f(x) = & = £(6), = 6 je pravy koncovy bod defini¢niho intervalu —

2
funkce je zde spojita (zleva).

Priklad 3.39:
a) Funkce y = sin% ma v bodé x = 0 nespojitost druhého druhu, protoze liII(l) sin%
€Tr—
neexistuje (ani jednostranné limity), tedy nejsou rovny zZadnému koneénému ¢islu.

b) Funkce f(z) = 2% m4 v bodé z = 0 odstranitelnou nespojitost.

Funkce spojité na intervalu

Definice 3.40: Rekneme, ze funkce f je spojitd na intervalu (a,b), jestlize je spojita
v kazdém jeho bodé ¢ € (a,b).

Definice 3.41: Rekneme, 7e funkce f je spojitd ma uzavieném intervalu (a,b),
jestlize je spojita na otevieném intervalu (a, b) a navic je v bodé a spojita zprava a v bodé
b zleva.

Jako cvifeni napiste analogické definice spojitosti funkce na intervalech (a,b) a (a,b).
Pro spojité funkce plati nasledujici véty, které vyplyvaji z analogickych vét o limitach:

Véta 3.42:  Jsou-li funkce f a g spojité v bodé a, pak jejich soucet (nebo rozdil) f+g,
soucin f - g a podil % ( v pripadé, Ze g(a) # 0) jsou také spojité v bodé a.

Véta 3.43: Je-li funkce g spojitd v bodé a a funkce f v bodé b = g(a), pak sloZend
funkce F = fogqg, F(z)= flg(x)], je spojitd v bodé a.
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Priklad 3.44:
a) Polynom
P(z) = ap2™ + ap12™ '+ -+ arx 4 ag

(kde a; € R,i = 0,...,n) je spojitd funkce pro libovolné x € R, jak jsme ukazali
v prikladu 3.24.

b) Racionalni lomena funkce

P(z)  apa™+ 12" L4+ ayz + ao
Q(z)  bpa™ + b1 2™ 4 -+ byw + by

fx) =

(kde a; € R,i = 0,...,n, b; € R,j = 0,...,m) je spojita pro vSechny hodnoty
r € R, pro néz Q(z) # 0.

¢) Tzv. zékladni elementarni funkce, k nimz patfi sin z, cos x, a*, kde a > 0, jsou spojité
na R.

d) Ostatni elementarni funkce, které nemusi byt vSechny definovany a tedy ani spojité
na R, maji tu vlastnost, Ze jsou spojité v kazdém bodé svého ptirozeného defini¢niho
oboru.

Vlastnosti funkci spojitych na uzavieném intervalu

Véta 3.45:  Je-li funkce f spojitd na uzavieném intervalu (a,b), je na ném ohranicend.

Zkracené zapisujeme skutecnost, ze funkce f je spojita na (a, b) takto: f € Cqp).

Véta 3.46: (Weierstrassova) Funkce [ € Ciqpy nabyvd v néjakyjch bodech intervalu
{a,b) svého mazima a minima, tj. existuji body « a [ patrici do {(a,b) takové, Ze

min f(z) = f(e), max f(z) = f(5).

z€(a,b) z€(a,b)

Tedy f(a) < f(z) < f(B) pro vsechna x € (a,b).

Poznamka: Napt. funkce y = z je spojitd na otevieném intervalu (0,1) a je na ném

omezena; avSak na tomto intervalu nedosahuje svého supréma sup x = 1, tj. neexistuje
z€(0,1)

zo € (0, 1) takové, Ze by funkéni hodnota v tomto bodé byla rovna 1; funkce je rovna 1 pro

x = 1. Vidime, Ze pozadavek spojitosti funkce na uzavieném intervalu (a, b) (zahrnujicim

oba krajni body a a b) je zasadni.

Ziejmé sup arctg x = 7. Neexistuje vSak bod x, v némz by funkce arctg x nabyvala hod-
noty 7; tedy pro x > 0 nedosahuje svého maxima. Podminky vyse uvedené véty jsou i
v tomto piipadé poruseny, protoze defini¢ni obor spojité funkce arctg x neni omezeny.
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Véta 3.47:  Funkce f € Cypy nabyvd na tomto intervalu vsech hodnot mezi svym ma-
ximem a minimem na tomto intervalu; tedy spojitym obrazem intervalu je interval.

Disledek: Je-li f € Ciapy a f(a) - f(b) < 0, pak v otevieném intervalu (a,b) existuje
alespon jeden bod ¢, pro néjz f(c) = 0.

Disledek: Kazda polynomidlni rovnice P,(z) = 0 lichého stupné mé nejméné jedno
feseni.

Piiklad 3.48: Rovnice cosz = z ma kofen lezici na intervalu (0, ), protoze f(0) >
0, f(m) <0 kde f(z) =cosz —z a f(z) je spojita funkce. (Viz obr. 3.45 a 3.46)

0 | \

Obr. 3.45: f(z) =cosz, f(r) == Obr. 3.46: f(x) = cosz — x

Shrnuti
V této kapitole jsme vysetiovali pojem spojitosti. Rekneme, 7e funkce f je
e spojitd v bodé a:  je-li lim f(z) = f(a),

e spojita zleva (zprava) v bodé a:  jsou-li pfislugné jednostranné limity rovny funkéni
hodnoté v bodé a,

e spojita na intervalu:  je-li spojita v kazdém bodé intervalu; jedna-li se o uzavieny
nebo polouzavieny interval, v koncovém bodé je spojita zleva nebo zprava (,zevniti“
intervalu).

Neni-li funkce f v bodé a spojita, mé zde
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e nespojitost 1. druhu:  existuje-li lim+ f(z) = f(a™) i lim f(z) = f(a™) a jsou
vlastni; pritom v pripad€, zZe se tyto jednostranné limity sobé rovnaji, hovorime o
odstranitelné nespojitosti; rozdil f(at) — f(a™) se nazyva skok funkce f v bodé a,

e nespojitost 2. druhu: jestlize alespon jedna jednostranna limita funkce f v bodé
a neexistuje nebo je nevlastni.

Vlastnosti spojitych funkci:

e Funkce vzniklé pomoci aritmetickych operaci ze spojitych funkci a

e slozené funkce vzniklé kompozici spojitych funkci

jsou spojité ve vsech bodech, ve kterych jsou definované. Odtud plyne, Ze elementarni
funkce jsou spojité vsude, kde jsou definované.

Je-li funkce f spojitd na uzavieném intervalu (a, b), potom

e je zde ohranicena,
e nabyva zde svého maxima a minima,

e nabyva vsech hodnot mezi svym maximem a minimem.

Otazky a ukoly
1. Kdy fekneme, Ze je funkce f spojitd v bodé a? Kdy je spojitd na intervalu (a, b)?

2. Uvedli jsme celou fadu funkci definovanych na R, které byly nespojité pouze v jed-
nom bodé (napi. f(z) = sgnz v 0). Mize se stat, aby funkce definovand na R byla
spojita pouze v jednom bodé? Uvedte priklad takové funkce.

3. VysSetrete spojitost funkce z obr. 3.43, klasifikujte nespojitosti.

4. Necht funkce f je v bodé a spojita a funkce g nespojita. Zjistéte, zda jsou v bodé a
spojité funkce

a) f+g b) fg ¢ fog d) gof.
Uvedte priklady.

5. Nechf funkce f i ¢ jsou v bodé a nespojité. Zjistéte, zda mohou byt v bodé a spojité
funkce

a) f4+g9g b) fg ¢ fog d) golf.
Uvedte piiklady.

6. Jsou dany funkce f a g predpisy

I 0<z<1 I reQ
f(x)_{2—x l<z<?2 g(x)_{Z—x g Q

Zjistéte, kde jsou spojité slozené funkce foga go f.
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7. Necht f je funkce spojitda na Dy = R. Existuje nutné ¢islo = tak, ze f(z) = 27
8. Necht f je spojitd funkce s Dy = (0,1), pro kterou plati f(0) = 1 a f(1) = 0.
Existuje nutné ¢islo = tak, ze f(z) = x?
Cviceni

1. Zjistéte, kde jsou spojité nasledujici funkce; body nespojitosti klasifikujte:

- r <0 rsini z
2 f<x>={f—lwl P IVCRS

x r >0 r=0
c) f(z)=sgn(sinz) d) fz) = &
e) f(x):{Q—ng i;g f) f(x)zll—_—zsjj

2. Najdéte cislo a tak, aby funkce f byla spojita:

0 fw={,", 151w w={, 7, 150

o fo={"% 170

3. Ukazte, ze dana rovnice ma na intervalu J feSeni:

a) 2—2—-1=0, J=(1,2)

b) 2*—4x® 4222 +5x—-3=0, J=(-11;-1)

c) lnx—3+2=0, J=(1l,e)
Vysledky

1. a) R\ {0}, v 0 skok %, b) R, ¢) R\ {k7}, skok £2, d) (0,1) U (1, 00), v 1 nespojitost 2. druhu, €) R\ {0}, v 0 skok —1, f)
R\ {0}, v 0 nespojitost 2. druhu;
2. a),b),c) a=1.

3.4 Derivace
Motivace

a) Smérnice teény:
Necht I' = {(z,y) | y = f(x)} je graf spojité funkce y = f(x). Zvolme na I" bod
A = [zo, f(z0)] a jiny bod X = [z, f(z)]. Se¢na S prochézejici body A a X svira
s kladnou poloosou x thel 3. Pro tangens thlu ( plati
A _
tgf = 2y f(x) = f(wo) '

Az T — X
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Necht © — 1z ; pak pro spojitou funkci f se hodnota Ay také bude blizit nule a
bod X se bude pohybovat podél I' a bude se pfiblizovat k bodu A. Jestlize v tomto
limitnim procesu pro pomér % plati

Ay

— — (x — xy),

Ax

pak thel 3 se bude také blizit k jistému thlu «, tga = k. Spolu se zménou 3 bude
seCna S rotovat kolem A a bude se v limité priblizovat k pfimce ¢ prochézejici bodem
A a svirajici thel « s kladnou poloosou z. To znamena, ze t je te¢nou ke grafu I
v bodé A a

A
lim =2 = lim tg 8 = tgor = k.
T—x0 €T T—T0
Jestlize se tedy pomér ﬁ—i blizi kone¢né limité pro x — xg, kiivka I' ma v bodé A
tecnu, jejiz smeérnice je rovna této limité, a méa tedy rovnici:

y—yo=k(z —xo), kde k= i 18) = f(20)

T—To T — To

y 4 Y
1 1 E:
[2, 1(2)] [2, f(2)] [2, )]
)21

‘ 1
e e

[x, 1(:)]
x-2

1 2 3 X 1 2 3 X 1 2 3 X

Obr. 3.47: Geometricky vyznam derivace

b) Okamzita rychlost:
Necht se bod pohybuje po pfimce a nechtf funkce s = f(t) vyjadiuje zavislost jeho
vzdélenosti s od pocéatecniho bodu O (brano s odpovidajicim znaménkem) v case
t. V okamziku t je bod ve vzdalenosti s = f(t) od O. V jiném ¢asovém okamziku
t + At je ve vzdalenosti s + As = f(t + At) od O. Jeho primérné rychlost béhem
¢asového intervalu (¢,t + At) je vyjadiena jako

O As f(t4An - 5@

AL At '
Okamzita (,skuteéna”) rychlost v bodu v okamziku ¢ muzZe pfirozené byt definovana
jako limita, k niz se vy, blizi, kdyz At — 0, tj.

. As
o(t) = vor(t) = lim -
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Derivace v bodé
Definice 3.49: Necht pro funkei f definovanou na néjakém okoli U (xy) existuje vlastni
limita
f(@) — f(@0)
z>zo X — T ’
Potom tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé z.

Oznacime-li h = x — xy, mizeme psat také

Je-li funkce f definovand na U(xy) N (xg, 00) resp. na U(zy) N (—00, xp) a existuji-li jed-
nostranné limity

Ptz = tim BEZTE som 1) = pm L2

potom [’ (x¢) nazyvame derivaci zprava a [’ (x) derivaci zleva funkce f v bodé x.

Ma-li funkce f v bodé z( derivaci, fekneme, Ze je zde diferencovatelna.

Véta 3.50: Je-li funkce f v bodé xqy diferencovatelnd, je v tomto bodé spojitd.
f(@)—=f(zo) _ f'(0) plyne :clina}o f(x) = f(z0), neboli

Dukaz: Mame ukéazat, ze z existence limity lim
z—z0 r—xQ

[f(z) — f(z0)] = 0. Plati

lim
T—x(Q

(@) — (o)) = lim L@@y priag) tim (2 - 20) =00

lim
T—xQ r—xQ xr — T T—TQ
7 véty o jednostrannych limitach 3.11 plyne

Véta 3.51: Funkce f je v bodé xy diferencovatelna, prdve kdyz existuji jednostranné
derivace f' (xo), f_(xo) a jsou si rovny. Potom plati

fi(xo) = fL(wo) = f'(20).

Definice 3.52:

1. Pfimka o rovnici y — f(zo) = f'(z0)(x — 2¢) je teéna ke grafu funkce f v bodé

[0, f(20)]-

2. Je-li f'(xg) # 0, je pfimka o rovnici y — f(zo) = —m(x — x9) normdla ke grafu
funkce f v bodé [xg, f(x0)].

3. Polopfimky y — f(x0) = f'(20)(® — x9), pro x > o

resp. y — f(xg) = f(xo)(x — x0), proz < xg
se nazyvajl prava resp. leva poloteéna ke grafu funkce f v bodé [zg, f(zo)].
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Jestlize v néjakém bodé grafu
f(1) #F.(1) funkce neexistuje derivace, ale
existuje néktera jednostranna
derivace, potom polopfimku
prochézejici prislusnym bodem
na grafu funkce a majici smér-

1 2 3 nici rovnu této jednostranné
derivaci je polotec¢nou (viz sou-
Obr. 3.48: Polotecny ke grafu funkce sedni obrazek).
(2)—f(z0)

Mize se stat, ze v néjakém bodé xy pro funkci f plati lim ! = 00 nebo —o0,

T—T0

nebo je nevlastni pouze jedna z jednostrannych limit tohoto podilu. I v téchto pfipadech
dostavame jistou informaci o chovani grafu funkce f v okoli bodu [z, f(x)]:

T—x0

Definice 3.53:
f(z)—f(z0)

a) Je-li lim =5 =25 = 0o (—00),

T—x0
je pfimka o rovnici x = z( svisla teéna ke grafu funkce f v bodé [z, f(z0)].

: i f@—f(@o) _ _ iy L@ =f(@o) _
b) Je-li mlfﬁ 27 = 00 (—00) resp. zlff— 1200) — o0 (—o00),
0 0

je pfimka o rovnici x = g prava resp. leva svisla poloteéna ke grafu funkce f

v bodé [z, f(z0)].

M
2 flx)
Graf funkce f v sousednim ob-
razku ma svislou teénu x = 2 v
bodé [2, 1] a levou svislou polo-
X tetnu z = 1 v bodé [1,1].

Obr. 3.49: Svisla tecna a polotecna

Derivace na intervalu

Definice 3.54: Ptedpokladejme, ze funkce f je definovand na otevieném intervalu
(a,b) a mé v kazdém bodé z € (a,b) derivaci f'(x). Potom je na (a,b) definované funkce
f'rx— f'(x), kterou nazyvame derivaci funkce f.
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Poznamky k definici
1. Derivace funkce f se téz nékdy misto f'(x) oznacuje symbolem %ﬁf) nebo % (tzv.
Leibniztiv zapis derivace).

2. Funkei f, kterd méa derivaci na intervalu (a, b) nazyvame diferencovatelnou na (a, b)

3. Definici je mozno pouzit i pro uzavieny interval (a, b), potom vSak kromé existence
derivace v kazdém bodé intervalu (a, b) pozadujeme existenci derivace zprava v bodé
a a existenci derivace zleva v bodé b.

Vime, ze geometricky znamena derivace smérnici tecny ke grafu funkce; na obrazku 3.50
je nakreslen graf spojité funkce f zadané po c¢astech a v obrazku 3.51 je graf jeji derivace

.
0 \

S es W 2 \/ 0
£

Obr. 3.50: Graf funkce f

Obr. 3.51: Graf derivace f’

Mame-li v nékteré konkrétni situaci (napf. ve fyzice) pocitat derivaci néjaké zadané
funkce, potiebujeme znat derivace zakladnich elementarnich funkci (tedy jakysi slovnik)
a pocetni pravidla pro derivaci (tedy gramatiku).

Toto vse odvodime v prikladech a vétach tohoto odstavce; ziskané poucky pak v zavéru
shrneme v tabulce.
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Priklad 3.55: Derivace nékterych elementarnich funkci
a) (¢)=0 (c=konst.) b) (z") =na"?! neN
¢) (sinz) =cosz d) (cosz) = —sinz

) () =e

Reseni
r_ fla+h)—f(z) c—c
) € = i A=) — iy 5
ny _— i (Eth)"—z"
b) (@) = lim (22
:}Ilin})% [x”—ir( T th4 (5 )2 PhE e+ ()" ) R R — | =
= lllin%% [naz”’lh + (5 )a" 2k + -+ nxh™ 1t + h"] =
= }llirr(l) [nx”fl + (5 )a" ?h+-- 4+ nxh" 1t + h”fl] = na" !
c) (sin x)’ hr% Flsin(z + h) — sinz] = hn"(l) 2 cos(z + %) sin 2] }Llil}) cos(z + 3)
llm Slni —
h—0 5
=cosT

d) podobné jako predchozi piipad

e) (e¥) = 113(1) Flemth —e”] =e” . hr% et —1];

posledni limitu ur¢ime pomoci véty o limité slozené funkce; volime-li vnitini slozku
(substituci) u = e" —1, plati h — 0 = u — 0 a tedy

h _ . 1 _ _
Il”LEI(l) h [e 1] a lll’% In (1+u) - ilir(l) In(1+wu)w lne =1

Zakladni pravidla pro derivovani

Véta 3.56:  Necht funkce f,g maji derivace f'(x),g'(x) v bodé x. Potom maji v tomto
bodé derivaci také funkce ftg, f-g, c-f, kde ¢ = konst., a je-li g(x) # 0 také 5, pricemz
plati:

2) (f(@) £ 9(2)) = f'(@) + (@),

b) (¢ f(@) = c- f(a),

©) (f(2)-9(@)) = f'() - g(x) + f() - ¢ (x),
Q) (29) = 255 (F'@) - 9(@) - f(@) - g'(2)

Dukaz: Prvni dva vztahy plynou bezprostfedné z analogickych tvrzeni o limitach; dokadzeme c):

B f(z+h)g(z+h) — f(x)g(z)
(f(z)-g(x)) = Jim 5 =

= lim —[f(e+ W)g(e + h) — F(@)gle -+ B) + F@gla + ) — f(@)g(a)] =
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= lim (@ + B) — F(@)a(z +B) + F@)ge + h) — g(e)] =
= lim {w g(z + h)} + () lim M = f'(z)g(z) + f(x)g (z).
Priklad 3.57:
a) (sinhz) =coshz b) (tgz)=_= ¢ (@) =na""', neZ
Reseni:
=) =4[y = ()] = 4l 2] = e+ o) = cosha

!/
a) (sinhz) = (e”—; ) -
siﬂ)/ _ cos?xz + sin?z
o cos? x T cos?zx
c) Pron € N je formule odvozena v 3.55, stejné jako pro n = 0 (derivace konstanty).

1

b) (tgl‘)/ = (COS[Z'
VysSetiujme tedy n celé zaporné a oznacme —n = m € N. Potom
n—1

n\ _ 1) _ —mam™ ! —-m—1 __
(™) —(x—m) = S — = —mx =nx

Derivace inverzni funkce

Véta 3.58: Necht
g:v=9y), y € (a,p)

fry=[(x), x€(ab)
jsou navzdjem inverzni funkce, pricemz v bodé yy € (o, 3), yo = f(xo) existuje derivace

9'(yo) # 0.
Potom v bodé xo = g(yo) existuge také f'(xo) a plati

, B 1 B 1
@) = oS = g
dy _ 1 )
dx % :

(V Leibnizové zapisu derivaci ma posledni formule tvar
Dukaz: Z a) vyplyva, ze funkce f je spojitd na (a,b) a s pouzitim véty o limité slozené funkce 3.31 s vnitini slozkou

y = f(z), tj. x = g(y), dostavame
f(z) = f(=o) . Y — Yo 1

1 =] _ )

& w0 g(y) — 9(wo) ' (vo)

T—x(

i
T — x
Tato véta se pfi vypoctu derivaci bézné neuziva; pomoci ni odvodime dalsi vztahy pro

derivace elementéarnich funkeci

(arctgz) = ﬁ c)

Priklad 3.59:
1 b)

o
(arcsinz)’ = —=—=

)
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ReSeni:

a) y = arcsinz, z =siny
dy _ 1 _ _1 1

1
—_— d_ = —_— pu—
dx ﬁ cosy \/lfsin2y Vi—x2

b) y = arctgr, x = tgy
d cos? y 1 1

cos2y+sin?y ~ l+tg2y 1+

_ 1 _ 2, —
d——z—COS Yy =

Y
c) gé:lnx, r=eY

Derivace sloZzené funkce

Umét spravné pouzit nasledujici vétu je pri vypoctu derivaci naprosto nezbytné - vyzaduje
to pochopitelné aktivni znalost pojmu slozené funkce, tj. kazdou slozenou funkci umét
rozlozit na jednotlivé slozky.

Véta 3.60: Necht funkce g : u = g(x) mad derivaci v bodé xy a funkce f : y = f(u)
md deriwvaci v bodé ug = g(xo). Potom sloZend funkce fog: y = flg(z)] md derivaci v
bodé xqy a plati

(f 09),(950) = f’(uo) ) 9/(900) = fl[g(%)] 'gl(fo)-

(V Leibnizové zépisu derivace mé formule tvar % = j—g - du )
Priklad 3.61:
a) (a®)=a"Ina (a>0) b) (nfz[) =1 c) (27 =ax*! (a €R)

Reseni:

a) y = a® = e* M je slozen4 funkce s vnitini slozkou u = z In a a vn&jsi slozkou y = e
dy dy du u

— =—-—=¢c"-lna=e

de  du dx

b) Pro z > 0 je ndm vztah jiz zndm.

ehhe ng=a"Ina

Je-li x < 0, potom y = In|z| =In(—2z); y=Iu, v=—x
dy dy du 1 1 1
U T (D)= — (=1 = =
de du dzx u( ) —ZL‘( ) x

c) y=a=er y=¢" u=alnz, r>0:
dy dy du u @ alnz @ a @ a—1
—— V== . — =¢".—=c¢ — =" —=aqa-x
de  du dzx x x x

V nasledujicim prikladu pouzijeme odvozené vztahy pii vypoctu derivace komplikovanéj-
sich funkci:
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Priklad 3.62: Mame vypocitat f’, je-li f zadand predpisem

a)  f(o) =y, b)  f(x) = arctg {255 o) flw) = (sinw)es”

(= (4?3 (@ (L+2%)2) = (2= (1 +22)32) (@ + (1 +2?)32)

(z + /14 22)2

3
r+vV1+22|"

x—1+ a2
Qa2 (ot (L et — (@ - (L a?)h) (14 (1t a?) 7 20)
(z + V1 +a2)?

| po tpravé (1. a 3. zavorku v citateli pfevedeme na spolecného jmenovatele,
| ktery je roven /1 + 22, a roznisobime) dostaneme

1
1

3
Yo — V1422 1

B 1 T+ V1 + 22 B r—1+ 22
2vV1+a22 |z —V14+22| o+ V1422 2V1+22 |+ V14 a2
b)
1 cosz |’
/ _ _
/@) 1_|_[1i0¢]2 {1+sinx}
(1 + sinz)? (cosz) (1 + sinx) — cos z(sinz)’
~ (1 +sinx)? + cos?x (1+sinz)? N
— 5y [ sl 4 sing) — cos’a] =
= S osng | SR sing) — cos” 2] = —2.
c)
f(l‘) — (Sinx)cosz — pC08T lnsina:7 f’(]}) — 6cosa:lnsinz (COSI lIlSiIlZL'), —

= (sinz)®** (— sinz Insinz + cos x —— cos a:> =
sin

= (sinz)** ! (cos’x — sin’z Insinz) .
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Priklad 3.63: Kondenzator s kapacitou C' se vybiji pfes rezistor s odporem R. Mame
najit intenzitu proudu v case t, jestlize pro naboj na deskach kondenzatoru plati

Q =0,001e7/°

kde naboj ) je vyjadfen v coulombech a ¢as t v sekundach. Mame zjistit, za jak dlouho
klesne intenzita proudu na polovinu své pocatecni hodnoty.

ReSeni: Intenzita elektrického proudu v ampérech je

d
= 9@ (0,001 e7/5) = —0,0002 />
dt
Prot =0 je
ip = —0,0002 A = —-0,2mA
Cas v sekundéach,za ktery klesne intenzita proudu na polovinu, najdeme z podminky

' 1
%0 = —0,0002¢*° neboli 3= e 5,

Tedy t =5 1n2 = 3,47 s.

Priklad 3.64: Mame najit rovnici teény a normaély ke grafu funkce y = Inz, jestlize
teCna je rovnobézna s pfimkou x —y + 5 = 0.

Reseni: Necht A = [zg,%0] je bod, ve kterém je hledané tecna rovnobé&zna se zadanou
primkou. Z podminky rovnobéznosti plyne pro smérnici k; te¢ny a smeérnici ko dané primky
vztah k; = ko (= 1), neboli

1
(nz),_,, =1, tedy — =1
Lo

Odtud je zg =1 ayyg=Inzy = 0.
Rovnice te¢ny v bodé A = [1,0] je

y—0=1(zx —1) neboli z—y—1=0

a rovnice normaly

1
y—Oz—I(x—l) neboli r+y—1=0.
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Diferencial funkce

Definice 3.65: Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé zg. Potom funkci f'(z) - h
proménné h € R nazyvame diferencialem funkce f v bodé zy a znacime

df (z0) = f'(x0) - h.

Je-li funkce f diferencovatelnd na intervalu (a,b), potom f'(z) - h zavisi na dvou pro-
ménnych = € (a,b), h € (—o00, 00). Tento vyraz nazyvame diferencidalem funkce a
oznacujeme d f(x), nebo d f.

Zvolime-li speciélné f : f(x) = x, potom d f(x) = dx = 1.h.
Vysledku dx = h budeme nadéle pouzivat vSude. Bude tedy

d f(z) = f'(z) - dz, df(zo) = ['(x0) - du.

Odtud Ize délenim diferencidlem dx ziskat jiz dfive uvedené Leibnizovo vyjadieni derivace
funkce

Fay= 0 pag) = W0

Priristek dx nazyvame priristkem argumentu.

Geometricky vyznam diferencialu

yr Rovnice tecny ke grafu funkce

[ v bodé [zg, f(zo)] mé tvar:
y af y — f(x0) = tga (v — x0) =
il = ['(z0)(x — x0).

Oznacime-li tedy

xr — 19 = Ax,

f(@) = fzo) = Af(x),

je geometricky vyznam diferen-
e y _ cidlu
Xy XFAX

df (wo) = f'(zo)(x — x0)

Obr. 3.52: Geometricky vyznam diferenci- »prirtstek po tecné”, tak jak je
alu Znazornéno na obr. 3.52.
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Aproximace prirustku funkce diferencialem

Prirtistek funkce f v bodé z definujeme vztahem Af(x) = f(z + h) — f(z).
Je-li f'(x) # 0, potom

i flath)—f(z)
AR fkh) - f) TR
h—0 d f(x)  h=0 fl(x)-h B f'(z) o
Proto pro dostatecné mala h je
Af(z) . . -
af) "~ L, tj. Af(z) = d f(z)

a muzeme pro mald h ptiblizné nahradit prirtistek funkce jejim diferencialem.

Piiklad 3.66: S jakou chybou (v procentech) vypocteme objem krychle, jestlize se pfi
méfeni strany krychle dopustime nejvyse 1% chyby?

ReSeni: Nechf z znaci délku strany krychle a V jeji objem. Nechf dz zna¢i moznou
chybu v méreni z. Relativni chyba ‘i—”” je v absolutni hodnoté nejvyse 0,01, tedy
d
|—I| < 0,01.
x
Diferenciél dV je odhad chyby pfi vypoctu objemu, tj. d7V je odhad relativni chyby objemu.
Protoze

dV = d(z*) = 32°dx,

dostaneme
av B 3r2dx B 3d:v
|

Tedy relativni chyba objemu je trojnasobek relativni chyby v méfeni strany, tj. asi 3%.

Neurcité vyrazy, L’Hospitalovo pravidlo

V tomto odstavci uvedeme pravidlo, které vyrazné zjednodusi pocitani limit funkci v
bodech, kde neni mozné ptimo dosadit — tak zvanjch neurcitych vyrazi:

Vysettujeme-li limitu lim %, kde lim g(x) = 0, nemuzeme pouzit vétu o limité podilu;
r—a r—a
je-li navic lim f(z) = 0, nejedna se ani o zddnou nevlastni limitu. Pfesto uvedeny podil
r—a
limitu miiZze mit a to dokonce vlastni. Podobné situace vznika, jsou-li limity funkci f, g
nevlastni, nebo vySetiujeme-li limitu rozdilu dvou funkci, z nichz ma kazda nevlastni
limitu co a podobné. Tyto a jim analogické piipady limit nazyvame neurcdité vyrazy a
délime je do nékolika typt (lim oznac¢uje lim):

r—a
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1. Je-li lim f(x) = lim g(x) = 0, potom lim % nazyvame neurcitym vyrazem typu g.

2. Je-li lim f(z) = lim g(z) = +o00, potom lim % nazyvame neurcitym vyrazem typu

3. Je-li lim f(x) = 0,lim g(z) = £oo, potom lim f(z) - g(x) nazyvame neurcitym vyra-
zem typu 0 - co.

4. Je-li lim f(x) = lim g(z) = oo, potom lim f(z) — g(x) nazyvame neurcitym vyrazem
typu 0o — 0.

5. Je-li lim f(z) = 1,lim g(z) = oo, potom lim(f(x))?™ nazyvame neuréitym vyrazem
typu 1°°.

6. Je-li lim f(z) = oo, lim g(z) = 0, potom lim(f(x))?™ nazyvame neurcitym vyrazem
typu oo,

7. Je-li lim f(z) = limg(z) = 0, potom lim(f(z))’® nazyvame neurcitym vyrazem
typu 0°.

Uvedeme metodu na vypocet neurcitych vyraza prvnich dvou typti; neurcité vyrazy zby-

vajicich typi se vzdy snazime na néktery z prvnich dvou prevést.

Véta 3.67: (Prvni L’Hospitalovo pravidlo)
Necht funkce f,g jsou diferencovatelné na nékterém U*(a) a plati

b.

1) lim f(z) = lim g(x) =0, 2) lim L@ —yp Potom také lim £

r—a 9 (@) r—aq 9()
Duikaz: Predpoklddejme, Ze a je vlastni, tedy Ze plati f(a) = g(a) = 0. Potom

f@)=f(a)

f(@)—f(a i
@@= PR m TR
im —~= = lim = lim = = .
r—a g(g;) T—a g(g;) — g(a) r—a 9(93):9(”') lim 9(1):9(‘1) g’(a)

r—a

V ptipadé, kdy f(a) nebo g(a) neexistuje (tedy nékterd z funkci f, g ma v a odstranitelnou singularitu), defini¢ni predpis

zménime tak, ze polozime f(a) = g(a) = 0. V pfipadé a = 0o pouzijeme substituci ¢t = % a vétu o limité slozené funkce.

Véta 3.68: (Druhé L’Hospitalovo pravidlo)
Necht funkce f,g jsou diferencovatelné na nékterém U*(a) a plati

b.

1) lim | f(z)| = lim |g(2)] = 00 2) lim L&) — p, Potom také lim L&)
r—a r—a z—a 9 (%) z—a 9(@)
Priklad 3.69: Vypocteme néasledujici limity:

In(2x — 1 . . 1 .
O P W B 9 gmed 0 lgeows-d
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Reseni:
2
a) 1 In(2z —1) <0> o 22—1 cos®dmr 1
=1 tgdre  \0/) a—1 __ 4w o122 — 1) 27
cos? Az ( )
1
1 =
b) hmﬂ:<§>:hm£:0
r—oo U O T—00 ]_
c) lim 2+ = (ooo) = lim ex™7 = e’
kde b = acll—>n<;lo lTx = 0, jak jsme vypocitali v pfedchozim prikladu. Tedy
lim x% =¥ =1.
1 COS & 1
d li texr — — | = (o0 — (& =i _ ) =
)t (cotpa = 1) = (oo (00 = Iy (S22 - 1)
. xrcosx —sinx 0 . COST —xsinx — cosx
=lim—= (=) =lim - =
z—0 T sinx 0 z—0 sinx + x cosx
. —xrsinx 0 . —sinx
=lim——-— == =lim——"-—-—"=0.
z—0 sinx + x cos x 0 z—0 2BL 4 cog

T

Na posledni neurcity vyraz jsme L’Hospitalovo pravidlo jiz nepouzili — vyhodnéjsi bylo

délit citatele i jmenovatele x.

Zéavérem kapitoly o derivaci uvedeme tii dilezité véty o funkcich diferencovatelnych na

intervalu, které maji znacny teoreticky, ale i prakticky vyznam:

Véty o prirustku funkce
Véta 3.70: (Fermatova) Jestlize
a) f je spojitd na {(a,b),
b) v bodé & € (a,b) nabjvd své nejuétsi (nebo nejmensi) hodnoty,
c) ezistuje f'(§),
pak f'(§) =0
Dukaz: Predpokladejme, Ze f méa v & maximum, tedy plati
f(@) < f(§) Vx € (a,b), neboli f(z)— f(§) <0.
)= f(©
-£

Potom pro podil [

p plati:
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Tedy

€O R (O B b £@ = F©

T~ x—£& gt r—&

=fi(¢) 0.
Protoze podle predpokladu existuje f/(€), musi platit

L) = £1&) = f&) = 0.

Véta 3.71:  (Rolleova) Jestlize

a) [ je spojitd na {(a,b),
b) f je diferencovatelnd na (a,b),

¢) plati f(a) = f(b),
pak existuje bod & € (a,b) tak, Ze f'(§) = 0.

Véta 3.72: (Lagrangeova o prirustku funkce) Jestlize

a) f je spojitd na {(a,b),
b) f je diferencovatelnd na (a,b),

pak existuje & € (a,b) takové, Ze

1) = f(a)

R

'"‘::::\\ QA

a) ~ i) #a)

a &'; 52 b a ,;7 ‘52 b

i®)

Obr. 3.53: Roll &t
r oreova verd Obr. 3.54: Lagrangeova véta

Uvedené véty, které se souhrnné nazyvaji vétami o ptirtistku funkce, jsou velmi dilezité
z teoretického hlediska — pomoci nich se dokazuji prakticky vsechna dtlezita tvrzeni o
diferencovatelnych funkcich. Dikazy neuvadime; platnost tvrzeni v nich obsazenych
nazorné ukazuji obrazky 3.53 a 3.54.

Dusledek: Funkce f je konstantni na (a,b), prdvé kdyz f'(x) =0 na (a,b).
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Shrnuti

V této kapitole jsme definovali zakladni prostiedek diferencialniho poctu — derivaci funkce:

e derivace funkce f v bodé zo:  f'(7¢) = lim _f(x;:ﬁéx())’
r—xQ

e derivace zleva (zprava): je definovand pomoci pfislusnych jednostrannych limit,
e derivace funkce f na intervalu: funkce f': z — f'(z).

Derivace popisuje ,rychlost, s jakou se méni dana veli¢ina“, nejen ve fyzice, ale i v chemii,
biologii, ekonomii, managementu,...

Geometricky vyznam derivace funkce v bodé udava smeérnici tec¢ny ke grafu funkce:
e rovnice tecny ke grafu funkce f v bodé [z, f(xo)]: v — f(z0) = f'(x0) (x — x),
e rovnice normaly ke grafu funkce f v bodé [z, f(x0)]:  y— f(z0) = —m (x —xp).

Déle jsme zavedli pojem diferencial funkce — linearni ¢ast prirtstku funkce:

e diferencial funkce f v bodé x¢ vzhledem k piirtstku h :  df (zg) = f'(x0) h.

Ukézali jsme, jak mtizeme vyuzit derivaci pii vypoctu limit tzv. neuréitych vyraza (limit,
které nelze vypocitat jako funkéni hodnoty) — uvedli jsme

e L’Hospitalovo pravidlo:  je-li lim f(z) = limg(z) = 0, resp. je-li lim f(x) =

Jg”gg = b, je talé lim % = b.

lim g(z) = oo a soucasné je lim
r—a

r—a

Na zavér kapitoly jsme uvedli tzv. véty o prirtstku funkce:

e Fermatova véta: ma-li funkce diferencovatelna na intervalu v néjakém bodé tohoto
intervalu nejveétsi resp. nejmensi hodnotu, musi mit v tomto bodé nulovou derivaci,

e Rolleova véta: ma-li funkce diferencovatelnd na néjakém intervalu v krajnich bo-
dech tohoto intervalu nulové hodnoty, musi mit v nékterém vnitinim bodé tohoto
intervalu nulovou derivaci,

e Lagrangeova véta:  pro funkci diferencovatelnou na intervalu (a,b) a spojitou na
(a,b) existuje bod & € (a,b) tak, ze plati f(b) — f(a) = f'(§)(b— a).

Pomoci pravidel pro pocitani s limitami jsme odvodili pravidla pro vypocet derivaci a

vztahy pro derivace zakladnich elementarnich funkci; pravidla jsou shrnuty v nasledujicich
tabulkach:
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Slovnik pro derivace

Vzorce plati vSude, kde je definovana funkce i derivace.

Funkce Derivace Funkce Derivace
¢ (konst.) 0 x 1
x" nax™ ! x® az® !
er e a® a* Ina
1 1
Inz f log, x Tina
sin x cosx cosx —sinzx
tgx —1r cotg — %
cos“ x sin” x
. 1 1
aresin x —— arccos T —_—_—
V1—a22 Va7
arctg x 1 _: 2 arccotg x 1 _: )
sinh z coshzx coshzx sinh x
tegh x 1 cotgh x _ 1
& cosh? & sinh® z

Gramatika pro derivace Uzite¢né vzorce

Je-li f(x) >0, g(x) > 0 plati:

(f(2) g(x)) = f'(@)g(x) + f(z) g'()

(M)’ _ f’(l’) g(l,)z_ f(l’) g’(x) [f(l’)]g(x) —  e9(@)n f(z)
g(x 9 (z) log, ... f(x) In f(z)

(fle(@)]) = fle(@)] ¢'(2) 9) In g(z)
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Otazky a ukoly
1. Co je to derivace funkce a) v bodég, b) na intervalu?

2
2. Na pifkladu funkce f dané predpisem f(z) = z*x(z) = { % i;% pomoci

definice derivace ukazte, Ze funkce definovand na R mutze mit derivaci pouze v
jednom bodé.

3. Body A = [2,4] a B = [2 + Az, 4 + Ay] paraboly y = 2% proch4zi se¢na. Najdéte
smérnici této secny, jestlize Az = 1, Az = 0,1, Ax = 0,01. Najdéte téZ smérnici
teCny paraboly v bodé A.

4. Necht f je funkce, jejiz hodnota v z je 4x2.

a) Vypocitejte [f(2,1) — f(2)]/0.1.
b) Jak muZzeme interpretovat zlomek v a), jestlize f znamena celkovy zisk jisté
firmy (v milionech dolart) v prvnich z letech ¢innosti?

c) Jak muZeme interpretovat zlomek v a), jestlize f znamené druhou soutadnici
na grafu paraboly y = 422 ?

d) Jak mtizeme interpretovat zlomek v a), jestlize f udéavd vzdélenost, kterou
urazi pohybujici se ¢astice v prvnich x sekundach?

e) Jaky je vyznam hodnoty f'(2) v pfipadech ¢),d)? Jak byste tyto pojmy rozsitili
na ptipad b)?

5. Na obr. 3.55 jsou grafy tii funkci fi, f2, f3. Pro ktera ¢isla a
a) existuje lim f(z), ale f je nespojitd v a?

b) f je v a spojita, ale neni v a diferencovatelna?

Obr. 3.55: Funkce z prikladu 5

6. O funkcich f a g vime, ze f(3) = 2, f'(3) = 4,9(3) =5,9(5) =3,4(3) =1a
g'(5) = 7. Pro které x mizeme vypocitat (f o g)’ a ¢emu je rovna?

7. Necht ¢ je diferencovatelna funkce takova, Ze jeji derivace je rovna x%ﬂ Necht
h(z) = g(z*). Najdéte h/(x).
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8. V obr. 3.56 jsou v levé casti grafy jistych funkci f; — fi5 a v pravé casti grafy jis-
tych funkei g1 — ¢15. Ke kazdé funkci f; najdéte funkci g; tak, aby platilo f/ = g;.

M —= |-

g

: o
A ~ =, T
g Mgt 7 |\_/
G 0 9r0

L/

/
H

\
k
D
\

1

g2
9

\

=\
£
N\«

\

]

e

-s \e
-

Obr. 3.56: Funkce a jejich derivace

94

|

L/

Sy N\
N

- 915

-
NN

9. Ukazte, ze

a) derivace liché funkce je sudé funkce,
b) derivace sudé funkce je licha funkee,

c) derivace funkce periodické s periodou p je periodickéd funkce s periodou p.

10. Dokazte, ze bod dotyku tecny k hyperbole o rovnici y = £ puli Gsecku urcéenou
pruseciky této teCny se souradnymi osami.

11. Odtvodnéte, pro¢ nelze pouzit L’Hospitalovo pravidlo pii vypoctu téchto limit:

1

z b) lim &= sin x

. x%sin
a) lim :
T—oo L+ SINXT

40t Sinw
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Cvideni

1. Vypocitejte derivace nésledujicich funkei (pro zjednoduseni uvadime pouze pravou
stranu definiéniho predpisu):

a) 303—1—45153\/5—1—4\3/ﬁ—Z,—?’g,—l—é/—g’;2 b) v a2VaiVa?
c) (2®—2zx+1)(z* —5x? 4+ 10) d) (z—1)(x —2)*(z—3)?°

Yz 1+ 7 (z +1)(2* — 2x)
¢) -9z 112 2 (2* + 1)

o ()" NI

) /(3 +4V20) Do et

Cos xQ 3
k) v 1)  3cotgx + cotg’x
m) tglitZ + 22 n) cotgv/1+ b
o) sin (sin (sinz)) p) sin®(cos?(tgx))
q) 4% + 362" r) eveitetl

In(z + V1 + 2?)
1 —si 1

u) In,/ ﬁ v) arctg uf

W) ¢ X) (tg x)l/cosm

y)  (coshx)mne® z) (Inx)®+ 22®

_x
€Elnx t

wn
~—

2. Vypocitejte derivace nasledujicich funkei a vysledky co nejvice zjednoduste:

a) xln(x —+vz?2-1)+va2 -1

1 1 z3
b) gy il
>

c) arctgg +In gl 5

4 -1 V2+2x2_w+ln(az+\/1+x2)

2f V2t 2 +
e) Zliln Hi—i% + %arctg m\/_

3. Vypoctéte derivace nasledujicich funkci; v bodech, kde derivace neexistuje, vy-
poctéte derivaci zleva a zprava:

a) |z3 b) |z —1] c) In|3—z|

d) x|z e) |cosz| f) (—1)kl
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4. Najdéte rovnici teény a normaly ke grafu funkce f v bodé A, je-li

a) f(x):‘gi—:g, A=11,7] b) f(x):2\/§sinx, A=[37]

c) f(z)=In(z+1), A=]10,7] d) f(z)=e"cos2z, A=10,7]
5. Najdéte rovnici teény a normaly k parabole y = 22 — 2z + 3, jestliZe te¢na

a) je rovnobé&zna s piimkou 3z —y + 5 = 0,

b) je kolmd na pfimku z +y — 1 =0,

c) svira s ptimkou 2z +y — 2 = 0 thel 7.

6. Vedeni vysokého napéti méa rozpéti mezi stozary 80 m. Tvar zavéseného vodice udava
parabola y = 0,001 22, pficem? jeji vrchol je stejné vzdalen od obou stozarti. Najdéte
tthel mezi vodicem a stozarem.

7. Balon kulového tvaru zmensuje v disledku poruseni svého obalu sviij primeér o 2 cm
za sekundu. Vypocitejte, jakou rychlosti se zmensuje jeho objem, je-li pocatecni
polomér balonu r = 16 m.

8. Jestlize téleso vyhodime svisle vzhtiru s poc¢atecéni rychlosti vp ms™! je jeho vyska
nad povrchem pocitand v metrech dand vztahem s = vot — 4,9t2, kde t je cas
v sekundach. Pro vy = 100 ms~! urcete

a) rychlost v ¢ase t = 2,

b) rychlost v ¢ase t = 15s,

c) v jakém Case dosédhne téleso nejvétsi vysku,
d) jaké nejvétsi vysky téleso dosdhne.

9. Vlak vyjizdi z nddrazi, pfic¢emz jeho pohyb popisuje rovnice s = at? + bt + ¢, kde s
je draha v km, ¢ ¢as v hodinach. Po uplynuti jedné minuty vlak dosdhne rychlosti
60km/h. Jakou drédhu urazi, nez dosdhne této rychlosti?

10. Na mofi kiizuji dvé lodé€ svou drahu pod pravym thlem. Kdyz je prvni v priseciku
drah, druhé je od néj jesté vzdélend 20 km. Prvni lod se pohybuje rychlosti v; =
30km/h, druha rychlosti v, = 50 km /h. Vypoctéte

a) rychlost, s jakou se vzdaluji,
b) nejmensi vzdalenost.
11. Pouli¢ni lampa visi 6 m nad zemi. Clovék vysoky 1,8 m kraci rychlosti 1,6 m/s. Zjis-

téte

a) jakou rychlosti se pohybuje stin jeho hlavy,
b) jakou rychlosti se méni délka jeho stinu.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Mnozstvi elektrického naboje protékajici vodi¢em se méni podle vztahu Q = Q(t),
kde @ je zadané v Coulombech a t v sekundach. Vypocitejte intenzitu elektrického
proudu v case ty a zjistéte, kdy se bude rovnat intenzité 1, je-li

a) Q(t) =3t + 2t + 2, to=0;1;5s, i3 =20A4;

b) Q(t) =2te™?, to = 0s, i1 = 0A;

c) Q(t) = 0,05t + 0,04sin(1007t + 20), to=7,5s, i1 =09A.

Indukéni civkou protékd proud i, pro ktery plati ¢ = 15sin®3t, kde proud i je
v ampérech a cas ¢t v sekundach. Vypocitejte indukovanou elektromotorickou silu
e;=—L% v case t =2m/9s, je-li L = 0,03 H.

K zadanym funkcim f najdéte priristek funkce Af a diferencial df v ¢isle zy pro
dany prirtustek Ax:

a) f(x) =322 ro=1 Az =10"1,
b) f(z)=2% 42— 102 — 12, z,=0, Az =0,2,
c) f(z)= arccotgz, ro=1 Ax=0,3,

d) f(z) =lnva? -2z, ro =3, Ax=-0,02.

Vypocitejte priblizné pomoci diferencidlu nasledujici hodnoty; vysledky porovnejte
s hodnotami nalezenymi pomoci kalkulacky:

a) 1n25,02, In 24,6, je-li In25 = 3,2189,

b) log 1001, je-li In 10 = 2,3026,

c) tg 46°,

d) arctgl,1,
)

e 21,002'

Vypoctéte, o kolik se zméni objem krychle, jestlize se délka jeji hrany zvétsi z 6 cm
na 6,1 cm, a to a) presné, b) pomoci diferencidlu. Ziskané vysledky porovnejte.

Koule ma polomér r. Najdéte pfirtstek a diferencial a) objemu, b) povrchu koule
jako funkci poloméru r pro polomér r = R a diferenci Ar.

V elektrickém obvodu s konstantnim napétim U se zméni odpor R o AR. Vypodi-
tejte, o kolik se zméni proud a) piesné, b) pfiblizné.

Pomoci L’Hospitalova pravidla vypocitejte nasledujici limity:

ot 222 — 1 e o oot —x 44

a) gcll—>rgo 53 — 2 + 2 b) xl—l>I—noo 213 — b C) acll—>rgo 22 +x—9

-1 . In(1—2x) . ( 1 )
d) lim Gy e) lim = f) Jim ((z+1)et -z
g) lim+(sin x)ne h) lim (1-21)° i) lim (1 —2)In(1 —x)

x—0 xTr—00 r—1—
. . 2cosx — 2+ 22 14 x4 22— " . 1—cos’x
j) alcli% 22 sin® x k) olclgtl) sin® = 1 }:IE(I) (1 + cosx)

Rezistorem s odporem R = 5 te¢e proud i = 2tsin 2 (A). Vypocitejte okamzity
vykon proudu na rezistoru R. Najdéte hodnotu vykonu pro ¢t — oo.
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Vysledky

a) 3:02-1—14962\/5—1—%—%%—3%/(%, b) 19 W/a7, ¢) 726 — 350 + 423 + 6022 — 102 — 20, d) 2(z —2)(z — 3)?(32% — 112 +9),

x
1 _ 1-2 _ 284227725645 —2t 4542422 1 99 o1 _1 1

e) 3\/7(17f)2 2\/z(1+2v)?’ f) (22+1)2(23-1)2 » 8) 50 (‘/E+ \/5) zyz’ h) -3 (14+vz)/z(1—2)’
. . 3 - 3 . . -
i) \/\C m ) %, ) C0523z(s1nz cosz? — zsinz? cosz), 1) ﬁ, m) _%Wlu-l)’ n)

5 W \/(H— Lk 0) cos(sin(sinz)) cos(sinz) cosx, p) —3sin?(cos?(tgx)) cos(cos?(tgx)) sin(2tgx) cos2z’ q)
sin x

e Va24z+1 2z+1 Inz—1 2 1 —1
3437 In4 + 14423, 1) e W s) Tz, ele, t) Vi u) =, V) 1+1

Smx)ﬁ, y) (coshx)l‘””(tgha: Inz + %)7 z) (Inz)®> " '(1+Inz Inlnz) + 2221 Inz;

2
2. a) In(z — V2% — 1), b) z(lm)z,c) A ) YT ) b

z2+42
3. a) 3z|z|, b) 2\/% pro z > 1, 27 =~ pro z < 1, f’(1) neex., fi (1) = oo, fL (1) = —o0, c) ﬁ pro z # 3, d) 2|z|, e)
(-D*Flsingprox# 5 +k k€Z f)Oproz#k, k€

12 W) etz (lnm + ;)7 X)

(tg 1’) cosz (sinz In tgx +

a)br+y—4=0z—-5y—-6=0,b)2r—y+2—-—7/2=0z+2y—4—7/4 =0,¢c)y =z,y = —z,d)
z4+y—1=0,z—y+1=0;
5. a) 122 — 4y — 13 = 0,40 + 12y — 61 = 0, b) 4o — 4y + 3 = 0,4z + 4y — 15 = 0, ¢)

12z — 4y — 13 = 0, 42 + 12y — 61 = 0; 12z + 36y — 83 = 0, 108z — 36y — 17 = 0;

6. arctg 12,5 = 85°25/34”; 7. 1,508 m/s2; 8. a) 80,4ms!, b) —47ms~!, ¢) 10,2s, d) 510,20m; 9. 500m, 10. a) 58,31
km/h, b)10,29 km;

11. a)2,285 m/s, b) % m/s;

12a)2A,8A,32A,3s,b)2A, 1s, ¢) 5,06 A, 0,00112..4+k/50; 13. 1,90 V,

14. a) 0,63, 0,6, b) -2,152, -2, ¢) -0,09, -0,1, d) (In 0,973)/2, -0,013;

15. a) 3,2197,3,2029, b) 3,0004, c) 1,035906, d) 0,835398,e) 2,003;

16. a) 10,981, b) 10,8; 17. a) 4nr2Ar + 4w R(Ar)? + 47 R(Ar)3, 4mR?Ar, b) 8tRAr + 47(Ar)2, 8TRAr;
18. (—UoAR)/(R(R — AR)), (—-UyAR)/R?;

19.a) 1,b) —00,¢) 0, d) 00, €) —o0, f) 2, 8) 00, h) 1,1) 0,) &5, k) —3,1) 0;

20. 180[W].

3.5 Derivace vyssich rada, Taylorav polynom

V predchozi kapitole jsme vidéli, ze rychlost pohybujiciho se télesa ziskame derivaci funkce,
ktera popisuje zavislost drahy na case. Naskyta se otazka, zda podobné nemtzeme ziskat
zrychleni, s jakym se téleso pohybuje. Vzhledem k tomu, Ze rychlost popisuje zménu drahy,
a zrychleni analogicky zménu rychlosti, je prirozené polozit

_do(t) _ d [ds(t)
TTae  a\a )
posledni vyraz chapeme jako ,,druhou derivaci®
Podobné jisté miizeme zavést i derivaci treti, ctvrtou,... obecné libovolného fadu.

Rizné fyzikalni i jiné prirodni jevy byvaji popsany dosti komplikovanymi funkénimi
zavislostmi; maji-li se takové jevy vysetfovat, byva vyhodné nahradit zkoumanou funkci
v okoli ,pracovniho bodu® nékterou jednodussi — nejrad€ji polynomem. V této kapitole
ukazeme, jak se takovy polynom, ktery dostatecné aproximuje zkoumanou funkci —
Taylortv polynom — najde.
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Derivace a diferencialy vyssich radua

Definice 3.73: Je-li f’ derivace funkce f na otevieném intervalu 7, muze se stat,
ze funkce f’ méa na J (nebo na nékterém otevieném intervalu, ktery je ¢asti J) sama
derivaci. Potom tuto derivaci nazyvame derivact druhého 7adu, nebo téz druhou
. , o .. d?
derivact funkce f a znacime ji f”, nebo —];
dx
Rekurzi definujeme derivaci n-tého radu, nebo téz n-tou derivaci jako derivaci (n —

1)-ni derivace:

f(") _ (f(n—l))’_

R4d derivace se udava jako horni index v zavorce. Pro derivace do tietiho ¥f4du budeme
pouzivat oznaceni f() = f/ f@ = " fB) = " Je vihodné definovat také nultou
derivaci vztahem £ = f.

. . Nro sy v o dm™ . c o s s , .
Pro n-tou derivaci se pouziva téZ oznaceni %Ef) (tzv. Leibnizuv zapis n-té derivace).
Mé-li funkce f na otevieném intervalu J derivaci n-tého fadu f(™, fekneme, Ze f je na

J n-krat diferencovatelna.

Priklad 3.74: Mame najit f pro funkeci definovanou pfedpisem
f(z) =223+ 2*> —x + 5.

Reseni fl(z) = 62°+2x—1
f'(x) = 12x+42
() = 12
fOz) = 0
fO®(z) = O0pron>4.

Zadana funkce byl polynom 3. stupné; derivace fadu vétsiho nez tfi je rovna nule.

Tento vysledek miizeme jisté zobecnit na libovolny polynom — derivace fadu vétsiho nez
je stupen polynomu je rovna nule.

Piiklad 3.75: Vypocitime a) (sinz)® ) (ert)™ o) (a7)™

Reseni:
a) (sinz) =cosz =sin(z+3); (sinz)” = (sin(z + %))/ = cos(r + §) = sin(z +2- 7);
= (sinz)™ =sin(z+n- %)
b) (@) = pereiny (erein)®) = e

¢) (a®) =a® Ina; (a®)™ =a* (Ina)”
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Definice 3.76: Je-li funkce f n-krat diferencovatelna v bodé xg, potom funkci
d" f(wo) = f™ (o) - B
proménné h € R nazyvame diferencidalem n-tého radu funkce f v bodé xy, nebo

n-tym diferencialem funkce f v bodé x,.

Pouzijeme-li pro ptiristek i oznaceni dx, piSeme
d" f(wo) = f" (o) - da”
d" f(zo)

a odtud dostavame zminéné Leibnizovo oznaceni n-t¢ derivace —-n— = £ (20).

Priklad 3.77: Vypoditame d?f(3), je-li f(z) = 573,
Reseni: f/(z) =5"2In5; f/(x) =5"3(In5)? f"(3) = (In5)? = d?f(3) = (In5)%da?

Linearizace

Vime, Ze rovnice teény ke grafu funkce f v bodé [z, f(x)] mé tvar

y — f(zo) = f'(z0)(x — w0) neboli  y = f(x0) + f'(0)(z — o).

Vyraz na pravé strané je polynom 1. stupné; oznac¢me jako p funkci definovanou vztahem
p(x) = f(zo) + ['(w0)(x — @o).

Pro funkci p zfejmé plati p(zo) = f(xo), pP'(z0) = f'(20),

navic se da ukazat, ze p je jediny polynom 1. stupné s témito dvéma vlastnostmi.

Protoze polynom stupné nejvyse 1. se nazyva linearni funkce (grafem je pfimka), fekneme,
ze p je linearizace funkce f v xg.

Poznamenejme, Ze linearizace se uziva velmi casto v praxi, naptiklad pfi ndhradé experi-
mentalné zjisténych charakteristik elektrickych soucéastek (tranzistori) v okoli pracovniho
bodu.

Aproximace funkce Taylorovym polynomem

vvvvvv

aproximaci funkce pomoci polynomu.

Méame-li aproximovat funkci f diferencovatelnou v xy v dosti malém okoli U(z) linedrni
funkei (polynomem prvniho stupné) T;(x), pouZijeme tu funkei, jejimz grafem je tecna ke
grafu funkce f v bodé [xg, f(x0)], jinymi slovy pozadujeme, aby se v bodé xy shodovaly
funkéni hodnoty a hodnoty prvnich derivaci funkce f a polynomu 77 — viz 3.57. Hodnota
funkce f a polynomu T) se vSak mize znacné lisit v bodech x # x(. Je-li funkce f n-
krat diferencovatelné, mizeme piesnost aproximace v dosti malém okoli bodu zq zlepsit,
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y
Priklad 3.78: ——
Méame najit linearizaci funkce 2
P(x)=1+2(x-774)

i i@ =tgz vE. 1o
Reseni:

f@) =gz, f(T) =1, i g

f/(x):@7 f’(%): (\/T]é)z :2 é ; X

o1
Odtud
p(x)=1+2(m——):2a:+1—g.

Obr. 3.57: Linearizace

pouzijeme-li polynom n-tého stupné 7;,, po kterém budeme pozadovat, aby se v bodé z,
shodoval s funkci f az do n-té derivace vcéetné, to znamena, aby platilo

TT(Lk)(x()) = f(k)(fﬁo), kE=0,1,...,n.

Snadno se provéri, ze tuto vlastnost ma polynom z nésledujici definice:

Definice 3.79: Taylorovym polynomem funkce f v bodé xy nazyvame polynom

(24 ™) (5, n ) (5, )
1) = Flaw) + 50— o o < 32 I e

Pro xy = 0 se polynom T,,(z) nazyvé téz Maclaurinuv polynom.

Oznac¢ime-li dr = x — 2, je f*)(x0) (x — 20)* = d*f(zy) a Tayloriv polynom miizeme
psat ve tvaru

1 1 1
T(x) = f(wo) + 37df (x0) + 53" f(wo) + -+ + — " f(wo).
Rozdil mezi hodnotou f(x) a T,,(z) ozna¢ime

Ry () = f(z) — To(z)

a nazveme zbytek po n-té mocning, nebo (n + 1)-ni zbytek. Zbytek urcuje nepiesnost
aproximace funkce f prislusnym Taylorovym polynomem 7.



176 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Véta 3.80: (Taylorova) Necht funkce f je (n+1)-krdt diferencovatelnd na jistém
okoli U(xo) bodu xy. Potom pro x € U(xo) plati

FmI(E)

f(@) =Tu(z) + Ruj1(z) kde Ryiq(v) = (n+1)!

(23 o wo)n—i-l’

pricemz £ leZi mezi body x, o, neboli £ = o+ V(x —x9) 0< 9 <1,

Priklad 3.81: Najdéme Taylorav vzorec pro funkci
f:flx)=vV1+ax, o€ (-1, +00),20=0,n=3.
Nakresleme graf dané funkce v okoli bodu xzy = 0 a grafy pfislusnych Taylorovych poly-

nomt stupné 1, 2 a 3.

ReSeni: Mame za tkol vyjadiit danou funkei f ve tvaru

f(x) = T5(z) + Ra(z),
kde T3 je Maclauriniiv polynom stupné nejvyse 3 dané funkce f, tj.

O, IO, 10

a Ry je prislusny zbytek v Taylorové vzorci:

Ts(x) = £(0)

Ru(z) = %f@(g) W E=dr, 0<d <1,

Vypocitame potfebné derivace:

fl@)  =@1+a)"2 f0) =1

fl)  =50+2)7"2 f10) =3

f'@) =3(=3)0+z)72 f10) =35(=3)

@) =5(=3)(=)A+2)7 f70) = 3(=3)(=3)

fOz) =35(=3)(=) (DA +2)772, FOE) =33+
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Po dosazeni do Taylorova vzorce dostaneme pro x € (—1, +00):

1 1122 11323 1 1 1
Vitoz=1+-2—=-— 4+ 4 Rya)=1+-2— -2+ —2°+R
+x —|—2:c 222!+2223!+ 4(x) —|—2:c 5% —|—16a:—|— 4(x),
~1-3.52%
kde  Ry(z) = T%(l +92) T2 0<9 <1,
Fa
-f’
_f
’}'
31 )
R,(3)

o

..---.'".'L"""‘“I'I:If R3(3)

i e o e
o - ——
o —— —_—

X

Obr. 3.58: Taylorovy polynomy funkce /1 + x

Na obr. 3.58, kde je nakreslen graf dané funkce f a grafy jejich Taylorovych polynomi
11, Ty, T3 v bodé xg = 0 stupné 1,2 a 3, jsou dale v bodé x = 3 vyznaceny absolutni
hodnoty zbytkt Ry(3), R3(3) a R4(3) prislusného Taylorova vzorce.

Taylorav polynom 7,, funkce f v bodé x( tedy aproximuje funkci f v bodech z jistého
okoli U(xp) bodu xg, a to s chybou danou absolutni hodnotou zbytku R, 1 pro pfislusny
bod z. Lze tedy pro body x € U,, napsat pfiblizny vztah

f(x) = To(x), x€U(xg),
jehoz chyba je dana absolutni hodnotou |R,, 1 ()]

Uvedena aproximace ma lokalni charakter. Pti vypoctu piiblizné hodnoty funkce f podle
Taylorova vzorce mizeme vSeobecné ocekavat uspokojujici vysledky jen pro body x blizké
bodu xg.
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Tuto situaci mizeme ilustrovat na funkci /1 + x z predchoziho pfikladu, jestlize pro jeji
aproximaci pouzijeme odvozeny polynom 73 ; tj. polozime-li

1 1 1
\/1+x%1+§x—§x2+1—6x3. (%)

Odhadnéme chybu této aproximace:

-1-3-51 x! 1'3-53:_4

(%)

pti¢emz posledni vyraz jsme dostali tak, ze jsme polozili ¢ = 0 (tim jsme vyraz zarucené
zvétsili).

Dosadime-li do vzorce (*) za = hodnotu pomérné malou, napf. = 0,2, dostaneme pro
pribliznou hodnotu ¢isla +/1,2:

1 1 1

V12~1+=-02—=-(02)2+ —-(0.2)° =1,0955.
) +2 M 8 (7)+16 (7) M

>X<>I<)

mensi nez 13z - (0,2)* = 0,000 06.

Pro srovnani - na kalkulacce vypocteme /1,2 = 1,095445 115.

Chyba této aproximace je podle vzorce (

Dosadime-li v8ak do (*) za z ¢islo podstatné vétsi, napi. © = 2,4 | dostaneme pro pfibliz-
nou hodnotu ¢isla /3,4:

SA~ T+ 24 (2,4)* + ! (2,4)% = 2,344;

)y x 92 9 8 ) 16 ’ ) )

ptitom na kalkulaéce vypocitame /3,4 ~ 1,843908 891. Pouziti vzorce (*) dava v tomto
pripadé vysledek zcela nevyhovujici. Ukazuje se dokonce, ze i kdybychom pro z = 2,4 zvy-
Sovali stupen aproximujiciho polynomu 7},, nedostali bychom pro x = 2.4 lepsi vysledky,
praveé naopak. Na obr. 3.58 mtzeme vidét, ze v bodé x = 3 se aproximace zhorsuje, jestlize
zvySujeme stupen Taylorova polynomu.

V predchozim prikladu jsme si stanovili predem stupen Taylorova polynomu a poté urco-
vali chybu, které se pii aproximaci dopustime. V nasledujicim ptikladu postup obratime
— nejdiive stanovime pfesnost aproximace a k ni budeme hledat stupen aproximujiciho
polynomu, pro ktery bude pozadované presnosti dosazeno.

Priklad 3.82: Aproximujme funkci e Maclaurinovym polynomem a urceme, jaky
musi byt jeho stuperi, aby pro x € (0,1) byla chyba v absolutni hodnoté mensi nez
1073,

Reseni:
f(m(()) =0 = 1’ k = O, 1,2,
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Proto
x € " 61996 n+1
e :1+F++E+Rn+1, kde Rn+1:<n+1)'l‘ ,O<19<1.
Nyni pozadujeme
eﬁz ) 5
|Rny1| = T 1)'\3:]’” <107 pro z€(0,1).

K tomu staci, aby

619:):

(n+1)!

e

(n+1)!

|Rn+1| = < 10_37

|l’|n+1 <

neboli
(n+1)! >e-10° > 2718,

Protoze 6! = 720, 7! = 5040 vyhovuje
n = 6.

Proto pro predepsanou presnost je tfeba

vzit polynom alespon Sestého stupné. Obr. 3.59: Taylorovy polynomy

funkce e*

Shrnuti
V této kapitole jsme zavedli pojem

e derivace druhého fadu funkce f: existuje-li f/ na néjakém intervalu 7, klademe
(@) = (f'(x))',

e derivace n-tého fadu funkce f: existuje-li £~V na né&jakém intervalu J, klademe

fa) = (0D @))

e diferencial n-tého radu funkce f v bodé xy: funkce proménné h:
d" f(xo) = f™(x0) - h", je-li f funkce n-krat diferencovatelna v bodé .

Déle jsme uvedli vztah pro aproximaci funkce (dostate¢né mnohokrét diferencovatelné)
v okoli néjakého bodu:

e Tayloruv vzorec:  f(z) = T,(x) + Ryy1(x), kde T,,(z) a Rn41(z) je

e Tayloriv polynom: 7T,(z) = f(xo) + f/(—"fo)(x —To)+ - + M(m — Z0)",

1 n!

()

e zbytek po n-tém clenuw: R, 1(z) = CEsY) (x — x)" !

, & mezi xg a x.



180

Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Taylorovy formule pro nékteré funkce

e ~ 1+1|_|_2'+ +n_’!‘ R(m):%eﬁm

sin x ~ & - f;)—? 4o (—1)F 1(55‘;’“ 11) R(z) = (- )k(g(l){:sflxlek-&-l
cost o~ L-fAibe+ (CDE | R) = (GO gt
In(l+z) ~ - % + %3 -t (_1)%1% R(z) = (=1)" (1+191;—:i(n+1)

Otazky a ukoly

1.
2.

Jak definujeme derivaci druhého fadu? Obecné k-tého radu?

Mize existovat funkce f a bod zq tak, aby platilo: f’(x9) = 1, fl(z9) = —1 a
1" (x9) = 07 Jestlize ano, uvedte priklad; jestlize ne, uvedte proc.

. Pro n-tou derivaci sou¢inu n-krat diferencovatelnych funkci se uvadi tzv. Leibnizova

formule
(fg)™ = f™g + (7) FoD g (g) Fo=D g (n’i1> Fgn=1 L fgm

Ovérte tuto formuli pro n = 2 a pokuste se naznacit indukéni krok pri dikazu
formule matematickou indukeci.

Najdéte druhou a tteti derivaci funkce f o g, (f o g)(x) = flg(z)], jestlize funkce f
a g maji na prislusnych mnozinach tieti derivaci.

Funkce f mé na mnoziné M derivace f’, f” f”. Inverzni funkce f_; k funkci f
existuje a ma na jisté mnoziné N derivace f’,, f”,, f”,. Vyjadiete tyto derivace
pomoci f/, f// f///.

. Najdéte diferencial druhého fadu souctu, rozdilu, soucinu a podilu funkci f a g,

jestlize tyto funkce maji druhé derivace a g(z) # 0.

Pomoci Taylorovy véty ukazte, Ze polynom n-tého stupné P,(x) je délitelny vyrazem
a) (x—x9) pravé kdyz f(xg) =0,

b) (z —xo)f pravé kdyz f(xo) =0, f'(z0) =0, f"(x0) = 0,..., f* D (xo) = 0.

. Ukazte, Ze pro polynom P, n-tého stupné plati

P(x+h) —P(x)—i-%P’(x) —I—ﬁp ™) ().

—1/x?
Ukazte, ze pro funkci f danou pfedpisem f(z) = { 8 gig i 75 8

plati f™(0) = 0.
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Cviceni
1. Vypocitejte f”(0), f”(1), je-li
a) f(x)=2a°—-72>+12, b) f(z)=xV22+3,
c) f(z)=tg2z, d) f(z) =ze ™.
2. Ukaizte, ze pro funkci y = f(z) plati
a) y®W +4y=0, jeli y=e "cosx,
b) y'=1-(y)? jeli y=lnlcie” + coe™?],
¢) ¥ +y=——, jeli y=wxsinz+ coszlncosz.
3. Vypocitejte
a) fW. jeli f(z)=a8+52* + 223 — 22
) fY el f

(
(
) S el f(x
(
(

o

o

o

)y D) eli f(x) = 22(1 — 32)4(x + 1),
e) f”,  jeli f(x)=(1+x)".
4. Vypoctéte derivaci n-tého fadu funkce f, je-li

a) fl@)=(a+ba)”,  b) f(&)= g,

_ 1 —
c) [f(z)= Vo d) f(z) = sinpz,

kde a, b, p jsou konstanty.

5. Vypocitejte rychlost a zrychleni télesa, které se pohybuje po primce, je-li jeho poloha
déna vztahem x = Ae~*(1 + at). Ukazte, Ze pro rychlost a zrychleni plati

d2x T
— +2a— +a’x =0.
dt? dt
6. Najdéte zrychleni lodé a silu pisobici na lod, ktera pluje pfimocaie ke bfehu po
vypnuti motort pouze setrvacnosti. Jeji vzdalenost od brehu se méni podle vztahu

m v
x:h——ln(1+—0t),
r m
kde h je vzdalenost lodé od biehu a vy rychlost lodé pii vypnuti motort, m je
hmotnost lodé a r soucinitel odporu vody.
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7. Vypocitejte diferencialy vyssich fadu dané funkce f v bodé xg pro prirtstek Az ,

10.

11.

12.

13.

je-li

a) f(x)=2a" & f(1), Az = 0,2
b) flz)=vI—a2,  d?f(1), Ax=0,1;
c) flx) ==z, EF1). Ar=0.1;
Q) flz) =log, d'f(2), Az =0,25.
. Linearizujte nasledujici funkce v okoli danych pracovnich bodii:
a) flo) =4+ Y, xo=1
b) f(z) = xsin2x, v =T;
o fl@) =\ w=0
d) flz)= s2i§jc7 To =3

. Nésledujici polynomy vyjadfete v mocninach (z — a):

a) y=a*—32?—10x + 11, je-li a =2,

b) y=a%—21+5, je-li a = 100.
Najdéte Maclaurinovy polynomy stupné n danych funkci f:
a) flr)=1Es, n=3,
b) f(z)=tgx, n=>5,
c) f(z)=sin’z, n=>5,
d) f(z)=xe", n =4,
e) f(x)=Incosz, n=06.

Ovérte, ze funkce y = = aproximuje funkci y = sinx s chybou mensi nez 0,001, je-li
|z| < 0,18.

Zjistéte, kolik nenulovych ¢lentit Maclaurinova polynomu musime vzit pro funkci

f(z) = ﬁ, abychom ji aproximovali v intervalu (0, %) s chybou mensi nez 0,005.

Pro jaké kladné x miizeme aproximovat funkci
a) f(@) =15 b) f(z) =In(l+z)

prvnimi dvéma nenulovymi c¢leny Maclaurinova polynomu s chybou mensi nez
0,001 ?
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Vysledky

. a)-14,6; b) 0,11/8; c) 0, 8212 . 4) 0,

cos3 27

. a) 36022 + 120, b) 720722715, ¢) = 1)3, d) 408 240, e) 120(1 + x)3;

) nlpn In—1)11p" .
-a) n),b"(aerx)m " b) %, c) (71)”2"(;:”%, d) p™sin (pz + nw/2);
.v=Ac’te™ a = Aale *(at — 1);

1
3
4
5
6.a= _mrvg f:mazr( Yo )2;
7
8
9

(m+rvgt)2? m+m/0t

. a) -0,048; b) -0,01; ¢) 0,02; d) — 2048 In 2;

. a) p(z) = 3(25z — 10), b) p(z) ==, c) p(z) = 1 — ?w d) p(z) = %(x —m);

.a) =5+ 10(xz — 2) + 21(z — 2)2 + 8(z — 2)2 + (z — 2)*, b) 999805 + 29998(z — 100) + 300(x — 100)2 + (z — 100)3;
10. a) 1 +2x + 222, b) = + %x?’ + %15, c) % — %xs, d) z— 22+ %x‘"’ 7m ,€) —732 — ﬁz‘l — imﬁ
12. 5; 12. a) = < 0,03162 b) = < 0,14424.

3.6 Extrémy, prabéh funkce

V praktickych situacich se obvykle snazime najit optimalni feseni konkrétniho problému
— nejkratsi, resp. nejrychlejsi cestu, kterou se dostaneme na néjaké misto, tvar vyrobku
s ohledem na minimalni spotiebu materialu a podobné. I v feSeni téchto problémt nam
pomiuze diferencidlni pocet; jak, to uvidime v této kapitole.

Kromé tohoto nejdulezitéjsiho vysledku zavérem ukazeme, jak vypoc¢tem (pomoci limit
a derivaci) ziskame dostatek informaci pro predstavu, jak vypada graf zadané funkce —
budeme zkoumat jeji pribéh.

Lokalni extrémy

V dalsim textu bude J znadit interval, af jiz otevieny, uzavieny, ¢i polouzavieny, a Jo
jeho vnittek, tj. otevieny interval, ktery obsahuje praveé vnitini body intervalu 7.

Véta 3.83: Necht funkce f je diferencovatelnd na J. Potom [ je neklesajici (resp.
nerostouci) na J, pravé kdyz

f'(x) >0 (resp. f'(x) <0) na Jo.

Dukaz:
a) Predpoklddejme, Ze f je neklesajici na J. Potom pro kazdé dva navzijem rizné body z,z* € Jo plati

H) 1@ S L py= g 1E)=I@

b) Predpoklddejme nyni f’(z) > 0 na Jo. Potom pro z1,z2 € J, =1 < x2 plati podle Lagrangeovy véty
flz2) = f(z1) = f(€)(z2 —x1) > 0, neboli f(z1) < f(z2).

Pro nerostouci funkci by dtikaz probihal obdobné.
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Véta 3.84:  Necht funkce f je diferencovatelnd na J.
Potom f je rostouct (resp. klesajici) na J, pravé kdyz je f'(x) > 0 (resp. f'(z) < 0) na
Jo, pricemz rovnost f' = 0 nenastane na Zddném podintervalu intervalu [Jy.

Dukaz: Je-li f rostouci, potom podle piedchozi véty je f(z) > 0 na Jo , pfi€emZ na z4dném podintervalu neni f/(z) = 0,
protoze f by byla na tomto podintervalu konstantni.
Je-li f(z) > 0, pfiéemz neni f’(z) = 0 na zaddném podintervalu intervalu Jyp, potom f je neklesajici, a protoze neni

konstantni na zddném podintervalu, musi byt rostouci.

Priklad 3.85: Funkce f(z) = z° méa derivaci f'(x) = 5-2* > 0, pfidemz f'(z) = 0
pouze v bodé 0. Funkce f tedy roste na (—oo, 00).

Definice 3.86: Rekneme, 7e funkce f ma v bodé zy lokdlni mazimum (resp. lokdlni
minimum), jestlize existuje okoli U(zo) C Dy tak, Ze

z€U(w) = f(x) < f(wo) (resp. f(x) = f(x0))-

Plati-li v uvedenych nerovnostech pro x # xy jen znak ostré nerovnosti, ma funkce v
bodé zy ostré lokdlnt marimum (minimum). Lokilni maxima a minima nazyvame
spoleénym pojmem lokalnt extrémy.

V praxi maji nejvétsi vyznam zpravidla ostré lokalni extrémy, proto pod pojmem ,lokalni
extrémy* budeme v dalsim vykladu rozumét ostré lokalni extrémy; v pripadé neostrych
extrémi na to primo upozornime.

Z definice lokalniho extrému vyplyva: Ma-li funkce f v bodé xy lokdlni maximum (mi-
nimum), potom zuzeni funkce na jisté okoli U(z() ma v x¢ nejvétsi (nejmensi) hodnotu.
Je-li navic funkce na U(z) diferencovatelna, musi podle Fermatovy véty platit f’'(zo) = 0.
Miize se ovSem stat, ze funkce v bodé, ve kterém ma lokalni extrém, neni diferencovatelna
— napfiklad |z| ma jisté v bodé zp = 0 minimum (pouze zde nabyva hodnoty 0, ve vSech
bodech = # 0 je |x| > 0 = |0|), a pfitom |z|" v nule neexistuje. Proto plati nasledujici
veta:

Véta 3.87: (Nutnd podminka pro lokalni extrém) Jestlize funkce f md v bodé
xg lokdlni extrém, potom f'(x¢) = 0 nebo f'(xq) neezistuje.

Definice 3.88: Bod zy, ve kterém je f'(z¢) = 0, se nazyva staciondrni bod funkce f.

Z véty 3.87 vyplyva, ze diferencovatelnd funkce miize mit extrém pouze ve stacionarnim
bodé, ale extrém zde mit nemusi; navic extrém mize nastat i v bodé, kde funkce neni
diferencovatelna. V obrazku 3.60 vidime nalevo funkci, kterd ma extrémy ve stacionarnich
bodech, uprostied funkci, kterd ma extrémy v bodech, kde derivace neexistuje, a napravo
funkci, ktera ve stacionarnim bodé extrém nema.
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X Xy x

xq

X2

Obr. 3.60: Stacionarni body a extrémy

Véta 3.89: (Postacujici podminka pro lokalni extrém ve stacionarnim bodé¢)
Necht funkce f md druhou derivaci ve svém staciondrnim bodé xy. Je-li f"(xq) > 0,
nastavd v bodé xo lokdlni minimum, je-li f"(x¢) < 0, nastavd v bodé o lokdlni mazimum.

Priklad 3.90: Vysetfeme lokalni extrémy funkce f: f(x) = 2 + 322 — 9z + 1.

ReSeni:

fl(x) =32+ 62 -9, f'(x)=6x+6.

Stacionarni body dostaneme z podminky

f'(x) =0, tedy

32 +20—-3)=0 = z;=1, 1,=—3.

Protoze f"(1) =12 >0, f"(-3) = —

nastéva v bodé z; = 1 lokalni minimum a
v bodé x5 = —3 lokilni maximum s hodno-
tami

fmin = f(l) = _47 fmax = f(_3) = 28.

-

20

Obr. 3.61: f(z) = 23+322—9z+1.

V pfipadé, Ze ve stacionarnim bodé zg je f”(xo) = 0, véta 3.89 o lokalnim extrému
nerozhodne. Je-li vSak f dostatecné mnohokrat diferencovatelna v bodé zy, mizeme pouzit

nasledujici vétu:

Véta 3.91:  Necht ve staciondrnim bodé xy funkce f je

f®(zg) =0 prok=1,2,..

7n_17
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Je-li n sudé, nastivd v xo lokdlni extrém, a to lokdlni mazimum (resp. minimum) pro
FO)(z9) <0 (resp. f™(z9) > 0). Je-li n liché, extrém v xy nenastane.

Priklad 3.92: Méme vySetfit lokalni extrémy funkce f: f(z) = 25 + ot 4 2.

Reseni:
f,(l') _ 1’5 + %1,3’ f//(l') — 5$4 +ZL'2,
f(x) = 2023 4 22, fW(z) = 6022 + 2.
Stacionarni body dostaneme z podminky

3 - (x2 + %) = 0, tedy f ma jediny stacio-
narni bod x = 0.

f"(0) = f"(0) =0, f#®(0)=2>0. o5 x
Protoze nejnizsi derivace, ktera je v bodé 0
riznd od nuly je sudého fadu, nastava zde Obr. 3.62: f(z) = %x6 + %x‘l 19

lokalni extrém a to lokalni minimum.

Absolutni (globalni) extrémy

Weierstrassova véta zajistuje existenci maxima a minima spojité funkce f na uzavieném
intervalu 7. Tyto hodnoty nazyvame nejvétst a nejmenst hodnotou funkce f na
dané mnoziné neboli absolutnimi extrémy . Svych absolutnich extrému mize funkce
nabyt jak v krajnich bodech intervalu 7, tak v jeho vnitfnich bodech. Proto pro nalezeni
absolutnich extrémi je tfeba porovnat hodnoty funkce v bodech jejich lokalnich extrémi
a v krajnich bodech intervalu 7.

Priklad 3.93: Madme najit absolutn{ extrémy funkce f : f(z) = 32 — 2% — 3z na
intervalu (—3, 6).

18
ReSeni: Danid funkce je na intervalu

(—3, 6) spojitd a ma na ném derivace f’ a f”.
Pfitom je f'(z) = 22—2x-3, f"(z) = 2z-2.

Stacionarni body funkce jsou x; = —1, x5 =

3. Oba lezi uvnitf intervalu (—3, 6). ProtoZe 3 3 3

f"(-1) = —4 < 0, m4 funkce f v bodé E 8
1 = —1 ostré lokdlni maximum s hodnotou ]

f(=1) = 2. Déle je f"(3) = 4 > 0, a proto 9

mé funkce f v bodé x5 = 3 ostré lokalni mi-

nimum s hodnotou f(3) = —9. Obr. 3.63: f(z) = 32° — 2> — 3z na

(—3, 6).
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Stanovime hodnoty v krajnich bodech intervalu: f(—3) = —9, f(6) = 18. Vidime, ze dana
funkce f mé na intervalu (—3, 6) absolutni maximum o hodnoté 18 v bodé 6 a absolutni
minimum o hodnoté -9 v bodé -3 a v bod¢ 3.

Na vysetfovani absolutnich extrémt funkci na intervalu vedou casto i praktické tlohy
— hledani optimalni situace néjakého problému: nejmensi spotfeba materialu, nejlevnéjsi
cena atd. V téchto situacich spociva podstatné c¢ast tlohy v nalezeni funkce, jejiz extrém
se ma najit, a intervalu, na kterém se ma extrém hledat — tedy ve formalizaci tlohy:

Formalizaci slovni tlohy na extrém tvoii funkce, jejiz maximum (resp. minimum) hle-
dame, tzv. icelova funkce, a podmnozina defini¢niho oboru této funkce, na které se ma
extrém realizovat.

Priklad 3.94: Letenka na vyhlidkovy let stoji 100 K¢, jestlize se letu tc¢astni od pa-
desati do sta pasazéri; za kazdou prodanou letenku nad sto se cena letenky (pro vSechny
pasazéry) snizuje o 50 hal. Letadlo mé kapacitu 200 mist. Pfi jakém poctu pasazéri ma
letecké spolec¢nost nejvétsi zisk?

ReSeni: Pocet pasazéri oznacime jako z, zfejmé je x € (50,200). Najdeme nejdiive
funkci, ktera vyjadiuje cenu letenky v ptfipadé, kdy pasazéru je vice nez sto:

Je-li x pocet pasazéru, je x — 100 pocet pasazéri nad 100 a cena letenky se snizuje o
(x — 100) - 0,5 Ké. Cena leteky je tedy v tomto pfipadé rovna 100 — (x — 100)/2 K¢.

Nyni mtzeme sestavit funkci, ktera vyjadiuje celkovy zisk spolecnosti v zavislosti na
poctu tcastniki letu, tedy formalizovat tlohu:

— max.
(150 — £) = pro z € (100, 200)

2

@) { 100z pro = € (50,100)

Poznamenejme, ze funkce f je pro x = 100 (tedy na celém defini¢nin oboru) spojita.
Ur¢ime prvni derivaci:

100 pro z € (50,100)
() = { neex. pro z = 100
150 — = pro z € (100, 200)

Funkce mtize mit absolutni maximum v bodech, ve kterych je prvni derivace nulové, nebo
kde neexistuje; k ovéfeni existence maxima pouzijeme znaménko 1. derivace:

f'(x) =0 pro xz = 150,
f'(z) >0 pro z € (50,100) a = € (100, 150),
f'(z) <0 pro z € (150,200).
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Ucelova funkce tedy roste pro z € (50, 150) a klesa pro o € (150, 200), tj. mé absolutni
maximum pro x = 150 a toto maximum méa hodnotu

1
nejveétst zisk = f(150) = 150% — 51502 = 11250.
Poznamenejme, Ze absolutniho minima nabude v nékterém krajnim bodé intervalu:
1
f(50) = 5000, f(200) = 150 - 200 — 52002 = 10000;

nejmensi zisk dosahne letecka spolecnost pri padesati pasazérech.

Priklad 3.95: Mame najit rozméry uzaviené plechové konzervy tvaru rotacniho véalce,
kterda ma dany objem V' a na jejiz vyrobu se spotfebuje co nejméné materialu.

ResSeni: Oznacime r polomér a h visku konzervy. Jeji objem je V = 7r2h. Rozméry
budou z hlediska spotieby materidlu nejekonomic¢téjsi, jestlize povrch konzervy S = 2712+
2mrh bude pfi daném objemu co nejmensi. Vidime, ze povrch S je funkci dvou proménnych
1 a h. Ze vzorce pro objem plyne pro vysku h = V/(nr?). Po dosazeni do vzorce pro povrch
dostaneme

2V
S = 27T7“2—|— 7

Tim je vyjadfen povrch S jako funkce jedné proménné r.

Formalizace tlohy:

2V
S(r) = 2nr? + — —  min, r € (0,00).
r
(Interval, na kterém extrém hledame, je otevieny. Obecné se tedy miize stat, Ze maximum
nebo minimum neexistuje.)
Najdeme stacionarni body tcelové funkce:
ds 2V Amrd -2V

— =4mr — — =
dr 72 72

ReSenim rovnice 4713 — 2V = 0 zjistime, Ze jedinym stacionarnim bodem je bod

3 V
To =/ 7=
27

Dale je
d2s 4V d%S
a2 A E gl = 127>0

— funkce S tedy ma na intervalu (0, co) nejmensi hodnotu pravé v bodé r,. Prislusna
vyska pro tento polomeér je
%

hO:232—:2T0.
™
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Vidime, ze osovy fez konzervy je ¢tverec.

Piipomenme, Ze jsme ucelovou funkci vySetfovali na otevieném intervalu r € (0,00);
(jednostranné) limity v krajnich bodech jsou nevlastni — svého maxima funkce nenabude,
roste nad libovolnou mez.

Konvexnost a konkavnost funkce, inflexni body

Definice 3.96: Funkce f, definovanid na J C R se nazyvid konvexni (resp. kon-
kavni) na J, ma-li tuto vlastnost:

Jsou-li zq, x, xy € J libovolné tii body takové, ze x1 < z < o, potom bod P = [z, f(x)]
lezi bud pod (resp. nad) ptimkou P P, kde P, = [z1, f(x1)], Py = [x9, f(x2)]

Myslenka definice je znazornéna v obr. 3.64, kde je nalevo konvexni a napravo konkévni
funkce.

Obr. 3.64: Konvexni a konkavni funkce

Jinak Feceno (pro diferencovatelnou funkei): Funkce f je v intervalu J konvexni (resp.
konkévni), lezi-li graf funkce pro x € J nad (resp. pod) te¢nou, vedenou k tomuto grafu
libovolnym bodem |z, f(z)], = € J.

Pro vysetfovani konvexnosti je dilezita na- 4
sledujici (dost ndzornd) véta, jejiz pravdivost ] i/ |re
demonstrujeme v sousednim obrazku:

Véta 3.97:  Necht funkce [ je spojitd na ¢ 2
J a diferencovatelnd na Jy. Potom 1

a) [ je konvexni na J, prdvé kdyz [’ roste
na Jo,

b) f je konkdvni na J, pravé kdyz f’ klesd 1 2 % 4 X
na Jp.

Obr. 3.65: f konvexni — f’ roste
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Z vét 3.97 a 3.84 bezprostiedné plyne

Véta 3.98:  Necht funkce [ je dvakrdat diferencovatelnd na J. Potom f je na J kon-
vexni (resp. konkdvni), pravé kdyz f"(z) > 0 (resp. f"(z) < 0) na Jy, pricemZ neni
f"(z) = 0 na Zddném podintervalu intervalu J .

Definice 3.99: Nechf funkce f je diferencovatelnd v bodé z,. Rekneme, Ze f mé v
bodé xy inflexi a bod g nazveme inflexnim bodem funkce f, jestlize existuje ¢ > 0
tak, Ze f je konvexni na intervalu (zy — €, ¢) a konkavni na intervalu (zo, o + €), nebo
je f konkdvni na intervalu (zo — ¢, z¢) a konvexni na intervalu (zg, o + €).

Priklad 3.100: Funkce
frfl@)=3(x—17°+u

ma inflexi v bodé zo = 1 — viz obr. 3.66:
ff(x)=9(x—1)*+1, [f'(x)=18(x—1).

Prox > 1je f’(x) >0 a f je konvexni,

0 / 1 -

Obr. 3.66: f(z) =3(z —1)* +=x

proxz < 1je f’(x) <0 a f je konkdvni.

Z vét 3.87 a 3.97 plyne

Véta 3.101: (Nutna podminka pro inflexi) Je-li xy inflexnim bodem funkce f,
potom bud f"(xg) = 0, nebo f"(xq) neexistuje.

Analogicky jako u lokalnich extrému plati

Véta 3.102: (Postacujici podminka pro inflexi) Necht
f®(z) =0 prok=2,3,...,n—1, ™ (x0) # 0.

Je-li n liché, potom xy je inflexni bod funkce f, je-li n sudé, v xy inflexe nenastane.

Piiklad 3.103: Mame najit inflexni body funkce f: f(z) = e ™ + 2z.
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ReSeni: f"(z) = 2% (22% — 1);
f(x) =0 & 222 —1=0; =
Této podmince vyhovuji body ]

1

T, = \/Lﬁ’ To = —7§ /
Dale je f"(z) :—46*’”2(2203—3@, - - ____lli

(1) = 4v/2e72 £0,
F"(25) = —4v2e2 £ 0.

Proto \%2, _\/Li jsou inflexni body funkce f.

pom
A
; [
— ]
|

Obr. 3.67: f(z) = e + 2z

Asymptoty grafu funkce
Definice 3.104:

a) Piimka x = a se nazyvad asymptotou bez smérnice (svislou asymptotou)
grafu funkce f, jestlize

lim f(z) = +o0, nebo lim f(z) = +o0.

T—a~ z—at

b) Ptimka y = ax + b se nazyva asymptotou se smérnict grafu funkce f, jestlize

lim [f(z) — (ax 4+ b)] = 0, nebo lim [f(z)— (ax 4+ )] = 0.

T—00 T——00
Misto asymptota grafu funkce f fikdme také struc¢néji asymptota funkce f.

Véta 3.105:

1. Jestlize je primka y = ax + b asymptotou funkce f, potom

a = lim M, b=lim[f(z) — ax], kde lim je bud lim mnebo lim .

x T—00 r——00

2. Naopak, jestlize existuji vlastni limity z 1., potom primka y = ax + b je asymptotou
funkce f.

Pfiklad 3.106: Mé&me najit asymptoty funkce f: f(z) = x + x—lf



192 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

ReSeni: lim (x + ﬁ) = 00,

lim (m + m_il) = —00.
r—1—
Je tedy pfimka x = 1 svislou asymptotou
funkce f. :
Protoze
— Iim f® — 1 1 —
a=lm M= tm (1+5hy) =1, 2NN N

b= x1—1>rinoo(f(x) GZE) acl—l>IinOO el 07 /
je ptfimka y = x jedinou asymptotou se smeér- ?

nici funkce f.

Obr. 3.68: f(r) =1 + 1

z—1

Vys$etieni prabéhu funkce

Vysetrit pribéh funkce znamena ziskat dostatek informaci o nejvyznamnéjsich jejich vlast-
nostech zminénych v této kapitole: Kromé urceni oboru definice, bodi nespojitosti, nu-
lovych bodt a urceni vyznamnych limit se jednd hlavné o urceni intervalti monotonie,
lokalnich a absolutnich extrému, interval konvexnosti a konkavnosti, inflexnich bodi,
asymptot a konecné o nacrtnuti grafu funkce.

Postupujeme obvykle podle tohoto schematu:

I. (a) Defini¢ni obor Dy funkce f.
(b) Body nespojitosti; intervaly spojitosti.

(c) Chovani funkce v okoli bodu nespojitosti a svislé asymptoty.

f

)
)
)
(d) Pruseciky se soufadnymi osami.
)
) Periodi¢nost funkce.

(e) Symetrie grafu funkce (suda, lichd).
(

II. Intervaly monoténnosti; body extrému a extrémy.
III. Intervaly konvexnosti a konkavnosti; inflexni body.

I'V. Chovani v nekone¢nu, asymptoty se smérnici.

Priklad 3.107: VySetfime prubéh funkei

a) f(z) =2 b) flx)=Va?-u c) f(z) =xel/?
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ReSeni:

a) L

I1.

I11.

(a) f(x) = &: Definiéni obor Dy = (—o0, —2) U (—2,2) U (2, 00).

(b) Body nespojitosti; intervaly spojitosti — ve svém defini¢nim oboru je funkce
spojita.

. . ’ —X 3 T

(c¢) Funkce je lichéa: f(—z) = ﬁ = _ﬁ = —f(x).
Graf funkce f je tedy soumérny podle pocatku a budeme ji vysSetfovat
pouze na mnoziné (0,2) U (2, co).

(d) Chovéni funkce v okoli bodi nespojitosti a vertikalni asymptoty:

a3 1 1 1]
I — 1 : —2 1 — 2. —| =
A=ty s T e T P T
analogicky
3 1 1 [ 1]
I — : —2 i =2 —| =
mp =y e A e T P T
Funkce f tedy méa v bodé x = 2 (a také v bodé = = —2) svislou asymptotu.

Intervaly monotdénnosti; body extrému a extrémy. Pro x > 0 plati:
32%(4 — 2%) — (—22)2®  22(12 — 22
ey = B~ 2t (12—
(4 — 22) (4 — 22)

f'(x) = 0 pro z = 0 a 2 = 2v/3, derivace neexistuje v bodé 2 = 2(pochopitelné,
neni tam definovand). VySetfime znaménko derivace; nakreslime na ¢iselné ose
body, ve kterych muze derivace f’ funkce f ménit znaménko a nad ciselnou
osu prislusna znaménka. Pod osou vyznacime, kde funkce f roste a kde klesa:

+ + -

0 ). '2/|2'1£§ g

Obr. 3.69: Znaménko derivace funkce f(z) = ;%

—x

3

2

Vidime, ze funkce f ma maximum v bodé x = 2/3.

Jeho hodnota je f(2v/3) = —3V/3.

Intervaly konvexnosti a konkavnosti; inflexni body.

f”(x) . (2433 — 4333)(4 — 5172)2 _ 2(4 — 3;2)(_213)(12332 _ $4) B SZE(IZ 4 332)
R (4 —a?)* T (4—a?)3

f"(x) =0 pro = = 0; z lichosti funkce f plyne, Ze je to inflexni bod.

VysSetiime znaménko druhé derivace; nakreslime na ciselné ose body, ve kte-
rych mize druhd derivace f” ménit znaménko a nad ¢iselnou osu piislusna
znaménka. Pod osou vyznacime, kde je funkce f konvexni a kde konkavni:
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+ - -

y e r
0 U 2 N 213 N

Obr. 3.70: Znaménko druhé derivace funkce f(z) = -2

4—x2

IV. Chovani v nekonecnu, asymptoty se smérnici:

2
1
a:lim@:lim < = lim — = -1,
r—oo x%oo4—x2 xaoop—l
. : z?
b= (fl@) —a-o)= lim <4_— ”) -
4
= lim — = |L’H pravidlo| = 0.
z—o0 4 — 12

Sikm4 asymptota pro r — oo je tedy piimka y = —z.

Zévérem, s vyuzitim vSech ziskanych vlastnosti funkce f, nac¢rtneme jeji graf (pro
xr < 0 vyuzijeme symetrie podle poc¢atku):

.
. ¥
™~
S
~ 313

313 N

-
/ .
B
-~
B

Obr. 3.71: Graf funkce f(z) = &

4—x2

b) I (a) f(z)= V2% — 2: Defini¢ni obor D; = R, funkce f je spojitd na celém R.
(b) Pruseciky se soufadnymi osami:
@) =0 & Va2(1=¥a) =0: ({0} = {01}

Znaménko funkce:
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Obr. 3.72: Znaménko funkce f(z) = V22 —

(¢) Funkce neni ani sud, ani lich4, ani periodicka.

II. Intervaly monoténnosti; body extrému a extrémy:

"(z zzx_%—1:—2_3%'
f(x) ;
3 39z

/' neexistuje pro z = 0.

8
flz) =0 2= 37 = 0,293;

Znaménko derivace funkce:

= + =

' & C:fl ﬂ 85’27 \

Obr. 3.73: Znaménko derivace funkce f(z) = Va2 — z

fi’

V bodé z = 0 mé funkce lokdlni minimum se svislou te¢nou ( li%l fl(x) =
r—U_

—00, li%l f'(x) = 00), pficemz f(0) = 0, a v bodé z =  lokdlni maximum
z—04

4

s derivaci nulovou, pfiemz f(£) = +.

III. Intervaly konvexnosti a konkévnosti, inflexni body:
2 _a 2 1
" _ a4 -z _ “
f(x) = 9:1; 3 = 0T

Funkce f je tedy konkavni pro z < 0 i pro x > 0.

<0Vz, x#0.

I'V. Chovani v nekone¢nu, asymptoty se smérnici:

b= lim (f(z)—az)= lim Va?= oo,

r—+o0 r—+o0

funkce neméa asymptoty.

Nakreslime graf:
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Obr. 3.74: Graf funkee f(z) = Va2 —z

c) I (a) f(x) = ze'/*: Definiéni obor Dy = (—00,0) U (0, 0); na svém definiénim
oboru je funkce f spojité.
(b) Chovéni funkce v okoli bodt nespojitosti a svislé asymptoty:

1 1 1
x ez — 5
lim f(z)= lim GT = |L'Hpravidlo| = lim (—1”2 = lim e = oo,
z—07F z—07F P xz—07F -3 xz—07t
lim f(x)=0.

z—0~

Funkce ma svislou asymptotu v bodé x = 0; asymptota je jednostranna —
pouze zprava.

(c) Priseciky se soufadnymi osami funkce nemé; pro x = 0 mé nulovou jed-
nostrannou limitu zleva.

(d) Znaménko funkce: Funkce nabyva kladnych hodnot pro kladné z a zépor-
nych pro zaporna x.

(e) Funkce neni ani sudd, ani licha, ani periodicka.

II. Intervaly monoténnosti, body extrému a extrémy:

r—1 1

f(z) = . e=; f'(z)=0proxz=1, [ neex.proxz=0(& Dy).

Znaménko prvni derivace:

e

Obr. 3.75: Znaménko derivace funkce f(z) = zes

< |
N

Funkce m4 lokalni minimum v bodé x = 1 s hodnotou f(1) = e.

IIT1. Intervaly konvexnosti a konkévnosti; inflexni body:

f'(x) = %ei f(x) #0Vz € Dy.
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Znaménko druhé derivace:

- + +

N

G
C
~

1

Obr. 3.76: Znaménko druhé derivace funkce f(z) = ze=

Funkce je pro x > 0 konvexni a pro z < 0 konkavni.

I'V. Chovani v nekone¢nu, asymptoty se smérnici:

a = lim M: lim eizl,
r—+oo I r—+o00
b= li N O S St
= L) )= B feer mo)= I T =

= |L'H pravidlo| = 1.

Funkce méa sikmou asymptotu o rovnici y = x + 1.

Nakreslime graf:

Obr. 3.77: Graf funkce f(z) = zer
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Shrnuti

V posledni kapitole o diferencialnim poctu funkce jedné proménné jsme diive odvozena
fakta o derivacich pouzili k vySetfeni chovani funkeci:

e znaménko derivace f’ udava, zda funkce f roste nebo klesa: je-li f* > 0 (resp.
f' < 0) na intervalu J, funkce f na J roste (resp. klesd),

definovali jsme:

e lokalni maximum (resp. minimum) funkce: nejvétsi (resp. nejmensi) hodnota,
které funkce nabyva na jistém intervalu,

e lokalni extrém: lokalni maximum nebo minimum,

e absolutni nebo globalni maximum (resp. minimum) funkce na mnoziné M:  nejvétsi
(resp. nejmensi) hodnota, které funkce nabyva na mnoziné M;

ukazali jsme, jak nalezneme body, ve kterych muze nastat lokalni extrém, a jak rozhod-
nout, zda extrém skutecné nastane:

e nutnd podminka pro lokdlni extrém: ma-li f v bodé z( lokalni extrém, je bud
f'(zg) = 0 (tedy x¢ je staciondrni bod funkce f), nebo f’(zo) neexistuje,

e postacujici podminka pro lokalni maximum (resp. minimum):  f”(z9) < 0 (resp.
f"(x9) > 0) ve stacionarnim bodé funkce f,

e jind postacujici podminka pro lokdlni maximum (resp. minimum): pro z <
funkce f roste a zaroverti pro x > xq klesé (resp. pro z < xo funkce f klesa a zaroveri
pro x > xo funkce f roste),

pii hledani globalnich extrémi funkce na intervalu je tfeba nalézt vsechny body lokalnich
extrémt funkce a funkéni hodnoty v nich porovnat s hodnotami v krajnich bodech inter-
valu; nejvétsi z téchto hodnot je globalni maximum, nejmensi je globalni minimum;

pri vysetfovani pribéhu funkce jsme déle zkoumali:

e kde je funkce f konvexni (resp. konkévni):  graf funkce f v kazdém bodé intervalu
leZi nad (resp. pod) tecnou, sestrojenou v tomto bodé, pficemz

e znaménko druhé derivace funkce udéava, kde je funkce konvexni (resp konkavni):  je-
i />0 (resp. f” < 0) na intervalu J, funkce f je na J konvexni (resp konkavni),

e kde funkce f mé inflexni bod (inflexi): pfechdzi z jedné strany tecny na druhou,

e nutnd podminka pro inflexi: mé-li funkce f v bodé zy inflexni bod, je f”(xo) = 0;
dale jsme zavedli pojem asymptoty grafu funkce:

e asymptota bez smérnice (svisld): pfimka x = a je svisld asymptota funkce f, je-li

lim f(x), nebo lim f (x) nevlastni,

T—a~
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e asymptota se smérnici: piimka y = ax + b je asymptota funkce f, je-li
lim [f(z) — (ax 4+ b)] =0, nebo lim [f(z) — (ax +b)] =0;
e pro a, b plati: a= lirf @ a b= liril (f(x) —ax).

Otazky a ukoly
1. Kdy fekneme, Ze funkce f mé v bodé x( lokdlni maximum (minimum)?
2. Co je to stacionarni bod funkce?
3. Jaka je nutnd podminka pro lokalni extrém?
4. Jak zjistime, zda ve stacionarnim bodé funkce nastane extrém?
5. Jak zjistime, zda v bodé, ve kterém funkce neméa derivaci, nastane extrém?
6. Co jsou to absolutni (globalni) extrémy funkce na intervalu?
7. Nacrtnéte grafy funkei, pro které plati:

a) absolutni maximum funkce f na intervalu (—2, 2) je rovno 3 a absolutni mini-
mum neexistuje,

b) absolutni maximum funkce f na intervalu (—2, 2) neexistuje a absolutni mini-
mum je rovno 2,

c¢) absolutni maximum funkce f na intervalu (—2, 2) je rovno 4 a absolutni mini-
mum je rovno 2,

d) absolutni maximum funkce f na intervalu (—2, 2) neexistuje a absolutni mini-
mum neexistuje;

8. Musi platit,ze mezi libovolnymi dvéma lokalnimi maximy funkce (body, ve kterych
nastane lokalni maximum funkce) lezi vzdy bod, ve kterém méa tato funkce lokalni
minimum? Jestlize ne, uvedte protipiiklad a podminky, za kterych tvrzeni plati.

9. Uvazujme funkce f. tvaru f.(z) = 2* + cx + 1, kde ¢ je konstanta. Kolik lokdlnich
extrému a jakych (v zavislosti na ¢) mize funkce tohoto typu mit?

10. Zjistéte, zda derivace kazdé monotonni funkce musi byt monotonni. Jako piiklad
zvolte funkei f(x) = x + sinz.

11. Nacrtnéte grafy funkci s nasledujicimi vlastnostmi:

5 fl(x) <O0prox<0Vazx>2 f(r)>0prol<z<2,

b) f(-1)=1, f(2) =5, f(x) <0prox < —-1Vax>2, fl(r)>0pro —1<z<
2, f'(—=1) =0, f(0) neexistuje,

c) f3) =0, fl(lx) <O0prox <O0Vaz >3, f(x) >0pro0 <z < 3, f'(3) =
0, f(0) a f'(0) neexistuje,
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d) f(1) =0, Ji_}rgof(a:):2, f(x) <0prox <1, f(x) >0proxz>1, f'(1)=0

12. Odhadnéte, ve kterych bodech maji funkce f, g na nasledujicim obrazku lokalni ex-

trémy a inflexni body, ve kterych intervalech rostou, klesaji, jsou konvexni, konkavni.
A

A
¥ y
d

-1\_0/‘1

Nacrtnéte grafy funkci s nasledujicimi vlastnostmi:

13.
a) f(0) =2, f'(z) > 0 pro vSechnaz, f'(0) =1,
f"(x) >0prox >0, f'(x) <0 prox <0, f/(0) =0,
b) f(0) =1, f'(x) > 0 pro vSechnaz, f'(0) =0,
f"(x) >0proxz >0, f(x) <0 proz <0, f/(0)=0.
14. MuZe mit polynom a) svislou asymptotu, b) asymptotu se smérnici? Jestlize ano,
uvedte priklad, jestliZze ne, odivodnéte.
15. Uvedte priklad funkce, kterd méa nasledujici asymptoty:
a) x=1 x=2 x=3,
by z=-1, z=1 y=0,
c)r=-1, z=1 y=-2, y=2

Nacrtnéte graf funkce f, pro kterou plati:
a) f je spojitd na R, je suda, f(0) = 1, pfimka y = 2 — z je jeji asymptota pro

x — o0, f1.(0) =13, f"(z) <0 proz >0,
b) f je licha, pfimka y = x — 1 je jeji asymptota pro x — oo, piimka = = 1 je jeji
svisla asymptota, f’ (0) = —oo, f”(x) > 0 pro z € (0,1), f"(z) <0 pro z > 1.

16.
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Cvideni

1. Najdéte vSechny intervaly nejvétsi délky, na kterych jsou nasledujici funkce ryze

monotonni:
a“) f(x) =2’ — €,
c)  flx) =15,

i) fla) = (@,

k) f(zx) =sinx +tgz + 2z,

m) f(x) =InV1+ 22,

b)

n)

f(x) =2® — 1523 + 3,

f(@) = [z + 1]+ [z — 1],
f(@) = o+ =5,
flz)=a*—1+ |22 - 1],
fr= =t

f(x) = cosz + 5 cos 2,

f(z) = (1—1— %)x

2. Stavovou rovnici realného plynu je mozno popsat van der Waalsovou rovnici

RT a

L

kde p je tlak, V' objem plynu, R plynova konstanta, T teplota v K a a,b jsou
konstanty charakterizujici prislusny plyn. Dokazte, ze pro teplotu 7' > T}, kde T}, je
kriticka teplota Ty = 8a/27bR, je tlak klesajici funkci objemu V.

3. Najdéte lokalni extrémy nasledujicich funkei:

a) f(x) =%z —6),

g) f(x):x—‘f_ 1_?.:;2’
i) flx) =2+ 2[z],
k) f(z) = V6r —a?,

m) f(x) =sinz + cosz,

flz) = 42% — 1822 + 27z — T,
fl@) = ax(z —1)*(x - 2)°,
flo)=5+%,

f(@) = gt

fla) =1+ /lz],

fla) = @ = 1),
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4. Najdéte absolutni extrémy danych funkci na danych intervalech:
a) f(x)=2?—6x + 10, (—1,5),
b) f(x) =2 — 3z + 20, (—3,3),
¢) f(z)=2a°—5x*+522+1, (=2,1),
d) f(z) =]z —6x+5] (=5,5),
6) f(l’) :ZIZ'—Fﬁ, <_470>7
) flz) =2+ 3, (1,01, 2).
5. Cislo 28 rozlozte na dva s¢itance tak, aby jejich soucin byl nejvétsi.
6. Najdéte takové kladné ¢islo, aby soucet tohoto ¢isla a jeho prevracené hodnoty byl
nejmensi.
7. Jsou dany ¢isla a, s (0 < a < s). Mezi vSemi trojuhelniky, které maji obvod 2s a
stranu a, najdéte trojihelnik s nejvétsim obsahem.
8. Jaké rozméry musi mit pravoihly rovnobéznik daného obvodu s, aby jeho thlopricka
byla nejmensi?
9. Dokazte, ze ze vsech obdélnikti daného obsahu méa ¢tverec nejmensi obvod.

10. Dokazte, ze ze vSech obdélniktt daného obvodu mé c¢tverec nejvetsi obsah.

11. Na parabole y = 4z — 2 najdéte bod, ktery je nejblize k bodu A = [—1,4].

12. Drat délky a mame rozdélit na dvé ¢asti, ze kterych prvni ohneme do tvaru ¢tverce a
druhou do tvaru kruhu. Kde je tieba udélat fez, aby soucet obsahii kruhu a ¢tverce
byl nejvétsi?

13. Karton tvaru obdélnika mé rozmeéry 60 cm x28 cm. V rozich nastfihneme ctverce a
zbytek ohneme do oteviené krabice. Jak velkd mé byt strana nastiihnutych ¢tverct,
aby objem krabice byl nejvétsi?

14. Muz v lodce je vzdaleny 9,5 km od pobfezi v bodé C. Chce se dostat do mista A
na pobtezi, které je od néj vzdalené 16 km. Umi veslovat rychlosti 3,2 km/h a jit
rychlosti 6,4 km/h. Zjistéte, kde se musi vylodit, aby dosdhl bodu A v nejkrat$im
case a jak dlouho mu to potrva.

15. Parnik pohybujici se rovnomérné rychlosti v (v km/h) spotfebuje za hodinu 0,3 +

0,000 020 nafty (v m3). Jakou rychlosti se ma pohybovat, aby na dané dréaze spo-
tfeboval co nejméné nafty?
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16. Najdéte asymptoty nasledujicich funkci:

a) f(z) =3+ -2, b) flo)=+14+ 21
) flz) =55, d) f(z) =2+ 35,

e) flx)=VaF+42  f) f(2) =55,

9) fle)=2w—2=2 ) f(r)= 2z,

i) fla)=wet/, j) f@)=zn(e+1),

k) f(z)=xarctgz, l) f(x) = arctg %

17. VySettete prubéh nasledujicich funkei:

e) f(z)=arctg =2, f) fl@)=22,
9) flz)=Ing7=tl h) flz)=2°—uz,

i) flz) =2, j) f@) =5

Vysledky

1. a’) (_007_1/\/3)7 (1/\/57 OO) roste, (_1/\/571/\/§) kleSé'v b) (_007_3)7 (3700) roste, (_373) kleSé‘v C) (_007 _1)7 (1700)
klesa, (—1,1) roste, d) (—oo,—1) klesd, (1,00) roste, e) (—o0,0), (0,2/3), (2,00) klesd, (2/3,1), (1,2) roste, f)
(=00, —v3), (v/3,00) roste, (—v/3,-1), (=1,1), (1,v/3) klesa, g) (—oo,—5), (—1,00) roste, (—=5,—1) klea, h)
(=00, —1) klesa, (1,00) roste, i) (—oo,—1/v/2), (0,1/v/2) roste, (=1/v/@,0), (1/v/2,00) kles4, j) (—1/3,00) roste,

(=00, —1/3) klesa, k) (=5 + 2km, 5 + 2km), (5 + 2km,arccos 172\/5 + 2km), (mwarccos \/3271 + 2km)k je celé ¢&islo, roste,

(arccos 172‘/5 + 2k, + arccos \/5271 + 2k7), k je celé &islo, klesd, 1) (2km, 2?" + 2k7), (7 + 2k, 4?" + 2k7), k celé ¢&islo,
klesd, (ZT" + 2k, 7w + 2k™), (%T + 2km, 27 4 2km), k celé ¢islo, roste, m) (—oo, —1), (0, 00) roste, n) (—o0,0) a (0,00) roste;
3.a) max. 0 v =0, min. =32 v x = 4, b) neex., c) max. 3 vz =0, d) max. 0 vz = 1, min. = —0,05 v z = (5 + v/13)/6,
min. = —0,76 v 2 = (5 — v/13)/6, €) neex., f) min. v/242 — 8/V/243 v = ¥/24, g) neex., h) max. 10 v z = 1, min. 8 v
z=1/2,i) max. 0 vz = 0, min. —4v/2/3v3 vz =/2/3,j) min. lvz=0,k) max. 3vz =3,])) max. 1 vz =0, min. 0 v
z=-lavz=1 m) max. V2 vz = T + 2knm, k celé, min. V2 vz = E%’+2kﬂ',kcelé, n) min. 4(%+k7‘r)7\/§v
r = Z + km, k celé, max. 4(2?7T +Ekn)+V3va = 2?” + knm, k celé, o) min. 0 v & = 0, max. 4¢~2 v 2 = 2, p) max.

ge’”/‘l*%” vz =7 + 2km, min. —96757’/‘“2’” v = %r + 2km, q) min.e vz =e, r) min. 0 vz = 0;
4.a) max.17vez=—1, min. 1 vz =3,b) min. 2vz = -3, max. 38 vae =3, ¢) min. —151 v = —2, max. 2vza =1,d)
max. 60 v = —5 min. 0 vz =1, e) max. —1 vz = 0, min. —19/5 v z = —4, ) max. = 101,5 v z = 1,01, min. 10/3 v
T =2

5. 14, 14;

6. 1;

7. rovnoramenny trojuhelnik se stranami a, s — a/2, s — a/2;

8. a=s/4,b=s/4;

11. [1,3];

12. z = 4a/(7 + 4);

13. 6;
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14. 6,464 km od A, 4,39 h;
15. 19,57 km/h;
16.a)x:2,y:3m,b)m:—1,:2:0,32:1,y:0,c)m:—2,m:2,y=x,d)w:—l,x:l,y:m,e)y:x—&—%,

flz=1/vV2,z=-1/V2,y=3,82=0,y=20,h)y=0,i)z=0,y=z,j))z=-3, y=a+l ky=4Zz-1,1)y=0;

17.a) Dy = R\ {—1}, roste na (0, c0), klesd na (—oo0, —1)U(—1,0), extrémy v = 0 min. 1 , konvexni na (—1, co), konkavni

na (—oo, —1), inflexe neni, asymptoty y = 0 (z — —o0), = —1, lim f(z) = oo, lim+ flz)=—
r——1" z——1
b) Dy = R\ {3}, roste v celém defini¢nim oboru, nemé lokalni extrémy, konvexni na (—oo,3), konkdvni na (3,c0), nema
inflexni body, asymptoty y = —1, z = 3, lim+ f(x) = —o0, lim f(z) =00
r—3 r—37
c) Dy = (—00,0)U(3,00), klesa v celém defini¢nim oboru, nema lokalni extrémy, konvexni na (3, c0), konkdvni na (—o0, 0),
nema inflexni body, asymptoty y =0,z =0, 2 = 3, hrn f(x) = —o0,lim,_ 5+ f(x) = oo,
d) Dy =R\{2,4}, roste na (—o0,2)U(2,3), klesd na (3 4)U(4 00), extrémy v x = 3 max. —1, konvexni na (—o0,2)U(4, ),
konkavni na (2,4), neméa inflexni body, asymptoty y =0,z =2,z =4, lim f(z) = oo, her f(z) = —oo, lim f(z) =
T—27 r—2 r—4—

—00, hm flz)=

e) Df = R \ {0}, roste v celém deﬁmcnlm oboru, nema lokalni extrémy, konvexnl na (—o0,0) U (0,1), konkdvni na (1, c0),
inflexe pro x = 1, asymptoty y = 7, x =0, lim f(z)= 7, hm+ flz) =
r—0— z—0

f) Dy =R\ {0}, roste v celém defini¢nim oboru, nemé lokalni extrémy, konvexni na (—oo,0), konkavni na (0, c0), nema
inflexni body, asymptoty y =z, x =0, llm fz) = oo, lim+ flx)=—
z—0

g) Dy =R, roste na (—oco,—1) U (l,oo) klesa na (—1,1), extrémy v z = —1 max. In3, z = 1 min. —In3, konvexni na
—00, \/1+\/> \/1+f konkavni na ( —\/1+\/§,O)U(\/1+\/§,oo), inﬂexez::I:\/l—&—\/g7 asymptoty y = 0,
h) Df = R, roste na ( 00, —1) U (1,00), klesd na = € (—1,1), extrémy v £ = —1 max. 2, = 1 min. —2, konvexni na

(0, 00), konkavni na (—oo, 0), inflexe v x = 0, nemd asymptoty,
i) Dy =R\ {1}, roste na (—3,1), klesa na (—o0, —3) U (1,00), extrémy v = —3 min. f%, konvexni na (—5,1) U (1, c0),
konkdvni na (—oo, —5), inflexe x = —5, asymptoty y =0,z =1, lim f(z)= oo, hm+ flz)=
z—1
j) Dy = (0,1) U (1,00), roste na (e, 00), klesd na (0,1) U (1,e), extrémy v = e min. 5, konvexni na (1,€2), konkavni na
(0,1) U (2, 00), inflexe v & = €2, asymptoty z = 1, lim f(z) = —oo, lim+ flz) =
z—1— z—1
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4 Integralni pocet

4.1 Neurcity integral
Zavedeni pojmu derivace jsme motivovali napf. dilezitym pozadavkem definovat okamzi-

tou rychlost pohybu bodu po piimce. Existuje prirozené i pozadavek ,opacny*, tj. nalézt
zakon drahy pohybu bodu po primce, je-li dana jeho okamzita rychlost jako funkce casu.

Pfiklad 4.1: Je déna okamzitd rychlost v pohybu bodu po piimce (ose) x rovnici
v(t) =2t +1, t € (0,00). Najdéme zakon drahy pohybu, je-li znamo, Ze v ¢ase t = 0 mél
bod polohu =z = x.

Oznacime-li z(t) polohu bodu v okamziku ¢, pak v(t) = dfi—it). Hledame tedy funkci x=x(t),

pro niz plati

dz
- = 2t+1, xz(0) = zo.

Je vidét, ze prvni podmince vyhovuje nekonec¢né mnoho funkeci
r=t*+t+C,

kde C je libovolnad konstanta. Funkei, ktera spliuje i druhou podminku (fikdme ji téz
pocateéni podminka), najdeme z pfedchoziho vztahu dosazenim dané podminky pro t =
0, x = xy. Dostaneme xy = C'. Pro hledany zakon drahy tedy plati

r=1>+t+ xo.

Jednoduchou zkouskou se presvédc¢ime, ze tato funkce spliiuje obé podminky, a zaroven
vidime, Ze hledana funkce danych vlastnosti je jedina.

Kazdé takové funkci, jejiz derivaci je dana funkce, budeme fikat primitivni funkce k funkci
dané. Na prikladé jsme vidéli, ze k dané funkci muze existovat nekone¢né mnoho primi-
tivnich funkci. Mnozinu vSech primitivnich funkci ¢asto nazyvame neurcitym integralem.
Nyni pfejdeme k pfesné formulaci zakladnich pojmi.

Primitivni funkce

Definice 4.2: Necht 7 je interval v R a f : Z — R funkce. Funkci F' nazveme primi-
tivni k funkci f v intervalu Z, plati-li pro kazdé = € Z vztah

F'(z) = f(z).

(V ptipadé uzavieného intervalu rozumime derivaci v krajnich bodech jednostranné deri-
vace.)
Poznamenejme, Ze z definice primitivni funkce primo vyplyva nasledujici véta:
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Véta 4.3:  Je-li funkce F primitivni funkci k néjaké funkci f v intervalu I, pak je
funkce F v T spojita.

Dukaz Tvrzeni véty plyne z existence derivace F’/ (= f).

Primitivni funkce k zadané funkci jisté neni urcena jednoznac¢né — derivaci se snadno
presvéd¢ime, ze pro libovolnou funkci F' primitivni k funkci f v intervalu Z plati, ze i
G = F +c je primitivni funkce k funkci f v intervalu Z pro kazdé ¢ € R. Jinak feceno, lisi-
li se dvé primitivni funkce F, G o konstantu, tj. G — F = ¢, jsou primitivnimi funkcemi ke
stejné funkci f. Navic, na zakladé disledku Lagrangeovy véty o prirtstku funkce, nulovou
derivaci ma pouze konstantni funkce, a tudiz stejnou derivaci mohou mit pouze funkce,
lisici se o konstantu. Plati tedy véta:

Véta 4.4:  Je-li funkce F primitivni k funkci f v intervalu Z, pak {F + c|c € R} je
mnozinou vSech primitivnich funkci k funkci f.

Piiklad 4.5: Primitivnimi funkcemi k funkci sin2z v Z = (—o0, 00) jsou napiiklad
funkce 1 — 3 cos 2z nebo 3(3 — cos 2z), protoze

1 ’ 1 ’
(1 — 5 cos Zx) = sin 2z, (5(3 — cos 21:)) = sin 2z.

Ale také funkce sin® z je primitivni ke stejné funkci, protoze
(sin®z) = 2sinz cos x = sin 2z.
7 predchozi véty plyne, ze sin? z + %cos 2z = ¢; najdéme tuto konstantu:

1 2

sin® x + 5 cos 21 = sin® x + §(COS 2

1 1
r —sin“z) = §(Sin2x—i—cos2 )= 3

Hledana konstanta je tedy ¢ = %

Na jednoduchém prikladé mizeme ukazat, ze ne ke kazdé funkci existuje primitivni funkce:

Priklad 4.6: Jednotkova Heavisideova funkce 1 definovana predpisem

~J 0 pro t<0,
n(t)_{l pro t>0

nemé na intervalu (—oo,00) primitivni funkci. Predpokladejme opak, tedy necht F' je
primitivni funkei k n, tj. F'(t) = n(t) pro t € (—o0, 00). Funkce F' musi byt na intervalu
(—00, 00) spojita (ma derivacil), a musi platit

ey ~J 0 pro t<0,
F(t)_n(t)_{l pro t > 0.
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Takovou funkci by mohla byt funkce

_J e pro t <0,
F(t)_{lH—c pro t > 0.

Tato funkce F' vSak nemd v bodé 0 derivaci. Je totiz F” (0) = 0, F',(0) = 1, a proto neni
F primitivni funkei.

Postacujici podminku pro existenci primitivni funkce uvadi néasledujici véta:

Véta 4.7:  Necht | je spojitd funkce na intervalu J. Potom k ni na tomto intervalu
existuje primitioni funkce.
Neurdity integral

Definice 4.8: Symbolem [ f(z)dz oznacujeme systém vSech primitivnich funkei
k funkci f a nazyvame jej neurcity integral funkce f. Potom piSeme

/f(a:) dr = F(z) + ¢, pfipadné jen /f(:c) dx = F(z),
kde F' je néktera primitivni funkce funkce f.

Funkce f se nazyva integrand nebo téZ integrovana funkce, argument = integracni
promeénnad.

Proces nalezeni primitivni funkce k dané funkci nazyvame integrovanim nebo téz inte-
gracit.

Tedy napt. zapis
2 1 4 : 2 1 3
x dx:§x +c¢, c€R, z € (—00,00), nebo jen x dx:§x

znamena, ze funkce %x3 je primitivni funkei k funkei 2% na intervalu (—oo, 00) a Ze mnozina
vsech primitivnich funkci k funkci 22 je mnozina

1
{F’F(m):gxs—i-c, cE]R}.

(Je tfeba si uvédomit, Ze rovnost mezi neurc¢itymi integraly je rovnost az na aditivni
konstantu.)

4.2 Integracni metody

Problém hledani primitivni funkce se od derivovani lisi ve dvou dulezitych faktech. Za prvé,
zatimco derivace elementarni funkce je vzdy opét elemetarni funkci, primitivni funkce
k nekterym elementéarnim funkeim, napf. k e*”, nejsou elementérni. Za druhé, nepatrna
zména ve tvaru funkce ma za nasledek nepatrnou zménu v jeji derivaci, zatimco mala



208 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

zména ve tvaru funkce miize mit za nasledek podstatnou zménu v jeji primitivni funkei,
napr.

1 1
/1+x2dm:arctg:c+c, ale /ﬁild:c:iln(mj—l—l)—irc,

jak se snadno presvédc¢ime derivaci vysledku.

Jak tedy najdeme k dané funkci f funkci F' tak, aby platilo F'(x) = f(x) na né&jakém
intervalu Z7 Neékteré vztahy odvodime snadno, napr. jisté plati

[e” dx = e, protoze (e”)’ = e
[coszdr = sinz, protoze (sinz)’ = cosuw,
[Ldx = Inlz|, protoze (In|z|)’ = 1
Jadx = 2% a# -1, protoze (ﬁx“"‘l)/ e

(Dalsi snadno odvoditelné vzorce jsou v zavére¢ném shrnuti.)

Stejné tak snadno provéiime platnost vztaht

[ 1@ £ g@ldn = [ ez [ g

/k:f(:c)da:: k;/f(a:)da:,

protoze pro derivaci plati
(F(x)+ G(x)) = F'l(x) + G'(z) a (kF(x)) =kF'(x)

a soucasné

L/ﬂwwyszl

To nam ale umozni integrovat jen nékteré jednoduché funkce:

Priklad 4.9: Mame vypocitat nasledujici integraly

a) [(z*—=2x)%dx, b) [ x(%{l—/;?’\/i) de, ¢ [ S —

cos? r sin® x
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ReSeni:

1 1 1
a) /(x2 —22)%dr = /(x4 —42® + 42*) dw = 5955 —4ZI4+4§Z‘3+C:

1 4
:g:c5—x4+§:c3—|—c,

12 2 4 21 n
= _—gi2 — —g c
25 21 ’
) / 1 p /sin2x+cos2xd / 1 n 1 p
c - dx= | /T dr = r =
cos? x sin® x cos? x sin® x cos?x  sin’zx

=tgx — cotgx + c.

V predchozim prikladu jsme integraci provedli apravou integrandu na soucet vyrazi, ke
kterym jsme primitivni funkci ,,uhodli“ na zdkladé znalosti vztahi pro derivace (tabulku
derivaci jsme pouzili ,zprava doleva“). S timto postupem jiz nevystac¢ime i u jednodu-
chych pripadti, kdy integrand je ve tvaru soucinu nebo podilu, nebo je to slozena funkce.
P1i vypoctu primitivnich funkci nemame zadnou ,,gramatiku®, jako jsme méli pro vypo-
et derivaci (znama pravidla pro derivaci soucinu, podilu a slozené funkce). Mizeme ale
odvodit jista pravidla, kterd nam v nékterych piipadech pii integraci pomohou.

Integrace per partes

Ze vztahu pro derivaci soucinu
(wv) =dv'v4ud, tedy wv' =(uv) —u'v

vyplyva vzorec pro integraci per partes:

Vypada to, Ze jsme si nijak nepomohli — integral ze soucinu funkci jsme pfevedli na jiny
integral ze soucinu funkci. V nékterych pripadech se miize vypocet zjednodusit:

Priklad 4.10: Vypoc¢téme integraly

a) /xex dz, b) /m—xdx
iy
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€T

a) /:cex dx = :xex—/ex dx = ze® —e” +c,

b) /ln—xdx— = In? x—/ln—xdx

Zdanlivé jsme si nepomohli. Uvedena rovnost je vSak rovnici pro nezndmou funkci

vV=e"v=e

u=Inz o =1

== v=Inzx

1
/ﬂdx a ma tvar J=Inz—J,

1
tedy J = 5 In*z, € (0,00), je jednou primitivni funkei.
O spravnosti vypocti se muzeme presveédcit derivaci.

Piiklad 4.11: Pomoci metody per partes vypocitdme také integral [Inz dz.

_ r_ 1
/lnxda::‘ Z/—_lnx w=3

1 vV=2x

1
:xlnx—/—azdw:xlnx—x—i-c.
z

Metoda substituce

Je-li F primitivni funkce k funkei f na néjakém intervalu Z, mtzeme integral [ f(t)dt
napsat ve tvaru

/f(t)dt:/F’(t)dt:/dF(t),

kde v poslednim integralu vystupuje diferencial primitivni funkce F'.

Piedpokladejme, Ze t = g(x). Z véty o derivaci sloZené funkee (F(g(z))) = F'(g(x)) ¢'(z)
dostaneme pro diferencidl dF(t)

dF(t) = dF(g(z)) = F'(9(x)) g'(x) dx = f(g(x)) g'(x)dz  a odtud plyne

/f t)dt = /f dr,  kde t=g(z).

vvvvvv

To je vztah pro nejdilezitéjsi obecnou metodu pro integraci — metodu substituce.

Véta 4.12:

1. Jestlize funkce fog, ¢’ jsou definovdny na néjakém intervaluZ a [ f(t)dt = F(t)+c,
potom na tomto intervalu plati

[ Ho@) da)do = Fgla)) + ¢,
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2. jestlize navic existuje g~' a [ f(g(t)) ¢'(t) dt = G(t) + ¢, potom

/f@Mx:G@*@»+a

Princip popsany ve vété se nazyva metoda substituce.

Popisme oba postupy podrobnéji:

1. Substituce g(z) = t:
Ma-li hledany integral tvar integralu ze soucinu slozené funkce a derivace jeji vnitini
slozky, a nezndme-li jeho hodnotu, pak substituci g(x) = t prejde na tvar [ f(t) dt
ktery mize byt pro vypocet jednodussi. Schematicky zapis pouziti:

/}@undqu:

2. Substituce x = g(t):
Budeme-li navic pfedpokladat existenci g—!, pro vypocet integralu plati

[ 1@
Priklad 4.13: Vypocitame integréaly

T 1
2) /4g;2+1dx’ b) /4x2+1dx

ReSeni: a) Polozime-li t = 422 + 1, je dt = 8z dx, tedy

x 1 1
R 8z dr =
/4x2+1 v 8/4x2+1xx

1
=3 In(4z® 4+ 1) +c,

g(x) =
g

/f F(t) + ¢ = F(g(x)) +c.

/j dt = G(t) +c = Glg(z)) +c.

t)dt

t =4dx*+1
dt = 8xdx

1 1 1
L e
S/t SInl +c

b) v tomto pfipadé substituce ¢ = 4x? + 1 nepovede k cili, protoze dt si v integrilu
nemuzeme opatfit. Budeme postupovat takto:

1 1
d - —d =
/4x2+1 . /(2x)2+1 *

1
=3 arctg 2z + c.

t =2x
dt = 2dx

1/ gt = Yavctet +
= — = — arc C =
2| 241 g A8
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V pfedchozim piikladu jsme vidéli, jak velmi podobné vyrazy (jednoduché racionalni
lomené funkce) integrujeme rozdilnym zptsobem. To je pravé nevyhoda pfi hledani pri-
mitivnich funkci, Ze jsou zde jen navody, jak v nékterych trochu obecnych pripadech
postupovat.

V nésledujicim prikladu zobecnime oba postupy pouzité v predchozim piikladu — odvo-
dime dva dtlezité vzorce:

Priklad 4.14: Ukazeme, ze plati:

f/(x) = 1n T Cc axr fE:l axr C
) [HEwen@e v [ S = fPa e+

’,

s il

z =ar+b| 1 1 B
s — ade ‘—E/f(z)dz—aF(z)—i-c_

()
() dx

dt
:/7:1n|t|+c=1n|f($)|+cy

b) /f(a:c—l—b)d:c:

1
:aF(a:)s+b)+c.

Tyto vzorce nam umoznuji u mnoha jednoduchych integralii bez pouziti substitu¢ni me-
tody napsat primo vysledek:

‘U 1
/Coswdx:1n|sin$|, / ‘ dxr =In(e” 4+ 1), / dr =In|lnz|,
rInz

sin x er 41

a hlavné
1 : 2—x 2—x 3 1
costdx:§s1n2:c, e dr=—e"", (4z + 3) dx:fl

Nyni uvedeme piiklad na pouziti substituéni metody = = g(t):

(4z + 3)*.

| =

Priklad 4.15: Vypocitame integral

/de:

r =2sint _
dr =2costdt |

zde predpokladame, ze substitu¢ni funkce g(t) = 2sint je prosta,

= | tj. Ze jeji derivace ¢'(t) = 2 cost je bud stale kladné, nebo stale zapornd, | =
tedy napi. t € (—7/2,7/2). V tom piipadé t = g~'(z) = arcsin £

:/\/4—4sin2t2(zostdt:4/\cost]costdt:4/cos2tdt:
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1
:4/5(1+cos2t)dt: 2t +sin2t + ¢ = 2t + 2sint cost + ¢ =

:2t+2sint\/1—sin2t+c:2arcsing—i—m 1—2a2/44c=

=2 arcsing +§v4—x2+0.

V nésledujicim ptikladu odvodime jesté jeden vzorec, ktery budeme dale potiebovat.
Postup je znacné obtizny — ilustruje, jak komplikovana situace miize pti integraci nastat.
Vyuzije se zde jak metoda substituce, tak metoda per partes.

Priklad 4.16:

1
Méme vypocitat integral —dx.
P & / (1'2 + a2)”

ReSeni: Necht n = 1. Potom

1 1 1 1 x 1 x
———dr=— | ———dv = — aarctg— +c=— arctg — +c.
2?2 + a? a? (2)"+1 a? a a a

Pro n > 1 nejdrive integrand upravime takto:

/;dx_;/wdx_; /;dx_/ﬁ”—de
(xz + a2)n g2 (:p2 + a2)n T2 (x2 + a2)n—1 (xz + a?)n :

Na druhy integral pouzijeme metodu per partes:

22 r 2
S M -
/(:E2+a2)” ! /2(:1:2—1—@2)” !

2w t =a*4a
v:/—2 o dr =
(22 4 a?) dt =2xdx
1 1

T 1-n (22 4+ az)”—l;

~7y 2 4 ’
v = (Iﬁ% v vypocitame zv1ast

1
= /t”dt: —— 7 =
1—n

odtud

/ x? J z 1 1 1 / 1 d
—dr == — x.
(22 4 a?)" 21—n (x224+a®)» 1t 2(1—n) (22 4 a?)n1

Dohromady tedy

1 1 1
I S O R I .
/<x2+a2)n x a2 l/ (22 + a2)n ! x
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N (g 1 i n (22 +1a?)n—1 T (1 1— n) / (2 +1a2)”—1 dx)] -

~2(n —1 1)a? {(:ﬁ +9;2)n_1 +(2n=3) / m dx} :

Diilezité na tomto vysledku je to, Ze stupen polynomu ve jmenovateli integrované funkce je
jiz nizsi nez u vychoziho integralu. Po nékolikanasobném pouziti bude tedy tfeba vypocitat
integral, ktery jiz umime:

1 1 T
mdm-;arctga—i-c.

Integrace racionalnich lomenych funkci
Vime, ze kazda racionalni lomena funkce je tvaru
_ P(z)

Qn(z)’

kde P, (z) a Q,(x) jsou polynomy stupiii m a n. Predpokladejme, ze m < n, tj. ze R
je ryze lomend; v ptipadé neryze lomené racionélni funkce, tj. pro m > n, podil P, (z) a
Qn(z) déva po vydéleni

R(x)

P () P(x)
Ryze lomenou racionalni funkci mtzeme rozlozit na parcidlni zlomky, a integrace racio-

nalni lomené funkce se tedy pievede na integraci parcialnich zlomki; ty jsou nasledujicich
CtyT typt:

= N(x)+ kde i<n

L Z) =725 IL Z(e) = 2 g
_ _Mz+ N _ __Mx+ N 2 _

Prvni dva typy zlomkt integrovat jiz umime; povSimneme si podrobné poslednich dvou
typl:

III.

Zlomek upravime tak, abychom mohli pouzit vzorce z prikladu 4.14 — v obecném ptipadé
rozlozime na soucet dvou zlomkt, z nichz prvni bude mit v citateli derivaci jmenovatele
(bude nasoben néjakou konstantou) a druhy bude mit v ¢itateli konstantu. Primitivni
funkce potom bude tvaru ,logaritmus plus arkus tangens®.

Mz + N x 1

Zg(x): 5 =M 5 + N 5 =
e+ pr+q e+ pr+q e+ pr+q
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M 2 1
M%w+p—p o 1
2 224 pr+q 2+ pr+q
M  2x+p Mp 1 1
2 2+ pxr+gq 2 >+ pr+q 2+ pr+q
M 2 M 1
2 224+ pr+q 2 +pr+gq

=|(@® +pr+q) =20+p| =

2
/ % dr = In|2® + pz + q| podle prvniho vzorce v 4.14,

jmenovatel druhého zlomku doplnime na tplny ¢tverec:

2

oznac¢me q — i a

2 2

=a

2 2
Farmren (2B ok -

A
( 2) +1
a

Po této tpravé mizeme na integral z druhého zlomku pouzit druhy vzorec odvozeny
v prikladu 4.14 a dostaneme

1 1 1 1 r p
- dr = — —2dx:—2aarctg( —|——>:
e +pxr+q a (§+£) +1 a a 2a

Dohromady dostavame

M 2N — M 2
/23(1')6195_7 1n($2+px+q)+—p arctgx—w—i-k:

4q — p? \V4q —p?

TP g

2
= Aln(2* + pr + q) + B arctg

Cely postup bude nejlépe patrny na konkrétnim pripadu. Poznamenejme, Ze ve specialnich
pripadech mutze prvni nebo druhy s¢itanec vymizet.

IV.

V poslednim pripadé budeme postupovat analogicky jako v predchozim — zlomek opét
rozlozime na dva tak, aby v prvnim byla v ¢itateli derivace zavorky ve jmenovateli, a ve
druhém jen konstanta. Zavorku ve jmenovateli doplnime na tplny ¢tverec. Dostaneme

M 2 M 1
/ /12 TP cm+(N——£)/‘ da.
(22 + px + )" 2 [(£+§)2+q—%2]

Potom na prvni zlomek pouzijeme substituci — je to integral tvaru

dr, kde f(z)=2*4pzr+q,

a ve druhém po jednoduché substituci ¢ = z + § pouZijeme rekurentni formuli odvozenou
v piikladu 4.16 (nebo zopakujeme postup, ktery byl pii odvozovani této formule pouZit).
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Priiklad 4.17: Mame vypocitat integral

/:c3 —22+3x -3
dzx.
(.T2+4)2

Reseni: Integrand nejdiive rozlozime na parcialni zlomky:

:B3—x2—|—3x—3_Ax+B+ Cx+ D
(22 + 4)? 2244 (22 +4)%’

tedy

1 — 12>+ 3r - 3= (Ar+ B)(2* +4) + Cx + D.

Porovname koeficienty u stejnych mocnin:

x3 1= A
I*Q —1 = B A - 17 B - _17
odkud plyne
xl: 3= 4A+C C=-1, D=1
20 —-3= 4B+ D
Dostavame

/:vg—x2+3x—3d / :v—1+ —x+1 p
€r = €T =
(224 4)2 2244 (22 +4)?

1 [ 2 1 1 2% 1
== dz — de — ~ [ —=2 —— _dn.
2/952—1—4 v /x2+4 v 2/($2+4)2dx+/(x2+4)2dx

Vypocitame jednotlivé integraly:

1 2 1
—/ ’ dr = ~In(z* +4) + ¢,

2 244 2

1 1 1 1 T 1 T
et o L EG TS L
1 2x t =a*+4] 1 1
— ——dx = == [t2dt==(—t""! +c3 =
2/(5’72+4)2 dt =2xdx 2/ 2( )+
_ 1 1 e
T Topga

na posledni integral mizeme pouzit rekurentni formuli z ptikladu 4.16:

| eran = e [(ﬁ a9 ﬁd] |

kde polozime a =2, n = 2.
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Tedy
/ 1 d 1 x +/ 1 d 1 T +1 ; T n
——dr = - x| == |—=—+ = arctg = | + 4.
(22 + 4)2 §|li2+a " ) 2214 §|la2ra 2By T
Dohromady
/a:3—:1c2—|—3x—3
dr =
ERE

1 1 +1 x 1
2 2 222+4 8 |z2+4 2 2

1 1
= éln(xz +4)— = arctgf + - + — arctg E] + ¢,

kde c=c3 —cy— c3+ cy;

po upravée

2} — 22+ 3z —3 1 7 r 1 x+4
dr = = In(2? + 4) — — arctg = + =
/ o T gl ) —qpacts g+ g

+ c.

Integrace nékterych iracionalnich funkci

Jak jiz bylo vyse feceno, obecna pravidla, kterd by ndm umoznila zintegrovat libovolnou
elementarni funkci, bohuzel nemame. Mizeme pouze uvést néktera doporuceni, ktera
v konkrétnich ptipadech vedou k cili.

V tomto odstavci se budeme vénovat vypoctu integralt z iracionalnich funkeci.

(Symbolem R(-) budeme oznacovat raciondlni lomenou funkci.)
A) V integralu tvaru
11 1
/R(%x’“l,x’%,...,xkn)dx, ki,ko,... .k, €N,

je vhodné zavést substituci

x:tk,

kde k£ je nejmensi spolecny nasobek celych cisel ky, ko, ..., k.

Priklad 4.18:
3
v dx.

T+

Vypocitame integral /
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ReSeni: Integrand je tvaru R(:E,x%,a:%). Nejmensi spoleény nasobek ¢isel 1,2,3 je 6.
Pouzijeme substituci ¢t = zé. Potom

3 t:l‘% 3t6 t2
/ Ve de=| z =15 = vie 6t5dt=6/ o dt =

o 6 6 6 4¢3
r+T dr — 665t 16 1 /16 6+ ¢

tt t
= 6/ PES] dt = 6/ (t R 1) dt = |rozlozime na parcidlni zlomky| =

2 2t + 2 ¢itatel posledniho zlomku
= 6t + - dt = ) o =
t+1 2—t+1 upravime na derivaci jmenovatele

of — 1 3
3ol [ 2T gy [0 g
+ 2t +1] /t2—t+1 /t2—t+1

1 1 3[4 1 3 2 1\?
2t l=(t— 241 - =2t =241 =2 - — 1
Fl=mgrtlog 4{3( 2”} 4[(@ \/3) i

jmenovatel na
uplny c¢tverec

2t —1
=32+ 2|t + 1] —In(t? —t+1) — 2v/3arctg ——— + ¢ =

V3

6 12 28/r — 1
:3\3/5—%111%—2\/5&0@%—%&

B) V integrélu tvaru

1 1 1
ar +b\* [ax+b)\* az + b\ Fr
d ki,kay... k
/R(l‘, (CLU—’—CZ) 7<C$+d) 9 ’(cx—i—d) ) X, 1, 2, y V2 ENa

je vhodné zavést substituci

. ar +b g
N\Nex+d/)

kde k je nejmensi spolecny nasobek cisel ky, ko, ..., k,.

Priklad 4.19:

/1 1
Vypocitame integral / 1 iz TEESITESE dz.
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ResSeni: Integrand je definovan pro —%i——g >0, x # —1, tedy pro = € (—1,1). Na
tomto intervalu je funkce g(x) = %i‘—ﬁ klesajici:

-2 1
g(x) = a—oe < 0Vz, navicje g(z)= ;—i <0Vze (-1,1).

Proto existuje ¢g~! v intervalu (0, c0). Polozime tedy

1+ , 1+ 2 —1 4t
t=/ £=—"2 Odtud w=——, do=-————adt.
I~ T 1-u T e YT ety

Pro prehlednost nejdiive vypocitame potiebné vyrazy:

) . -1 2 m 1+t2—1 2t2
24+1 2471 2+1 241

Odtud

1 1 241 24 1)2 4
//+x dm:/t(t+)(t+) t gt —
-z (1—2)(1+2)? 2 At (12 +1)2
/t2+1dt t 1+ 1 \/1+:1: \/1—:1: .
= | w5 at=-——+c=2 - c.
22 2 2t 2 1—=x 1+

C) Pro vypocet integralu tvaru

/R(x, Var® bt c) do

t=+Vax?+bxr+c+taxa, jeli a>0,
t-x=+var?+br+ct /e, jeli ¢>0.

Ma-li kvadraticky trojélen az? + bx + c realné kofeny «, 3, tedy plati-li az? + bx + ¢ =
a(x — a)(z — B), mizeme provést nasledujici upravu:

pouzijeme Eulerovy substituce {

(r = a)?

r — « r—«

Vaz? +br +c=+/a(zr —a)(z — ) = \/a
a jedna se tedy o piipad B).

Priklad 4.20:

1
Vypocitame integral / dx.
x

Vi +2z+3
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Reseni:
Zdejea=1>0 apolozime t=va?+2x+3—z, Vr2+2r+3=uzx+t,

tedy 2%+ 2z 43 = 2% + 2tx + 17,

3 — 2 —t24+2t—3
dtud = dile doxr = —————dt
odtu xXr Q(t—l) a dale ua 2(t—1)2 s

3 —¢? 2 —2t+3
Vs + 2 + T+ 2(t—1)+ 26— 1)

t21—3dt:§/<t—1\/§_t+1\/§) "=

T4+V3— Va2 +2r+3
r—V3— 12+ 2z +3

1
dr =2
/x\/x2+2x+3

V3. |t—+3 V3
= | — 2 4= "In
3 t+v3

+ c.

3

Poznamka:

V integralu tvaru

/
i

doplnime vyraz pod odmocninou na uplny ¢tverec a jednoduchou substituci prevedeme
pfimo na néktery integrac¢ni vzorec.

Priklad 4.21:

Vypocteme integral

1
/ dx.
V3 — 2z — 5x?

Reseni: Upravime kvadraticky trojélen pod odmocninou:

2 3 1\* 16 16 5 1\?
— 9 — 51?2 = — 22,2 ) = = ) 2 =211 (2 Z
3 v g (l‘ 533 5) g [(l‘ 5) 25] ) [ (4x 4)

1 1
Tedy / dezé/ dx =
V3 —2x —5x /1—(%$+;11)2

vVi4 (5 1 vV . (5 1
—Tgarcsm(zx—i—z)—i—C—?arcsm(é—lx—{—Z)—l—c.

D) Pro integrély tvaru
[ R (z,Va?—2?) dz . L x = asint, x = acost,
je mozné uzit
[ R(z,vVa?® + 2?) du trigonometrické r=atgt, v=a cotgt,
substituce

[ R (VT @) do = o=




Matematika 1 221

Priklad 4.22:

1
Vypocitame integral / dz
P & O+ 29122

ReSeni: Polozime z = 3tgt prot € (=%, %) Potom

3 sin? ¢ cos?t + sin’t 9
de = —>—dt,  9+22=—9+920 " _ +sin

cos2t ' cos? t cos? t cos2t’

1 cos’t Vcos?t 3
Tedy dr =
(94 22)v9 + 22 9 3 cos?t

T

) ] t>0’ 1 tdt L t+
—_—, — (§] COS = — COS — — SIn C = %
2°2) 9 9

o te (-

— vysledek je tfeba vyjadrit v proménné x.
tg?t
1+tg?t’

) )
sin“t sin“t

Je tg’t= = ——, odtud sin’t =

cos?t 1 —sin“t

tgt

V1+tg?t

Zavérem * = 9 sint +c=

. ™ T o .y ,
tedy sint = (pro te€ (—5, 5) maji sin a tg stejnd znaménka).

tgt x

1 1
9 /1 +tgt 9 V9 + 22

+c.

Substituci x = 2sint jsme pouzili v prikladu 4.15.

Integrace trigonometrickych funkci

P1i pouziti trigonometrické substituce na integral z iracionalni funkce jsme pochopitelné
dostali raciondlni lomenou funkci v sinech a kosinech — v tomto odstavci naznac¢ime, jak
se takové integraly pocitaji.

Integrél tvaru

/ R(sinz, cos x) dx

pievede univerzalni goniometricka substituce t = tg § na integral z raciondlni
lomené funkce proménné t.

K odvozeni vztahti pro sinz a cos x pouzijeme nasledujici obrazek:

2
14 t2

1
Pritom dt = 3 dxr a odtud plyne dxr = dt.

2z
COS 3
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. T t x 1
sin— = ——, coS— = ——,
2 142 2 V142
2
1+t i . T . T T 2t
t sinx =sin2— =2sin—-cos— = ——,
2 2 2 141
X
Z o o T o r 1 —¢?
CcoST = cos2 — = cos” — —sin” — = .
1 2 2 2 1+
Priklad 4.23:
s , 1
Vypocitame integral - dzx.
4sinx — 7Tcosx — 7
ReSeni: S vyuzitim odvozenych vztahti dostaneme:
1 1 2
/4sinx—7cos:c—7 . / 8t _7—7t2_71+t2

1+t 1+t

9 dt
- gt = 1 A — T +c=
/8t—7+7t2—7—7t2 /415— n| [+e=

1
zzln‘4tg%—7‘+c.

V mnoha piipadech ovSem tato substituce vede na velmi komplikované racionalni lomené
funkce. Ve specialnich situacich je mozné pouzit jednodussi substituce:

A) Jeli R(sinx,cosz) lichd v sinu (resp. v kosinu), tedy plati-li
R(—sinz,cosz) = —R(sinz, cos x) (resp. R(sinz,—cosx) = —R(sinx,cosz)),
pouZzijeme substituci ¢ =cosx (resp. t=sinz).

Podstata této substituce spoc¢iva v tom, ze ta goniometricka funkce, vzhledem ke které je
prislusna racionalni lomena funkce licha, se da vytknout k diferencialu, pricemz ztstava
v integrandu v sudé mocniné, a tedy se da prevést na tu funkci, kterd bude v substituci.

Priklad 4.24:

, .. , sin®
Méme vypocitat integral / T
1+ coszx
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~

ResSeni: Integrovana funkce je lichd v sinu, zavedeme substituci cos z = t:
sin® x sinzx . 1 —cos’z .
—dzx = | ———— sinzdr = | ———— sinzdr =
1-+cosx 1+ cosx 1+ cosx

1—¢? 1
:—/ tdt:—/(l—t)dt:—t+§t2+c:

141

. t =cosx
| dt = —sinxdx

1 2
:c—cost—l—é cos” t.
Jisté jsme mohli pouzit také univerzalni goniometrickou substituci, ovSem vypocet by byl
podstatné komplikovanéjsi:

t3
103 2 3
1+1 2 2t
/&d:p:/ A+ 8 it — / it
2+ cosx g 1—t" 1+1¢ (1+t2)3(3+1¢2)
1+ 12

v rozkladu na parcidlni zlomky bychom museli predpokladat ctyri zlomky prislusné
komplexnim kofeniim, tedy 8 neurcitych koeficienti, a pro integraci bychom museli
pouzit nejméné dvakrat rekurentni vzorec.

B) Je-li R(sinx,cosx) suda v sinu a kosinu soucasné, tedy plati-li
R(—sinz, —cosx) = R(sinz, cosx), pouZijeme substituci ¢ = tgz.

t 1
Potom sinx = ———, cosx = —— a dx = —— dt.

V1+e? VIt 1+ t2

Protoze je prislusna racionalni funkce sudé v sinu a kosinu soucasné, odmocniny se pfi
vypoctu odstrani.

Priklad 4.25:

. e , sin 2z
Méame vypocitat integral — dx.
sin“z + 2 cos?x

ReSeni: Protoze sin2x = 2 sinx cosz, mé integrand pozadovanou vlastnost. Dosta-
neme:

/ 2 sinx cosx / \/1_|_t2 \/1+t2 1 dt—/ 2t gt
sin®z + 2 cos? x t2+2 1 1+22 ) (1+822)(2+11?)

2t 2t 1+tg?x
= - dt = In(1 4+ t*) — In(2 + ¢ =ln —— =
/(1+t2 2+t2) n(l+¢°) —In(2 +t*) + ¢ n2+tg2x+c
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2 .9
Cos“ T +sin“ x
=In —— +c=c—In(l+ cos’z).
2cos?x + sin” x

Je-li integrand tvaru soudinu sudych mocnin sint a kosint (tedy nejednd se o zlomek),
muzeme ho zjednodusit pomoci souctovych vzorct

2 2

. 1 1
sin [B:§(1—COSQZL'), cos x:§(1+0052x).

Priklad 4.26:
2
. 4 9 1 1
/sm x cos” xdxr = / <§(1 —cost)) 5(1+COS2J}) dx =

1
= — — 2cos 2x + cos” 2x + cos2x)dxr =
2 1 —2cos?2 29x)(1 21)d

1
= g/(1—00s2x—00522x+00532x) de =

1 1 ]
:g/(1—0082$—§(1—|—COS4{E>) dx+1_6/(1_51n2293)20052:):dx:

= |ve druhém integralu : dz z Zhé(ixe de | = 1_16 x — % sin 2z — 6i4 sin 4x+
—1—1—16 (1—t3)dt = 1i6$_ % sin 2z — 6%511143;4—% (t—%t?’) +c=
= 1—163: — % sin 2x — 6_14 sin 4x + % sin 2x — % sin® 2z + ¢ =
:1—1655—6%1 sin4x—%sin32x+c.
Shrnuti

V této kapitole jsme zavedli pojem

e primitivni funkce k funkci f na intervalu Z: funkce F, pro kterou plati F'(z) =
f(z) na intervalu Z,

e neurcity integral z funkce f: [ f(z)dx = F(z) + ¢ — systém vSech primitivnich
funkci k funkei f.

Déle jsme se vénovali vypoctu neurcitého integralu. Nasledujici vztahy snadno odvodime
na zakladé vztaht pro derivovani. Pro zjednoduseni nebudeme psat integrac¢ni konstantu.
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Vzorce pro vypocet neurcitych integrali
J0dx c [1dx x
k41
[ ¥ dx = g—jl,k%—l f%dx In|z|, z#0
[sinzdx — Ccosx [ cosxdx sin x
1 _ 1
J sin’ de cotg z J cos® R
[ et dx e’ [ a* dx %,a>0,a7é1
[ sinhz dx cosh z [ coshz dx sinh x
x 1 x dx 1 r—a x| # a,
P s arctg i, a >0 fx — Taln’I—i-a’ ’a‘jo
f\/:cd%—i—b Injz+ Va2 +b, b#0 f\/r arcsinZ, |z| < a,a>0
[ Va?+bdx IV b+ SIn|z+ Va2 + 0], b#0
Drulezité integraly
/!
f]}((i)) dz= In|f(z)] [ flaz +b)dz= LF(ax+b)
Uvedli jsme pravidla pro vypocet neurcitych integrali:
e linearita: [(a f(z)+bg(x))dz=a [ f(z)dz+b [ g(z)dz

e metoda per partes:

e substituéni metoda: [ f(z

Neékteré typy integralu resitelné metodou per partes

Ju(x)v'(x) de

ydx = [ flg(

u(z)v(z) — [ (x)v(x)dz,
'(t) dt, kde x = g(t).

Je-li P(z) polynom (i konstanta), potom u integralu
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[ P(z) Inzdx Inz
[ P(z) arctgz dx klademe w =4 arctgz (v’ je rac. resp. irac. funkce)
| P(x)arcsinz dx arcsin x
[ P(x) coszdx
a metodu opakujeme tolikrat
[ P(z) sinzdx klademe u = P(z)
jako je stupen polynomu
[ P(x)a” dx
Neékteré doporucené substituce
(R(-) je racionalni lomen4 funkce)
Typ integralu Substituce
1 1
[ R(x,x*, x@ . '%) dx, kieN|t=ar, k nejm. spol. ndsobek k;
. 1
SR (o (225 () ) v, k€N |t=(22)5  knejm. spol. nasobek k;
[ R (z, aa:2+bx+c) a#0 |t=vVar’+br+ctay/a proa>0

[ R(z,Va®>—2?%) d
[ R (z,Va* + a?) dx

[ R ) a
| R(cosz, sinz)dx

J R(tgx) dx
J R(e*) dx

T

X

=+Var?+br+c+t/c proc>0

r =asint nebo = = a cost
T=atgt

T = G nebo r =

tgs =1

sinx =t R licha v kosinu

cosx =1t R licha v sinu

tgxr =1 R suda v sinu a kosinu
t=tgx

t=¢"

Uvedené substituce pievedou integral daného typu na integral z racionalni funkce R(t).

Racionalni lomené funkce pro integraci rozkladame na parcidlni zlomky.

Otazky a ulohy

1. Co je to primitivni funkce a co neurcity integral?
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10.

11.

. Integrujeme parcialni zlomek tvaru

Cemu se rovnd [ f'(x)da a emu [ [ f(x)dx]’?
Formulujte vztah pro integraci per partes.

Oznac¢me I,, = [In" x dz. Uzitim metody per partes ukazte, Ze pro n > 1 plati
IL,=xIn"z—nl,_.

S pouzitim predchoziho vzorce a vysledku piikladu 4.11 stanovte f In® z dz.

. Popiste metodu substituce v neurc¢itém integralu.

Vypoctéte [ g*(z) ¢'(z) d.

Jmenovatel jisté raciondlni lomené funkce je tvaru (z? + 1)(z? + 2z + 2)3. Kolik
neurcitych koeficienti budeme hledat pfi rozkladu této funkce na parcidlni zlomky?
Jaky tvar bude mit tento rozklad?

%. Jakého typu bude primitivni funkce?

(Tedy bude to polynom, racionalni lomena funkce, exponencialni funkce, logaritmus,
arkus sinus, arkus tangens, .. .?)

Eulerovy substituce pro integraly obsahujici odmocninu z kvadratického trojclenu,
tedy vax? + bx + ¢, jsou dvé — pro pfipad a > 0 a ¢ > 0. Plati-li a > 0 a soucasné
¢ > 0, kterd Eulerova substituce bude vhodnéjsi?

Integral [ sin® z cos® x dz mizeme vypocitat vemi trigonometrickymi substitucemi.
Transformujte tento integral pomoci vSech téchto substituci a dale zadany integral
upravte pomoci souctového vzorce sin 2x = 2 sinx cos z. Porovnejte vsechny vzniklé
integraly a nejjednodussi vypocitejte.

Cviceni

1.

Pomoci vhodné apravy integrandu s uzitim tabulky primitivnich funkci (event. i
,dilezitych integrali) vypocitejte integraly [ f(z)dz, je-li f(z) rovno:

4 2 —4
a) ga?— g D
3 _
c) xx——ll’ d) 5cosx—\/§x5+1£’x2,
o X2+ 2 V1+a2++1—a?
R e Viod

2:1:_33:2
g) <6—I)a h) tg’w,
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. x ) 1
i 22 -3 ) xInx’
k) tgx+ cotgr, 1) i learcsmx,
m) (3 - 11)°, n) 53
1 x
0) m,b#o,n>l, p) m,b#o,n>2.

2. Pomoci metody per partes vypocitejte integraly [ f(z)dz, je-li f(x) rovno:

a) e b) =z sinz,

c) xzlnuz, d) zIn’z,

e) (224 x)In(z+1), f)  (2® + 6x + 3) cos 2z,
g) In(z+V1+2a?), h) arcsin ﬁf’

i) e”sinz, j)  €*® cosu,

k) sinz In(tgz), ) ztg’z.

3. Pomoci vhodné substituce vypocitejte integraly [ f(z)dz, je-li f(z) rovno:

4 p
a) m, b) 2e 1'2,
1 2
c) %, d) e®% *gin 2z,
e) In*z ) 3
v zv/1 —In? z
In arctg « cos(In )
8) (1 + %) arctgz’ h) xr
i) cos 2x i) 2>
2+ 3sin 22’ ] cos?(z® + 1)
11 1
k) gsing, D cos’z\/tgr — 1

4. Vypocitejte integraly z nasledujicich racionalnich lomenych funkei:

) 1 b) 322 + 302 — 120
z(z+1)(z+2) (x —2)(x+2)(x —b)’
¢) O9x* + 323 — 2322 + & d) 9x — 14
913 — 622 —bxr +2 9x2 — 24z + 16’
e) 3r—4 £) x* — 102> + 3622 — 462 + 25

(x —2)(z —1)*’ 3 —9x? + 270 — 27
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r? 22+ 3z +2
8 S h) T
4 2%+’ (22 — 22 +2)(2* — 22 + 5)’
1 2 +a—1
k) :L‘4—|—1’ 1) ({L‘2+1)2 )
T 1
M) G 3rEa N GIAET Y
0) g O s —
(14 2°)° (1+2°)*

5. Vypocitejte integraly z nésledujicich iracionalnich funkci:

2) 11—z b) Vo +1
VT + Va5’
d) 1 ,
Verl-{w+1p

e) 14+ f) 1

V(r—2)3(z —3)’
g) Nt h) > L ,
24+ +1 V322 — bx + 8

i) V3 — 2z — bx?’ j) Va2 —4dz +1’
k) Va2 4+ 2x 1) 2x +1

x b /x2+x’

5 6
m) L n

V14 22’ V1—2x2

6. Vypocitejte integraly z nasledujicich trigonometrickych funkei:

1 1
a) SIN L — CoS X’ b) cosx — 2sinx + 3’
C) COS & d) 1+ Sinx + cosx
cosxt — 1’ 1 —sinx — cos x’
I+tga’ 4 —3sin’x’
1 1
g) 2+ 2cos®z’ h) sin® z + 3cos?z + 2’
i) sinx J) COoS T
(1+cosz)®’ sinz + 6sina + 5’
k) cos’x, 1)  sin®3u,
1 1
m) 55T n) —s—.

s T
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7. Pomoci nékteré vhodné integracni metody urcete integraly z nasledujicich funkei:

2 JiFe b) afeVs,
3
c) 2In’ux, d) In L
x
e) n(z + v1+ 2?) f) Inz
V(1 +a2)3 (1 —422)3’
2 Incosz
g) x arctgzx In(1+ z?), h) sl
[ aresmer i) ar;#
k) x arctgx 1) T arctgx
(1+2%)% (@ = D*

8. Najdéte funkei, jejiz graf prochézi bodem A a mé v libovolném bodé [z, y] smérnici
k, je-li

9. Céstice se pohybuje podél osy z se zrychlenim a = (2t — 3)m/s%. V ¢ase t = 0 je
v pocatku a pohybuje se rychlosti 4m/s ve sméru rostouciho z. Najdéte funkéni
predpis pro rychlost v a polohu s a zjistéte, kdy castice zméni smér svého pohybu a
kdy se bude pohybovat vlevo.

10. Piepracujte predchozi pifklad pro pifpad a = (2 — 33) m/s%.

11. Ridi¢ zabrzdi automobil jedouci rychlosti 72km/h, brzdy zpiisobi konstantni zpo-
maleni 8 m/s®. Za jak dlouho automobil zastavi a jak dlouh4 bude brzdna draha?

Vysledky

Integracni konstantu budeme vynechavat.
1.a) 2 — lInjz|, b) In|a| —
Infz +vI+22, ) ((2)°
35 (3z — 11)19, n)

1,3 1,2
1 ©) 320+ 5z

+ 3arctgz, €) —

\/%IG + x + arctg z, f) arcsinx +

1
107 In 10
- (5) )/(In2 —In3) — 2z, h) tgx — =z, i) lln|a:2 —3|,j) In|lnz|, k) In|tgz|, 1) In|arcsinz|, m)
—21n|2 - 52, 0) — gty (a +b2)' 7", D) — s 2)(a+bw) T gy (@ b2)
IZ(QInw—l),d)% 2(In?z—Inz+1 3) )%(Qx +322) In(z+1)— [4x3+3x2—63:+
61n(z+1)], f) i(2x2+12x+5) sin2x+%(m+3) cos2z, g) zln(z+ 1+ 22) — /1 + 22, h) z arcsin \/x+1 VT +arctg /z,
i) %ex(sinx—cosz) j) % F(sinz 4 2cosz), k) Intg § — cosx Intgz, 1) = tgz + In|cos x| — %;

3. a) 2 arctg4®, b) 2 g2° c) —e% , d) —eC°S2z e) %ln‘r’ x, f) 3arcsin(Inz), g) 1(In|arctgz|)?, h) sin(lnz), i) é1n|2+

3
3sin 2z, j) %tg(x?’ +1), k) cos -, 1) 2\/tgz —
In

2.a) %629”(237—1), b) sinz—x cosz, c) i

4.a) 1l (ﬁﬁ)@ b) %,c) 1z +xffln|336+2|+1ln\3x71| In|z — 1] d)%ﬁ+ln|3xf4‘ e)
Az —5 +2In |7 )(:‘”_1)2 — 2l 8 o) & 3z 4 3V3arct h) z + Inf2z? + 2 + 2| — —arct i)
2(z— )2 2 (= 3)2 xr— 37g 3 g\f’ g \f )
1lnm \}Earctg 2%1,j)7arctg——7arctg(x 1), )4f1 P Sy iy +;f:1+farctglg,l)m 2arctg\r-i-

1 z+2 2 224z |z+1]
1 In(2? —4z+6), m) R by 1 arctg 2 \/§ 3 n) 4(I+1)(z2+1) +§ \/f-i_ arctgx, o) m+8(12+1) + arctg x,
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1 (z+1)? 2v3 2z—1,
p) 3(I2I+].) + In z2—z+1 + 9 arctg ff ’

5. )—x+4f—41n(f+1) b) T2 + 4% +24In Jﬁll <) Yo+ 1 11— ¥z +1|,
= e mVitetal+at gl h) & 1n\a;f 53 4 /32 Bz + 8, 1) 75 arcsin( 95,
i) \/Tw—i——&-Zln\Qa: 4+42v/2% —da + 1|, k) \/x2+2x+ln|x+1+\/x2+2x|,l) 2Vx? + z, m)l—s(3w4—4$ +8)V1 + 22,
n) —$(8x5 + 1023 + 152)v1 — 22 + % arcsin x;

SJJ _

e) arcsinz — V1 — 22

6. a) %ln|(tg% — 3)|, b) arctg(tg 5§ — 1), ¢) = + cotg 3, d) x+2ln‘1 tg§2 ,e) In|sinz + cosz, f) Earctg tgx, g)
\{arctg , h) Farctg f\/tg’z, i) 1(1 + cosx)?, j) 1 ln‘éizigi , k) sinz — %sin:’m + %sin5:c, 1 %’ — L sin6z +

6%1 sin 122 — ﬁ sin® 6z, m) In|tg (X + Z)|, n) —cotgx — 5 cotg®x — 2 L cotg® x;

7.a) —In(e™® ++v/6=2¢ —1)—arcsin e?, b) 2eVZ[(22+202+120)\/z — (522 +60x+120)], c) %(321n3x—241n2 z+12lnz-3),
d) ;7(41n3x+6ln2x+6lnx+3), e) —lnv1+z2+ \/71n|:t+\/1+12| f) zllzl %arcsin2x g) x — arctgx +

V1—4z2
%[(1+12)arctg:v7:r} n(1+a?2), h) —(cotgz) In|cosz| —z, i) z —e~® arcsine” —In(1+v1 +e??), j) % L1n 1_’_12 f%arctgac,
(z2—1) arctgz+z 1 1 1 .
k) BTG R 1) §ln Z—H—§<§+I27l)arctgr,
8.a) f(x) =622 +x+1,b) f(x) = 223 — 5z — 1;

9. 5= %t - §t2 + 4t, nikdy;
10. s = 1—12t4 - %tz + 4t, nalevo pro t < —4 a t € (1,3);

11.2,5 s, 25 m.

4.3 Urcity integral

Motivaci pro pojem urcitého integralu dostaneme, uvazujeme-li problém vypoctu obsahu
plochy pod grafem (nezaporné) funkce, definované na néjakém intervalu; tedy plosného
obsahu obrazce, ktery vznikne z obdélniku nahrazenim jeho horni strany grafem néjaké
funkce. Obsah této plochy se budeme snazit vypocitat jejim pfibliznym nahrazenim ob-
délniky, jejichz zadkladny budou dohromady tvofit zakladnu ptivodniho obrazce, tedy in-
terval, na némz je shora ohranicujici funkce definovana. Tento mlhavé nastinény postup
upfesnime tak, ze postupné zavedeme potiebné pojmy.

Déleni intervalu

Méjme déna Cislaa =zg <21 < --- <2y < T = b.
Mnozinu intervali

D = {<.T0, 56'1>, <LU1, l'2>, ) <xn71> xn>}
nazyvame délenim intervalu (a,b), body zq, ..., z,, délicimi body. Cislo
v(D) = max(xy — zg, T — X1, .., Ty — Tpy_1)

nazveme normou déleni D.

Je-li D déleni intervalu (a,b) a pro kazdé i = 1,2,...,n jsou vybrany body & tak, Ze
& € (ri1,7;), pak déleni D nazveme délenim s vybrangmi body.

V dalsim budeme uvazovat jen déleni s vybranymi body a budeme hovotit pouze o déleni.
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Piiklad:
D= ({{0,3),(3,2),(3,1)},{2,1,2}) je déleni intervalu (0,1), pfi¢emz v(D) = <.

E-] a1 N
Je
(ot

T | P el

Obr. 4.78: Déleni intervalu (0, 1)

Integralni soucet

Necht f: (a,b) — R je funkce, D déleni intervalu (a, b). Pak ¢islo
S(D,f) =Y f(&)(xi — i)
i=1
nazveme integralnim souctem prislusnym funkci f s délenim D.

Priklad: Necht f(z) =z,
D déleni intervalu (0, 1)
z predchoziho prikladu.

Potom
S(D, f)=f(5) - (+
+H(G)-G-D+f

2/3 314

Obr. 4.79: Integralni soucet funkce f(x) = x

Jestlize bude déleni intervalu dostatecné ,jemné“, tedy bude-li se v(D) blizit k nule,
mohou se ziejmeé integralni soucty stale vice blizit k obsahu ,kfivocarého lichobézniku
— obrazce, ktery je shora omezen grafem nezaporné funkce, zdola osou x a po stranach
primkami z = a, x = b. Jestlize tedy existuje cislo J, vyjadrujici obsah takové plochy,
musi se dat s libovolnou presnosti aproximovat integralnimi soucty. Tato myslenka, presné
formulovana, bude obsahem nasledujici definice.

Uréity (Riemannuv) integral

Definice 4.27: Nechf f : {(a,b) — R je ohrani¢ena funkce. Rekneme, Ze f je integro-
vatelnd (integrabilni, integrace schopnd) na intervalu (a, b), existuje-li ¢islo J € R tak,



Matematika 1 233

ze ke kazdému € > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdé déleni D intervalu (a,b), jehoz
norma v(D) < 4§, plati

IS(D, f) =Tl <e.

Cislo J nazyvame urcitgm (Riemannovgm) integralem funkce f od a do b a piseme

j:/bf(x)d:c.

a b a a
Déle definujeme [ f(z)dx = — [ f(x)dx, specidlné tedy [ f(z)dz = — [ f(z)dx = 0.
b a

a a

Poznamky k definici:

/. b /. ’ , . /7 , .
a) Ve vyrazu fa f(z) dx se a nazyvéa dolni mezintegralu, b horni mez, [ integrand,
x integracéni proménnad.

b) Pro integra¢ni proménnou mizeme volit libovolné oznaceni:

/abf(x)dx:/abf(t)dt:/abf@)df atd.

c) Urcity integral je €islo. Pro funkci nezdpornou na intervalu (a, b) vyjadfuje obsah
plochy pod grafem funkce f a nad osou x. Pro funkci, kterd na intervalu (a,b)
nabyva i zdpornych hodnot, vyjadfuje rozdil obsahii ploch nad a pod osou x (viz
nésledujici obrazek; ¢isla &; jsou vybrana vzdy uprostied pfislusného intervalu).

Zn m Zn

U

"

Obr. 4.80: Integralni soucet funkce (z + 1) sinx

Definice integralu jisté pfipomina definici limity. Skute¢né jde o jisty druh limity integral-
nich soucttt pro normu déleni jdouci k nule, kterd je obecnéjsi nez limita posloupnosti.
Pro tuto limitu plati obdobné pravidla jako pro limity, se kterymi jsme se jiz setkali: pfi
limitnich pfechodech se zachovavaji soucty, souciny, limita je nejvys jedna. MtzZeme psat

b
/f(a:)d:v: lim S(D, f).

v(D)—0
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Obr. 4.81: Integralni soucty funkce f(z) = 2*Inz pro n = [9, 16,25, 36, 49, 64]

Véta 4.28: (O existenci urcitého integralu) Mad-li ohranicend funkce f na uza-
vieném intervalu (a,b) pouze koneéné mnoho bodi nespojitosti, pak existuje urcity integrdl

}f(:c) dx

Poznamka: M4-li funkce f na intervalu (a,b) pouze koneéné mnoho bodi nespojitosti,
které jsou 1. druhu, fikame, Ze je po ¢astech spojita na tomto intervalu. Podle predchozi
véty je funkce po ¢astech spojitd na (a,b) na tomto intervalu integrovatelna.

Priklad 4.29: Ukazme, Z%e Dirichletova funkce x definovanéd predpisem

(z) 1 pro x racionalni
x) = .,
X 0 pro x iracionalni

neni integrovatelna na zadném intervalu.
Bud D, libovolné déleni intervalu (a,b) takové, Ze &; jsou racionalni ¢isla. Pak

S(Dy, x Zl T —Tioq) =b—a.

Bud D, libovolné déleni intervalu (a,b) takové, ze §; jsou iracionélni ¢isla. Pak

S(Dsy, x Zo 2y — 1) = 0.

Predpokladejme, Ze existuje J. Zvolme € = %(b —a), pak existuje 0 > 0 tak, ze pro kazdé
déleni s normou v(D) < 6 je |[S(D, x) — J| < ¢, takze plati

< |S(D1aX)_j|+|S(D27X)_j| <ete=b-a

a to je spor.
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Vlastnosti urcitého integralu

Véta 4.30: Plati:

b b
/dezo, /d:zc:b—a,

/abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dx pro ¢ € (a,b),

f(@) < g(z) na (a,b) = / f(2) de < / o(z) de,

/ab f(z)dx

b b
/kf(:c)d:c:k/ f(z)dz VkeR,

< / 7 () da,

/ab (f(x) £ g(x)) dz = /abf(x) dxi/abg(x) de.

Oznacime-li jako S (resp. L) sudou (resp. lichou) funkci, je

/ZS(x)d:c:2/OaS(x)dx; /ZL(x)dxzo.

Dukaz tvrzeni v pfedchozi vété se provede bezprostiedné uzitim definice integralu pomoci integralnich souc¢ti; je analogicky

postupu v nasledujicim prikladu.

Priklad 4.31: Ukazeme platnost ponékud obecnéjsiho pripadu druhého vztahu ve
véte:

/abcd:c:c(b—a).

Bud D libovolné déleni intervalu (a, b). Potom pro libovolny vybér ¢isel &; pro pfislusny
integralni soucet plati:

n

S(D,c) = Z c(x; —xi—1) = c(b—a),

i=1
tedy pro libovolné déleni D je
|S(D,c) —c(b—a)|=0<e.



236 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Odhad urcitého integralu, véta o stfedni hodnoté

Véta 4.32: (O stfedni hodnoté& integralniho poctu)

Necht je funkce f integrovatelnd na intervalu (a,b) a necht m < f(x) < M Vx € (a,b).
Potom platt

m(b—a)g/bf(x)dxgi\/[(b—a) neboli mgﬁ/bf(x)dxgi\/[

1 b
a existuje ¢islo p € (m, M) tak, Ze plati pu = 2 / f(z)dx.

b
Je-li f spojitd na {(a,b), pak 3¢ € (a,b) tak, Ze f(&) = bia / f(z)dx.

Cislo p se nazjva (integralni) stredni hodnota funkce f na intervalu (a,b). Geome-
tricky vyznam stfedni hodnoty je patrny z nasledujiciho obrazku — obsah kfivocarého
lichobé&znika {(z,y)|xz € (a,b),0 < y < f(x)} (Gervené) je roven obsahu obdélnika o
rozmérech b — a a p (modfe):

y)l /

&
/:_

e e

Obr. 4.82: Integralni stfedni hodnota

Priklad 4.33: Odhadnéme

T

T

/Olf(x)da:, kde f(:zc):{l

pro x >0,
pro z =0.

ReSeni: Funkce f ma na intervalu (0, 1) nejvys jeden bod nespojitosti (limitou prové-
Fime, Ze je spojitd i v z = 0), je zde integrovatelna.



Matematika 1 237

Najdéme maximum a minimum

na (0,1): 15”
f(x) =2"(lnz+1) (x> 0); X
, 1
f'(x) =0 prox=-. =
€ e
F0)=1, f(1/e) =et, f(1) = 1.
Plati tedy
1
e~1e(=0,692) g/ fx)dr < 1.
0
X
(Maple vypocita 5 I ]

1
[ f(z)dx = 0,7834305107.)
0 Obr. 4.83: f(z) = 2” na intervalu (0, 1)
Fundamentalni véta

Méjme graf nezdporné funkce f (viz obr. 4.84) a vySetfujme funkci F', kterda kazdému x
prirazuje obsah svétlesedé vybarvené plochy, tedy

F(z) = /wa(a:) dz.

Aproximujme pfirtstek této funkce pfi zméné = na = + h, tedy vyraz F(x + h) — F(x)
pomoci obsahu obdélnika (vybarveného tmavéji), ktery je zfejmé roven soucinu f(z) - h;
je tedy

y

F(z+h)— F(x) = f(x) - h,

= f(x)
neboli ’
. F(x+h)— F(x)

f(ZL‘) = h : F(x)
Odtud limitnim pfechodem pro h — 0 dosta-
neme .

— x X+h
f(2) = }lbin(l) F(z+ h})l F(x) _ ).

Obr. 4.84: Fundamentalni véta



238 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Tento pozoruhodny vysledek, ktery spojuje vypocet derivace (tedy smérnice) s vypoctem
plosného obsahu, se nazyva fundamentalni véta kalkulu (tj. diferencidlniho a integralniho
poctu).V tomto odstavci naznaceny vztah odvodime presné.

Definice 4.34: Bud f: (a,b) — R integrovatelna funkce. Funkct hornt meze nazy-
vame funkei ® : (a,b) — R definovanou predpisem

B(z) = /xf(t) dt.

Obdobné funkct dolni meze nazyvame funkci ¥ : (a,b) — R definovanou predpisem

U(z) = / () dt.

Véta 4.35:  Je-li funkce f : (a,b) — R v okoli bodu x spojitd, md funkce horni meze
®: (a,b) — R v bodé x derivaci a plati '(x) = f(x), tj. ® je primitivni funkce k f.

Dukaz:

®(z+h)—®(x) 1 [oth
e oo ﬁ/z £(t) d.

V intervalu (z,x + h) je funkce f spojita, tedy podle véty o stiedni hodnoté existuje £ € (z,x + h) tak, ze

1

rxz+h
E/ FO)dt = f(€) = f(z+0h), 0<9 < 1.

Odtud plyne, ze

' (z) = }11310 D(z + h})L — ®(x)

Ve vedlejsim obrazku je modie graf
funkce F' a cCervené graf funkce f, pfi-
c¢emz plati

tedy napfiklad F'(a) — délka cervené
usecky — je rovna obsahu Cervené vysra-
fované oblasti; déle je vidét, ze F'(b) = 0,
tedy obsah Cervené vysrafované oblasti,
je stejny jako obsah Cerné vysrafované
oblasti, ktera je pod osou x — obsahy se
odectou.

= lim f(+0h) = f(2).

&

Obr. 4.85: Primitivni funkce jako funkce
horni meze
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Priklad 4.36: Najdéme lokélni extrémy funkce

x . t
O(z) = Slidt, x> 0.
t
0

’,

eSeni:
P’ (x) = Si%, ®'(x) =0 pro sinx =0, tj.x =kmr, k€N,
®'(x) >0 pro x € (2km, (2k+ 1)7), k€N,

®'(x) <0 pro z € ((2k— 1), 2km), k€N,

Tedy funkce ® mé maxima v bodech z = (2k + 1)7, minima v bodech = = 2k7 pro k € N.

I

7 L R g ~— % T

Obr. 4.86: Grafy funkci ®2¢ a [ 32t ¢
0

Nyni odvodime vzorec pro vypocet urcitého integralu ze spojité funkce:

Vime, ze je-li f spojité na (a,b) , pak funkce horni meze ® je jeji primitivni funkci. Jestlize
je F' libovolna primitivni funkce k funkci f na (a,b), jisté plati

Q(z) = F(z) +c.
Konstantu ¢ snadno vypocteme, polozime-li x = a. Pak plati
O (a) :/ fA)dt=0=F(a)+¢c = c=—F(a).
Tedy
O(z) = F(z) — Fl(a)
a specidlné pro x = b dostavame dilezity vysledek ®(b) = F(b) — F(a), tj.

/ f(z) dz = F(b) — F(a),

ktery jsme ovsem odvodili pouze pro spojitou funkci f. Tento vztah patii k zakladnim
tvrzenim matematické analyzy a nazyva se Newton-Leibnizova véta.
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Newton-Leibnizova véta

Véta 4.37: (Newton-Leibnizova) Nechl [ je funkce spojitd v (a,b).
Jestlize v {a,b) plati F'(x) = f(x), t. /f(x) dr = F(x)+c¢, potom
b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).
Rozdil F(b) — F(a) oznacujeme symbolem —[F(x)]".

b
Piseme / flzx)dz = [F(2)]}.

Priklad 4.38:

2 1 1 5 2
/02 cos (21‘—1—%) dr = {5 sin <2x+g>] = 3 (sinf—sin%) = —\/7_.

0

INE]

Priklad 4.39:

™ 1 T
/ sin ax sinbx dx = 5/ [cos(a — b)z — cos(a + b)x] dx =

—T —T

171 I "
——{ bsm(a—b)x— +bsm(a+b)x}ﬂ—0, a,beZ,a#b.

2 la— a

Metoda per partes pro urcité integraly

Ze vztahu pro integraci per partes pro neurcité integraly okamzité vyplyva
b b
/ u(z)v'(z) de = [u(z) v(z)]’ — / v (z) v(x) de.

Priklad 4.40: Mame vypocitat integral

27
]:/ e? sin 2z dx.
0
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Reseni:
u=sin2r u = 2cos2x CLI
1= . . = [262 sm2x} —4/ e2 cos2xdr =
v = ez v=2e2 0
u=cos2x u = —2sin2x . o m
= N . =—4 [265 cos2x}0 +4/ ez sin2xdr p =
v =e2 v=2e:2 0

27
= —4{2(6“6084# -1) +4/ e? sin2:1:dx} :
0

Dostali jsme vztah [ =8(1—¢") — 161, tedy 1= 1—e™).

17(
Vidéli jsme, ze pouziti metody per partes v urcitém integralu je analogické pouziti této
metody pii hledani primitivnich funkci, pouze do uv hned dosazujeme meze. To miize
vypocet podstatné zjednodusit, jak jsme vidéli v predchozim prikladu, kdy hodnota u v
v obou mezich byla nula.

Metoda substituce pro urcité integraly

Véta 4.41:

1. Jestlize funkce f o g, g jsou spojité na intervalu {(a,b), potom

g(b)
/ fla( x)dr = f(t)dt

g(a)

2. jestlize f je spojitda na {(a,b) a x = g(t) je monotonni funkce se spojitou derivaci a
oborem hodnot (a,b), potom

’ g7 (0)
/ fa) dv = / L fla@lg @ at.

(a)

Postup pii uziti substitu¢ni metody v urc¢itém integralu je opét analogicky, jako pfi vy-
po¢tu primitivnich funkei. Pouze je tfeba vypocitat nové meze (pro nové proménné); to
ovsem na druhé strané piinasi vyhodu v tom, ze nemusime na zaveér zpétné dosazovat
substitucéni funkci.

Priklad 4.42:

Inz r=¢ x=1=t=0 210 1
/_dx_'dx:etdt m:e:tzll /—edt { ]0_5'
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Priklad 4.43: Ukazme, Ze pro integrovatelnou funkci plati

* dr = : de.
/0 f(sinz) dz /0 f(cosz)dx

ReSeni: Vyuzijeme vztahu cost = sin (% — t).

Do prvniho integralu zavedme substituci z = g(t) = 5 —t. Prox =0jet =5, prox = §

2 2
je t = 0. Funkce g je v intervalu (0, §) klesajici, spojita i se svou derivaci ¢'(x) = —1. Je

mozno pouzit vétu o substituci, a plati tedy
2 0 ™ 2 ™
/ f(sinz)dx = / f [sin (— - tﬂ (—1)dt = / f [Sin (— - t)} dt =
0 x 2 0 2

= /2 f(cost)dt
0

a zadand rovnost je splnéna.

4.4 Aplikace urcitého integralu
Obsah rovinné oblasti

Ptimo z definice urc¢itého integralu plyne, Ze plosny obsah P rovinné oblasti omezené
Carami y = 0, * = a, x = b, kde a < b, a grafem kladné funkce y = f(x) vypocitame
pomoci urcitého integralu

P:/abf(a:)dx.

Piiklad 4.44: Vypoctéme obsah kruhu z? + 2 < 2.

Reseni: Plati

P—4/rm¢c—‘ r=rsint r=0=t=0
0

™

2
— 4 224 g
dr = r costdt r=r=>t=1= /o rcos”tdt

=9 2 g _ 2 1 : g_ 2
=2r (14 cos2t)dt =2r t—|—2sm2t = 7r.
0 0

Objem télesa

Bud déno téleso (uzaviend oblast M C R?), jehoZ priimétem do osy z je interval (a, b).
Necht jeho fez rovinou o rovnici * = xo mé obsah u(zg). Pfedpokladejme, Ze u je spojita
funkce v intervalu (a, b). Bud D déleni intervalu (a, b), pak S(D,u) zna¢i pfibliznou
hodnotu objemu naseho télesa. Zhruba feceno, tato hodnota bude tim blize ke skutecné
hodnoté objemu, ¢im bude déleni jemnéjsi. Proto je prirozené definovat objem télesa jako

b
lim S(D,u) :/ u(z) de.

vD—0
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Priklad 4.45: V roviné z = c¢ lezi kruz- 2
nice o rovnici 22 +y? = r2. Je-li —r < zg < 7,
protne rovina o rovnici x = xy kruznici ve
dvou bodech (pro x = £r v jednom bodé),
osu x v jednom bodé. Tyto tfi (dva) body
spojime tseckami (tseckou). Mame vypoci-
tat objem takto vzniklého télesa.

Reseni:

u(x) =cVr2—a2 x e (—rr),
V:/ C\/Wd:p:%/ V2 da
—-r 0

2
mr 1,

=2c— = —7mr-c. )
4 2 Obr. 4.87: Objem télesa
Objem rotacniho télesa

Bud f spojita funkce v intervalu (a, b), uvnitf tohoto intervalu kladna. Pfedpokladejme,
ze Cast roviny omezend ¢arami o rovnicich = a, x = b, y = 0, y = f(x) rotuje kolem osy
x. Vznikne rotacni téleso, jehoZz prumét do osy x je interval (a, b). Obsah fezu rovinou o
rovnici © = xq je obsah kruhu o poloméru f(x,), tedy objem rotacniho télesa vypocitame
podle vzorce

- ﬂ/ab[f(x)]Qd:p.

Piiklad 4.46: Vypocitame objem koule. Zde je f(x) = Vr? — 22, x € (—r, r).

" 1 .]" 1 4
V= 7T/ (r* — 2*) dr = 27 [r% - §x3] = 21r3(1 — g) = —qrd,
0

=T

Délka rovinné kiivky

Bud f funkce definovana v intervalu (a, b) a majici zde spojitou derivaci f’. Délku kfivky
L, ktera je grafem funkce f v tomto intervalu, vypocitame pomoci vztahu

L:/ I PR da.

Priklad 4.47: Uréime délku kruznice. Plati

flx)=vVr2—a22 2€(0,7), fl(z)=-—

T
)
r2 — g2

T l,,13,2 T r
L=4 \/1+ ——=dr =14 ——dux;
/o +7°2—332 ’ /0 VrE—a? x’
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Dostali jsme integral z neohrani¢ené funkce (v horni mezi neni integrand definovén).
Budeme postupovat tak, ze misto ¢tvrtkruznice vyjdeme z osminy kruznice — viz obrazek:

L:8/ﬁ;dx—
_‘ xr =7 sint r=0=t=0 |
- | dr =1 costdt xz\%zﬂﬁz% N
0 L r ™ Lis
i :87’/4TCOStdt:8r/4dt:8T[t]g:27rr.
o T cost 0

Obr. 4.88: K pr. 4.47

Je-li jednoduché rovinna kiivka ur¢end parametrickymi rovnicemi

T = (p(t), Yy = d)(t)v le <a7 5)
tak, ze funkce ¢, 1 maji v intervalu («, () spojité derivace, pak jeji délka je dana vzorcem

8
L= / VIPOF + WO d.

Priklad 4.48: Vypoctéme délku jednoho oblouku cykloidy.

ResSeni: Cykloida je kiivka, kterou opisuje pevné zvoleny bod na kruZnici, jestlize se
tato kruznice kotali po pfimce (viz nasledujici obrazek). Jeden oblouk cykloidy je jeji ¢ast
mezi témi dvéma polohami zvoleného bodu, kdy lezi soucasné na prislusné primce:

2r

Obr. 4.89: Cykloida

Cykloida ma parametrické rovnice
r =) =r(t—-sint), y =19(t) =r(1—cost), t € (0, 2).
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¢'(t) =r (1 —cost), '(t) = r sint, takze je

o 2
L:/ \/7"2(1—cost)2+7“28in2tdt:r/ V2 —2costdt =
0 0

2T 2 2
1— cost ¢ ¢
:2r/ ﬂdtzzr/ sin—dt =2 |—2cos~| =8
. V2 ; 2 2],

Shrnuti

V této kapitole jsme zavedli pojem urcitého integralu z ohranicené funkce na intervalu
(a,b); definovali jsme postupné

e déleni intervalu (a,b): systém intervaldt D = {(r; 1,x;)|i = 1,...,n}, jejichz
sjednocenim je interval (a, b) a prinik libovolnych dvou z téchto intervalt je nanejvys
koncovy bod, pficemz xy = a, x, = b,

e normu déleni: max(x; — x;_1), tj. délka nejdelsiho z intervalli, které tvori déleni
daného intervalu,

e déleni intervalu (a,b) s vybranymi body: v kazdém intervalu (x; i, z;) je vybran
bod giv

e integralni soucet funkce f pfislusny déleni D:  S(D, f) = > f(&)(z; — xi-1),

=1

e urcity integral z funkce f od a do b:  ¢islo, které lze s libovolnou (pfedem zvolenou)
presnosti aproximovat pomoci integralnich souctii, neboli limita integralnich soucti
pfi normé déleni jdouci k nule.

b
Pro funkci f nezdpornou na intervalu (a,b) znamena [ f(z)dz obsah plochy ohrani¢ené

a
shora grafem funkce f, zdola osou x a po stranach pfimkami z = a a x = b. Pro funkci
nabyvajici kladnych i zapornych hodnot je tento integral roven rozdilu obsahti ploch nad
a pod osou .

Formulovali jsme postacujici podminku pro existenci urcitého integralu:
e je-li f po ¢astech spojita na intervalu (a,b) (tj. mé-li zde nanejvys koneéné mnoho

b
bodi nespojitosti 1. druhu), potom je zde integrovatelnd, tedy [ f(x)dx existuje.

Uvedli jsme nékteré vlastnosti urcitého integralu:

e linearita: fb(a flx)+Pfg(x))dr =« j f(z)dz + ﬁfbg(:c) dz,

b c b
e aditivita pfes interval: proa <c<bje [ f(x)dx = [ f(x)dx + [ f(z)dz.

a



246 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Pro vypocet urcitého integralu jsme odvodili

b
e Newton-Leibniztv vzorec: [ f(z)dx = [F(x))" = F(b) — F(a), je-li F nékteré

primitivni funkce k funkci f,

e metodu per partes v urc¢itém integralu:  postup je stejny jako u neurcitého integralu
(dosazujeme meze do uv),

e substituéni metodu v uréitém integralu:  analogicky jako pfi vypoctu primitivni
funkce, pouze je tfeba vypocist meze pro nové proménné.

V zévéru kapitoly jsme se vénovali geometrickym aplikacim urcitého integralu; uvedli jsme
VZorce pro:

e objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci ¢asti roviny omezené ¢arami o rovnicich

b
r=a,z=>by=0,y= f(r) kolem osy z: V = Wf[f(l’)Pd:E,

b
o délku kiivky L, kterd je grafem funkce f v intervalu (a,b): L = [+/1+ [f'(x)]?dz,

e délku kiivky zadané parametrickymi rovnicemi x = ¢(t), y = ¥(t), t € («a, B):
B
L= [®P+ @) dt.

Otazky a ulohy
1. Jak definujeme urcity integral z funkce f od a do b7
2. Jaky je jeho geometricky vyznam?
3. Jak tento integral pocitame?
4. Ay, Ay, A3 v nésledujicim obrazku oznaéuje5 obsah prislusné casti roviny

omezené grafem funkce f a osou z. Vyjadiete [ f(z)dx pomoci ¢isel A;, As, As.
0

y fix)
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5. Ukazte, ze plati nasledujici tvrzeni: Jsou-li f a g dvé funkce po ¢astech spojité na
(a,b) takové, ze pro vSechna x € (a,b) plati f(xz) < g(x), potom plosny obsah
mnoiiny M = {(x,y) la <z <b f(zr) <y <g(x)} vypotitame podle vzorce

P = f )] du.
6. V c¢em se lisi pouziti metody per partes a substitu¢ni metody pii vypoctu urcitych
integralti od pouziti téchto metod pfi vypoctu neurcitych integrala?
7. Uz1t1m vhodné substltuce ukazte ze plati tvrzeni z véty 4.30:
fS dq:—ZfS fL Ydx =0,
kde S (resp. L) je suda (resp hcha) funkce.

8. Ukazte, ze pro SpOJltou funkci f periodickou s periodou 1" plati

a+T
[ @) do = [ fo
a 0
9. Najdéte vSechny chyby v nasledujicim ,vypoctu“ (vysledek je spravné!):
2 2 2
[ sinz?dr = |t =2?| = [(sint) v de = [(sint) s dt = [-1 cost}?J =
0 0 0

=[-1 Cosarz]i = 1(1 — cos4).

10. Bez vypoctu danych integralti rozhodnéte, ktery z nich je vétsi:

1 1 2 2
a) [a*dr a [a*de, b) [e” dr a [e” dr.
-1 -1 1 1

Cvicdeni

1. Vypocitejte nasledujici urcité integraly

2 3
a) [(2* =3z +2)dx, b)  [|1—3z|dx,
1 0
‘1 f2r—3
C) f4§dl’, d) ‘({‘x—_gdl',
o1 1
o g 2 {2x2+11x+12d$’

L de, h) f(e/EJr Vi) da
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(e” +1)3 e** dx,

=
O\
—_
| =
8
S
ISH
ks
—
~—
o .

cos® x dr

Vsin z

b
~—
)—\%
—_
IS
8
|
%Nﬂ

V1 —1In%x _

INE]

3 n
m) [tgadz, n) [ +/sinz —sin’® z dr,
0 0

o) [V1+axdz, p) oj%d%

R 3
T—YI__dx, 1 1 dx,
9 1f 3+ Va2 ) 1fx\/x2+5x+1
1 e
s)  Jaxe " dx, t) [Inzdz,
0 1
1 3
u)  [a? e du, v) [e* sinzdr,
0 0

x arctg x dx.

o\%

x) [ =% dx, y)

2. Vypocitejte

1—z pro z€/(0,1),
1,2),

3 1
/ f(x)dz, jeli f(z) = 0 pro z € (1,2)
0 (2—2)% pro x € (2,3).

3. Vypoditejte nasledujici integraly ([z] je cela ¢ast z)
1

a) [ sgnxdr, b)

-1

¢) [lz]dz, d)

-2

4. Vypocitejte
/

a) Lfmdt}', b) Usin?’tdt], c) {Zmdt}/.
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5. Cést roviny nad osou z a pod grafem funkce y = sinz mezi ¢ = 0 a ¢ = 7 je
rozdélena na dveé c¢asti primkou z = c. Najdéte ¢, pro které plati, Ze obsah levé ¢asti

je roven tretiné obsahu pravé casti.

2 2
6. Najdéte k > 0 pro které plati [ z"dz =
0 0

[(2—x)*dx.

7. Najdéte plosny obsah ¢éasti roviny omezenych ¢arami o rovnicich:

y =6z —2% y=0,
c) xz+y=2 y=4dr—1?-2

e) y=a>—x—6, y=—a®+5x+ 14,
g y=2a’ y=dz,

) 2=0,2=3 y=0,y=xe?,
k) z=3, v=m y=0, y=xcosg,
m) y=x, y=2x+sin’z, 1 =0, 2=,

b)
d)

y=u12>—2z, y=u,
y=2a% y* =u,

f) y=2?% y=2a% y=1,
xy=4,x+y =25,

j) y=e€,y=e" x=In2,
) y=Inz, y=1In’z,

n) y=e’sinz, y=0, z € (0,m).

8. Vypoctéte plosny obsah ¢asti roviny ohrani¢ené parabolou y = 2% — 62 + 8 a jejimi

tetnami v bodech A = [1,3] a B = [4,0].

9. Vypoctéte objem téles, kterd vzniknou rotaci ¢asti roviny popsanych danymi nerov-

nostmi kolem osy x:
a)
c) 0<z<m0<y<sinz,

e)

Vypoctéte délku kiivek o rovnicich:

a)

c) 2y=xz—2% x€{0,1),

—2<2<2,0<y<z?+4,

—2<x<2, 0<y<coshuz,
10.
y=1x2 z € (0,3),

6
e) y:2§;§,xe<1,2>,
g) y=Inz z € (V3,V8),
i) y:lng;c—t:]l:,x€<ln2,ln5>,

)

0<z<30<y< Vi,
1<2<2,0<y<y,
0<z<f,0<y<tga

=2z, x € (1,2),

y? =42 y >0,z €(0,2),
y=-¢€" z€(0,1),
y=1—Incosz, x € (In2,Iln5),

y = arcsinz + 1 — 22, x € (0,1).

11. Vypoctéte délku kiivek danych parametrickymi rovnicemi:

x =12,
y=t- ®)

a) ﬁ te <07\/§>7

3

4
T = cos"t,
y = sint ¢, d)

c) t€(0,3),

x =cost +tsint,

y =sint — tcost, t €(0,2n),
‘2

T =sn‘t, x

y =sin’t tgt, te <0’§>'
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Vysledky
1.a) —%,b) 8 ¢) —In2, d)4—31n3 e) 22 f) 1n}, )1n§§,h)6+9f i) Z,j) < +3e +e3 +7—%,k)
) 2LY2-2,m)In2,n) 3,0) 3 2—7,p)21n2—1 q) 8+ 373, 1) In(7 + 2v/7) — In9, s)1—7 t) 1, u) £(e*+3), v)
F(e™ +1), %) 35(9 - 4v3) + lln— y) 2;—4?
2 5.
-5
3.a)0,b) 1, c) 0, d) 14 — In 5040;
4. a) \/5+7x2 b) —sin®z, ¢) 2V2% + 1;
5. T,
3)
6. vSechna k;
73)367b) %7C) %7d) %76) %7f) %(2_\/5)’g)8ah)%_8111271)%_% )% ) (2\/5—1)71’—‘,— (1_f) )3—6,

m) 3.n) 3(1+e");

8. %

9.a) 127 b) 187, ¢) -, d) 8, €) T (et —e~4), f) T(4— m);

10. a) g\ﬁ+§1n(6+\/?ﬁ),b)\/6—\/+11n§§ig,c) 5 lm@24vE), d) 2(VI —1),e) B f) VIte - vV2+
In 1:&%1, g) 1+%1n%,h) Intg 38 ,i) Ini8 3 6 1) 4—2v72;

11. ) 23, b) 272, ¢) 1+ 5 In(1+ v2), d) V7 -2 - \flnf?f.

4.5 Nevlastni integraly

Urc¢ity integrél jsme definovali pro pfipad kone¢ného intervalu (a, b) a ohrani¢ené funkce
f:{(a, b) — R .V této kapitole podame definici tak, ze od téchto omezujicich predpokladii
upustime. Takovy integral se nazyva nevlastni na rozdil od integralti vlastnich, o nichz
jsme hovorili doposud.

Nevlastni integral na neohrani¢eném intervalu

Definice 4.49: Bud f funkce definovana v intervalu (a, co). Necht je f integrovatelna
v intervalu (a, £) pro kazdé £ > a. Necht existuje vlastni limita

3
gh—{?o/a f(z)dx

Pak tuto limitu nazyvame nevlastnim integralem funkce f v intervalu (a, 0o) (se sin-
gularitou v horni mezi) a piSeme

/OO f(z)dx zﬁllm §f(a:) dx

a fikame, Ze integral [ f(x) dx konvergugje. Je-li funkce f takovd, ze predchozi limita je

a
oo

nevlastni nebo neexistuje, fikdme, ze integral [ f(z)dz diverguje.
a
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Podobné definujeme nevlastni integral v intervalu (—oo, a) (se singularitou v dolni mezi)
pomoci limity:

Priklad 4.50:

oo_x 0 1 oodx
a) /Oe dx, b) /_Ool+x2dx, c) /13:_“

a’) / e_z diE = lim [—e_x}g = lim |:_e_€+60:| _
0 £—o00 £500
v 0 _
b) /001+:132 dx:ggr—noo 11 dnggglm[arctgx]
T
— lim [—arctef] = ~
Jim [Carctg] =2
c) Bud «# 1. Potom
/6 dl‘ B x].foc 67 glia—l
.z o 1—a 1— 1 —a
g —1 oo pro a<l1,
lim >—— =
e lma | 2 pro a1
Dale je
/Oodx lim [In[2[]{ = lim [In[¢] - In1]
— = 11m |In |x = lim |ln —In = 0.
1 T §—o0 1 £—00

[ saie=gim [ s

jestlize pro kazdé < a existuje [ f(z)dx a jestlize existuje limita na pravé strand.

3

dx,

Mame vypocitat nevlastni integraly

0+1=1.

Tedy [ % konverguje pro a > 1 a diverguje pro o < 1.
1
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Integraly z neohranicenych funkci
Definice 4.51: Necht je funkce f definovana v intervalu (a, b) a v okoli bodu b je

¢
neohranicend. Necht pro kazdé § € (a, b) existuje integral | f(z)dz a necht existuje limita

lim [ f(z)dz. Pak tuto limitu nazyvime nevlastnim integrilem (se singularitou
—b— a

v horni mezi) funkce f v intervalu (a, b) a piSeme

/abf(x) o = Jim /; f(z) da

Podobné definujeme nevlastni integral v intervalu (a, b) z funkce neohranic¢ené v okoli
bodu a (se singularitou v dolni mezi) vztahem

/f dx:gli%/& f(z) da

V obou pripadech fikdme opét, Ze integral konvergugje, je-li limita napravo vlastni.

Priklad 4.52: Vypocitame nésledujici integraly:

m
= lim [arcsinz]§ = lim arcsin = 5

a
) / \/1—:52 &1 / \/1—952 £—1- €—1-

b) Bud « # 1. Potom
b b _ N\l—a _ N\l-«a
/ dx lim do lim (b—a) (& —a) _
o (@—a) oot Jo (—a)® g—at -«
(b _ a)l—a
o T1-a pro o < 1 .
00 pro a>1
b b
d
/ ’ lim ~ = lim [In(z —a)]; =
o T—a t—at Je T—a  g—at

= lim [In(b —a) —In(§ — a)] = .

£—at

Celkem tedy f —a) konverguje pro a < 1 a diverguje pro a > 1.
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Obecna definice nevlastniho integralu
V predchozich tivahach jsme vysetiovali pouze ty nevlastni integraly, které mély singula-

ritu v jedné mezi. Pfirozenym zptsobem lze tyto tivahy zobecnit:

Definice 4.53: Nechf je funkce f definované v intervalu (a,b), kde a mtize byt —oo a
b muze byt oo, s Vyjimkou konecné mnoha bodi, v jejichZ okoli je neohrani¢end. Necht
existuji ¢isla ¢; < g < -+ < ¢, z intervalu (a,b) tak, Ze integraly

| fa@as [ f(w)dr, / fa

maji singularitu pouze v jedné mezi a konverguji. Potom definujeme

/abf(%)dx:/aclf(w)al:z:Jr/:f(:zc)d;r;+...+/ij(m)dﬂj

a fikame také, ze integral nalevo konverguje.

Priklad 4.54:

/°° arctgxdm_/o arctgxdx+/°° arctgxdx:
Coo 122 Coo 1422 o 1+22

arctgx =t x=0=t=0

t t
im [ BN g dim [ ST g = —
s f, 1422 e fy 14w Lde=dt
0 arctg b 1 2 2
lim tdt + lim tit=_l0—(-2) +(5) o =0.
a7 Jarctga b—oo Jo 2 2 2
Shrnuti

V této kapitole jsme zobecnili pojem urcitého integralu na pripady, kdy bud integra¢ni
interval, nebo integrand je neohraniceny; zavedli jsme:

e nevlastni integral z funkce f na neohrani¢eném intervalu (a, 00) resp. (—oo, a):

Tf(x) dx = élim jf(:c) dx  resp. j f(z)dx = glim ]If(a:) dx
a —®g —o0 T

e nevlastni integral z funkce f, ktera je neohranicena v okoli horni meze b resp. dolni

meze a: [ f(z)dx = ghrl? ff(x) dx  resp. fbf(x) dex = glim fbf(x) dx
a —b" ¢ a —at ¢

pritom rikame, ze
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nevlastni integral ma singularitu v horni mezi:  je-li horni mez nevlastniho integralu
oo nebo je-li integrand v okoli horni meze integralu neohranic¢ena funkce,

nevlastni integral ma singularitu v dolni mezi:  je-li dolni mez nevlastniho integralu
—o00 nebo je-li integrand v okoli dolni meze integralu neohranicena funkce.

Maé-li integrand v integra¢nim intervalu (a, b) (¢ mize byt rovno —oo a b mize byt rovno
00) kone¢né mnoho bodi nespojitosti, v jejichz okoli je neohrani¢enou funkci, vyjadiime
dany integral jako soucet integrala pres dilc¢i intervaly tak, aby jednotlivé integraly meély
singularitu pouze v jedné mezi. Jestlize vSechny tyto integraly konverguji, je dany nevlastni
integral roven jejich souctu; v opacném pripadé diverguje.

Cviceni

1. Vypocitejte nasledujici integraly:

T 1 1
2) fix2+4d$’ b) Zrori?
o [ Ly Q [—L
22 + 27 + 2 LVt —1
e xe ™ dx f [zlnz dz,
b s
g [ arCthJ;dx, h) flx 5 dur,
ool+x -1

R )] gk

P ro 1

k) ‘([ cos? 2 dz, 1) of I+ 2cosz dz,

m) ftgxdx, n) fl 1 dx.
0 1 V1 — 22 arcsina

Vypoditejte plosng obsah ¢asti roviny ohrani¢ené kfivkou y = e~3, 2 > 0 a soufad-
nymi osami.

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci ¢asti roviny ohrani¢ené hyperbolou
zy =1 aosou x (x > 1) kolem osy .
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Vysledky
l.a) 7 — % arctg g, b) %, c)md) 5,e) %, f) ﬁ, g) 717—;, h) 9, i) diverguje, j) 7, k) diverguje, 1) diverguje, m) diverguje,
n) In3;

2. 3; 3. .
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5 Nekonec¢né rady

5.1 Ciselné fady

V této ¢asti rozsifime operaci sec¢itani v R i v C na nekone¢né mnoho séitanct — zavedeme
pojem nekonecné fady c¢isel a zodpovime dvé zakladni otazky pro pocitani s nekonec¢nymi
¢iselnymi radami:

e Jak secist nekonecénou mnozinu ¢isel?

e Plati pro nekonecné soucty podobné zakony jako pro konecné soucty, zejména zakon
distributivni, asociativni a komutativni?

Nejdiive zavedeme potiebné pojmy — zobecnime pojem geometrické rady, ktery je znam ze
stredni skoly. Postup pouzity pri urceni jejiho souctu, tj. utvoreni tzv. ¢astecnych souctt
a provedeni limitniho pfechodu je navodem pro obecnou definici.

Zakladni pojmy
Definice 5.1: Necht je ddna ¢iselna posloupnost (a, ) -

n=1"

1. Nekonecnou tTadou (nebo jen radou)nazyviame symbol

Zan — CL1+G2+"'+CL”+"'

n=1

2. Cislo a,, se nazyva n-t§ c¢len nekonecné fady.

o0
3. Posloupnost éasteénych souctu nekoneéné fady > a,, je posloupnost
n=1

(S”)zozl7 kde Snzzak=a1+a2+---+an‘
k=1

o o
4. Rekneme, Ze nekonecna fada ) a, konverguje k ¢islu s, a piSeme Y a, = s,
n=1 n=1
praveé kdyz lim s, = s.

n—oo

oo
Cislo s nazjvdme souctem nekonecné fady Y. a,.
n=1

5. Rekneme, 7e nekonecnd fada > a, diverguje, jestlize diverguje posloupnost jejich

n=1
¢astecnych soucti.
o [o.¢] o
Pfiklad 5.2: Rada > ¢" = > ¢" !, ¢ € R(C) se nazjva geometrickd. Vysetiime,
n=0 n=1

kdy tada konverguje.
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ReSeni:

1. Necht ¢ = 1. Pak s, =n, lim s, = oo, tj. fada > 1 je divergentni.

n—00 n—l

2. Nechf ¢ = —1. Radamé tvar > (=1)" 1 =1+ (=1)+1+ -+ (=1)""1+... takZe
n=1
pro n-ty ¢astecny soucet plati

. — 1 pro liché n,
" 1 0 prosudén.

Posloupnost (1, 0, 1, ...) nemd limitu, proto tato fada diverguje.

3. Nechf |¢| # 1. Plati
sn=1+q+q@+ - +¢"*
¢ sp= q+q -+ "
Sn—q-Sn=(1—-¢q)s,=1—¢"

Odtud plyne

Uvazujme nasledujici pripady pro ¢ € R:

a) pro |¢| < 1je lim ¢" =0, proto lim s, = 7;

Y
n—oo q

b) pro ¢ > 1 je lim ¢" = oo, proto lim s, = oo;

n—oo

c) pro ¢ < —1 limita lim ¢" neexistuje.

n—oo

Proto je geometrickd fada pro |¢| > 1 divergentni a pro |¢| < 1 konvergentni. V tomto
piipadé pro jeji soucet plati:

= 1
Zq":—, lq| < 1.
n=0 1_(]

Stejné tvrzeni plati i pro q € C.

o0

Poznamka: Obvykle se nazyva geometrickou fadou fada > a ¢"~!; uvidime dale, Ze nase
n=1
definice neni na Gjmu obecnosti.

Rozhodnuti o konvergenci (resp. o divergenci) dané fady usnadni ¢asto nasledujici véta:
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Véta 5.3: (Nutna podminka konvergence) Jestlize tada Y a, konverguje, pak

n=1
plat? lim a, = 0.
n—00
Dukaz: Tvrzeni véty je zfejmé:
o0 o0
Necht > an konverguje a > an = s = lim sy,. Protoze ap = sn — Sp—1, plyne odtud lim a, = lim (sp — sp—1) =
s—s=0.

Je tieba si uvédomit, ze opak této véty neplati — splnéni podminky lim a, = 0 neznamena

n—oo

konvergenci fady, coz ilustrujeme na nasledujicim prikladu:

Priklad 5.4: UkaZzeme, Ze plati >

tedy

s = lim s, > lim v/n = cc.

n—oo n—oo

Odtud plyne, ze zadana fada diverguje, i kdyz plati lim a,, = lim \/Lﬁ = 0.

Vlastnosti ¢iselnych rad

Konvergentni fady maji nékteré vlastnosti konecnych souctii; prvni takova vlastnost je
vlastnost analogicka asociativnosti. Jak vime, plati pro kone¢ny pocet sc¢itancti asociativni
zakon, napr:

a1+a2—|—a3—|—a4:(a1+a2)+(a3+a4).

o0

Dejme do zavorek v fadé » a, = a3 + az + -+ + a, + - -+ ur¢ité skupiny ¢lentt podle
n=1

tohoto schématu:

(al +ax+ -+ a’m) + (a’m—i-l + Qny+2 + -+ an2) + (an2+1 + QAno+2 + -+ an3) +e

N J/ N \

b1 bo b3
Pfitom zachovavame pivodni pofadi ¢lend fady; ny < ny < ng < --- jsou néjaké (libo-

volné zvolena) ¢isla. Tim vytvofime fadu
o0
bitby+bs+-- =Y bp, kde bp=an_ 1+ an_ szt +ap,.
k=1

Posloupnost ¢astecnych souctlt této nové fady je vybrand posloupnost z posloupnosti
castecnych soucti fady ptivodni, ktera je podle predpokladu konvergentni - podle véty o
relativni limité musi konvergovat také. Plati tedy
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o0 oo

Véta 5.5:  Je-li fada ) a, konvergentni a ma-li soucet s, pak tada Y by je také kon-
n=1 k=1

vergentni a ma soucet s.

Véta obracend k predchozi vété neplati. Konverguje-li fada ) by, mize byt fada > a,
k=1 n=1
divergentni, jak ukazuje néasledujici ptiklad:

Piiklad 5.6: Rada
> b =[3+(=3)]+ B+ (=3)] +-
k=1

je konvergentni, nebot jeji posloupnost ¢asteénych souctii (s;) = (0). Ale fada
D an=3+(=3)+3+(=3)+-,
n=1

ktera vznikne z dané fady odstranénim zévorek je divergentni, nebot piislusna posloupnost
¢asteénych souctti nemé limitu (osciluje). V konvergentnich nekoneénych fadach ,odstra-
néni“ zavorek muze narusit konvergenci.

o0 o0
Nasobime-li vSechny ¢leny fady > a, ¢islem k, dostaneme fadu ) k a,, pro kterou plati:
n=1 n=1

Véta 5.7:  Je-li tada Y a, konvergentni a md-li soucet s, pak tada Y ka,, kde k je
n=1 n=1
libovolnd konstanta, je rovnéz konvergentni a ma soucet s =k s.

Dukaz: Vétu snadno dokdzeme pfimo z definice souc¢tu fady jako limity posloupnosti ¢asteénych soucti:

Sn = ka1 +kaz + -+ kan = k(a1 + a2 + -+ an) =k sn; 5= lim 5, =k lim s, =ks.

n—oo n—oo

Predchozi véta je rozsitenim distributivniho zédkona na nekonecény pocet s¢itancti.
. S 1
Piiklad 5.8: Je-li |¢| < 1, plati Zla vl = 1aTq.
n=

Poznamka: Je-lifada ) a, divergentni a je-li k # 0, je > k-a, také divergentni (pro¢?)

n=1 n=1

Véta 5.9:  Jsou-li fady > a, = A, Y. b, = B konvergentni, je konvergentni i fada

n=1 n=1

> (an + by) a mad soucet s = A+ B.
n=1

Dukaz: Véta se provéri analogicky jako véta predchozi uzitim definice a vlastnosti limit konvergentnich posloupnosti.
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Priklad 5.10: Mame najit soucet fady » (2% + 3%)
n=0

o0 o
ReSeni: Plati ) L = =2, Y &=2 =3 tedy
2 n=1

-

= (1 2 = 1 o 1
> (mtam) =2 +2 =5
n=0 n=0 n=0
o
Viadé > a, =a1+as+ -+ ay,_1 +a,+--- vynechejme prvnich p ¢lenti. Dostaneme
M o0

fadu ). a, = apy1+api2+-- -, kterou nazgvame zbytek po p-tém élenutady ) ay,.

n=p+1 n=1
Plati:

Véta 5.11:  Nechtp € N. Rady > a,, > ap, soucasné bud konverguji nebo diver-
n=1 n=p+1
quyi. Jestlize konverguji, pak plati

Zan:a1+---+ap+ Z Qy, .
n=1

n=p+1

7 této vety plyne, Ze z hlediska konvergence nezalezi na tom, od kterého indexu za¢neme
seCitat.

Kriteria konvergence

V predchézejicich prikladech jsme vétSinou zkoumali konvergenci danych fad pfimo z de-
finice tak, Ze jsme dokazali existenci (popf. neexistenci) vlastni limity posloupnosti ¢és-
teénych souctii (s,). Vyhodou tohoto postupu je, Ze uréenim limity posloupnosti (s,)
je zaroven urcen soucet dané fady. K tomu vsak potifebujeme znat jednoduchy expli-
citni vzorec pro s,, coz se podari jen ve velmi jednoduchych pripadech. Proto ve vétsiné
pripadi postupujeme jinak: VysSetiime nejdiive konvergenci dané rady a jeji soucet pak
urc¢ime priblizné. Vztahy, pomoci kterych vysetiujeme konvergenci fad, se nazyvaji kri-
teria konvergence. Zakladnim takovym kriteriem je jisté nutné podminka konvergence
rady 5.3; dalsi kriteria jsou formulovana pro nasledujici typ rad:

o0

Definice 5.12: Rada ) a, se nazyva rfadou s nezdpornymi éleny, je-li a, > 0
n=1

pro vsechna n € N.

Tyto fady maji nékteré specifické vlastnosti:

a) posloupnost jejich ¢astecnych souctt {s,} je neklesajici, nebot
Sn+1 = Sp + Qi1 > Sp-
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b) Je-li navic tato posloupnost shora ohranicend, pak existuje vlastni limita lim s, tj.
n—oo

[e.9]
fada ) a, je konvergentni.
n=1

Proto jsou fady s nezapornymi ¢leny bud konvergentni nebo diverguji k co.

Zakladni kriterium, pomoci kterého se odvozuji dalsi (ponékud jednodussi pro vlastni
vypocty) je

Véta 5.13: (Srovnavaci kriterium)

Budte > a,, Y. b, tady s nezipornymi cleny a necht plati a,, < b, pro skoro vSechna
n=1 n=1
n € N (tedy vsechna s vyjimkou nejuys konecné mnoha). Potom plati:

1. konverguje-li tada »_ b,, konverguje i fada > an;
n=1 n=1

2. dwerguje-li tada ’ a,, diverguje i fada . by,.

n=1 n=1
Priklad 5.14: Rada ) — je konvergentni:
n=1

o

Plati # < 2%, pfifemz > 2% je konvergentni — je to geometrickd fada s kvocientem
n=1

q= % < 1. Tedy zadané tada je také konvergentni.

Srovnéavaci kriterium ma velkou nevyhodu v tom, ze k vySetfované fadé musime zvolit

néjakou jinou fadu, se kterou budeme srovnavat; je tedy predem nutné rozhodnout, jestli

budeme ukazovat konvergenci nebo divergenci. Vyhodnéjsi je pracovat piimo se c¢leny
dané rady, tak jak to bude u dalsich tii kriterii:

Véta 5.15: (Integralni kriterium)

Necht [ je funkce definovand na intervalu (1, 00) , kterd je na tomto intervalu nezdpornd

a nerostouci. Necht a, = f(n) pro n € N. Potom tada » a, konverguje, pravé kdyz

n=1
[o.¢]

konverguje nevlastni integrdl [ f(z)dzx.
1
Platnost kriteria demonstrujeme v nasledujicich dvou obrazcich.

Hodnota nevlastniho integralu z funkce f (v obrazku ¢ernou barvou) udava obsah plochy
pod grafem funkce od jedné do nekonecna; soucet prislusné nekonecné rady miizeme zna-
zornit jako obsah (zelené) plochy tvofené obdélniky se zékladnou délky jedna a vyskou
rovnou funkéni hodnoté v n.
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fin) = a,
f(n)=an
I s e | T T T—T7—
o "y 2 3 4 5 6 7 8 g 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Obr. 5.90: Integralni kriterium Obr. 5.91: Integralni kriterium

8

a) Necht [ f(z)dx diverguje (prvni obrazek). Plati

—_

n

=D =302 / f(x) dr,

k=1

s = lim s, > lim f(a:)da::/ f(z)dx = oo,
/ 1
tedy rada diverguje.

b) Necht [ f(x)dz konverguje (druhy obrazek). Potom je
1
sn:a1+Zak:a1+Zf(k) §a1+/ f(z)dx
k=2 k=2 1

s—hmsn§a1+hm f( d:z:—al—i—/ f(z

n—od

a posledni integral je podle predpokladu roven konecnému c¢islu — tedy rada konver-
guje.

Piiklad 5.16: Vysetfime konvergenci fady nia, a > 0.
n=1

Polozme f(z) = = pro z € (1, o), coZ je pro a > 0 klesajici funkce. Plati

& = l1mfx“dx—%1 pro a > 1,
1 t—>c>o1
[% = lim f dx = hm(lnt) =
1 t—>ool
& - L (tlggo - 1) =00 pro ac€ (0, 1).

Proto dana fada konverguje pro a > 1 a diverguje pro a € (0, 1).

Nésledujici dvé kriteria se provéri srovnanim s geometrickou fadou a limitnim prechodem:
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Véta 5.17: (Odmocninové kriterium — Cauchyovo)

Necht > a, je tada s nezapornymi cleny. Je-li

n=1
limsup /a, <1, rada konverguge,
lim sup a, > 1, rada diverguje.

V pripadé limsup /a, = 1 nelze o konvergenci rady timto kriteriem rozhodnout.
Véta 5.18: (Podilové kriterium — d’Alembertovo)

o
Necht " a,, je tada s nezdapornymi cleny. Erxistuje-li
n=1

lim 2L — q, kde q € R,

n—oo  (y,

pak v pripadé q < 1 rada konverguje a v pripadé q > 1 Tada diverguje. V pripadé q = 1
nelze o konvergenci rady timto kriteriem rozhodnout.

Priklad 5.19: Rozhodnéte o konvergenci fad

) Yghy b L& o T

n=1

Reseni:
a) Pouzijeme odmocninové kriterium:

¢ 1
lim /a, = lim \/ﬁ = - <1

n

Dané rada konverguje.
b) V n-tém ¢lenu se vyskytuje faktorial, je vhodné podilové kriterium:

: l(n 4 1)+ 1y "
lim Sl M) e DT (1+—) —e>1.

n—oo n—oo (’n —+ 1)' nm n— o0 nm n—oo

Rada diverguje.
c¢) Pouzijeme podilové kriterium:

i @ g n+1)2n+1) . 2n2+3n+1
1m — = - =

Kriterium nerozhodne; stejny vysledek dostaneme pii pouziti odmocninového krite-
ria. Pro danou fadu vSak neni splnéna nutna podminka konvergence:

__7&0

n

lim a, = lim

— fada diverguje.
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Absolutni konvergence

Zéakladni kriteria konvergence jsou formulovana pro fady s nezapornymi c¢leny, coz
se miize jevit jako jisté omezeni. OvSem soucasné s fadou s obecnymi Cleny mizeme
vySetfovat i fadu absolutnich hodnot jejich cleni; to ndm umozni také vySetifovat
konvergenci fad komplexnich ¢isel, kterou bez pouziti absolutni hodnoty nevysetiime
— uvédomme si, ze do C nelze zavést usporadani. Pro fadu, utvorenou z absolutnich
hodnot ¢lenti fady plati nasledujici dilezita véta:

Véta 5.20:  Necht je ddna Tada s libovolngmi znaménky > a,. Utvorme tadu ) |a,|;
n=1 n=1

jestlize tato rada konverguje, potom puvodni Tada je také konvergentni. Platnost véty nas
vede k nasledujici definici:

o
Definice 5.21: Jestlize konverguje fada > |a,|, a, € R resp. a, € C, fikdme, Ze
n=1

fada Y a, konverguje absolutné.
n=1

o o0 oo
Jestlize fada ) |a,| diverguje a fada ) a, konverguje, fikdme, Ze fada > a, konver-

n=1 n=1 n=1
guje neabsolutné.

Priklad 5.22: Vysetfeme konvergenci fad

simmn
a) > b) Y S
n=1
Reseni:
a) Ukéazeme, Ze fada konverguje absolutné:

1 =1 , -
< 3 A E Ekonvergut]e = E
n=1

n=1

sinn sinn

konverguje.

n? n

Tedy zadana rada konverguje absolutné.

b) Pouzijeme odmocninové kriterium; vySetiime posloupnost n-tych odmocnin abso-
lutnich hodnot c¢lenti rady:

( #ﬂ pro n = 4k
[1—1] _ V2 _ _
(n/—| ’) (]1+z’"|) syt sy Pron =4kl
an = - =
neN 331/ en 0 pro n = 4k — 2
\ 34k|}%+/i|r3:34k3§m pron =4k —3
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Plati

lim

2 2 1
— = —— im ——5i—
oo 3 Wak — 3 3 4k-

k—o00

Tedy limsup /|a,| =

— fada konverguje absolutné.

Alternujici rady

[e.9]
Definice 5.23: Nekonecné fada ) a,, a, € R se nazyva alternugici, pravé kdyz
n=1

libovolné dva po sobé jdouci ¢leny maji opacna znaménka, tj. plati

SEN Ayt = —SEN Gy, Vn € N.

Kazdou alternujici fadu lze psat ve tvaru > (—1)""1b, nebo ve tvaru > (—1)"b,, kde
n=1 n=1

b, > 0 pro vSechna n € N.

Pro alternujici fady plati nasledujici kriterium konvergence:

Véta 5.24: (Leibnizovo kriterium)

o0

Necht (by,) je nerostouci posloupnost kladnych éisel. Potom alternugici fada » (—1)"b,
n=1

konverguje, prave kdyz plati lim b, = 0.

Priklad 5.25: Pomoci Leibnizova kriteria rozhodneme o konvergenci nasledujicich al-
ternujicich rad:

a) > (-~ DD DI ) =S D gy o s s

n=1 n=1 n=1

S|

Reseni:

a) Tato fada se nazyva Leibnizova. Posloupnost ( ) je klesajici a ma limitu 0, proto
podle Leibnizova kriteria konverguje (neabsolutné). Pozdéji ukdzeme, Ze ma soucet
In 2.

b) Plati lim b, = 2, proto fada diverguje.

n—oo

1
rz—Inz’

c¢) Nejprve ovéfime, zda je posloupnost ( ) klesajici. Uvazujme funkci y =

Plati, ze

n—Inn

1 1
I
y——m (1—E)<0 pro $>1,
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tj. tato funkce je klesajici na intervalu (1,00), odkud plyne, Ze také posloupnost
(n_im) je klesajici.

Déle je lim (n —Ilnn) = lim ln% = 00, a proto lim n_%nn = 0. Dana fada konver-
guje.

Prerovnani rad, nasobeni rad

Asociativni zédkon, platny pro kone¢né soucty, lze, jak jsme ukazali, v ur¢itém smyslu roz-
sitit na konvergentni fady. Komutativni zakon, platny pro konec¢né soucty, vyjadiuje, jak
znamo, nezavislost souctu na poradi s¢itancii. Tento zakon nelze rozsitit na konvergentni
rady, jak je vidét na tomto ptikladu:

Priklad 5.26: Leibnizova fada

[e o]

> 1)"—11—1 Lrr,
o no 2 3 4

je konvergentni; oznac¢me jeji soucet s. Déle je

5 — 1 1 1 1 1
Z = S Rt
2 ;( ) om 2 4+6 8+

Pfepisme obé fady v néasledujicim tvaru (do druhé fady vlozime nuly, soucet se nezméni):

11 1 1 1 1 1
S T T A A A
S SN’ S’ N N
2 2 4 6 8
Sectenim téchto konvergentnich fad dostaneme konvergentni fadu:
§321+1—1+1+1—1+
2 3 2 5 7 4

Podrobnéjsim vysetienim lze ukazat, ze vznikla rada obsahuje pravé vSechny cleny Leib-
nizovy fady (a Zadné jiné), ale v jiném poradi.

Rikdme, Ze fada vznikla prerovnanim Leibnizovy fady; pfitom pierovnanim fady o
souctu s jsme dostali fadu o souctu %s.

Je tedy vidét, ze komutativni zakon nelze rozsifit na konvergentni fady. Poznamenejme,
ze se da ukazat platnost tvrzeni:

a) Libovolngm prerovndnim absolutné konvergentni tady dostaneme absolutné konver-

gentni radu o stejném souctu.

b) Je-li fada ) a, neabsolutné konvergentni, pak vhodnym prerovndnim této tady lze

dostat divergentni tadu, popr. konvergentni radu s libovolnym predem danym souc-
tem.
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Nasobeni rad

Pro nasobeni souctt o konecném poctu ¢lenit plati, jak znamo, distributivni zakon —
dva soucty o konecném poctu ¢lentt nasobime podle tohoto zakona ,c¢len po c¢lenu“, tj.
tak, ze nasobime kazdy ¢len prvniho z nich kazdym clenem druhého a takto vzniklé
souciny secteme. Vznika otazka, za jakych podminek a do jaké miry lze platnost tohoto
zakona rozsirit i na soucty o nekone¢ném poctu clent, tj. na ¢iselné rady. K tomuto tucelu
definujeme nejdiive soucin rad:

Definice 5.27: Cauchyovskym soucéinem 7vad >  a, a »_ b, rozumime Fadu

n=0 n=0
oo

Cn, kde

n=0

Cp = CLobn + albn,l + agbnfg +---+ &nbo.

Nésobenim danych dvou fad dostaneme tedy fadu
Z cn = aobo + (a1bo + aoby) + (aoba + arby + asbo) + -+ - +
n=0

+(a0bn + albn—l + -+ anbO) + -

NapiSeme-li do tabulky vSechny souciny a;b; ¢lend obou fad (i = 0,1,2,..., k =
0,1,2,...), dostaneme schéma

apby aiby azby asby
apby aiby agby asb
aob2 arby  agby CL352

apbs aibs asbs asbs

Kazdy clen ¢, souc¢inové fady je souctem cleni lezicich v ,diagonalach® tohoto schématu;
je souctem takovych soucini a;by, ze soucet indext i + k = n.

Pro takto definovany soucin fad plati

Véta 5.28: Jsou-li fady > a, = A a > b, = B absolutné konvergentni, pak jejich

n=0 n=0
Cauchyouvsky soucin je absolutné konvergentni fada se souctem A-B. Mimoto je absolutné

konvergentni v Tada, kterda ze soucinové rady vznikne odstranénim zdvorek a md stejny
soucet.
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Priklad 5.29: Méme vynésobit fady > 37 a > (—1)"5x.
n=0 n=0

it 1 3 > 1 1 3

Dy=ioimy  2Um=rr=)

n=0 3 n=0 + 3
Dale je

tedy je-li n liché, tj. n = 2k + 1, je ¢, = 0, je-li n sudé, tj. n = 2k, je ¢, = 3%
Dostavame
Z Cn = Z 32k

to je geometrlcka fada s kvocientem ¢ = é, tedy ma soucet

1 9 3 3
C: :—:—.—'
1-1 "8 2 4
Priklad 5.30: Ukdzeme, 7e plati 3° @1 . 3 U — 3= (@+b)"
=0 n: n—0 n: =0 n.
S Y (e = ()@ ey
k=0

|
L[
S|
s
E
3
2
ol
S¥
3
-
|
(e
=
3|+
=
=

Numericka sumace

o0
Necht > a, je konvergentni fada. Vime, Ze jeji soucet s lze pséat ve tvaru
n=1
s =S, + R,, kde Sp=a1+as+---+a, a R,=a,1+ apio+---
je zbytek po n-tém ¢lenu. To znamend, ze ¢islo R,, udava velikost chyby, které se dopus-
time, jestlize presnou hodnotu dané konvergentni fady aproximujeme ¢aste¢nym souctem.
Ptitom plati (fada je konvergentnil!)

lim R, = lim (s —s,) =s—s=0.

V tomto odstavci uvedeme nékteré odhady pro velikost zbytku |R,|.

Nejjednodussi tvar mé tento odhad pro alternujici fadu:
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Véta 5.31:  Necht (b,)32, je nerostouci posloupnost kladnijch ¢isel takovd, Ze

o0

lim b, = 0. Pak pro zbytek po n-tém élenu alternujici fady > (—=1)"b,  plati
n—o0 n=0
|R,| < byt

Pokud danéa fada neni alternujici, mizeme pro urcovani chyby pouzit nasledujici dvé tvr-
zeni, ktera plynou ze srovnavaciho kriteria konvergence (s mocninnou fadou s kvocientem
q) a z integralniho kriteria:

Véta 5.32: Necht > a, je ciselnd tada, pro kterou plati <g<1 ¥VneN

An41
an

n=1
Pak pro zbytek R, plati  |R,| < |a,| 1%

Véta 5.33: Necht > a, je fada s nezapornymi céleny. Necht a,, = f(n), kde f je neza-
n=1
pornd a nerostouci funkce na intervalu (1, 00).

Pak pro zbytek R, plati R, < [ f(z)dx

Piiklad 5.34: Odhadneme zbytek fady > nia, kdea € R, a > 1.
n=1

ResSeni: Danéa fada konverguje. Plati

i </°°dx_ I T
"), o2 1—a 2], (a—1)nol

Napfiiklad pro fadu > n—lg dostavame R, < %, tj. jeji konvergence je ,pomala“.

n=1

Priklad 5.35: Kolik ¢leni fady Z je tfeba secist, abychom jeji soucet

n( n+1 )(n+2)
aproximovali s chybou mensi nez 0, 0017

ReSeni: Protoze plati plyne z predchoziho prikladu odhad

1
n(n+1)(n+2) n3 )
R, < # Nerovnost # < 0,001, tj. n? > 500, je splnéna pro n > 23.
Staci tedy secist 23 ¢leni fady.

Priklad 5.36: Kolik ¢lenu rady Z Je tfeba secist, abychom jeji soucet aproximovali

s chybou mensi nez 0,017
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ReSeni: Plati 2t = 20 . & — 22 < % pron > 3. Tedy pro n > 3 plati

Nerovnost i—r,l < 0,01 ,tj. n! > 100-2", je splnéna, jak se snadno presvédéime, pro n > 8.

Staci tedy secist 8 ¢lent rady.

Shrnuti

7N

V této kapitole jsme rozsirili secitani i na nekoneény pocet s¢itancti a zkoumali jsme jeho
vlastnosti — pro posloupnost (a,),, jsme zavedli nasledujici pojmy:

o0
e nekoneénd fada: symbol > a, = a1 +ay+---+a,+---,
n=1

e n-ty ¢len nekonecné fady: ¢islo a,,

e posloupnost castecnych souctu nekonecné rady: posloupnost
n
(Sn)zozla kde Sp = Zak:a1+a2+"'+an,
k=1

e soucet nekonecné fady: limita posloupnosti ¢aste¢nych souctd s = lim s,;

n—oo
pritom fikame, ze
e tada konverguje: je-li s vlastni,
e tada diverguje: je-li s nevlastni nebo neexistuje,

e tada konverguje absolutné:  konverguje-li fada absolutnich hodnot ¢lenti ptivodni
rady,

pritom z absolutni konvergence fady plyne jeji konvergence;
jedna z tad, jejiz soucet umime zjistit presné, je:
[e.o]
1 n_ 1 .
e geometrickd fada: nzzjoq = 1, pro lg] < 1;

v mnoha situacich nepotfebujeme znat presny soucet rady, staci védét, zda fada konver-
guje nebo diverguje. K ovéreni konvergence slouzi kriteria konvergence.

Zakladnim kriteriem pro konvergenci fady je
o
e nutnd podminka konvergence: jestlize fada ) a, konverguje, potom lim a, = 0;
n=1 n—00
dale jsme uvedli kriteria pro fady s nezapornymi cleny, ktera u rad s ¢leny s libovolnymi

o

znaménky slouzi k zjisténi absolutni konvergence. Je-li > a, fada s nezdpornymi ¢leny,
n=1

plati nasledujici kriteria konvergence:
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o0
e srovnavaci: je-li Y b, jind fada, o které vime, Ze konverguje, potom plati-li a, <
n=1

b, pro skoro vSechna n € N, konverguje i fada ) ay,

n=1
jestlize fada ) b, diverguje a plati a,, > b, pro skoro vSechna n € N, diverguje i
n=1

oo
fada Y ap;
n=1

e integralni: je-li f nezdpornd a nerostouci funkce definovana na intervalu (1, co) a
o0

a, = f(n)pron € N, potom fada Y a, konverguje, pravé kdyz konverguje nevlastni
n=1

integral [ f(z)dx
1

e odmocninové: je-li limsup /a, < 1, fada konverguje,
lim sup /a,, > 1, fada diverguje;

e podilové: je-li  lim #2 < 1, fada konverguje,

n—o0

lim M > 1, fada diverguje;

n—oo 9an

pro neabsolutni konvergenci jsme uvedli kriterium, které rozhodne o konvergenci tzv.
alternujici fady — rady, jejiz ¢leny pravidelné stiidaji znaménka:

o
e Leibnizovo kriterium:  alternujici fada ) (—1)" by, kde b, > 0, konverguje, plati-li
n=1
lim b, =0 a (b,)22, je nerostouci posloupnost.

n—oo

Dale jsme vysettovali vlastnosti nekonecnych fad a operace s nekonec¢nymi fadami; uvedli
jsme nasledupm prav1dla

je-li Z a, = a a Z b,=Db, tedy rady jsou konvergentni, potom

n=1 n=1

e soucet fady se nezméni, jestlize v ni sdruzime do zavorek skupiny o konecné mnoha
sCitancich,

o
e fadu miZeme ndsobit ¢islem ¢len po ¢lenu: > ka, =k > a, = ka,

o0 oo oo
e dvé fady muzeme secist ¢len po ¢lenu: > (an, +by) = > an+ > by =a+10;
n=1 n=1 =1

je-li > a, =aa ) b, =0bafady jsou absolutné konvergentni, potom
n=1

n=1

e soucet fady se nezméni, jestlize v ni libovolné prerovname cleny,
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e dvé fady miiZzeme nésobit ¢len po ¢lenu: <Z an) (Z bn) = > c,=a-b, kde
n=0

Cp = (lobn + albn_l + agbn_z + -+ CLnbO;

tedy absolutné konvergentni fady maji vSechny vlastnosti, které maji soucty konecné
mnoha scitanci.

Na zavér kapitoly jsme se vénovali problému, jaké chyby se dopustime, jestlize soucet
[e.e]

n
konvergentni fady nahradime sou¢tem nékolika jejich prvnich ¢lent. Je-li Y a, = > ax +
n=1 k=1

R,, R, je zbytek po n-tém clenu tady, plati nasledujici vztahy :
e je-li dand fada alternujici a |a,| = b, potom |R,| < b,41,
e jestlize

an41
an

<g<1 VnéeN, potom |R,| < |a,| ﬁ;

e jestlize a, = f(n), kde f je nezaporna a nerostouci funkce na intervalu (1, co),

potom R, < [ f(z)dzx.

Otazky a ukoly
1. Co je to nekonecna fada a jak definujeme soucet nekonecné rady?

2. Kdy tekneme, Ze je nekonec¢na fada konvergentni resp. divergentni?

o0
3. Profadu ) a, plati lim a, = 0. Které z nasledujicich tvrzeni je pravdivé a pro¢?
n=1 n—oo

fada je konvergentni, ale k urceni jejiho souc¢tu potfebujeme vice informaci,

o o

fada je konvergentni a jeji soucet je roven nule,

¢}

(oW

)

)

) fada diverguje,

) nemame dost informaci k rozhodnuti, zda fada konverguje nebo diverguje.

o
4. Predpokladejme, Ze pro fadu »_ a, plati lim a, = 6. Které z nésledujicich tvrzeni
n=1 n—oo
je pravdivé a proc?

a) fada je konvergentni, ale k urceni jejiho sou¢tu potifebujeme vice informaci,

o

fada je konvergentni a jeji soucet je roven 6,

¢}

)
) fada diverguje,
)

oL

nemame dost informaci k rozhodnuti, zda fada konverguje nebo diverguje.

oo
5. Pro posloupnost ¢asteénych soucttt fady Y a, plati lim s, = 3. Které z nasleduji-
n=1 n—00
cich tvrzeni je pravdivé a proc?
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a) fada je konvergentni, ale k urceni jejiho sou¢tu potifebujeme vice informaci,
b) fada je konvergentni a jeji soucet je roven 3,
c¢) fada diverguje,
d) lim a, = 3,
n—oo
e) lim a, =0,
n—oo
)

—

nemame dost informaci k rozhodnuti, zda fada konverguje nebo diverguje;

6. Ukazte, ze plati: konverguje-li fada s kladnymi ¢leny > a,, konverguje i fada
n=1

o0
> ay;

n=1
7. Zjistéte, zda soucet
a) dvou divergentnich rad
b) divergentni a konvergentni fady
muze byt konvergentni.
Cviceni
1. Napiste prvnich pét clenti nekonecné rady, je-li dan jeji n-ty clen:
1 4n—3 (1—sin(n3)) cos(n)
3 =gy P e=ainn 9 R

2. Najdéte n-ty clen nasledujicich tad, jsou-li vSechny dalsi ¢leny utvoreny podle stej-
ného pravidla:

a) 1+3+1+5+..., b) 1+24+3+2+..,
1, 1 1 1 1
C) 3Tt Teg T T -
3. Najdéte soucet nasledujicich nekonec¢nych rad:

) im’ b) 2)(—1)”“(%)”, c) §0<—1>n(g)”.

4. Vyjadfete nasledujici periodické dekadické rozvoje racionalnich cisel ve tvaru
zlomku:

a) 0,999, b) 0,490, ¢)  0,30521.

5. Ukazte, ze nasledujici rady diverguji:

S~ _2n b S 1 o 3+2(=1)"
a) 21 Tntl’ ) 21 cos ) c) > T
n= n=

n=1
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6. Pomoci srovnavaciho kriteria rozhodnéte o konvergenci rad:

o 1 - 1+ = 1
i3
a) 100n+1° b) > Tiat c) ) G-n2>
n=1 n=1 n=1
oo o o
§OXAE@. 0 SRS n o S
n=1 n=1 n=2

7. Pomoci integralniho kriteria rozhodnéte o konvergenci fad:

00 ) b 0o iin 0o e—vA
a) ) g ) X (i) ) XA
n=1 n=1 n=1
- 3 o 1 o 1
d) E: nlnn? e) E: nln2n7 f) i%?'
n=2 n= n=2

8. Pomoci odmocninového kriteria rozhodnéte o konvergenci fad:

a)  Yaetg'l b)Y GH) O X e
9. Pomoci podilového kriteria rozhodnéte o konvergenci rad:
n = n! 2 s n!
) SE D LN o T
10. Pomoci nutné podminky konvergence rady ukazte, ze plati:
) Jm =0 b lmgm =0, o) lim g =0
11. Pomoci vhodného kriteria rozhodnéte o konvergenci rad:
— n_ \" = n3 "n
a) > (32+1) 3 b) en c) 2nn'7
n=1 n=1 n=1
o~ (=)t o~ (=1t S 2011
d) nZ:Zl -1 ) nZ::l N £) n:l( D" (547)

7n+1

12. Najdéte soucet rady Z (314—".

13. Vynésobte nésledujici fady a vysetiete konvergenci vzniklé rady:

a) S(+Dama S(n+1)(—a), b (ia”)2.

n=0 n=0 n=0

14. Najdéte soucet rady
a)

b) .

2

12 s chybou mensi nez 0,1,

% chybou mensi nez 0,01,

n2 +2n 5 8 chybou mensi nez 0,03.

HMS ||M8 I M8
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Vysledky

Jun

1. a) iji+6—ﬁl+1—g+ﬁ?--,b) s 2+ B 0+ -2+ L0+
n .
2. a) 3In_2’ b) In—1> c) Cn—1)(2nt1)’
8- %7 b ;4%7 © 3%4;91
4.2) 1, b) 135, <) 59900
5. nutna podm.,
6. a) div., b) div., c¢) konv., d) konv., e) konv., f) div.;
7. a) konv., b) konv., c¢) konv., d) div., e) konv., f) konv. pro a > 1, div. pro a < 1;
8. a) konv., b) konv., ¢) konv.;
9. a) konv., b) konv., c) konv,;
11. a) div., b) konv., c) konv., d) konv. neabs., e) konv. neabs., f) konv. abs.;
12. 14+ 1
o0 o0
13.a) Y (n+1)a3", konv. pro |a|] < 1,b) 3 (n+1)a”, konv. pro |a| < 1;
n=0 n=0

5.2 Mocninné rady

Pojem nekonec¢né ¢iselné fady jsme motivovali snahou rozsirit operaci sec¢itani na neko-
necné mnoho sc¢itancii; v tomto odstavci podobnym zptisobem zobecnime polynomy.

Zakladni pojmy
Definice 5.37: Necht (¢,).”, je ¢iselna posloupnost, o € R (C). Rada tvaru

ch(x—xo)”:co—l—cl(x—xo)+02(x—x0)2+---+cn(x—x0)”+---

n=0

se nazyva mocninnd rada a ¢islo xq jeji stred.

Rekneme, Ze mocninna fada konverguje

o
1. v x1, pravé kdyz konverguje ¢iselnd fada > ¢, (1 — x)",
n=0

o0
2. na mnoziné M, pravé kdyz fada Y ¢, (x — z¢)" konverguje pro kazdé = € M.
n=0

oo

Jestlize fada > ¢, (x — xo)" konverguje na mnoziné M a soucasné pro kazdé z ¢ M
n=0

diverguje, nazyva se M oborem konvergence této fady.

Priklad 5.38: Mame najit obory konvergence danych mocninnych fad:

|N

~ z€eC

[\

a) S ) Yoe 2t ) Yot d) 5

n=1 n=0
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ni

Reseni:

a)

Pouzijeme podilové kriterium pro vysetfeni absolutni konvergence:
- enpi(@ — )"z 1"

lim = lim . =
n—oo |cp(x — )" n—oo  n+1 |z — 1|

|z — 1| lim o |l — 1J;
n—oon + 1

tedy dana fada konverguje absolutné pro |xr — 1| < 1. Pro |x — 1| > 1 diverguje,

protoze zde neni splnéna nutna podminka konvergence.

Situaci v krajnich bodech konvergenc¢niho intervalu vysetiime tak, ze hodnoty

xr =1+ 1 do dané rady dosadime:

o =2: > 1 diverguje
n=1
e =0: > (7n1)n konverguje neabsolutné
n=1
Tedy obor konvergence dané tady je interval (0, 2); konvergence pro = = 0 je
neabsolutni.

Pouzijeme odmocninové kriterium:
lim /|c,(z — x)?| = lim /2"|x 4 2" = 2|z + 2|;
n—oo n—oo

Tedy fada konverguje absolutné pro 2z +2| <1 = |z +2| < 1.

V krajnich bodech z = —2 £ % neni splnéna nutna podminka konvergence:
r=-2+1: ZO 2" (=25 +2)" = Z_:O(:I:l)" diverguje.
Tedy obor konvergence dané fady je interval (=2, —32).

Pouzijeme podilové kriterium:

2n+1 1 2,..2n+42 1
lim (n+1)% = 227 lim nt = 222
n—00 2"’”21'2” n—00 n

Rada konverguje absolutné pro 222 <1 = |z| < \/Li V krajnich bodech inter-
valu i pro |z| > \/Li neni splnéna nutna podminka konvergence.

oo
Poznamenejme, Ze fada mé tvar > 2"n%2?" = 22 +42* 4925+ - - | tedy posloupnost

n=0
koeficienttt ma kazdy druhy ¢len nulovy: (¢,)5, = (0,0, 1, 0,4, 0, 9,0, ...).

Vysetiime absolutni konvergenci pomoci odmocninového kriteria — vypocitame li-
mitu n-té odmocniny n-tého ¢lenu rady:

n

> =

lim ¢{

n—oo

||

Rada konverguje pro % < 1= |z] < 2 a diverguje pro 3
konvergence je tedy kruh se stftedem v 0 a polomérem 2.
Pro |z| = 2 je |¢,2"| = 1, tedy neni splnéna nutnd podminka konvergence a fada
zde diverguje.

> 1= |z] > 2 - oborem
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Polomér konvergence
Vidéli jsme, ze obor konvergence byl v redlném oboru vzdy interval soumérny podle stiedu
fady, v komplexnim oboru kruh se stfedem ve stfedu fady; to plati i obecné, jak tika
nasledujici véta:
Véta 5.39:  Pro obor konvergence mocninné rady jsou mozné ndsledugjici tri situace:
1. Tada konverguje pouze ve svém stredu,
2. tada konverguje pro vSechna x € R (C),
3. existuje kladné cislo v tak, Ze fada konverguje absolutné pro |x — xo| < r a diverguje

pro |x — xo| > 7.

Definice 5.40: Cislo r z pfedchozi véty se naz§va polomér konvergence mocninné

fady > ¢, (z — zo)™.

n=0

V pripadé 1. resp. 2. predchozi véty klademe r = 0 resp. r = oo.
Piiklad 5.41: Najdéte polomér konvergence a soucet fady m
n=1

ResSeni: V piipadé, Ze fada konverguje, miizeme jeji ¢leny po dvou uzévorkovat; plati
tedy

> oL ((2 e )~ (7 )

n=1 k=1
o0 o0
Vysettime fady > x?+~ Z 32—k zv14st:
k=1 k=1
S l=g4a®+ b+ je geometricka fada s kvocientem ¢ = 22, ta konverguje

p;O |z| < 1 absolutné;

o0
1;1 ?;}i: je geometrickéd rada s kvocientem ¢ = %, konverguje absolutné pro % < 1, tedy
pro |z| < 3.

Je-li tedy |z| < 1, konverguji absolutné obé fady a plati
2 (9 + 9z — 2% — 92?)

Z Z$2k1+zg2k: _x2+1f%: (1—{[‘2)(9—1‘2)

n=1
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Posloupnost koeficienti fady v pfedchozim prikladu ma nasledujici tvar:
- 1 1 1
(Cn)nzl = (17 ?7 17 3_4 17 %7 e )

Sestavme posloupnost ({/¢;,)

n=1"
1 1 1
nnoo—: 17_717_717_7"';
(Ve =5 L5 L5 )
tato posloupnost ma dvé hromadné hodnoty

1
hlzl,hgzg

pricemz horni limita této posloupnosti limsupc, = 1.

Pomoci horni limity posloupnosti koeficientti mocninné fady se vzdy da vypocitat jeji
polomér konvergence:

Véta 5.42:  Pro polomér konvergence mocninné tady Y ¢, (x — zo)" plati
n=0

1

r=——
lim sup {/|c,|

Derivace a integrace mocninnych fad

Mocninna rada je vyjadienim svého souctu ve tvaru ,nekonec¢ného polynomu“; je pii-
rozené ptat se, zda mizeme tuto fadu derivovat (nebo integrovat) ¢len po ¢lenu, a jak
souvisi soucet vzniklé rfady s derivaci souctu fady ptvodni. Tohoto problému si nyni blize
vSimneme.

Véta 5.43:  Necht mocninnd tada Y, ¢, (x —xo)"™ md polomér konvergence r > 0. Pak
n=0

plati:

a) soucet této tady je spojitd funkce na (xo —r, xo + 1)

b) pro vSechna x € (xg —r, xo+ 1)

‘ - n - ’ n - (x_xo)n—l—l
/IO (;Cn(t—iﬂo) ) dt:;/xo Cn(t—on) dt:;Cnn—H,

pricemz mocninnd rada na pravé strané md stejny polomér konvergence r

¢) pro vSechna x € (xg —r, ko + 1)

(Z Cn (T — Io)") = Z (cn (z — 20)") = Z ncn (& — z0)"!

pricemzZ mocninnd Tada na pravé strané mda stejny polomér konvergence r.
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oo
Priklad 5.44: Urcete soucet fady »_ 2" a pomoci integrace této fady urcete soucet
n=0

Ciselné fady Z

n2”'
ResSeni: Je

i ix”l = ﬁ pro |z| <1
n=0 n=1

(je to geometricka fada s kvocientem z). Déle plati

n

1
_ x" o
" ldr = = a / " dr =
0

tedy

0 00 1 1 [ee) 1
1 2 n—1 2 n—1 2 1 1
n§1n2n:n§1/0 T dm:/o (E T ) dx:/o 1_$da::—ln§:1n2.

o0
Piiklad 5.45: Urcete polomér konvergence a sou¢et mocninné fady »_ nz". Pomoci
n=1

oo
ziskaného vysledku sectéte ciselnou fadu » .

n=1
ReSeni: Obor konvergence zadané fady uréime podilovym kriteriem:
. |Gp4a n+1
hm‘nJr‘:H lim 0~ <1 = lz| < 1.
n—oo |an’ n—oo n

Plati tedy

e’} 00 i s / '
;nx":x;nxnlzx;(ic")’zx (;;ﬂ) :x(lfx> = (1 _Ix>2

pro vSechna z € (—1, 1). Odtud dosazenim za = = % dostaneme

n 1
2
— = =2.
;2 —3)’

Znéame-li soucet mocninné fady , mizeme urcovat soucty ¢iselnych fad pro vSechna z lezici
uvniti oboru konvergence — kruhu v C a intervalu v R. Chceme-li urcit soucet ¢iselné rady
v krajnim bodé konvergencniho intervalu v R, je tieba pouzit nasledujici Abelovu vétu:

Véta 5.46: (Abelova) Necht mocninnd tada », ¢, (x — xo)™ md polomér konver-
n=0
gence v, kde 0 < r < oo a necht je konvergentni v krajnim bodé xo + r (resp. xg — 1)

konvergencniho intervalu. Pak soucet s(x) této rady je funkce zleva spojitd v bodé xo + r
(resp. zprava spojitd v bodé xoy — r).
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Piiklad 5.47: Vyjadfete funkci In(1 4+ ) mocninnou fadou a odtud urcete soucet

Leibnizovy fady > (—1)""*1.

n
n=1

ReSeni: Pro z € (—1, 1) Plati

1

:1_ 2_ 3 e — - n: —1” ’I’L‘
T T+’ — a2+ ;( ) ;( )z
Odtud
In(1+2) = Lt —/x(l t+t2 -+ ) dt =
o Jo 1+t B
2 2 > "
—r— 4+ ... = —1)y
v 2 + 3 ;( ) n

Pro z = 1 dostaneme Leibnizovu fadu, ktera je (neabsolutné) konvergentni a podle Abe-
lovy véty je jeji soucet

0 -1 n—1
ZL = lim In(14+z) =In2.
— n r—1—

Taylorovy rady

V tomto odstavci budeme feSit obracenou tlohu, a to jak rozvinout danou funkci do
mocninné fady — tedy k dané funkci najit mocninnou fadu, které je souctem.

V diferencidlnim poctu jsme uvedli Taylorovu vétu, kde je funkce vyjadiena ve tvaru
polynomu a zbytku. Pro dostatecné mnohokrat diferencovatelnou funkci f jsme uvedli
vyjadreni

f) (z0)

—(:c—xo) +...-|—T(x—x0)"—|—Rn+1((E),

kde R,;1(x) je Tayloriv zbytek, pro ktery plati R, (z) = ! 22111))(,5)

o a .

(x—20)"" a € je mezi

Je proto pfirozené zavést nasledujici definici:
Definice 5.48: Necht funkce f ma v bodé z( derivace vSech fad. Mocninnou fadu

0 () (o
S e
n=>0 ’

nazyvame Taylorovou radou funkce f v bodé xg.
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Poznamenejme, ze v pripadé xg = 0 se fada nazyva téz Maclaurinova.

Obecné nemusi platit, ze soucet Taylorovy fady funkce f je roven této funkci. Uvedeme
podminky, kdy tato rovnost plati:

Véta 5.49:  Necht funkce [ md derivace vSech vadi na jistém intervalu J a existuje
takove cislo k € R, Ze

|f™(x)] <k pro viechna n €N a viechna z € J.
Potom pro libovolné xy € J plati:
— S (@) n :
f(z) = z% — (x —x0)" na intervalu J.
Taylorovy (resp. Maclaurinovy) fady elementarnich funkci dostaneme pomoci jejich Ta-
ylorovych polynomt, které jsme odvodili v kapitole 3.5. Obory konvergence téchto fad

najdeme pomoci kriterii konvergence, nebo pomoci znamého vztahu najdeme polomér
konvergence.

Taylorovy fady nékterych elementarnich funkci jsou v zavérecném shrnuti.

Pfiklad 5.50: Najdeme Maclauriniv rozvoj funkce f(z) = (1 + 2)%, a € R — tzv.
binomickou radu.

ReSeni: Vypoditame potiebné derivace:

flx) = (1+2)7, f0)=1;
f'@) =a(l+x), f'0) = a;
f'(x) = ala—1) (1+ )", f"(0) = ala = 1);

fO(z)=ala—1)---(a—n+1)1+2)", f0)=ala—1)--(a—n+1).
Pro n-ty koeficient fady tedy plati

o SO _ala=1)-(a=nt1) (a)

n! n! n

a Fada ma tvar

e =t (Do (Deroes (Do =3 (0

n=0
Pomoci podilového kriteria uréime, ze fada konverguje absolutné pro |z| < 1. Konvergence
v krajnich bodech intervalu zavisi na ¢isle a.

Pomoci jiz zndmych Taylorovych fad mizeme rozkladat dalsi funkce do fad pomoci do-
volenych operaci — substituci, derivaci resp. aritmetickych operaci:
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Priklad 5.51:

Rozvinte nasledujici funkce do Maclaurinovy fady a urcete jejich obor
konvergence:
a) f(z) = \/11_77 b) f(z) = arctg z, c) In (ﬁ_i) :
Reseni:

a) Polozime-li —x? = t, dostaneme funkci
binomické fady je

(1+1t)2

na intervalu (—1, 1). Dosazenim ¢ = —z% dostaneme hledanou Maclaurinovu fadu
1 1 3 15 3:5---(2n—1)
L I B A ST I ST 2n
Vioe a2t Tayt Tuyt Tt T
lz| < 1.

b) Derivace dané funkce je (arctgz) =

= H%’ coz je soucet geometrické rady s kvocien-
tem —a?, tj. plati
! =1-2*+2*— .. pro |z| < 1.
1+ 22

Podle véty o integraci fady dostaneme pro z € (—1, 1)

T ) . 1’3 ZE5 o0 x2n+l
arctgx = 1-t"+t" = )dt=2— —+— —--- = -1)" .
8 /0 ( ) 35 ;( Vot
Vysetiime krajni body konvergenc¢niho intervalu x = +1:

. 2n1+1 a Z_:O(_l)nH :
které konverguji, a podle Abelovy véty tedy nalezeny rozvoj plati pro x € (—1, 1).

e}
Po dosazeni dostaneme alternujici ¢iselné fady > (—1)"

2n+1"
¢) Plati In (££) = In(1 + ) — In(1 — z). Vime, Ze

o

(1 +2) =3 (-1

, x€e(—1,1), tedy
n=1 n
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m(1—a) =S (ot 50 ot
(=) = =S e
Proto

14+x x? 28 2 B
1 T AN DO (S A A _
n(1—x> (“; > 73 ) (x 23

.TS 5

—2:1;—1—2?4—2——1- lz| <1

Priklad 5.52: Urcete soucet mocninné fady Z ﬂ
n=0

n=0 ’ n=0 n=0 n=0
Pritom
> x2n > (I.Z)n 22
DA SRR
n! n!
n=0 n=0
tedy

o0 9 1) 27
Z @Gn+ D™ = (™) =" (1 + 222) pro z € R.

Priklad 5.53: Pomoci znamych fad najdéte Taylorovu fadu funkce :62_—3;_2

a) se stiedem o = 0,

b) se stfedem zy = 3.

ReSeni: Danou funkeci rozlozime na parcialni zlomky, dostaneme
3 1 1
2—x—2 x—2 x+1

a kazdy zlomek budeme rozkladat zvlast s vyuzitim vztahu pro soucet geometrické rady

oo
n=0
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284
a) rozklad ma byt v mocninach x:
1 11 1 o 2" — " x
= —= =50 5 =D o1 pro —’<1tj.|:p|<2
x—2 21-3%5 2n:02 ;2"‘1 2
pro |z| < 1,

(1+&W0ﬂ_

1+z o
3 (o) l‘n [oe) . o
72 x_QZ_ZQnH_Z(_l)I :_Z on+1
n=0 n=0 n=0
33 63
S—...  prolz|<1.

3.3, 9, 15, -
-Tr— = —— T+ =
16 32 64

V krajnich bodech konvergenéniho intervalu fada diverguje — neni splnéna nutna

podminka konvergence.
b) rozklad mé byt v mocninach = — 3:
1 1 1 -
T—2 2-3+3-2 1+ (z—3) %;() (z=3)
pro |z — 3| <1, tj. x € (2, 4),
1 1 1 1 1 1 — 1
t+1 r-3+43+1 4d+z-3 41423 4;;() (#=3)
€T — .
pro |——| <1, tjze(-1,7),
3 1 1 - . 1
22—r—-2 -2 x+1 HZ:O( )"z =3) ;( ) 4”*1(x )
15 63 , 255 ,

V krajnich bodech konvergen¢niho intervalu fada diverguje — neni splnéna nutné

podminka konvergence.
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Shrnuti

V této kapitole jsme zavedli pojmy

o0
e mocninna fada se stfedem xy: Fada tvaru ) c,(z — x)",
n=0

e obor konvergence mocninné fady: mnozina M , v jejimz kazdém bodé fada kon-
verguje a soucasné pro kazdé x ¢ M diverguje,

e polomér konvergence mocninné fady: ¢islo r, pro které plati:

— pro |z — xo| < r Ffada konverguje absolutné,
— pro |z — xo| > r fada diverguje,

pfi¢emz r vypocitame podle vzorce r = —L ——:
limsup R/ |cn|

je-li 7 polomér konvergence mocninné fady i cn(x—20)", potom v intervalu (zo—r, xo+7)
plati: i

e soucet fady je spojita funkce,

e fadu mtzeme derivovat a integrovat ¢len po clenu.
Daéle jsme vysettovali problém, jak k dané funkci najit fadu, jejimz je souctem; zavedli

jsme pojem

e Taylorova fada funkce f: fada ) %(z —x0)";
n=0

Taylorova fada se stiedem zy = 0 se nazyva Maclaurinova fada.

Taylorovy (Maclaurinovy) fady nékterych elementarnich funkci

o7 :1_,_%_,_9;_?_’_..._4_%4_... = ZO%, reR

. c B n w2t e n z2ntl

sin =h-—5+-+(1 Gngop T - Z:O(_l) (@n+1)D reR

22 24 'n,272n S ann

cosz  =l=gtgt o +EDEpto = LGy |TER

Wy =L @t Qe+t (b = S () |reLY
n=0

In(l+z)=z— %2 + x—; — e ()M = 21(—1)”“%", x e (-1, 1)

T 1.3 15 x2n+1 > z2n+1

ln}f—x =2<x+3+3+“'+m+"‘) - 22_:02n+1> v € (=1,1)

arctgr =z — 5+ 5+ +(C)E A = D ()" [re(-1L 1)
n=0
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n!

(*) JeR, <Z)_a(a—1)---(a—n+1)‘

Otazky a ukoly

1. Co je to mocninna rada?

[e.e]
2. Predpokladejme, ze fada ) ¢,z™ konverguje pro x = 9 a diverguje pro z = —12.
n=0
Které z nasledujicich tvrzeni o této radé je pravdivé a proc:

a) konverguje pro z =7,

o

absolutné konverguje pro xr = —7,

o

absolutné konverguje pro x = 9,

o

@

)
)
)
) konverguje pro x = —9,
) diverguje pro x = 10,

)

-~

diverguje pro x = 15.

3. Predpokladejme, ze fada > ¢,(x—1)" konverguje pro x = —4 a diverguje pro x = 9.
n=0
Které z nasledujicich tvrzeni o této radé je pravdivé a proc:

Q

konverguje pro z = 5,

o

absolutné konverguje pro x = 5,

@)

konverguje pro z = 8§,

o

@

diverguje pro x = —7,

—

)
)
)
) absolutné konverguje pro z = —4,
)
) diverguje pro x = 6.

o

4. Jestlize fada > ¢,z" konverguje pro vSechna kladnd x, musi konvergovat i pro
n=0
zaporna x?

o0
5. Jestlize fada > c¢,z™ diverguje pro x = 3, pro kterd dalsi x musi divergovat?
n=0

oo
6. Jestlize fada ) ¢,(x+5)" diverguje pro x = —2, pro kterd dalsi z musi divergovat?
n=0

o0

7. Jestlize fada ) ¢, (z—3)" konverguje pro x = 7, pro kterd dalsi = musi konvergovat?
n=0

o oo
8. Jestlize fada ) a,z" ma polomér konvergence 3 a fada Y b,x™ ma polomér kon-

o0
vergence 5, co muzeme Fici o poloméru konvergence fady > (a, + b,)x"™?
n=0
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Cvideni

1. Najdéte obor konvergence mocninnych rad:

o0 " on o0 2n+1 (1’+8)3n
a) nZ:O no"x s b) nzzo m, C) n;l T2
St s (n—1)la™ S n
d Y 10@e-3)y, e Y e nooS e
n=0 n=1 n=1
g > = L S i) n(z+1)",
n=0 n=1 n=0
= n 4" > n n n
D S D TelE-1n ) R EE )
2. Derivovanim nebo integrovanim vhodné fady najdéte soucty rad
o o0 o0 3 on
a) S (2n+1)z>, b) S na"l c) Y i
n=1 n=1 n=1
s nxnfl & n(n+1 _ 0 n
d) > e) ) ( — ) gn=1, f) z_:ln (z—1)

3. Vypocitejte nasledujici integraly tak, ze integrovanou funkci rozlozite do mocninné
fady, a to s pfesnosti na tii desetinnd mista:

1
1 2

a) e da, b) [ 1f;”10.
0 0

4. Pomoci operaci s fadami pro znamé funkce najdéte Maclaurinovy rozvoje nasledu-

jicich funkeci:

a) L b) (1—-=x)e™ c)  cos?r,

d) (1—-2)72 e)  sin3z+ x cos 3z, f) (14 x)arctga.

Vysledky

1. a’) (_%7 %)7 b) (_007 OO), C) <_97 _7>7 d) (%7 % ’ e) (_ev e)v f) (_17 1)7 g) (_00700)7 h) <_274)7 i) (_270)7 .]) (_57 _3>7
k) {1}7 1) <737 71)?

2714 T —
2. a) 3¢ ) ﬁ, c) 7% In|l — 9z — 3)2|, d) (2_238)2, e) (1_138)3, f) (34_295202;

1_952)27
3) a) 0,747, b) 0,500;
4. a) %z+im2+%$3+%x4+3—12$5+-~,b)1—2*x+%x2—§x3+25—4x4—%m5+7770$6—~-',c) 1—a:2+%z4—
%w6+ﬁx8—~-,d) 14 2z + 322 + 423 + 5t + 62° + 728 + 827 + .-+ ) 4z—9m3+%x5—%x7+—1214230:59+--~,f)

2_1,3_1,4,1,5,1,6_ 1,7 1,8, 1.9 _
T+ x 3T 3T +5x +5x 7T ZT +99€ .
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